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RESUMO

E realizado um estudo da dindmica de vigas segmentadas aplicaveis em
microscopia de for¢a atomica (AFM), utilizando os modelos de Euler-Bernoulli e de
Timoshenko e uma metodologia introduzida na literatura para vigas segmentadas
do tipo Euler-Bernoulli e de vigas uniformes do tipo Timoshenko com uso da res-
posta impulso distribuida e de respostas fundamentais concentradas. Um estudo da
analise modal ¢é realizado com modelos de vigas que incluem materiais piezoelétricos
de uso em microscopia de forga atdémica. Sao assumidas condigbes de compatibili-
dade referentes ao deslocamento, rotagao, momento fletor e cisalhamento nos pontos
de descontinuidade. E observado que as frequéncias e os modos de vibracao da viga
segmentada sao sensivieis as descontinuidades nos materiais e na geometria. Na
obtengao de respostas forcadas, o método de Galerkin é utilizado para aproximar a
resposta impulso distribuida com o uso de autofungoes que satisfazem a propriedade
dos modos normais. Apresentam-se resultados referentes a vigas bi e trissegmen-
tadas, considerando parametros numeéricos de teste e usados para vigas em AFM com
materiais piezoelétricos. Os resultados modais obtidos neste trabalho sao préoximos
daqueles encontrados na literatura. Vibragoes forcadas foram obtidas considerando
forcantes do tipo harmonico no tempo e com amplitude espacial dos tipos constante,

concentrado e pulso.
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ABSTRACT

This work studies the dynamics of multispan beams used in atomic force
microscopy (AFM), considering the models of Euler-Bernoulli and Timoshenko, and
applying the methodology introduced in the literature for Euler-Bernoulli segmented
beams and uniform Timoshenko beams with the use of distributed impulse responses
and concentrated fundamental responses. A study of modal analysis is performed
with models of segmented beams, including piezoelectric materials of use in atomic
force microscopy. We considered compatibility conditions with respect to the dis-
placement, slope, flexure moment and shear at the points of discontinuity. It is
observed that the frequencies and vibrating modes of the segmented beam are sen-
sitive to material and geometric discontinuities. For obtaining forced responses,
the Galerkin method is used to approximate the distributed impulse response with
eigenfunctions that satisfy the normal mode property. We present results for the
bi and tri segmented beams considering numerical testing and those employed for
beams in AFM with piezoelectric materials. The modal results obtained in this
work are close to those found in the literature. Forced responses were obtained by
considering harmonic excitations with spatial amplitude for constant, localized and

pulse types.



1 INTRODUCAO

A anélise de vibragoes de estruturas do tipo viga é de grande importan-
cia devido as diversas aplicacoes em ciéncia e tecnologia. Recentemente, tem-se
utilizado microvigas no desenvolvimento de microscopios de for¢a atdémica (AFM -
Atomic Force Microscopy), para a obtencdo de imagens topograficas de superficies

em escalas nanométricas.

Devido a sua versatilidade, destacam-se quatro principais aplicagoes nas
quais a microscopia de forga atomica é utilizada: 1) Como ferramenta de imagem
para determinar a estrutura de materiais microscopicos ou para observar o com-
portamento de moléculas biologicas, 2) Em nanolitografia para depositar ou retirar
materiais dentro de/de uma superficie, 3) Em sensores para detec¢ao de molécu-
las especificas no ar e em solugoes, e 4) Em espectroscopia de for¢a para retirar

moléculas aderidas a uma superficie e investigar sua estrutura e fungao biolégica.

Nos trabalhos de Hsu et al.[29] e Claeyssen [32|, sdo analisadas as vi-
bracoes de vigas aplicaveis a AFMs considerando o modelo de Timoshenko com
secao transversal uniforme. Novas geracoes de vigas nanomecéanicas tém sido de-
senvolvidas para AFM com a inclusao de materiais inteligentes, tais como materiais
piezoelétricos, acoplados & microviga e com o papel de sensores e/ou atuadores.
A modelagem usual utilizando formulagbes com vigas uniformes desconsidera que
a inclusao de secoes ou camadas com outros materiais introduza descontinuidade
nas propriedades dos materiais entre segmentos vizinhos. Na modelagem especifica
para vigas segmentadas, devem ser assumidas condi¢oes de compatibilidade, tais
como a continuidade no deslocamento e rotagao da viga, e equilibrio do momento e

cisalhamento, nos pontos entre cada dois segmentos.

Salehi-Khojin [6] e Jih-Lian et al.|23] propoe modelagens distintas para

vigas do tipo Euler-Bernoulli com camadas piezoelétricas e aplicaveis a AFM. Am-



bos consideram que um dos segmentos da microviga é parcialmente coberto por um
material piezoelétrico. A microviga é fixa numa extremidade e livre ou sujeita a
algum dispositivo dissipador na outra extremidade. Com menos frequéncia apare-
cem na literatura trabalhos que considerem o modelo de Timoshenko para vigas

segmentadas [66] e [75], e na obtencao de respostas forcadas.

Neste trabalho é aplicada as vigas segmentadas, a metodologia desen-
volvida para a anélise modal e vibragoes for¢adas com vigas do tipo Euler-Bernoulli
[36], [37], [38], [60], [73] e com vigas uniformes do tipo Timoshenko [32], [40], [61].
Esta metodologia utiliza uma formulacao matricial com o uso de respostas funda-
mentais distribuidas e concentradas. Simulacoes foram realizadas com vigas segmen-
tadas livre-livre, fixa-livre, fixa-livre para AFM, com camada piezoelétrica e sujeitas
a dispositivos no extremo livre da viga, através do software matematico simboélico

Maple.

Os resultados obtidos no presente trabalho, frequéncias e modos de vi-
bracgao, sao proximos dos apresentados analiticamente ou experimentalmente por
Stanton e Mann [63|, Salehi-Khojin [6] e Jih-Lian et al. [23]. Vibragoes forgadas
foram obtidas para excitagoes temporais harmoénicas com amplitude espacial uni-
forme, localizadas e segmentadas. Observou-se a dependéncia das respostas e fre-

quéncias com relacao a variagoes de parametros fisicos e geométricos.

Diante desse contexto, o objetivo principal do trabalho aqui proposto
¢ a utilizacao da metodologia desenvolvida para vigas uniformes de Euler-Bernoulli
e Timoshenko e segmentadas do tipo Euler-Bernoulli, descrita nos trabalhos de
Claeyssen e Soder [38]; Tsukazan [73]; Claeyssen e Costa [40]; Claeyssen et al.[60];
Reys [61] e Claeyssen [32], estendendo-a para o caso de vigas segmentadas do tipo
Timoshenko, a fim de determinar modos e frequéncias naturais de vibragao em vigas
segmentadas e utilizar o método de Galerkin para obter vibragoes forcadas com vigas

segmentadas do tipo Euler-Bernoulli e do tipo Timoshenko de uso em AFM.



A dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2 sao
obtidos os modelos de Euler-Bernoulli e de Timoshenko e condigoes de contorno
classicas e nao-classicas, via abordagem hamiltoniana e newtoniana. No Capitulo 3
sao abordados dois modelos de vigas acoplando materiais piezoelétricos de uso em
AFMs. No Capitulo 4, é apresentada a anélise modal de vigas segmentadas dos
tipos Euler-Bernoulli e Timoshenko, com énfase em vigas bi e trisegmentadas . No
Capitulo 5, vibragoes forgadas sao consideradas para o caso de vigas bissegmentadas
fixa-livre de uso em AFM. Respostas forcadas sao determinadas com o método de
Galerkin para forcantes harménicos com variadas amplitudes espaciais. Finalmente,

no Capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes do presente trabalho.



2  MODELOS MATEMATICOS PARA
VIBRACAO DE VIGAS

Vigas sao estruturas elasticas, podendo ser consideradas solidos tridi-
mensionais. Modelos matematicos unidimensionais para vigas planas sao formulados
com base em teorias de vigas. Atualmente existe um variado ntimero de teorias uti-

lizadas para representar a cinematica da deformagao de uma viga [65], [69].

Todas essas teorias envolvem alguma forma de aproximacgao que des-
creve o comportamento das secoes transversais em termos de quantidades avaliadas
na direcao longitudinal que possui maior comprimento. Neste trabalho serao con-
sideradas somente vigas retas prisméticas: a direcao longitudinal é uma linha reta

e as secoes transversais sao uniformes.

Em cada teoria, a descri¢ao cartesiana (z,y, z) para uma viga é tal que
0 eixo z é tomado na diregao longitudinal do comprimento da viga (passa através
do centroide de cada segdo transversal) e os eixos y e z sdo tomados na diregdo
dos eixos dos momentos principais de inércia, ou seja, nas direcoes da largura e
da espessura(altura), respectivamente. A origem das coordenadas é escolhida como
sendo no extremo esquerdo da viga. Na teoria das vigas planas, todas as forcas
externas(cargas aplicadas) e geometria sao tais que os deslocamentos (Uy, Us, Us)
atraveés dos eixos (z,y, z) sdo somente fungoes das coordenadas x e z, ou seja, as
deformagoes acontecem no plano xz e dependem do tempo ¢. Por isso, se assume
que o deslocamento U, é identicamente nulo. As vigas s@o usualmente sujeitas a
forgas (cargas) dispostas verticalmente, o que resultara em esforgos de cisalhamento
e flexao. Quando cargas nao verticais sao aplicadas a estrutura, surgirao forgas
axiais direcionadas ao longo do eixo do elemento. Vigas normalmente sao barras
retas e prismaticas, tendo a mesma se¢ao transversal ao longo do seu comprimento,

0 que ocasiona maior resisténcia ao cisalhamento e a flexao.



Considera-se, nos principais modelos que descrevem a deflexao de vigas,

os seguintes campos de deslocamentos [69]

Uy(t,z,z) = —z% +Y(z) (% + o(t, x)) (2.1)
Us(t,z,z) = 0 (2.2)
Us(t,z,z) = wu(t,x) (2.3)

onde u e ¢ sao o deslocamento transversal e deslocamento angular da viga, respec-
tivamente, e ¢(z) é uma funcao de forma relacionada a rotac¢ao da segao transversal
da viga. Entre os mais conhecidos modelos de vigas estao os de Euler-Bernoulli,
Rayleigh, Vlasov e Timoshenko [65]. As hipoteses béasicas nestes modelos sdo as

seguintes:

Diregao axial consideravelmente maior que as outras duas;

Material elastico linear (Hookeano);

Efeito de Poisson ¢ desconsiderado [16];

A secao transversal é simétrica de modo tal que os eixos neutro e central

coincidam;

O angulo de rotacao é pequeno e hipoteses para pequenos angulos po-

dem ser assumidas.

Os modelos de Euler-Bernoulli e de Timoshenko sao os mais utilizados nas aplicagoes
que envolvem vigas retas prismaticas. Tem-se para esses modelos os seguintes fatores

de forma
Euler — Bernoulli (EBT) : (z)

Timoshenko (T BT) : P(z)

0,
(2.4)

2,



resultando os campo de deslocamentos:

Para o modelo de Euler-Bernoulli

Ui(t,z,z) = —z%, (2.5)
Us(t,z,z) = 0, (2.6)
Us(t,z,z) = u(t,x). (2.7)
E para o modelo de Timoshenko
Ul(taxaz) = Z¢(t,$), (28>
UQ(tv L, Z) = 07 (29)
Us(t,z,z) = wu(t,z). (2.10)

Observa-se que o primeiro termo em U; dado em (2.1) corresponde ao
deslocamento axial de acordo com a teoria de Euler-Bernoulli e o segundo termo
é o deslocamento devido ao cisalhamento transversal. O modelo de Timoshenko
constitui uma corre¢ao de primeira ordem da teoria classica de Euler-Bernoulli para
vigas finas. Outros tipos de vigas que envolvem correcoes de maior ordem e efeitos

de escala sao considerados em [31], [51], [76], [77].

Em uma forma geral, as equagoes do movimento para as varias teorias
de vigas podem ser obtidas através de uma formulagao newtoniana ou variacional,
que envolve energia potencial, devido a relagoes deformacao-deslocamento, e a ener-

gia cinética devido a inércia.

Uma das caracteristicas principais da teoria de vigas € o fato de conside-
rar sua interacao com o meio externo, mecanismos ou dispositivos vinculados as suas
extremidades ou de forma intermediaria, sendo manifestada através de condigoes de
contorno ou forcas concentradas, distribuidas ou localizadas. Em geral, as condigoes
de contorno sao classificadas como classicas (fixa, livre, apoiada, deslizante, e com-

binagbes dessas) e nao-classicas (dispositivos anexados aos extremos ou parte inter-



Condigoes de contorno
Classicas Nao-Cléassicas
Fixa-Fixa Fixa-Livre com massa
[ ]

Fixa-Livre Fixa-Livre com dispositivos
| i
Apoiada-Apoiada Apoiada-Apoiada com dispositivo
| | | |
AN pAS AN C AS
Fixa-Apoiada Livre-Livre com dispositivos

A Sl iia

Tabela 2.1: Condigoes de contorno classicas e nao-classicas

mediaria). Exemplos de condigbes de contorno cléassicas e nao-classicas sdo apresen-

tados na Tabela 2.1.

2.1 Modelo de Euler-Bernoulli

Na teoria das vigas Euler-Bernoulli, a hipétese fundamental é que as
segOes transversais permanecem planas e normais ao eixo longitudinal deformado.
De acordo com a Figura 2.1, quando a viga é deformada, algumas fibras vao com-
primir e outras esticar. Entre o topo e a parte inferior da viga existira uma superficie
de fibras que manterao seu comprimento. Essas irdao compor a chamada superficie
neutral. Escolhem-se coordenadas tal que o plano zu seja o plano longitudinal
(axial) de simetria da viga. Esse plano e a superficie interceptam-se em uma curva

chamada eixo neutral da viga.



eixo neutral ndo

u(t,x h
@ flexionado

u(t,x .
(tx) eixo neutral

flexionado

_—\ x
w

Figura 2.1: Eixo neutral

O efeito das forgas transversais de cisalhamento sobre deformagoes na
viga é desprezado. Também nao sao considerados efeitos de inércia rotatoria. Devido
as secoes transversais permanecerem perpendiculares ao eixo neutral, e o angulo de
rotacao ou giro ser pequeno, este pode ser aproximado pela inclinacao da curva elas-
tica % do eixo neutral. Fisicamente, se u(t, z) representa a flexdo ou deslocamento

transversal, entao, a primeira derivada % se relaciona com o angulo de rotagao 6

. . ~ ou . . . ~ . 0%u -
ou inclinagao por 3% = tan(f)) = 6 o giro ou inclinagao, a segunda derivada 53 ¢ o

momento fletor M (t,z) = EI % e a terceira derivada % a forca de cisalhamento
V(t,z) = FEI %, sendo E o modulo de Young e I o momento de inércia.

Detalhes sobre as derivagoes do modelo de Euler-Bernoulli podem ser

encontradas em livros-texto, tais como [11], [46], [72], [64], [71].

2.1.1 Um modelo de viga Euler-Bernoulli sujeita a dispositivos
intermediarios e no contorno

Considera-se o caso de uma viga de Euler-Bernoulli que esta sujeita
a dispositivos elésticos, inerciais e dissipativos, de acordo com a Figura 2.2, nas
extremidades e parte intermediaria da viga. A equacao do movimento serd obtida

através de uma abordagem variacional com a energia mecanica do sistema [9], [62].



Esta metodologia permite obter expressoes para as condi¢oes de contorno e de com-

patibilidade devido & inclusao de dispositivos intermediarios.

2.1.1.1 O principio estendido de Hamuilton

A equagao do movimento de uma viga do tipo Euler-Bernoulli sujeita
a condicoes nos extremos ou dispositivos intermediarios pode ser obtida através de
uma abordagem variacional, que envolve a energia mecanica do sistema [9], [62].
Essa metodologia é bastante geral e permite obter expressoes para as condigoes de

contorno e de compatibilidade ao incluir dispositivos intermediarios.

Considera-se T como sendo a energia cinética do sistema e W o trabalho
realizado pelas forcas que agem sobre o mesmo. A energia potencial do sistema é

introduzida quando o trabalho é escrito na forma
W =W.+ Wy, (2.11)

onde W, é o trabalho devido a acao de forgas conservativas f., e W, é o trabalho
devido a forgas nao-conservativas f,.. O trabalho conservativo W, corresponde a
energia potencial U do sistema. O principio estendido de Hamilton [21], [46], [64]

estabelece que o funcional ou agao
ty ty
J(u) = / (T + W)dt = / (T — U + Wyo)dt, (2.12)
ta ta

quando avaliado entre duas configuragoes possiveis do sistema nos tempos t, e tp,
resulta ser estacionaria se u = w(t,z) corresponde ao movimento real do sistema,
isto é, a derivada de Gateaux é nula na configuracao que corresponde ao movimento

real do sistema, entao

= 0. (2.13)

Aqui v(t,z) é uma pertubagao admissivel: v(t,,x) = v(ty,z) = 0. A expressdo

L =T — U ¢é denominada Lagrangeano do sistema.
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2.1.1.2 Derwacao da equacao governante e condicoes de contorno nao-cldssicas

Obtém-se a seguir a equagao do movimento de uma viga de Euler-
Bernoulli que incorpora condig¢oes de contorno nao-classicas bem como dispositivos
intermediarios. Tipos particulares foram considerados por Balachandran [9] e Grossi
e Albalbarracin [62]. Utiliza-se uma abordagem variacional do principio estendido
de Hamilton. Este tipo de viga esta sujeita a dispositivos elasticos, inerciais e dissi-
pativos, de acordo com a Figura 2.2 | nas extremidades e num ponto intermediario

da viga.

A metodologia variacional permite obter expressoes para as condig¢oes

de contorno e de compatibilidade devido a dispositivos intermediarios.

mg,Jo[] My T My,
» s
R @) )
Ko

Figura 2.2: Viga com dispositivos

Os dispositivos sao classificados da seguinte forma
Elasticos

Em z = 0, mola translacional com constante de mola ky;
Em z = ¢, mola translacional com constante de mola ky;
Em z = L, mola translacional com constante de mola ky;

Em z = 0, mola rotacional com constante de mola rg;
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Em z = ¢, mola rotacional com constante de mola rq;

Em z = L, mola rotacional com constante de mola rs.
Inerciais

Em z = 0, massa concentrada my com momento de inércia Jy;
Em x = ¢, massa concentrada m; com momento de inércia Ji;
Em x = L, massa concentrada ms com momento de inércia .J5.
Dissipativos

Em z = 0, amortecedor com coeficiente de amortecimento cy;
Em x = L, amortecedor com coeficiente de amortecimento cs.

De acordo com [30], a energia cinética total do sistema é dada por

T_;/OL A<?;Z(t x) do + = Zmz< txz> ZJ (ata t:):i)>2 (2.14)

sendo g = 0 e x5 = L a posi¢ao dos extremos da viga e 7 = ¢ a posi¢ao in-
termediaria. Aqui m; é uma massa concentrada com momento de inércia J;, p € a
densidade da viga e A a area da segao transversal. O trabalho conservativo é dado
pela energia potencial total devido a flexao e dispositivos elésticos

2

W—U—l/ EI Ou (t, ;) dx-i— Zk: (t, ;) 127“- @(tx) 2(215)
c — _2 0 82 (2 'L 201 ax (el .

i
com as constantes elasticas k; das molas translacionais e r; das molas rotacionais. O
trabalho nao-conservativo, devido aos elementos dissipativos e for¢a externa é dado
por

CQa—u(t, L)u(t, L) (2.16)

(£ 0)u(t,0) — 2

ou
nc—/ flt,x)u tx)dx—coat

onde ¢y e ¢y sao constantes associadas a dissipacao de energia.
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Substituindo a energia cinética (2.14), a energia potencial (2.15) e o

trabalho nao-conservativo (2.16) no funcional de energia (2.12), segue

J(u) = % /:b /0 "4 <W>2 _EI <82“(t’””)>2 +f D)l x)] dadt+

ot Ox?
1 [t out,00\? 1 [t [(9ut0)\> . 1 [ [Ou(t,0)\>
+2/ta mo <8t ) dt+2/ta J0< 9201 ) dt—Q/ta 7“0< 7 > dt+

1 [t
-2 / o (u(t, 0))2di+
ta

1 [ du(t,c)\? IR 0?u(t,c) 2 1 [ du(t,c)\?
+2/ta m1< ot > d”z/ta Jl( Dot ) dt_z/ta ”( ox ) ar

L[
—2/ k1 (u(t, c))?dt+
ta

1 (W out,L)\> . 1 [ (ut, L)\, 1 [ [out L)\
+2/tu mQ( ot > dt+2/ta J2< D0t > dt_z/ta TQ( 0z > dir

L[
—2/ ko(u(t, L))*dt+
ta

b Qu(t,0) /tb Ou(t, L)
- ¢ " u(t,0)dt — c ~—~u(t, L)dt.
/ta g U0 . oot (t.L)

(2.17)
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Introduzindo uma perturbagao admissivel v(t,z) tal que v(t,, x) = v(ty,z) = 0,
obtém-se

0J(u + ev)

0J (u,v) = 9

e=0

ty L 2 2
:/ /O [pAGu(tt, x) Ov(t, ) _Ela u(t, z) 0%v(t, x)
ta

0 ot 22 92 T f(t,fﬂ)v(t,:v)} dxdt+

dt+

b Qu(t,0) du(t, O)dt n /tb 9?u(t,0) 0%v(t,0) it /t” . du(t,0) dv(t,0)
- 0
t t

Y A T S W T W z oz

ty
- / Fou(t, 0)u(t, 0)di-+
ta

dt+

b Qu(c,t) Ov(c, t) o 92u(c, t) 0%v(c, t) b Qu(c,t) Ov(c, t)
+/ta ™o o d”/t R T T dt_/t R

tp
- / kyu(c, t)v(e, t)dt+
ta

B Qu(t, L) Ov(t, L)dt N /tb 0?u(t,0) O%v(t, O)dt /tb . ou(t, L) dv(t, L)dt—i—
- 2
t t

B A TR S e TR P or  or

tp
— / kou(t, L)v(t, L)dt+
ta

o du(t,0) /tb Ou(t, L)
- ¢ " o(t,0)dt — c " o(L,t)dt = 0.
/ta g V(t:0) .ot (L,?)

(2.18)
A fim de obter a equag@o do movimento, d.J(u, v) é escrita como uma expressao inte-
gral linear com respeito a perturbacao v, para a qual se aplicam lemas fundamentais
do célculo das variagoes e decorrem as equacgoes de Euler-Lagrange e condi¢oes nos
extremos e ponto intermediario [27], [45], [74]. Na derivagdo da equagao de Euler-
Lagrange é assumido que as fungoes u e v sao regulares para que se possa, quando

conveniente, integrar por partes e trocar a ordem da integragao.
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Integrando-se por partes com respeito a t o primeiro, quarto e quinto

termo de (2.18), e supondo

Vg (ta, ) = vty x) = 0, (2.19)
tem-se
2
//8“;tx avatt$)dxdt - //8 Ub2) o Ddedt,  (2.20)
ta
ty ty 92
/ 8ugft,$)avgf£$)dt — _/ aa—tg)v(tﬂ)dta (2.21)
ta ta
% Q?u(t, ) 0*v(t, ) b Bu(t, z) Ov(t, x)
= — . 2.22
/ta duot owot /t ooz or (2:22)

Devido a presenca de dispositivos intermediarios que poderiam afetar as
grandezas obtidas como derivadas do deslocamento (giro = u,, momentofletor =
Elu,,, cisalhamento = Elu é conveniente que a integracao espacial seja divi-

Ty T )

dida no ponto intermediério ¢
o 0%u 0% o 0%u 0% o 0%u 0%
FULY Jrdt = gueYy dt + FULY Jrat. 2.23
/ta /0 92 0x2 " /t / B2 9z2 /t / D2 9z2 " (2:23)

Integrando-se por partes duas vezes com respeito a x decorre

c

% 0%u 0%v b rl g4y, -
gudwy gu B
/ta /0 5 2alasalt /ta /0 a$4vd:vdt+ (u,v) .

b /9% Ov 83

deve ser calculada com valores limites de u e v pela esquerda ¢ = ¢~ e pela direta

(2.24)

Y

L
+ B(u,v)

onde

¢ = ¢*. Assumindo que o deslocamento e o giro sao continuos no ponto intermediario
c, ou seja,
u(t,c”) = u(t,c™) = u(t,c),
(2.26)
du(t,c™)  Ou(t,ct)  Ou(t,c)
o dxr  Or
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e resulta
oL g2y o bl gy b 9%2u(t, L) du(t, L)
/ta o 02 B2 = / / vdwdH /t < o2 or
O%u(t,0) u(t,0)  d%u(t,c™) du(t,c)  Pult,cth) Pult, ) .
- ; : 7 : ’ _guLhe ) 27
Ox? oz * Ox2 ox + O3 v(t, c) 95 u(t,c)+ ( )

3 3
0 g(tg’o)v(t,m _ wv(t, L)> dt.
a i

Tem-se entao na equagao variacional

" u(t, z) Otu(t, )
/ta / ( 8t2 HEI—5 5 _f(ta$)> v(t, x)dzdt+

5‘4
/ < 8t2 +EI ggjﬁx)—f(tw)> v(t, z)dxdt+

dul(t, 0) 02u(t,0) . 3Pu(t,0)\ du(t,0)
Ty TP T e or

iy

b
b
b ABu(t,0) 0?u(t,0) ou(t,0)

—kou(t7 0) —FEI o7 — myg o2 — Cp ot > U(t, O)dt-l-

/t
t
t

)

t du(t, c) Ou(t,c™) O%u(t,ct) O3u(t,c)\ dv(t,c)
+/ta <_T1 Oz — ox? B ox? —A 8x8t2> Ox di+

_ 3 + 2
W) - pr ) Tl i oy

+

J
iy
O3u(t, L) 0?u(t, L) Ou(t, L)

tp
+ /ta <_k2u(t, L)+ El————+ 03 —m2 o2 —C2 ot > U(tv L)dt =0,
(2.28)

b
b

dt+

t
t
t
t
t du(t,L) Bl O?u(t, L) 83u(t,L)> dv(t, L)

2

0z ot? oz

e para uma perturbacao v tal que junto com sua primeira derivada espacial se anule
emxr =0, r=cex =L, decorre do Lema Fundamental do Calculo das Variagoes,

ou Lema de du Bois-Reymond [17], [27], [45], [74] a equagao do movimento
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Ou(t, x) OMu(t, z)
ot? - Ox*
Substituindo (2.29) em (2.28), segue

b ou(t,0) 0?u(t,0) P3u(t,0)\ Ov(t,0)
‘5J(“’“)_/ta (_TO or TP T TR 8958752) or Ot

pA = f(t, z). (2.29)

Ou(t,0) o ?u(t,0) . ou(t,0)
da3 07 o 0ot

—kou(t,0) — ET > v(t,0)dt+

ou(t, c) O?u(t,c™)
1

—FEI

oz 02 + Bl 0z2

dt+

Pult,ct) . PPult,c) du(t,c)
Y ozot? ) o

Bu(t,c”) ABu(t,ch) 0?u(t, c)

tp
—I-/t <—k1u(t, c)+EI 5‘3:’3 — EI P 8t27 > v(t, c)dt+

dt+

132u(t,L) g O3u(t, L)\ Ov(t, L)
> oxot?

oz 0z? ox

O3u(t, L) 0?u(t, L) Ou(t, L)

—kgu(t, L) + Elw — mo 8t2 —C2 ot

> v(t, L)dt = 0.
(2.30)



E decorrem as condigoes naturais de contorno e de compatibilidade no ponto inter-

mediério
0%u(t,0) ou(t,0) d3u(t,0)
El =
7 R P T
A3u(t,0) 0?u(t,0) Ou(t,0)
Y ) it S/
8%3 k‘ou(t, 0) + myo 8t2 ot s
Ou(t,c Ou(t,ct) du(t,c) Au(t,c)
El(- = t
< 022 T 02 ) "or T amer
(2.31)
Pu(t,c O3ul(t,ct) 0?u(t,c)
EI< 7 S > = kju(t,c) + my 22
Elﬁzu(t, L) Ou(t,L) OBu(t, L)
arr P ox 2 oo
O3u(t, L) O?u(t, L) ou(t, L)
El W = kQU(t, L) + mo 8‘[;2 C9 ot .
Na Tabela 2.3 expressam-se tais condicoes de maneira equivalente.
Fmxz=0 EFmzxz=c Fmax=1L
Myudo— Myt 1 myd,
o : )
St k, o
2u U 2u(t,c™ 2u(t,ct u u
Ela (t,O) _ Oagﬂ,o) pr(_2 3(5’2 ) 2 (9(;,2 )\ | protutl 8it2L) S g;L)
B u(t() _ autc) 3Bu(t,c) L)
o g0 =N + S 000 — o i BthQ
EI@ u( tO) — kou(t 0) EI (6313(;,307) . 8313(;éc+) E[a u( tL — kQ/U/(t L)
+m08 gg ,0) +e au(t 0) _ klu(t C) +my 0?2 gg ,C) +m28 1(;55152[/) +e au(t Ou(t,L)

Tabela 2.2: Condigoes de contorno e intermediarias nao-classicas para o modelo de

Euler-Bernoulli

E de forma geral, para as condi¢oes de contorno, na Figura 2.3 e

equagoes em (2.32)
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Moo m,,J,

; i
PR
<
[
N

(2.32)

1=0, a=+1, b=—1, em z =0,

1=2,a=-1,b=1, emxz = L.

OBSERVAGOES

1— Nos desenvolvimentos requeridos pela aplicacao das técnicas do
Calculo Variacional, foi assumido o uso do espago funcional D = {u : u(-,z) €
C2[ty, 1), u(t,-) € CO, L] N CYO, L]}. Isso significa que u é continuamente dife-
renciavel em ¢ no minimo até ordem dois, e é continuamente diferenciavel em x até
ordem um. Ou seja, tem-se a continuidade do deslocamento e inclina¢ao no ponto

intermediario.

Sendo C’ﬂO,L] o conjunto das fungoes com derivadas continuas até
ordem quatro, tal que existe apenas um ponto ¢ no qual se garante a existéncia das
derivadas laterais até quarta ordem, ou seja, existem g—g(t, c), 2(t, ct) %y (t,c7),

' Ox ) Dx2
Bu(t,ct), Zu(t,c), T(t,c*), TU(t,c7), T4(t,c*).
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As diregoes/perturbagoes v de u admissiveis serao aquelas em que dada
u € D, u+ev € D, para € suficientemente pequeno. Entao v é admissivel de u € D
se v € Dy onde Dy = {v: v(z,-) € C?[tq, ty],u(-,t) € C'[O, L] N CY0O, L],
V(te,x) = v(ty,z) =0 Vo € (0,L)}.

2— Os sinais das condic¢oes de contorno estao de acordo com Balachan-
dran [9], Grossi e Albalbarracin [62] e Ginsberg [30]. Aparecem na literatura outras
formas, cuja convencgdo de sinais utilizada altera as expressoes dadas em (2.32), é o

caso de Rao, no livro-texto [70].
2.1.1.8 Condigoes de contorno cldssicas

Observa-se que para uma viga sem dispositivos anexados nos extremos

ou em pontos intermediarios, (2.28) torna-se

bk Ou(t, tu(t,
0J(u,v) = —/ / <pA 8(152 ) +EI 6( 1 ) _ f(t,:r)) v(t,x)dedt +
ta JO Z

(2.33)
L
+B(u,v)| =0,
0
com
B O*u(t, z) Ov(t, z) PPu(t, )
B(u,v) = —FEI 92 e +FEI 9 v(t, x). (2.34)

Decorre, entao, do Lema Fundamental do Calculo Variacional a equagao
diferencial parcial de movimento

O?u(t, r) Otu(t, z)

pA 8t2 + EI 8274 = f(t’ l’), Vtavx S (0, L), (235)
L
ao impor a condi¢ao B(u,v)| = 0. Em particular, devem ser satisfeitas as seguintes
0
condigoes . .
0%u Ov B
—o5a =0 (0) 55y =0 2.36
(a) 52 9, ( )6x3v 0 (2.36)
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cujas quatro combinagoes possiveis para as extremidades x = 0 e x = L sao deno-

tadas condigoes de contorno cléssicas e descritas na Tabela 2.3.

Em relagao a essas condigoes de contorno, fisicamente u = D(t, ) re-

presenta o deslocamento, a primeira derivada % = S(t,x) o giro ou inclinacado, a

. 2 2 . . 3
segunda derivada % o momento fletor M(t,x) = E1 ‘371; e a terceira derivada % a

fora de cisalhamento V (t,z) = EIZ4

923

Fixa

(¢,0
0e

u(t,0) =0 9

=0 | u(t,L)=02%tL)=0
D(t, ) x

)
S(t,z) =0, x=0¢/ouz =1L
Apoiada

= | =

u(t,0) =0 Z4(t,0)=0 |u(t,L) =0 2%(t,L) =0
D(t,z) =0e M(t,z) =0,z =0¢/ouz =1L
Livre

L 1

Pu(t,0) =0 24(£,0) =0 | 2u(t,L) =0 24(t,L) =0
M(t,z)=0eV(t,z) =0,z =0efouz =L

Deslizante

r _ K

Qu(t,0) =0 24(t,0) =0 | 22(t,L) =0 2%(t,L) =0
St,x)=0eV(t,z)=0,z=0¢/oux =1L

Tabela 2.3: Condigoes de contorno classicas para a viga de Fuler-Bernoulli
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2.2 Modelo de Timoshenko

O comportamento vibracional fundamental de vigas longas e finas, ou
esbeltas usando a teoria classica de Euler-Bernoulli pode levar ou a uma significa-
tiva sobre-previsao das frequéncias naturais de vigas curtas ou vibragoes com altos
modos. Assim a teoria de Euler-Bernoulli se torna inadequada para vigas curtas,
vigas em que os modos altos sejam excitados, bem como em vigas feitas de material

sensivel a tensao de cisalhamento [5], [48].

Timoshenko propds uma teoria para vibragoes transversais de vigas adi-
cionando os efeitos de distor¢ao de cisalhamento e inércia rotatoria ao modelo de
Euler-Bernoulli. Isso é importante, pois nos casos em que as dimensoes da segao
transversal nao sao tao pequenas quando comparadas com o comprimento da viga
(vigas nao esbeltas ou thick beams), é necessario considerar tais efeitos. Outra
hipbétese que sofre alteracao é a que afirma que os planos perpendiculares ao eixo
neutral mantém sua forma e permanecem perpendiculares apés a deformacao. A
hipotese sera que manterao sua forma, mas nao necessariamente permanecerao per-

pendiculares ao eixo neutral [48].

2.2.1 Derivagao das equagoes

Analogamente ao modelo de Euler-Bernoulli, a deducao das equacoes
desse modelo pode ser feita através de uma abordagem hamiltoniana [20], [67], ou
utilizando o equilibrio de for¢as e momentos [12], [30], [70]. Sendo que na segunda

maneira deve-se observar a convencao de sinais adotada.

Utilizando-se o diagrama de forcas atuando em um elemento da viga
dado em [30] e a relag@o entre os angulos, de acordo com a Figura 2.4, considera-

se no modelo de Timoshenko v o d4ngulo da deformacgao por cisalhamento, tomado
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Figura 2.4: Relagao entre angulos para o modelo de Timoshenko

como nulo na teoria de Euler-Bernoulli. Tém-se a seguinte relacao entre os angulos

_ Ou

y=2t- 0, (2.37)

sendo g—z a inclinacao do eixo elastico ou angulo total de rotagao e ¢ o angulo de

rotacao da secao transversal devido ao momento fletor.

De acordo com Ginsberg [30] faz-se o somatoério de forcas agindo na
direcio z, S.F., = (pAdz)ii, e o somatorio de momentos 3" Mg = (pldz)d em

relagao ao centro de massa G.

Utilizam-se as seguintes relagoes elésticas da teoria de vigas [20], [30]

V(t,x) = kGAy = kGA <% — <;§) : (2.38)
que relaciona a forga de cisalhamento V' (¢, ) com a rotagao angular do eixo eléastico
v, G o modulo de cisalhamento expresso por G = %, sendo v o coeficiente de
Poisson, A a area da secao transversal e k é um coeficiente de correcao dependente
da forma da secao transversal chamado coeficiente de cisalhamento de Timoshenko.
A segunda equacao eléstica é

99

M(t,x) = EI .

(2.39)

onde a relagao do momento é expressa em termos do angulo ¢ e da rigidez flexural

ET.



23

Obtém-se as equacoes

@A — g (Tl 0O )

(2.40)

(b) pI 75 — BITGE — wGA | 205 — o(t,2)| = g(t.),

onde f(t,x) e g(t, x) representam a carga transversal distribuida e o momento, res-

pectivamente.

As condigoes de contorno sao similares as do modelo de Euler-Bernoulli,
e envolvem derivadas de u(t,z) e ¢(t,x). Fisicamente u representa o deslocamento,
¢ o angulo de rotagao devido ao momento fletor, M = ET % o momento fletor e

V =kGA (% — ¢) o cisalhamento.

Seguem, na Tabela 2.4, as condicoes de contorno classicas, cujas com-
binagoes totalizam as quatro condi¢oes de contorno, duas para cada extremidade,

necessarias para céalculo da solugao das equagoes (2.40).

Extremidade Fixa u=0¢=0

Extremidade Apoiada u=0 FEI % =0

Extremidade Livre Elg—f =0 kGA (% — (b) =0

Extremidade Deslizante =0 rGA (% — gb) =0

Tabela 2.4: Condigoes de contorno cléssicas para a viga de Timoshenko

Observa-se que nas condig¢oes de contorno cléssicas em cada extremi-
dade é especificado ou o deslocamento u ou o cisalhamento V' e, ou a rotagao ¢ ou

o momento fletor M [30].
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2.2.2 Condicgoes de contorno nao-classicas

Considera-se o sistema representado pela Figura 2.5.

Figura 2.5: Viga de Timoshenko com dispositivos

O sistema consiste de um bloco de massa m com lado de dimensao b,
uma mola de rigidez k e um amortecedor com coeficiente de amortecimento c. A
extremidade direita esta fixa, o que significa que o deslocamento e a rotagao da segao

transversal sao nulos. Ou seja, em x = 0 tem-se

ult,0) = ¢(t,0) = 0. (2.41)

Quando um bloco é anexado na extremidade, as forcas internas ali
sao exercidas pelo bloco. As condigoes de contorno nessas situagoes podem ser
obtidas isolando o bloco em um diagrama de corpo livre. Em tal diagrama, deve ser
considerada a convencao de sinais para valores positivos das forgas internas. Além
disso, o caso mais simples corresponde a modelar o bloco como uma particula, de

modo que o seu deslocamento seja equivalente ao deslocamento da viga [30].

Considera-se que ¢ em x = L é a rotacao da secao transversal, e sera
também a rotagao do bloco. E em x = L aproxima-se o deslocamento vertical do

bloco por

uc(t, L) = u(t,L) + ggb(t, L). (2.42)
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O equilibrio vertical de forgas, utilizando a conven¢ao de sinais de [30]
é dado por
ZFx =-V - kuG — CiLG = mﬁg. (243)

O momento de inércia do cubo sobre seu centro de massa é Ig =

(1/6)mb* e segue a equagao do equilibrio de momentos

b1 -
ZMG =-M+V; = 6mb%. (2.44)

De (2.43) e (2.44) seguem as condigoes de contorno em = = L

ou b ou  bog Pu  bO*p\] _
|:RGA(£—¢)+k‘(u+§¢)+6(a+§a)+m(W+§w>_ (t,L)—O,

a¢ b au 1 262¢- o
(2.45)

Nota-se que, diferentemente das condigoes de contorno do caso clas-
sico da teoria de Euler-Bernoulli, essas condigoes de contorno envolvem as variaveis
deslocamento e inclinacao e suas derivadas de primeira ordem, e na teoria classica

aparecem derivadas até terceira ordem.

Se o cubo é pequeno, tal que b/2 é proximo de zero e pode ser negli-

genciado, tem-se

0 0 &
G (G = 0) (t.1) = —ult, L) = G0 1) = (6 ),
(2.46)
09 _
EIZE(t L) = 0.

2.2.3 Sistema desacoplado

As equagoes (2.40) podem ser manipuladas a fim de se obter um sis-

tema matricial de quarta ordem desacoplado, ou seja, uma equacao evolutiva para
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o deslocamento u(t,z) ou para o giro ¢(t,z). Isso pode ser feito por derivagdo ou

utilizagao da identidade de Cramer [67].

Obtém-se o sistema desacoplado de equacoes diferenciais parciais de

quarta ordem

2 4 r 2 2 4
p° O0*u pA [ p p\ 07| 0%u  O'u
EnG 0" | Bl (;@G E) 02 o "o S
(2.47)
2 4 B 2 7 2 4
p- o (pA p p\ O | e D¢
EnG 0t | | EI (et %) 92 o2 T owt I
com
P R S W TR
' EkGA 02 T EI' T kGA02®  EI Oz
(2.48)
1 0f p 0% 1 0%
f2 -

T EIdz ' kGEI 02  EIoz2

Na literatura o modelo da viga linear de Timoshenko é, em geral, de-
sacoplado. Porém, de certa forma, as condi¢oes de contorno acoplam o sistema.

Somente para poucos casos, o caso linear é completamente desacopléavel [30], [32].

2.3 Resumo comparativo

A fim de comparar os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko considera-

se g(t,x) = 0 e resolve-se (2.40)(a) para %
0p  0%u 1 0*u
9r 02 T kGA (f B P"W) - (2.49)

Diferencia-se (2.40)(b) com respeito a x e utilizando a equagao (2.49)
segue a equacao do movimento para vibragao for¢ada, segundo o modelo de Timo-

shenko, escrita na seguinte forma a fim de ilustrar os efeitos considerados
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Ou(t, z) Du(t, x) oMu(t,z) EI 0? Ou(t, x)
Bl trA S — 0 =l e TG A o:2 (f(t"”>_pA o >+
(I) (I1) (1‘1’1)

pl 0? 0*u(t, )
KGA 12 (f (t2) =pA=—55— ) =0,
(V)

(2.50)
(I) Teoria de Euler-Bernoulli,
(IT) Inércia rotacional principal,
(ITT) Deformagao de cisalhamento principal,
(IV) Inércia rotacional e deformacao de cisalhamento combinados.

A Tabela 2.5 sintetiza as caracteristicas principais dos modelos de Euler-

Bernoulli e Timoshenko, apresentadas nesse capitulo.

Euler-Bernoulli ‘ Timoshenko
Equacgoes

pAZYE — KGA(ZY — 92) = f(t, )

EIZY(t,2) + pAZL(t,x) = f(t,x)

9zt

ot? Ox?
Hipo6teses
Desconsidera efeitos de inércia rotatoria e Considera tais efeitos.

deformacao por cisalhamento.

O comprimento da secao transversal deve ser | Aplica-se a vigas nao esbeltas.

maior que as outras duas dimensoes.

Planos perpendiculares ao eixo neutral Planos mantém a forma mas, nao
permanecem planos e perpendiculares necessariamente permanecem
apos a deformagao. perpendiculares ao eixo neutral.

Material linear elastico (obedece a lei de Hooke), homogéneo e isotropico.

O angulo de rotagdo pequeno tal que hipoteses para pequenos dngulos possam ser assumidas.

Tabela 2.5: Comparativo das equacoes e hipoteses dos modelos de Euler-Bernoulli
e Timoshenko
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3 MICROVIGAS EM MICROSCOPIA DE
FORCA ATOMICA

3.1 Microscépios de Forga Atomica

Técnicas de criagao de imagens de superficies em nanoescala estao em
crescente demanda para desenvolvimento das ciéncias de um modo geral nas tltimas
décadas. O interesse pelo mundo atémico possibilitou a criagao de instrumentos
usados no estudo das propriedades de superficies de materiais nessa escala, é o caso
dos microscopios de varredura por sonda (Scanning Probe Microscopes - SPMs) [23].
Os SPMs sao grupos de instrumentos compostos basicamente de uma sonda sensora,
em forma de ponteira anexada a uma microviga, com a qual varrem a superficie de

uma amostra e geram imagens dessa [15], [18], [52].

Os microscopios de varredura por tunelamento (Scanning Tunneling
Microscope-STM) antecederam todos os SPMs e foram inventados em meados de
1980 por Gerd Binnig e Heinrich Rohrer, com a limitagao da necessidade de condu-
tividade da amostra [15], [44]. Em 1986, Gerd Binnig, Calvin Quate e Christoph
Gerber [19] superaram essa limitagdo propondo o AFM, sendo que os principios
bésicos desse levaram a criagao de outros microscopios de varredura por sonda, tais
como microscopio de forga magnética ( magnetic force microscope - MFM), forga de
imersao (dipping force microscope - DEM), forca de fricgao (friction force microscope

- FFM), forga eletrostatica (electrostatic force microsope - EFM), entre outros [15].

Essas técnicas e seus instrumentos continuam em amplo desenvolvi-
mento devido & importancia, principalmente em nanociéncia e nanotecnologia. Es-

pecificamente em relagao ao AFM, citam-se algumas aplicagoes [14]:
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- No estudo de superficies de metais e semicondutores, através do qual
pode-se observar a geometria da estrutura atémica, bem como a estrutura eletronica

das superficies;

- No estudo da estrutura superficial de materiais biologicos, dentre eles:

acidos nucléicos (RNA e DNA), proteinas, membranas celulares e células;

- Mais atualmente, na nanomanipulagao de materiais e litografia.

3.1.1 Principios basicos de operacao

De modo geral, as técnicas de operagao SPM sao baseadas na interagao
de uma ponta muito fina, denominada sonda, com a superficie da amostra através de
fenémenos fisicos, um sistema de posicionamento da amostra conduzido por exemplo
pela agao de ceramicas piezoelétricas, circuitos de retroalimentacao (feedbacks) para
controle da posicao vertical da ponta e um computador para executar comandos
de operacao, armazenar dados e os converter em imagens por meio de softwares

apropriados [18], [44].

Em relacao a AFM, seu funcionamento pode ser representado esque-

maticamente de acordo com a Figura 3.1, cujos componentes principais sdo [55]

Computador

Feedback / Controle
Processamento/Image!

y

Fotodetector

Amostra Cantilever / Ponta

Scanner -

Figura 3.1: Representacao esquematica de componentes do AFM
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1-Amostra

E a superficie a ser scaneada. Uma das vantagens do AFM é que nao
requer que a amostra seja condutora. Os tipos de materiais para amostra podem
ser metais como semicondutores, amostras biologicas, etc. Além do vacuo, o AFM

pode operar no ar ou em meio liquido.
2- Microcantilever

Microviga fixa em uma extremidade e livre na outra, com dimensoes e
forma dependentes das aplicagoes para as quais se destina, em geral retangular ou em
formato de V. As dimensoes sao reduzidas, sendo a espessura de alguns micrometros,
largura de algumas dezenas de micrometros e comprimento de dezenas a centenas

de micrometros. Normalmente fabricadas de silicio (Si) ou nitreto de silicio (SizNy).
3- Ponteira

Uma ponta extremamente fina anexada na extremidade livre da micro-
cantilever. A mais comumente utilizada em AFM é em formato piramidal e base
quadrangular de nitreto de silicio. Tal ponta, denotada sonda, varre a superficie a
uma certa proximidade, determinada pelo modo de operacao escolhido. A interacgao
entre a ponta e a superficie causa deflexao da microviga. As deflexoes da cantilever
sao usualmente medidas de trés maneiras: detecgao por corrente de tunelamento,

detecgao por capacitancia e detecgao optica [18].
4- Scanner e Feedback

O scanner move a sonda sobre a amostra (ou a amostra sob a sonda)
nas diregoes horizontal e vertical. Geralmente se utilizam materiais piezoelétricos
(piezotubes ou pilhas de ceramicas piezoelétricas) caracterizados pelas mudangas nas

suas dimensoes com a aplicacao de uma tensao elétrica.
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Quando a ponta entra em contato direto com a superficie, a ponta e/ou
a superficie podem ser danificadas, reduzindo a capacidade de produzir imagens.
Superficies macias (por exemplo em amostras bioldgicas) podem ser facilmente da-
nificadas. Em quase todos os modos de operacao, a fim de proteger amostra e ponta,
um feedback (mecanismo de controle por retroalimentagao) é conectado ao sensor
de deformagao e tenta manter a interacao ponta-amostra constante, controlando a
distancia e forca entre elas. Ou a deflexdo da cantilever (no modo estético) ou a
oscilagao de amplitude (em modo dindmico) é monitorada pelo feedback, que tenta

manté-los em um valor de referéncia padrao, ajustando a altura z da sonda [55].

No esquema da Figura 3.1 considera-se a deteccao Optica composta
pelo laser e fotodetector. Nesse caso a deflexao vertical da cantilever é determinada
pela diferenca na intensidade da luz medida pelos setores superiores e inferiores do

fotodetector.
5- Laser

Participa da detecgao 6ptica do deslocamento da cantilever. Seu feixe

laser emitido incide sobre a viga e é refletido da viga a um fotodetector.
6- Fotodetector

Responsavel pelo monitoramento da deflexao da cantilever. Tipica-
mente, é constituido por quatro quadrantes que identificam o movimento vertical ou

torsional lateral da cantilever de acordo com a localizagao do laser refletido.
7- Computador

Permite a interagao do usuario com o AFM. Responsavel pela entrada
de dados referentes ao deslocamento e deflexdao da cantilever, processamento (soft-
wares especificos convertem os dados em imagens 3D) e saida de dados (retroali-

mentacao do sistema e imagens).
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3.1.2 Modos de operagao

Os modos de varredura ou de operacao se referem fundamentalmente a
distancia mantida entre a sonda (ponteira) e a amostra no momento da varredura, e
as formas de movimentar a ponteira sobre a superficie a ser estudada. Esses modos
de operacao sao usualmente classificados em modo contato, modo intermitente

(tapping mode) e modo nao-contato.

No modo de contato, a ponta e a amostra se encontram muito préoximas
durante a varredura. A ponta toca a amostra através de uma camada de fluido
adsorvido na superficie da amostra e o detector monitora a mudanca na deflexao da
cantilever [55]. No modo tapping a cantilever oscila em ou ligeiramente abaixo da sua
freqiiéncia de ressonancia. A ponta toca levemente (taps) a superficie da amostra
durante a varredura. Em nao-contato a cantilever oscila perto da superficie da
amostra, sem toca-la. A oscilagao é ligeiramente acima da frequéncia de ressonancia

[55].

A Figura 3.2 ilustra os modos de operagao. A operag¢ao na regiao re-
pulsiva se denomina contato e a deflexao da cantilever é na direcao oposta a da
amostra. Quando o aparelho é operado na regiao atrativa, o método é dito nao-

contato. Nesta regido, a cantilever se enverga na dire¢do da amostra [18]. Outra

modo
modo intermitente

modo

Figura 3.2: Modos de operacao em AFM

classificagao utilizada, [15], [22], [55], distingue os modos de operagao do AFM em

modos estaticos, também chamados modos de contato e uma variedade de modos
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dinamicos: nao contato, tapping ou semi-contato, actstico, piezo, eletrostatico, etc,

nos quais a microviga estd em vibragao.

Observa-se que o conteudo apresentado nessa se¢ao tem carater intro-

dutério, mais detalhes podem ser encontrados em [15], [19], [22], [42], [54].

3.1.3 Modelagem matematica para AFM

Dois diferentes fenomenos sao de fundamental relevancia na descri¢ao
de AFM: as forgas de interagoes ponta-amostra e a vibragao da cantilever. Segundo
Jalili e Laxminarayana [54] a microviga empregada no AFM ¢é a componente mais
importante, sendo seu efeito determinante para a eficiéncia da operagao. Assim, a
analise de sua dinamica e controle é essencial a fim de melhorar a performance do

AFM.

O AFM pode ser matematicamente modelado como uma microviga des-
crita pelo modelo de Euler-Bernoulli ou pelo modelo de Timoshenko com uma ponta
localizada na, ou proxima a extremidade livre [32]. A interacao da ponta com a
amostra tem sido usualmente modelada estando sujeita a forcas elasticas restau-
radoras provenientes do contato ponta-amostra. Em particular, utilizando o modelo
de Timoshenko e incluindo os efeitos de molas e amortecedores [29], [32], tém-se as

condicoes de contorno na extremidade direita da viga

0o - 2 209 262¢
EI&E = —krh“¢ —cph T me 2 |,
(3.1)
ou ou 0%y
/iGA (a_flj — (b) = —k‘NU — CNE — mw x:L’

quando considera-se que a ponta esta sob o efeito de molas, normal ky e lateral &k,
e amortecimento viscoso cy e ¢y, e sendo m, ¢, h, a massa da ponteira, a distancia
da borda da viga ao centrdide da ponteira, e a altura da ponteira, respectivamente,

de acordo com a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Condigbes de contorno nao-classicas para AFM

Descri¢oes mais complexas das forcas amostra-ponta incluem superficie

nao-linear e forcas de contato na extremidade x = L, entre outros efeitos.

3.2 Microvigas e materiais piezoelétricos em AFM

O controle de sistemas dindmicos pode ser feito utilizando as pro-
priedades fisicas de sensores e atuadores. Quando estruturas acoplam combinagoes
de sensores e atuatores de forma avancada elas sao designadas estruturas inteligentes.
Entre os materiais empregados em sistemas estruturais inteligentes se incluem os
piezoelétricos. Embora o efeito piezoelétrico tenha sido descoberto a relativamente
bastante tempo, em 1880 por Pierre e Jacques Curie, a incorporagao dos materi-
ais piezoelétricos em sistemas inteligentes pode ser considerada nova e sob intensa

investigagao, tanto matematica quanto implementacionalmente [25].

Segundo [56], o uso de materiais piezoelétricos como atuadores e/ou
sensores tem gerado interesse em muitos campos, devido a versatilidade e eficiéncia
em transformarem energia mecanica em energia elétrica e vice-versa. Vérios modelos
de vigas acoplando esses materiais tém sido propostos [6], [10], [23], [25], [56], [66],
[75], [79], entre outros.
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Os materiais piezoelétricos se caracterizam por sua deformacao na pre-
senga de um campo elétrico (efeito piezoelétrico inverso) e por gerar deslocamento
elétrico quando submetidos a uma deformacao mecénica (efeito piezoelétrico direto)
[2]. Os sensores e atuadores piezoelétricos sao criados basicamente pela polarizagao
de um substrato apropriado através da aplicacao de um largo campo elétrico sob
altas temperaturas. Entre os materiais que apresentam a propriedade da piezoelet-
ricidade citam-se os cristais tais como quartzo e niobato de litio (LiNbOs3), semi-
condutores tais como 6xido de zinco (ZnO) e nitreto de aluminio (AIN), cerdmicas
tais como titanato de bario e PZT (titanato zirconato de chumbo), alguns polimeros,

compositos e os filmes plasticos PVDF (fluorido de polivinilideno).

A Figura 3.4(a) descreve o efeito piezoelétrico inverso: em um bastao
de ceramica piezoelétrica polarizado no comprimento, um campo elétrico aplicado
em concordancia com o campo utilizado na polarizagao faz com que ele se alongue,

e um campo com polaridade invertida, faz com que ele se contraia [2].

Apply
Voltage

- -

Figura 3.4: (a) Efeito piezoelétrico inverso [2]| (b) Pilha de discos piezoelétricos [52]

O scanner do AFM geralmente se compoe de uma pilha de discos
piezoelétricos, como ilustrado na Figura 3.4(b). A aplica¢do de uma tensao elétrica
no topo e parte inferior desta pilha causa a expansao integral da pilha. A quantidade
de expansao depende da tensao elétrica aplicada, do piezomaterial e do niimero de

discos [52].
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Tem sido amplamente investigada a tecnologia para o controle ativo
de vibragoes em estruturas flexiveis na qual se utiliza elementos piezelétricos como
atuadores e/ou sensores distribuidos ao longo da estrutura, cita-se [8], [50], [57].
Segundo [68] o acoplamento eletromecénico de materiais piezoelétricos permite a
estrutura agir como sensor quando operando no efeito direto, e como atuador quando
operando no efeito inverso, o que torna os materiais piezoelétricos versateis solugoes

em muitas aplicagoes.

Em [6] se analisam as vibragoes de uma nova geracao de vigas para
AFM, denotadas comercialmente por Active Probes, cuja configuracao diferenciada
as permite agir como atuador, sensor ou atuador-sensor, simultaneamente. Quando
utilizadas como atuador oferecem vantagens em relagao aos piezotubes convencionais
dos AFMs. Quando usadas como sensor sao consideradas uma alternativa para subs-
tituir o sistema de deteccao laser que apresenta algumas desvantagens relacionadas
ao alinhamento laser em ambiente liquido, custo e espaco requerido para operagao
[7]. Em [79] também ¢é destacado o uso das microvigas piezoelétricas como sensores,
afirmando que as microvigas sensoras (microcantilevers-based sensors - MCSs) sao
uma nova abordagem para descrever e medir sinais fisicos, quimicos e biolégicos em
niveis nanométricos. Sua exploracao como dispositivos sensores tem dado origem
a um novo tipo de microsensores que sao extremamente sensiveis em medigoes. A
detecgao piezoresistiva (piezoresistive detection) é uma atraente alternativa de um
esquema de leitura para abordagem oOptica. Ela elimina o uso de lasers 6pticos, evi-
tando os problemas associados com a detec¢ao optica e facilitando sua manipulagao

e utilizacao.

A Figura 3.5 descreve a configura¢ao considerada em [6] e [7]. A mi-
croviga ¢ feita de silicio e parcialmente coberta por uma camada piezoelétrica de
oxido de zinco. O corpo da viga é mais largo devido a camada piezoelétrica e a zona

final é mais estreita a fim de melhorar as medidas de deflexao na ponta.
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Figura 3.5: Configuracao de cantilevers para AFM, figura extraida de [6]

Outro modelo ¢ estudado em [23] no qual se considera uma viga can-
tilever segmentada, cujo primeiro segmento é composto por duas camadas piezoelétri-
cas formando uma viga do tipo sanduiche, sendo que a camada central de Niquel
se prolonga no restante do comprimento. Tais camadas piezoelétricas sao utilizadas
como atuadores, destacados pela acurdcia e rapidez no controle de deslocamentos

micrométricos. A Figura 3.6 representa tal microviga.

-
=

Figura 3.6: Configuragao da viga bissegmentada com camadas piezoelétricas, figura
extraida de [23]

3.2.1 Modelagem matematica

Destacam-se nesse trabalho duas modelagens distintas para vigas que
incluem camadas piezoelétricas e aplicaveis a AFMs como sensores e/ou atuadores.
A primeira é baseada na metodologia proposta por Salehi-Khojin [6] e sera denotada
Modelo 1, a segunda desenvolvida por Jih-Lian et al. em [23|, seré4 denotada Modelo

2. Ambas assumem as hipoteses previstas pela teoria de vigas Euler-Bernoulli.
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3.2.1.1 Modelo 1 - Viga de Salehi-Khojin [6]

Considera-se uma viga trissegmentada, com condi¢oes de contorno do
tipo fixa-livre, de largura e espessura variavel. O primeiro segmento é parcialmente
coberto por uma camada piezoelétrica na superficie superior, no segundo a camada
piezoelétrica termina e no terceiro, a fim de aumentar a sensibilidade na ponta, a
viga se torna bem mais estreita [6], como é representado na Figura 3.7. A Figura
3.8 mostra as variacoes da largura e da espessura em relacao ao comprimento da

viga.

(@ i W, | Wi

Figura 3.8: (a)Variagao da largura (b)Variagao da espessura
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Tem-se, das hipdteses do modelo de Euler-Bernoulli, que a tinica com-
ponente nao nula do tensor deformagao é na dire¢ao = e pode ser expressa por [50]

0%u(t,x)

—(z—z , para x < ly;
£, = (82 n) o (3.2)
u(t,x)
—2=g,5~, barax >l;.

Sendo z, a superficie neutral na parte composita (viga/camada piezoelétrica),
correspondente ao primeiro segmento, medida ao longo do eixo z a partir de z = 0,

e dada por
_ 1 Eptywy(tp +t)
2 Eptpwp + Ebtbwbl ’

n

(3.3)

onde £, e £, sao o médulo de Young da viga e da camada piezoelétrica, respectiva-
mente. Caso nao houvesse camada piezoelétrica a superficie neutral coincidiria com
o centro geométrico da viga (z = 0). Se a largura da camada e da viga for a mesma
entdo z, ¢ dada por [50], [79]

_ lEptp(tp + tb)

N = . 3.4
TS B+ Byt (3:4)

Das relagoes constitutivas piezoelétricas, tem-se que a tensao no primeiro

segmento 0 < z < [; sera descrita por (equivalente a relagao A.5 - Apéndice A)
Ug = Ep&,; — EpdglEg, (35)

2 2 . t ~ , .
onde F3 é o campo elétrico expresso por F3 = ?, sendo v(t) a tensao elétrica
P

aplicada. Entao
v(t
0'5 = Ep€x — Epdglﬁ, (36)
tp
com ¢, dada em (3.2). A tensdo no segundo e terceiro segmentos, Iy < x < L, ¢é

dada da forma cléssica

O%u(t
ot = Epe, = —Ebz%. (3.7)
Tem-se entao
ob =—E, [(z — zn)82git2’x)] — Epdg,l@, para [ < l;
o\ = p (3.5)

2
ob = —Ebzag—g;’x), para l; < x < L.
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De acordo com [7]| a expressao (3.6) pode ser dividida em uma parte
passiva e outra ativa. O termo passivo é o primeiro do lado direito e é tratado como
energia interna da camada, o segundo termo, o termo ativo é a fonte de excitagao
eletromecénica, considerada energia externa. Calcula-se o momento induzido pela
camada piezoelétrica considerando apenas a parte ativa de (3.6), ou seja,

(0%)a = —Epd31%€),
M,(t,x) = — fAP(ag)sz = — pr(ag)asz =
= [ f;?hrtp Epdgl%) zdzdy = jw,Eyds (ty + t,)v(t), 0 <z <.
(3.9)

2

M, (t,x) pode ser estendido para o comprimento inteiro da viga, uti-

lizando uma funcao do tipo Heaviside

My(t, z) = 3w, Epds (ty 4 tp)v(t)S(2x) = Mpyo(t)S(x), 0 <z < L,
Mo (t) = swpEpdsi (8, + t,)v(t), (3.10)

S(z) =1 — Heaviside(x — ).

Dessa forma o problema se reduz a analise das vibragoes de uma viga
segmentada sob a acao de um momento externo concentrado, aplicado no final da ca-
mada piezoelétrica. Decorre entao a equagao governante para as vibragoes transver-

sais da viga

52 Ou(t :c>> + c(:c)a“(t7x) Fult,x) _ DMyt 2) (3.11)

@(E(M(”’) D2 o T e T T

Os parametros utilizados variam de acordo com os segmentos conside-

rados
]1 = ]p+Ib1 = (Ipp+jpb) +]b17 0 < T S ll,

I(r)=¢ =1y, h <z <ly; (3.12)

I3 =1p, lh<x <L

I, = fA(z — 2,)%dA = 1y + Ly;
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Ly = (515 + Stut2 4+ 1titp)wy — 2, (85 + tyty)wp;

2 .
Iy, = 2 thwp;

tp 3
_ 2 _ (Wl 2 2 _ wety
Ib1—fAZ dA = 0 f_%z dzdy = e

2 wey 0% o wyat}
— — — b
Ibg—fAZ dA = |, f_%bz dzdy = —5*.

(E]>1 - Eplpp + Ebjpb + Eb]bla 0<z < ll;
E(@)I(x) =< (El)y = Eyly, I, <2 <ly; (3.13)
(El)s = Eplp, la <2 < L.

my = ppWwply + ppwpity, 0 < x <y
m(z) =9 my = pywpity, 1y < x < ly; (3.14)

ms = pywpaty, lo < < L.

E o amortecimento ¢(x) é considerado constante em toda a viga.

As frequéncias e modos de vibragao para a equagao (3.11) com condigoes
de contorno do tipo viga fixa-livre, no caso de vibragoes livres e nao-amortecidas
(c¢(x) = 0), s@o obtidos no Capitulo 4 na se¢ao 4.5.2.1. A anélise das vibragoes

forcadas sera feita na secao 5.3.2 utilizando os modos obtidos em 4.5.2.1.

3.2.1.2  Modelo 2 - Viga de Jih-Lian et al. [23]

Este modelo é baseado na configuragao proposta por Jih-Lian et al. [23|

e considerando a viga representada na Figura 3.9.

A viga é dividida em dois segmentos, sendo o primeiro 0 < z < [,
composto por trés camadas, e no segundo [, < x < [, tem-se o prolongamento da

parte intermediéria do primeiro segmento. Os subindices p e b se referem as camadas
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Figura 3.9: Representagao da viga de Jih-Lian et al. [23]

piezoelétricas e a viga, respectivamente. A viga tem comprimento [, largura wy e
espessura 2t,. A ponteira em formato piramidal de base retangular tem massa m,
altura h, comprimento 2/ e largura w. Os coeficientes k e ¢ representam a rigidez
da mola e o amortecimento. A distancia entre os pontos H e ) é e. As diregoes das
setas largas, sobre as camadas piezoelétricas, representam as dire¢oes da polarizagao

das camadas piezoelétricas.

Os deslocamentos neutrais-axiais de um ponto arbitrario de acordo com

a teoria de Euler-Bernoulli sao dados por

Ui(t,z,z) = —zu,(t,x), Us(t,x,z) =0, Us(t,z,z)=u(t,x). (3.15)

Os simbolos U; e Us representam o deslocamento na direcao = e na

direc¢@o z, respectivamente, e u(t,z) é o deslocamento transversal.
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O vetor posicao de um ponto arbitrario A, apés deformacao, é dado por

Ra(t,x,2) =[x — zu,(t, x)]i + [z + u(t, x) k. (3.16)

O vetor posicao do ponto H, centro de massa da ponteira, apos defor-

macao é dado por

Ry(t,x,z) = [l + i+ [z +u(t, lp) + luy(t, ) — elk. (3.17)

A energia cinética total serd dada pela soma
T=T,+T,+ Ty, (3.18)

onde 7T, ¢ a energia cinética proveniente das duas camadas piezoelétricas (superior
e inferior), ou seja, T, = Toupper) + Tpower); Ty € a energia cinética da viga e T, a

energia cinética da ponteira.

Calcula-se

Tp(upper) = %fvp po (R~ G Ra) dV, = %fvp ppu (t, x)dV, =

(3.19)

lp Wp tb+tp

= Jo' Jo " S, poui (t, 2)dzdyda,

onde utilizou-se o fato que
(SRa-ERA) = (2 — 20Uy — 2Ugs)? + (2 + 1)? = uf,

. ~ .., . T L, . 1 2 9
pois x e z nao dependem da varidvel ¢ e a energia cinética rotatoria 5 fvp ppz”us,(t, x)dV,

é negligenciada no modelo de Euler-Bernoulli.

Além disso,

I j;i”tp dzdy = t,w, = A,. Entao

1 [
Tp(upper) = 5/0 ppApu?(t,x)dx. (3.20)
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De maneira analoga obtém-se

L[
Totower) = 5 / ppAyu(t, z)dx. (3.21)
0
Decorre que
lp
T, = Tp(upper) + Tp(lowe'r) = / ppApuf (t, x)dx. (3.22)
0

De modo similar calcula-se a energia cinética Tj, da viga

Ty =35 Jy, oo (G Ra- 5 Ra) dVy, = 5 [, po(uwe)?dVi =
(3.23)

Iy pwy pt
=10 f_l;b pb(ug)?dzdydz,

sendo [/ ffbtb dzdy = 2tywy, = Ap. Com fins de simplificagao considera-se A, = 2A;,

A; = tyw,. Entao

Iy
Tb:/ ppAul(t, v)dz. (3.24)
0

E a energia cinética 7T, da massa é

1 d d 1
T = im (ERH - ERH) = ot h) + (L B) (3.25)

Entao a energia cinética total é dada por

Iy Iy 1
T = / pAuZ(t, x)dx + / pp Ay uZ (t, x)dr + §m(ut(t, ) + lug(t,1,)*  (3.26)
0 I

P

sendo pA = p,A, + pp Ay, Ap =tyw,, Ap = tywy.

Para vigas segundo as hipoteses do modelo de Euler-Bernoulli o tensor

das deformacoes tera componentes nulas, com excecao da componente

e =P = —zu,. (3.27)

Diferente do Modelo 1 da segao anterior, nesse caso z, = 0 na parte
piezoelétrica, pois a superficie neutral coincide com o eixo z devido a simetria da

viga também na parte composita.
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De acordo com [23], se consideram as equagdes constitutivas para as

camadas piezoelétricas relacionando tensao e campo elétrico na forma matricial

ol E, —h el
= roo ©l, (3.28)
E3 _h?)l 633 D33

equivalente a equacao A.7 descrita no Apéndice A, sendo E, o médulo de Young
relativo ao material piezoelétrico, hz; é uma constante piezoelétrica, 33 é a cons-
tante dielétrica, of é a tensao na camada piezoelétrica, Fs o campo elétrico, P é a

deformagao mecanica da camada piezoelétrica e D33 o deslocamento elétrico.

Assume-se que as camadas estao em conexao paralela, ou seja, a direcao
da polarizacao é a mesma para ambas as camadas, mas o sinal do campo elétrico é

oposto [68]. Entao expressa-se, para a camada superior

O'g = Epgg — h31D33,

Es(upper) = —hs18 + B33 Ds3s,

(3.29)

e para a camada inferior

of = Epel + ha1 D33,
E3(owery = —h31€% — [33D33.

(3.30)

Para o segundo segmento [, < x < [}, sem efeitos piezoelétricos, a tensao é expressa
como

ol = Eeb. (3.31)

A energia potencial serd dada pela soma das energias potenciais das

camadas, da viga e da mola
U=U,+ U, + Uy, (3.32)

onde U, = Upupper) + Up(iower) ¢ a soma da energia potencial relativa as camadas

piezoelétricas superior e inferior.
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Calcula-se Upypper)

p(upper =3 fV 055953; + D33E3upper>de7

com
(3.33)
oPel = FE,z?u2 (t,x) + ha1 Dagzug,(t, x),
D33 Es(uppery = ha1 Dsgztg, (t, ) + B33 D34,
e obtém-se
lp
Up(uz)peT) = % 0 Eyl, (upper)t (t r)ds+ (3 34>

+% folp hngggApuxm<t, .CC)(tp + th)dﬁ) + ) folp 533D332Apdl'.

Para Uy (jower) se considera o deslocamento elétrico D33 com sinal oposto,

p(lower) — 3 fv zz g;g; - D33E3uppe7")dvp7
com
(3.35)
oPe? = F,2%u? (t, 1) — h3y1 Dagzug.(t, x),
D33E3(uppe7") - h31D332ux:v(t7 [L’) - 533D§37
e obtém-se
lp
Up(tower) = 5 Jo" Eplpttower) g (t, 2)dz+ (3.36)
+% folp hngggApU;m(t, ZE)(tp + th)dl’ + % folp 633D332Apd1'.
Considerando a soma
Up = Up(ﬂpper) + Up(lowef) =
lp
- %fo Ep(Ip(Upper) + Ip(lower))uim(xa t)dr+ (3.37)

+ folp hngggApua:x(x, t) (tp + th)dl' + folp 533D332Apd$

Utilizando o fato de que I, = Lyower) = Lpupper) = [ 4 2?dA,, decorre

Up = f()lp Ep[pug’x(t7 I’)dl’ + f[:fp h31D33Apuxx(t7 .Z') (tp + 2tb)dl‘—|—

l 2 (3.38)
+f0p 633D33 Apdl'
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Agora calcula-se U,

Ub -1 f% O-b gb d% = Lo Owb ffbtb EbZ2’U3:z(t, l’)dz dy d.fE,

2 rx“Tx 0

(3.39)
sendo [ ffbtb 22dzdy = 1.

Por simplificagao considera-se [, = 2I;. Entao

lb lp lb
Uy = / Eyliu?, (t,v)dx = / Eyliu?, (t, x)dr + / Eyliu?, (t,x)dz.  (3.40)
0 0 l

P

A energia potencial da mola sera

Uy = %k(RH Ru) = %kz[u(t,lb) Tl (t )2 (3.41)

Logo a energia potencial total é dada por

U= folp BT, (t,z)dv + folp ha1 D33 Aptige (t, ) (t, + 2ty)dr+
+ folp B33 D33 Apda + flib By, (t, x)dz+ (3.42)
Faklult,ly) 4 lug(t, 1)),

sendo K1 = E,I,, + EuI;.

O trabalho virtual seré realizado pela tensao elétrica V.., amortecimento

c e forca normal f agindo na ponteira

b
W = / 2Veew, Dss(t, x)dr + f — clug(t, Ip) + luge(t, )] [u(t, Ip) + lug(t, 1,)]. (3.43)
0

Faz-se uso do Principio de Hamilton estendido, dado por [46]

/ ' [6(T — U + W) |dt = 0. (3.44)

Calculam-se, de modo anélogo ao feito no Capitulo 2 (se¢ao 2.1.1.1), d7,

0U e W, . Para tanto sao consideradas perturbagdes vy e vg, de u(t, z) e Das(t, x),
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respectivamente, de modo que vy(t,,z) = vi(ty, ) = 0 € vo(ty, x) = va(ty,x) = 0.
Tem-se

ST — limg_)[) T(utev1)—T(u)

€ 9

: U D —U(u,D
SU = lim, .o (utev1,D33+eva)—U(u,D33)

‘ ’ (3.45)

. w D —W(u,D
SW = lim, o (utevt, 33+€6v2) (u,Ds3)

Calcula-se 6T, 6U e 0W,,. e substitui-se em (3.44). Seguindo os mesmos
passos descritos em 2.1.1.1, que incluem basicamente integragao por partes, esco-
lhas arbitrarias para a as perturbacoes v; e v e o Lema Fundamental do Calculo

Variacional, é possivel obter as equacgoes governantes para cada regiao da viga

piAiti + Ei Ltz = 0,

i =1para 0 <z <, (3.46)
i =2 para l, <z <l '

—(tp + 2ty) Aphsiize + 2Veew, — 24,033 D33 = 0, para 0 < x < [,;
sendo
prAr = 2p,Ap + ppAp,  p2As = ppAs,
B =2E,1, + Eyly, Esly = By,
A, = tyw,, Ay = 2twy,
L= /" t';ﬁtb 2dzdy, I,=[," ffbtb 22 dz dy.

E com as respectivas condi¢oes de contorno
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Emz =0
ur(t,0) =0, wuy,(t,0) = 0.
Emax =1,
Byl (t, 1) = mfug (t,1p) + luge (¢, 1) ]+
+clug(t, lp) 4 lug(t, )] + klua(t, lp) + luge(t,1y)] — f, (3.47)

Eplyug, (t, 1) = —mlugw(t, lp) + luge(t, 1) ]+
—cllug(t, Ip) + lugs (t, 1y)] — kllua(t, Ip) + lugs(t, 1y)] + f1.

Condigoes de continuidade em em x = [,

U1<t,l;> = U/Q(t,l;_),

(3.48)
le(t, l;) = ng(t, l;)
E por fim, condigoes de equilibrio ou transi¢ao em x = [,
E2]2u213:x(t7 l;) - Elllula:mz(tu l;)a
(3.49)

B Iyugg, (t, l;) - [E1[1 - W Ut (t, l;) = My,

sendo m,, = (t,+2t,)hs; Vg;;” o momento fletor induzido pela tensao elétrica externa

Vee

No Capitulo 4 (secao 4.5.1.2) sdo obtidas as frequéncias e modos de
vibracgao quando desconsiderando o amortecimento ¢, a forca f e o momento induzido

My,
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4 VIBRACOES TRANSVERSAIS EM VIGAS
SEGMENTADAS

Uma viga de se¢ao transversal nao-uniforme pode ser aproximada como
um conjunto de segmentos de vigas uniformes, sendo que para cada um desses seg-
mentos se considera separadamente a equagao do modelo eléstico em uso. Objetiva-
se nesse capitulo dar continuidade a metodologia para vigas Euler-Bernoulli segmen-
tadas [60], [73]| e para vigas uniformes descritas pelo modelo de Timoshenko [32],
[40], [41], considerando vibragdes numa viga de comprimento L composta por N seg-
mentos, ou N — 1 saltos de descontinuidade, de acordo com a Figura 4.1, utilizando

o modelo de Timoshenko.

T b e

I T ;2 .

Iy

Figura 4.1: Viga N-segmentada

Em vigas segmentadas, além das condi¢oes de contorno, serao necessarias
condicoes de compatibilidade nos pontos de mudanca da segao transversal: con-
tinuidade para o deslocamento e giro, e de equilibrio para o momento e cisalhamento

devido a massas intermediarias, for¢as conservativas ou nao conservativas [13], [26],

[28], [43], [63], [78].

Nas proximas secoes, tal procedimento é descrito de forma geral para
vigas N-segmentadas do tipo Euler-Bernoulli e é formulada uma extensao para o
estudo de vibragoes modais em vigas segmentadas utilizando o modelo de Timo-

shenko. Devido a variedade de dispositivos anexados as extremidades e nos pontos
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intermediarios, as condicoes de contorno e de compatibilidade sao consideradas de

forma geral. Os casos de vigas bi e trissegmentadas sao descritos em detalhe.

4.1 Vigas segmentadas utilizando o modelo de

Euler-Bernoulli

Considera-se uma viga N-segmentada, de acordo com a Figura 4.1.
A equagao que descreve o deslocamento transversal u;(t,z) no j-ésimo segmento
[zj_1,2j], comj=1,.. ,Nexg=0<x <22 <..<zy=L,de acordo com o

modelo de Euler-Bernoulli para vibragoes transversais livres

mazuj(t,a:) N kO‘*uj(t, )

T o2 T Ot

sendo m;=p;A; a massa por unidade de comprimento da viga , e k;=F;I; sua rigidez

— 0, (4.1)

flexural.
As condigoes de contorno para a equagao (4.1) podem ser escritas de
maneira geral como

Allul(t, 0) + Bllull (t, 0) + CHU,/I/(O, t) + Dnull"(t, O) == 0,
A12U1 (t, O) + Blgu/l (t, 0) —+ Clgulll(O, t) —+ Dlgull,/(t, 0) = 0,

(4.2)
AgluN(t, L) + BglulN(t, L) + C’glu%([/, t) + Dglu%(t, L) = O,
AQQUN(t, L) + BQQUIN (t, L) + nguy\;([/, t) + DQQU%(t, L) =0.
Em uma formulacao compacta
Bouy(t,x) =0,
ouo(t, z) (4.3)
BLUL(t,JT) == O,
sendo
Ay By Cii D Ay By Cy D
B, — 11 11 Cn 11 ’ B, — 21 21 (o1 21 (4

A12 Bl? C112 D12 A22 B22 022 D22



uy(t,0) un(t, L)
uy(t,0) uy(t, L)
Ug = 3 uy =
uy(t,0) i (t, L)
| u(10) | W1 |
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(4.5)

Nos pontos x;, © = 1,2,..., N — 1, localizados entre dois segmentos

consecutivos, devem ser consideradas condigoes de continuidade referentes ao deslo-

camento, giro, momento fletor e cisalhamento. De modo geral

E{ui(t, z:) + FQul(t, @) + GOl (¢, @) + HYul (¢, )
= EQUM(% t) + Fl(;)u;Jrl(xiv t) + Ggiz)ugﬂ(% t) + ngé’h(% t),

EQui(t, ;) + Fy)ul(t, ;) + Gl (t,x;) + Hyul!'(t, ;)
— EQusi () + F@ul (1) + GRully (¢ ) + HE ! (¢, 21),

E)ui(t,z;) + Fiyui(t, ;) + Gl (¢, 2;) + H ! (¢, x;)
= BQuisa(t, ;) + Pl (8, 25) + Gl (8, 23) + H@ul (8, 2)
Eui(t, ;) + Fui(t, o) + Gl (¢ ) + Hyu! (t, ;)
= B (t,ws) + Fgul, (tws) + GRulyy () + Higully (8, 2;).
E de forma compacta
Cl,iui(ta l'z) = CZ,iuiJrl(ta 33'2')7
com
By Fy G HY) EY) Fjy GY) H)
N T e I 2 B S i 5
A O R O R OO N I = OB ORI O O
31 31 31 31 32 32 32 32

(4.7)
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u;(t,z) =

Por exemplo, quando nao houverem nem dispositivos e nem suportes
intermediarios entre os segmentos, as condig¢oes de continuidade para x;, serao dadas,

parat=1,2,...,N — 1, por

I- Deslocamento

ui(t, ZL‘Z) = Ui-i—l(ty l’l)

II- Giro

wi(t, i) = wipa (1),

IIT- Momento Fletor

Eial;
ui(t,x;) = qqufyy (¢ i), o = =5
IV- Cisalhamento
Mt ) = o (. T Bl
Uy ( axl) = OézuH_l( 7551)7 O = TR Ti
Matricialmente
1 000 ui(t, ;) 10 0 O i1 (t, ;)
0100 ul(t, x; 01 0 O i (t, 2
z( l) _ H—l( Z) (41())
0010 u! (t, ;) 00 oy O uyf o (t, x)
0 001 w (t, ;) 00 0 o ui'y (t, )
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Nesse caso
1 00 0 10 0 O
0100 01 0 O
Cl,i = > 0271‘ = , 1= 1, ,N -1 (411)
0010 0 0 oo O
00 01 00 0 o

4.1.1 Analise modal

Para determinar solucoes do tipo modal supoe-se
uj(t,z) = eMX;(x), j=1,2,...,N, (4.12)

em que A é o pardmetro associado & frequéncia e X,(z) s@o os modos de vibracao

em cada segmento da viga, substituindo (4.12) em (4.1), obtém-se

X (x) —elXj(x) =0, j=1...,N,

P (4.13)
& = Tk
sujeito a condicoes de contorno
ByX;(0) =0,
o%1(0) (4.14)
B, Xy (L) =0,
com By e By, dadas em (4.4) com
Xj(x)
Xj(x) .
X,(z) = , J=1,... N, (4.15)
Xi(x)
X7 (x)

e condigoes de compatibilidade nos pontos de descontinuidade da secao transversal
CMXZ(%) = CQ,Z‘XH_l (.QTZ), 1= 1, ey N — 1, (416)

com Cy; e Co; dadas, de forma geral, em (4.8).
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4.1.1.1 Base de solugoes

Uma base de solugbes para a equagdo (4.13) sera composta por quatro
elementos. Para cada segmento 7 = 1,2,..., N introduz-se uma base de solugoes

U, (z) da forma

J

W;(2) = [ (), Yio(2), Pjs(2), Yja(@)]. (4.17)
Dai expressam-se as solugoes X,;(z) como

Xi(x) = crithn + crothra + cigthis + crathia,
Xo(x) = o1 + Coothan + Ca3ta3 + C241)04,

(4.18)
Xn(x) = enidn + enadne + ena¥ns + CnaPna.
Entao os modos de vibragao X (z) sdo expressos por
(
Xi(x), zo <z <1y
XQ(Z‘), T < x < Xy

X(z)=4¢ . . : (4.19)

| XN(.Q?), sy <x<axy=0L

4.1.1.2  Formulacao do sistema Uc = 0

Aplicando (4.18) nas condigoes de contorno e de continuidade obtém-se
o sistema matricial Uc = 0, onde U = B®, ¢ = [c1] €12 €13 C14---CN1 CN2 CN3 CN4)in1
[60], [73]. A matriz B carrega os coeficientes associados com as condigdes de contorno

e continuidade
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[Bol2xa 0 0 0 0
0 CClyn— _ 0
B = ' (CClaw ey . (4.20
I 0 0 0 0 [Brlaxsa | .
sua parte central se refere as condi¢oes de compatibilidade
[Ci1laxa [Coilaxa 0 0 0
0 0 C C 0
e — [C12laxa [Co2)axa
0 0 0 0 [Ci.N—1]axa [CoN—1]axa

d4(N-1)x8(N-1)
(4.21)

A matriz ® carrega os valores da base de solugbes nas extremidades e

pontos de descontinuidades

X0 o |
Dy (xq) 0 0
0 Dy (1) 0
b = 0 Py(zn) 0 : (4.22)
0 0
On(zn_1)
| 0 0 O (L) 1 sNxan
V() vp(z) () vu(z)
&,(z) = V(@) Pi(x) Pis(x) () 1N (1.23)
n(@) () Yi(x) ¢j(e)
n(x) eir) Pi(z) Yilr) |
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Tem-se entao

Uinxan Canxi = Osnxi,

(4.24)
Usnxan = BanxsnPsnyxan-

Nos casos especificos as matrizes B e ® serao melhor visualizadas.

O sistema Uc = 0 possui solugoes nao-nulas de ¢ quando A(\) =
det(U) = 0, denotada equagao caracteristica, cujas solugoes sao os autovalores as-

sociados as autofungoes X (z).

4.1.1.83  Solugao fundamental

Deve-se escolher elementos para a base de solucoes de cada segmento. A

fim de tornar a matriz U mais esparsa, é conveniente escolher a solugao fundamental e
suas derivadas, bem como translacoes delas. Com tal propoésito, tem sido introduzido
o uso da solugao fundamental como sendo a solucao h;(z) do problema de valor inicial
[35], [38]

b (@) = e3hy(x) =0,

el = _%)\2’ (4.25)

h;(0) =0, h}(0) =0, rj(0) =0, A (0) =1
onde o sub-indice j indica que se tem uma solugao fundamental associada a cada

segmento j = 1,2,..., N. As bases de solugoes, para cada segmento, serao

Ui(z) = [z —a1), hi(z —a1), hi(z —a), hY'(z — a1)],
Uy () : [ha(z — as), hy(z — a'z)a hy(x — az), hy(x — as)], (4.26)

Uy (z) = [hn(x —ayn), Wy(x —ay), hi(x —an), hiy(z —an)].

Sendo que os termos a; se referem a translagoes convenientes para a base de solugoes

em cada segmento.
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A solugao do PVI (4.25) é dada por

h(z) = sinh(ejx)%—?? sin(ejx). (4.27)

Entao os modos, para cada segmento, sdo expressos de acordo com (4.19)

Xi1(z) = hy(x)cr + by (z)e1a + b (x)crs + Y (z)eia,

Xo(x) = ho(x — 21)ca1 + hby(z — x1)ce + hiy(x — 1)z + WY (x — 21)co4,

Xn(z) =hn(z—zn_1)ent + Wy(z — zn—1)ene + Iy (2 — zn—1)ens + WG (x — zn_1)cna,

(4.28)
com a; =0, ag = x1,...,ay = ry—1. E as matrizes ®; podem ser reescritas como
[ e —ap)  Me—a)  We-a)  W(r—ay) |
h(x—a Wiz —a; W'z —a R (g —q
(I)](CC): j( ]) j( ]) j ( ]) ](U)( .7) (429)
Wz — aj) ) hy i (@ —aj)
) - ‘

Além de tornar ¢ mais esparsa, a escolha da base dindmica e translagoes
convenientes dela, possibilita a reducao imediata do sistema linear Uc = 0 para
determinadas condigoes de contorno do problema. Alguns coeficientes do vetor
¢ podem ser facilmente obtidos. Por exemplo, para o caso de uma viga fixa em
x =0, com a; = 0, tem-se que as condi¢oes X;(0) = 0 e X{(0) = 0 implicam em

C13 — C14 — 0.
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4.2 Vigas segmentadas utilizando o modelo de Timoshenko

De acordo com o modelo de Timoshenko, as vibragoes livres de uma

viga N-segmentada de comprimento L (Figura 4.1) sao descritas pelas equagoes

2, 2, . .
,OAa uJ(tvm) _ /Q'G'Aj (a UJ(T,,JJ) . a¢3<tﬂx)) _ O7

I o2 0x? ox
(4.30)

a2¢'(tv .Z') 82¢(t7x) au<t7$)
[j# Ej[j# — I{'GjAj (j—

J O - Qﬁj(f, Qf)) = 0.
Sendo u;(t, z) e ¢;(t, x) o deslocamento e giro, respectivamente, no j-ésimo segmento
[z;_1,%;], 7=1,...,N. Para a determinacao do deslocamento transversal e giro, se

consideram condig¢oes de contorno de forma geral

Ouy 0p1

Allul(t 0) +A12¢1(t 0) + Ji1— Eye (t 0) + Jio—— Oz (t 0) 0,
(4.31)
Ouy 091
Aglul(t, O) + A22¢1(t, 0) + J21%(t’ 0) + Jggai(t 0) = 0;
doN
Friun(t,0) + Fia¢n(t,0) + Qn (t 0) + Q12 (t 0) =0,
(4.32)
Frun(t,0) + Faepn(t,0) +Q21 a (t 0) —I-QQQa;) (t,0) =0.

E condic¢oes de continuidade, referentes ao deslocamento, giro, momento fletor e

cisalhamento nos pontos z; nos quais houverem mudanca na secao transversal. De
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modo geral tém-se para:=1,2,... N —1

B uit, i) + FY ot ) + GOt w) + H 9l(t, 2;)
= B s (z:,1) + FQ b (8, 25) + Gggu;+1(t> ;) + Hl(?¢§+1(ta ;)

E)ui(t, w5, ) + F3Y gt 2) + GSluj(t, ;) + H) 6 (t, ;)
= ESuis1 (w5, t) + Py i (t,2:) + G%)UQH(% t) + H§;)¢§+1(t, ;)
(4.33)
E)ui(xi,t) + Fy) di(t,z) + GSlul(wi t) + H 6 (t, ;)
= B ui (24, t) + Fd i (8, 2,) + Gégu;—&—l(tv ;) + H§;)¢;+1(t, ;)

EDu; (2, t) + Fi(t, 2:) + GYlul(t, 2:) + HY$(t, ;)
= B (25, 1) + F b (t,2,) + Gul, (8, 25) + HE ¢y (E, 7).

4.2.1 Formulagao matricial

O sistema (4.30) pode ser representado matricialmente como
M;v; + Kjv; = 0, (4.34)
onde os pontos representam diferenciacao com relagao a variavel t e
u;(t, x) p;iA; 0
VJ —= s MJ = s
¢;(t, x) 0 pjl;

2
K =Bj2; + NjZ + Dy,

1 0x2
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0 lijGjAj

—lijGjAj 0
As condigoes de contorno podem ser escritas matricialmente

Avy(t,0) +J== (4.35)

(4.36)

Jll
J21

Jll
J22
(4.37)

Qll
Q21

Qu
Q22

E as condigoes de compatibilidade, de modo geral

CiiWi(t, z;) = CoiWita (t, x;), (4.38)

sendo

Cii=

R
)
R
F)

Hyy

) CQ,i =

£
20
0
2l

Giy
Gy
Gy
Gl

(4.39)

(4.40)
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Por exemplo, quando nao houverem nem suportes e nem dispositivos

intermediarios tem-se, parat=1,...,N — 1
I- Deslocamento
wi(t, x;) = w1 (L, ;).
I1- Giro
Gi(t, x;) = i1 (t, ;).
III- Momento Fletor
Gty 1) = ity (t,3:), ;= ZHIEL
IV- Cisalhamento

ui(t, ) — ¢i(t, 2i) = Bivj (8, 5) — Biy10ia1(t, v3), Bi = %TAAH

De forma matricial

1 0 0 0 ui(t,xi) 1 0 0 0 ui+1(t,azi)
0 1 00 i (T, x; 0 1 0 0 i+1(L, 4
oilt.z) | daltr) |
0 0 0 1 u;(t,mi) 0 0 0 (673 ungl(t,CL'i)
O -1 1 O (b;(t,l‘l) 0 —ﬂi BZ 0 ;_H(t,l‘i)
Identificam-se nesse caso
1 0 00 1 0 0 O
0O 1 00 0 1 0 0
Cri = , Coi= (4.42)
0O 0 01 0 0 0 oy
0O -1 1 0 0 —pB; B O
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4.2.2 Analise modal

Para o modelo de Timoshenko, quando se substituem as solucoes do

tipo modal, supoe-se

vi(t,z) = eMX;(x), j=1,...,N, (4.43)
X,(x) = Wilz) , (4.44)
()

em (4.34), para j=1,..., N e obtém-se

(NM)X(z) + KX (z) = 0, (4.45)
ou na forma diferencial
B;X” 4+ N;X/, + (A*M; + D;)X; = 0. (4.46)

As condigoes de contorno obtidas de (4.35) e (4.36), podem ser escritas matricial-

mente na forma

AX,(0) + IX}(0) = 0,

(4.47)
FXy(L) + QXY (L) =0,
e as condigoes de continuidade obtidas de (4.38)
X;(x)
C1,z‘Xz‘(l’¢) = C2,ixi+1(xi)a Xj(l’) = ) (4-48>
X()

com X;(x) dados em (4.44).

4.2.2.1 Base de solugoes

A equagdo modal (4.46) com as condigbes de contorno e continuidade

formam um problema de autovalor. Tal equacao é um sistema de segunda ordem com
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duas variavéis independentes, u(t,z) e ¢(t,z), portanto possui uma base composta

por quatro solugoes linearmente independentes, duas para cada uma das variaveis,

U;(z) = [ (), in(x), ¥i3(2), ¥ju(z)], §=1,2,..., N, (4.49)
sendo
(x
iy = [ M) o (4.50)
Gin(z)
Entao para cada segmento j tem-se
M1 M2 T3 Tha
\Dl(x) = 5 ) ) 5
i Ci1 Ci2 Ci3 Cia |
)21 T 22 723
\IIZ(-T) = 5 ) 5 ) 5
i Co1 Ci1 G2 C23 | (4.51)
\I/N(x) _ N1 7 NIN2 , 1IN3 ’ N4
(N1 (N2 (N3 (N4

E as solugoes X;(x) s@o expressas, de modo similar ao modelo de Euler-

Bernoulli com a diferenga de se tratarem, agora, de grandezas vetoriais, como

;

Xi(z), vo <z <mxy

() — Xo(x), x1 <z < 19
(x) = : : (4.52)

Xn(z), ayo1 <z <zxzy=1L

\



com

W1 (SL’)
Xi(z) = = c119¥11 + 122 + ci3¢s + c1auy,
e1(z)

Ws(z)
Xso(z) = = Co1921 + Ca2Wa2 + Coztas + Coatay,
pa(z)

XN(ZL‘)

w
v () = cn1¥N1 + ena¥ne + eN3YN3 + CNaNg.
en(T)

Ou de forma agrupada para j =1,..., N

X;(x) = Yjicj1 + iacja + Vjscjs + Vjucia
= (le(ZL‘)le + (I)j2<1')0j2

sendo

)

Gi(x) (o)

By = U5 U] = ( 77;'3(95) 77]'4(37) )

Cj3(95) Cj4($)

B Cj1 o Cj3
Cj1 = € Cj2 = .
ng Cj4

E se redefine (4.51) como

b1 = [Vj1, V)] = ( nj(z) nj2(x)

9
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(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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4.2.2.2  Formulagao do sistema Uc =0

De forma analoga a realizada para o modelo de Euler-Bernoulli, substitui-
se Xi(x), Xa(x),...,Xn(z) nas condigoes de contorno e de compatibilidade, e obtém-

se um sistema matricial do tipo

Uc =0, Usnsan = BunxsnPsnxan.
(4.58)

T
Cc= [C11 Ci2 C21 C22...CN1 CN2]4N><1~

Para solugoes nao-nulas de ¢, cujas componentes sao vetores 2 x 1, tem-
se a equagao caracteristica A(\) = det(U) = 0, cujas raizes fornecem os autovalores

A e as frequéncias de vibragao.

4.2.2.8  Solugao fundamental

Escolhe-se a base fundamental para cada segmento, ja considerando
translagoes convenientes, de forma analoga ao modelo de Euler-Bernoulli, ou seja,
()

Uy (z) = [hy(z), hi(z)],
— 1), hy(z —a1))],

alw) = (e (4.59)

Un(z) = [hy(r — on-1), hiy(z —2n-1))],

sendo que h;(z) é a solucao matricial de ordem 2 x 2 do problema de valor inicial

(4.60)

As respostas fundamentais h;(x) podem ser determinadas analiticamente resolvendo
trés equagoes caracteristicas dos tipos algébrica, diferencial e em diferengas [34], [35],
[40], [41], [61]. Para isto, obtém-se o polindémio caracteristico

4
Pj(s) = det[s*B; + sN; + AM; + Dj] = Y (b)), s ™" (4.61)
k=0
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e a solugao d;(x) do problema de valor inicial

24: d(4 k; _0,

k=0

(4.62)
d;(0)=d}(0)=d;(0)=0, (b;),d;'(0)=1
A partir do problema matricial de valor inicial em diferencas
Bj(hy), o+ Nj(hy),y +(NM;+D;) (hy), = 0,
(4.63)
(hJ)O =0, Bj(hj)l =1,
obtém-se as matrizes (h;),, k=0, ...,3. E ento
4 k-1 '
hy(e) =Y > (b)id, " (hy),, (4.64)
k=1 i=0
ou
a;jd;(z) + bjd;‘/(x) sjd;()
h;(z) = (4.65)
sjd; () rjd;(x) — s;d}(x)
com
a; = HjGjAj + )\2[)]'[]', bj = —EJI],
(4.66)
r; = )\2ij3', Sj = KjGjAj.
E os modos dados em (4.52), para cada segmento, sao expressos da
forma

;

Xl(x)a X S X S 1

X(z) = Xf(x)’ e ! =T (4.67)

\ Xn(z), 2y <z <zy=1L
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serao

e
L
5
S~—
|

h1 ([L’)CH + h/1 (LU)Clg,

XQ(I) = hg(l‘ — ZL‘l)CQl + hlg(x - xl)c227 (4 68)

Xn(z) =hy(x —zn_1)eys + hiy(x — 2n_1)che.
4.3 Ortogonalidade de modos em vigas segmentadas

A seguir, sera estabelecida a ortogonalidade dos modos dos modelos
de Euler-Bernoulli e de Timoshenko para vigas segmentadas. Por simplicidade a
discussao sera restrita ao caso de vigas bissegmentadas, mas pode ser estendida

para outros casos seguindo OS ImMesInos passos.

As equagoes de Euler-Bernoulli e Timoshenko que governam a dinamica

das vigas bissegmentadas podem ser escritas de maneira compacta

MV(t, z) + Kv(t,z) = 0, (4.69)
com
M; O Ki O
M = , K= ,
0 M 0 K
? ? (4.70)

e sendo Il (z) = II(z,0,2;), Us(x) = Il(x,x1, L) definidas em termos do pulso

retangular
II(x,a,b) = Heaviside(x — a) — Heaviside(x — b), a < b (4.71)

representado na Figura 4.2.
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H(X-C) IT (x,a,b)

(@ ®)

Figura 4.2: (a)Func@o de Heaviside (b)Pulso retangular

Em (4.70), para o modelo de Euler-Bernoulli, tem-se

M, =pid, Ki=E o vi(t,x) = ui(t, ),

8$4 Y

4 (4.72)
My = pods,  Ko=Eslbls, vt ) = us(t, x).

E para o modelo de Timoshenko

piA; 0
M K —HlGlAlaa—;z /ﬁGlAla%
1= ) 1= )
_HlGlAlaﬁx —E1]1% + K,lGlAl
0 puhy
p2A2 0
M K —K2G2A238—;2 /‘szzAza%
2= ) 2= )
—/<J2G2A26% —E2[238—;2 + raGa Ay
0 P21y
ui(t, us(t,
vi(t,z) = 1) , va(t,x) = 2($,)
¢1(t7 .I') ¢2(t,$)

Assim, os modos X (), obtidos através das solugoes exponenciais v(t,z) = eM X (z)

onde

X(z) = (4.73)
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podem ser escritos na forma matricial

X(z) = . (4.74)

Para o modelo de Euler-Bernoulli, X;(z) e X5(x) s@o escalares, porém

para o modelo de Timoshenko tem-se que

e I L B BLCC (4.75)

p1(z) pa(T)

sao vetores 2 x 1. E X(x) é escrito matricialmente como

Iy () Wi ()
I (z T
X(z) = 1(z)p1(2) (4.76)
Iy () Wa(x)
Iy () s ()
para o modelo de Timoshenko.
Assim, substitui-se v(t,z) = eMX(x) em (5.1) e decorre a equacio
modal
KX (x) + N*MX (x) = 0. (4.77)

E estabelecido a seguir que os autovalores no caso de vigas bissegmen-
tadas do tipo Euler-Bernoulli com condig¢oes de contorno e de continuidade classicas
sao imaginarios puros, ou seja, tem-se nesses casos somente frequéncias naturais de
vibracdo. Também se verifica que, sendo X e X®) autofuncées correspondentes a
frequéncias naturais distintas A, = iw, e A; = iws, respectivamente, entao elas serdao

ortogonais.
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Seja X*(z) = X (x)T. Multiplicando por X*(x) a esquerda de (4.77), e
integrando entre 0 e L, vem

A2 — _foLX*(x)KX(ﬁ)dx _ (4.78)
[ X*(x)MX (z)dz

X @)K Xa(e)de + [ X5 (0)KeXo(x)da | (w79)
I X5 (@)M X () da + fol X3 (2)Mo Xy (z)dz

No caso do modelo Euler-Bernoulli, tem-se

v o B @)X @)de + [ Byl X (@) XS () da (4.80)
0961 prA Xy ()2 dx + fol p2As| Xo(x)|?dx . '

Integrando por partes duas vezes o numerador, segue que
1

0
N o= — 0

fxl E1]1|X{/(I)|2dl' =+ fxli E212|Xé/<l')|2d$ + E1]1B<X1, Xl) + EQ]QB(XQ, XQ)

L

Z1

Jo ! A X ()P + fol p2A2| Xo(2)[2dx

sendo
B(V,U)=VU" -V'U". (4.81)
Observa-se que os dois tltimos termos do numerador se anulam para

as condicoes de contorno e de compatibilidade mencionadas. Assim, o autovalor A

deve ser um nimero puramente imaginario iw, com w denotado frequéncia natural.
A equagao modal (4.77) se converte em
(K —w’M)X =0 (4.82)
e as autofuncgoes serao reais visto que K e M sao matrizes reais.

Supoe-se que W, U sao autofuncgoes correspondentes aos autovalores

A = 1w e XA = 7y distintos, respectivamente, ou seja
(K= w*M) W =0, (4.83)
(K=7*M)U = 0. (4.84)
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Para as condigoes de contorno e compatibilidade, mencionadas, se verifica que
[FUTKWdz = [ WTKUdz,
(4.85)
Sy UTMWdz = [} WTMUdz,

e decorre

L
(w? — 72)/ UMW dzx = 0. (4.86)
0

Consequentemente, as autofuncoes correspondentes a autovalores dis-

tintos sao ortogonais com respeito a M. Tem-se também que

L
/ UTKWdz = 0. (4.87)
0

Para uma viga uniforme de Timoshenko, a ortogonalidade tem sido
considerada em situgdes em que as condigdes de contorno sao de tipo cléassico [61].
No caso de uma viga bissegmentada de Timoshenko, serao seguidos os mesmos passos
da viga bissegmentada do tipo Euler-Bernoulli. Primeiramente, sera verificada a

natureza dos autovalores que originam as frequéncias naturais.

De (4.78), segue que o denominador

S X (@)MUXy (@) da + [ X5 (2)MeXo(z)de = [ (o1 A WAI? + puli]n]?) da+

+ fol (P2 Ao|Wal* + palspa?) dz

é positivo. O numerador pode ser integrado por partes resultando

f()xl Xik(l’)Kle(x)dx + fILl X;(I)K2X2<I>dx =

= [ [mlGlAl (W{}Q +Jer|* = Wi + W@’1> + Elllng\z} dr+

' . L - Iy (4.88)
+fx1 [H2G2A2 (’WQ‘ + |(P2‘ - W2902 + W2<P2> + E212|902‘ } dx+-
-B(X, X)
onde
1
B(X,X) = miGL AW, (W] — 1) + s GL AW o1 + By Lo +
L 0 (4.89)

iy G A, (W2 _ @) + k2 G AsWos + Ea Ly B0

x1
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O termo B(X, X) se anula para combinagdes de condigoes de contorno
classicas e condigoes de compatibilidade sem incluir dispositivos intermediarios. As-
sim, o autovalor A deve ser um niimero puramente imaginario 1w, onde w é referido

frequéncia natural.

A verificagao da ortogonalidade dos modos é anédloga a realizada com a

viga bissegmentada de Euler-Bernoulli.

4.4 Vigas bi e trissegmentadas

A seguir, sera considerado o trabalho analitico e experimental de Stan-
ton e Mann [63] com vigas bissegmentadas e trissegmentadas do tipo Euler-Bernoulli.
Seus resultados serao comparados com os obtidos no presente trabalho utilizando
vigas do tipo Euler-Bernoulli e vigas do tipo Timoshenko. Comparam-se também os
resultados obtidos através do método proposto no presente trabalho e os analitica-
mente obtidos por Salehi-Khojin [6] referentes a uma viga fixa-livre trissegmentada,

para a qual se considera a variacao da espessura do segmento intermediario.

Na secao 4.5 sao apresentados resultados referentes a modelagem de
vibragoes livres em vigas para AFM. Sao considerados os modelos introduzidos no
capitulo anterior, baseados em Salehi-Khojin [6] e Jih-Lian et al. [23]. Além desses,
se considera um modelo de viga bissegmentada constituida de piezoceramica no

primeiro segmento e silicio no segundo.

4.4.1 Viga bissegmentada

Considera-se a viga bissegmentada feita de aluminio com condigoes de
contorno do tipo livre-livre, de acordo com a configuracao proposta por Stanton e

Mann [63], representada pela Figura 4.3.
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Figura 4.3: Viga bissegmentada com se¢ao retangular, figura extraida de [63]

Utilizam-se os parametros descritos na Tabela 4.1. Cabe ressaltar que
Stanton e Mann [63] se baseiam no método de Euler-Bernoulli, portanto o modulo de
cisalhamento G e fator de forma x, parametros especificos do modelo de Timoshenko,
nao sendo fornecidos foram estimados. Utilizou-se o valor de k = 5/6 referente a

secao transversal retangular. Calcula-se o modulo de cisalhamento da forma G =

E ~

M) = 27G Pa, sendo v o coeficiente de Poisson tabelado por material, no caso do

aluminio 0, 33.

Parametro Valor Numérico Unidade
Comprimento [y 0,254 m
Comprimento [y 0,140 m
Largura w 0,02545 m
Espessura t; 0,01905 m
Espessura t, 0, 00549 m
Densidade p 2830 Kg/m?
Moédulo de Young E 71,7 GPa

Momento de Inércia I; 1,4633 x 1078  m?
Momento de Inércia I, 3,502 x 10719 m*

Tabela 4.1: Parametros para a viga bissegmentada de Stanton [63]

Considera-se, primeiramente o modelo de Euler-Bernoulli (4.1) com

condigoes de contorno do tipo livre-livre dadas por

Emz =0 Emzx =1
Elfllb/l/(t, O) =0 E2[2u,2/(t, L) =0
Elllu’l”(t, 0) =0 Ezlgug/(t, L) =0
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As condigoes de compatibilidade no ponto z; = [; sem a inclusao de

dispositivos intermediarios foram descritas matricialmente em (5.21) com i = 1.

Ao supor solugoes exponenciais se obtém o problema de autovalor des-

crito em (4.13) com j = 1,2. Com condigoes de contorno

Emax=0 Emax=1L
X{(0)=0 ] XJ(L)=0
X{"(0)=0 X(L)=0

e condigoes de compatibilidade em x; = [; escritas matricialmente como
Clel(Il) = CQJXQ({El), Xj(l’) = y j = 1, 2, (490)

sendo C1 e Oy, definidas em (4.11) com ¢ = 1, para o caso bissegmentado sem

dispositivos no ponto de descontinuidade.

As solugbes s@o dadas de acordo com (4.28) para N = 2. Tem-se para

cada segmento

X1 (z) (z)enn + By (z)ern + B (x)ers + by (@) e,
(4.91)
T

= hy
XQ(JI) = hg( — L)Cgl + hlz(l’ - L)CQQ + hg(x — L)CQg + h’l"(x — L)CQ4.

Substituindo (4.91) nas condigoes de contorno e de continuidade obtém-

se o sistema Uc = 0, sendo U = B®.

A matriz B é construida baseada em trés conjuntos de equagoes. As
primeiras duas linhas e as ultimas duas linhas representam as condi¢oes de contorno

em z = 0 e x = L, respectivamente, e a parte central da matriz descreve as condigoes



de compatibilidade no ponto z; = [4

A matriz ® se compoe dos elementos da base de solugoes

00100
00 01O
00 0O01
00 0O0O
B —
00 0O0O
00 0O00O0
00 0O0O
00 0O0O
com ay = %
com
hj(z — a;)
Wz —a;
¢](l‘) _ j(l' a]))
h;’(x — a;)
h'(z — aj)
a1 =0, ag = L.

o o o o = o o o

o o o = O O o O

o o = O O o o O

o
o

1(0)

1(l
0
0

1

)

0 0
0 0
0 0
-1 0
0 —og
0 0
0 0
0 0

0
0

4 16x8

o O O o o o o o

o O O o o o o o

o = O O O O o O

_ o O o o o o o

8x16

76

(4.92)

(4.93)

(4.94)

Agora, para o modelo de Timoshenko (4.30), as condigbes de contorno

do tipo fixa-livre sao dadas por
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Emz =0 Emz=1L
E L, (t,0) =0 ExLdl(t, L) =0
lilGlAl[U,ll (t, O) - ¢1 (t, O)] =0 IigGQle[Ué(?f7 L) - ¢2(t, L)] =0

As condic¢oes de compatibilidade no ponto x; = [;, sem a inclusao de

dispositivos intermediarios foram descritas matricialmente em (4.41) com ¢ = 1 e

T = ll.

Ao supor solugoes exponenciais se obtém o problema de autovalor des-

crito em (4.45) com j = 1,2, cujas condigbes de contorno se tornam

¢1(0) =0 ©h(L) =0
[WH(0) = 1(0)] = 0 | [W3(L) — @2(L)] =0

E na forma matricial com N = 2, em (4.35)-(4.37) tem-se

0 1 00
A: ) J = )
0 —1 10
(4.95)
0 1
F - I Q =
0 —1 10

As condigoes de compatibilidade em x; = [y, para o caso sem incluir
dispositivos no ponto de descontinuidade, foram descritas em (4.42), sendo N=2 e

1 = 1 para o caso bissegmentado.

As solugoes para cada segmento sao dadas por

e
4
5
S~—
I

h1 (l’)CH + hll (I)Clg,

(4.96)
XQ(ZE) = hg(l’ — L)Cgl + h/Q(ZE — L)CQQ.

Observa-se que h; e hy sao matrizes 2 x 2 e os coeficientes ¢ sao vetores 2 x 1.



78

Substituindo (4.96) nas condigoes de contorno e continuidade obtém-se

o sistema Uc = 0, sendo U = B®.

Constroi-se as matrizes B e ® de forma analoga ao modelo de Euler-

Bernoulli
Asyo Joxa 0 0 0 0
B 0 0 [Cialyy —[Conlyey O 0
0 0 0 0 Foxo Qaxe 16
e na sua forma expandida
0o 1. 000 0 OO O O O OO O 00O
0O -1100 0 OO O O O OO O OO0
0o 06 0oo1 0 00 -1 0 0 0O0 0 00O
0o 0o 0ooo 1 o0 0 -1 0 00 0 00
B — (4.97)
0o 0o ooo 0 01 0 0 0 a0 0 00
o 0o 0ooo0-11o0o o0 g = 00 0 00
0o 0 0ooo 0 00 0 O 0 00 1 00
o 0o ooo o0 o0 o0 o0 0 0O0-110
L - 8x16
A matriz ® se compoe dos elementos da base de solugoes
®4(0) 0
dq(1 0
g | B0 (4.98)
0 Dy (1y)
L 0 CI)2(L) - 16%x8
com
hi(r —a;) h.(r-—
By = | T WmAl )
h'(z —a;) hi(zr —aj) (4.99)
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79

¥ N
. _— .
-1 T T
1] 01 02 AN
Y x \
,3A \
D) h
-4 \
5] \
e \
\
7] \
— EBT TBT
Segundo modo normalizado
59 /
4 /
Xy 37 /
2 e /
19 //’ \\\ /
0 T T T T S T —
1] P 0,10 0,15 020 eRS 0,30 0,3;’
B d x N\ /
31 N\ /
\
2] e’
— EBT TBT
Terceiro modo normalizado
67 /
/
4_
X% (x) . /
21N N\ /
0 \\ T //I/ \ T l
~l 7 02 \Q(3 /
24 X \ /
/
4 \or
|—EBT = = TBT|

Figura 4.4: Modos de vibragao EBT /TBT - viga bissegmentada livre-livre de Stan-

ton e Mann

Comentdrios

A Tabela 4.2 descreve as frequéncias naturais de vibracao obtidas pela

referéncia [63], tedrica e experimentalmente, e compara-as com as obtidas utilizando

a metodologia descrita no presente trabalho para a viga segundo a teoria de Euler-

Bernoulli (EBT) e segundo a teoria de Timoshenko (TBT).

Na Figura 4.4 sao apresentados os trés primeiros modos de vibragao

associados as respectivas frequéncias descritas na Tabela 4.2. Nos graficos apresen-

tados, tem-se que X" (z), para o modelo de Timoshenko, corresponde a componente



Viga Livre-Livre 12Freq.(Hz) | 2°Freq.(Hz) | 3*Freq.(Hz)
EBT(Teorica [63]) 202 1181 1804
EBT(Experimental [63]) 286-291 1159-1165 1759-1771
EBT(Presente trabalho) 292,42 1181,28 1804,01
TBT(Presente trabalho) 291,77 1167,89 1775,94
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Tabela 4.2: Frequéncias naturais de vibragao - presente trabalho e [63]

Sexto modo normalizado

6_

+ /
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0 /1/'\\|’\ . '/,I‘\\\' / \' ’l

Ny N (L,z \ oo\ /
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Sétimo modo normalizado

61 I
S A /

0 \‘\ T I’- \‘ T V4 T \ T l Y f

L1 = ~uZ \ o /'

B x \/ \d

i

EBT — TBT

Figura 4.5: Sexto e sétimo modos de vibracao EBT /TBT - viga bissegmentada livre-
livre de Stanton e Mann

referente ao deslocamento transversal u(t, ), dada por W) (z) e definida por partes

de acordo com os segmentos da viga.

Os dados obtidos no presente trabalho concordam com os experimentais
e numéricos de Stanton e Mann [63]. Observa-se que as frequéncias naturais referen-
tes ao modelo de Timoshenko estao mais proximas das obtidas experimentalmente
em [63]. Em rela¢ao aos modos, os trés primeiros, descritos na Figura 4.4, utilizando
os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko coincidem graficamente. Verificou-se
que a diferenca gréafica entre os modos obtidos utilizando EBT ou TBT se acentua

para os modos mais altos (Figura 4.5).
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4.4.2 Vigas trissegmentadas

4.4.2.1 Viga trissegmentada com massa atarrachada

Considera-se uma viga com se¢ao transversal circular e condi¢oes de
contorno do tipo livre-livre. A configuracao é proposta por Stanton e Mann [63] e
ilustrada na Figura 4.6. Na extremidade z = L é anexado um atuador, sua massa ¢é

incluida na condicao de contorno dessa extremidade.

([ (=T

317.5 254 190.5

Figura 4.6: Viga trissegmentada com segao transversal circular, figura extraida de
[63]

Descrevem-se na Tabela 4.3 os parametros utilizados, referentes ao mo-

delo de Euler-Bernoulli.

O momento de inércia para uma viga de secao transversal circular é
estimado sendo [ = ”TRQ, sendo R o raio da secao transversal equivalente a %, em
que t é o diametro da segao transversal. O fator de forma para a segao circular é
aproximadamente K = g. Utilizou-se G; = Gy = G5 = 27,48GPa. As condigbes
de contorno do tipo viga livre-livre com massa anexada na extremidade direita sao

descritas pelas seguintes equagoes para o modelo de Euler-Bernoulli

Fmaz=0 Emaz=1L1L
P00 | Z(tL) =0
2 (t,0) =0 Bl (t, L) = M, 2% (t, L)



82

Parametro Valor Numérico Unidade
Comprimento [y 0,3175 m
Comprimento [y 0,254 m
Comprimento [3 0,1905 m
Diametro 4 0,03175 m
Diametro o 0,0254 m
Diametro 3 0,01905 m
Densidade p 2800 Kg/m?
Moédulo de Young £ 73,1 GPa
Massa anexada M; 0,018 Kg

Tabela 4.3: Parametros para a viga trissegmentada de Stanton [63]

E para o modelo de Timoshenko

Emax=0
B L2 (t,0) =0
k1G1AL[22(t,0) — ¢1(t,0)] = 0
Emz=1L
E313%5(t, L) = 0
kaGaAs[ 28 (t, L) — a(t, L)] = —M, 2% (t, L)

Analogamente ao caso bissegmentado, se expressam os modos para cada

segmento para o modelo de Euler-Bernoulli

Xi(z) = hi(z)ern + hi(x)er + hy(z)eis + B (2)eqq,
XQ(I) = hg(I — l1)021 + hé(I — ll)CQQ + hg(l’ — l1)023 + hg/(.% — l1)024, (4100)
Xg(.l’) = hg(l’ — lQ)C?,l + hg(l’ — l2)032 + hg(l‘ — l2)633 + hg/(l‘ — l2)034.

A matriz B serd composta nas duas primeiras e duas ultimas linhas
pelas informagoes sobre as condig¢oes de contorno em x = 0 e x = L, respectivamente.
A parte intermediaria se refere as condi¢oes de compatibilidade nos pontos x = [; e

x = ly. Tem-se entao
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[Boox4 0 0 0 0 0 0
0 C —C 0 0 0 0
B _ [ 1,1]4><4 [ 2,1]4><4 (4101)
0 0 0 [Cio)axa —[Co2)axa O 0
0 0 0 0 0 0 [Brlaxa 1 1ox24
sendo
0010 0 010
B, = ., B.= , : (4.102)
0001 —M 0 0 1
343

A parte central da matriz B se refere as condi¢oes de compatibilidade,
em 1 = l; e 19 = l; + [y, sem a inclusao de dispositivos intermediarios, sendo

expressas através das matrizes

1000 10 0 0
0100 01 0 0
Cl,l - ) C2,1 = ) (4103>
0010 00 22 0
0001 00 0 %&£
1000 10 0 0
0100 01 0 0
Cio= , Cop = (4.104)
0010 00 2 0
000 1 00 0 £
E a matriz ®
®(0) 0 0
(L) O 0
0 Dy(l 0
P — 2(h) : (4.105)
0 O() O
0 0 D5(l)
L 0 0 ¢3(L>-24><12
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com
[ hiw—a)  Ba—e)  Wa-e) K- ]
(iv)
®j(z) = e =) =) Iz;”)( ) hj@) o) ,j=1,2,3
iz —a;) hi'(x—a;) hi'(z—a;) h;'(z—ay)
L h}"(fﬂ - a’]) h(i”)j(:c - a]) hﬁv) (z — aj) hg‘m)(x - a]) ]
a1 =0, as =1y, a3 = L.
(4.106)
E para o modelo de Timoshenko, as solugoes sao dadas da forma
X1 (ZE) = h1 (ZL’)CH + hll (ZE)Clg,
Xo(x) = ho(x — ly)co + hi(z — 11)caa, (4.107)
Xg(m) = hg(l' — l2)C31 + hé(l’ — l2)C32.
E a matriz B é dada por
[ 0 0 0 o o |
0 0 C —IC 0 0 0 0
B= Cuilia ~C2ili , (4.108)
0 0 0 0 [C172]4x4 _[C272]4x4 0 0
B 0 0 0 0 Fae Que |
com
0 0 0 1
A= ,  J= , (4.109)
0 -1 10
F : ! Q 01 (4.110)
YAt ’ n '
prvery vl 10

e Ci1, Ca1, Cio € Cop expressas como em (4.42), com ¢ = 1, 2.
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E a matriz ® é da forma

P00 O 0
®1(l;) O 0
0 Dy (1 0
P — 2(h) (4.111)
0 Py() O
0 0 D3(ly)
- 0 0 CI)?)(L) - 24x12
com
h; b, (z —
®;(x) = i@ — aj) j(x a;) =123
!/ "
h;(z —a;) hi(z —a;) Axd (4.112)

CL1:0, CLQZZQ, CL3:L.

A inclusido de uma massa atarrachada como um atuador modifica as

condic¢oes de contorno e se espera uma diminuicao da magnitude das frequéncias.

A Tabela 4.4 apresenta os valores obtidos pela referéncia, matemética
e experimentalmente. Comparam-se a utilizacdo dos modelos de Euler-Bernoulli e

Timoshenko incluindo e nao incluindo a massa na extremidade direita.

1*Freq.(Hz)

2*Freq.(Hz)

3*Freq.(Hz)

4°Freq.(Hz)

Experimental [63] 2122 547.3 1064,0 17482
Teorico EBT [63] 2124 551.,9 1077,6 1791,82
EBT LL 214,12 596,62 1083,63 1803,20
EBT LLM 212,38 551,95 1077,65 1791,82
TBT LL 213,41 551,73 1065,05 1752,20
TBT LLM 211,68 547,16 1059,29 1741,59

Tabela 4.4: Frequéncias naturais de vibracao: LL - viga livre-livre;

livre-livre com massa anexada

LLM - viga
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Modos de vibragdo normalizados

— Modo | EBT LLM —— Modo 2 EBT LLM Modo 3 EBT LLM —— Modo 4 EBT LLM
****Modo Il TBT LLM - - - - Modo 2 TBT LLM Modo 3 TBT LLM - - - *Modo 4 TBT LLM

Figura 4.7: Modos de vibragao EBT/TBT - viga trissegmentada de Stanton e Mann

Comentdrios

Novamente, utilizando o modelo de Euler-Bernoulli obtém-se valores
bem préximos das frequéncias da referéncia que também se baseia nesse modelo.
E as frequéncias referentes ao modelo de Timoshenko mais préximas das frequén-
cias experimentais de [63]. Observa-se que os modos de vibragao para o modelo de
Timoshenko tém duas componentes, assim como para a viga anterior, por fins com-
parativos com o modelo de Euler-Bernoulli, os resultados se referem a componente

W (x), definida por partes de acordo com os segmentos da viga.

Constata-se também que as frequéncias TBT tem menor magnitude que
as referentes a EBT. E como era esperado, a inclusao de massa diminui a magnitude
das frequéncias. Em relacao aos modos, se verifica pela Figura 4.7 que a partir do

quarto modo a diferenca entre os modelos se torna graficamente mais evidente.

4.4.2.2  Viga trissegmentada fixa-livre

Considera-se a viga trissegmentada, com extremidades do tipo fixa-
livre, descrita na Figura 4.8 e utilizando os parametros da Tabela 4.5. A configuragao

de viga e parametros é proposta por Salehi-Khojin [6].
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Figura 4.8: Viga fixa-livre trissegmentada

Parametro Valor Numérico Unidade
Comprimento [y 0,1 m
Comprimento [y 0,2 m
Comprimento L 0,3 m
Largura w 0,01 m
Densidade p 7800 Kg/m?
Moédulo de Young £ 200 GPa

Tabela 4.5: Parametros para a viga de Salehi-Khojin [6]

Os parametros especificos para o modelo de Timoshenko foram esti-
mados, de modo analogo aos casos anteriores, visto que Salehi-Khojin [6] determina

frequéncias naturais e modos de vibragao baseando-se no modelo de Euler-Bernoulli.

Parametro Valor Numérico Unidade
Moédulo de cisalhamento G| = Gy 75 GPa
Fator de forma 5/6

Tabela 4.6: Parametros para o modelo de Timoshenko

Apresentam-se resultados de acordo com as configuragoes descritas na

Tabela 4.7, variando a espessura do segmento intermediario da viga.

Considera-se primeiramente o modelo de Euler-Bernoulli. Supondo

solugoes do tipo u(t,z) = eMX;(z), j = 1,2,3, obtém-se o problema de autovalor

: A
Xj(2)™ —elX;(x) =0, &f = —%)\2, (4.113)
77
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Configuragao 1 Configuracao 2 Configuragao 3

Espessura t; (m) 0,001 0,001 0,001
Espessura t5 (m) 0,001 0,002 0,003
Espessura t3 (m) 0,001 0,001 0,001

Tabela 4.7: Configuragoes variando espessura central

com condigoes de contorno referentes ao caso fixa-livre e compatibilidade sobre o

deslocamento, inclinagao, momento fletor e cisalhamento nos pontos x1 =1; e x5 =

ls.

As solugoes serao da forma

X(r) =19 Xo(x), 11 <z < 29 (4.114)

com
X1(z) = crrha(x) + ciohl (z) + c13hy (z) + c1ahy (2),
Xo (1) = corho(x — ly) + coghly(z — 1y) + cashly(x — Iy) + coshly (x — 1),  (4.115)
X3(z) = cs1hg(x — L) + csohiy(x — L) + cazhiy(x — L) + eaah™ (x — L),
que substituidas nas condi¢oes de contorno e compatibilidade irao gerar o sistema
Uc =0, com U= B®. A formulagao em blocos para o sistema é analoga a apresen-
tada na se¢ao anterior (4.101)-(4.106), com excegao das matrizes By e By, referentes

as condigoes de contorno do tipo viga fixa-livre e, dadas por

1000 0010

By = , Bp= . (4.116)
0100 0001

A matriz U é de ordem 12 x 12, mas considerando inicialmente as

condicoes de contorno em z =0 e x = L obtém-se que c13 =ciu =0e ¢33 =c30=0

e U se reduz a ordem & x 8.

A formulacao utilizando o modelo de Timoshenko é analoga a apresen-

tada na secao anterior, sendo modificados os parametros e as condi¢oes de contorno
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Frequéncias Naturais (rad/s)

w1 Wa w3 W4

Config. 1 | Referéncia [6] | 57,1 | 357,9 | 1002,1 | 1963,7
Eule-Bernoulli | 57,10 | 357,88 | 1002,07 | 1963,66
Timoshenko 57,10 | 357,85 | 1001,92 | 1963,12
Config. 2 | Referéncia [6] | 56,4 | 459,5 | 1052,1 | 2642,6
Eule-Bernoulli | 56,44 | 459,48 | 1052,07 | 2642,56
Timoshenko 56,44 | 459,43 | 1051,86 | 2641,29
Config. 3 | Referéncia [6] | 52,5 | 459,3 | 1005,5 | 3070,2
Eule-Bernoulli | 52,47 | 459,32 | 1005,54 | 3070,21
Timoshenko 52,47 | 459,25 | 1005,24 | 3068,34

Tabela 4.8: Frequéncias naturais - configuracoes 1,2,3

antes livre-com massa e agora sendo do tipo viga fixa-livre. Nesse caso, em (4.108)

tem-se

: (4.117)

A matriz U é de ordem 12 x 12, mas considerando inicialmente as
condicoes de contorno em xz = 0 obtém-se que c;3 = c¢;4 = 0 e U se reduz a ordem

8 x &.
Comentdrios

Apresentou-se resultados referentes a trés configuragoes variando a es-
pessura do segmento intermediario da viga trissegmentada. A Tabela 4.8 descreve as
quatro primeiras frequéncias naturais obtidas para cada uma das configuragoes. A
tabela demonstra a concordancia entre os resultados apresentados em [6] e os obtidos

no presente trabalho com o uso dos modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

As frequéncias e modos de vibragao sao préximas aos obtidos, utilizando

o modelo de Euler-Bernoulli, pela referéncia [6]. Verifica-se, dos resultados das



90

Modos de vibragdo modelo de Euler-Bernoulli - Configuragdes 1,2,3

ot

= Modo 1 Config I == =Modo 1 Config2 - - - *Modo 1 Config 3
=== Modo 2 Config I == =Modo 2 Config 2 - * - * Modo 2 Config 3

Modo 3 Config 1 Modo 3 Config 2 Modo 3 Config 3
= Modo 4 Config I = = Modo 4 Config 2 * * * * Modo 4 Config 3

Figura 4.9: Modos de vibracao - viga trissegmentada variando espessura central
JEBT

configuragoes 2 e 3, significativas alteragdes em relagao a configuracao 1 em que a
viga é uniforme. Novamente, considerou-se apenas a componente W (z) no caso dos

modos de vibracao referentes ao modelo de Timoshenko.
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Modos de vibragdo modelo de Timoshenko - Configuragdes 1,2,3

-104

154

= Modo 1 Config 1 == =Modo 1 Config 2 - - - - Modo 1 Config 3
= Modo 2 Config 1 = -~ Modo 2 Config 2 - - * - Modo 2 Config 3

Modo 3 Config 1 Modo 3 Config 2 Modo 3 Config 3
= Modo 4 Config I = =Modo 4 Config 2 * * * * Modo 4 Config 3

Figura 4.10: Modos de vibracao - viga trissegmentada variando espessura central
/TBT

4.5 Vigas fixa-livre em AFM

4.5.1 Vigas bissegmentadas

4.5.1.1 Viga piezoceramica/silicio

Piezoceramica Silicio ﬂ

X, L
Figura 4.11: Representagao viga bissegmentada
Para uma viga uniforme feita de silicio sao descritos nas Tabelas 4.9 e

4.10 dados obtidos na literatura referentes a microscopia de forga atomica [10], [29],

147].
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Parametro Valor Numérico Unidade
Comprimento L 300 x 107 m
Largura w 50 x 1076 m
Espessura t 3x 1076 m
Area tew m?
Densidade p 2330 Kg/m?
Moédulo de Young £ 170 GPa
Momento de Inércia I 2% m*

12

Tabela 4.9: Parametros da cantilever em AFM para modelo de Euler-Bernoulli e de

Timoshenko
Parametro Valor Numérico Unidade
Modulo de cisalhamento G 66, 4 GPa
Fator de forma x 5/6 -

Tabela 4.10: Parametros da cantilever em AFM para o modelo de Timoshenko

A fim de aplicar a metodologia proposta nas se¢oes iniciais deste capi-
tulo e utilizar o modelo Timoshenko, se considera de maneira simplificada que a
microviga cantilever é composta por dois segmentos, sendo o primeiro feito de piezo-
ceramica e o segundo de silicio de acordo com a representacao dada na Figura 4.11.
Na Tabela 4.11 listam-se os parametros para os dois modelos EBT e TBT referentes

as propriedades do primeiro e segundo segmento.

2° Segmento
Silicio
Ey = 170(GPa)

1° Segmento
Piezoceramica
E1 = 62(GPCI/)

p1 = 7800(kg/m?)

pa = 2330(kg/m?)

G = 23,6(GPa)

Go = 66, 4(GPa)

wy = 50 x 1075(m)

wy = 50 x 1075(m)

Al = tlwl(mz)

A2 = tgwg (mQ)

I = = (m)

I = _w21t223 (m*)

k=15/6

k=5/6

Tabela 4.11: Parametros da viga bissegmentada piezoceramica-silicio
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Analisam-se dois casos, no primeiro a posi¢ao do salto de descontinuidade
é variada e no segundo a espessura do primeiro segmento da viga, referente a piezo-

ceramica, é variada.
CASO 1: Variando a posi¢ao do salto de descontinuidade

Considera-se a viga bissegmentada descrita anteriormente, com primeiro
segmento de piezoceramica e o segundo de silicio, com espessura do primeiro seg-

mento t; = 6 x 107%m e espessura do segundo segmento ty = 3 x 107 % m.
Configuragao 1A - Viga Homogénea (inteiramente de silicio);
Configuragao 1B - Descontinuidade em z; = L/4;
Configuragao 1C - Descontinuidade em x; = L/2;
Configuracao 1D - Descontinuidade em xy = 3L /5.

Apresentam-se as frequéncias naturais obtidas com essas configuracoes

na Tabela 4.12 e os modos de vibragao sao comparados na Figura 4.12.
CASO 2: Variando espessura do primeiro segmento

Considera-se a viga bissegmentada descrita anteriormente, com primeiro
segmento de piezoceramica e o segundo de silicio, sendo a mudanga de se¢ao transver-

sal em z; = %. Varia-se as espessuras dos segmentos de acordo com as configuragoes
Configuragao 2A: t; =3 x107% ¢, =3 x1075;
Configuracao 2B: t; =5x10"% ¢, =3 x1076;
Configuracao 2C: ¢, =6 x107% t, =3 x 1075;
Configuragao 2D: ¢, =7x107% ¢, =3 x 1075,

Os resultados sao apresentados na Tabela 4.13 e na Figura 4.13.
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Frequéncias Naturais

Config. Modelo w1 wo w3 w4 ws

1A EBT  2,8899 x 10° 11,8110 x 10° 15,0710 x 10® 9,9372 x 10° 11,6427 x 10"
TBT  2,8896 x 10° 11,8100 x 10° 5,0644 x 10° 19,9132 x 10° 11,6363 x 107
1B EBT  3,9172 x 10° 12,0036 x 10% 4,3961 x 10° 8,8206 x 10° 11,5233 x 107
TBT  3,9033 x 10° 11,9929 x 10° 4,3669 x 10° 8,7585 x 10° 1,5033 x 107
1C EBT  4,2328 x 10° 11,4300 x 10% 4,3047 x 10° 7,7406 x 10° 1,3464 x 107
TBT  4,2002 x 10° 11,4220 x 10° 4,2610 x 10° 7,6598 x 10° 11,3196 x 107
1D EBT  3,8052 x 10° 11,5096 x 10° 3,8474 x 10° 8,0548 x 10° 11,2354 x 107
TBT  3,7735 x 10° 11,4993 x 10° 3,8081 x 10° 7,9412 x 105 11,2154 x 107

Tabela 4.12: Frequéncias naturais obtidas variando o ponto x;

Frequéncias Naturais
Config. Modelo w1 w9 w3 w4 ws

2A EBT  1,9472 x 10° 11,4597 x 10% 3,4020 x 10° 7,1602 x 10 1,2011 x 107
TBT 11,9336 x 10° 11,4539 x 10° 3,3824 x 10° 7,1258 x 10 11,1892 x 107
2B EBT  3,4177 x 10° 11,8144 x 105 4,1831 x 105 8,3648 x 105 1,4293 x 107
TBT  3,4016 x 10° 1,8060 x 105 4,1573 x 105 8,3066 x 106 1,4127 x 107
2C EBT  3,9172 x 10° 12,0036 x 10° 4,3961 x 10° §8,8206 x 10° 1,5233 x 107
TBT  3,9031 x 10° 11,9929 x 105 4,3669 x 105 8,7585 x 10 1,5033 x 107
2D EBT  4,2682 x 10° 2,1998 x 105 4,5791 x 106 9,1241 x 10° 1,6060 x 107
TBT  4,2566 x 10° 2,1870 x 105 4,5441 x 105 9,0617 x 10 1,5847 x 107

Tabela 4.13: Frequéncias naturais obtidas variando a espessura

Comentdrios

Sao apresentados resultados referentes as frequéncias naturais de vi-

bragao para cada configuracao na Tabela 4.12 para variacao do ponto de mudanca

da secao transversal e, na Tabela 4.13 para a variacao da espessura do primeiro seg-

mento. As componente W (x) dos respectivos modos de vibragao, associados a tais

frequéncias, considerando o modelo de Timoshenko, sao apresentados nas Figuras

4.12 e 4.13. Os modos de vibragao considerando o modelo de Euler-Bernoulli foram

omitidos por apresentarem comportamento similar aos do modelo de Timoshenko

para baixas frequéncias.
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Como era esperado, as diferentes configuracoes, modificando a espes-
sura do primeiro segmento e posicionamento do ponto de mudanga da secao transver-
sal, alteram de forma significativa as frequéncias e modos de vibracao. Como j& cons-
tatado anteriormente, as frequéncias obtidas utilizando o modelo de Timoshenko tem
menor magnitude em relacao as obtidas com o modelo de Euler-Bernoulli, tal resul-
tado indica, de acordo com [78|, que os efeitos de cisalhamento e inércia rotatoria,
considerados no modelo de Timoshenko, levam a redugao dos valores das frequéncias
naturais. Os modos de vibracao apresentam o mesmo comportamento grafico para

ambos os modelos, Euler-Bernoulli e Timoshenko, e diferentes configuragoes.

Primeiro modo modelo de Timoshenko Segundo modo modelo de Timoshenko
1 0.6
0,4
o84 T T
0.2 it =TT
0,6 0 Lo Y
0,0001
~024
0,4
~04-
0,2 0.6
~0.8
0 T T 1
0 0,0001 0,0002 0,0003 _14
X
—— Config. 1A Config. IB -+~ Config. 1C —-— Config. D] [— Config. 1A Config. 1B
Terceiro modo modelo de Timoshenko Quarto modo modelo de Timoshenko
0,6
0,8
0,4
0,6 e
0.2+ s
0.4 A
Vi
TS 0
0,24 /.:” N
/5 N -0,2-
0 “d : <N\
0,0001 ~0.4-
~024
-0,6-
~047 0.8
-0,6 1 {
— Config. 1A Config. 1B —— Config. 1A Config. 1B ------ Config. 1C —-— Config. 1D

Figura 4.12: Modos de vibragao TBT variando ponto de descontinuidade - viga
piezo/silicio



Primeiro modo modelo de Timoshenko

1
0,0003

T
0,0002

0,61

0,44
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Segundo modo modelo de Timoshenko

e
IS

-0,24

-0,4-

-0,6

-0,8

Config. 2C == Config. 2D]

Config. 2A — — Config. 2B - Config. 2C —-— Config. 2D|

0.4

0,24

Terceiro modo modelo de Timoshenko
e
N,

-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

— Config. 2A — — Config. 2B - *-

Config. 2C —-— Config. 2D|

0,64

0,4

0,2

Quarto modo modelo de Timoshenko

-0,24

-0,4+

-0,6

-0,8+

14

— Config. 2A — — Config. 2B - - -

\
Config. 2C —-— Config. 2D|

Figura 4.13: Modos de vibragao TBT variando a espessura - viga piezo/silicio



97

4.5.1.2 Modelo 2 - Viga de Jih-Lian et al. da secao 3.2.1.2

Considera-se as equagoes descritas em (3.46) para cada regiao da viga

,OjAj%(t, $> + Ej[j% = O,
j=1lpara0 <z <l, e, (4.118)

Jj=2paral, <z <l
p1Ar = 2p,A, + ppAp, EnDy = 2E,1, + By,
p2Aa = ppAy, Exly = By,
A, =tyw,, A, = 2tywy,

_ [wp [lptl 2 _ (wb [to 2
L, = |, P dzdy, Iy= |, T 2 dz dy.

Com as seguintes condi¢oes de contorno
Emax=0
ui(t,0) =0, u1,(¢,0) =0,
Emz =1,
EyIytgs (t, 1) = —mlug(t, 1) + lugey (t, 1))+ (4.119)
—cllue(t, ) + luge(t, )] — Kllua(t, 1) + luge (t, )] + f1,
Eylytoges (t, 1) = mfugy (t,1p) + lugew(t, 1) ]+
+efue(t, ly) + luge(t, )] + klua(t, ly) + luge(t, 1p)] — f.

E condigoes de continuidade e transigao em x = [,

uy (1, lp) = uy(t, lp)a

ulx(t; lp) = u2x(t7 lp)7
(4.120)

E Db h31 Ap(tp+2tp)* _
B E;IQ - 2F515833 “lm(ta lp) + um(t, lp) = My,

ul:m:x(ta lp) = %u%&rx(tv lp)a
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onde m, = (t,+2ty)ha1 VeeWn &  momento fletor induzido pela tensao elétrica externa

B33
Ve

Supde-se que as solugdes sao do tipo u;(t,z) = eMX;(x), j = 1,2, que
substituidas em (4.119) geram o seguinte problema de autovalor

A
_Pifi gz, (4.121)

Xi(2)™) — BiX;(2) =0, 0<z <l Bf= N
777

Com as condigoes de contorno, continuidade e equilibrio

X1(0)
X1(0)

0,
0,

Xi(ly) = Xa(l,),
Xi(L,) = X3(l,).
TXU () + X3 () =y, 7= — | Bdr - Mgl ]

Eq 1 2B33E212
" Eoly o111 _
Xl (lp> - E111X2 (lp) =0,

(4.122)

LAX (1) + 2AXY(Ly) + EaTo X2 () — f1 =0,
—AX5(ly) — LAXS(ly) + E2 [ X5 () + f =0,

com A= (mA? + cA + k).

Resolve-se (4.121) supondo ¢ = 0, m, = 0 e f = 0. Da metodologia

apresentada nas segoes anteriores, as solugoes serao definidas da forma

Xi(z), 0 <z <
X(z) = (@) g (4.123)
Xo(x), I, <z <l
com

Xl (.T) = Cllhl (.Z’) + thll (l’) + Clghlll(.Q?) + Cl4h/1”($),

(4.124)
XQ(.T) = Cglh2<$€ — L) + CQQhIQ(SL’ — L) -+ nghg(x — L) + C24h12//(f,l? — L)

Substituindo (4.124) nas condigbes de contorno e continuidade se obtém

o sistema Uc = 0, sendo U = B®.
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_ T
cC= [011 C12 C13 C14 C21 C22 C23 024] )
Bsyi16, Pigxs, € entao U sera de ordem 8 x 8.

Ao considerar inicialmente as condigoes de contorno em x = 0, obtém-se
que c13 = ¢34 = 0. Entao U se reduz para ordem 6 x 6. Tem-se a seguinte formulagao

em blocos com as reducoes ja mencionadas

[Cl,l]4><4 —[C2,1]4x4 0

B = , (4.125)
0 0 BL]2xa
sendo
1 0 00 -1 0 0 0
01 00 0 -1 0 0
Ciq = , Con = , (4.126)
00 ~v O 0 0 1 0
Eol
I 00 0 1 | I 0 0 O Eflf

IA PAL EsI, 0

B, = , (4.127)
-A —lA 0 Esl,
e a matriz ®
(I)l(lp) 0
=] 0 D) : (4.128)
0 CDZ(ZZ)) 12x6
com
[ h(z)  RW(z) | Chole — 1) Bz —l) Bz —1) Rz —1) |
W(z)  W(x) Moz —1ly)  hYx—1) hY(x—1l) hS)(z—1)
1 (z) = , @a(z) = (i
W(x)  hY(z) Wy(w—ly) Bz —1) BS (e —1) By (x —1y)
RAGRIRON B —1) S —1) B (1) B (1) |

Para solugbes nao-nulas de ¢, se obtém a equagao caracteristica A(\) =
det(U) = 0, cujas solugdes sao as frequéncias associadas aos modos de vibragao

X(x).
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Parametro

Valor Numérico

Unidade

Médulo de Young E,
Moédulo de Young E,
Densidade p,
Densidade p,

b1

B33

Comprimento [,
Comprimento [,
Largura w
Espessura t,,
Espessura t;

63

12,21

7600

7500

7,182 x 10°
6,369 x 10
8,00

69,94

3,45

0,5

0,5

GPa
GPa
Kg/m?
Kg/m?
N/C
Vm/C

Tabela 4.14: Parametros para a viga bissegmentada de Jih-Lian et al.|23]

Com excegao do parametro [, relativo ao comprimento da ponteira pi-

ramidal anexada na extremidade direita da viga, os demais sao fornecidos em [23] e

listados na Tabela 4.14.

Compara-se na Tabela 4.15 as trés primeiras frequéncias obtidas con-

siderando ou nao a massa e a mola. Nas Figuras 4.14 e 4.15 comparam-se os modos

normalizados para tais configuragoes.

Freq. m = 0,0001Kg m = 0,0001Kg | m =0,0001Kg m =0 m =

(Hz) | k=171,6N/m [23] | k = 171,6N/m k=20 k=171,6N/m | k=
Wy 110 106,65 48,92 117,38 55,76
Wo 250 319,73 304,00 378,25 352,35
W3 650 853,07 848,61 1006,03 994,08

Tabela 4.15: Comparativo das frequéncias naturais para diferentes configuragoes
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Comentdrios

Observa-se que a inclusao de massa provoca uma diminui¢ao na magni-
tude das frequéncias, e a inclusao da mola tem efeito inverso, aumentando a magni-
tude das frequéncias. Essas sdo as conclusoes principais obtidas em [23| analisando
o problema adimensional. Os modos também sao alterados pela inclusao desses

dispositivos (Figuras 4.14 e 4.15).

Primeiro modo Segundo modo
50 —_=

40+

304

XM () X3 (x) 104
20
~204
-30
104
~ 40
~50
0 T T T T T T T S0 T
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
X
sem massa € sem mola — — com massa € com mola sem massa € sem mola —— com massa € com mola
Terceiro modo Quarto modo

50
304

40+
20

30
104

20
o

10
X3 (x) X ) 0]

o0
_204

“104
-304

~204
_404

-304
-504

T T T T T T T T T T T T T
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
x X
sem massa € sem mola —— com massa e com mola l l sem massa € sem mola —— com massa € com mola

Figura 4.14: Viga EBT bissegmentada fixa sem e com dispositivo massa-mola
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Primeiro modo Segundo modo
50 .
304 ,
404 o 20| /
L 10 o
304 . °, [ L —— g
X (x) . X3 (x) 104
20 . ~204
.
. -30-
10
_40
s -50-
Otpes=ss = T T T T T T T T T T T T
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0 0,01 0,02 0,03 0.04 0,05 0,06
X X
com massa e sem mola ** = * com mola e sem massa com massa e sem mola * * * * com mola e sem massa
Terceiro modo Quarto modo
50 P
" .
30 4
40 ~ 5
v . N 20+
30 4 * o
b4 104 .'
20 J
(S b S
¥ . . A
(3) 10+ v . N (4) ol
X (x) y ; - X(x) 0
s
(O L. . ; .
e ., . -20
-104
. -30- .
-20 . S e
. . -40-
~30
-504
T T T T T T T T T T T T T T
0 0.01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
x X
com massa e sem mola * " ** com mola e sem massa] l com massa € sem mola ** * * com mola e sem massa

Figura 4.15: Viga EBT fixa-livre excluindo massa ou mola

4.5.2 Viga trissegmentada

4.5.2.1 Viga de Salehi-Khojin da se¢cao 3.2.1.1

Para analise das vibragdes livres considera-se a equagao (3.11) que des-

creve o modelo, desprezando o amortecimento c¢(z) e o momento M, (¢, z). Tem-se

entao

0? O*u(t, x) O*u(t, x)

pye) E(z)I(z) 97 m(z) 2% =0 (4.129)

A variagao dos pardmetros conforme os segmentos da viga foi descrita

em (3.12)-(3.14). Utilizam-se os valores fornecidos em [6] ¢ descritos na Tabela 4.16.
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Parametro Valor Numérico Unidade
Comprimento L 486 wm
Comprimento L 325 wm
Comprimento Lo 360 pm
Modulo de Young E, 105 GPa
Médulo de Young £, 104 GPa
Densidade p, 2330 Kg/m?
Densidade p, 6390 Kg/m?
Largura wpy 250 pm
Largura wys 55 wm
Largura w,, 130 wm
Espessura t; 4 wm
Espessura t,, 4 um

Tabela 4.16: Parametros para a viga trissegmentada de Salehi-Khojin [6]

Supondo solugdes do tipo u(t,z) = eMX;(z), j = 1,2,3, obtém-se o

problema de autovalor

. A
X;(2)® — 2 X;(x) = 0, £t = —%AQ, (4.130)
77

com condicoes de contorno referentes ao caso fixa-livre e continuidade sobre o deslo-

camento, inclinacao, momento fletor e cisalhamento nos pontos 1 = [y e x5 = ls.

As solugoes serao da forma

X(@) =1 Xo(a), h <z <l (4.131)

com
Xi(z) = criihy(x) + ciohy (z) + c13hf (x) + crahl (),

Xo (1) = corho(x — ly) + coghly(x — 1y) + cashly(x — Iy) + coshly (x — 1),  (4.132)
Xg(l’) = Cglhg(l‘ — L) + nghé(l‘ — L) + nghg(I — L) + C34h”/(I — L)

Para o caso viga fixa-livre do modelo de Euler-Bernoulli as condi¢oes

de contorno em x = 0 (X1(0) = 0 e X{(0) = 0) implicam ¢;3 = ¢4 = 0, e a condigao
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livie em x = L (X}(L) = 0 e X{'(L) = 0), juntamente com a escolha conveniente

da base transladada no terceiro segmento, implicam c3; = ¢z = 0. Tem-se entao

Xl(l’) = Cnh1<$€) + Clghll(l'),
XQ(.T) = Cglhg(l’ - ZQ) + CQQhIQ(x — ZQ) + 023h'2’(x — lg) + 024h/2”($ — lg), (4133)
Xg([I)) = C33hg(l‘ — L) + 634hm(l‘ — L),

que substituidas nas condi¢oes de contorno e continuidade irao gerar o sistema Uc =

0, com U = B®. Utilizando a formulagao em blocos com as redugoes mencionadas

C —IC 0 0
B [Cialaxa —[Conlaxa (4.134)
0 0 [Ciolaxa —[Co2)axa 16
com Cy 1, Ca1, C19 ¢ Coo dadas como em (4.103) e (4.104).
A matriz ® também se reduz, sendo
@1([)&'1) 0 0
0 Py (x 0
P — 2(1) : (4.135)
0 @2(.%2) 0
i 0 0 (1)3(1,’2) 1 16xs
com
[ hi(x) By ] [ Wa—1)  W@-L) |
Iy B! B L h(iv) _ I
Oy () = 1@ Ry Dy(x) = (fv)(x ) ) @=1) (4.136)
hi(z)  hi'(z) hy (x —L) hy’(z—L)
| B@) B (@) | | @ —L) W@ 1) |

e ®y(x) dada da forma usual descrita em (4.106) para j=2.

A matriz U seria de ordem 12 x 12, mas considerando inicialmente as
condicoes de contorno em x =0 e x = L se obteve cj3 =cy =0ec31 =c3o=0¢

U tornou-se de ordem 8 x 8. As frequéncias sao obtidas da equagao caracteristica

A(X) = det(U) = 0 e descritas na Tabela 4.17.
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Freq. w1 Wo w3 Wy ws We
(KHz)
Experimental [6] | 52,3 | 203,0 | 382,5 - - -
Presente trabalho | 47,3 | 202,7 | 376,9 | 860,6 | 1370,2 | 1924,4

Tabela 4.17: Frequéncias naturais de vibracao para a viga de Salehi-Khojin - expe-
rimental [6] e presente trabalho

Comentdrios

As seis primeiras frequéncias naturais sao descritas na Tabela 4.17. As
trés primeiras sao comparadas de maneira satisfatoria com as obtidas experimental-
mente e apresentadas por Salehi-Khojin [6], [7]. Os seis primeiros modos de vibragao
associados as suas respectivas frequéncias sao descritos na Figura 4.16, sendo que
utilizam-se cores e estilos de linha para cada uma das partes do modo de vibragao,
de acordo com os segmentos da viga: linha tracejada azul refere-se ao primeiro
segmento, linha vermelha sélida ao segundo segmento e linha pontilhada roxa ao

terceiro segmento.

A escala de medida das amplitudes dos modos é coerente com o pro-
blema, sendo que a maior sensibilidade da ponta da viga é observada pela maior

amplitude obtida em x correspondente a extremidade final da viga.

Os modos serao utilizados na secao 5.3.2 na aproximacao da resposta

forcada.
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5 VIBRACOES FORCADAS EM VIGAS
SEGMENTADAS

As equagoes de Euler-Bernoulli e Timoshenko que governam a dinamica

de uma viga for¢ada uniforme, podem ser dadas na forma matricial compacta
MV(t,z) + Kv(t,z) =F,0 <z < L, t >0, (5.1)

onde para a teoria de Euler-Bernoulli tem-se que

84
M=pA, K=FEI—
p Y ax47

v(t,x) = u(t,x) é o deslocamento transversal e F é e carga transversal distribuida.

No modelo de Timoshenko, tem-se os coeficientes matriciais

—/{GA% /{GA%

2 )

—kGAZL  —EIZ + kGA

v(t,z) = , F(t,a) = , (5.2)

os deslocamentos transversal e rotacional, a carga transversal e o momento, respec-

tivamente.

A resposta dindmica do sistema (5.1) tem sido determinada em termos
da resposta impulso ou fungao de Green de valor inicial h(t, z, &) e calculada com o

uso do método de Galerkin [1], [24], [32], [36], [39], [41], [58].

Neste capitulo, serao consideradas vibragoes forcadas em vigas segmen-
tadas usando os resultados existentes para vigas uniformes. Pela sua importancia

em microscopia de forca atomica e por simplicidade, sera desenvolvido o caso para
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vigas bissegmentadas. No final do capitulo a abordagem é estendida para o caso da
viga trissegmentada de Salehi-Khojin (Modelo 1 da sec¢ao 3.2.1.1) cujas frequéncias

e modos foram determinados na secao 4.5.2.1.

5.1 A resposta impulso em vigas uniformes

A resposta impulso de (5.1) é obtida do problema de valor inicial com
condicoes de contorno

Mh(t,z, &) + Kh(t,2,6) =0, 0 <z <L, 0<&< L, >0,

h(0,z,) =0, Mh(0,2,¢&) = d(xz — &)1,

Ah(t,0,&) + Jh,(t,0,£) =0,

Fh(t,L,&) + Qh,(t,L,&) =0,
onde, para o modelo de Euler-Bernoulli I é a unidade e para o modelo de Timo-
shenko I denota a matriz identidade 2 x 2. Resulta que h(t — 7,2,&) atua como
um fator integrante no método da equagao adjunta de Lagrange para o problema
nao-homogéneo de valor inicial

MV(t,z) + Kv(t,z) = F(t,z), 0<xz <L, 0<&{<L, t>0,
v(0,2) =vo(x), v(0,2) = vyi(x),

(5.3)
Av(t,0) + Jv,.(¢,0) = fi(2),
Fv(t, L) + Qv,(t, L) = fa(t).
Multiplicando (5.3) por h(t — 7, x,&) e integrando por partes, resulta
(t:0) = fy [} 7 M)+ b M ©) e ar

t[rL L

+ y [yt = 7, Of(r )de] dr + T (v, )]

onde J é um termo que contém efeitos da resposta impulso com valores de v nos
pontos extremos da viga. Para uma viga com condi¢oes de contorno homogéneas o

termo J se anula.

Pode-se observar que a resposta forcada, corresponde a condigoes inici-

ais nulas em (5.4), envolve a convolu¢ao da resposta impulso matricial com forgantes.
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Na pratica, quando é calculada a integral de convolucao para a resposta forcada,
tem-se v(t,x) = vu(t,z) + vp(t,z) onde v,(t,x) é uma vibragao livre introduzida
pelo sistema e cujos valores iniciais sao desconhecidos a priori. Resulta que estes
valores s@o fornecidos pela resposta permanente v, (t,z) que pode ser determinada

por outros meios [33], [35], [36].

5.1.1 A resposta frequéncia

A transformada de Laplace de h(¢,z,£) com respeito ao tempo ¢ é

denotada por H(s,z,§) e referida como resposta transferéncia matricial. H(s, z, ¢)

satisfaz
(M +K)H(s,z,§) =6z — I, 0<z < L,0< &< L, (5.5)
AH(s,0,¢) + JH,(s,0,&) = 0, (5.6)
FH(s, L) + QH, (s, L,£) = 0. |
Por exemplo, forcantes harmoénicos do tipo
ft,x) = e*'o(x), (5.7)
fornecem respostas harmonicas
vp(t, 7) = e H(iw)v(z), (5.8)
onde
L
H(iw)o(o) = [ B,z o) (5.9
0
Em particular, para uma forca concentrada no ponto z = a
ft,z) = e“v(x)d(x — a), (5.10)

resulta

vp(t,z) = e“"H(iw, 7, a)v(a). (5.11)
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5.2 Vigas bissegmentadas forcadas

Considera-se o modelo forcado para uma viga segmentada
MV(t,z) + Kv(t,z) =F,0 <z < L, t >0, (5.12)

onde os coeficientes e variaveis do sistema foram definidos no Capitulo 4 em (4.70).
Os modos de vibracao, autofungoes obtidas do problema de autovalor associado a
(5.1), quando se supoe solugoes exponenenciais, para uma viga bissegmentada sao

exXpressos por

X(z) = (5.13)

X(x) = (5.14)

ou, simplesmente, quando nao houver ambiguidade, na forma matricial simples

Xl(.T)
XQ(ZE)

X(z) =

No modelo de Euler-Bernoulli, X;(z) e Xo(z) s@o escalares, porém para

o para o modelo de Timoshenko tem-se que

o= ) = [ (5.15)

e1(z) pa(z)

sao vetores 2 x 1.

Consideram-se no sistema forgado (5.12), as condi¢oes iniciais

v(0,z) = =vO(2), vi(0,z) = =vi(z). (5.16)
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Observa-se que, para uma viga bissegmentada, v°(z) e v!(x) sdo vetores 2 x 1 no
caso do modelo de Euler-Bernoulli e 4 X 1 no modelo de Timoshenko, com condigoes

de contorno para o modelo de Euler-Bernoulli descritas em (4.3)

Bouo(t, O) = O,
(5.17)
BLuL(tv L) = 07
e para o modelo de Timoshenko
8v1
Avy(t,0)+J—(t,0) =0, (5.18)
ox
8V2

As condigoes de compatibilidade no ponto intermediario x; foram dadas

de modo geral, para o modelo de Euler-Bernoulli em (4.7)
Cl’ll,I(t, xf) = 627111(75, If), (520)

com as matrizes Cy; e Co definidas em (4.8) de modo a ter

e continuidade no deslocamento e giro em 1,
e equilibrio no momento e no cisalhamento em z;.

Em particular, para uma viga do tipo fixa-livre segundo o modelo de

Euler-Bernoulli, tem-se que as condi¢oes de contorno

Emaz=0 Emax =1L
vi(t,0) = u1(t,0) =0 | vi(t, L) =uj(t,L) =0
vi'(t,0) = u)(t,0) =0 | vi'(t,L) = uy'(t,L) =0




112

e as condicoes de compatibilidade quando nao houverem nem suporte e nem dispo-

sitivos intermediarios foram dadas em (4.11)

I- Deslocamento

U1 (t, iL'l) = Ug(t, .’L'l).

II- Giro

) (t, o) = ub(t, xq).

IIT- Momento Fletor

wl(t,z1) = aqul(t, 1), a1 = %
IV- Cisalhamento
ullll(twrz) = O‘lug/(txl)‘
Matricialmente
1 0 0 O ul(t,xl) 1 0 0 0 ug(t,xl)
0100 uh (t, 01 0 O ubh(t,
1tz) | 5(t, 1) (5.21)
0010 uy(t,x1) 00 au O ul(t,x1)
0 001 uy (t, 1) 00 0 o uly (t, 1)

Tem-se similarmente, para uma viga fixa-livre segundo o modelo de

Timoshenko, as seguintes condi¢oes de contorno

ov
Aw(t,0) + T 5-(1,0) =0, (5.22)

Fus(t, L) + QO2(1, 1) =0, (5.23)
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10 00
A = ,J: ;
01 0 0
0 0
0 -1 1 0

As condig¢oes de compatibilidade, quando nao houverem nem suporte e

nem dispositivos intermediarios, foram dadas em (4.42)
I- Deslocamento
uy(t, x1) = us(t, z1).
I1- Giro
P1(t, 11) = da(t, 11).
[TI- Momento Fletor
¢t 21) = andh(t, a1), a1 = B
IV- Cisalhamento
i (1) — ¢i(t, w1) = Brub(t, a1) — Piga(t, 1), By = 225252,

E de forma matricial

1 0 0 0 ul(t,xl) 1 0 0 0 ’U,Q(t,.fvl)
0 1 00 t,x 0 1 0 0 t,x
di(t.ar) | _ O (t, 71) (5:24)
0 0 01 u)(t, 1) 0 0 0 o ub(t, 1)
0O -1 1 0 ¢/1(t,.%'1) 0 —,31 ,31 0 ¢’2(t,.%'1)
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5.2.1 Resposta forcada via método espectral

A resposta impulso para uma viga bissegmentada fixa-livre pode ser

representada espectralmente supondo que os modos de vibracao
{XW(2), XP(2), .., X"(x),..}

formam um conjunto ortogonal completo de autofungoes [49], [53]. Escreve-se a

resposta dindmica como
vit,x) = 3 ()X (2) = X(@)Q(), (5.25)
n=1

onde
= al) eb . wn..]
X(@) = | XO(@) XO@) ... X)) ... |, (5.26)

e 0s ¢, (t) sao coeficientes temporais a serem determinados. Substituindo (5.25) em

(5.1), multiplicando pela esquerda por X?(z) e integrando entre 0 e L, segue

</L XTMde) Qt) + (/L XTKde> Q(t) = /OL X (2)F(z)dz.  (5.27)

0 0

Assumindo que os modos estao normalizados com respeito a M e uti-

lizando o fato que para cada modo KXW (z) = w?MX(z), decorre

Q(t) + Q*Q(t) = f(¢) (5.28)

onde

f(t) = /0 X (z)F(x)dx

0? = diag (w%, w2, )

n?

é a matriz espectral. A equacao anterior esta desacoplada e fornece a solucao geral

Q(t) = K'(t)Q(0) + h(t)Q'(0) + /L h(t — 7)f(T)dr, (5.29)
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h(t) = diag (Sinc(:jlt), Sin{fj:ﬂ) o Siniw”t), .. > (5.30)
Q(0) = /0 XT(€)MV(0, £) e, (5.31)
Q(0) = / XT(€)MV'(0, €)de, (5.32)

onde " denota derivacao com relagao a variavel ¢.

Substituindo Q(t) em (5.25), segue que

W(tz) = / Tt OM0.9de+ [ b o gm0,

/ / — 7,2, 6)F (¢, &)dédr, (5.33)

onde no contexto das vigas segmentadas, considera-se a funcao de Green de valor

inicial ou resposta impulso do sistema, definida por partes

h(t,z,§), 0<z<«x
h g = M0 1 (5.34)
hy(t,2,8), 1y <x <L

com ~ .
b (1,2,€) = 3 X1 () (X1 (€)) T, (539)
n=1 n
ha.2.€) = 30 X7 (@) (X1 (€) T Sl (5.36)
n=1 n

Assim, a resposta forgada correspondente a condi¢oes iniciais nulas,

pode ser escrita

t xr1 L
ta) = [ [t rn R e+ [ it - st e ar
0 0 T
1 (5.37)
Para efeitos de célculo, a resposta impulso pode ser aproximada pelo método de

Galerkin usando um nimero finito de modos [20], [32].
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5.3 Simulacoes para vibracoes forcadas em vigas com

materiais piezoelétricos

Nesta se¢ao serao consideradas para vibragoes forcadas de vigas bisseg-

mentadas, forcantes harmonicos no tempo
F(t,z) = ™'v(z), (5.38)

e de amplitude v(z). As amplitudes espaciais serdo escolhidas como sendo dos tipos

bésicos seguintes:
CASO 1 v(z) = Fo (constante),
CASO 2 v(z) = Fod(x — a) (forga concentrada),

CASO 3 v(x) = Fo(Heaviside(x — a) — Heaviside(x — b)) (pulso).

Observa-se que para vigas bissegmentadas do tipo Euler-Bernoulli, Fo é um vetor

2 X 1 e para vigas bissegmentadas do tipo Timoshenko, Fo é um vetor 4 x 1.

Apresenta-se também o caso for¢cado da viga trissegmentada, utilizando

o modelo de Euler-Bernoulli, introduzido na secao 3.2.1.1 e cujos modos e frequéncias

foram determinados na se¢ao 4.5.2.1. Nesse caso, F(t,z) = 82A§th’x), sendo M,(t,z)
o momento induzido pela camada piezoelétrica no primeiro segmento e, estendido a

toda a viga através de uma funcao de Heaviside.

5.3.1 O modelo de Timoshenko forcado para a viga bissegmentada
piezoceramica/silicio

Considera-se a viga introduzida na se¢ao 4.5.1.1, composta por dois

segmentos, um de piezoceramica e outro de silicio.
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Plezocerdmica Slliclo Q

Figura 5.1: Viga bissegmentada piezoceramica-silicio

Toma-se a espessura do primeiro segmento t; = 6x107%mn, e a espessura
do segundo segmento t, = 3 x 107%m, com z; = & (Config 1B/ Config 2C da secao
4.5.1.1). Para a determinagao das respostas forgadas serao utilizados os modos de

vibragao obtidos na se¢ao 4.5.1.1 para tal configuragao.

5.8.1.1 Amplitude espacial constante e posicao varidvel

Comparam-se os casos em que uma forcante de amplitude espacial cons-
tante atua apenas no primeiro segmento com o caso em que sua atuagao se estende

a toda viga. Assim, para uma viga do tipo Euler-Bernoulli, tem-se, as forcantes

Caso 1A-EBT Caso 1B-EBT
0,01, 0<z <L 0,01, 0<z < £
. __ (5.39)
F — ezwst , F — ezwst ,
0,00, £ <z <L 0,01, £ <z <L

onde W5 = 1,5033 x 107rad/ s, corresponde & quinta frequéncia obtida nas configura-

¢oes 1B e 2C' da secao 4.5.1.1. Para uma viga do tipo Timoshenko, desconsiderando



o momento externo ¢(t, ), as forgantes sao

Caso 1A-TBT
( 0,01
,0<a<d
0.00
F = et
0.00
, % <x <L
\ 0.00
Comentdrios
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Caso 1B-TBT

( 0,01

,0<e <%
0.00

F = et

0,01

, % <x <L
\ 0,01

(5.40)

Os resultados se referem a parte real dos termos forcantes e sao apre-

sentados graficamente no final da se¢ao, nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3.

Na Tabela 5.1 as respostas forgadas v(t, z), formadas pelas componentes

deslocamento transversal u(t,x) e deslocamento angular ¢(¢,x), para ambas situ-

agoes, 1A-TBT e 1B-TBT, com z variando de 0 a L metros e t de 0 a 1 segundo. Na

segunda coluna da tabela, graficos fixando valores para a variavel t e mantendo x de

0 a L. O comportamento grafico apresentado se refere ao quinto modo de vibragao

correspondente a quinta frequéncia natural de vibragao, cujo valor foi utilizado como

frequéncia da forcante de entrada.

Na Tabela 5.2 sao comparados ambos os casos, 1A-TBT e 1B-TBT,

fixando a variavel ¢ e considerando primeiramente a frequéncia de entrada correspon-

dente a quarta frequéncia natural de vibragao e apds a quinta frequéncia natural.

E na Tabela 5.3 sdo consideradas posigoes fixas da variavel z (z = 1072,

r=5L/8 x=L/8 x=L/4, x=L/2ex=1L)como tempot de0abx 1076

segundos, de modo comparativo entre as configuragoes 1A-TBT e 1B-TBT.
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5.3.1.2  Amplitude espacial constante e frequéncias de entrada diferentes para
cada segmento

Nesse caso considera-se valores correspondentes & quarta e quinta fre-
quéncia natural de vibragao como frequéncias de entrada para cada um dos segmen-

tos, respectivamente.

Caso 1C-TBT
( 0, 01e™st
, 0<z <%
0,00
F= , (5.41)
0,01e™st
, % <x<L
0,01

onde wy = 8, 7585 x 105rad/s, W5 = 1,5033 x 107rad/s.
Comentdrios

Resultados gréficos se referem a parte real dos termos forcantes e sao
apresentados no final da secao nas Tabelas 5.4 e 5.5 Na Tabela 5.4 graficos para as
componentes da resposta for¢ada u(t,z) e ¢(t,z) com z variando de 0 a L metros
et de 0 a 1 segundo. Na segunda coluna da tabela, gréaficos fixando valores para a
variavel t e mantendo x de 0 a L. O comportamento grafico apresentado se refere ao
quarto e quinto modo de vibracao correspondente as respectivas frequéncias naturais

de vibragao, cujos valores foram utilizados como frequéncias do termo forcante.

Na Tabela 5.5 sdo consideradas posigoes fixas da variavel x (z = 1072,
r=5L/8 x=L/8 x=L/4, x=L/2ex=1L)como tempo t de0abx 1076

segundos.



120

5.3.1.3 For¢a concentrada com posicao varidvel

Neste caso, é assumido que a forcante anterior esté localizada num
ponto a da viga, no primeiro segmento 0 < a < z, e¢/ou no segundo segmento

1 < a < L. Para uma viga do tipo Euler-Bernoulli, tem-se

0,01, 0<z <L
F=e“5(z — a) : (5.42)

0,01, L <z <L

Para a viga do tipo Timoshenko, sem considerar momento externo, as forcantes sao

0,01
, 0<z < %
0,00
F=e“t5(z —a) (5.43)
0,01
, % <z <L
0,00

, onde Wy = 8, 7585 x 10%rad/s corresponde a quarta frequéncia obtida nas configu-

racoes 1B e 2C' da segao 4.5.1.1.
Comparam-se trés casos:
Caso 2A-TBT: Forgante apenas no primeiro segmento (a = %),
Caso 2B-TBT: Forcante apenas no segundo segmento (a = 2=
Caso 2C-TBT: (a = £ c a = 2£).
Comentdrios

Resultados graficos sao apresentados nas Tabelas 5.6 e 5.7 e referem-se

a parte real dos termos forgantes. Na Tabela 5.6 a componente u(t,x) para os trés
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casos (2A, 2B e 2C), sendo que na segunda coluna da tabela sdo apresentadas as

componentes ao considerar a variavel ¢ com valores fixos.

Na Tabela 5.7, sao apresentados, de maneira comparativa, para valo-
res fixos de z, as configuracoes 2A-TBT (for¢a concentrada somente no primeiro
segmento), 2B-TBT (for¢a concentrada somente no segundo segmento) e 2C-TBT
(forga concentrada em ambos segmentos). Verifica-se que o deslocamento transversal
u(t, x) tem maior amplitude no caso 2B-TBT, em todas as posigoes x consideradas

na nessa tabela.

5.8.1.4  Amplitude espacial como um pulso retangular

No caso de indentagao ou nanolitografia, é de interesse utilizar o AFM
como um nanodispositivo que permite fazer sulcos sobre placas de materiais. Nesta
situacao, é tutil observar o comportamento da microviga quando a amplitude espa-
cial ¢ um pulso retangular. De maneira genérica, para a viga segmentada do tipo

Timoshenko, tem-se as forcantes

Para pulso no inicio da viga

Caso 3A-TBT
(

0,01
,0<z <t

0,00

i@t L
F=e“'1(z,0, g) (5.44)

0.00
, % <x <L

0.00

Para pulso no final da viga



Caso 3B-TBT
.
0.00
0.00
.~ 7L
F = e™*TI(x, = L)
0,01
0,00

Juntando os dois casos anteriores

Caso 3C-TBT
0,01I(z, 0, £)
0,00
F = ¢i@at
0,011I(z, 2, L)
0,00

122

,0<2 < ¢

(5.45)
, §<x< L
, 0<z < %

(5.46)
; %<x§ L

Observa-se que II(z, a, b) descreve um pulso retangular e foi definida em 4.71.

Comentdrios

Os resultados gréficos se referem a parte real dos termos forgantes e

podem ser visualizados nas Tabelas 5.8 e 5.9. Na primeira coluna da Tabela 5.8

apresenta-se a componente u(t,z) da resposta forgada para as trés diferentes con-

figuragoes variando o posicionamento do pulso retangular: 3A-TBT (pulso somente

no inicio da viga), 3B-TBT (pulso somente no final da viga) e 3C-TBT (pulso no

inicio e final da viga). Na segunda coluna considera-se a componente u(t,z) com
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valores fixos para a variavel t. Novamente observa-se que o quinto modo de vibragao
foi ativado pela frequéncia de entrada corresponder a quinta frequéncia natural de

vibragao.

Na Tabela 5.9 compara-se a componente u(t, ) das trés configuragoes,
considerando valores fixos para a variavel z (xr = 1072, x = L/8, x = L/4, x = L/2,

r=5L/8ex=1L)comtde0a3x 107% segundos.

Nas Tabelas 5.10 e 5.11 sao apresentados resultados considerando a
frequéncia de entrada @ = 2,5 x 10%rad/s, a qual nao coincide com frequéncias
naturais da configuragao da viga utilizada. Na Tabela 5.10 as componentes u(t, )
e ¢(t,x) para o caso 3A-TBT e componente u(t,z) para o caso 3B-TBT, o caso
3C-TBT é omitido devido a similariedade com o caso 3B-TBT. Na segunda coluna,
u(t, x) para valores fixos da variavel ¢, e z de 0 a L. Na Tabela 5.11 comparam-se
as componentes u(t, z) das configuragdes 3A-TBT, 3B-TBT e 3C-TBT para valores
fixos da variavel x. Os casos 3B-TBT e 3C-TBT coincidem graficamente para os

valores de x considerados.

5.3.2 O modelo de Euler-Bernoulli forcado para a viga trissegmentada
de Salehi-Khojin

Os modos de vibragao para o caso livre e nao amortecido foram obtidos
na segao 4.5.2.1 e podem ser normalizados com relacao a M de maneira que

h Iy L 1/2
{/0 prAL(X1 (7)) de —l—/l paAs(Xo(r))2de —i—/l p3As(Xs(x))?(z)dx = 1.
1 ’ (5.47)

Estendendo a metodologia apresentada nas se¢oes anteriores desse capi-

tulo, a solugao de (3.11) é aproximada por

u(t, z) ~ Z ¢; ()XY () = X(2)Q(t), (5.48)
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sendo X ) (x) os modos normalizados do problema homogéneo satisfazendo as condigoes
de contorno, e ¢;(t) sdo coeficientes temporais a serem determinados. Foram uti-
lizados, na aproximacao (5.48) os cinco primeiros modos de vibragao normalizados,

logo n = 5.

Para condic¢oes iniciais nulas a resposta forcada é dada por

u(t,z) = /0 t [ /O Bt ) F(r.€) de| dr (5.49)

onde F(t,x) = %,
M,(t,x) = Mp,(t) [1 — Heaviside(x — 11)],
Mpf)(t) = %wapdi%l (tb + tp)v(t>>

= M, (£)0'(x — 1)),

Tem-se entao que

u(tv .T) = fot[_MpO(T) f(]L h(t - 7,7, €>5,<€ - l1>d§]d7—

— [ My ()W (t = 7,2,y )dr. (5:50)

Comentdrios

Nas simulacoes, foram utilizadas aproximagoes para a derivada da fungao
delta. Os parametros utilizados foram os fornecidos por [6], com excec¢ao da ten-
sao elétrica v(t) e constante piezoelétrica hg; que tiveram seus valores estimados de
acordo com a literatura correspondente [4]. Resultados graficos referentes a resposta
forcada sao apresentados nas Tabelas 5.12 e 5.13. A amplitude obtida é coerente

com a escala nanométrica em questao.



1A-TBT: Entrada amplitude constante somente no 1° segmento

Resposta forgada

Fixando tempo

Resposta For¢ada u(t,x)

1,x10°64

u(t fixo, x)
5% 1077

-5,x1077

— t=0.1

—t=0.2 t=0.4 —t=0.8 — t=1.6

Ot fixox) |

[— 0.1 — =02 — =04 — =0.8 — t=1.6]

1B-TBT: Entrada amplitude

constante

nos dois segmentos

Resposta forcada

Tempo fixo

Resposta Forgada u(t,x)

6,x107

-7
u(t fixo,x) 4,x10

2,x1074

-2,x107
-4,x1077
-6,x107

-8,x107

—t=0.1 —t=0.2 =04 =——1t=0.8 — t=1.6

O(t fixox) |

[— =0.1 — =02 — =0.4 — =0.8 — t=1.6]
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Tabela 5.1: Resposta forcada u(t,z) e ¢(t,z), na segunda coluna u(t,z) e ¢(t,x)
com t fixo (1A-TBT, 1B-TBT)
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Compara 1A/1B-TBT com frequéncia de entrada w,

u(t=10.02, x) u(t=0.08, x)

1,% 1070

—-1,%x 1076

-2,% 107°
T T T 1 T T T 1
0 0,0001 0,0002 0,0003 0 0,0001 0,0002 0,0003
X X
—— 1A —— 1B —— 1A —— 1B

Compara 1A/1B -TBT com frequéncia de entrada ws

u(t=0.02, x) u(2=0.08,x)
8, % 1077 /\

/ “
\ /

1,%x 1076

5,%x10° 7+

-5,% 1077 1

Tabela 5.2: Compara u(t, z), tempo fixo (1A-TBT, 1B-TBT)
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Compara 1A /1B -TBT com frequéncia de entrada ws

u(r, 10°%) 9

4,x10774 ﬂ
3’)( 10-27_
2’)( 10-27_

1,x 10274

-1,x 10-27_

-2,x10774

-3,x10774

i

-4,x10°774 u

T T T T 1
0 1,x10% 2,100 3,x10°% 4,x10° 5106
t

1,x 10104

-1,x 107104

22,x 107104

— 1A
——1B

|

T T T T
1Lx10¢ 2,x10°¢ 3,x10¢ 4,x10° 5x10°
t

{

L
"4

H

1,x 10104

==

5.% 10-11 4

— 1A
—-1B

—5,)(10'”‘

-1,x 1071 I
|U|
I 1!
\ Il

-1,5x 10-10<

0 Lx106  2x10%  3x100  4x100 5 x10°

— 1A
——1B

3x10°1

2,x lo-IOA

lyxm-IOA

—IA
—-1B

*I,XIO"‘L

-2,x 10-I0 4

u(t, L)

T
1,x10°°

T
2,x10°

— 1A
——1B

Tabela 5.3: Compara u(t,z) com x fixo (1A-TBT, 1B-TBT)
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1C-TBT: Frequéncias de entrada diferentes para cada segmento
Resposta forcada Tempo fixo

Resposta Forgada u(t,x)

4,%x10704

2,%x1070

0

u(t fixo, X)-2, 1004

-4,x 10704

-6,x 1070

-8,x 1070

T T T 1
0 0,0001 0,0002 0,0003

X
|— t=0.01 — t=0.02 — t=0.03 = t=0.04 — =0.05|

0,1

O(t fixo,x)
-0,14

-0.2

T T T 1
0 0,0001 0,0002 0,0002
X

|— =0.01 — t=0.02 — t=0.03 — t=0.04 — =0.05

Tabela 5.4: Resposta for¢ada u(t, z) e ¢(t, x), forcante do tipo amplitude constante
com frequéncia de entrada diferente para cada segmento (1C-TBT), na
segunda coluna u(t,z) e ¢(t,x) com t fixo
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Resposta forcada 1C-TBT

1,x10-26
4,x 107104
5,%x 10724
2% ]OVIOA
L
20 u| tx=—
ult,x=10 ( 8 )
( ) 04 1,x 10725
-2, ]OVIOA
-5,% 10727
-4,x 107104
T T T T T T
0 2,x10°° 4,x10° 0 2,x10°° 4,%107°
t
LXIO—BA
2,x 107174
5,x107104
1,102
\1([ x= A) {f L
, 2 uf Lx=-—
2 o
-2,x 10710
i -5,%107104
-4,x 10710
T T T T T T
0 2,107 4,x10° 0 2,x10° 4100
t
2,x107°4
5, 10710
2,5%x 1071
1,x 1077
5L "
u [,‘C—T u(t,x=L)
1,x 107244
-2,5%10710
-5,x 107104
-1,x1077
-75% 10710
T T T T T T
0 2,x10°6 4x10°6 0 2,x10°6 4,%x107°6
t

Tabela 5.5: Resposta forgada u(t,z) com x fixo (1C-TBT)
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2A-TBT: Forga concentrada em a = L/8

Resposta forcada Tempo fixo
Resposta Forgada u(t,x)

0,000005
o
-0,000005
-0,0000164

T T T 1

0 0,0001 0,0002 0,0003
X
[ = =106 = 22100 —— =3-10°° = 1=4-10"° — =5-10"°

2B-TBT: Forca concentrada em a = 5L/8

Resposta forcada Tempo fixo
Resposta Forgada u(t,x)

0,00006{

0,00004{

0,00002+

04

-0,00002

-0,00004

‘ 0,0‘001 (],0‘0(]2 0,0b03

3,%=10°% 0

X

|— 106 — =210 — 23100 — =410 — =510

2C-TBT: Forga concentrada em a = L/8 e a = 5L/8

Resposta forcada

Tempo fixo

Resposta Forgada u(t,x)

0,000015

0,000010

0,000005

0

-0,000005-

-0,000010

-0,0000154

T T 1
0,0001 0,0002 0,0003
X

|— 106 — =210 — 23100 — =410 — =510

o

Tabela 5.6: Resposta forcada u(t, z), na segunda coluna u(t, z) com ¢ fixo (2A-TBT,

9B-TBT, 2C-TBT)
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Forca concentrada: 2A/ 2B / 2C - TBT

f )
|
1,5x 102 ,’ | ’!\‘
| | 0,0000104 I
1,x 102 N | || I/\ " |
AN A
AU AN R
. N \ | 0,000005 / | |
5.x10°2 \ Vo vad | . l
Nl A AR
(i, 107%) FORE NIUAVE NE7A!
R vl v ! -0,000005 ) \I vl
TR ‘| VA T
-1,x10°24 \/ \\l 1 1 ’, ‘
\J | -0,000010- \\ i l‘
7]'5)(10722-‘ T T ‘\ T T T \\
¢ Lx106 2x10° 3xl0¢ 0 1L,x10° 2,%10°6 3,%10°6
! '
0,000008 0,00004
0,000006 0,00003
0,000004 0000021
0,0000024 .
L 04<" 2z
u(t’x] u(,’%) 0
-0,000002-
-0,00001
-0,000004-
-0,00002-
~0,000006-
-0,000008- -0,000037
-0,000010 ~0,00004-
h
0,000010- | | /‘\
| | II \ 0,000061
i y ol
]’ | ,l\ I’ ‘l 0,00004-
I |
0,000005- _:‘-\ I | |‘ [
| " | I \ " || 0,000024
5L
u{l, T] " || . l\ . u(tx=L)
/ | !
|/
|| ,’ -0,000021
11
i ‘\ 1’ -0,00004
0000005\ Y
E) 1,><‘10'6 2,)(‘10'6 3 x‘ll) 6 (‘)

Tabela 5.7: Compara u(t,z) com x fixo (2A-TBT, 2B-TBT e 2C-TBT)
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3A-TBT: Pulso retangular no inicio da viga
Resposta forcada Fixando tempo

Resposta Forgada u(t,x)

5,%10774
4,%x1077
3,x 10774
2,% 10774
u(t fixo,x) 1,x10777
0.

-1,% 1077+
-2,%x10774

-3,x 1077

-4,% 1077

T T T 1
0,0001 0,0002 0,0003

X
[— =01 — =025 — =0.5 — =0.75 — =1

3B-TBT: Pulso retangular no final da viga

Resposta forgada Tempo fixo
Resposta Forgada u(t,x)
6,x1077
4,% 1077
2,% 1077
u(t fixo, x)
0_
-2,% 1077
-4,%x 1077

T T 1
0,0001 0,0002 0,0003

o o

X
[— =01 — =025 — =05 — =0.75 — =1

3C-TBT: Pulso retangular no inicio e final da viga

Resposta forcada Tempo fixo
Resposta Forgada u(t,x)
1,x10°6 1
5,x 1077
u(t fixo,x)
0
-5,%x 1077
-Lx 10-6-| T T 1
0 0,0001 0,0002 0,000

X
[— =0.1 — =0.25 — t=0.5 — =0.75 — t=1]

Tabela 5.8: Resposta for¢ada u(t, z), na segunda coluna wu(t, z) com ¢ fixo (3A-TBT,
3B-TBT e 3C-TBT)
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3,x 10-Z7<

2,% 10-Z7<

1x10°27

I3

Resposta forgada pulso retangular: 3A/ 3B / 3C - TBT

1,x 1010

5% 10-114

ult, 102) 7 u(tL/s) 04
- -27
1,x10 sx 101
-2,x10°774 o
v 1,x10710
-3,x 10774 I
J
T T 1
0 1,x10° 2,%10°° 3,%10°°
t
N
1,x 107104 I\ 1,x10°10 n

5,x 107114

4

5107114

u(t,L/4) —3A
07 ——13B 1,8% 10725
--3C
-5,x 1071 -5,x 107! 4
noR
T
2,% 10710 ro i p—
TR S '
inl
I,XIO»IOA
z,xlo-lﬂ_
5L 07
578 u(t,L)

-1,)(10"0‘

-2,% 10710+

23,x 10710

1,x 107254

-2,% 10-10_

-4,% 10710

Tabela 5.9: Compara u(t, z) com z fixo (3A-TBT, 3B-TBT e 3C-TBT)
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3A-TBT com frequéncia de entrada w = 2,5 x 103rad/s

Resposta forcada

Fixando tempo

Resposta Forgada u(t,x)

8,x 10710
6,x 10710
4,% 10710
2,% 10104
u(t fixo, x) o4
-2,% 10710
-4,%x 10710

-6,x 10710

-8,x 10710

T T 1
0 0,0001 0,0002 0,0003

— t=0.1 — t=0.25

X
t=0.5 = t=0.75 — t=1

6,x100

4,x 1070

2,x 1070

Ot fixo,x)

-2,%x 10"

-4, 10

T
0

T T 1
0,0001 0,0002 0,0003

|[— =01 — =05

x
=1 =——t=1.5 —=2.0

3B-TBT com frequéncia de

entrada w =

2,5 x 103rad/s

Resposta Forgada u(t,x)

1,5% 10771

1,x1077

5,x ]O-S.

u(t fixo,x) 0
-5,%x107%

-1,%x1077

-1,5% 1077

0

T T 1
0,0001 0,0002 0,0002

X

|[— t=0.1 — t=0.25

=05 =—=0.75 — t=1

Tabela 5.10: Resposta forgada u(t,x) e

o(t, x), frequéncia de entrada w = 2,5 X

10%rad/s (3A-TBT, 3B-TBT), na segunda coluna u(t, ) e ¢(t,r) com
t fixo para o caso 3A-TBT e u(t,x) com ¢ fixo para o caso 3B-TBT
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Resposta forgada 3A /3B /3C

3,x 107284

3,x 10727+

2,x107274

i
/
u(t, 10720) 2107 u(i0) 0T ,’ll i ‘ I “'”‘,
! 'Ivl i ;2 Ei M‘} EI'; |
1,x 10-28 OJ" 1 | i" ll R ‘
b by |
ny )
0 0,00001 0,00002 0,00002 0 0,00001 0,00002 0,00007
t t
—
A
W, )\
7,%x107" 2,5% 107 Iv /\f \\
6,% 10711 I I \
2,%x 1077 J ‘ | \
5,x 10711 ! / \
’ W1 | I 2
. Ly L3x10 J W i \
u(t,L/8) 107 “("?) I\, i J
-9 \ K
3.x10°11 1,x 10 /
\ \
2,x 107" 5, x 10710 \\ / \
. |
Lx10 11 odal A |
] Y
0 T T | : . : .
0 0,00001 0,00002 0,0000: 0 0,00001 0,00002 0,00002
t ¢
—
/ ~N
. 18% 107 / \ // \
1,x10°4 /
1,6x 1077 / \ //
8,x 107104 1,4% 1077 / /
g0 I
6,% 10710 1.2x 10777 / \ \
] \
u(t,L) u(tL)y 1,x10 \ \
4107 8, %108+ \ \
-10 6,% 1074 \\ / \\
2,%x10 > / | \
4x10%9 \\ / \
] /
0 / J
2,x10°84 /
/ /
-2,% 107104, : : . 0 : — : !
0 0,00001 0,00002 0,00002 0 0,00001 0,00002 0,00002
t t
Tabela 5.11: Resposta forcada u(t,x), x fixo, frequéncia de entrada w = 2,5 x

10%rad/s (3A-TBT, 3B-TBT e 3C-TBT)



Resposta for¢cada u(t,x)

Resposta forgada u(t,x)

2,%107
0
u(t fixo, x) -2, 107
-4,x10
-6,x10°

0, 0001 0, 0002 0, 0003 0, 0004

X

l—z:10’3—z:2-10'3

=310 ==1=4.10" —— ;=5.1973

Tabela 5.12: Resposta forcada Modelo 1 - viga de Salehi-Khojin
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Resposta forgada u(t, z) com t fixo

3,%10710
2,x107104
1,%x 10710~
0
u(t fixo,x)
-1,% 10710

-2,% 10710

-3,% 10710

T
0,0002
x

T
0,0003

T
0,0004

u(t fixo, x)

3,%x107%
2,%x107%
1,x 1077

04
-1,%x 1077+

ouuul

0.0002 X 0003 0. 0004
x

8.x 10-10
6,% 10710+
4,%x10710
2,% 10710+

u(t fixo, x) ]
-2,% 10710+
Z4,x10°10
-6,% 10710

-8,%x 10710

-1,% 107"

T
0,0001

T
0,0002
x

T
0,0003

T
0,0004

u(t fixo, x)

3,%x10°°
2,% 1079
1,x 1077
0
-1,%x 1077+
-2,% 107 o
-3.% 1077

00001

0, 0002 0.0003 X 0004
x

2,x107°

1,x10°4

0

-1,x 1074

-2,%10°4

u(t fixo,x) 3x100d
-4,%10°4
-5,% 1077
-6,x 10"

-7,%x107°

o

T
0,0001

T
0,0002
X

T
0,0003

T
0,0004

2,%107°

1,x 1074

0

~1,x 107

-2,x 107

u(t fixo,x) 3107
-4,x107°

-5,%x107°

-6,x 107

-7,x 10

00001

0, 0002 0, 0003 0, 0004

Tabela 5.13: Resposta forcada para a

viga de Salehi-Khojin com tempo fixo
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6 CONCLUSOES

Abordou-se nesse trabalho uma metodologia unificada para anélise de
vibragoes transversais, livres e for¢adas de vigas segmentadas, baseada nos modelos
de Euler-Bernoulli e Timoshenko, com particular interesse na aplicacao em micros-

copia de forca atémica.

A formulagao matricial do presente trabalho permitiu obter, de maneira
unificada, resultados satisfatérios para a anélise modal utilizando configuragoes di-
ferentes para vigas bi e trissegmentadas. Analisou-se dois modelos, propostos na
literatura, de vigas segmentadas pela inclusao de materiais piezoelétricos de uso em
AFMs. No primeiro dos modelos considerou-se a largura e espessura da viga como
sendo variaveis e com o momento incorporado através de uma forcante tipo pulso
na equacao governante. No segundo modelo, considerou-se dispositivos na extremi-
dade livre e o momento produzido pelas camadas piezoelétricas foi introduzido nas
condicoes de contorno e de compatibilidade. No caso da inclusao de dispositivos
na extremidade direita da viga, como era esperado, a inclusao de massa diminuiu a
magnitude das frequéncias obtidas e a inclusao da mola aumentou a magnitude das

frequéncias.

Simulagoes realizadas utilizando a abordagem usual de vigas uniformes
e a abordagem para vigas segmentadas apresentam diferencas significativas, nas fre-
quéncias e modos de vibracao, quando se consideram as mudancas na se¢ao transver-
sal. Além disso, comparou-se satisfatoriamente os modelos de Euler-Bernoulli e Ti-
moshenko. Como era esperado a diferenca entre as frequéncias é maior para modos
mais altos, sendo que o modelo de Timoshenko apresenta frequéncias com magni-

tudes menores.

A metodologia considerada nesse trabalho ja havia sido considerada

por Tsukazan, Claeyssen e Copetti para vigas segmentadas do tipo Euler-Bernoulli
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[73], [59], e para vigas uniformes do tipo Timoshenko por Claeyssen, Costa e Reys
[32], [40], [61]. Sendo assim, a contribui¢do do presente trabalho foi a extensao da
metodologia para o caso das vigas segmentadas do tipo Timoshenko. Para tanto
considerou-se resultados de vigas segmentadas do tipo Euler-Bernoulli e uniformes
do tipo Timoshenko, tais como considerar condi¢oes de compatibilidade entre seg-
mentos vizinhos, e expressar os modos de vibragao através da base dinamica, no
caso de Timoshenko sendo formada por componentes matriciais determinadas ana-

liticamente por Claeyssen [40].

As respostas forcadas, definidas através da integral de convolugao da
resposta impulso fundamental com a excitacao externa, foram calculadas aproxi-
mando a resposta impulso da viga através do método de Galerkin com o uso de
modos ortogonais para vigas bi e trissegmentadas. Considerou-se forcantes do tipo
harménico no tempo e constante, forca concentrada e pulso na amplitude espacial,

também variacao do posicionamento de tais forgantes.
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Apéndice A RELACOES CONSTITUTIVAS
PARA MATERIAIS
PIEZOELETRICOS

Tanto o efeito piezoelétrico direto quanto o inverso podem ser descritos
matematicamente por relagoes entre quatro variaveis, sendo elas tensao/stress, de-
formagao/ strain, campo elétrico e deslocamento elétrico. H& quatro maneiras de
se escrever as equagoes constitutivas considerando qualquer duas dessas variaveis
como variaveis independentes [3], [4], [68], A forma mais comum ¢ dada em notagao

tensorial como
Sij = Sijtt® T + dyij B (A1)
D; = dirThy + €5, Ey,
sendo S;; a deformagao/ strain (se utiliza também a letra grega ¢), Tj; a tensdo/ stress
(se utiliza também a letra grega o), D; o deslocamento elétrico, Ej o campo elétrico
aplicado, siTjkl a complidncia mecéanica (inverso do modulo de elasticidade) medida
considerando campo elétrico constante (representada pelo sobre-indice E) , €}, sendo

a permissividade dielétrica medida considerando a tensdo constante (representada

pelo sobre-indice T') e d;; o coeficiente de deformagao piezoelétrica.

Da simetria dos tensores, as equagoes constitutivas podem ser expressas

na seguinte forma matricial compacta

- (A.2)

onde ' indica transposi¢ao. A forma expandida de (A.2), utilizando a notagao de
Voigt a simetria do material SE = SE, ds; = das, etc, e que a polarizacao coincide

com a direcao 3
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(50 ] [s8 5 5 0 0 0 0 0 du | [T )
S sbhosfh s 0 0 0 0 0 dy T,
S s% le3 sfg 0 0 0 0 0 ds Ts
Sy 0 0 0 s& 0 0 0 ds 0 T,

§Ss ¢=10 0 0 0 s& 0 ds 0 0 T (A.3)
Se 0O 0 0 0 0 s& 0 0 0 T
D, 0 0 0 0 ds 0 &, 0 0 B
D, 0 0 0 ds 0 0 0 & 0 joN
| D5 ) |dnodnods 0 0 0 0 0 ef || B
sendo
S, =5Sn T, =T
Sy = So9 Ty =T
S3 = Ss3 T3 =T33
Sy = Sa3 + S32 Ty =Tos + T3
S5 = S13 + S31 T5 =Tz +Txn
Se = S12 + Sa1 Ts =Tz + T

Para uma viga do tipo Euler-Bernoulli a tinica componente de tensao

nao nula esta na direcao 1, ou seja,
T2:T3:T4:T5:T6:0.

E seguem as relagoes
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1 — Deformacao/Deslocamento elétrico

Sl B SlEl d31 T1
Dy ds1 53Tg E; (A4)
sP ¢ coeficiente de elasticidade (inverso do médulo de Young);
ds1 : coeficiente de deformagao piezoelétrica;
ey ¢ coeficiente de permissividade dielétrica.
2 — Tensao/Deslocamento elétrico
T1 . Cﬁ —E€31 Sl
D3 €31 853 E3 (A 5)
1.
ClEl = Ea
€31 = g% = C1E1d31§
d2
€33 = €33 — ?‘?ﬁ:i = crids1 = £33 — dj cf).
3 — Deformagao/Campo elétrico
S . 5?1 931 T
Es —931 531,;, Dy (A.6)

D _ _E 2 AT .

s11 = s11 — d31B33;
_ T.
g31 = ds31533;

T — L
P = e
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4 — Tensao/Campo elétrico

D
T1 1 —h31 Sl
Es —hs; 55 D
33 3
(A.7)
D _ 1.
1 = pe
D .
hs1 = c11931 = “Z%,
11
S _ AT 2 D
B33 = B33 + 931611+
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