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RESUMO

MATZENBACHER, C. W. Aplicacao do Método dos Elementos Finitos ao Estudo de Li-
gacoes Viga-Pilar em Estruturas de Concreto Armado. 2011. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia Civil) — Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

A simulacdo numérica através do Método dos Elementos Finitos vem sendo utilizada em
grande escala nos dias de hoje. Sendo que os trabalhos experimentais ndo conseguem cobrir
toda a gama de situacdes que podem ocorrer em estruturas de concreto armado, 0 Método dos
Elementos Finitos se apresenta como uma ferramenta para ampliar e generalizar os resultados
obtidos através de modelos experimentais testados em laboratorio. Estruturas de nés de porti-
co em concreto armado sdo largamente utilizadas em construcdes civis e possuem um com-
portamento muito particular. Este trabalho tem por objetivo desenvolver um modelo numérico
que simule as ligac6es viga-pilar nos nés de pértico em concreto armado, examinando o com-
portamento destes nds com diferentes configuracdes geométricas. O modelo computacional
desenvolvido é avaliado, primeiramente, atraves de resultados experimentais bem conhecidos
para vigas biapoiadas, para, em seguida, apresentarem-se as analises de nés de poértico. Os
resultados numéricos, utilizando-se dois modelos de malha: uma com elementos quadrangula-
res quadraticos de oito nds e outra com elementos triangulares lineares de trés nds, sdo com-
parados com resultados experimentais disponiveis na literatura. Nesta comparacao, pode-se
verificar que a modelagem com malha de elementos triangulares lineares pode ser utilizada
para andlise de estruturas diversas. Podendo-se, também, utilizar esta malha como uma ferra-
menta para elaboracdo de codigos computacionais restritos a elementos finitos com funcoes
de interpolacdo lineares. Os resultados numeéricos avaliam, também, a rotacéo relativa na liga-

cdo entre a viga e o pilar.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, concreto armado, nos de portico.



ABSTRACT

MATZENBACHER, C. W. Applying the Finite Element Method to the Study of Beam-
Column Joints in Reinforced Concrete Structures. 2011. Thesis (MSc. in Civil Engineer-

ing) — Civil Engineering Graduate Program, UFRGS, Porto Alegre.

Numerical simulations by the Finite Element Method are being extensively used nowadays.
Since experimental tests cannot cover the innumerous situations that can occur in reinforced
concrete structures, the Finite Element Method presents itself as a tool to amplify and general-
ize the results obtained throughout experimental models tested in the lab. Structures of rein-
forced concrete frame joints are largely used in civil construction and have a very particular
behavior. This work has the objective of developing a numerical model that simulates beam-
column joints in reinforced concrete frames, examining their behavior with different geome-
trical configurations. The developed computational model is firstly evaluated through well-
known experimental results for simply supported beams to, in a second occasion, present the
analyses of frame joints. The numerical results, with the consideration of two mesh models:
one with quadratic quadrilateral elements of eight nodes and another with linear triangular
elements of three nodes, are compared with experimental results from the literature. In this
comparison, it is possible to verify that the modeling with linear triangular element meshes
can be used for a diversity of structures. One can also use this mesh as a tool in the develop-
ment of computational codes restricted to linear finite elements. The numerical results also

evaluate the relative rotation at the joints between beams and columns.

Keywords: the Finite Element Method; reinforced concrete; frame joints.
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1 INTRODUCAO

O comportamento do concreto armado € muito complexo e, em virtude de sua importancia
dentro da engenharia estrutural, é objeto de permanente estudo. A diferenca entre resisténcia a
tracdo e a compressao do concreto, a ndo-linearidade da relacédo tensdo-deformacéo, a aderén-
cia imperfeita entre 0 aco e 0 concreto adjacente, a fissuragcdo do concreto e a transmissao de
esforcos entre fissuras, entre outros, sdo fatores que dificultam a analise de estruturas de con-

creto armado.

As ligacGes viga-pilar também possuem comportamento complexo e estdo sendo investigadas
h& muitos anos. Uma grande quantidade de trabalhos experimentais ja foi realizada. O princi-
pal objetivo desses trabalhos € realizar as formas mais variadas de experimentacdo, propondo
cobrir toda a gama de combinacgdes das variaveis existentes para este problema. No entanto,
mesmo com uma extensiva pesquisa experimental ndo seria possivel fazer essa cobertura. Os
programas numeéricos, baseados, em geral, no Método dos Elementos Finitos, surgem como

uma alternativa para ampliar o universo de situacfes estudadas.

Nesse trabalho é proposto um modelo computacional, baseado no Método dos Elementos Fi-
nitos, para a analise de nos de pdrtico em estruturas de concreto armado. Através de um algo-
ritmo, que considera o material com comportamento elastoplastico, foram implementados
modelos com dois elementos finitos distintos: elementos quadrangulares quadraticos e ele-
mentos triangulares lineares. Inicialmente verificou-se a adequa¢do do modelo computacional
desenvolvido para reproduzir o funcionamento de vigas de concreto armado. Para tal, compa-
raram-se os resultados do modelo com os obtidos experimentalmente por Leonhardt e Walther
(1962) para uma série de vigas. Posteriormente compararam-se resultados experimentais para
nos de pértico. Foram utilizados, entdo, os resultados experimentais determinados por Roeser
(2002).

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado



1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho foi desenvolver um modelo numérico que utilize elemen-
tos quadrangulares quadraticos e triangulares lineares em uma mesma formulacdo. Com este
modelo podem-se comparar malhas pouco refinadas de elementos quadrangulares quadraticos
com malhas muito refinadas utilizando-se elementos triangulares lineares. Essa comparagéo
pode auxiliar na formulacdo de modelos numéricos que precisem ser elaborados utilizando-se
elementos mais simples, pois, em algumas situacdes, devido a alguma restricdo das proprie-
dades numéricas, fica condicionada a utilizacdo de elementos com menor quantidade de nés e

pontos de Gauss.

Um dos objetivos secundarios é realizar uma primeira verificacdo do correto funcionamento
da modelagem numeérica desenvolvida. Para isso sdo utilizadas as vigas ensaiadas por Leo-
nhardt e Walther (1962) e o no6s de pértico testados por Roeser (2002).

Outro objetivo secundario trata da definicdo da necessidade de refinamento da malha de ele-
mentos triangulares em relacdo a malha de elementos quadrangulares. Com modelos de ele-
mentos finitos mais simples de concreto armado, definem-se quantos elementos triangulares
sd0 necessarios para cada elemento quadrangular. Com esta informagdo podem-se rodar mo-
delos mais complexos de concreto armado sem que seja necessario rodar repetidas vezes com

malhas mais refinadas para obtencdo de resultados satisfatorios.

Um terceiro objetivo € a analise do comportamento da rotacdo relativa da ligacdo da viga com
o pilar conforme sdo incrementadas as cargas dos modelos de n6s de pértico. Muitos softwa-
res comerciais utilizam, para suas formulacdes numéricas, a condi¢do de que os angulos con-

tinuam retos entre vigas e pilares mesmo com carregamentos extremos.

1.2 CONTEXTO BIBLIOGRAFICO

Neste item é apresentado o referencial tedrico que embasa a pesquisa. Aqui estdo reunidas,
analisadas e discutidas as informagdes publicadas sobre o tema proposto, com a finalidade de

fundamentar teoricamente o objeto de investigacao.
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1.2.1 Nos de portico

Os nos de portico sdo estruturas comumente utilizadas na engenharia civil. Esses nds repre-
sentam as ligacOes viga-pilar nas mais diversas formas possiveis. Segundo Paulay e Priestley
(1992) os nds podem ser classificados segundo as diferengas observadas nos mecanismos de
ancoragem da armadura da viga, dividindo-os em dois grupos: externos (Figura 1 (a) a (f)) e
internos (Figura 1 (g) a (j)). Nessas figuras as lajes ndo s@o desenhadas a fim de facilitar a

visualizacao.

Figura 1: Geometrias usuais de nos - (PAULAY E PRIESTLEY,
1992)

As ligag0es viga-pilar frequentemente sdo as conexdes mais fracas no sistema estrutural. Con-

forme Park e Paulay (1975), os requisitos essenciais para uma estrutura de n6 em concreto
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armado ter performance satisfatdria sdo os seguintes:

- uma ligacdo deve apresentar uma performance semelhante aos elementos que li-

ga quando submetido a carregamentos de servico;

- uma ligacéo deve apresentar uma resisténcia suficiente para suportar a combina-
cao de cargas mais desfavoravel que os elementos que ela liga possam supor-
tar;

- a resisténcia da ligacdo nao deveria governar a resisténcia da estrutura e o seu
comportamento ndo deveria impedir o desenvolvimento da resisténcia total do

seu membro adjacente;

- 0 dimensionamento e detalhamento do né devem ter arranjos de armaduras que
ndo dificultem a construcdo ou a compactacdo do concreto durante a constru-

cao.

Até os anos 1970 pouca atencdo era dada aos nos de pértico. Depois de avaliadas as tensdes
nos membros adjacentes, a maioria dos calculistas admitiam essas condi¢es dentro do né.
Mesmo estes nos que, frequentemente, tinham dimensdes um pouco maiores do que 0s mem-

bros que uniam, ndo eram considerados como um ponto critico (PARK e PAULAY, 1975).

Georgoussis (1980) enumera as razdes pelas quais as investigacdes sobre 0s nds de pértico em

concreto armado foram adiante naquele momento:

- mesmo com poucas informacBes experimentais disponiveis, podia-se perceber
que existia uma grande diferenca entre a resisténcia apresentada e a resisténcia
assumida para 0s nos de portico quando determinados detalhamentos de ago

eram utilizados;

- 0 crescente uso de concreto e aco de alta resisténcia resultava na utilizacdo de e-
lementos cada vez mais delgados, que produziam maiores forgas concentradas
nos nos. O detalhamento dos nos exigia, entdo, uma atencéo particular para as-

segurar a performance e diminuir os problemas construtivos;
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- identificou-se que os nds de concreto armado deveriam ter uma dutilidade ade-
quada para resistir as grandes deformacdes provenientes de carregamentos sis-

micos.

Os mecanismos de ruptura dos elementos de ligagédo viga-pilar foram descritos por Georgous-
sis (1980):

- ruptura por tracdo diagonal: usualmente ocorre em nés de concreto armado sub-
metidos a forcas que tendem a retificar a ligacdo e em ligacGes de viga-pilar
externas. Essa ruptura pode ser fragil dependendo da armadura adotada para o
no (Figura 2);

- ruptura por compressdo diagonal: pode ocorrer quando 0 aco atua no concreto de
forma que tensBes de tracdo consideraveis se desenvolvem. Elas se formam
perpendicularmente a direcdo do aco. Nés submetidos a momentos de fecha-
mento produzem condi¢Bes muito favoraveis para esse tipo de ruptura (Figura
3)

- falha na ancoragem: pode ocorrer em qualquer ligacdo, em particular naquelas
submetidas a carregamentos ciclicos. O desenvolvimento de fissuras em ambos
os lados dos elementos de intersec¢dao do nd, conjuntamente com o escoamento
da armadura, destroem progressivamente a ligacdo entre concreto e acgo. 1sso
demonstra que a ancoragem nao s6 depende do comprimento, mas também afe-

ta a abertura de fissuras (Figura 4).

- ruptura por compressdo: pode ocorrer quando vigas de concreto com baixa resis-

téncia interceptam colunas de concreto de alta resisténcia.
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Figura 2: ruptura por tracdo diagonal (GEORGOUSSIS, 1980)
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Figura 4: falha na ancoragem (GEORGOUSSIS, 1980)

No entanto, para que estes itens citados acima possam ser respeitados, precisa-se que 0 né de
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concreto armado seja estudado, pois o comportamento das ligagdes viga-pilar € complexo e
ainda ndo esta completamente entendido. Existem muitas variaveis interagindo para controlar
a capacidade do n6, e mesmo um programa experimental extensivo ndo poderia cobrir com-

pletamente todas as combinacgdes dessas variaveis.

Bakir e Boduroglu (2002) afirmam que as liga¢Ges viga-pilar podem ser regibes criticas em
estruturas aporticadas de concreto armado submetidas a efeitos sismicos severos. Falhas em
ligacGes viga-pilar foram observadas em algumas ocorréncias de terremotos desde 1980. Du-
rante os ultimos 40 anos, uma quantidade significativa de pesquisas tem sido desenvolvida
sobre 0os comportamentos sismicos das ligacGes viga-pilar por todo o mundo. No entanto,
comparado as ligagdes com carregamentos ciclicos, pouca informacéo existe na literatura pre-

vendo a resisténcia ao cisalhamento de nds externos carregados monotonicamente.

No Brasil, Alva (2004) realizou um trabalho teérico-experimental de analise de nos de portico
submetidos a acgdes ciclicas. As analises foram realizadas através de ensaios experimentais e
modelos tedricos derivados do conceito basico de bielas e tirantes e derivados do conceito da
Mecanica do Dano e da Fratura. As conclusdes deste trabalho tratam, em especial, do deta-

Ihamento da armadura na regido do né e indicam o seguinte:

- a forma mais eficiente de ancoragem das barras principais da viga, em termos de

resisténcia e ductilidade, é a dobra de 90 graus para o interior do no.

- préximo a carga de ruptura, 0 nd apresenta propagacao de fissuras diagonais
com grande abertura, indicando a necessidade de utilizacdo de estribos adicio-

nais nesta regido.

- as barras longitudinais intermediarias no pilar contribuem como estribos verti-
cais na resisténcia aos esforgos cortantes do nd. Acredita-se que, por propiciar
um melhor confinamento da regido nodal, a distribuicdo uniforme das armadu-

ras ao longo do perimetro da se¢do seja mais indicada.

1.2.2 Modelos numéricos de nds de portico

Os primeiros estudos realizados para nos de portico utilizando-se elementos finitos foram

realizados por Taylor apud Hamil (2000). Neste trabalho apresentado por Taylor apud Hamil
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(2000) utilizou-se 0 método de elementos finitos elasticos para analisar um modelo com fissu-
racéo inicial na ligacdo. O objetivo foi alcancar tensdes diagonais similares as tensdes de tra-
¢do no concreto quando iniciava-se a fissuracdo no nd. Por fim, concluiu-se que, mesmo com

bons resultados, o processamento do modelo consumia muito tempo.

Vollum (1998) utilizou um modelo n&o linear de elementos finitos em sua pesquisa. O objeti-
vo principal foi desenvolver métodos de dimensionamento para ligacOes viga-pilar externas,
convencionais e excéntricas, com ou sem estribos na ligacdo. Além disso, houve a intencao de
desenvolver modelos de bielas e tirantes para prever a resisténcia das ligacdes viga-pilar. Este
autor leva em consideragdo o que foi discutido por Kotsovos e Pavlovic (1995) para as consi-
deragdes em relagdo ao modelo de elementos finitos adotado.

Uma grande variedade de experimentos foi comparada a modelos numéricos no livro de
Kotsvos e Pavlovic (1995). Além do valor de carga de ruptura, outros dois aspectos importan-
tes da resposta estrutural sdo considerados: o padrdo de fissuracdo e a deformacdo. Estes dois
ultimos aspectos ndo sdo discutidos com frequéncia neste trabalho, em parte por ser necessa-
rio manter a concisdo da apresentacdo dos resultados, mas também porque as informacgoes

experimentais em questdo reportam apenas o valor da carga de ruptura.

Em Kotsovos e Pavlovic (1995) utilizou-se um pacote 2-D que fornece as fissuras e o padréo
de deformacdo em cada incremento de carga. No pacote 3-D, as fissuras sdo consideradas em
todas as diregdes. A conclusdo final do livro trata do principal modo de ruptura do concreto
estrutural onde a ruptura do material sempre é obtida na tensdo de tracéo (i. e. a0 menos uma
tensdo principal é de tracdo). Em nenhum caso estudado foi detectada ruptura do material por
compressdo. Portanto, a inclusdo de modelos para suavizacdo de tensdes na compressao €
irrelevante, de um ponto de vista estrutural. Essa afirmacéo também sugere que até a inclusdo
formal de um critério de ruptura na compressao (i. e. todas as tens@es principais sdo de com-
pressdo) pode ser considerado irrelevante. O modo de ruptura do material ocorre devido ao
aumento muito rapido da expansdo lateral do concreto, assim que a tensdo maxima de com-
pressdo se aproxima. Assim, a direta consequéncia é o aparecimento de tensdes de tracdo na
zona que é imediatamente adjacente a zona de maxima compressdo. Como resultado, a tensao
méaxima de compressao, de fato, nunca pode ser atingida, pois as tensdes de tracdo na direcdo
ortogonal surgem em primeiro lugar. Isso explica, por exemplo, a ruptura horizontal repentina

na zona de compresséo.
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O trabalho de Hamil (2000) apresenta trés secdes principais de andlises de nds de portico:
programa experimental modelos com carga monotdnica, anélises por elementos finitos e pro-

grama experimental de modelos com carga ciclica.

O software de elementos finitos utilizado é o SBETA onde apenas o elemento quadrilatero de
primeira ordem é disponibilizado. Esse elemento possui dois graus de liberdade e um ponto de
integracdo no centro. Elementos de primeira ordem possuem gradiente de deformacéo linear,
0 que significa que a malha precisa ser mais refinada nas areas onde o concreto é esmagado
ou comportamentos complexos de tensbes sdo esperados. Bons resultados ndo poderdo ser
obtidos em problemas complexos onde a malha de elementos finitos ndo for devidamente re-
finada. Dois métodos de solucdo sdo disponibilizados neste software: Newton-Raphson e
Comprimento do arco. Esta modelagem numérica € utilizada para os exemplos de ligacGes
viga-pilar demonstraram quatro modos distintos de ruptura: ruptura por flexdo da viga e do
pilar, ruptura do no por cisalhamento e ruptura induzida por escorregamento da barra de ar-

madura.

O trabalho de Haach (2005) aborda o efeito da forca normal no pilar sobre a resisténcia do n6
da ligacdo. Neste trabalho, sdo realizadas analises experimentais com comparacdo a modelos
tedricos e numéricos. O modelo numérico utiliza malha de elementos finitos planos quadrati-
cos de quatro nos e integracdo reduzida. A armadura é modelada com elementos de barra. As
consideracdes finais apresentadas sdo as seguintes:

O modelo numérico construido representou 0 modelo experimental de maneira satis-
fatoria, apesar de mais rigido; com isso, pode-se fazer a variagdo da forga normal pa-
ra a anélise de sua influéncia no comportamento do modelo. A simula¢do numérica
ndo permitiu a avaliacdo da forca uUltima, por causa de problemas de instabilidade

numérica provocados pela néo-linearidade dos materiais.

Resumidamente, a for¢a normal influencia no comportamento dos nés de portico ex-
ternos, principalmente tornando-os mais frageis para grandes compressdes, modifi-
cando o padrdo de fissuragdo, o tipo de ruptura da ligacdo e melhorando a ancora-
gem das barras tracionadas da viga. Altos valores de forca normal enrijecem a liga-
¢do, pois aumentam o confinamento na regido nodal, no entanto, este enrijecimento
faz com que a biela diagonal principal absorva maiores tenses de compressdo atin-

gindo a ruina “antecipadamente”.
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1.3 ESTRUTURACAO DO TRABALHO

Este trabalho contém 8 capitulos que séo divididos conforme citado abaixo:

O capitulo 2 descreve o modelo para analise de um material elasto-viscoplastico,
segundo proposto por Owen e Hinton (1980), fazendo-se uma breve revisdo da
teoria para a modelagem através do Método dos Elementos Finitos. Mostra-se
o funcionamento do algoritmo de solucdo incremental para problemas ndo-

lineares.

No capitulo 3 mostram-se os modelos de elementos finitos adotados. Para o con-
creto foram utilizados dois elementos: quadrangular quadratico de oito nés e o
elemento triangular linear de trés nés. Para armadura foram utilizados elemen-

tos lineares com formulagédo de armadura incorporada.

O capitulo 4 apresenta os modelos constitutivos adotados para o concreto com-

primido e tracionado e 0 modelo constitutivo para a armadura.

O capitulo 5 mostra uma breve descricdo do pré-processador e pos-processador u-
tilizados para otimizar e melhor avaliar resultados obtidos no simulador numé-

rico utilizado.

No capitulo 6 sdo apresentados os primeiros resultados obtidos, analisando-se
comparacOes de resultados experimentais e numéricos para vigas biapoiadas
com comportamento conhecido. Neste capitulo também é demonstrado como
foi definido o refinamento necessario para comparacdo de resultado entre am-

bas as malhas utilizadas.

No capitulo 7 nés de pértico sdo analisados, 0 comportamento obtido através do
simulador numérico é comparado aos resultados experimentais obtidos por Ro-

eser (2002). Ambas as malhas séo analisadas.

O capitulo 8 apresenta as conclusdes e sugestdes para 0s proximos trabalhos.
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2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE DE MATE-
RIAL COM COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO

2.1 INTRODUCAO

Através da teoria da elasto-viscoplasticidade, pode-se obter a resposta de uma estrutura para
cargas de curta e longa duracdo. O modelo elasto-viscoplastico pode encontrar solugdes tanto
para problemas elasto-plasticos, quando a estrutura atinge o estado estacionario, quanto para

problemas viscoelasticos, quando se anula a tensdo de plastificacdo.

2.2 FORMULACAO DO PROBLEMA ELASTO-VISCOPLASTICO

O modelo elasto-viscoplastico, aqui apresentado, segue a formulacdo desenvolvida por Owen
e Hinton (1980). Esta formulacdo permite obter uma solugdo econdémica computacionalmente
para os problemas classicos elastoplasticos. Pode-se demonstrar que a solugdo estavel do pro-
grama elasto-viscoplastico é idéntica a solucdo convencional elastoplastica. Da mesma forma,
a solucdo viscoelastica também pode ser facilmente alcancada, ao anular-se a tensao de plasti-

ficacéo.

2.2.1 Formulacgéo basica

Na formulagdo geral, para problemas nao-lineares continuos, admite-se que a deformagéo
especifica total, &, pode ser separada em componentes elastica, &, e viscoplastica, g,p. Desta

forma, a taxa de deformacéo total pode ser expressa pela equacéo 2.1:

£ =& + &, (2.1)
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Onde (') representa a diferenciacdo em relacdo ao tempo. A taxa de tensdo total depende da

taxa de deformacdo elastica, de acordo com a equagéo 2.2:
6 = D¢, (2.2)
Nesta equacdo, D € a matriz de elasticidade. O principio comportamento viscoplastico é go-
vernado por uma condicdo escalar de escoamento na forma da equacéo 2.3:
F(o,e) —F, =0 (2.3)

O valor de Fy € a tensdo de escoamento uniaxial que deve ser funcdo de um parametro de en-
durecimento, k. Admite-se que o escoamento viscoplastico ocorre apenas para valores de
F > Fo.

A partir disso, torna-se necessaria a escolha da lei especifica que definird a deformacéo visco-
plastica. A opcdo mais simples é a que admite que a taxa de deformacéo viscoplastica depen-

de apenas da tensdo atual. Assim, define-se:

&y = f(0) (2.4)

Essa relacdo pode ser explicitada na seguinte forma:

0 .
o = VO(F) 52 29)

Na equacdo, o valor de Q ¢ uma funcdo de potencial plastico e y ¢ um parametro de controle
da deformacéo plastica. O termo ¢(x) é uma funcdo positiva de crescimento monotdnico para

X positivo, enquanto que a notacdo ( ) indica o apresentado abaixo:
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(p(x)) = p(x) parax >0

2.6
(p(x)) =0 parax <0 (2.:6)

Se o problema for restringido a plasticidade associada, onde F=Q, a expressao 2.5 pode ser

reescrita na seguinte forma:

oF .
e = V(B 5= = V(d)a &0

onde a € o vetor de fluxo plastico. Este vetor depende de F que, por sua vez, depende do crité-
rio de plastificagdo adotado para resolver o problema.

A funcdo ¢ pode ser definida de duas formas diferentes, conforme apresentado nas equacdes
2.8e2.9:

B(x) = eM(FI:—OFO) -1 (2.8)
F—Fp)\Y
¢ (x) =( I O) (2.9)

2.2.2 Incremento de deformacéo viscoplastica

Com a taxa de deformacdo, expressa na equacdo 2.7, pode-se definir um incremento de de-
formacdo viscoplastica Ae,,,,™, que ocorre em um intervalo de tempo At,, = t,4q — ty, Utili-
zando-se um esquema de incremento de tempo explicito, ja que o incremento de deformacéo é

completamente determinado a partir das condig¢des existentes no tempo, ty:

Ag,, = Atney," (2.10)
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2.2.3 Incremento de tensao

Utilizando-se a forma incremental, empregada na equacéo 2.1, tem-se:

Ae™ = DAg,™ = D(Ae™ — Ag,,™) (2.11)

Expressando-se o incremento total de deformacdo em termos de incremento de deslocamen-

tos, obtém-se:

Ae™ = BAd" (2.12)

Onde B é a matriz que relaciona deformacfes com deslocamentos do elemento de concreto e

Ad € o vetor de incremento de deslocamentos nas direcdes x e y.

Substituindo-se as equacdes 2.10 e 2.11 nas equacdes 2.12, tem-se:

Ac™ = D(BAd™ — At,&;,") (2.13)

2.2.4 Equac0es de equilibrio

A equacdo que deve ser satisfeita em cada instante de tempo, t, é dada por:

f [B]” 6™dV + f* = 0 (2.14)
\%4

Nesta equagdo, f" € o vetor de forcas nodais equivalentes devido as forgas de superficie, forgas
internas, carregamentos térmicos etc. Durante um incremento de tempo a equacgédo de equili-

brio que deve ser satisfeita € a seguinte:
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f [B]” Ac™dV + Af" = 0 (2.15)
%4

Onde Af " representa a mudanca dos carregamentos durante o intervalo de tempo At ". Em
grande parte dos problemas encontrados na engenharia, 0os incrementos de tempo sao aplica-
dos de forma instantanea, entdo Af "=0 para todos os incrementos de tempo, exceto para o

primeiro, dentro de um incremento de carga.

Utilizando-se as equagOes 2.13 e 2.15 o incremento de deslocamento que ocorre durante o

passo de tempo At " pode ser calculado como:

Ad™ = [K."]71av™ (2.16)
AV = j[B]T D"e, "At,dV + Af"
v v / (2.17)
Onde K+" é a matriz de rigidez tangencial global dada por:
K" = f [B]” D"BdV (2.18)
14

E AV" é o vetor de incremento de carga nodal equivalente de toda a estrutura, chamado de

vetor de "pseudo-cargas”.

Aplicando-se a condicao inicial, o incremento de deslocamento pode ser calculado para qual-
quer instante de tempo, que, quando substituido na equagdo 2.13, resulta no incremento de

tensdo. Assim:

o™l = " + Ao™
(2.19)
d = d" + Ad"

Atraveés das equagdes 2.11 e 2.12, tem-se:
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Ag,,™ = BAd™ — D™ 1Ac™ (2.20)

E entéo:

£, = £, + Mgy, (2.21)

O estado estacionario pode ser monitorado examinando-se quais sdo as taxas de deformacéo
em cada incremento. A verificacdo da convergéncia do programa ¢é feita no fim de cada passo
de tempo de acordo com o incremento de deformacdo viscoplastica, conforme a equacgéo a

sequir:

— n+l
Atn+1 Zpontos de Eyp

Gauss < TOLER (2.22)

- 1
At1 Zpontos de Eyp
Gauss

Onde TOLER é o valor da tolerdncia de convergéncia prescrita no programa.

2.2.5 Correcao do equilibrio

O célculo do incremento de tensdo é baseado em uma forma linearizada das equacdes de equi-
librio incrementais 2.15. No entanto, as tensdes totais 6™*1, obtidas acumulando-se todos os
incrementos de tensdo, ndo estdo estritamente corretas e ndo irdo satisfazer exatamente a e-
quacdo de equilibrio 2.14. A abordagem mais simples para fazer-se a correcdo das tensdes €
avaliar as tensdes ¢™*1, através das equacdes 2.13 e 2.19, e, entdo, calcular as forcas residu-

ais, y através da seguinte equacéo:

1I)n+1 — J [B]T 0'n+1dV +fn+1 +0 (223)
%4

Esta forca residual €, entdo, adicionada ao incremento de forga, Afy.1, N0 préximo passo de

tempo. Tal técnica evita um processo de iteragdo maior e, a0 mesmo tempo, alcanga uma re-
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ducdo do erro cometido.

2.3 COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO DO ACO

No item anterior, foi apresentado um modelo para a analise de um material homogéneo com
comportamento elasto-viscoplastico. Tal modelo seria adequado para o estudo de pecas de

concreto simples.

Neste item, serd apresentada a formulacdo implementada para incorporar a armadura no mo-
delo computacional. Um algoritmo incremental, similar ao do concreto, pode ser desenvolvi-

do para descrever o comportamento elasto-viscoplastico do aco.

2.3.1 Incremento de tensao

Conhecido o incremento de deslocamento nodal, Ad™, para o passo n de tempo, 0 incremento

de tenséo axial em um ponto de uma barra de aco, Ae,", é dada por:

Ao = EgAeg " = Es(Ags™ — Agg ") (2.24)

onde:
- Es € 0 mddulo de elasticidade longitudinal do aco;
- Agg " € o incremento de deformagcdo especifica elastica do aco;
- Ag;™ é o incremento de deformacéo especifica total do ago;

- Agg,,," € 0 incremento de deformacdo especifica viscoplastica do aco.

O incremento de deformacéo especifica total pode ser calculado como:

Ae," = B,Ad™ (2.25)

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado
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Em que B, é o vetor das relacGes deslocamentos-deformacdes da barra de armadura.

Usando-se um esquema de integragcdo no tempo explicito, conforme o item 2.2.2, 0 incremen-

to de deformacéo especifica viscoplastica para o ago é:

Agg ™ = Atyég " (2.26)
Sendo a taxa de deformacéo especifica viscoplastica, &;,,", dada no item 2.3.3.
Substituindo-se as equacdes 2.25 e 2.26 na expressdo 2.24, tem-se:
Ag" = Eg(B;Ad™ — Atpég,,") (2.27)

A tensdo no préximo passo n+1, o,"*1, fica:

o,""1 =o," + Ao" (2.28)

2.3.2 Equacdes de equilibrio

A equacdo 2.23, correspondente a forca residual, considerando-se a presenca da armadura,

resulta:

Il)n+1 — fn+1 _ f [B]T o.n+1dV _ st o.sn+1ASds (2-29)
14 N
O vetor de “pseudo-carga” da equagio 2.17 terd um acréscimo, AV,", de:
AV = f B Eg Ag &g,," AL, ds (2.30)
S

Onde “s” é a coordenada que descreve o eixo da barra de armadura.
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2.3.3 Taxa de deformacéo viscoplastica

A taxa de deformacdo viscoplastica pode ser calculada como:

és,vpn = Vs(as - ay) (2.31)

onde oy € a tensdo de plastificacdo inicial e y; € o coeficiente de fluidez do aco. Na analise

elastoplastica, o coeficiente de fluidez é tomado como sendo 1x107.
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3 MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS EMPREGADOS PARA O
CONCRETO E PARA A ARMADURA

3.1 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA O CONCRETO

Neste trabalho foram implementadas as formulagdes para dois elementos finitos: o elemento
quadrangular quadratico de oito nds e o triangular linear de trés nos.

3.1.1 Elemento quadrangular quadratico

O elemento finito quadrangular quadréatico é da familia Serendipity e apresenta oito nés, con-
forme a Figura 5. Possui dois graus de liberdade em cada nd, correspondentes as translacdes
na direcdo dos eixos x-y no sistema global de coordenadas. Seu campo de deslocamentos va-

ria de forma quadratica e seu campo de deformacdes € linear.

|
= = —
L
== = =
21 ==

==
Figura 5: Elemento isoparamétrico quadrangular
A numeracédo dos nds, mostrada na Figura 5, é iniciada no canto inferior esquerdo e percorre 0

elemento de forma anti-horéria. As fungdes de interpolacdo (ou de forma), N;, em funcéo das

coordenadas normalizadas, (1), € da numeracdo dos nos, i, do elemento, sao:
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- para os nds de canto:

1

- para 0s nds de meio de lado:

2 2
N; = %(1 +&) (1 —1?) + % (1+n0)(1—-¢%),i=2468 (3.2)

onde &, = &&;, ny = nn; e (&;,n;) sdo as coordenadas do né em questao.

Sendo um elemento isoparamétrico, as coordenadas cartesianas, (X,y), de um ponto no interior

deste elemento, podem ser representadas por:

()= Z 5 nlG) (33)

onde (X;,y;) € o par de coordenadas cartesianas de um né i do elemento em questdo e n é o

ndmero de nés do elemento.

A matriz de rigidez, K, para os elementos de concreto pode ser calculada por:

K, = f [B]"DB dv (3.4)
14
e pode ser obtida, numericamente, através da expressao:

ng ng

i= j=1
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onde:

- ng é 0 numero de pontos de integracdo em cada direcdo do elemento;
-|J | é o determinante da matriz Jacobiana do elemento;

- W; e w; sdo os fatores de peso;

- €j € a espessura do elemento;

- [Bij] € a matriz de relagBes deformagdes-deslocamentos, calculada no ponto de

integragdo com coordenadas naturais, (&;j, 1ij), dada por:

_aNi -
o

N,
B;j=|0 3y (3.6)
ON; AN,

[ dy Ox ]

Onde:

dx  0f 0x On Ox

(3.7)
dy 9¢ dy  dn dy

Os termos 0é/dx , don/dx , 0&/dy e 0dn/dy devem ser obtidos através da inversa da matriz
Jacobiana do elemento:

JdN; JdN;
[0 _ay] —= X —= i
EYERE (s 08 (s 08
_ E E _li=1 =1 3 8
] - ax a - r r ( ' )
Y oN; oN;
“i=1 i=1 -

A matriz D é a matriz constitutiva elastica para o estado plano de tensao:
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1 v 0

E v 1 0
D=1 — a-v 39

0 0 >

onde E é o mddulo de elasticidade longitudinal e v é o coeficiente de Poisson. As coordenadas
naturais e os fatores de peso para a formulagdo com 9 pontos de integracdo sdo encontrados
em Owen e Hinton (1977).

3.1.2 Elemento triangular linear

O elemento finito triangular com trés nos é apresentado na Figura 6. Este elemento é um dos
mais versateis e simples dos elementos bidimensionais. Pode-se representar praticamente
qualquer geometria utilizando-se os elementos triangulares e, sem muita dificuldade, construir
malhas que possuem maior refinamento em areas com maior variacdo de tensdes. (Fish e
Belytschko, 2007).

3 f.T; ._]'El:l

1 (x..)

Figura 6: elemento finito triangular linear

As coordenadas dos trés nés sdo definidas pelos pontos {x,, vy}, {x2, y.} € {x3, y5}. A solu-
cdo em cada elemento finito é aproximada por uma funcéo linear das coordenadas x e y dada

por:
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0(x,y) = ay+ ayx + ayy (3.10)

onde a; sdo parametros arbitrarios, a equacdo acima pode ser escrita na forma matricial como

apresentado a seguir.

(4]

O(x,y) =ay+ax+ay=[1 x V] [“1] =p(xy)a (3.11)
a;

Partindo da equacdo acima, podem-se construir as equagdes de forma para o elemento. Inici-

almente, expressam-se 0s seguintes valores nodais:

0(x1,y1) = 0,

0(x2,y2) = 6, (3.12)
0(x3,y3) = 65
[91] [1 X1 Y1][%o
0] =11 x; yif[o
93 1 .X'3 y3 az (313)
d M a

Calculando-se a inversa da equacdo descrita acima, tem-se:

a=(M)'d (3.14)

Substituindo-se a equacédo 3.11 na equacéo 3.14, tem-se:

0(x,y) =plx,y)(M)~'d (3.15)

A formulagdo dos elementos finitos define que a matriz que precede o vetor d é a matriz de

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.



forma do elemento finito, portanto:

6(x,y) = N(x,y)d

N(x,y) =ple,y)(M)™' = [N;(x,y) Np(x,¥) N3(x,y)]

Admitindo-se inversa da matriz M dada por:

Y2—Y3 V3 — V1 Y1— Y2

(M)_l = ﬂ x3 - xZ x1 - x3 x2 - x1
X2Y3 — X3Y2 X3Y1— X1Y3 X1Y2 — X2)1

onde A é a area do elemento e o determinante da matriz M é dado por:

2A = det(M) = (x5 — x3¥2) — (X135 — x3y1) + (X172 — %2)1)

Calculando-se a equacdo acima, tem-se:

1
N; = ﬂ(xzh —x3Y, + (V2 —¥3)x + (x3 — x2)y)

1
N, = ﬂ(xsh —x1¥3 + (V3 —y)x + (X, — x3)y)

1
N; = ﬂ(xﬂ’z —xy1 + (1 —y2)x + (23 — x1)y)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

25

Estas sdo as funcdes de forma adotadas para o elemento triangular linear no modelo numérico

utilizado neste trabalho. A partir deste ponto, sdo utilizadas as mesmas expressdes apresenta-

das para o elemento quadrangular quadratico até a obtencdo da matriz de rigidez do elemento

(Equacbes 3.4 a 3.9).
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3.2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA A ARMADURA

Para a representacdo da armadura, utilizou-se o modelo incorporado, de Elwi e Hrudey
(1989). Neste modelo se supbe que a armadura resista apenas a esfor¢os axiais e que ha com-
patibilidade de deslocamentos entre seus pontos e os pontos de concreto localizados na mes-
ma posicdo. Desta forma, a matriz de rigidez da armadura tem a mesma dimensdo da matriz
de rigidez do elemento de concreto e a matriz de rigidez total € a soma das duas. Permite-se,
com este modelo, uma disposicdo arbitraria das barras de aco no interior dos elementos de
concreto, sem a geracdo de novas incégnitas no problema. Podem existir varias barras de aco
dentro de um mesmo elemento finito de concreto. Admite-se, também, aderéncia perfeita en-

tre o concreto € 0 aco.

Apresenta-se, em detalhes, o procedimento para o calculo da matriz de rigidez da armadura,
correspondente aos diversos elementos de concreto. Descrevem-se, inclusive, 0s passos para a
determinacdo automatica dos segmentos de barras de armadura contidos em cada elemento

finito de concreto.

Este modelo foi implementado e testado em diversos trabalhos, tais como em Campos Filho
(1987), Prates Junior (1992), Claure (1994), Dantas (2000), entre outros.

3.2.1 Modelo incorporado

No modelo incorporado, admite-se que a armadura resiste apenas a tensdes axiais na direcdo
da barra e que os deslocamentos de um ponto genérico da barra sdo iguais aos do elemento de
concreto localizado na mesma posicdo. Desta forma, as barras de ago contribuem para a rigi-
dez apenas no sentido longitudinal e podem ser, arbitrariamente, dispostas dentro do elemento

de concreto, sem a introdugdo de novas incognitas no problema.

Os deslocamentos ao longo da barra de armadura s&o obtidos a partir dos deslocamentos no-
dais dos elementos de concreto correspondentes. Logo, a matriz de rigidez da armadura tem a
mesma dimensdo da matriz de rigidez do elemento de concreto e a matriz de rigidez total é a

soma das duas. A expressao final da matriz de rigidez do elemento resulta em:
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nb
K=K, + z K, (3.21)
i=1

onde “nb” denota o nimero de segmentos de barra de armadura no interior do elemento de

concreto. A matriz de rigidez para cada barra de armadura é expressa por:

K, = EA, f B, ds (3.22)

N

onde:

- Es é o modulo de elasticidade longitudinal do aco;
- As € a area da secdo transversal da barra de armadura;

- {Bs} é o vetor das relagdes deformacao-deslocamentos para a armadura.

As barras de armadura sdo representadas por elementos unidimensionais isoparamétricos,
permitindo-se modelar barras retas e curvas. A geometria das barras retas fica definida por

dois pontos, enquanto que, para barras curvas, sao necessarios trés pontos.

3.2.2 Formulagdo geometrica

Neste item, é apresentada a formulacdo para se incorporar barras de aco ao elemento de con-
creto. A posigdo das barras é dada em coordenadas globais cartesianas, independentemente da
malha de elementos finitos. Durante o processo de determinagdo da matriz de rigidez da ar-
madura, necessita-se da utilizagdo das suas coordenadas naturais locais, como seré visto mais

adiante.

O elemento de concreto, mostrado na Figura 7, € descrito usando-se as suas coordenadas glo-
bais (x, ¥). As coordenadas naturais locais do elemento sdo (&, n). Seguindo o procedimento
usual para 0 mapeamento isoparamétrico, as coordenadas globais de um ponto, localizado no

interior de um elemento, sdo expressas em termos das fungdes de interpolagéo, N;, por:
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(3.23)
n
y= Z Nyyi
i=1
Os elementos infinitesimais das coordenadas globais sdo expressos por:
dx\ _, (d¢
(@) =7 (@) (320

Onde J é a matriz Jacobiana mostrada na equacéo 3.8.

Figura 7: Barra de armadura no interior de um elemento de concreto

Uma importante vantagem desta formulacdo é que a localizacdo e geometria das barras inde-
pendem da malha de elementos finitos. A armadura deve ser especificada por um conjunto de
pontos nodais. Para se garantir uma continuidade interelementar adequada, é necessaria a co-
locacdo de nds nos elementos de barra, onde a armadura atravessa o contorno do elemento de
concreto. As coordenadas dos nds das barras de ago, entre os pontos de definicdo da mesma,
sdo obtidas por interpolagdo. Desta maneira, nos adicionais sdo criados dentro dos elementos
finitos, onde ha presenca de armadura. Tomando-se X; e y; como vetores que contém as coor-

denadas globais dos nos da barra, as coordenadas de qualquer outro ponto ao longo desta bar-
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ra podem ser determinadas por:

6)=l0 1lG) (3.25)

As funcdes de interpolacéo unidimensionais, H;, sdo expressas em termos de uma coordenada

normalizada, y.

Os varios termos da rigidez, associada a armadura, requerem integracfes sobre a mesma. Para
tanto, necessita-se de um elemento diferencial de comprimento ds, disposto ao longo da ar-
madura, conforme a equacdo (3.14). A orientacdo da tangente a barra, ilustrada na Figura 8, é

dada pelo angulo B, onde:

_dx dxdy
cosp = ds dyds
(3.26)
_dy dydy
senf = ds dyds
Sendo cos’B + sen?p = 1, segue que:
2 2
ds _ (d_") N (d_y) (3.27)
dy dx dx
na qual:
m [ o]
5)-31% wlo
=il o
X
Logo:
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dx/dy

0sp = ds/dy
(3.29)

senf = dy/dx

ds/dy

>

X

Figura 8: coordenadas ao longo do eixo da armadura

Deste modo, os cossenos diretores da reta tangente, em qualquer ponto ao longo da armadura,
assim como o fator de mapeamento isoparamétrico, dx/dy, podem ser obtidos pelas expres-

sOes apresentadas acima.

Um elemento diferencial de volume, dVs, da barra de aco, pode ser expresso em funcdo do

comprimento diferencial, ds, e da area da secdo transversal da barra. Resulta que:

dV, = A.ds (3.30)

Usando-se o fator de mapeamento descrito na expressao (3.16), integrais, envolvendo elemen-
tos de volume ao longo da armadura, podem ser escritas, em funcéo da coordenada normali-

zada, , como:
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)

N

ds
cdv, = fCAS — dy (3.31)
X X

na qual C é uma funcdo de posi¢do ao longo da barra de armadura.

3.2.3 Segmentos de armadura localizados no interior de um elemento de

concreto

As barras de armadura sdo posicionadas pelas coordenadas globais (x,y) de seus pontos de

extremidade.

Para a obtencdo da matriz de rigidez total (concreto-aco) de um determinado elemento, preci-
sam-se saber quais barras interceptam este elemento, atribuindo-lhe uma rigidez adicional. De
forma analoga, as forgas internas, associadas a armadura, sdo integradas aquelas do elemento

de concreto para a obtencéo do vetor de forcas internas totais do elemento.

O modelo computacional, mostrado neste trabalho, calcula, automaticamente, os segmentos

de barras de armadura que ficam no interior do elemento de concreto.

3.2.3.1 FORMULACAO PARA O ELEMENTO QUADRANGULAR QUADRATICO

Primeiramente, transformam-se as coordenadas globais, P; (x,y), dos pontos que definem as
extremidades da barra de armadura, para coordenadas naturais locais, P;j (& 77), dos mesmos. A

relacdo entre estas coordenadas, para elementos isoparamétricos, é dada por:

(;) _ Z [Ni(g»n) Ni(?,n)] G) (3.32)

onde:

- (x, y) séo as coordenadas globais de um ponto qualquer;

- (X;,yi) sdo as coordenadas globais dos nds do elemento de concreto;
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- N; (&,m) séo as fungdes de forma do elemento de concreto.

A forma explicita, para a relacdo inversa da equacéo (5.21), em geral, ndo é facilmente encon-
trada. Entretanto, o mapeamento inverso pode ser feito, numericamente, através do algoritmo
de Newton-Raphson, como sugerem Elwi e Hrudey (1989). Deste modo, a determinacao a-
proximada das coordenadas (&, 7,) esta baseada no fato destas coordenadas serem raizes do

seguinte sistema de equacdes:

(rem) =) - i 5 NG (3.33)

Usando-se o método de Newton-Raphson, tem-se, apds k+1 iteragdes:

k+1 k k+
&), =), (), @3

p

onde:

k+1 9 " e l_
(ﬁg)p = [(;)p_ & [NO N(jkl (;l)] (3.35)

L
sendo, na iteragdo k:

- [3¥1=[3%(& )], a matriz Jacobiana;

- <N¥ >=<N¥(g,m) >, as fungdes de forma do elemento de concreto.

Determinadas as coordenadas naturais dos pontos de definicdo da geometria da barra, referen-
ciados ao sistema natural do elemento em analise, parte-se para uma segunda etapa, onde se

define a curva que passa por estes pontos, conforme a Figura 9.
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A segunda etapa consiste em se determinar as coordenadas naturais da interseccao da reta, que
contém a face do elemento, com a barra de armadura. Os lados do elemento de concreto sdo
definidos, fixando-se uma das coordenadas naturais, valendo —1 ou 1. Portanto, cada lado é

definido por uma coordenada fixa e a outra podendo ter valores entre —1 e 1.

7 S) )
L p
L&
e e/
P P P P
1 2 3 np
1 a4 3

Figura 9: curva de definigcdo da barra de aco

Segundo Zienkiewickz (1986), tém-se:

§ = ifi(n) $i
i=1

(3.36)
np
n= Z 9:C0 i
i=1
onde, para 0s np pontos da barra de armadura, calculam-se as funcdes:
(= fl
9:00 = l_[
l (& -
]:tl
(3.37)
=1 (1= 1)
N —1;
fon = [—25
=1 (771 - Uj)
j#1
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Na terceira etapa, verifica-se a existéncia de interseccdo da curva P1, P2,..., Pn com cada um
dos quatro lados do elemento de concreto. Para tal, fixa-se a coordenada &=+1 do elemento e
calcula-se a coordenada n da interseccdo lado do elemento-curva da barra. Caso —1< n< 1,
diz-se que a barra intercepta este lado do elemento. Define-se, entdo, um elemento unidimen-

sional, representativo da parte de armadura, situado no interior deste elemento.

A quarta etapa consiste na verificacdo do trecho de armadura, efetivamente, contido no ele-

mento de concreto. Destacam-se 0s seguintes casos possiveis, mostrados na Figura 10:

7 6 5 7 6 5
- -
n n
ge L»E; €4 ge L»i €4
e -» -— » . —
P P P P
1 np 1 np
® ®
1 2 3 1 2 3
Caso (o) - Um dos pontos Caso (b) - Os dois pontos
encontra-se no interior encontram-se no interior
do elemento de concreto cdo elemento de concreto
7 6 5 7 6 5
® <
n n
se L& . se Li .
B e L o —
P P P P
1 np 1 np
® ®
1 2 3 1 2 3
Caso (cv = Nenhum dos pontos Caso (c2 - Um dos pontos
encontra-se no interior encontra-se num dos lados
cdo elemento de concreto cdo elemento de concreto

Figura 10: situacGes possiveis de se encontrar uma barra de armadura

a) Um dos nés, que define uma das extremidades da barra de armadura, encontra-
se localizado dentro do elemento de concreto. Isto se evidencia quando as co-
ordenadas naturais de P; ou Pn,, em mddulo, séo menores que 1. Outra situagao
pode ocorrer, quando os dois nés estdo fora do elemento, um de cada lado, e
houver intersec¢do. Obtém-se, entdo, o comprimento real do segmento de ar-

madura, contido no interior do elemento de concreto.
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b) Os dois nos, que definem a geometria da barra de armadura, encontram-se loca-
lizados no interior do elemento de concreto. Toma-se, entdo, para as coordena-
das naturais dos pontos de interseccdo, as mesmas coordenadas naturais dos

pontos Py ou Py, ja obtidas, anteriormente.

¢) Nenhum dos nos de definicdo da barra de armadura esta situado dentro do ele-
mento de concreto. Neste caso, considera-se que a barra ndo esta contida em tal
elemento. Situacdo idéntica ocorre, quando apenas um dos nds de extremidade

da barra intercepta um lado do elemento.

Na quinta etapa ocorre a criacdo, se necessaria, de até dois nds intermediarios no segmento de
armadura, sobre o0 eixo da coordenada normalizada, y, conforme ilustra a Figura 11. Determi-
nam-se, posteriormente, as coordenadas cartesianas globais e naturais locais para 0s nés ex-

tremos, bem como, para 0s nés extremos do segmento.

Por ultimo, na sexta etapa, verifica-se se 0 segmento de armadura coincide com alguma aresta
em comum entre dois ou mais elementos de concreto. Neste caso, divide-se a rigidez associa-

da a barra de armadura entre tais elementos. Esta situacdo pode ser vista na Figura 12.

7 6 5
o y . 1 Y
e 0 e
X
Se 5 e/ L 0 L
% e e e —»
-1 0 1
. ® s
-1 -1/3 1/3 1 X
. e e e e —»
1 2 3

Figura 11: segmento de armadura dentro do elemento de concreto
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| Armadura

Figura 12: barra de armadura localizada numa aresta em comum de
dois elementos de concreto

3.2.3.2FORMULACAO PARA O ELEMENTO TRIANGULAR LINEAR

A formulacdo para definir quais barras de armadura encontram-se dentro de um elemento tri-
angular é diferente da formulagdo adotada para o elemento quadrangular. No elemento trian-
gular sdo verificadas as intersecgdes entre 0s segmentos de reta: os trés lados do elemento

finito e a linha de armadura definida por dois pontos na entrada de dados.

O método de interseccdo de segmentos de reta tem a restricdo de ndo poderem ser adotadas

armaduras com geometria diferente da geometria linear.

Dois pontos P e Q, definem um Unico vetor v=PQ, que representa uma direcdo. Todo ponto R,
cuja direcdo PR seja a mesma de PQ, esta contido na mesma reta definida pelos pontos P e Q.

portanto pode-se definir uma reta como um conjunto de todos os pontos da forma:

R=P+txPQ (3.38)

onde t € um numero real, e t X PQ é colinear a PQ.

Figura 13: representacdo da reta no espaco
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Pode-se representar um segmento de reta PQ restringindo o dominio paramétrico de R(t). Bas-
ta se observar que R(0) = P e R(1) = Q. Pode-se ver, entdo, que os pontos de R(t), onde

0 <t < 1 sdo pontos do segmento.

A existéncia de uma interseccao entre duas retas rl e r2 pode ser verificada da seguinte forma,
admitindo-se:

R1(t) = (x1(t), y1(8))

(3.39)
R2(t) = (x2(w),y2(w))
Para que um ponto pertenca simultaneamente a rl e r2, deve-se ter:
x1(t) = x2(u
() (3.40)

y1(t) = y2(u)

Quando esse sistema possui solucdo Unica nas variaveis t e u, essas retas sdo concorrentes,

logo possuem um ponto de interseccao.

Uma vez conhecidos os parametros do ponto de interseccdo de duas retas, é necessario deter-
minar se este ponto de interseccdo pertence aos segmentos de retas. Dado um segmento de
reta na forma PQ, com equacéo vetorial na forma R = P + t X PQ, o ponto de intersec¢édo da
reta definida por PQ com uma outra reta pertencera ao segmento PQse 0 <t < 1.0Ondetéo
parametro obtido na resolucdo do sistema para determinar a intersec¢do de retas. Portanto,
dois segmentos se intersectam se os dois parametros obtidos respeitarem a condicdo apresen-

tada acima.

Caso a interseccdo dos segmentos seja definida pelo procedimento detalhado acima, o modelo
numérico parte para a etapa de defini¢des das funcdes de forma e propriedades desta barra de

armadura que passa por determinado elementos finito.
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3.2.4 Funcdes de forma para os elementos de armadura

Polinémios de Lagrange podem ser usados para representar as funcdes de interpolacdo dos

elementos de armadura, segundo Zienkiewickz (1986), que sdo expressas por:

" T (x— 1)
=] G- (341

k+1

Esta funcdo € um polinémio de grau m=n-1, em termos de y, tendo valor unitario em y,, = xx
e nulo para y, # xx, onde n é o nimero de nds do elemento de armadura. Deste modo, para

os elementos de trés nos, empregados neste trabalho:

moo =22
H,()) =1—x* (3.42)
() =52

3.2.5 Matriz de rigidez para a armadura

O campo de deformacGes, dentro de um elemento de armadura, pode ser definido de diversas
maneiras. Segundo Zienkiewickz, Philips e Owen (1974), a deformacéo ao longo da barra de
aco é igual a deformagdo normal, no elemento de concreto, na diregdo tangente a barra. Sendo
assim, considerando-se aderéncia perfeita entre o concreto e 0 aco, a expressao para a defor-

macao, em uma forma incremental, conforme proposto por Elwi e Hrudey (1989), fica:

Agg = Ag, cos? B + Ag, sen® B + Ayy, senf cos 8 (3.43)

Os incrementos de deformagdes Ae, , Ae,, e Ayy,, sd0 obtidos diretamente da relagao entre o
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vetor de relacGes deformagdes-deslocamentos, B, determinado por Elwi e Hrudey (1989), e 0

campo de incremento de deslocamento, Au, do elemento de concreto. Da equacéo (3.29), se-
gue gue a deformacdo incremental na armadura pode ser expressa como:

Asg = B, Au (3.44)
onde:
/ Zﬁ(dN)+ 8 ﬁ(dN)\
cos —_— Cos sen —_—
B, = | dx dﬁ,’ | (3.45)

\cos B sen (i—g) + sen? (Ccil_y)/

As derivadas das fungdes de forma, N;, em relacdo as coordenadas X e Yy, sdo dadas por:

any -, [
fﬁi =Z[I]‘1 ;,i (3.46)
dy i=1 n

Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais, determina-se a variagdo de trabalho interno
para a armadura:

SAW = | (o5 + Ady) 6Agg AV (3.47)
Vs

na qual o é a tensdo normal na armadura e Vs € o seu volume. A forma incremental da rela-
cdo constitutiva para a armadura pode ser escrita como:

Ao, = E Agg (3.48)

Onde E; é o modulo de elasticidade longitudinal do ago. Assim:

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado



OAW = f(YAss o5 Ag ds + f(YAeS E; Aeg Ag ds (3.49)
S S

ou.

SAW = §Au (K, Au+ Q) (3.50)

Onde o vetor de forca nodal equivalente Qs é calculado por:

ds
Qs = LBS Os a Agdy (3.52)

E a matriz de rigidez para a armadura, K:

S
As dy (3.52)

Ks:stEsBsa

X

A qual pode ser representada, numericamente, pela expressao:

ng
ds

K, = z B Es B d_ As w; (3-53)
i=1 X

Onde:

- w; é o fator de peso

- ng € 0 numero de pontos de integracdo na direcdo axial da barra de armadura.
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4 MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

4.1 INTRODUCAO

O material concreto estrutural comporta-se de uma maneira extremamente complexa, apresen-

tando uma resposta altamente nao-linear.

A Figura 14 mostra as trés fases tipicas pelas quais passa um elemento de concreto estrutural,
quando submetido a uma solicitacdo de flexdo: a primeira, elastica-linear, com o concreto

ndo-fissurado; a segunda, onde aparecem as fissuras e a terceira, plastica.

A fissuracdo do concreto, a plastificacdo do concreto e do aco, a diferenca entre as resistén-
cias a tragdo e compressdo do concreto, a ndo-linearidade da relacdo tensdo-deformacao e os
fendmenos relacionados ao tempo como fluéncia e retracdo do concreto e relaxagdo do acgo
protendido, entre outros fatores, como o engrenamento dos agregados e o efeito de pino das

barras de aco, sdo as causas desta ndo-linearidade.

P

I - Elastica

1 II - Fissuracdo

111 - Plastificacao

Py
o

u

Figura 14: diagrama carga-deslocamento tipico de um elemento de
concreto estrutural
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Utilizando-se o Método dos Elementos Finitos, uma ferramenta consagrada para solucéo nu-
mérica de uma variedade de problemas encontrados na engenharia, pode-se realizar uma ana-

lise mais racional destes fenébmenos.

4.2 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO

Provavelmente, a principal caracteristica do comportamento do concreto é a sua baixa resis-
téncia a tracdo, quando comparada a sua resisténcia a compressdo. Por tal motivo, utilizaram-
se dois modelos distintos para descrever este comportamento. Para o concreto comprimido,
um modelo elastoplastico com endurecimento foi empregado. J& para o concreto tracionado,
admite-se um comportamento elastico linear até a ruptura. A partir de entdo, considera-se a

contribuicdo do concreto entre fissuras na rigidez total da estrutura.

A seguir, descrevem-se 0s modelos constitutivos empregados na representacao do concreto.

4.2.1 Modelo para o concreto comprimido

O modelo elastoplastico, utilizado para descrever o comportamento do concreto comprimido,
compde-se por um critério de ruptura, por um critério de plastificacdo e uma regra de endure-

cimento.

Admite-se, para o concreto ndo-fissurado, um comportamento isotropico. Sua superficie de

ruptura, f, pode ser expressa, em funcao das tensdes principais, o1 , oy € o3, por:

f(01,05,03) =0 (4.1)

Convenientemente, substituem-se as tensdes principais pelo primeiro invariante do tensor de
tensdes, 1, pelos segundo e terceiro invariantes do tensor desviador de tensdes, J; € Js, respec-

tivamente. Desta forma, a expressao (4.1) fica:
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fU1,)2,]3) =0 (4.2)

Onde, segundo Chen e Han (1988):

Iy =0y +0,+0, (4.3)

1 2
J2=5 [(ax —om)? + (o) — o) + (0, — O'm)z] + Ty + TR+ T3, (4.4)

I3 = (Gx - Gm)[(ay - Um)(az - O-m) - T}%z]
tTyy [Txy(o_z —Om) — Tszxz] (4.5)

+Tyy [‘L’xy‘[yz - (ay — am)rxz]
Oy = — (4.6)
Eoy,0y,0;, Txy , Txz » Ty, S30 as componentes do tensor de tensdes. Neste trabalho, tratan-
do-se de um problema de estado plano de tensdes, tem-se o, = 7,, = 1,,, = 0.

Esta formulacdo é apresentada por Owen e Hinton (1980) e sua principal vantagem é permitir
fazer um codigo computacional da fungédo de ruptura de uma forma geral, necessitando apenas

a especificacdo de trés constantes para qualquer critério individual.

As tensdes desviadoras principais, si, S € S3, Sdo dadas pelas raizes da equacao cubica:

s3—J,s—J3=0 (4.7)
Onde se substitui s = r.sen0:
sen36 — ]—Zzsen 6 — ]—z =0 (4.8)
T r
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Fazendo-se uso da identidade trigonométrica:

3 1
sen36 — 2 5en 0 + i 0 (4.9)

E comparando-se as equacgdes (2.7) e (2.8), obtém-se:

2
r= ﬁ(/z)l/z (4.10)
E
4] 3W3 ]
sen 36 = _r_: = _TWEZ (4.11)

A primeira raiz da equagdo (4.11), com 6 determinado por 36 no intervalo de +n/2, € uma
alternativa para o terceiro invariante do tensor desviador de tensdes, J;. Notando-se a “nature-

za ciclica” de sen (30 + 2nm), tém-se, imediatamente, os trés (e apenas trés) possiveis valores

de sen 6, os quais definem as trés tensdes principais. As tensdes desviadoras principais sao
dadas por s = r.sen6, onde, substituindo-se os trés valores de 6, o valor de r, dado pela equa-
c¢do (4.10) e adicionando-se a componente de tensao principal hidrostatica, podem-se determi-

nar as trés tensdes principais:

(01> 2/, (sen 6 + 271/3)) I (1)
02 | =— sen 6 +—=(1 (4.12)
03/ V3\sen (0 +4n/3)) 3\1

Como; >0, >035e—m/6 <0 <m/6.

4.2.1.1 CRITERIO DE RUPTURA

Neste trabalho, utilizou-se para o concreto o critério de ruptura, proposto por Ottosen (1977),
o qual foi adotado pelo Caodigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993) e é dado por:
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J J 1
“ﬁ_;n”gwﬁ_;_lzo (4.13)

Onde f_,, € a resisténcia média a compressdo do concreto e:

A = ¢; cos[1/3 arccos(—c,sen 30)],para sen 360 < 0
(4.14)

A = ¢, cos[r/3 — 1/3 arccos(c,sen 30)],para sen 360 > 0

Com sen 36 calculado atraves da equacdo (4.11).

Os quatro parametros do modelo, o, B, C; € Cp, sdo determinados, conforme o Codigo Modelo
CEB-FIP 1990 (1993), a partir da relacéo, k, entre a resisténcia média a compressdo uniaxial,

fem, € @ resisténcia média a tracdo uniaxial, fin, do concreto, dada por:

_ Jom

k = (4.15)
fem
Onde:
foem = 0,14(f) %3, em kN Jcm? (4.16)
Assim, os parametros do critério de Ottosen sdo calculados por:
1
= gkia
(4.17)
_ 1
b= 3,7kbt
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1

‘17 0.7K09

¢, =1—6,8(k — 0,07)2

O critério de ruptura de Ottosen, caso sejam adotados § = ¢, = 0, ou, entdo, « = ¢, = 0, se

reduz aos critérios de Von Mises ou de Drucker-Prager, respectivamente.

As figuras abaixo apresentam a forma geral da superficie de ruptura do concreto no espago
tridimensional de tensbes, podendo ser vista por seus meridianos, Figura 15, e suas segoes
transversais, Figura 16. Para um material isotrépico e com mesmas resisténcias a tracao e
compressdo, a superficie de ruptura apresenta triplice simetria com origem em 0, tornando-se
necessario o estudo de apenas meio setor com 0° < 0 < 30°. Como o concreto possui resistén-
cia a tragdo muito menor do que a compressdo, mas considerando que este € um material iso-
trépico, continua havendo tal simetria, porém a origem passa a ndo ser mais em 0 e o setor a

ser estudado agora é de —30° < 6 < 30°.
Desta forma, a superficie de ruptura do concreto:

- é dependente dos trés invariantes de tensao (1, Jz, Js);
- tem uma forma suave e convexa, com excecao do seu vértice;

- tem meridianos que séo parabolicos e que abrem no sentido negativo do eixo hi-
drostatico;

- possui secles transversais que mudam, de uma forma triangular para circular,

com 0 aumento da pressdo hidrostatica.
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F A

Meridiano de Compressdo (P

Meridiano de Corte Ps)

Meridigno de Tragédo (Pr)

I -8

Figura 15: meridianos da superficie de ruptura

Figura 16: se¢des transversais da superficie de ruptura

4.2.1.2 CRITERIO DE PLASTIFICACAO

Admite-se, neste trabalho, que o concreto comprimido tenha endurecimento isotrépico, mas,
por problemas de convergéncia, ndo foi possivel adotar, para a superficie de plastificacdo, a
mesma forma da superficie de ruptura de Ottosen. Utilizando-se esta superficie, em situacdo
de solicitacdo uniaxial, encontram-se valores elevados de deformacdes viscoplasticas, nas
direcOes transversais ao eixo longitudinal do elemento de concreto. Optou-se, entéo, por ado-
tar a superficie gerada pelo critério de Von Mises, o qual, como foi visto anteriormente, é um

caso particular do critério de Ottosen.

Desta forma, a expressédo geral para a superficie de plastificacdo ou de carregamento, a partir

da superficie gerada pelo critério de Von Mises, é expressa por:
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F=@3J)" =0, (4.18)

Considerando nula a tensdo de plastificacao inicial, o dominio plastico, onde o material possui
um comportamento elastoplastico com endurecimento, ocorre para valores de o, ¢, dentro do

intervalo 0 < g, < fem, conforme ilustrado na Figura 17.

fc SUPERFICIE DE CARREG AMENTO

[

SUPERFICIE DE RUPTURA

Figura 17: superficies de ruptura e de carregamento

4.2.1.3 REGRA DE ENDURECIMENTO

A regra de endurecimento define a maneira pela qual as superficies de plastificacdo se movi-
mentam (superficies de carregamento), durante a deformacdo pléstica. E determinada pela
relacdo tensdo efetiva x deformacéo plastica efetiva, onde, aplicando-se tais conceitos, é pos-

sivel extrapolar os resultados de um simples ensaio uniaxial para uma situacdo multiaxial.

Neste trabalho, determinou-se a relagdo tensdo efetiva x deformacdo plastica efetiva a partir
da curva tensdo-deformacéo uniaxial para o concreto, proposta pelo Codigo Modelo CEB-FIP
1990 (1993), cuja expressdo é dada por:
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N i G )

1+ (E“' 0,0022 — 2)
fem

fem (4.19)

O, = —

&
—0,0022

Substituindo-se &, = ¢, + &, = 0/E + €, na equacdo anterior e isolando-se o, tem-se uma

relacio, o, = o (E, fom, €, ), dada pela expressio:

a:—b+\/b2—4ac (4.20)
2a
Onde:
a= (1~ fem/(E % 0,0022))?/ fom
(1 = fom/(E X 0,0022))
b= (E/fcm B 0,001 ) (4.21)

SEANCY AN

(0,0022)2

A Figura 18 apresentada a seguir representa o diagrama tensao-deformacéo, para o concreto

comprimido.
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Figura 18: diagrama tensdo-deformacéo para o concreto comprimido

4.2.1.4 VETOR DE FLUXO PLASTICO

No modelo implementado, considera-se plasticidade associada, por simplificacdo, ja que ha
poucas evidéncias experimentais disponiveis para este fato, segundo Owen e Hinton (1980).
Desta forma, dentro do dominio pléstico, na relagdo tensdo-deformacéo, o vetor de fluxo plas-
tico é normal a superficie de plastificacdo. Assim, este vetor a pode ser obtido, em termos da

funcdo de plastificacdo, por:

_OF _0Faly OF 3\, 0F
“ =% "L 00 " 5], 96 " 9600

(4.22)

Sendo F a condicdo de plastificacdo ou as fungdes de carregamento subsequentes. Derivando-

se a equacao (4.11) com relacao a 6, obtém-se:

00 =3 [ 1 095 3J; 9(J)?

90~ 2c0s36(0,)72 90 (27 ()2 (4.23)

Substituindo-se a expressao (4.23) na equacgéo (4.22), pode-se escrever:
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a = Caq + Cya, + Cza3 (4.24)
Onde:
~%5 1,1,1,0,0,0) (4.25)
al - ao_ - y 4, 4, Y, Y, .
0 ]2 1

(Sxr Sy» Sz 2Ty 2 2T 520 2Ty (4.26)

2= % do 2\/_

J2 J2
/ SySz — szz + E) ’ (stz - szz + E) r\
' I

313

l SxSy — Ty’ +J;) 2(TrsTay — SxTyz), (4.27)

\ Z(TxyTyz SyTxy)' Z(Tyzfxz - SZTxy)

oF
=51 (4.28)
< JF tan36 (')F) (4.29)
CZ = - - .
0. . 98

—3 1 OF (4.30)

3= 2 cos 30 (J,)3/2 96

Nas equacOes acima, sy, s, e s, Sao as tensdes desviadoras € 7,,,, T, € T, S0 as tensdes to-

tais de corte. Para o estado plano de tensdo, o, = 7,, = 7y, = 0.

Substituindo-se a funcdo F, determinada pela equacdo (4.18), nas expressdes acima, encon-

tram-se as componentes do vetor de fluxo plastico.
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4.2.2 Modelo para o concreto a tracao

O fato do concreto possuir baixa resisténcia a tracdo resulta na sua fissuracdo, para baixos
niveis de tensdo, se comparados com as tensdes de falha a compressdo. O concreto fissurado
segue 0 modelo de fissuras distribuidas. Neste modelo, necessita-se apenas que se atualize a
relacdo tensdo-deformacdo apds a ocorréncia da fissura, sem modificar-se a topologia da ma-

Iha de elementos finitos durante a analise, como ocorre em outros modelos.

4.2.2.1 CRITERIO DE FISSURACAO

No presente trabalho, o concreto sob tracdo é modelado como sendo um material el&stico li-
near e o critério de ruptura de Ottosen é empregado para identificar a falha a tracdo. Para um
ponto, no interior do elemento, previamente nao-fissurado, as tens@es principais e suas dire-
¢Oes sdo avaliadas. Caso este estado de tensdo tenha atingido a superficie de ruptura, confor-
me o Cdodigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), duas situacGes podem ocorrer:

- se o1 > fin/2, 0 ponto de integragdo fissurou;

- se o1 < fin/2, 0 ponto de integracdo esmagou.

A fissura é formada no plano ortogonal a o;1. Ap0s isso, considera-se 0 concreto ortotrépico,
sendo desprezado o efeito de Poisson, conforme Hinton (1988), e os eixos materiais locais
coincidem com as direcGes das tensdes principais. A direcdo da fissura é admitida permanecer
fixa, sendo isto conhecido como aproximacdo da fissura fixa. Para um ponto ja fissurado, ve-
rifica-se a possibilidade de formacdo de uma segunda fissura, que, por simplicidade, sera con-
siderada ortogonal a primeira fissura. Se ocorrerem duas fissuras, 0 concreto € suposto néo

colaborar mais na resisténcia da estrutura, tendo suas tensdes anuladas no ponto em questao.

A direcdo da fissura €é calculada, resolvendo-se um problema de autovetores. Calculam-se os
cossenos diretores dos angulos formados entre o autovalor equivalente a tensdo principal ma-

xima, oy e 0 estado de tensdo que originou a fissura.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.



53

4.2.2.2 CRITERIO PARA ESCOLHA DA CURVA DE AMOLECIMENTO

Conforme Hinton (1988), os primeiros estudos, feitos em analise numérica de concreto estru-
tural, admitiam o concreto como sendo um material elastico-fragil, sob tracdo. Quando uma

fissura ocorria, a tensdo normal a fissura era zerada.

Observou-se posteriormente que, devido as forcas de aderéncia, o concreto entre as fissuras
suporta um certo nivel de tensdo de tracdo. O concreto adere as barras de armadura e contribui
ativamente para a rigidez total da estrutura. Este efeito € conhecido como enrijecimento a tra-
¢do (“tension stiffening”) e pode ser incorporado ao modelo numérico através da incluséo de

um ramo descendente suave na relacdo tensdo-deformacéo do concreto tracionado.

Na definicdo de uma curva, para modelar o efeito do amolecimento das deformacdes, dois
aspectos devem ser considerados: a forma da curva adotada e o valor dos parametros a serem

usados.

Diferentes formas do ramo descendente da curva tensédo-deformacéo tém sido adotadas. Hin-
ton (1988) sugere uma forma exponencial e Prates Janior (1992), uma forma bilinear. Neste

trabalho foi adotada a forma bilinear.

Considera-se que o grafico tensdo-deformacdo consiste de um ramo ascendente, correspon-
dendo a resposta elastica linear, e outro ramo descendente, pds-fissuracdo, que leva em conta
a colaboracdo do concreto entre fissuras, conforme a Figura 19, expresso por

c ) (4.31)

Ectu

a=a-ftm(1—

Nesta equacdo, a € um parametro que define a inclinacdo do ramo linear descendente e .4, €
um parametro que indica a deformacdo limite para a qual a colaboracdo do concreto entre

fissuras ndo deve mais ser considerada. Adota-se 0,5 < a < 0,7 e para €., foi adotado 0,002.
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Figura 19: curva tensdo-deformacéo para o concreto tracionado

A redistribuicdo de tensdes devido a fissuracdo em outros pontos de integracdo ou carrega-
mentos posteriores, pode eventualmente forcar algum ponto previamente fissurado a fechar
total ou parcialmente. Esta possibilidade € considerada neste modelo. Se a deformacéo atual €
€ pequena comparada a deformacéo .., armazenada como a maxima deformacéo de tragédo
alcancada através da fissura pelo ponto de integracdo em questdo, a tensdo normal a fissura,

o, é calculada pela equacéo 4.32.

Gre
Zref o

o= (4.32)

Ere f

Onde o, € a tensdo interpolada correspondente a deformagéo &,.¢. A trajetoria desta “des-
carga” secante pode ser visualizada na Figura 19. A reabertura da fissura segue a mesma traje-
toria até e,..¢ ser excedida, apos a qual segue a trajetoria descendente definida pela equagéo

acima.

Assim como a tensdo normal ao plano da fissura, a tenséo paralela ao plano da fissura também
sofre uma modificacdo. Duas situacdes possiveis podem acontecer: a deformacao nesta dire-
cdo ser de compressdo, onde, para este caso, admite-se que a tensdo correspondente se com-
porte conforme o diagrama de um ensaio uniaxial a compressdo, segundo o Codigo Modelo
CEB-FIP 1990 (1993), de acordo com a equacéo (4.19). Por outro lado, se a deformacéo, na
direcdo analisada, for de tracdo, uma relacdo tensdo-deformacdo linear € adotada. O limite
superior desta relagéo é a resisténcia a tragdo do concreto. Se este limite for atingido, o con-

creto é suposto fissurado nas duas direcGes e as tensdes, no ponto, passam a ser nulas.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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4.2.2.3 RIGIDEZ TRANSVERSAL DO CONCRETO FISSURADO

Como uma regra geral, as primeiras fissuras que aparecem no concreto sob tragdo sdo perpen-
diculares a direcdo da mais alta tensdo principal de tracdo do concreto, o;. As dire¢des princi-
pais se modificam, por mudancgas no carregamento ou por ndo-linearidades da estrutura, pro-
duzindo deslocamentos relativos entre as faces da fissura. Isto causa o0 surgimento de tensdes
de corte no plano da fissura. O valor destas tensdes de corte depende das condicdes locais na
fissura. O principal mecanismo de transferéncia de esforcos transversais é o engrenamento
dos agregados e as principais variaveis envolvidas sdo o tipo e a granulometria dos mesmos.
Além disso, o efeito de pino da armadura que cruza a fissura (dowell effect) tem também im-
portancia na transferéncia de esforcos. Neste caso, as principais variaveis envolvidas sdo o
diametro das barras, a taxa de armadura e a inclinagdo das barras em relacdo ao plano da fis-
sura. Ambos mecanismos sdo controlados pela abertura da fissura, que, quando aumenta, faz

com que se reduza a capacidade de transferéncia de corte (shear transfer).

Os mecanismos acima mencionados ndo podem ser incluidos de forma simples no modelo de
fissuras distribuidas. Nos modelos de fissura fixa, tais mecanismos podem ser aproximados,
conforme sugere Cervenka (1985), reduzindo-se o valor do médulo de elasticidade transversal
do concreto, G, através de um fator B que varia entre 0 e 1. Desta forma, o novo valor para 0

modulo de elasticidade transversal, G, é dado por:

G. = BG (4.33)

Em diversas anélises, um valor constante foi atribuido a 3, mas o mais realista seria relaciona-
lo com a deformacdo normal a tragcdo do concreto, €. Cervenka (1985) apresentou a seguinte

férmula para 3, também utilizada por Hinton (1988), a qual foi adotada neste trabalho:

REEL

Sendo k; um pardmetro ajustado entre 0,3 < k; < 1,0.
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4.3 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA A ARMADURA

Nas estruturas de concreto estrutural, as barras de ago resistem, fundamentalmente, a esforgos
axiais. Deste modo, faz-se necessario apenas um modelo uniaxial para descrever o seu com-

portamento.

No modelo computacional, implementou-se um diagrama tenséo-deformacéo bilinear do ago.
Considera-se 0 aco como um material elastoplastico perfeito. Seu médulo de elasticidade lon-
gitudinal, Es, € uma variavel do problema. O material segue um comportamento elastico-
linear até atingir o valor da tensdo de escoamento do aco, fy. A Figura 20 ilustra o diagrama
tensdo-deformacdo, adotado neste trabalho, para representar o comportamento das armaduras.

v

10%0 €

Figura 20: diagrama tenséo deformagéo para as armaduras

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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5 PRE-PROCESSADOR E POS-PROCESSADOR

Usando o software MATLAB, programas pré-processadores foram desenvolvidos para gerar
de forma automatica as malhas de elementos finitos. O MATLAB permite criar diferentes
fungBes que executam comandos especificos. Assim, as conetividades e coordenadas nodais,
para a malha de elementos triangulares lineares ou quadrangulares quadraticos de uma analise
de viga ou de no de portico, sdo geradas por rotinas computacionais elaboradas especialmente

com tal proposito.

Apo6s serem processados os dados nas rotinas implementadas em FORTRAN, os resultados
obtidos sdo avaliados em um pos-processador desenvolvido em MATLAB. A escolha deste
software se deu, porgque este contém poderosas ferramentas graficas, onde puderam ser cria-
dos programas para visualizacéo de resultados. Este visualizador foi desenvolvido a partir das
rotinas elaboradas no trabalho de Machado (2002). O processador elaborado em FORTRAN

foi modificado a partir de programa utilizado por Ribeiro e Campos Filho (2002).

Com a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos para a analise de problemas cada vez mais
complexos, ja que este método fornece um volume muito grande de informagdes, hd uma exi-
géncia de se visualizar graficamente os resultados obtidos. Com o recurso GUI (Graphical
User Interface), disponivel no software MATLAB, criou-se um programa iterativo, onde é

possivel plotar todos os resultados em cada incremento de carregamento na estrutura.

O programa é composto de cinco telas independentes e iterativas e algumas telas adicionais
para visualizacdo de resultados auxiliares. Estas telas iterativas podem modificar a forma de
visualizagdo dos resultados ou o incremento da carga através de botdes de simples utilizag&o.
Os resultados em cada tela sdo: a malha de elementos finitos de concreto e armadura, a de-
formada dos elementos de concreto, as tensdes totais no concreto, as tensdes totais na armadu-

ra e a distribuicéo das fissuras nos elementos de concreto.

Na Figura 21 estdo apresentadas as cinco telas iterativas do pds-processador.
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- Tela a: apresenta a geometria do modelo com representacdao dos elementos fini-
tos do concreto e da armadura. Em destaque estdo os itens adicionais que po-
dem ser ativados na imagem: numeracdo dos elementos finitos, numeracdo dos

nos, posicdo dos nds e armadura.

- Tela b: apresenta a geometria deformada da estrutura. Em destaque, (elipse
vermelha) estdo as visualizagOes adicionais: malha indeformada, malha defor-
mada, posicdo dos nds e numeracao dos elementos finitos. Nas op¢des destaca-
das pela elipse verde pode-se alterar o carregamento e/ou incremento de carga
da visualizacdo. Por fim, a elipse azul destaca uma op¢ao que permite mudar o

fator de escala para representacdo da deformada.

- Tela c: apresenta a distribuicdo das tensdes totais no concreto. Em destaque, (e-
lipse vermelha), pode-se escolher a visualizagdo das tensdes oy, Gy ou Tyy. NO-
vamente, a elipse verde destaca a possibilidade de alteracdo do carregamento

e/ou incremento de carga da visualizag&o.

- Tela d: apresenta a distribuicdo de tensdes totais na armadura. Em destaque as

opcBes de mudanca de carregamento e/ou incremento de carga.

- Tela e: apresenta a distribuicdo de fissuras nos pontos de Gauss de cada elemen-
to finito. O destaque mostra a possibilidade de mudanga do carregamento e/ou

incremento de carga da visualizagéo.
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Figura 21: telas de visualizacdo de resultados

Além destas telas, o pds-processador pode gerar graficos de resultados, como: curva carga-
deslocamento e curva momento-rotagéo relativa entre a viga e o pilar. Para a apresentacdo dos
resultados ao longo do trabalho, apenas a imagem principal que mostra a estrutura é apresen-

tada, reduzindo o espaco necessario para visualizagéo de resultados obtidos.
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6 ANALISE DE VIGAS EM CONCRETO ARMADO

Inicialmente foram realizados testes para verificacdo da modelagem numérica adotada. Essa
verificacdo foi realizada utilizando-se modelos em vigas biapoiadas com diferentes formas de

ruptura.

Neste capitulo, comparam-se os resultados obtidos através do modelo computacional com
valores determinados por ensaios experimentais para vigas biapoiadas de concreto armado.
Estes ensaios foram realizados por Leonhardt e Walther (1962). Apresentam-se 0s resultados,
obtidos pelo modelo computacional, para tensées no concreto e na armadura, para as distribu-
icOes de fissuras no concreto e para o diagrama carga-deslocamento. Todas as simulagdes
numéricas processadas possuem carga aplicada em forma de incrementos de deslocamento.

Essa quantidade varia entre valores de 50 a 60 incrementos.

6.1 DESCRICAO DO MODELO

Neste item é apresentado o estudo de um conjunto de quatro vigas, denominadas ET1, ET2,
ET3 e ET4, ensaiadas por Leonhardt e Walther (1962). Nessas vigas sdo aplicadas duas car-
gas concentradas, cuja posicdo pode ser vista na Figura 22. A resisténcia média a compressao

do concreto, com base nos resultados experimentais, foi tomada como de 2,42 kN/cm?.

Todas as vigas possuem a mesma armadura longitudinal (Figura 22). Esta consiste, inferior-
mente, de quatro barras de 20 mm de diametro (f, = 42,8 kN/cm?), sendo duas localizadas a 3
cm da borda inferior e duas localizadas a 6 cm da mesma borda e, superiormente, de duas
barras de 8 mm de didmetro (fy = 46,5 kN/cm?), localizadas a 3 cm da borda superior. Todas
as barras séo de aco encruado a frio (antiga classe B). Os estribos verticais tém 6 mm de dia-
metro (f, = 32 kN/cm?, aco laminado a quente, antiga classe A), uniformemente espagados. O
modulo de elasticidade do aco, Es, é considerado 210 GPa para 0 aco antiga classe A e 195

GPa para 0 ago da antiga classe B.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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Figura 22: representacéo das vigas de Leonhardt e Walther (1962)

Para a anélise computacional, utilizou-se a malha de elementos finitos com 20 elementos qua-
drangulares quadraticos de oito nds para estado plano de tenséo. O peso proprio das vigas foi
considerado como uma carga de curta dura¢do, uma vez que 0s ensaios eram montados na
data da execucgdo (aproximadamente, 28 dias ap0s a concretagem). A Figura 23 apresenta o
esquema do modelo numérico com as condi¢Bes de contorno aplicadas. Para otimizar o pro-
cessamento numérico, apenas a metade da viga foi modelada. Desta forma, todos os resulta-

dos apresentados fazem referéncia a este modelo.

l P/2

T L

'l A

150

Figura 23: representacéo das condicGes de contorno do modelo
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6.2 RESULTADOS OBTIDOS NA SIMULACAO NUMERICA

As figuras apresentadas a seguir mostram os resultados numéricos para as vigas ET1, ET2,
ET3, ET4. Sdo apresentadas as curvas carga-deslocamento, as tensdes no concreto e na arma-

dura e a distribuicéo de fissuras.

6.2.1 VigaET1

Esta viga biapoiada é o mais simples desta série, pois possui sec¢do retangular. Na Figura 24
apresentam-se as curvas carga-deslocamento obtidas experimentalmente e através da simula-
¢do numérica com malha quadrangular quadratica de oito nds. O deslocamento é medido no

ponto central inferior do véo da viga.

Pode-se verificar uma boa correlagdo entre as curvas apresentadas, constando-se também uma

carga de ruptura muito semelhante a encontrada nos ensaios experimentais.

250 ! ! ! ! ! !
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Figura 24: diagrama carga-deslocamento - modelo ET1

Nas figuras abaixo sdo apresentadas diferentes resultados da analise da viga ET1. Essas figu-
ras proporcionam uma melhor visualizagdo do comportamento da estrutura simulada compu-
tacionalmente. Os resultados sdo comparados tomando-se sempre uma fragdo da carga Ultima

(Fy) obtida pelo modelo numerico.
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Na Figura 25 ¢é apresentada a distribuicdo de tensGes totais o, para trés diferentes etapas de
carregamento. Essas tensdes sdo obtidas para cada um dos nove pontos de Gauss do elemento
quadrilatero quadratico. Com a suavizacao e extrapolacdo de tensdes, 0 pds-processador dese-

nha imagens representando a distribuicdo das tensdes ao longo de toda a estrutura.

Na Figura 26 sdo apresentadas as distribuicdes de fissuras. Observou-se que a formacgéo de
fissuras ocorre fundamentalmente no primeiro terco de carregamento. Por este motivo séo
apresentadas as imagens das fissuras nos pontos de Gauss para 1/9 F, 2/9 F, e 1/3 F,. Nestas
etapas do carregamento pode-se verificar uma grande evolugdo do nimero de pontos de Gauss

que passam a ter estados de tenséo que levam a fissuracao do concreto.

Na Figura 27 sdo apresentadas as tensdes nas barras de armadura da viga. Essas tensdes séo
obtidas para trés pontos em cada segmento de barra dentro de um elemento finito. O pds-
processador gera as imagens extrapolando estes valores ao longo de todo o comprimento do

segmento de barra desenhado.
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Modelo: ET1
Malha: Elemento quadrangular
Carga: 1/9Fu

Modelo: ET1
Malha: Elemento quadrangular
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Malha: Elemento quadrangular
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Figura 26: distribuicdo das fissuras - modelo ET1
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Figura 27: tensdes totais na armadura (kN/cm2) - modelo ET1
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6.2.2 VigaET2

A viga ET2 apresenta secdo transversal em T com alma de 15 cm de espessura. As figuras
abaixo mostram o comportamento deste modelo estrutural frente ao carregamento aplicado. A
Figura 28 mostra o diagrama carga-deslocamento, comparando os resultados experimentais
aos do modelo numérico com malha quadrangular quadratica de oito nos.
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Figura 28: diagrama carga-deslocamento - modelo ET2

A evolucdo das tensdes a,., para trés diferentes etapas de carregamento, pode ser observada na
Figura 29. Na Figura 30 é apresentada a evolucdo da fissuracdo nos pontos de integracdo. Ja

na Figura 31 sdo apresentadas as tensdes nas barras de armadura para trés etapas distintas do
carregamento aplicado na viga.
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Figura 29: tensdes totais no concreto (kN/cm2) - modelo ET2
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Figura 30: distribuicdo das fissuras - modelo ET2

Neste modelo estrutural de viga biapoiada pode-se observar o surgimento de fissuras mais
inclinadas na regido mais proxima do apoio. A inclinacdo dessas fissuras implica no surgi-

mento de tensdes maiores nos estribos distribuidos na viga.
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Figura 31: tensdes totais na armadura (KN/cm?) - modelo ET2
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6.2.3 VigaET3

A viga ET3 possui secdo transversal com geometria em T, onde a espessura da alma é de
10cm. A Figura 32 apresenta a curva carga-deslocamento, comparando os resultados obtidos
experimentalmente com os resultados da simulagdo numérica com malha de elementos qua-

drangulares quadrético de oito nos.
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Figura 32: diagrama carga-deslocamento - modelo ET3

Verifica-se uma boa aproximacao da curva obtida através da simulacdo numérica em relacdo a
curva encontrada experimentalmente. Na Figura 33 apresentam-se trés estagios de tensdes
totais suavizadas g, no concreto. Nas imagens da Figura 34 é apresentada a evolugédo da fissu-
racao nos pontos de integracdo para cargas de 1/9F, , 2/9F, e 1/3F,. A distribuicdo das tensbes
nas barras de armadura esta apresentada na Figura 35, onde observa-se o aparecimento de

tensdes significativas nos estribos da viga ET3.
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Figura 34: distribuigdo das fissuras - modelo ET3

Comparando-se os resultados de distribuicdo de fissuras da viga ET2 com a viga ET3 consta-
ta-se que mais pontos fissuram até a carga referente a 1/3F,. Além disso, essas fissuras sdo

mais inclinadas na regido proxima do apoio da viga.
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6.2.4 VigaET4

A viga ET4 possui secdo transversal com geometria em I, onde a base da viga tem espessura
de 10cm e a alma de 5¢cm. Na Figura 36 apresentam-se as curva cargas-deslocamento experi-

mental e obtida através da simulacdo numérica para uma malha de elementos finitos quadran-
gulares quadraticos de oito nos.
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Figura 36: diagrama carga-deslocamento - modelo ET4

A curva carga-deslocamento para a viga ET4 apresenta comportamento quase linear e boa
correlacdo dos resultados experimentais com os da simulagdo numérica. Nas imagens da Figu-
ra 37 apresentam-se as tensoes totais o, no concreto, nas etapas de 1/3F, , 2/3F, e F,. A Figu-
ra 38 apresenta a evolucdo da distribuicdo das fissuras nos elementos de concreto. Por fim, a

Figura 39 apresenta a evolucdo das tensdes nas barras da armadura longitudinal e transversal.
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Figura 38: distribuicdo das fissuras - modelo ET4

A viga ET4 possui menor resisténcia ao esfor¢o cortante, pois possui a menor espessura de
alma dentre as quatro vigas analisadas. Por este motivo, observa-se 0 surgimento de um ele-
vado nimero de pontos de Gauss com fissuras diagonais na regido proxima ao apoio da viga

para a carga de 1/3 de F,.
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Os resultados numéricos para as curvas carga-deslocamento apresentam boa aproximacéao
com os valores experimentais para todas as vigas da série ET, ensaiada por Leonhardt e Wal-
ther (1962). Nas figuras de evolucdo da fissuracdo pode-se observar o surgimento de fissuras
mais inclinadas a medida que a espessura da alma diminui, aumentando as tensdes nos estri-

bos e ocasionando a ruptura por corte.

Por fim, no diagrama de tensdes axiais na armadura pode-se observar que na viga ET1, quan-
do se atinge a carga de ruptura, a armadura inferior ja se encontra no patamar de escoamento
enquanto que os estribos estdo levemente tracionados. Nas vigas ET2 e ET3 também se pode
verificar que a armadura inferior atinge o patamar de escoamento, no entanto, os estribos
também sdo solicitados com cargas proximas a sua tensao axial maxima. A viga ET4 atinge a
tensdo maxima nos estribos antes de se iniciar o processo de escoamento da armadura inferior.
Desta forma fica evidente que a viga ET1 rompe por flexdo, as vigas ET2 e ET3 rompem por

flex&o e corte e a viga ET4 rompe por corte.

6.3 REFINAMENTO DA MALHA DE ELEMENTOS TRIANGULARES

Os elementos quadrangulares quadraticos podem representar comportamentos complexos de
tensbes e deformacdes utilizando-se malhas com poucos elementos. Ja os elementos triangula-
res lineares, por terem tensdes e deformacdes constantes em sua formulacdo, necessitam de
malhas muito mais refinadas para representar adequadamente os mesmos fenémenos no con-

creto armado.

Desta forma, apresenta-se neste item um estudo para estabelecer o refinamento necessario
para alcancar com malhas de elementos finitos triangulares resultados semelhantes aos obti-
dos com os elementos quadrangulares quadraticos. Para alcancar tal objetivo, utilizou-se a

viga ET1, considerada no item anterior.

Foram testadas malhas com 210, 420 e 840 elementos triangulares lineares de trés nos. Os
resultados observados foram da curva carga-deslocamento, tensdes totais no concreto (direcéo
X), fissuracédo e tensGes totais nas barras de armadura. As figuras, apresentadas na sequéncia,

mostram os resultados alcangados.
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Através de uma analise rapida dos resultados, pode-se verificar que a malha de 210 elementos

triangulares é insuficiente, produzindo resultados insatisfatorios. As malhas de 420 e 840 e-

lementos apresentaram resultados satisfatorios, ndo variando muito quando estes sdo compa-

rados entre si. Por fim, concluiu-se que a malha de 420 elementos triangulares foi suficiente-

mente refinada para apresentar resultados satisfatorios e, ao mesmo tempo, ndo despendeu

tanto tempo computacional para apresentar bons resultados. A partir dessas informagdes, con-

cluiu-se que para cada elemento quadrangular quadratico é necessaria 0 uso de aproximada-

mente 20 elementos triangulares lineares. Assim, a modelagem das estruturas de nés de porti-

co foi realizada com esta relacéo entre refinamentos e os resultados obtidos séo apresentados

no proximo capitulo.
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7 ANALISE DE NOS DE PORTICO EM CONCRETO ARMADO

O capitulo apresentado a seguir mostra a analise de nds de portico em concreto armado. Com
0 objetivo de verificar a validade da simulacdo numérica desenvolvida, os resultados numéri-

cos foram comparados aos resultados experimentais disponiveis na bibliografia.

Cabe salientar que este trabalho possui algumas restricbes quanto a modelagem de elementos
finitos e a avaliacdo numérica. Conforme mencionado anteriormente, a malha de elementos
triangulares trabalha com barras retas e a armadura é considerada perfeitamente aderente ao

concreto.

Os modelos estruturais experimentais selecionados para comparacdes foram escolhidos de
forma que diferentes configuraces de n6 de portico fossem analisadas. Ou seja, os modelos
variam taxas e posicionamento de armaduras; espessura de pilares e vigas e resisténcia do

concreto.

7.1 COMPARACOES: RESULTADOS EXPERIMENTAIS E SIMULACAO
NUMERICA

Neste item, os resultados obtidos através do modelo computacional sdo comparados com 0s
resultados experimentais apresentados por Roeser (2002). Ao todo, o trabalho experimental de
Roeser (2002) apresenta 8 casos distintos de nds de pértico externos e 7 casos de nés de porti-
co internos. No entanto, neste trabalho sdo comparados os resultados de 4 desses casos, todos

eles sendo nés externos.

Através da analise numérica desses modelos de Roeser (2002) pode-se fazer uma avalia¢do do
modelo computacional. As ligacBes analisadas incluem alguns pardmetros, como: a rigidez do

concreto, o detalhamento da armadura e a relagdo da altura da viga em relacdo a largura do

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado
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pilar. As principais caracteristicas dos modelos estdo apresentadas na Tabela 1 e na Tabela 2.

Seg0es transversais Concreto
Modelo
Viga (cm) Pilar (cm) (MPa)
RK2 30x15 24 x 15 57,4
RK3 30x15 24 x 15 57,2
RK5 30x15 20x 15 54,9
RK6 30x15 20x 15 86,5

Tabela 1: propriedades das se¢des transversais e resisténcia do concreto de cada n6 de poértico

Armaduras
Modelo Viga Pilar NoO
Longit. | Estribo | Longit. | Estribo | Vertical Horizontal Diagonal
RK2 | 2x2¢20 | 98c¢/10 | 2x2316 | 88¢/10 | 2620 | 3 @8 (gancho) 1820
RK3 | 2x2¢20 | 98c¢/10 | 2x2216 | 88¢/10 | 2016 | 4 ¢ 10 (gancho) -
RK5 | 2x2¢25 | 10¢/10 | 2x2216 | @8¢c/7,5 | 2016 | 4 ¢ 10 (gancho) -
RK6 | 2x2¢25 | ¢10¢/10 | 2x2216 | @8¢c/7,5 | 2016 | 4 g 10 (gancho) -

Tabela 2: propriedades das armaduras de cada n6 de pértico

As resisténcias a tracdo média utilizadas para as armaduras, foram:

- 62,58kN/cm? (diametro de 8mm)

- 54,53 kN/cm? (diametro de 10mm)

- 56,4 kN/cm2 (diametro de 16mm)

- 53,73 kN/cmz2 (diametro de 20mm)

- 55,86 kN/cm? (diametro de 25mm)

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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O mddulo de elasticidade do aco, Es, é de 210 GPa.

A Figura 43 apresenta a geometria de cada ligacdo viga-pilar. Os pilares tém largura de 24cm
nos modelos RK2 e RK3, enquanto que os pilares dos modelos RK5 e RK6 possuem largura
de 20cm. As figuras apresentadas a seguir ndo detalham a distribuicdo dos estribos para sim-
plificar a visualizagdo das demais armaduras. A carga é aplicada na viga a uma distancia de

85cm da face do pilar.
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Figura 43: modelos de nés de pdrtico analisados

Conforme Hegger, Sherif e Roeser(2003) os nds de portico apresentam dois modos de ruptura
distintos. Os nds externos RK2 e RK3 tém ruptura causada pela flexdo da viga, enquanto que
0s modelos RK5 e RK6 tém ruptura localizada no n6. Essas duas formas de ruptura podem ser

definidas da seguinte forma:

a) Ruptura por flexdo: a curva carga-deslocamento apresenta comportamento du-
til. O momento fletor maximo da viga é atingido e a armadura da atinge o es-

coamento

b) Ruptura do n6: o momento fletor maximo da viga ndo pode ser atingido e uma
fissura caracteristica pode ser observada no nd. A formacéo da fissura € influ-
enciada pela tensdo de cisalhamento e o tipo de ancoragem da barra de arma-
dura. Atingindo o estado ultimo, a fissura se expande para dentro da zona de

compressdo e a tensdo Ultima depende da qualidade da ancoragem.
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Como avaliacdo adicional, é verificado o comportamento da rotacdo relativa entre a viga e o
pilar. Esta anélise foi realizada na regido central do né com o objetivo de verificar os diferen-
tes comportamentos, comparando-se uma situacdo com ligacdo rigida e outra com ligacéo
flexivel, suscetivel a deformacdes de tracdo e compressdo no concreto e no aco e fissuracdo

no concreto.

Figura 44: avaliacdo da rotacdo na regido do no

A Figura 44 mostra os pontos onde foram medidos os deslocamentos obtidos em cada incre-
mento de deslocamento. Através dos valores de deslocamento de cada um desses pontos séo
calculadas trés diferentes medidas angulares: giro do eixo do pilar (GP), giro do eixo da viga
(GV) e o giro relativo (GR) entre a viga e o pilar. Os valores de GP e GV sdo obtidos através
da funcdo “distance” do MATLAB que calcula o angulo de um segmento de reta formado por
dois pontos. Através desse angulo pode-se verificar a variagdo do GP em relagdo a uma verti-
cal perfeita e a variagdo de GV em relagdo a um horizontal perfeita. O valor de GR ¢ obtido
da diferenca entre GV e GP.

Atraveés do deslocamento no primeiro incremento, onde ainda ndo se iniciou a plastificagdo e

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.



87

fissuracdo, sdo extrapoladas retas simulando o comportamento da ligag&o rigida entre a viga e
0 pilar. Desta forma, pode-se comparar os diferentes comportamentos encontrados entre a
simulacdo de ligacdo rigida e a simulacdo proposta neste trabalho com deformacdes néo linea-

res.

7.1.1 Resultados experimentais

Os resultados apresentados por Roeser (2002), em sua tese de doutorado, sdo os graficos de
carga-deslocamento e os padrdes de fissuracdo. O termo “w” designa o deslocamento vertical

no ponto de aplicacdo da carga.

140
+66
140 120
100
120 4
RK3
i1 00 RK2 = 801
=z x>
_s‘ (=1
= 80 A w 60
[V
B0 - 40 -
40 4
20 4
20
I 0 . ; ; .
3 . . 3-0 4-0 5-0 alo A 0 20 40 60 80 100
10 0 10 20
w [mm] w [mm]
140 180
120 - 160
140
100 4
120 A R K6
= 80 5 100 A
= £
w 60 RK5 w 801
60 -
40 A
40
20 4 20 4
0 . . . 0 . : T T : r
0 20 40 80 80 o 10 20 30 40 50 60 70
w [mm] w [mm]

Figura 45: diagramas carga-deslocamento experimentais obtidos por
Roeser (2002)
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Figura 47: comportamentos de fissuracao apresentados por Roeser
(2002) — n6s RK5 e RK6

7.1.2 Resultados numéricos

A modelagem numérica foi realizada utilizando-se duas malhas: uma com elementos quadrila-
teros quadraticos e outra com elementos triangulares lineares. Em ambas as malhas, a armadu-
ra é incorporada e modelada com elementos unidimensionais. As condigdes de contorno séo
apresentadas na Figura 48. A relacédo de refinamento entre a malha de elementos quadrangula-
res quadraticos e a malha de elementos triangulares lineares é definida no item 4.3 deste tra-
balho.

Em todos os modelos, inicialmente € aplicada uma carga de 500kN na extremidade superior
do pilar. Apdés esta carga ser aplicada, inicia-se a aplicacdo da carga na extremidade da viga.

Todas as cargas sao aplicadas através de incrementos de deslocamentos que variam entre 50 e
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60 incrementos. A seguir sdo comparados resultados de tensdes no concreto e na armadura,
diagramas de carga-deslocamento e fissuracdo. O deslocamento € medido na extremidade

inferior direita da viga de cada um dos modelos propostos.

LY Y Y

Figura 48: condigdes de contorno

As figuras apresentadas nos proximos itens comparam etapas de carregamento. Isto é, toma-se
sempre o valor de carga Ultima encontrada para cada malha separadamente. Através destes
valores de carga Ultima sdo apresentados as etapas intermediarias de cada resultado, mostran-

do um comparativo do desenvolvimento dos resultados encontrados

7.1.2.1 MODELO RK?2

A geometria e a distribuicdo de armaduras deste n6 de pértico podem ser observadas na Figu-
ra 43 apresentada acima. As propriedades e resisténcia dos materiais podem ser analisadas na
Tabela 1 e na Tabela 2.

Na Figura 49 sdo apresentadas as curvas carga-deslocamento para as malhas de elementos
finitos. Os resultados obtidos pela analise computacional, para elementos finitos quadrangula-

res e triangulares, ficaram préximos a resposta carga-deslocamento experimental.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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Figura 49: diagrama carga-deslocamento - modelo RK2

Na Figura 50, a rotagdo obtida nos resultados numéricos é avaliada através do percentual do
momento Gltimo atingido pela estrutura. Esta rotacéo é calculada, em radianos, utilizando-se o
método apresentado na Figura 44 e la descrito. Na Figura 50 verifica-se que, a partir de apro-
ximadamente 30% de My, o0 giro relativo entre os eixos da viga e do pilar passa a ser significa-
tivo. Este giro relativo vai se acentuando a medida que aumenta a fissuragdo da regido nodal.
As duas retas encontradas na Figura 50 mostram como seria o desenvolvimento da rotacéo do
pilar e da viga, separadamente, se a ligacao fosse considerada rigida. Ou seja, se na ligacdo da
viga com o pilar fossem apenas consideradas as deformacdes elasticas dos materiais. Nestes
graficos verifica-se a perda de rigidez da regido do né quando o modelo numérico apresentado

neste trabalho simula a ligacéo viga-pilar.

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado
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Figura 50: diagrama momento-rotacao - modelo RK2

A Figura 51 e a Figura 52 apresentam distribuicGes de tensdes normais na regido nodal para
diferentes niveis de carga. Nos elementos quadrangulares as tensGes, obtidas nos pontos de
Gauss, sdo extrapoladas para os nés do elemento finito. Essa extrapolacdo, que é calculada
com equacOes quadraticas, pode gerar tensdes muito elevadas nas extremidades do elemento,
devido a grande variacdo de tensdes entre pontos de Gauss de um mesmo elemento. Para o
caso dos elementos triangulares possuem apenas um ponto de Gauss e suas equacdes de ten-
sOes séo constantes em cada elemento. Essas variag0es nos graus das equacgdes fazem com
que as tensdes geradas em cada malha apresentem diferencas nos locais onde as tensdes so-

frem maior variacao.

A distribuicéo das tensdes na direcéo y fica prejudicada pela carga aplicada na extremidade da
viga. Essa carga é aplicada de forma concentrada em apenas um né do elemento. Portanto,

novamente, o problema surge na extrapolac¢do de tens6es da malha quadrangular.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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O elemento triangular ndo apresenta problemas quanto a concentracdo de tensdes no local da
carga. Isto porque, este modelo de malha possui apenas um ponto de Gauss para cada elemen-

to e a formulacdo numérica do modelo reduz as tensdes quando 0 n6 é esmagado.
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Figura 51: tensdes no concreto o, (KN/cm?) — modelo RK2
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Figura 53: distribuigdo das fissuras — modelo RK2

Observou-se que a formagdo de fissuras no né ocorre fundamentalmente no primeiro tergo de

carregamento. Por este motivo séo apresentadas as imagens das fissuras dos pontos de Gauss

para 1/9 F, 2/9 F, e 1/3 F,. Nestas etapas do carregamento pode-se verificar uma grande evo-
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lucdo do nimero de pontos de Gauss que passam a ter estados de tensdo que levam a fissura-

¢do do concreto.

Representa-se com um traco a direcdo da abertura das fissuras em cada ponto de Gauss de
cada elemento. A malha de elementos triangulares possui um ponto de Gauss para cada ele-
mento. Como sdo utilizados muitos elementos na malha triangular, a representacdo grafica
fica com muita informacdo, tornando-a confusa e de dificil compreensdo do comportamento
da abertura dessas fissuras. Por esse motivo, as figuras mostram ampliadamente apenas a re-

gido do nd na ligacdo viga-pilar.

A partir do momento em que 0 concreto ndo possui mais capacidade de suportar esforcos de
tracdo (concreto fissurado), as tensdes de tracdo passam a ser suportadas apenas pelas barras
de armadura presentes nessa regido. As figuras apresentadas acima ilustram a distribuicao

destas tensoes.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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Figura 54: tensdes axiais na armadura (kN/cm?) — modelo RK2
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7.1.2.2 MODELO RK3

O modelo RK3 ensaiado por Roeser (2002) tem geometria muito semelhante a geometria do
modelo RK2. As principais diferencas estdo nas armaduras distribuidas na regido nodal, onde
a armadura que aparecia na diagonal entre a viga e o pilar no modelo RK2 nédo é mais utiliza-
da e as armaduras dessa regido passam a ser posicionadas apenas na vertical e na horizontal.
O modelo experimental possui armaduras dobradas em forma de “U” que s@o colocadas na
horizontal na regido do n6. O modelo numérico adotado neste trabalho as representa como

duas barras horizontais posicionadas uma sobre a outra na modelagem em duas dimensdes.
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Figura 55: diagramas carga-deslocamento - modelo RK3
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Rotacdo do eixo do pilar em relacdo ao eixo da viga
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Figura 56: diagrama momento-rotagéo - modelo RK3

O comportamento apresentado nos graficos de carga-deslocamento e momento-rotagdo é mui-
to semelhante ao comportamento apresentado para 0 modelo RK2 de né de poértico. A malha
de elementos triangulares simula uma estrutura menos rigida, assim como no modelo RK2. A
Figura 56 mostra o desenvolvimento do giro dos eixos do pilar e da viga a medida que a carga
é aplicada sobre 0 nds de portico. No primeiro gréafico desta figura é apresentada a rotagéo
relativa entre estes eixos. Nos outros graficos sdo apresentadas as rotacdes de cada um dos
eixos, do pilar e da viga, em relagdo a um eixo vertical perfeito e outro eixo horizontal perfei-

to.

As figuras apresentadas abaixo mostram a distribuicdo das tensdes totais no concreto para
cargas relativas de 1/3F,, 2/3F, e F,. Essas imagens representam de forma satisfatoria a forma
como as tensdes se concentram a cada incremento de carga aplicada na extremidade da viga

(Figura 57 e Figura 58). Pode-se observar que ambas as malhas de elementos finitos apresen-

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado
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tam resultados semelhantes. As principais diferengas nas tensdes totais iniciam-se quando a

carga de ruptura se aproxima.
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Figura 57: tensdes no concreto o, (KN/cm?2) — modelo RK3
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A regido do no é apresentada em destaque nas figuras de fissuracdo apresentadas abaixo. Essa

imagem aproximada foi obtida para melhor visualizacdo da distribuicéo de fissuras.
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Figura 59: distribuicdo das fissuras — modelo RK3

Na Figura 60 sdo apresentadas as tensdes axiais totais nas barras de armadura.
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Figura 60: tensdes axiais na armadura (kN/cm?) — modelo RK3
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7.1.2.3 MODELO RK5

O modelo RK5 possui uma caracteristica diferente dos modelos ja apresentados. A largura do
pilar passa de 24cm para 20cm neste modelo. No entanto, a distribuicdo das armaduras tem

geometria muito semelhante ao modelo RKS3.
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............

m— = perimental
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m— E|emento Triangular

A N S ) o
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Deslocamento (cm)

Figura 61: diagramas carga - modelo RK5

Mesmo com a modificacdo na largura do pilar, este modelo estrutural ndo apresenta grandes
modificacdes de comportamento nas curvas de carga-deslocamento e momento-rota¢do quan-

do comparadas aos modelos RK2 e RK3.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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Rotacdo do eixo do pilar em relacdo ao eixo da viga
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Figura 62: diagrama momento-rotagéo - modelo RK5

As figuras abaixo apresentam distribuicdo de tensGes totais no concreto (nas dire¢fes X e y)

em trés diferentes etapas de incremento de carga.
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Figura 63: tensdes no concreto o, (KN/cm?) — modelo RK5
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Figura 64: tensGes no concreto a,, (KN/cm?) — modelo RK5
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Abaixo estdo apresentadas as distribuicdes de fissuras nos pontos de Gauss de cada elemento

finito da ligacdo viga-pilar. Sdo apresentadas trés imagens em diferentes incrementos de carga
(L9 Fy, 219 Fye Fy).
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Figura 65: distribuicdo das fissuras — modelo RK5

Nos locais onde o material esta fissurado, o concreto exerce pouca contribuicdo na resisténcia
do n6. Nestes locais, a armadura é especialmente solicitada como mostram as imagens das
figuras abaixo.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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7.1.2.4 MODELO RKG6

O modelo RK6 ¢ diferenciado dos demais modelos. Este possui concreto com resisténcia de
86,5 MPa. No entanto, a geometria e distribuicdo de armaduras sdo idénticas ao do modelo
RK5. Abaixo estdo apresentadas as figuras mostrando a curva de carga-deslocamento e de

momento-rotacdo da estrutura de né de portico.
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Figura 67: diagramas carga-deslocamento - modelo RK6

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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Figura 68: diagrama momento-rotacdo - modelo RK6

O desenvolvimento das tensdes no concreto pode ser acompanhado nas figuras abaixo. Na
coluna da esquerda sdo apresentados resultados para os modelos com malha quadrangular e na
direita os modelos com malha triangular. Os resultados sdo apresentados para trés estagios

distintos de carregamento: 1/3 carga Gltima, 2/3 carga ultima e carga Ultima.

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado
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Figura 69: tensdes no concreto o, (KN/cm?) — modelo RK6

As figuras abaixo apresentam os resultados obtidos para as tensdes no concreto na dire¢cdo do

eixoy.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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Figura 70: tensGes no concreto a,, (KN/cm?2) — modelo RK6

A fissuracao no concreto pode ser observada nas figuras abaixo.
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Figura 71: distribuicdo das fissuras — modelo RK6

Atraveés da fissuracdo surgem as tensfes mais acentuadas nas barras de armadura. As figuras

abaixo mostram a evolugéo destas tensfes axiais na armadura da ligacao.

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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7.1.3 Analise dos resultados

Os itens anteriores apresentaram resultados para diferentes modelos de nds de portico. As
principais diferencas entre cada um dos quatro modelos sdo as configuracfes de armaduras na
regido da ligagdo da viga com o pilar, a geometria da estrutura de concreto e a resisténcia a

compressédo do concreto.

Observando-se cada um dos quatro diagramas de carga-deslocamento apresentados, podem-se
avaliar os modelos RK2, RK3 e RK5 com comportamento muito semelhante. JA& o modelo
RK6 apresentou uma curva mais oscilante e, no entanto, mais coincidente (para as duas ma-

Ihas de elementos finitos) com o resultado experimental obtido por Roeser (2002).

As curvas momento-rotacdo apresentaram em sua totalidade variacGes semelhantes. A analise
desta rotacdo verifica que a hipotese de ligacdo viga-pilar perfeitamente rigida € inadequada.
Para cargas até 0 momento onde se inicia 0 escoamento da armadura da viga, pode-se verifi-
car que a ligacdo monolitica entre a viga e o pilar deixa de ter angulo reto. A partir do mo-
mento em que comeca esta rotacao relativa, os esforcos na regido deixam de ter o comporta-
mento esperado. Mesmo assim, muitos softwares comerciais ainda admitem, como modela-
gem padrdo, que a ligacdo permaneca rigida mesmo para esforcos elevados, gerando resulta-
dos inadequados para a real resisténcia da ligagéo.

Em geral, a distribuicdo das tensdes no concreto fica melhor apresentada com modelos com
malha triangular. Em muitas situacdes a extrapolacdo das tensfes dos pontos de Gauss para 0s
nés do elemento quadrangular quadratico geram valores de tensdes inadequados, principal-
mente na regido de grande variacdo de tensdo. Os resultados ficam satisfatorios para malhas

suficientemente refinadas de elementos triangulares lineares.

Pode-se observar que a distribuicdo de fissuras varia pouco quando sdo comparados os resul-
tados com as diferentes malhas de elementos finitos. Além disso, verificando-se os resultados
de fissuracdo, apresentados por Roeser (2002) observa-se um comportamento semelhante,
embora Roeser (2002) apresente resultados para 1/3F, , 2/3F, e F,. Estes resultados néo po-
dem ser comparados diretamente pela forma como a distribuicdo de fissuras € apresentada. No
modelo distribuido, as fissuras aparecem em cada ponto de Gauss que atinge tensdes de tracao
acima da resisténcia a tragdo do material. Esta modelagem de fissuragdo ndo permite que pon-

tos fissurados se unam e formem fissuras predominantes, como acontece nos modelos expe-

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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rimentais.

Observa-se nos modelos RK2 e RK3 um padrdo de fissuracdo localizado predominantemente
na parte superior da ligacdo da viga com o pilar. Ja para os n6s RK5 e RK6 observa-se o0 apa-
recimento de fissuras mais distribuidas na face interna do pilar superior a viga e na face exter-
na do pilar inferior a viga. Esta mudanca na distribuicdo das fissuras desencadeia uma maior
solicitacdo das armaduras na regido do nd e do pilar e menor solicitagdo nas armaduras da
viga. Ou seja, examinando-se detalhadamente, pode-se notar que a armadura da viga néo atin-

ge o escoamento nos modelos RK5 e RK6 e a ruptura ocorre no pilar.

Os gréaficos mostrando as tens@es axiais totais em cada barra de armadura apresentam resulta-
dos muito semelhantes mesmo modificando-se a malha de elementos finitos. Nos modelos
RK2 e RK3 de nds de portico, a armadura superior da viga atinge o patamar de escoamento
gerando, no diagrama carga-deslocamento, um comportamento horizontal no final de cada
curva, especialmente no modelo com malha triangular linear. Nos resultados obtidos para a
malha triangular, pode-se verificar que as tensdes nos estribos ndo séo téo altas quando com-
paradas as tensdes obtidas pela malha quadrangular. E possivel que esta seja uma restricdo do

elemento triangular em desenvolver tensdes de cisalhamento.

De forma geral, os quatro modelos de n6s de pértico apresentam o comportamento esperado
para a ruptura. Inicialmente é aplicada a carga no topo do pilar distribuindo tensées ao longo
de todo o seu comprimento. Em seguida, inicia-se a aplicacdo de carga na extremidade da
viga, ocasionando o surgimento das primeiras fissuras na superficie superior da viga até a
extremidade da ligacdo da face superior da viga com o pilar. A partir deste ponto os modelos
divergem para dois lados: ou inicia-se o processo de elevada compressdo na face inferior da
viga, esmagando o concreto, e 0 escoamento da armadura superior da viga, resultando na rup-
tura do modelo; ou a fissuragdo predomina na regido do né ndo sendo possivel atingir a tensdo

de escoamento da armadura da viga antes da ruptura.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

8.1 CONCLUSOES

Este trabalho teve sua motivacdo pelo fato de serem pouco estudadas numericamente as estru-
turas de nds de portico em concreto armado com carregamento monoténico. Estas ligagdes
estdo presentes em grande parte das estruturas de concreto armado utilizadas diariamente pela
populacdo. Por terem comportamento complexo, sua analise envolve muitos fatores que preci-
sam ser incluidos na modelagem numeérica e adequadamente adaptados a cada caso. Em gran-
de parte das referéncias bibliograficas pesquisadas, encontram-se trabalhos referentes ao estu-
do de nos de portico frente a carregamentos ciclicos. Este trabalho apresenta um estudo de

ligagdes viga-pilar submetidas a carregamentos monotonicos.

Estando concluida a modelagem numérica, esta foi colocada em teste para sua verificacao.
Estes testes apresentaram uma boa aproximacdo dos resultados numéricos frente a ensaios
experimentais de vigas biapoiadas submetidas a cargas concentradas. Utilizando uma ferra-
menta elaborada especificamente para a visualizagdo dos resultados, observou-se que o com-
portamento das tensdes no concreto e no aco e a distribuicdo das fissuras corresponderam ao
comportamento esperado para tais estruturas. Considerando a malha formada por elementos
guadrangulares quadraticos de oito nos, pdde-se estimar o refinamento necessario para obten-
cdo de resultados semelhantes com a malha de elementos finitos triangulares lineares. Nesta
etapa, ficou definida a necessidade de utilizacdo de aproximadamente 20 elementos triangula-

res lineares para cada elemento quadrangular quadratico.

A etapa seguinte analisou os modelos de nds de portico. A anélise iniciou-se pela elaboragdo
de um pré-processador para gerar as malhas de elementos triangulares lineares e quadrangula-
res quadraticos atraves de poucos comandos. Apos a analise numérica realizada através do
programa elaborado em FORTRAN, foram confeccionadas as imagens para representacdo dos

resultados em MATLAB. Através dessa ferramenta, analisou-se a concordancia do compor-

Carla Wagner Matzenbacher. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011.
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tamento obtido com o comportamento esperado e com as analises experimentais de Roeser
(2002). Verificou-se que os elementos triangulares lineares podem ser empregados em simu-
lagdes complexas de estruturas de concreto armado, pois os resultados obtidos foram satisfa-
torios e podem ser utilizados para estimativas numeéricas futuras. Além disso, utilizando este
elemento finito simplificado, pode-se abrir espago para a implementacdo de c6digos numéri-

cos que exijam elementos simples para sua formulacéo.

Neste trabalho também se analisou a rotacao relativa entre a viga e o pilar. Esta analise de-
monstrou que a utilizacdo da hipdtese de que a ligacdo viga-pilar fosse perfeitamente rigida
pode gerar uma avaliacdo inadequada do comportamento estrutural. Em muitos softwares
comerciais esta hipotese é adotada como padrdo para a modelagem destas ligacdes. Sugere-se,

entdo, que este conceito de ligacdo perfeitamente rigida seja revisto para estes casos.

8.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestéo para trabalhos futuros indica-se a utilizagdo de um modelo de fissura incorpo-
rada para o estudo de nds de porticos. Em grande parte da bibliografia referente a esta mode-
lagem, utiliza-se elementos finitos simples lineares. Sendo assim, pode-se usar o elemento

triangular linear implementado neste trabalho para a incluséo desta formulagéo.

A andlise de nds de pértico pode ser melhor realizada através de simula¢fes numéricas com
elementos tridimensionais. Os problemas do confinamento do concreto na regido do né pode-

rdo ser considerados e a regido podera ser melhor simulada e compreendida.

Como o deslizamento da armadura em relacdo ao concreto € um fator importante para a rota-
cdo relativa entre a viga e o pilar, sugere-se que esta formulagdo seja implementada. Desta
forma, poder-se-4 verificar qual sera a diferenca encontrada entre os modelos sem desliza-
mento da armadura e 0os modelos com esta formulacéo, verificando, qualitativamente e quanti-
tativamente, a inadequacdo dos softwares comerciais quando estes admitem a ligacao viga-

pilar como perfeitamente rigida.

Sugere-se também uma melhor analise das tensdes encontradas nas armaduras quando utiliza-
se a malha de elementos triangulares. E possivel que, adicionando-se um graus complexidade

a este elemento finito, este problema visualizado na distribuicdo de tensdes seja resolvido.

Aplicacao do método dos elementos finitos ao estudo de ligagdes viga-pilar em estruturas de concreto armado
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