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RESUMO

Dado um grafo, sua representacao através da matriz Laplaciana fornece
o espectro Laplaciano do grafo. Neste trabalho, estudamos o segundo menor auto-
valor Laplaciano, chamado de conectividade algébrica. Chamamos qualquer au-
tovetor associado a esse autovalor de vetor de Fiedler. Apresentamos a teoria que
descreve a estrutura de um grafo através do vetor de Fiedler e as componentes
de Perron de um grafo. Veremos que estudando as componentes de Perron obte-
mos resultados com aplicacdo direta no estudo da conectividade algébrica. Além
disso, utilizamos estas ferramentas para obter uma ordem total pela conectividade
algébrica em uma familia de arvores chamadas de caterpillars |26] (um caterpillar é

uma arvore na qual a remocao de todos vértices pendentes a torna um caminho).
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ABSTRACT

Given a graph, its laplacian matrix representation gives the laplacian
spectrum of the graph. In this work, we study the second smallest laplacian eigen-
value, called algebraic connectivity. We call any eigenvector associated with this
eigenvalue a Fiedler vector. We present the theory which describes the graph struc-
ture by means of the Fiedler vector and the Perron components of a graph. We shall
see that studying the Perron components we obtain results with direct application
in the study of the algebraic connectivity. Moreover, we use these tools to obtain a
total order by algebraic connectivity in a family of trees called caterpillars [26] (a

caterpillar is a tree in which the removal of all pendant vertices make it a path).
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1 INTRODUCAO

Um grafo é um par de conjuntos G = (V, E), onde os elementos de E
sao subconjuntos de dois elementos de V. Chamamos os elementos de V' de vértices
do grafo e os elementos de E de arestas. Alternativamente, podemos representar
um grafo utilizando matrizes. O estudo das propriedades estruturais decorrentes
das matrizes que representam grafos e de suas propriedades espectrais constituem o

elemento central da Teoria Espectral de Grafos.

Uma representacao comum de um grafo é dada pela sua matriz Lapla-
ciana. Dado um grafo G = (V| E) com n vértices, a matriz Laplaciana do grafo G
é a matriz de ordem n dada por L(G) = [l;;], onde l;; = —1 se vv; € E, l; = d(v;)
e l;; = 0 nas entradas restantes. Essa matriz e, em especial, o seu segundo menor
autovalor, desempenham papel relevante em diversas aplicacoes. No survey sobre
matriz Laplaciana |20], alguns dos muitos resultados conhecidos sobre essa matriz
sao exibidos. Fiedler, em [9], mostrou que um grafo é conexo se, e somente se, seu
segundo menor autovalor Laplaciano ¢ positivo. Esse autovalor é denominado de
conectividade algébrica e desempenha um papel fundamental em Teoria Espectral
de Grafos, estando associado a diferentes invariantes como niimero isoperimétrico,

diametro, conectividade de vértices e conectividade de arestas, entre outros.

Em [5, 8, 22, 10|, usando a conectividade algébrica, sao abordados pro-
blemas dificeis em teoria de grafos: propriedades expansoras de um grafo, grafos com
peso, conectividade algébrica absoluta, nimero isoperimétrico e outras propriedades
de um grafo. Em [2]|, um resumo sobre antigos e novos resultados em conectividade

algébrica é fornecido.

Lembramos que uma arvore é um grafo conexo e aciclico. O problema
de ordenar arvores pela conectividade algébrica ¢ uma area de pesquisa ativa. Im-

portantes contribuicoes para esse problema com &arvores de ordem n e didmetro 4



foram feitas por Zhang [30]. Os autores Shao, Guo e Shan [27| determinaram as
primeiras quatro arvores de ordem n > 9 com menor conectividade algébrica. Yuan,
Shao e Zhang [29] introduziram seis classes de arvores com n vértices e determi-
naram o ordenamento destas arvores por esse autovalor. Um dos mais importantes
resultados sobre ordenamento de arvores ¢ implicitamente dado por Fallat e Kirk-
land em [8]. Eles exibem a tnica arvore com n vértices e diametro d fixados que
minimiza a conectividade algébrica. O problema de ordenar todas as arvores pela

conectividade algébrica ainda est4 em aberto.

Este trabalho trata da conectividade algébrica e de seus autovetores
associados. Um dos mais notaveis resultados sobre a matriz Laplaciana ¢ o Teo-
rema da Monotonicidade de Fiedler [3| que sera demonstrado neste trabalho. Esse
teorema relaciona a estrutura de vértices com qualquer autovetor associado a conec-
tividade algébrica. Tal autovetor é comumente conhecido como wvetor de Fiedler,
assim chamado em homenagem ao matemético checo Miroslav Fiedler pelo seu tra-

balho pioneiro no campo [10] iniciado nos anos 70.

Mais recentemente, Kirkland, Fallat, Neumann e Shader em [17, 15]
apresentaram resultados sobre o vetor de Fiedler que constituiram uma nova maneira
de compreender como a conectividade algébrica se modifica quando modificamos um
grafo. Esses resultados fornecem ferramentas de aplicacao simples e direta que, por si
s0, sao interessantes. De fato, isso possibilitou que muitos resultados fossem obtidos

nos tultimos anos [8, 16, 24, 25, 3].

Utilizando tais ferramentas, Rojo, Trevisan e o autor dessa dissertagao
[26] obtiveram uma ordem total pela conectividade algébrica para uma familia de
arvores chamadas de caterpillars (um caterpillar é uma arvore na qual a remoc¢ao
de todos vértices pendentes a torna um caminho). Esse ordenamento serd apresen-
tado no dltimo capitulo. Em [26], ainda é apresentada uma cota superior para a
conectividade algébrica desses caterpillars, identificando a tnica arvore que atinge

essa cota.



Neste trabalho pretendemos apresentar toda a teoria necessaria, inici-
ada com os trabalhos de Fiedler nos anos 70, passando pelas ferramentas desen-
volvidas por Kirkland e construindo a fundamentacao teoérica, para a aplicacao em

conectividade algébrica.

O Capfitulo 2 introduz a terminologia e os resultados basicos em Teo-
ria de Grafos, Teoria Espectral de Grafos e Teoria de Matrizes necessarios para o

desenvolvimento dos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, fornecemos a demonstracao do Teorema da Monotoni-
cidade de Fiedler e apresentamos exemplos a fim de elucidar seu significado e im-

portancia em um grafo.

O Capitulo 4 introduz a nogao de componentes de Perron em um vértice
de um grafo e mostra como a estrutura do vetor de Fiedler pode ser compreendida em
termos de componentes de Perron. Isso representa um aperfeicoamento no resultado
original de Fiedler, fornecendo ferramentas que permitem estudar como se modifica
a conectividade algébrica de um grafo quando efetuamos certas modificacoes em sua

estrutura.

Por fim, no Capitulo 5 aplicamos a teoria desenvolvida, onde por meio
de um ordenamento total pela conectividade algébrica de uma familia de caterpillars,

mostramos como a teoria pode ser utilizada para o ordenamento de grafos.



2 PRELIMINARES

Este capitulo fornece uma concisa introdugao para a terminologia uti-
lizada mais tarde neste texto. Ademais, este capitulo retne os resultados essenciais
em Teoria de Grafos, Teoria Espectral de Grafos e Teoria de Matrizes necessérios

para o desenvolvimento dos préoximos capitulos.

2.1 Introducao

A Se¢ao 2.2 contém um breve resumo das defini¢goes béasicas em teoria
de grafos. Felizmente, grande parte da terminologia padrao em teoria de grafos é
intuitiva e, assim, facil de lembrar. Por esse motivo, esta secao nao se debruga nestas
definicoes mais do que a clareza do texto exige: seu principal proposito é reunir os
termos mais bésicos em um tnico local para facil referéncia posterior. A abordagem

apresentada foi baseada no livro de Diestel [7].

A Secao 2.3 trata de Teoria Espectral de Grafos e traz os resultados
necessarios para a compreensao do texto, que envolvem a matriz Laplaciana de um
grafo. Para uma discussao mais detalhada, com as devidas demonstragoes, o livro

[1] é uma excelente referéncia para os resultados basicos.

A Secao 2.4 descreve resultados classicos em teoria de matrizes, tais
como entrelacamento de autovalores para matrizes Hermitianas e teoremas da teoria
de Perron-Frobenius para matrizes nao-negativas. As demonstragoes desses resulta-

dos podem ser encontradas em livros de analise matricial como [14] e [28].



2.2 Teoria de Grafos

Um grafo é um par de conjuntos G = (V, E), onde os elementos de
E sao subconjuntos de dois elementos de V. Para evitar ambiguidade de notacao,
assumiremos tacitamente que V N E = (). Os elementos de V sao os vértices do
grafo, os elementos de E sao suas arestas. A maneira usual de imaginar um grafo
é desenhando um ponto para cada vértice e unindo dois vértices por uma linha se
esses dois vértices formam uma aresta. Uma representacao grafica de um grafo pode

ser observada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representacao grafica de um grafo com 5 vértices.

Diremos que um vértice u é adjacente a um vértice v se existe uma
aresta {u,v} € E. Uma aresta e é incidente ao vértice v se v € e. Uma aresta

{u,v} & usualmente escrita como wv.

De agora em diante, consideramos apenas grafos que nao contém lacos
(arestas ligando um veértice a ele mesmo) e sem arestas maltiplas (mais de uma

aresta incidente ao mesmo par de vértices). Tais grafos sdo ditos simples.

O grau de um vértice v é o nimero de arestas incidentes a v e é denotado

por d(v).

Se G =(V,E)e G = (V' E') sao dois grafos, diremos que G e G’ sdo
1somorfos, se existe uma bijecao entre seus vértices que preserva as arestas, ou seja,

¢:V = V' com xy € E se, e somente se, ¢(z)p(y) € E'. Se V' C Ve E' C E,



diremos que G’ é um subgrafo de G. Menos formalmente, diremos que G contém G'.

Finalmente, G’ C G é um subgrafo gerador se V' =V.

Se U é um subconjunto de vértices, denotamos por G —U o grafo obtido

de G pela remocao de todos os vértices em U e de suas arestas incidentes.

Um caminho é um grafo nao vazio P = (V, E) da forma
V - {Ula (% P 7U7’L} € E - {U1U27 VU3, * 7Un—1U7L}'

O nimero de arestas no caminho é o seu tamanho, e um caminho com k vértices é

denotado por F.

Se P = (V,E) é um caminho com tamanho n > 3, entdo o grafo

C = (V, EU{vy,v1}) é chamado de ciclo.

Um grafo com n vértices em que cada vértice se liga a todos os demais

é chamado de grafo completo e denotado por K,,.

Um grafo com n + 1 vértices em que existe um vértice ao qual todos
os outros se ligam e nenhum outro vértice se liga a qualquer outro é chamado de

estrela e denotado por S,,.

A distdncia entre dois vértices z e y em G é o tamanho do menor
caminho ligando x e y. A maior distancia entre dois vértices de G é chamada de

didmetro de G.

Um grafo nao vazio GG é dito conexo se quaisquer dois de seus vértices
podem ser ligados por um caminho em G. Caso contrério, isto é, se existem dois
vértices que nao sao ligados por algum caminho, entdo G é dito desconexo. Se G =
(V, E)), um subgrafo conexo maximal de G é chamado de componente ou componente

conexa de G.

Um grafo aciclico, isto é, um grafo que nao contém ciclos, é chamado

de floresta. Uma floresta conexa é chamada de arvore. (Assim, uma floresta é um

6



grafo cujas componentes sdo arvores.) Os vértices de grau 1 de uma arvore sao suas
folhas. Cada arvore tem no minimo duas folhas - tome, por exemplo, os finais do

maior caminho.

A conectividade de vértices de um grafo, denotada por k(G), é o menor

ntimero de vértices que, ao serem retirados, tornam o grafo desconexo.

A conectividade de arestas, denotada por k'(G), é o menor nimero de

arestas que, ao serem retiradas, tornam o grafo desconexo.

Se GG é um grafo conexo, um vértice v é um ponto de articulacao ou

vértice de corte se o grafo G — v é desconexo.

Um grafo G ¢é dito k-conezo (k € N), se |G| > k e G — X é conexo para
cada conjunto X C V com |X| < k. Em outras palavras, nenhum par de vértices
pode ser separado por menos de k vértices removidos. Todo grafo (ndo vazio) é

0-conexo e os grafos 1-conexos sao precisamente os grafos conexos nao triviais.

Chamamos um subgrafo conexo maximal sem um ponto de articulagao
de bloco. Dessa forma, cada bloco ¢ um subgrafo 2-conexo maximal, uma aresta que
nao estd em nenhum ciclo (com seus vértices) ou um vértice isolado. Reciprocamente,
todo subgrafo dessa forma ¢ um bloco. Pela sua maximalidade, dois blocos distintos
de G se intersectam em apenas um vértice, que é entdo um ponto de articulacao de
G. Consequentemente, toda aresta encontra-se em um tnico bloco e GG é a uniao de

seus blocos.

Em certo sentido, blocos sao os analogos 2-conexos das componentes
conexas, os subgrafos conexos maximais do grafo. Se, por um lado, a estrutura de
G é completamente determinada por suas componentes, por outro lado, ela nao é

completamente capturada pela estrutura de blocos.

A seguinte construgao descreve formalmente a estrutura formada pelos

seus blocos. Denotando por A o conjunto de pontos de articulacao de G e por B



Figura 2.2: Grafo e seu grafo de blocos.

o conjunto de seus blocos, podemos formar naturalmente o grafo de blocos de G.
Definimos essa estrutura como sendo o grafo no conjunto de vértices A U B e pelas

arestas aBB, onde a € B e B € B. Um grafo de blocos é mostrado na Figura 2.2.

Podemos facilmente ver que o grafo de blocos de um grafo conexo é
uma arvore. De fato, diversos resultados sobre a estrutura de blocos e os pontos de
articulacao de um grafo podem ser encontrados na literatura. O livro [7] apresenta

uma discussao mais completa a esse respeito.

2.3 Teoria Espectral de Grafos

A Teoria Espectral de Grafos estuda propriedades de grafos por meio
de suas representacoes matriciais e de seus respectivos espectros. Em geral, a Teoria
Algébrica dos Grafos estuda propriedades algébricas de fungoes de representacao e
operagOes em grafos, conceitos e propriedades algébricas delas decorrentes. Além

disso, em Teoria Espectral de Grafos, estudam-se as propriedades estruturais decor-



rentes das matrizes que representam grafos. Estas tltimas levam as propriedades

espectrais das matrizes de representacao, que é o elemento central da Teoria Espec-

tral de Grafos [1].

Uma representagao de um grafo frequente em Teoria Espectral de Grafos
é dada pela sua matriz Laplaciana. Essa matriz e, em especial, o seu segundo menor
autovalor, desempenham um papel relevante em diversas aplicagoes. Apresentare-
mos, nesta secio, o conhecido Teorema da Matriz-Arvore, que determina o nimero

de arvores geradoras de um grafo em funcao dos cofatores da matriz Laplaciana.

O segundo menor autovalor e seus autovetores associados sdao o foco
deste trabalho e, portanto, reunimos aqui os resultados relevantes para esse trabalho

relacionados a eles.

Lembramos que, dado um grafo G = (V, E) com n vértices, a matriz
Laplaciana de G é a matriz de ordem n dada por L(G) = [l;], onde [;; = —1
se viv; € E, l;; = d(v;) e l;; = 0 nas entradas restantes. Quando conveniente,

utilizaremos apenas L para denotar a matriz Laplaciana.

No survey sobre matriz Laplaciana 20|, alguns dos muitos resultados
conhecidos sobre essa matriz sao exibidos. Fiedler em [9], mostrou que um grafo
¢ conexo se, e somente se, o seu segundo menor autovalor Laplaciano é positivo.
Esse autovalor é denominado de conectividade algébrica e desempenha um papel
fundamental em Teoria Espectral de Grafos. Denotamos a conectividade algébrica
por a(G). Em [2], é apresentado um resumo sobre antigos e novos resultados em

conectividade algébrica.
A seguir, enunciamos um resultado bem conhecido sobre o primeiro e

o segundo menor autovalor de um grafo G.

Teorema 2.1 Seja G um grafo com n vértices e L sua matriz Laplaciana. Sejam

A< Ay < - <N\, 08 autovalores de L. Entao:



(i) M1 =0 e o vetor 1 é autovetor associado

(i) G € conexo se, e somente se, Ay > 0.

Portanto, todos os autovalores de L sao maiores ou iguais a zero. Para
um grafo desconexo, o niimero de autovalores iguais a zero é precisamente o nimero
de componentes conexas do grafo. Assim, a multiplicidade do autovalor zero é o

numero de componentes conexas de G.

As conectividades algébrica, de vértices e de arestas, respectivamente
a(G), k(G) e K'(G), estao relacionadas de acordo com o resultado abaixo, provado

por Fiedler [9].

Teorema 2.2 Se G nao é um grafo completo entio a(G) < k(G) < K'(G).
Para o grafo completo K, Fiedler demonstrou o seguinte fato.

Teorema 2.3 Para o grafo completo K,,, a(K,) = n.

Outro resultado importante envolvendo a matriz Laplaciana é o Teo-
rema da Matriz-Arvore. Uma drvore geradora de um grafo G é um subgrafo que
tem os mesmos vértices de GG e ¢ uma arvore. A determinagao do nimero de arvores
geradoras de um grafo ¢ um dos problemas mais antigos e famosos da teoria de
grafos. Em 1847, Kirchhoff estudando circuitos elétricos, provou o resultado que

ficou conhecido como Teorema da Matriz-Arvore, enunciado a seguir.

Claramente, grafos desconexos nao possuem &arvores geradoras. Por
outro lado, todo grafo conexo tem pelo menos uma arvore geradora (se o grafo ndo
é uma arvore, podemos remover uma aresta de cada ciclo, sucessivamente, até nao
haver mais ciclos. O subgrafo obtido serd uma arvore geradora do grafo inicial). O
Teorema da matriz-arvore na sua versao original, afirma que o ntiimero de arvores
geradoras de um grafo é dado por qualquer cofator de sua matriz Laplaciana. Mais

precisamente:

10



Teorema 2.4 (Teorema da Matriz- Arvore)
adj(L) = 7(G) - J,

onde 7(G) € o numero de drvores geradoras de G e J é a matriz com todas entradas

wguais a 1.

2.4 Teoria de Matrizes

As demonstracoes dos teoremas enunciados aqui podem ser encontradas

nos livros [14] e [28].
2.4.1 Matrizes Nao-negativas

Considere matrizes A = [a;j] ¢ B = [b;;] de mesmo tamanho. Escreve-

mos

B > 0 se todos b;; > 0
B > 0 se todos b;; > 0
A>Bse A—B>0

A>Bse A—B>0.

As relagoes inversas < e < sao definidas similarmente. Se A > 0,
diremos que A é uma matriz nao-negativa e se A > 0, diremos que A é uma matriz

POsitiva.

O conjunto de autovalores de uma matriz A é chamado espectro de
A e é denotado por o(A). O raio espectral de A é o ntmero real nao-negativo
p(A) = maz{|\| : A € 0(A)}. Ou seja, ele é o raio do menor disco centrado na

origem do plano complexo incluindo todos autovalores de A.
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Diremos que uma matriz A = [a;;] de ordem n ¢ irredutivel se nao existe
nenhuma decomposicao da forma NyUNy = {1,2,...,n}, Ny £ 0 # Ny, N\N Ny =0

tal que a;; = 0 parat € Ny e j € Ny.

Teorema 2.5 Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem e 0 < A < B,
entio p(A) < p(B). Se A € irredutivel, entao p(A) = p(B) se, e somente se, eriste

uma matriz de permutacao P, tal que A = PBPT.

Uma matriz A, de ordem r é uma submatriz principal de uma matriz
A de ordem n, se A, é obtida da matriz A pela remocao de n — r linhas e das

respectivas n — r colunas.

Teorema 2.6 Se A ¢ uma matriz quadrada e A > 0 e A, € uma submatriz principal

de A, entdo p(A,) < p(A). Se A ¢é irredutivel, entio p(A,) < p(A).

A teoria de matrizes nao-negativas assume sua forma mais simples e
elegante para matrizes positivas e é para esse caso que Oskar Perron fez descober-
tas fundamentais em 1907 (apud Horn [14]). Agora, resumiremos seus principais

resultados em um teorema que leva seu nome.

Teorema 2.7 (Teorema de Perron) Se A é uma matriz quadrada e A > 0, entao
(a) p(A) >0

(b) p(A) € um autovalor de A

(¢) Eziste um vetor x tal que v >0 e Az = p(A)x

(d) p(A) € um autovalor algebricamente (e, dessa forma, geometricamente) simples
(e) |\ < p(A) para todo autovalor de A tal que X # p(A), ou seja, p(A) € o Uunico
autovalor de maior mddulo

(f) [p(A)LA™ — H quando m — oo, onde H = xy?, Az = p(A)x, ATy = p(A)y,

r>0,y>0ezly=1.

12



O tnico autovetor normalizado caracterizado no item (c¢) do Teorema de
Perron é frequentemente chamado de vetor de Perron de A e p(A) é frequentemente
chamado de raiz de Perron de A. Obviamente, AT é uma matriz positiva se A é
positiva. Assim, o Teorema de Perron se aplica a matriz AT também. O vetor de

Perron de AT é chamado de vetor de Perron a esquerda de A.

O Teorema de Perron possui muitas aplicagoes em Teoria Espectral de
Grafos. Nesse trabalho, utilizaremos esse teorema em diversos momentos, deixando

evidente seu papel fundamental em nossas demonstragoes.

Quando nos deparamos com matrizes nao-negativas que nao sao posi-
tivas, é necessario considerar uma extensao do Teorema de Perron para o caso em

que nem todas entradas da matriz sao estritamente positivas.

Teorema 2.8 Se A ¢ uma matriz quadrada e A > 0, entdo p(A) € um autovalor de

A e existe um autovetor nao-negativo x > 0, x # 0, tal que Ax = p(A)x.

Entretanto, sem hipoteses adicionais, nao podemos ir muito além do

Teorema 2.8 na generalizacao do Teorema de Perron para matrizes nao-negativas.

Quando A > 0, o autovalor ndo-negativo p(A) ¢ chamado raiz de Perron
de A. Visto que um autovetor associado com a raiz de Perron de uma matriz
nao-negativa nao é necessariamente unicamente determinado (a menos quando A é
positiva), ndo existe uma nocao bem determinada de "o vetor de Perron” para uma
matriz nao-negativa. Por exemplo, a matriz A = I possui todo vetor nao-negativo

como um autovetor associado com a raiz de Perron p(A) = 1.

Agora, veremos como o Teorema de Perron se generaliza para matrizes
nao-negativas e irredutiveis. O nome de Frobenius é associado a generalizacao dos
resultados de Perron sobre matrizes positivas para matrizes nao-negativas segundo
[14], pois os primeiros resultados para tais matrizes foram obtidas por Georg Frobe-

nius em 1912.
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Teorema 2.9 (Teorema de Perron-Frobenius) Se A ¢ uma matriz quadrada,
nao-negativa e irredutivel, entao,

(a) p(A) >0

(b) p(A) € um autovalor de A

(¢) Existe um vetor x positivo tal que Ax = p(A)x

(d) p(A) € um autovalor algebricamente (e, dessa forma, geometricamente) simples

O teorema garante que o autoespaco de uma matriz nao-negativa e
irredutivel associado com a raiz de Perron é unidimensional. Para uma matriz nao-
negativa e irredutivel, o inico autovetor positivo normalizado também é chamado

de vetor de Perron.

2.4.2 Entrelacamento de Autovalores

Denotamos por A\j(A) < A\y(A) < -+ < N\, (A) os autovalores de uma

matriz A de ordem n.

Para uma matriz quadrada A definimos A* como sendo a transposta
de matriz A com suas entradas conjugadas. Quando uma matriz satisfaz A = A*
dizemos que A é uma matriz Hermitiana. Um resultado conhecido de Algebra Linear

estabelece que todos os autovalores de uma matriz Hermitiana sao reais.

O resultado a seguir relaciona os autovalores de uma matriz Hermitiana

e de uma submatriz principal em forma de entrelacamento de autovalores.

Teorema 2.10 Considere A uma matriz Hermitiana de ordem m, v um inteiro com
1 <r <neA, uma submatriz principal de ordem r de A (obtida removendo n —r
linhas e suas colunas correspondentes de A). Para cada inteiro k tal que 1 < k <,

obtemos
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Esse resultado, também conhecido como principio da inclusao, serd

utilizado em véarios momentos em nossas demonstragoes.

15



3 TEOREMA DA MONOTONICIDADE DE
FIEDLER

Um dos mais notaveis resultados sobre a matriz Laplaciana é o Teorema
da Monotonicidade de Fiedler [3|. O objetivo deste capitulo ¢ fornecer sua demons-
tracao e apresentar exemplos a fim de elucidar seu significado e importancia em um
grafo. Esse teorema relaciona a estrutura de vértices com qualquer autovetor asso-
ciado & conectividade algébrica. Tal autovetor é comumente conhecido como vetor
de Fiedler, assim chamado em homenagem ao matematico checo Miroslav Fiedler

pelo seu trabalho pioneiro no campo [10].

3.1 Introducao

Para estabelecer o teorema, Fiedler demonstrou resultados que rela-
cionam os autovetores de uma matriz simétrica com o grau de redutibilidade de
suas submatrizes principais. Assim, o teorema segue como uma aplicacao desses
resultados a teoria de conectividade algébrica. Neste capitulo, apresentamos inicial-

mente o teorema e algumas discussoes para posterior demonstracao.

Com esse objetivo, fornecemos agora algumas definicdes necessarias.
Considere um grafo conexo G. Lembramos que um vértice v é um ponto de articu-
lagao se o grafo G — v é desconexo. Uma aresta e serd chamada de ponte se o grafo
G — e é desconexo. Dessa forma, pontos de articulagao e pontes sao precisamente
vértices e arestas que nao estao em nenhum ciclo. Na literatura também é comum
encontrarmos o termo vértice de corte no lugar de ponto de articulacao. Entretanto,

utilizaremos o termo original do trabalho de Fiedler.

Nesse ponto, estamos interessados em propriedades que relacionam o
vetor de Fiedler com a estrutura do grafo. Com esse proposito, rotulamos seus vér-

tices por vy, vs, ..., v, e denotamos o vetor de Fiedler por y = [y;]. As coordenadas
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-0,33216 033216

-0,38244 0,38244

-0,33216 033216

Figura 3.1: Numeracao caracteristica dos vértices.

de y podem ser atribuidas aos vértices de G de maneira natural: a coordenada y;
numera o vértice v;. Observamos que essa numeracao nao depende da ordem em
que escolhemos os vértices para serem rotulados. Se trocarmos os vértices v; e v;
de lugar, estaremos trocando as respectivas linhas e colunas da matriz Laplaciana
e, portanto, estaremos trocando de lugar as entradas y; e y; do autovetor. Assim,
a numeracao continua fornecendo os mesmos valores aos vértices reordenados. No
trabalho original, Fiedler chama essa atribuicao de valores de numeracao caracteris-
tica. A numeracao caracteristica ¢ sempre nao nula e tinica a menos de um fator
multiplicado se a(G) é um autovalor simples. A Figura 3.1 possui um exemplo de

numeracao caracteristica para o grafo representado.

Para melhor formulagao do teorema a seguir, diremos que um caminho
em um grafo é puro se, e somente se, ele é simples e nao contém mais de dois pontos
de articulacao de cada bloco de G. Enunciaremos agora o principal teorema deste

capitulo.

Teorema 3.1 (Teorema da Monotonicidade de Fiedler) Considere um grafo
conexo G e sua numeracao caracteristica y. Entao eratamente um dos dois casos
ocorre:

Caso A: Existe um unico bloco By em G que contém simultaneamente vértices po-
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sitivamente e negativamente numerados. Nesse caso, cada bloco restante tem apenas
vértices com numeracao positiva, negativa ou zero. Além disso, cada caminho puro
P iniciando em By e contendo apenas um vértice v, € By possui a propriedade de
que a numeracao nos pontos de articulagao em P forma uma sequéncia crescente,
decrescente ou zero ao longo do caminho de acordo com y > 0, yr, < 0 ou y = 0;
no ultimo caso todos os vértices em P tém valor zero.

Caso B: Nenhum bloco de G contém simultaneamente vértices positivamente e ne-
gativamente numerados. Nesse caso, existe um unico vértice v, com NUMEra¢ao zero
que possut um vizinho com numeracao diferente de zero. Esse vértice é um ponto de
articulacao. Além disso, cada caminho puro P iniciando em v, tem a propriedade de
que a numeracao nos pontos de articulacao forma uma sequéncia crescente, decres-
cente ou zero ao longo do caminho. Todo caminho que contém vértices positivamente

e negativamente numerados passa por v, .

Observamos que no caso B, cada bloco contém (com exce¢ao de v,)
apenas vértices com numeracao positiva, apenas vértices com numeragao negativa

ou apenas vértices com numeracao zero.

Vamos olhar alguns exemplos e interpretar o que o Teorema diz.

Exemplo 1 Para melhor compreensao do Teorema observe a Figura 3.2 onde ocorre

0 caso A.
0,35466 0,21919 /ﬁo\ 0,21919 -0,35466
/

\\

\

/

0,32714 0,17466 -0,04453 -0,24672
0,35466 -0,17466 . .
0.24672 o,?)MsL/ 0,32714 0,35466

Figura 3.2: Caso A do Teorema da Monotonicidade de Fiedler.
O caminho destacado é puro e o bloco destacado € o bloco By.
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Com excecao de um tnico bloco By, destacado na Figura 3.2, todos os
outros possuem numeracao positiva ou negativa. O caminho destacado é puro e
comeca em um ponto de articulacao em By. Note que a numeracao ao longo dos

pontos de articulacao forma uma sequéncia crescente.

Exemplo 2 A Figura 3.3 fornece um exemplo onde o caso B ocorre.

0,06178 -0,06178 -0,31272

0,31272

0,21731 -0,21731

-0,28445

0,31272 -0,31272

0,11798 0 -0,11798

# 0,18215 -0,18215 ¢« -0,26932

0,26932

0,22985 -0,22985

Figura 3.3: Caso B do Teorema da Monotonicidade de Fiedler.
O caminho destacado ¢ puro.

Como nenhum bloco possui simultaneamente vértices positivos e nega-
tivos, existe apenas um vértice v, com numeracao zero e com um vizinho diferente de
zero. O caminho puro destacado inicia nesse vértice e a numeracao em seus pontos

de articulacao forma uma sequéncia crescente.

Quando olhamos o Teorema 3.1 para o caso em que o grafo ¢ uma
arvore, podemos simplificar um pouco sua interpretacao. Nesse caso, todo vértice
nao pendente é um ponto de articulacao, e os blocos sao exatamente as arestas do
grafo com seus respectivos vértices. Além disso, em uma arvore todo caminho é

puro.

Exemplo 3 A drvore exibida na Figura 3.4 satisfaz o caso B do Teorema, pois nao

possui bloco com numeracao positiva e negativa. O vértice central € o vertice v, com
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Figura 3.4: Arvore com numeragao caracteristica.

numeracao zero. Se um caminho que inicia no vértice central contém outro vértice
nulo, entdo todos os vértices nesse caminho sao nulos. Quando olhamos para outro
caminho iniciando no vértice central, esse caminho possui numeracao crescente ou

decrescente ao longo dos vértices, pois cada vértice € um ponto de articulacao.

Uma questao natural é a seguinte: Podemos ter monotonicidade ao
longo do caminho em vez de monotonicidade ao longo dos pontos de articulagao?
A resposta para isso é "Nao, nao para todos os caminhos”. Por exemplo, o caminho
puro exibido na Figura 3.3 nao tem monotonicidade. Assim, outra questao seria:
existe um caminho puro com monotonicidade ao longo dos seus vértices? A resposta
é afirmativa e segue facilmente como consequéncia de um dos resultados no trabalho
de Fiedler. Isso nao foi observado no trabalho original, entretanto colocaremos aqui

em forma de corolario.

Se W é um subconjunto de V(G), dizemos que um ramo em W é uma
componente conexa de G — W. Um vértice v; é chamado de vértice caracteristico
de G com respeito a y se o seu valor caracteristico € nulo com um vizinho nao nulo,

ou se possui um vizinho v; tal que y;y; < 0.
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Corolario 3.2 Considere um grafo conexo G e suponha que vy € um vértice car-
acteristico de G. Suponha também que B € uma componente conexa de G — vy
nao contendo nenhum vértice caracteristico de G. Se vy € um vértice positivo em
B, entao existe um caminho P = [vg,v1,v0,...,0s], com v; € B, i # k, tal que

Y <Y1 <Yz < - <Ys.
Demonstracao A prova segue por aplicagoes sucessivas do Coroléario 3.15.0]

Para entender o comportamento da numeragao caracteristica descrito
nesta secao, precisamos estabelecer alguns resultados em teoria de matrizes. Em
particular, demonstraremos fatos sobre autovetores de uma matriz simétrica e o
grau de redutibilidade de suas submatrizes principais que podem ser encontrados

em [10] e [12].

3.2 Resultados em Teoria de Matrizes

Lembramos que uma matriz A = [a;;] de ordem n é irredutivel se nao
existe nenhuma decomposi¢ao da forma Ny U Ny = {1,2,...,n}, Ny # 0 # Ny,
Ny N Ny = 0 tal que a;; = 0 para ¢ € Ny e j € N,. Investigaremos aqul apenas o

caso de matrizes reais e simétricas.

Mais geralmente, permutando linhas e colunas, podemos expressar uma

matriz A real, simétrica, de ordem n na forma diagonal em blocos

Ay 0 -+ 0
0 Ay - 0
0 0 .- A,

onde as submatrizes principais A;; sao irredutiveis. O numero s é univocamente
determinado e o niimero s — 1 é chamado de grau de redutibilidade de A. Esse grau

é zero se a matriz é irredutivel.
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O Teorema de Perron-Frobenius afirma que uma matriz A nao negativa
e irredutivel possui um tnico autovalor dominante positivo, chamado valor ou raiz
de Perron e denotado por p(A) ao qual corresponde um autovetor com todas en-
tradas positivas, chamado vetor de Perron (veja |14] para uma discussao da teoria

de Perron-Frobenius).

O seguinte fato sera utilizado a seguir.

Lema 3.3 Seja A uma matriz quadrada e considere o vetor x # 0. Sejam A, ¢ e
o escalares complexos. Entdo Ax = \x se, e somenle se, (c — o) € autovalor da

matriz (cI — o A) com autovetor associado x.

Demonstragao Observe que
(cl —cA)xr =cx —ocAx = cx —olx = (¢ — o).

Logo, a afirmacao fica estabelecida. [J

Os resultados a seguir estao demonstrados no trabalho [12] também

elaborado por Fiedler.

Lema 3.4 Considere uma matriz simétrica A com entradas fora da diagonal nao
positivas e com todos os autovalores nao negativos (positiva semidefinida). Se A é
wrredutivel e singular, entao existe um vetor y > 0, inico a menos de um fator, tal

que Ay = 0.

Demonstragao Para uma escolha adequada de ¢ > 0 temos que a matriz ¢/ — A >
0. De acordo com o Teorema de Perron-Frobenius, sua raiz de Perron p(cl — A) ¢é
simples e possui um unico autovetor y > 0. Note que, pelo Lema 3.3, ¢ — p(cl — A)

é autovalor de A com autovetor y. Portanto, ¢ — p(cI — A) > 0 ou equivalentemente
plel —A) <ec. (3.1)
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Como A é singular, existe z tal que Az = 0. Logo, (¢ — A)x = cx, onde fica claro

que ¢ é autovalor de ¢ — A. Dessa forma,
c< plel —A) (3.2)

De (3.1) e (3.2), obtemos p(cI — A) = ¢ e, portanto, Ay = 0, concluindo a

demonstragao.l]

Corolario 3.5 Se uma matriz A é simétrica, irredutivel e com entradas fora da
diagonal nao positivas e existe um vetor z real tal que nao é positivo nem negativo

e Az =0, entao A ndo € positiva semidefinida.

Lema 3.6 Denote por A a matriz real, quadrada e com entradas fora da diagonal

ndo positivas. Se todos autovalores de A sdio positivos, entdo A~1 > 0.

Demonstracao Para uma escolha adequada de o > 0 temos que V=1—0A > 0.
Se p(V) é a sua raiz de Perron, entdo pelo Lema 3.3 obtemos que 1 — p(V) é
autovalor de 0 A. De acordo com a nossa hipotese sobre os autovalores de A, obtemos
1 —p(V) > 0. Por definigdo, p(V) > 0 e, portanto, 0 < p(V) < 1. Desse fato,

podemos obter a série
Y vh=a-v)"! (3.3)
k=0

Do fato que (I — V)™t = (0A)~! e como V* > 0 para todo k no somatério o lema

fica estabelecido.]

O resultado a seguir é enunciado sem demonstrac¢ao no artigo [10]. Para

fins de completude apresentaremos aqui sua demonstracao.

Lema 3.7 Se A ¢ simétrica com autovalores \iy > Ay > --- > \,, entdo nenhuma

submatriz principal de A\gI — A possui mais do que s — 1 autovalores negativos.

23



Demonstracao Primeiro, afirmamos que A\;/ — A possui no maximo s — 1 auto-
valores negativos. Denote por y o autovetor tal que Ay = \;y para algum i. Pelo
Lema 3.3, a; = (A\s — \;) é um autovalor da matriz A,/ — A com autovetor y. Como
a; > 0parai=s+1,...,n, entao A\;J — A possui no méximo s — 1 autovalores

negativos, como afirmado.

Agora, se B é uma submatriz principal de A,/ — A utilizaremos o teo-
rema de entrelacamento de autovalores de submatrizes para estabelecer o resul-
tado. Denotando por g1 < By < --- < (,,, m < n, os autovalores de B. Como
a1 <ag <+, 1 <0< ag, existem no maximo s — 1 intervalos distintos da forma
[, as], [, as), . .., [as_1,0]. Pelo teorema do entrelacamento de autovalores, obte-
mos o < fs. concluimos assim que existem no maximo s — 1 autovalores negativos

no espectro de B.[]

Como principal teorema desta secao, o teorema a seguir relaciona os au-
tovetores de uma matriz simétrica com o grau de redutibilidade de suas submatrizes

principais.

Teorema 3.8 Considere uma matriz simétrica A de ordem n, irredutivel, nao ne-
gativa e com autovalores \y > Ay > -+- > \,. Denote por v = [v;] um vetor coluna

e por s € {2,...,n} tais que
s>2 e Av > M.

Se M = {i € {1,2,...,n}v; > 0}, entdo M € nao vazio e o grau de redutibilidade

da submatriz A(M) néao excede s — 2.

Demonstracao Primeiramente, suponhamos que M ¢ vazio. Entao v < 0 e o

vetor z = —wv satisfaz

z2>0 e Az < Az (3.4)
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Pelo Teorema de Perron-Frobenius, existe v > 0 tal que ATu = \ju, ou equivalen-

temente

ut A= \ul. (3.5)

Logo,

u' Az = Mu'z > M\u' 2. (3.6)

Pelo Lema 3.4 aplicado na matriz A/ — AT o vetor u é tinico a menos de um fator

e \; & simples, pelo Teorema de Perron-Frobenius, e, portanto, como u’z > 0 e
A1 > Ag, na expressao (3.6) nao ocorre igualdade para \g, ou seja,
u' Az > M\au' 2. (3.7)
Aplicando (3.4), podemos escrever
ul Az < Mu'z (3.8)
que é uma contradicdo. Assim, M # (), como afirmado.
Se M ={1,2,...,n} ademonstragao esta pronta. Dessa forma, suponha

que ) # M # {1,2,...,n} e que o grau de redutibilidade de A(M) é no minimo

s — 1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que M = {1,2,...,m}, m <n
e que i i
Aqy 0 e 0 Aj g
0 Ago 0 Az i1
A ) .
0 O Tt ATT AT,T+1
| A{T‘-‘rl A%—:T’-i-l e Az,r-i—l Ar-l—l,r—i—l i
onde r > se A, parai=1,2,...,r, éirredutivel. Podemos ver facilmente que
Ay 0 -+ 0
0 A 0
A(M) = 22
0 0 A,




Particionando v de acordo com a matriz A, escrevemos

e
e
v =
(@)
U(rJrl)
Por definicdo, v > 0, para i = 1,2,...,7 e o™ < 0. De acordo com a hipotese
do teorema, Av > A\ v, ou seja,
A0 + AMHU(T“) > A\0?, para i=1,2,...,7. (3.9)
Equivalentemente, podemos escrever
(Agi — N0 > —Ai’rﬂv(”l), para 1=1,2,...,r. (3.10)
Como ) )
Asl1 — Aqq 0 e 0
0 )\5[2 — A22 0
0 0 o A — Ay

¢ uma submatriz principal de A;I — A, entdo, pela aplicacdo do Lema 3.7, essa matriz
possui no maximo s — 1 autovalores negativos. Sendo r > s, entao pelo menos uma
das matrizes A\;I; — A;;, digamos \;[; — Ay, possui exclusivamente autovalores nao

negativos.

Inicialmente, vamos supor que A;I; — A;; é nao singular e, portanto,

invertivel. A expressdo (3.10) implica que
()\8]1 - AH)U(I) S A17T+1U(T+1) S 0. (311)

Como as entradas fora da diagonal de A\,I; — Aq; sdo nao positivas, aplicando o Lema

3.6 obtemos que (A\,[; — Ay;)~! > 0. Portanto,
U(l) S <)\s[1 - A11>71A177«+1U(T+1) S 0. (312)
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Consequentemente, v =0 e ALTHU(T“) = 0. Isso implica que A;,41 =0, o que é

uma contradicao com a irredutibilidade de A.

Assim, podemos supor que A I; — Aq; é singular. Pelo Lema 3.4 aplicado

a AT}, existe um vetor u®) > 0 tal que

uMT (NI, — AL) = 0. (3.13)
Dessa forma,
uMT (N1, — AT)o™ = 0. (3.14)

Por (3.11), obtemos (A, I; — Ap)v™ < 0. Logo, como uY > 0 e v® > 0, segue
que (A\I; — A1) = 0 e que Aj, v+ = 0, novamente uma contradi¢cdo com a

irredutibilidade de A. Isso completa a demonstracao.[]

Corolario 3.9 Considere uma matriz simétrica A de ordem n, ndo negativa e com
autovalores \y > Ao > -+ > \,. Denote por u = [u;] > 0 um autovetor correspon-
dente a A\ e v = [v;] o autovetor correspondente a \y. Entao para todo o > 0 a

submatriz A(M,) € irredutivel, onde M,, = {i € {1,2,...,n}|v; + au; > 0}.
Demonstracao Segue do teorema, observando que
A(v+ au) = Xv + adju > (v + au), (3.15)
e, portanto, v + au satisfaz o teorema para s = 2.[]
Dada uma matriz simétrica A, definiremos sua inércia, denotada por
In(A), como sendo o vetor linha [p, ¢, z|, onde p indica o nimero de autovalores

positivos, ¢ o nimero de autovalores negativos e z o ntimero de autovalores iguais a

zero. Vamos utilizar o seguinte fato bem conhecido sobre inércia de uma matriz:

Lema 3.10 Se A ¢ uma matriz simétrica e S € uma matriz ndo singular, entdo

In(A) = In(STAS).
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A demonstrac¢ao do resultado acima juntamente com diversos resultados relacionados

a inércia de uma matriz podem ser encontrados no livro [14] .

No artigo [11], Fiedler demonstra o seguinte resultado sobre a inércia

de uma matriz simétrica.

Lema 3.11 Considere a matriz simétrica n X n particionada da forma

B ¢

T d

A=

Seja u um vetor tal que
Bu=0, cu#0.

Entao
In(A) = In(B) + [1,1,—1].

Demonstracao Claramente u # 0. Podemos assumir, sem perda de generalidade,

que sua primeira coordenada u; # 0, de modo que

Uy

u= . up #0. (3.16)

u

Se B e ¢ sao particionados de acordo, obtemos

b1 ,[;T C1
c= . (3.17)
b B c

B =

Se definirmos 8 = c¢''u, e definirmos a matriz

u, u 0
P=]10 10 (3.18)
0 0 I
obtemos,
0 0 B
PAPT=|0 B ¢ (3.19)
g e od



Defina a matriz () por

1 00
Q=] —-p7'c 10
—(268)7'd 0 1
Dessa forma, podemos escrever
0 0 g
(QP)AQP)" =10 B 0
g 0 0

Segue que, para uma matriz nao singular R
0 8 0

RAR" =153 0 0

0

o
s

Aplicando o Lema 3.10,

S 0 8
In(A) = In(RAR") = In(B) + In
g 0
Note que o espectro de
0 B
g 0
é {B,—p} e por isso
In(A) = In(B) +[1,1,0]. (3.20)
Por outro lado, se
ﬁ _ Ui 17 7
0 I
obtemos
- 0 0
PBPT = N
0 B
Portanto,
In(B) = In(B) + 0,0, 1]. (3.21)

Combinado as equagoes (3.20) e (3.21), obtemos o resultado desejado.[
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3.3 Aplicacao em Teoria dos Grafos

Nesta secao vamos estudar como a estrutura de um grafo se relaciona
com sua numeracao caracteristica. Isso sera feito aplicando os resultados da secao
anterior. O teorema a seguir serve de motivagao para um novo paradigma de al-
goritmos de particionamento em grafos, chamados algoritmos de particionamento
espectral de grafos [21]. Esta técnica comecou a ter maior atenc¢ao a partir de 1990
com o trabalho de Pothen [23], onde um algoritmo para particionamento é apresen-

tado.

Primeiramente, observamos que um grafo GG é conexo se, e somente se,
sua matriz Laplaciana é irredutivel. Da mesma forma, um subgrafo induzido por um
conjunto W de vértices de GG é conexo se, e somente se, a submatriz com entradas

correspondente aos vértices em W é irredutivel.

Teorema 3.12 Considere o grafo G, conexo e com n vértices V.= {v1,vq,...,0,}.

Denote por y = [y;] a numeracao caracteristica de G. Para r > 0, defina
V(r) ={v; € Vl]y; +r > 0}.

Entao o subgrafo G(r) induzido pelos vértices V (r) € conezo.

Demonstracao Primeiro, definimos a matriz B = —L(G). Observamos que as
entradas na diagonal de B sao negativas e as restantes sao nao negativas. Isso
permite encontrar um ¢ suficientemente grande tal que B + ol é uma matriz nao
negativa. Pelo Lema 3.3, os autovetores de L(G) sdo os mesmos de B + o, assim,
o segundo maior autovalor de B + ol corresponde ao segundo menor autovalor de
L(G). Considere o vetor y + re, onde e = (1,1,...,1) é o autovetor associado ao
autovalor 0 de L(G). Utilizando esse vetor, o Corolario 3.9 implica que a submatriz
B(M) é irredutivel, onde M = {i € {1,2,...,n}|y; +r > 0}. Como as entradas
da matriz B(M) correspondem aos vértices em V' (r), entdo a respectiva submatriz

Laplaciana também ¢é irredutivel. Portanto, G(r) é conexo.[]
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Notamos que uma afirmacao similar pode ser provada para r < 0 e para

o conjunto W(r) = {v; € Vl]y; +r < 0}.

Corolario 3.13 Nas mesmas hipoteses do teorema, se y; # 0 para todo v; € V,
entdo o conjunto de arestas alternantes, i.e., arestas (i,7) com y;y; < 0, forma um

corte de G com duas componentes coneras.

Demonstracao Basta considerar os conjuntos
V(0)={v; € V]y;, >0} e W(0)={v; € V]y; <0}

para ver que os subgrafos induzidos em V' (0) e W(0) sdo conexos.[]

Teorema 3.14 Denote por y = [y;| a numeragao caracteristica de um grafo G =

(V, E) conexo. Entdao

a(G)y: = (yi — k), Yui eV (3.22)

(vsyvp)EE
e para todo M C 'V,

aG) Y yi= > (i—wm) (3.23)

vieM (vi,vg)EE
v, EM
v &M

Demonstracdo Da igualdade L(G)y = a(G)y, temos para todo vértice v;
a(G)yi = yid(v;) — Z Yk = Z (Yi — k),
(visvg)EE (vi,vR)EE
estabelecendo (3.22). Utilizando (3.22) e somando todos os termos referentes aos

vértices em M obtemos (3.23), visto que na soma os termos se cancelam quando

v, € Mev, € M.OO

Corolario 3.15 Denote por y = [y;] a numeracdo caracteristica do grafo conexo

G = (V,E). Sey; >0, entao existe um vértice v; tal que (v;,v;) € E e y; > y;.
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Demonstragao Segue de (3.22), pois a(G) > 0 implica que } ., u(yi —yx) > 0.

Portanto, existe v; € V' tal que y; > y;.1J

Exemplo 4 Vamos retomar o exemplo visto anteriormente observando a figura a

Sequir.

Figura 3.5: Arvore com numerac¢ao caracteristica e um subconjunto conexo de vér-
lices.

De acordo com o Teorema 3.12, se colocarmos r = 0,3, entao obtemos
o conjunto de vértices
V(0,3) = {vi € V]y; +0,3 > 0}
que estd destacado na Figura 3.5.

Pela figura fica claro que V (0, 3) induz um subgrafo conexo. Além disso,
observe que o vértice com numeracao 0,31045 possui um vizinho com numeracao

menor: o vértice com valor 0,21704. Isso ¢ o que o Coroldrio 3.15 estd dizendo.
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Agora, investigaremos propriedades da numeracao caracteristica em

blocos de G.

Teorema 3.16 Considere um grafo conexro G e sua numeracdo caracteristica y =
[y:]. Se v, € um ponto de articulacio de G e Go,Gh,...,G, sao as componentes

conexas do grafo G — v, entao:

(i) Se yp > 0, exatamente uma das componentes G; possui numera¢ao

negativa. Para todos os vértices vs nas componentes restantes ys > Y.

(ii) Se yr. = 0 e existe uma componente G; contendo vértices numerados
positivamente e negativamente, entao essa componente € a unica dessa forma e todas

as componentes restantes tem numeracao zero.

(11i) Se yx = 0 e nenhuma componente G; possui vértices numerados
positivamente e negativamente, entao cada componente possui apenas NUMeracao

positiva, apenas nuUMeracao neqativa ou apenas NUmeracao 2ero.

Demonstragdao Como [1,1,...,1]T ¢ autovetor de L(G), entao > y; = 0. Assim,
existe um vértice em G com numeracao negativa. Suponha que Gy contém tal
vértice. Para provar (i), é suficiente mostrar que todo vértice v; com y; < yi esta

em (5.

Suponha primeiro que y; < y, para algum v;. Entao existe ¢ > 0 tal
que y, — € > 0 e yp — € > y;. Pelo Teorema 3.12, o subgrafo H induzido pelos
vértices M = {vs € Vl|ys < yr — €} é conexo. Como H contém no minimo um
vértice negativo, entao H C Gy e, portanto, v; € Gy. Suponha que y, = y, para
algum vértice vy, € V. Pelo Corolario 3.15, existe um vértice v; € G adjacente a vy
com y; < ys. Sendo v, # v, pela parte anterior tem-se v, € Gy e como Gy é uma

componente conexa, entdo vs € Gy, concluindo a parte (i).
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Vamos considerar agora o caso em que y; = 0. Por conveniéncia, as-

Sumimos que v, = v, € que

(A 0 - 0 ¢
0 A 0 ¢
L=LG)=| : SRR (3.24)
o 0 - A ¢
@ o oy
onde A; corresponde aos vértices da componente conexa G;, para i = 0,1,...,r.

Fazendo a = a(G), entdo L — al é singular e (L — al)y = 0. Particione o autovetor

y de acordo com a numeracao caracteristica em cada componente G; da forma
y =1y, Ly 0"

Obtemos desse modo matrizes identidade Iy, I1, ..., I, de tamanhos adequados tais

que

(Ao—alo)y(o) = 0,

(Al—afl)y(l) = 07

(AT—a[T)y(T) = 0.

Vamos demonstrar a parte (ii), supondo que alguma componente, dig-
amos Gy, contém numeracdo positiva e negativa. Desse modo, y® possui en-
tradas positivas e negativas e o Corolario 3.5 garante que Ay — aly nao é positiva
semidefinida, pois é simétrica, irredutivel e possui entradas fora da diagonal nao
positivas. Isso significa que Ay — aly possui no minimo um autovalor negativo.

Afirmamos que as matrizes restantes A; — al;, para ¢ = 1,2,...,r, sdo positivas
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semidefinidas. De fato, como

AO — CLIO
Al — a]1

A, —al,
¢ uma submatriz principal de L —al, aplicando o Lema 3.7, A possui no maximo um
autovalor negativo, e assim, Ayg—aly possui apenas um autovalor negativo. Portanto,
as matrizes A; — al;, para i = 1,2,...,r, sao positivas semidefinidas. Suponha por
contradicdo que y) # 0 para algum j tal que 1 < j < r. Como A; é irredutivel,
aplicando o Corolario 3.5 vemos que y¥) ou é positivo ou é negativo. Além disso,
¢; # 0 pois L ¢ irredutivel. Como ¢; < 0, obtemos y?7¢c; # 0. Pelo Lema (3.11)

aplicado ao vetor

v=1[0,...,0,49.0,...,0]

e do fato que Av = 0, obtemos que

In(L —al) = i[n(A,» —al;) +[1,1,—1] (3.25)

i=0
o que significa que L — al possui no minimo dois autovalores negativos (o outro de
Ap — aly), uma contradigao. Portanto, y = y@ = ... = ¢ =0, como afirmado.

Isso conclui a parte (ii).

Agora, suponha que nenhuma componente possui numeracao positiva
e negativa simultaneamente. Suponha também que Gy possui um vértice com nu-
meracao ndo nula. Assim, como y© # 0, temos ¥y > 0 ou y(© < 0. Se, por
absurdo, alguma coordenada de y© fosse zero, entdo aplicando o Corolario 3.5, a
matriz Ay — aly ndo seria positiva semidefinida. Da mesma forma que na parte (ii)
isso implicaria que y) = y@? = ... = y( = 0, uma contradi¢do com > y; = 0,

y # 0. Portanto, ou ¥ < 0 ou y(® > 0, concluindo a demonstracao.(]

Exemplo 5 A Figura 3.6 mostra uma drvore que jd conhecemos. Se chamarmos

de vy o vértice com numeracao 0,21074, entdo o grafo obtido pela remogdo de vy
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possui trés componentes conexas. Apenas uma componente possui vértices negativos
e as componentes restantes possuem numeracao maior que 0,21074, o que ilustra a

parte (i) do Teorema 3.16.

Figura 3.6: Componentes de uma Arvore.

A Figura 3.7 mostra a mesma drvore quando removemos outro vértice.

Figura 3.7: Componentes de uma Arvore.

Nessa figura, vy é um vértice com numeracao nula. Observe que nen-

huma componente possui numeracao positiva e negativa ao mesmo tempo. Ezistem
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duas componentes nulas, uma componente positiva e uma componente negativa. 1sso

estd de acordo com a parte (iii) do Teorema 3.16.

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema da Monotonici-
dade de Fiedler. Primeiro, observe que os casos (A) e (B) se excluem mutuamente,
entretanto algum dos casos (A) ou (B) deve ocorrer, pois ou existe um bloco com
numeracao positiva e negativa ou nao existe tal bloco. Para fins de clareza, enun-

cilaremos novamente o teorema.

Teorema 3.17 (Teorema da Monotonicidade de Fiedler) Considere um grafo
conexo G e sua numeracao caracteristica y. Entao eratamente um dos dois casos
ocorre:

Caso A: FExiste um tnico bloco By em G que contém simultaneamente vértices po-
sitivamente e negativamente numerados. Nesse caso, cada bloco restante tem apenas
vértices com numeracao positiva, negativa ou zero. Além disso, cada caminho puro
P iniciando em By e contendo apenas um vértice v, € By possui a propriedade de
que a numeracao nos pontos de articulagao em P forma uma sequéncia crescente,
decrescente ou zero ao longo do caminho de acordo com y > 0, yr, < 0 ou y = 0;
no ultimo caso todos os vértices em P tém valor zero.

Caso B: Nenhum bloco de G contém simultaneamente vértices positivamente e ne-
gativamente numerados. Nesse caso, existe um unico vértice v, com NUMEra¢ao zero
que possut um vizinho com numeracao diferente de zero. Esse vértice é um ponto de
articulacao. Além disso, cada caminho puro P iniciando em v, tem a propriedade de
que a numeracao nos pontos de articulacao forma uma sequéncia crescente, decres-
cente ou zero ao longo do caminho. Todo caminho que contém vértices positivamente

e negativamente numerados passa por v, .

Demonstragdo Para o caso (A), denote por By um bloco com numeracao positiva
e negativa. Se G contém apenas o bloco By, entao terminamos. Senao, denote por

By um bloco diferente de By. Entao, existe um ponto de articulacao que separa B
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de By. Chame de Gy, Gy, ..., G, as componentes conexas do grafo G — vy, onde
G contém os vértices restantes de By e (G7 contém os vértices restantes de B;. Se
yr > 0, segue da parte (i) do Teorema 3.16 que todos os vértices de Gy (e, portanto,
de B) tem numeragdo positiva. Se yr = 0, segue da parte (ii) do mesmo teorema
que todos os vértices de G (e, portanto, de B;) tem numeragao zero. Se y; < 0, a
numeracao —y também é uma numeracao caracteristica de GG e, portanto, podemos

aplicar novamente a parte (i) para esse caso, completando a prova da primeira parte

do caso (A).

Agora, denote por P um caminho puro em G e por v, 0 Gnico vértice
de P em By. Chamaremos de vy, vk, , Vk,, - - - , Uk, 05 pontos de articulacao na ordem
que aparecem em P. Se y; > 0, entao, pelo Teorema 3.16, obtemos yi, > yx. Pela
aplica¢ao do mesmo teorema aos pontos de articulagao vg;, onde 1 < j < s, obtemos
que Y, ., > Yk, [8S0 prova que a sequéncia Y, Yr, , Yk, - - - » Y&, € crescente. Se yp < 0,
o tultimo argumento aplicado a numeracao —y mostra que essa sequéncia decresce.
Se yr = 0, segue da parte (ii) do Teorema 3.16 que todos os vértices de P tem

numeracao zero. Assim, o caso (A) fica estabelecido.

Para o caso (B), suponha que nenhum bloco contém simultaneamente
vértices positivos e negativos. Do fato que y # 0 e > y; = 0, existe um caminho P
contendo vértices positivos e negativos. Afirmamos que P contém um vértice v, com
numeracao zero tal que algum de seus vizinhos tem numeracao nao nula. De fato,
como a intersecao de vértices dos blocos que estao ligados entre si contém apenas
pontos de articulagao e nenhum bloco contém simultaneamente vértices positivos
e negativos, segue que existe tal vértice v,. Além disso, v, é ponto de articulacao.
Segue entao das propriedades do Teorema 3.16 que a parte (iii) ocorre. Consequente-
mente, nenhum outro vértice pode ter numeracao zero e vizinhos com numeracao

nao nula. Assim, fica provada a primeira parte do caso (B).

Para a parte final, chame de P um caminho puro iniciando em v,. Se

P contém outro vértice com numeragao zero, entao a parte (iii) do Teorema 3.16
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garante que todos os vértices em P tém numeragao zero. Por outro lado, se P con-
tém um vértice com numeragao positiva (alternativamente, negativa), entao todos
os vértices em P, exceto v,, possuem numerac¢ao positiva (alternativamente, nega-
tiva). Sendo que —y também é uma numeracdo caracteristica de G, podemos nos
restringir ao primeiro caso apenas. Denotaremos por v,, vk, Vk,, - - ., Uk, 0S pontos
de articulacao em P ordenados ao longo do caminho. Se j satisfaz 1 < j < s,
como y, > 0, aplicando sucessivamente a parte (i) do Teorema 3.16 obtemos que

Yk; 41 > Yk;- Fica assim estabelecido o teorema.l]
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4 COMPONENTES DE PERRON DE UM
GRAFO

No capitulo anterior vimos como a estrutura de um grafo esta rela-
cionada com o autovetor associado & conectividade algébrica. Neste capitulo intro-
duzimos a nocao de componentes de Perron em um vértice de um grafo e mostramos
como a estrutura do vetor de Fiedler pode ser compreendida em termos de com-
ponentes de Perron. Isso representa um aperfeicoamento do resultado original de
Fiedler, fornecendo ferramentas que permitem estudar como se modifica a conectivi-

dade algébrica de um grafo quando efetuamos certas modificacoes em sua estrutura.

4.1 Introducao

Suponha que G seja uma arvore. Entao todo vértice que nao é uma
folha ¢ um ponto de articulagdo, e os blocos sao exatamente as arestas do grafo
com seus respectivos vértices. No Teorema da Monotonicidade de Fiedler, quando
o caso B ocorre, a arvore é classificada de Tipo I, e o vértice especial v, é o vértice
caracteristico; quando o caso A ocorre, a arvore é dita ser do Tipo II e os vértices
que sdo as terminagoes do bloco especial By (que é uma aresta) sdo chamados de
vértices caracteristicos da arvore. Essas nocoes de vértices caracteristicos e arvores

do Tipo I e II foram utilizadas pela primeira vez por Merris em [19].

Nesse sentido, a conectividade algébrica e o vetor de Fiedler tém sido
estudados intensamente nos tltimos anos, veja [13, 19, 17, 15, 24, 25| por exem-
plo. Neste capitulo, os resultados apresentados foram estabelecidos por Kirkland
et. al. em [17], entretanto foram publicados inicialmente para o caso particular de
arvores em [15], onde se mostra como os vértices caracteristicos de uma arvore po-
dem ser discutidos tomando as componentes conexas quando se remove um vértice e

olhando para as inversas das submatrizes principais da Laplaciana correspondendo
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a tais componentes. Pelo estudo dos valores de Perron dessas matrizes inversas, a
conectividade algébrica pode entao ser descrita em termos dos valores de Perron, e

o vetor de Fiedler pode ser descrito em termos dos vetores de Perron.

Como mencionado pelos autores em [17], essa abordagem com valores
de Perron difere de alguns trabalhos anteriores sobre conectividade algébrica, os
quais frequentemente utilizam a caracterizacao minmaz da conectividade algébrica,
ou seja, o fato de que a conectividade algébrica da matriz Laplaciana L pode ser
vista como min{z? Lz|z"z = 1,271 = 0}, onde 1 denota o vetor com todas entradas

iguais a um.

Aqui apresentaremos os resultados de forma geral, discutindo casos par-
ticulares apenas quando conveniente & clareza do texto. Nosso objetivo neste capi-
tulo é fornecer uma anéalise dos valores de Perron para grafos gerais, mostrando como
os casos A e B do Teorema da Monotonicidade de Fiedler podem ser caracterizados
em termos dos valores de Perron e expressar os vetores de Fiedler em termos dos

vetores de Perron.

4.2 Componentes de Perron e o Caso B

Primeiramente, iniciaremos com um grafo G e sua matriz Laplaciana
L. Para um vértice v do grafo, denote as componentes conexas de G — v por
C1,Cs, ..., Cy (observe que k > 2 se, e somente se, v é um ponto de articula¢ao);
para cada componente, seja L(C;) a submatriz principal de L correspondendo aos
vértices de C;. Além disso, se y é um vetor e v é um vértice de G, denotamos as
entradas em y correspondendo ao vértice v por y(v). O walor de Perron de C; é
o valor de Perron da matriz positiva L™'(C;) e dizemos que C; é uma componente
de Perron em v se seu valor de Perron é méaximo dentre todas as componentes

01,02,...,Ck.
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O leitor pode estar se perguntando se existe a inversa de L(C;). Uma
maneira de provar sua existéncia ¢ aplicando o Teorema da Matriz-Arvore (Teorema
2.4). Esse Teorema nos diz que o nimero de arvores geradoras de um grafo é dado por
qualquer cofator de sua matriz Laplaciana. Para que L(C}) seja invertivel, basta que
zero nao seja seu autovalor. Para provar que zero nao é autovalor de L(C;), considere
a matriz L obtida pela remocao da tltima linha e coluna de L. Suponha, sem perda
de generalidade, que a matriz L(C;) é submatriz principal da matriz L. Quando
aplicamos o Teorema da Matriz-Arvore concluimos que det(L;) é um cofator de L e,
portanto, ¢ o numero de arvores geradoras do grafo conexo que estamos estudando.
Como esse grafo é conexo, entao existe ao menos uma arvore geradora. Desse modo,
det(Lg) > 0, e assim, zero nao é autovalor de L;. Agora, aplicando o resultado
de entrelagamento de autovalores, sabemos que os autovalores de L(C;) entrelagam
os autovalores de L. Como a matriz L, possui apenas autovalores positivos, pois
seus autovalores entrelacam os autovalores de L, obtemos que zero também nao é

autovalor de L(C;). E assim, concluimos que L(C;) é invertivel.

Lema 4.1 Suponhamos que uma matriz A € invertivel, bem como a matriz

A —c
B = ,
- d
onde d € R e ¢ é um vetor coluna. Entao

B AL 0 1 A~le —
N 0 0 + (d — CTA_10> 1 [ cA 1 ] '
Demonstracao Reescrevendo o lado direito da equagao acima e chamando essa

matriz de C, obtemos

A—l 4 A 1lecT A A~ 1le

o d—cTA-1lc d—cTA-1lc
¢= o 1
d—cT'A-1c d—clT'A-1c

Mostraremos por meio de um calculo simples que se
X = BC,
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entao X = I. De fato,

A tecT AL ccl A1 ccl A1 ccl A1
Xyp=A(A™ — =1 - =1
H ( * d— CTA10> d—cl'A e * d—cTA- e d—cTA e
AA e —¢

Xig=——7-—=0.
20T A1 0
A tecT A1 dcT A1

X9 = —c'[A?
2 ¢ < Tz cTA—lc) d—cTA e

T A 1eeT AL dcT A~1
= gt ¢
¢ d—cTAle + d—cTA-L
—dT"AT T A Y eTA T - TA YeeP A+ deT AL
d—cTA-1

—cAle+d

Xpy= 2 CT0_ g
2T 0T A1

Isso conclui a demonstracao. [J

Um fato que usaremos a seguir é que se A e B sao o conjunto de vértices
de dois subgrafos tais A C B e G(B) é conexo, entao L(A)~! é dominada entrada por
entrada por uma submatriz principal de L(B)™!. Quando isso ocorrer utilizaremos

a notagdo L(A)™' << L(B)™'.

Para ver que isso é verdade, considere o conjunto C, obtido pela re-
mogao de algum vértice de B. Se L(C)™! << L(B)™!, entao podemos aplicar esse
fato sucessivamente removendo vértices de B e teremos que L(A)™! << L(B)™.
Para provar isso, suponha que o vértice removido corresponda a ultima linha da

matriz L(B) e considere L(B) da forma

1 L=t 0 1 L(C) e T 1
e N R (BT SE 1 IO 1
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Portanto, ¢ facil ver que a altima entrada de L(B)™! vale

1
(d—cTL(C) )

Pelo Lema 3.6 obtemos L(B)™! > 0, entao

1
(d—cTL(C)1e)

> 0.

Logo, pela expressiao de L(B) ! e como L(C)~! > 0, claramente L(C)™' << L(B)™!,

como afirmado.

Uma consequéncia importante desse fato é que o Teorema 2.5 garante
que p(L(C)™) < p(L(B)™') (observe que, sendo G(B) conexo, a matriz L(B) é

irredutivel).

Observamos que pode existir mais de uma componente de Perron em
um vértice, e como o seguinte resultado mostra, essa circunstancia pode ser de certo

interesse.

Teorema 4.2 Considere um grafo conexo G. O caso B do Teorema da Monotoni-
cidade de Fiedler ocorre se, e somente se, existem duas ou mais componentes de

Perron em algum vértice v. Nesse caso,

para toda componente de Perron C' emv ev = v,, onde v, € o vértice com numeracao
zero no caso B do Teorema da Monotonicidade de Fiedler. Além disso, para todo

vértice v # v,, a unica componente de Perron em v € a componente contendo v,.
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Demonstracao Denote por C7,C5, ...,y as componentes conexas de G — v, e

por y o vetor de Fiedler. Suponha sem perda de generalidade que

L(Cl) aq
L(CQ) a9
L=
L(Ck) ag
ay as . ag d

¢ a matriz Laplaciana de G e y = [y1,%2,...,Yx, 0]7. Denotando por a = a(G),
temos para 1 <i <k

Se o caso B vale, entdao note que em pelo menos uma das equacoes y; possui todas
entradas positivas e em pelo menos um dos casos y; possui todas entradas negativas.
Isso se deve ao fato de que > y; = 0 e, portanto, existem entradas positivas e
negativas em y e o caso B garante que temos todas entradas de mesmo sinal em ;.

Para tais equacoes, como a > 0, podemos escrever

L(C) s =~y (4.2)

a
Pelo Teorema de Perron-Frobenius, o tinico autovetor com todas entradas de mesmo
sinal é o vetor de Perron. Portanto, vemos que y; ¢ um vetor de Perron para L(C;) L.
Além disso, como ) y; = 0, concluimos que existem no minimo duas componentes,
C1 e Oy (cada uma contendo apenas vértices positivos ou negativos), cujo valor de

Perron é igual a 1/a.

Afirmamos que Cy e (5 sao componentes de Perron em v.. Suponha,
por contradi¢ao, que isso nao seja verdade. Entao existiria uma outra componente,
digamos Cj, cujo valor de Perron é maior que 1/a. Chamando de x o vetor de Perron

de L(C3)~!, nomalizado tal que 172 = 1, e definindo u = v, /17y, considere o vetor
w = [u,0,---0,—x,0,...,0],
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que evidentemente é ortogonal a

Do fato que

-
p(L(C3)71)

obtemos uma contradicao com o fato de que a conectividade algébrica pode ser

T T

w! Lw = auu + o'r < au'u + ar’r = aww (4.3)

caracterizada da forma

a(G) = HIIﬁii’ll o' La. (4.4)
zll

Dessa forma, obtemos que C; e (5 sao de fato as componentes de Perron em wv,.

Isso conclui um lado da demonstracao.

Reciprocamente, suponha que existem duas componentes de Perron em
algum v, denotadas por C e (5. Denote por x; e x5 os vetores de Perron para
L(Cy)™' e L(Cy)™!, respectivamente, um deles positivo e o outro negativo, e nor-
malizados de modo que alTafl + a2Tx2 = 0 (isso & possivel pois a; e az sdo nao
positivos e ndo sdo o vetor de zeros). E facil ver que o vetor y = [z1,75,0,...,0]" é
um autovetor de L correspondendo ao autovalor 1/p(L(Cy)™1). Pelas desigualdades
de entrelagamento de autovalores para uma matriz simétrica, como L(C}) é uma

submatriz principal de L, segue que
0 < 1/p(L(C)™) < a.

Entretanto, como 1/p(L(C;)~!) também é autovalor de L, temos que 1/p(L(Cy)™!) =
a. Desse modo, y é um vetor de Fiedler para o tipo descrito no Caso B e o vértice
v = v,. Consequentemente, o caso B vale se, e somente se, existem duas ou mais

componentes de Perron em v.

Finalmente, suponha que v é um vértice de G com v # v, e que existe
no minimo duas componentes de Perron em v,. Denote por C, a componente de

G — v, que contém v. Entao para toda componente A de G — v que nao contém
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v,, obtemos A C C,. Se B é a componente em v que contém v,, como existem no
minimo duas componentes de Perron em v, uma delas, digamos Cj esta estritamente
contida em B. Sendo A C C,, obtemos que L(A)~! ¢ dominada entrada por entrada
por uma submatriz principal de L(C,)™!, ou seja, L(A)~! << L(C,)™!; como visto
anteriormente, obtemos p(L(A)™') < p(L(C,)™!). Como Cy C B, pelo mesmo

motivo, obtemos
p(L(A)™Y) < p(L(Cy) ™) < p(L(Co)™) < p(L(B) ™). (4.5)

Portanto, a tnica componente de Perron em v é B, a componente contendo v,. [J

Corolario 4.3 Se G é um grafo conexo, entao o caso A do Teorema da Monotoni-
cidade de Fiedler vale se, e somente se, existe uma tinica componente de Perron em
cada vértice de G. O caso B do Teorema de Fiedler ocorre se, e somente se, existe

um unico vértice no qual existem duas ou mais componentes de Perron.

Demonstragcao Do teorema anterior, vemos que se existem duas ou mais compo-
nentes de Perron em algum vértice, entdo o caso A nao pode ocorrer para nenhum
vetor de Fiedler. Reciprocamente, se existe uma tinica componente de Perron em
cada vértice, o caso B nao pode ocorrer para todo vetor de Fiedler, assim o caso
A precisa valer para todo vetor de Fiedler. A afirmacao relacionada ao caso B é

apenas uma reformulacao do Teorema. [J

4.3 Componentes de Perron e o Caso A

O objetivo desta secao é apresentar resultados que relacionam as com-
ponentes de Perron, com o caso A do Teorema da Monotonicidade de Fiedler. Para
que isso seja possivel, iniciamos com um resultado preliminar. O Lema 4.1 nos leva

ao seguinte resultado.
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Lema 4.4 Suponha que temos um grafo conero G e que C é um subconjunto de
vértices que induz um subgrafo conexo de G. Seja v € C' um ponto de articulagao
tal que todo caminho de um vértice em C' até um vértice em G — C' passa através de
v. Denote por w o numero de arestas entre v e os vértices em G — C. Se os vértices

sao nomeados de modo que v seja o ultimo dentre os vértices em C', entdo

. L(C—v)™t 0
L)y = + —J,
0 0 w
onde J é a matriz com o nimero 1 em todas entradas.
Demonstracao Suponha que as componentes conexas de C'—v sao Ay, As, ..., A,

Entao como L1 = 0, a matriz L(C) pode ser escrita da forma

L(A4,) —L(A))1
L(Ay) —L(Ay)1
L(C) = : : (4.6)
L(A,) —L(An)1
| —1TL(A) —17L(Ay) -+ —1TL(An) d |
onde
d=w+1"L(A)1+ -+ 1TL(A,)1 = w+ 1T L(C — v)1. (4.7)

Aplicando o Lema 4.1 para a matriz A = L(C' — v) e com ¢ = L(C — v)1, obtemos

L(C)- = L(C—v)™t 0
0 0
L(C —v)'L(C —v)1
+d_1TL<1C_U)T1 ( )1( ) 17L(C ~v)L(C ~v) 1]
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Isso conclui a demonstracao. [J

O resultado a seguir fornece uma expressao para a conectividade al-
gébrica quando o caso A do Teorema da Monotonicidade de Fiedler ocorre. Para
maior clareza do enunciado a seguir definiremos componente imprépria de um grafo.
Considere um grafo G em que o caso A do Teorema da Monotonicidade de Fiedler
ocorre. Se v é um ponto de articulacao de GG, denote By o tinico bloco de G contendo
vértices positivos e negativos, e por C o conjunto de vértices na componente conexa
de G — v que contém vértices em By. Chamamos Cy de uma componente impropria

no vértice v.

Teorema 4.5 Considere um grafo G com conectividade algébrica a = a(G) em que
0 caso A do Teorema da monotonicidade de Fiedler ocorre (ou seja, existe uma tinica
componente de Perron em cada vértice). Denote por y um vetor de Fiedler para o
grafo G. Se v € um ponto de articulacio de G, denote por Cy uma componente
impropria em v e por Cy os vértices em G — Cy. Permute e particione a matriz

Laplaciana na forma

[ 0 .. 0 |
L(Ch)
0 --- 0
4T
0o - 0
—0 L(Cy)
0o - 0
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(onde o vértice v corresponde a ultima linha de L(Ch) e 0 representa as adjacéncias
de v com o0s vértices em Cy), e particione y como y = [yl yt1". Se y(v) # 0, entdo

4 HT?JO
0T 1(07 1y(v) — 0T yo)

L(C)™! J (4.8)

¢ uma matriz positiva cujo valor de Perron € 1/a e cujo vetor de Perron é um

maultiplo escalar de y;.

Demonstracao Primeiramente, observamos que ambos os conjuntos Cj e Cj in-
duzem subgrafos de G. Como o caso A ocorre, cada bloco de G, distinto de By,
possui somente numerac¢ao positiva, negativa ou zero para o vetor y. Suponha, sem
perda de generalidade, que y(v) > 0; entao todo bloco em C; ao qual v pertence é
numerado positivamente e entao segue que, de fato, todo vértice de C; é numerado
positivamente por y. Dessa forma y; > 0. Suponha que existem m vértices em Cf.

Pela equacao Ly = ay, obtemos que

L(Cy)yr — QT?Joem = ays. (4.9)
Temos que L1 = 0, logo
17L(Cy) = 0" 1el. (4.10)
Assim,
07 1y(v) — 0"yo = 17 L(C)yr — 0" yo = aly:. (4.11)

Além disso, reescrevendo (4.9), obtemos

po 07 —1 -1
o zyoL(Cﬁ) em = L(Cy)  ys. (4.12)

Por (4.10) obtemos que
1

~1 .
e reescrevendo (4.11) tem-se
_ 1y,
a  OT1y(v) — 0Ty,

(4.14)
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Portanto, de (4.12)-(4.14), obtemos

- Oyo 1
1 — —
L)+ LT Ty(0) — 07g0)” |V = @ (4.15)

Pela aplicacao do Lema 4.4, obtemos

Além disso, como y(v) > 0 e por (4.11), obtemos que
071y (v) — 6Ty > 0.

Portanto, segue que

Hyo > _ 1
0T1(0T1y(v) — 0Tyy) ~ 071

e usando o Lema 4.4, tem-se que

- 0yo
L 1
()™ + 0T1(071y(v) — 6Typ) J

¢ uma matriz positiva. Consequentemente, por (4.15), a é o reciproco do valor de

Perron dessa matriz e y; é o vetor de Perron correspondente. [

No inicio deste capitulo, mencionamos que a teoria de conectividade
algébrica esta sendo particularmente bastante estudada para arvores. O proximo
resultado mostra como, em certas circunstancias, um grafo exibe propriedades simi-
lares as de uma arvore do Tipo II. Para um grafo GG suponha que existe uma aresta
{i,7} que ndo estd em nenhum ciclo de G. Dizemos que i e j tem componente de
Perron mitua se, e somente se, a Ginica componente de Perron no vértice ¢ contém
o vértice j e a tinica componente de Perron em j contém 7. Evidentemente, esse é o
caso se, e somente se, a inica componente de Perron em cada vértice de G' contém

um ou ambos os vértices i e j.

Teorema 4.6 Considere o grafo G com conectividade algébrica a. Suponha que

existe uma aresta {i,j} que ndo esté em nenhum ciclo de G. Denote a componente
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em j contendo i por C; e a componente em i contendo j por C;. Entdo i e j tem

componente de Perron mitua se, e somente se, existe v € (0,1) tal que

p(L(C)™ =) = p (B — (1= 7)) = (4.16)

Demonstracao A condicao da componente de Perron mitua é equivalente a con-
dicao de que, para cada vértice, existe uma tnica componente de Perron que contém
um ou ambos os vértices ¢ e j. Assim, a aresta {i,j} é o unico bloco com vértices
positivos e negativos, pois para cada vértice a componente de Perron contém vértices
no bloco By. Além disso, pelo Corolario 4.3, G satisfaz o caso A do Teorema da
monotonicidade de Fiedler. Pela aplicacao do Teorema 4.5 com v = 1, a condicao
que para cada vértice, existe uma tinica componente de Perron que contém um ou

ambos os vértices ¢ e j, implica a existéncia de tal v, fazendo
_ 0" yo
T AT Ty(0) — 07y,)

no teorema. Como 67 = e;, entdo 07y, = y; e 071 = 1. Assim,

_Y
Yi —Yj

Pelo mesmo argumento utilizando o Teorema 4.5 com v = j, obtemos

v =-

Yi
Yi — Yi

=

Reciprocamente, se existe tal v, suponha sem perda de generalidade,

que ~ _
0O 0 0
L(C;)
0O O 0
-1 0 0
I —
0 0 —1
L(Cy)
0 0
0 0 0
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Denote por vy e vy os vetores de Perron de L(C;)™' —~J e L(C;)™t — (1 — ) J,

respectivamente, normalizados de modo que 17v; = 1Tvy = 1. Temos que
1 1
L(C) vy —yJuy = P

e que
_ 1

L(O]) 1U2 - (1 - ’}/)JUQ = E'UQ.

Queremos mostrar que que o vetor [—vlvl]?

Com essa finalidade, sendo J = 117 tem-se
-1 T —1 T 1
L<CZ) v — '711 U1 = L<Cz) UV — ’}/11 Vg = —1.
a

Portanto, se a ultima linha de L(C;) é a k—ésima linha de L, obtemos

1
—eiv1 = el L(Cy) vy — vei 117y
a

= €£L<CZ')71U1 — ’}/]_T’Ul.
Pelo Lema 4.4,
6%[/(01')_1 = ]_T.

Assim,

—eivy = 17w, —y1T0; = (1 — )17 0y,
a

1
Similarmente, o célculo usando L(C;) vy — (1 — v)Jvy = —v; mostra que
a

1
56,{7]2 = 71Tv1.

Assim, obtemos de (4.20) e (4.21) que

1
—vU; = L(C’i)_lvl — ’y].].TUl
a
1
= L(C) vy — —1el vy
a

1
= L(Oi)_ll}l — aL(Cé)_leke{Ug.

é autovetor de L correspondendo & a.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
(4.23)

(4.24)

De modo que av, — ekelTvg = L(C;)vy, ou equivalentemente, —L(C;)vy + ekelTUQ =

—au;. Similarmente L(C;)vs + erefvy = avs. Isso mostra que o vetor |

93

T T]T

—U1 Vg



é autovetor de L correspondendo a a. Pelo Teorema de Perron-Frobenius, v; >
0 e vy > 0, entao ¢ — 7 é o tnico bloco contendo vértices positivos e negativos
simultaneamente. Pelo Teorema, 4.5 i e j possuem componentes de Perron mutuas.

Isso conclui a demonstracao. [
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5 APLICACAO EM ORDENAMENTO DE
ARVORES

No capitulo anterior apresentamos resultados relacionando componentes
de Perron com a conectividade algébrica. Essas ferramentas fornecem uma maneira
simples de comparar a conectividade algébrica de algumas arvores. Neste capitulo
mostraremos como podemos utilizar a teoria desenvolvida para ordenar uma classe
de arvores pela conectividade algébrica. O resultado que apresentamos aqui esté
em [26]. Nessa publicacdo, além de fazer o ordenamento das arvores dessa classe,
conseguimos classificar todas como sendo do Tipo I ou do Tipo II. Também fornece-
mos uma cota superior para a conectividade algébrica nessa classe e exibimos qual

arvore atinge essa cota.

5.1 Introducao

Até agora, os resultados sobre o vetor de Fiedler e as componentes de
Perron foram apresentados para grafos. Neste capitulo, aplicaremos os resultados
para o caso particular de arvores. Sendo assim, alguns dos enunciados se simplifi-
cam consideravelmente. Por esse motivo, reescrevemos alguns dos enunciados que

necessitaremos posteriormente.

Com essa finalidade, considere um vértice k de uma &rvore T'. Chamamos
de ramo de T em k alguma das componentes conexas de T" — k obtida de T pela
remocao do vértice k e as arestas adjacentes com k. Defina o conjunto P ;5 como
sendo o conjunto de arestas de T' que estao em ambos os caminhos do vértice ¢ ao
vértice k e no caminho do vértice j ao vértice k. O lema que segue tem um papel
fundamental na técnica que apresentaremos e foi publicado por Kirkland em [15],

onde foram estudadas as componentes de Perron de arvores.
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Lema 5.1 Considere uma drvore T com n wvértices. Denote por Ly a submatriz
principal da matriz Laplaciana L (T) obtida pela remo¢ao da k—ésima coluna e da
k—ésima linha de L (T). Entdo a entrada (i,j) de L' é igual ao nimero de arestas

em L j.

Demonstracao Sem perda de generalidade, podemos supor k& = n. Faremos a
prova por inducao em n. Note que o caso n = 2 segue do fato que existe apenas

uma arvore com dois vértices: a arvore com matriz Laplaciana da forma

1 -1
L =
-1 1
Portanto, obtemos L,;l = [1]. Assim, suponha que o resultado vale para algum
no—1 > 2 e que T & uma arvore com ny vértices vy, va, ..., v,,. Novamente, sem

perda de generalidade, podemos tomar o vértice v; como sendo um vértice pendente

de T" adjacente ao vértice vs.

Denote por M a matriz Laplaciana da arvore 7" induzida pelos vértices
Vg, Vs, ..., Un,. Denote por M, a submatriz principal de M formada pela remocao

de sua tultima linha e coluna. Segue que

;o 1 —eT

0 T
—e1 Mno + €167

Um céalculo simples nos fornece

1 l4+ef M, ley el M.!
ng _ _

Mn01€1 Mnol
Agora, se i,7 > 2, a formula para a entrada (i, j) da matriz L,,, segue
pela hipotese de indugao. Além disso, se j > 2, note que o conjunto P, jj é o mesmo
que P, ;5. Esse conjunto também é o mesmo em 7". Logo, as expressoes para (1, j)

e (j,1) sao facilmente obtidas. Finalmente, como o vértice v; de T é um vértice
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pendente adjacente ao vértice v, obtemos que Py1; = Paox U {{v1,v2}}. Assim,

podemos concluir que
|P171’k| =1+ |P272,k’ =1+ G{Mn_olel

e i8s0 nos leva a expressao para a entrada (1,1) de L,jol. Isso conclui o passo de

inducao e a demonstragao.lJ

Desse modo, o Teorema acima nos diz que a entrada (i,j) de L,;l é
positiva se, e somente se, os vértices 7 e j estao no mesmo ramo de T no vértice k.
Consequentemente, ha uma rotulagao dos vértices de T tal que L,;l é semelhante a
uma matriz diagonal em blocos na qual o nimero de blocos diagonais é o grau do
vértice k. Além disso, cada bloco diagonal é uma matriz positiva que corresponde
a um unico ramo em k. Esta matriz é chamada de matriz gargalo para esse ramo
em k. Da Teoria de Perron-Frobenius para matrizes nao-negativas, segue que cada
bloco diagonal tem um autovalor simples igual ao seu raio espectral, a sua raiz de

Perron ou valor de Perron.

Chamamos um ramo de ramo de Perron se o seu valor de Perron é igual
ao raio espectral de L,;l. Isso significa que dentre todos os ramos, o ramo de Perron

é 0 que possul maior raio espectral.

Exemplo 6 Considere a drvore abaizo

1

Figura 5.1: Arvore com 11 vértices.
No vértice 9 temos 8 ramos.
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Entao

3211111000
22111110060
1121111000
1112111000
) 1111211000
Ly =
1111121000
1111111000
000O0O0OO0OO0OT1TO0T@ 0
0000O0OO0OO0O0OZ21
000O0O0O0OO0O0T1

As matrizes gargalo para os ramos no vértice 9 sao as matrizes

3211111
2211111
1121111
2 1
Bi=|1112111]|, B=][l], Bgy=
11
11 1 211
1111121
1111111

Claramente o ramo com vértices 1,2,3,4,5,6 ¢ 7 € o ramo de Perron no vértice 9 da
drvore. Isso se deve ao fato de que as matrizes By e By sao submatrizes principais da

matriz By, logo, da teoria de Perron-Frobenius para matrizes nao-negativas, sabemos

que p(Br) > p(Ba) e p(B1) > p(Bs).

Mas o que isso significa na estrutura dessa drvore? Significa que um

ramo é uma subdrvore do outro ramo.

Essa ideia serd utilizada diversas vezes em nossa demonstracao. Por-
tanto, para uma drvore, sempre que um ramo for subdrvore de outro ramo, con-

cluiremos que o ramo mator € o ramo de Perron.
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Reescrevendo o Teorema 4.6 quando o grafo ndo contém ciclos, obtemos

Teorema 5.2 Denote por i e j vértices adjacentes de T. Entao T é uma drvore do

tipo II com wvértices caracteristicos i e j se, e somente se, existe 0 < v < 1 tal que
p (M —~J) =p<M—(1—7)J)

onde M ¢ a malriz gargalo do ramo em j conlendo 1 e M ¢ a matriz gargalo do

ramo em 1 contendo j. Além disso, se isso ocorre entdao

amzp(M—vJ)zp(M—(l—v)J>- (5.1)

Corolario 5.3 T ¢ do tipo II com vértices caracteristicos i e j se, e somente se, (1)
0s vértices i e j sao adjacentes, (2) o ramo em i que contém o vértice j é o unico
ramo de Perron em i, e (3) o ramo em j contendo o vértice i € o unico ramo de

Perron em j.

Da mesma forma, reescrevendo o Teorema 4.2 quando o grafo nao con-

tém ciclos, obtemos

Teorema 5.4 T € do lipo I com vértice caracteristico k se, e somente se, existem

dois ou mais ramos de Perron de T’ em k. Nesse caso,

Corolario 5.5 T ¢ do tipo I se, e somente se, existe exatamente um vértice no qual
existem dois ou mais ramos de Perron. T € do tipo I se, e somente se, em cada

vértice existe um unico ramo de Perron.

Procedemos agora com a descricao de uma classe especial de arvores que
serd de nosso interesse. Um caterpillar ¢ uma arvore na qual a remocao de todos

vértices pendentes a torna um caminho. Denote por P, o caminho com n vértices

29



e S, a estrela de p + 1 vértices. Defina p = [p1,p9,...,pa—1] onde p; > 1,py >
1,...,ps—1 > 1. Considere C (p) o caterpillar obtido das estrelas Sy, Sp,, ..., S

» M Pd—1

e do caminho P;_; identificando a raiz de S,, com o ¢—ésimo vértice de P;_;. Defina

C={C(p):pr+p+- - +pi1=n—d+1}.

Facilmente, podemos ver que qualquer caterpillar em C é um caterpillar
de n vértices e diametro d. Em [25], ¢ dada uma ordem completa pela conectividade

algébrica nas subclasses
C,={C(p,1,...,1,pa-1) €C:p1 < pa1},

C@:{C(1,...,1,}9@,]?@,1,...,1) € C:paa Sp@}
2 2 2 2 2

sempre que d é impar, e para 1 < k < L%J em

Ck:{C(l,...,l,pk,l,...,1,pd_k,1,...,1)ECkaépd_k}.

Considere n,d e g inteiros positivos dados tais que n > d + (d — 2) g,

d>3eq>1. Definar=n—(d—1)—(d— 2)q. Nos estudamos a subclasse especial

A, ={A,(k)eC:pj=qgparaj#kep,=r1}.

Exemplo 7 Sen=20,d="7,q=2 e k=2 entdo py =1 =4 e o caterpillar As (2)

€ como na figura.

Figura 5.2: Um caterpillar com 20 vértices.
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Em nossa pesquisa, provamos que para 1 < k < (%w , a conectividade
algébrica de A, (k) € A, é uma funcao estritamente crescente, sempre que r > q.

Neste capitulo vamos demonstrar esse fato.

A partir de agora, denote por vy, vy, ...,v4-1 0s vértices do caminho
P,_1. Denote por B(T,v;,v;) o ramo de T' € C no vértice v; contendo o vértice
v; e denote por M (T, v;,v;) a matriz gargalo de B(T',v;,v;). Observamos que para
qualquer arvore, nenhuma folha é um vértice caracteristico. Para ver que isso é
verdade suponha, por contradi¢ao, que uma folha f é um vértice caracteristico. Se
a arvore fosse do Tipo I, entdao haveriam dois ramos de Perron em f, o que nao
é verdade, pois existe apenas um ramo em f. Portanto, essa arvore ¢ do Tipo II.
Portanto, o vértice vizinho de f, digamos g, também seria um vértice caracteristico.
Desse modo, o ramo de Perron em g deveria conter f, ou seja, seria um ramo com um
univo vértice. Por outro lado, f é uma subarvore de qualquer ramo, contradizendo o
fato de ser o ramo de Perron. Portanto, nenhuma folha é um vértice caracteristico.

Deste fato, do Teorema 5.2 e do Teorema 5.4, temos

Lema 5.6 Se C € C é do tipo I e v; e v;y1 sao seus vértices caracteristicos, entao

existe 0 < v < 1 tal que

a(0) p(M(C,vip1,v1) —vJ) = p(M(C,v5,v4-1) — (1 =) J). (5.2)

Lema 5.7 Se C' € C ¢ do tipo I e v; é seu vértice caracteristico, entao

(0 =p(M(C,v;,v1)) = p(M(C,v;,v4-1)) (5.3)

Nesse ponto, é notavel o carater estrutural da técnica. Quando modifi-
camos a estrutura de alguma arvore, modificamos alguns de seus ramos de Perron
e, consequentemente, suas matrizes gargalo. Mas os lemas acima nos fornecem uma
relacao entre conectividade algébrica e as matrizes gargalo, ou seja, uma relagao en-

tre conectividade algébrica e as modificagoes feitas na arvore. Assim, se for possivel
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comparar o raio espectral das matrizes gargalo mediante as modificagoes feitas, seré
possivel comparar a conectividade algébrica. Na proxima secao utilizaremos essa
nocao com mais rigor e demonstraremos nosso principal resultado: a ordem total na

subclasse A,.

5.2 Resultados de Classificacao

Para matrizes nao negativas A e B, quando B é irredutivel, escreve-
remos A << B para simbolizar que existe uma matriz de permutacao P tal que
PAPT & dominada entrada a entrada por uma submatriz principal de B sempre
que a ordem de A é estritamente menor que a ordem de B, ou dominada entrada
a entrada por B, com a desigualdade estrita no minimo em uma entrada, sempre
que A e B tém a mesma ordem. Da teoria de Perron-Frobenius para matrizes nao
negativas, mais precisamente, dos Teoremas 2.5 e 2.6 , se A e B sdo matrizes nao
negativas, B é irredutivel, e A << B entdo p(A) < p(B). Nesta se¢do usaremos

esse fato diversas vezes.
Lema 5.8 Seja s = [41] . (a) Se d = 2s, entio A, (s) € uma drvore do Tipo I com
vértice caracteristico vs.

(b) Ser < q, comk # s quando d = 2s, entao A, (k) € uma drvore do

Tipo I com wvértices caracteristicos vs and vVgyq.

Demonstracao (a) Considere o caso em que d = 2s. Vemos facilmente que em vy,
o caterpillar A, (s) tem dois ramos de Perron. Entao, do Corolario 5.5, A, (s) é uma

arvore do Tipo I com vértice caracteristico v.

(b) Como A, (k) e A, (d — k) sdo caterpillars isomorfos, podemos fornecer

a prova apenas para 1 < k < s. Pela hipotese, r < ¢ com k # s quando d = 2s.
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Defina C' = A, (k). Para r < ¢, mostraremos que

M (C,vs41,v4-1) << M (C,v441,01).

Para o ramo B (C,vs.1,v1), chame de A a subarvore que contém os
vértices vgi1, Ugta, - - -, Us € as suas respectivas folhas. Para o ramo B (C,vgy1,v4-1),
chame de A’ a subarvore que contém o0s vértices vy, 1, Vsio, ..., U4 g € aS SUAS respec-
tivas folhas. Desse modo, as subarvores A e A’ sao isomorfas. Além disso, vértices
que estao associados no isomorfismo, estao & mesma distancia do vértice vs, 1. Desse
modo, pelo Lema 5.1, as entradas correspondentes nas suas respectivas matrizes
gargalo sao iguais. Para o ramo B (C,vs.1,v1), chame de B a subarvore que contém
0s vértices vy, Vg, ..., Uk € as suas respectivas folhas. Para o ramo B (C,vs11,Vq-1),
chame de B’ a subarvore que contém 0s Vertices vg_ji1,Vq_ki2,---,Uq_1 € aS SUaS
respectivas folhas. Da mesma forma, as subarvores B e B’ sao isomorfas. Nessas
subarvores, se w € B e u € B’ sdo vértices que estao associados no isomorfismo,

entao as distancias de w a vsyq e u a vgy 1, sa0 tais que
d(w,vs11) = d(u,vs11) + 1.

Desse modo, pelo Lema 5.1, as entradas correspondentes de w na sua respectiva
matriz gargalo sao estritamente maiores que as entradas correspondentes de u. Por-

tanto, podemos escrever
M (C,vs41,va-1) << M (C, 0541, 01) -
Além disso, como B (C,vs,v1) é subgrafo de B (C, vs,v4_1)
M (C,vg,v1) << M (C,vg,04-1) -

Entao B (C,vsy1,v1) € 0 inico ramo de Perron de C' em v, 1 contendo vs e B (C,vg,v4_1)
¢ o tnico ramo de Perron de C' em vy contendo vs, ;. Portanto, do Corolério 5.3,

C' = A(k) é do Tipo I com vértices caracteristicos vg € vgy1. O
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Lema 5.9 Seja s = (%w . Considerer >qel <k<s—1.
(a) Se Ay(k + 1) € uma drvore do Tipo I, entao A (k) € uma drvore do Tipo II.

(b) Se Ay(k+ 1) € uma drvore do Tipo II, entao A,(k) é uma drvore do Tipo I1.

Demonstracao Definindo C; = A, (k) e Co = A, (k+1).

(a) Suponha que Cy & do Tipo I com vértice caracteristico v;. Assim, temos

1
a(Cy)

= p(M(Cy,v5,01)) = p(M(C2,v5,v4-1))- (5.4)

Temos que provar que C; é do Tipo II. Do contrario, suponha que C; ¢ do Tipo I

com vértice caracteristico v;. Entao

1
a(Ch)

= p(M(C1,vi,v1)) = p(M(C1, v, va-1))- (5.5)
Como r > ¢, se j < i, entdo B(Ch,v;,v4-1) é uma subarvore de B(Cs, v, v4-1) , logo
M(Ch,vi,v4-1) << M(Co,vj,v4-1)
Se j =i, entdo B(C1,v;,v4-1) € B(C2,vj,v4-1) sao isomorfos, logo
M(Cy,vi,v4-1) = M(Cy,vj,v4-1).
Agora, mostraremos que
M(Cy,vj,v1) << M(Ch, v, v1).

Para isso, considere o caterpillar C5 e sua subarvore A formada pelos vértices
U1, V2, ...,v; juntamente com ¢ de seus respectivos vértices pendentes. Considere
também o caterpillar C e sua subarvore B formada pelos vértices vy, v, ..., v; jun-
tamente com ¢ de seus respectivos vértices pendentes. Claramente, as subarvores
A e B sao isomorfas. Nessas subarvores, se w € A e u € B sao vértices que estao
associados no isomorfismo, como j < 7, entao as distancias de w a v; e u & v;, sao
tais que

d(w,v;) < d(u,v;).

64



Desse modo, pelo Lema 5.1, as entradas correspondentes de w na sua respectiva
matriz gargalo sao maiores ou iguais que as entradas correspondentes de u. Agora,
observe que os vértices de B(Cy, v;, v1) que ndo estdo na subarvore A, sdo exatamente
r —q vértices pendentes ao vértice vg.1. Além disso, existem r — g vértices pendentes
ao vértice vy no ramo B(Cq,v;,v1), tais vértices estao mais distantes de v; em C; do

que do que os r — ¢ pendentes no ramo Cy estao de v; em Cs. Isso mostra que
M(C’Q,vj,vl) << M(C’l,vi,vl). (56)
Portanto, podemos escrever

p(M(Cl, Vi, Ud—l)) < P(M(C2> V5, Ud—l))

= p(M(CQ,Uj,U1>) < p(M(Cl,UZ‘,Ul)).

o que contradiz (5.5). Além disso, se j > i, e como B(Cy,v;,v4—1) € subdrvore de

B(C4,vi,v4-1), entao
M(CQ,(Uj,/Udfl) << M(C’l,vi,vd,l).

Pelo mesmo motivo,

M(Cl, Vi, Ul) << M(CQ, vy, U1>.

Portanto,

p(M(CQ, vy, ’I}d_l)) < p(M(C1, Vi, Ud—l))

= p(M(Ch,vi,v1)) < p(M(C3,v5,01)).
o que contradiz (5.5). Portanto, C; é uma arvore do Tipo II.

(b) Suponha que C ¢ do Tipo II com vértices caracteristicos v; e v;41.

Entao

p(M(C2,vj1,v1)) > p(M(C2, 011, va-1)) (5.7)

p(M(C2,vj,va-1)) > p(M(Ca,v5,01)) (5.8)
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e existe 0 < 7, < 1 tal que

1
a(Csy)

= p(M(Ca,vj1,v1) —72J) = p(M(Cy,v5,v4-1) — (1 = 72) J) . (5.9)

Precisamos provar que C; é do Tipo II. Do contrario, suponha que C é do Tipo I
com vértice caracteristico v;. Entao vale a equagao (5.5). Temos r > q. Se j > i,

como B(Cy,vj,v4—1) é subarvore de B(C,v;,v4—1), entao
M(Cy,vj,v4-1) << M(C1,vi,v4-1).

Pelo mesmo motivo,

M(Cy,v;,v1) << M(Ca,vj,v1).
Portanto,
p(M(C2,vj,v4-1)) < p(M(C1,vi;va-1))
= p(M(Ch,vi,01)) < p(M(C2,v5,01))
o que contradiz (5.8). Se j < i, entdo
M(Cy,vj41,v4-1) = M(Cy,vi,v4-1) ou M(Co,vj41,v4-1) >> M(Ch,v;,v4-1).
Pelo mesmo argumento utilizado para obter a expressao (5.6), podemos escrever
M(Ch,vi,v1) >> M(Ca,vj41,v1)
Portanto,
p(M(Ca,vj1,v4-1)) = p(M(Cy,v5,04-1))
= p(M(Cy,vi,v1)) > p(M(Ca,vj41,01))

o que contradiz (5.7). Finalmente, se i = j, como B(Ch,v;,v4-1) € B(Cy,v;,v4-1)
sao isomorfos, entao

M(C’l,vi,vd_l) == M(OQ,’Uj,Ud_l). (510)

Agora, observe que pelo mesmo argumento utilizado para obter a expressao (5.6),
podemos obter

M(Cy,vj,v1) >> M(Ch,v;,v1).
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Como M (Cy,v;,v1) é uma submatriz de M(Cs,vj11,v1) — J, entdo obtemos
M<027vj+i,vl) —J>> M(CQ,Uj,Ul) >> M(C’l,vi,vl) (511)

De (5.9) e (5.10), obtemos

a(lCl) — p(M(Ch, 5,00 1)) (5.12)
> p(M(CQ,Uj,Ud_l)—(1—72)J):a<1c2>. (5.13)
De (5.11)
a(lcz) = p(M(Cy,vj41,v1) = 72J)

> p(M(Cy,vj41,v1) — J)

> p(M(Cy,vi,v1))
1
a (01) '

o que contradiz (5.13). Logo C é uma arvore do Tipo II. O

Lema 5.10 Seja s = (%-‘ . Ser #q, os caterpillars em A, sao do tipo 11, exceto

para A, (s) quando d = 2s.

Demonstracao Como A,(k) e A,(d— k) sdo isomorfos, é suficiente provar o resul-
tado para 1 < k < s. Primeiramente, trataremos do caso em que d = 2s. Considere
o caterpillar A, (s). Podemos ver que em vy o caterpillar A, (s) tem dois ramos de

Perron e dessa forma, do Corolario 5.5, é uma arvore do tipo I.

Pela parte (a) do Lema 5.9, a arvore A,(s— 1) é do Tipo II. Agora, por

sucessivas aplicagoes da parte (b) do Lema 5.9, obtemos que
A(s—1),A,(s —2),...,4,2),A,(1) (5.14)

sao arvores do Tipo II.
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Agora, considere d = 2s + 1. Vemos facilmente que A,(s) ¢ do Tipo II,
com vértices caracteristicos v, e vsy1. Entao, novamente pelas sucessivas aplicacoes

da parte (b) do Lema 5.9, obtemos que
A(s—1),A,(s—2),...,4,(2),A,(1) (5.15)

sao arvores do Tipo II, concluindo a demonstragao. [

A proposito, notamos que, em [24], esta provado que A; (s), para d = 2s
ou d = 2s + 1, é o unico caterpillar que maximiza a conectividade algébrica dentre

todos os caterpillars em C.

Nesse ponto, é conveniente notar que, se A é uma matriz nao-negativa e
irredutivel, entdo p (A) aumenta estritamente quando alguma entrada de A aumenta

estritamente (Teorema 2.5 implica essa afirmacao).

5.3 Resultados de Ordenamento

Agora, estamos prontos para estabelecer uma ordem completa na classe

A,
Teorema 5.11 Seja s = (%W . Ser < q entio a conectividade algébrica de A, (k)

¢ uma funcao estritamente decrescente em 1 < k < s.

Demonstracao Considere k tal que 1 <k < s—1, com k+ 1 # s quando d = 2s.
Denote Cy = A, (k) e Cy = A, (k + 1) . Pelo Lema 5.8, parte (b) , Cy e C5 sdo ambos
do Tipo I1 com vértice caracteristico v e vsy1. Pelo Lema 5.6, existem 0 < 7,72 < 0

tais que

= p(M(Cy,vs41,v1) — 1))

= p(M(Cy,05,va1) = (1 =m) J)
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= p(M (Cy,vs11,v1) — 72J)

= p(M (CQvUSaUdfl) - (1 - 72) J) :

a(Cy)

Como r < g, obtemos M (C},vsy1,v1) << M (Cy,vs41,v1) . Além disso, M (Cy,vs,v4-1) =
M (Cy,vs,v4-1) . Entédo

M (0171)3—4-177)1) — ’YJ << M(CQ,US_H,’Ul) — ’)/J (516)

M (Cy,vs,vq-1) — v = M (Co,vs,v4-1) — vJ (5.17)

para todo 0 < v < 1. Se ;1 = 72 entao, de (5.17),

= p(M(Ci,vs,v4-1) — (1 —71) J) (5.18)
a(Ch)
1
= p(M (OQ,US,Ud_l) — (1 —")/2) J) = a(CQ)'
Além disso, usando (5.16)
1
= M (Cy,vsp1,v1) —
a(Ch) p (M (Ch,vs11,01) — 1)
1
< p(M(Co,vs41,v1) — 72J) = 2 (C5)

o que contradiz (5.18) . Assim, 3 # 2. Notamos que M (Cy, vs,v4-1) = M (Co, vs,04-1) .

Se v1 > 7, entao
M (Cr,vs,v9-1) — (1 —71) J >> M (Cy,vs,v4-1) — (1 —2) J

e portanto,

N = p(M(C1,vs,v4-1) — (1 — 1) J) (5.19)

> p(M (CQavsvvd—l) - (1 - 72) J) = G(CQ).

Além disso, usando (5.16),

1
= p(M (Cluvs—l-l;vl) - '71<]) = p(M (CQ7U5+17U1) — /71(])
a(Ch)
1
< P(M (027U5+1,'Ul) — ’}/2(]) = a(CQ)
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que contradiz (5.19). Consequentemente, v; < 2. Portanto,

CL(Cl) = p(M (Cluvsuvdfl) - (1 - 71) J)

< p(M (C%U&Ud*l) - (1 - 72) J) = a (Cg)

Assim, a (C) > a(Cy) .

Falta estudar o caso k 4+ 1 = s quando d = 2s. Denote C} = A, (s — 1)
e C' = A,;(s). Como r < ¢, do Lema 5.8, parte (b), os vértices caracteristicos de
(' sa0 vs e Vg, 1. Pelo Lema 5.8, parte (a), Cy é uma arvore do Tipo I com vértice

caracteristico vs. Temos que M (Ch,vs,vq-1) = M (Cy, vs,v4-1) . Entéo

CL(Cl) = p(M (Clﬂvsuvdfl) - (1 - 71) J)

1
a(Cy)

< IO(M (Clavsvvdfl)) = p(M (C%Usvvdfl)) =

Logo a (Cy) > a(Cy). O

Exemplo 8 As figuras abaizo estdo dispostas em ordem crescente de conectividade

algébrica, de acordo com o ordenamento fornecido pelo Teorema 5.11.

d—1
2

Teorema 5.12 Seja s = { W . Para 1 < k < s, ser > q entao a conectividade

algébrica de A, (k) é uma fungao estritamente crescente.
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Demonstracao Iniciamos considerando o caso k = s quando d = 2s. Seja (] =
Ay (s—1) e Cy = A, (s). Queremos mostrar que a (Cy) < a(Cy). Sabemos que C4
é do tipo I e C5 é do tipo I com vértice caracteristico v,. Do Lema 5.6, os vértices

caracteristicos de C] sdo vs_1 e vs. Desse modo, existe 0 < y; < 1 tal que

a (2’1) = p(M(Cr,v5,01) = J) = p(M(Cr,vs-1,v4-1) — (1 —1)J) (5.20)
a (1612) = IO(M(CQ,US,UI)) = p(M(CQ,U&Ud_l))_ (521)

Como r > q, temos M (C,vs_1,v4-1) — J >> M(Cy,vs,v4-1). Entao

== p(M(Cl7U5_17Ud_1) - (1 —’)/1)(]) (522)

a(Cy)

> p(M(Cb Vs—1, Ud—l) - J) > P(M(O% Vs, Ud—l)) - a
Segue que a (C) < a(Cy) quando d = 2s, como afirmado.

Seja 1 < k < ’—%-‘ e k # s sempre que d = 2s. Seja C; = A, (k)
e Cy = A, (k—1). Pelo Lema 5.10, sabemos que C; e Cy sao arvores do Tipo II.
Denote por v; e v;;1 0s vértices caracteristicos de C; e por Vj € Ujyq OS vértices
caracteristicos de Cs. Afirmamos que j > ¢. Suponha por absurdo que j < 1.

Entao, pelo mesmo argumento utilizado na expressao (5.6), obtemos
M(Cl, Vj+1, Ul) >> M(CQ, Vj+1, 7)1).

Portanto,

p(M(C1,vj41,01)) > p(M(Ca,vj41,01)). (5.24)
Como v; e vj41 sao os vértices caracteristicos de Cs e
M(Cs,vj11,v4-1) = M(Ch,vj41,04-1),
obtemos
p(M(C2,v541,v1)) > p(M(Ca,vj11,v1)) = p(M(Ch, vj41,Va-1))- (5.25)
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Portanto, de (5.24) e (5.25), obtemos
p(M(C1,vj41,0v1)) > p(M(Ch, 0541, Va-1))- (5.26)
Além disso, j < ¢ implica

M(Ch,vj,v4-1) >> M(Ch,v;,v4-1)

e
M(Cy,vi,v1) >> M(Ch,vj,v1).
Portanto
p(M(Ch,vj,v4-1)) > p(M(Ch,vi,v4-1)) (5.27)
e
p(M(Cy,vi,v1)) > p(M(Ch,vj,v1)). (5.28)

Como v; e v;41 sao os vértices caracteristicos de C', temos

p(M(Cy,v;,v4-1)) > p(M(Cy,vi,07)). (5.29)
Sendo assim, das desigualdades (5.27-5.29), obtemos

p(M(Cy,vj,v4-1)) > p(M(Ch,vj,v1)). (5.30)

Das desigualdades (5.26) e (5.30) concluimos que v; € v;4; s30 08 vértices caracteris-
ticos de C'1, uma contradi¢ao, pois v; e v;41 sao seus vértices caracteristicos. Logo,

concluimos que j > ¢, como afirmado. Desse modo, existem 0 < 7,7, < 1 tais que

a(él) = p(M(Cr,vip1,v1) —nd) = p(M(C1, v5,va-1) — (1 = )J) (5.31)
a(é’Q) = p(M(Cy,vj41,v1) — 12d) = p(M(Cs,v5,v4-1) — (1 = 72)J). (5.32)

Temos que j =i ou j > 7. Suponha que j = 7. Assim,

M(Claviavd71> = M(CE;UJ'?/Ud*l) € M(CQ,'U]‘+1,U1> << M(Cl,UH,l,'Ul).
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M(Cy,vi,v4-1) — (1 =) = M(Cy,vj,v4-1) — (L —)J (5.33)

M(Cy,vj11,v1) —vJ << M(Ch,vi41,0v1) —J (5.34)

para todo 0 < v < 1. Se 71 = 72, entdo por (5.33), obtemos

1
= M(Cy,v5,v9-1) — (1 —y1)J 5.35
&7 = PMCru) = (=) (5.3
1
—  o(M(Co,v;,041) — (1 — - .
p(M(Cy,v5,v4-1) — (1 —72)J) a2 (Cy)
Além disso, usando (5.34)
L (MG ) — 1)
a(Cl) = p 1, Vi1, U1 7
1
M(Cy, v, — o) =
> p( (CQ,U]+1,U1) 72‘]) Q(OQ)

o que é uma contradigao com (5.35). Portanto, vy, # 2. Temos que M (C1,v;,v4-1) =

M (Cs,vj,v4-1). Suponha por contradi¢do que y; < 72, entao

M(Cy,v;,v4-1) — (1 —m)J = M(Cy,vj,v4-1) — (1 — 72)J

e
1
= M o vg-1) — (1 — .
(0 p (M(Cy,v5,v4-1) — (1 —7)J) (5.36)
1
< pM(Coty i) = (1= )) =
Além disso, usando (5.34)
! (M(c )
== y Ui , U -
a(Cl) P 1, Vit1, V1 N
1
> p(M(Ca,vj41,01) — 7)) = o (C)

o que contradiz (5.36). Consequentemente, v; > . Desse modo,

= p(M(Cr,vi,v4-1) = (L —71)J)

> p(M(Ca,v5,v4-1) — (1 = 2)J) = (G
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Assim, provamos que a(C) < a(Cy) quando i = j. Finalmente, supondo j > i,

obtemos
M(C’l,vi,vd_l) — (1 — ’71)] >> M(Cg,vj,vd_1>.
Portanto,
L (M(Ch v va) — (L= 7))
a<01) P 1, Vi, Vd—1 §a!
> p(M(CQ’Uijd—l))
1
M Vg—1) — (1 — = .
> p( (OQvUJ7Ud 1) ( 72)‘]) a(02)

Assim, provamos que a(C}) < a(Cs) quando i < j, o que completa a demonstragao.[

Exemplo 9 As figuras abaizo estdo dispostas em ordem crescente de conectividade

algébrica, de acordo com o ordenamento fornecido pelo Teorema 5.12.

Al
LAl
)

74



6 CONCLUSAO

Vimos aqui como a estrutura do grafo se relaciona com o vetor de
Fiedler. Através da nocao de componentes de Perron em um vértice de um grafo,
mostramos como a estrutura do vetor de Fiedler pode ser compreendida em termos
de componentes de Perron. Também conseguimos obter resultados classificando e
ordenando pela conectividade algébrica todas as arvores de uma familia de caterpil-

lars.

Os resultados envolvendo componentes de Perron de um grafo repre-
sentaram um avanc¢o no resultado original de Fiedler, fornecendo ferramentas que
permitiram estudar como se modifica a conectividade algébrica de um grafo quando

efetuamos certas modificacoes em sua estrutura.

Contudo, percebemos que a teoria existente e as ferramentas que uti-
lizam o vetor de Fiedler possuem certas limitacoes, nao descrevendo grafos com
certas estruturas, como por exemplo grafos que nao possuem um vértice de corte.
Nesse caso, nao se conhece como a numeragao caracteristica se comporta. Portanto,
um dos topicos de pesquisa futuros é compreender como a numeracao caracteristica
pode descrever grafos mais gerais. De fato, poucos resultados sao conhecidos sobre
grafos com ciclos descritos pelo vetor de Fiedler. Mais geralmente, essa abordagem

nao aparece na literatura descrevendo grafos 2-conexos.

Subsequentemente, caso esse autovetor se mostre adequado para al-
gumas estruturas mais gerais, outro topico de pesquisa serd o desenvolvimento de
ferramentas que descrevam a conectividade algébrica através do vetor de Fiedler.
Como feito anteriormente por Kirkland, essas ferramentas forneceriam novas possi-
bilidades para ordenamento de grafos pela conectividade algébrica. Desse modo, o
desenvolvimento de uma teoria mais geral sobre o vetor de Fiedler criaria uma nova

perspectiva para o estudo da conectividade algébrica.
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