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Pelo bom saber da geometria,

O mestre Euclides fundou

A guilda da geometria

Em terra egipcia principiou.

No Egito ele ensinou largamente

Em diversas terras em toda parte;
Muitos anos depois, eu o sei,

Antes de a guilda chegar a esta terra.
Esta guilda chegou a Inglaterra,
Como ora lhes digo,

Nos dias antigos do bom rei Athelstane.
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos com detalhes as provas de trés teoremas e algumas
de suas consequéncias sobre a questao da existéncia e unicidade de solucoes para
o Problema de Dirichlet para a Equacao das Superficies de Curvatura Média Con-
stante H sobre dominios €2 limitados do plano ndo necessariamente convexos. As
hipSteses relacionam a condicdo do circulo exterior de €, a norma C? do dado do

bordo e H.



ABSTRACT

In this work we present with detail the proof of three theorems and some of its
consequences on existence and uniqueness of solutions to the Dirichlet Problem for
the Constant Mean Curvature H Surface Equation on a bounded not necessarily
convex domain €2 of the plane. The hypothesis relates the exterior circle condition

of 2, the C? norm of boundary date and H.
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1 Introducao

Este trabalho é uma dissertagao sobre a tese de doutorado da profa. Lisandra
Sauer, docente da UfPel e pés-graduada pela Ufrgs em 2009. Também foram in-
cluidos alguns resultados da dissertacao de mestrado dela aqui porque sao funda-
mentos importantes e indispensaveis para a tese. Outro texto inserido e discutido
na parte tedrica é um comentario detalhado a respeito do método da continuidade
em uma versao facilitada, que procura usar formas mais simples de teoremas impor-
tantes de [GT] e também linearizar o problema em questao, este que é quase-linear
como veremos em seguida. O comentério é da autoria do prof. Jaime, sempre pre-
ocupado em simplificar a vida da gente. Nao que ele dé moleza na hora de a gente

escrever o proprio texto.

Outras fontes de pesquisa auxiliares foram a dissertagdo de mestrado da Miriam
e a tese de doutorado do Ari, ambos ex-alunos do prof. Jaime. Das discusstes com
o prof. Leonardo inclui uma figura em folha de caderno pautada. Pode parecer um
pouco tosco, mas o proposito de eu ter colocado esta figura assim sem ter passado
a limpo numa folha em branco antes, é preservar na memoria a mao-de-obra que
deu escrever esta dissertacao. Além disso, também é uma espécie de divulgacao das

figuras que o prof. Leonardo tdo habilmente desenha.

E interessante observar que a opiniao popular afirma que ser estudante de mate-
maética é sinénimo de ser inteligente. Sempre ougo isto a todo momento. E quando
ouco isto respondo que ser estudante de matemaética é sinénimo de gostar de desafio.
E provo isso dizendo que colegas inteligentes desistiram da matematica e passaram
em concursos dificeis pra servidor ptublico ou em vestibulares dificeis para outros
cursos menos desafiadores. Outra prova ainda mais convincente é o que a minha
ex-orientadora no método Kumon, afirmava sobre os estudantes de matematica.
Nao sei se me fiz entender, eu nao fui aluna do Kumon, fui auxiliar da unidade
Moinhos de Vento. A orientadora da unidade na época era a Fumiko, que é formada

em Pedagogia e muitas vezes observou alunos esforcados se destacarem mais nos



estudos de matematica do que alunos inteligentes. E bem verdade, é claro, que se
estuda matematica por outros motivos que nao os desafios somente. Se fosse sé por

desafio a gente ia escalar o Everest.

Quanto aos outros nao sei, mas de mim digo que quando terminei de escrever a
dissertacao fiquei com uma sensacao de fim de festa, mas também de alivio e de
dever cumprido. Nao é o fim, eu me acostumei a levar projetos paralelos para que

eu sempre tenha alguma coisa em que me entreter.

A sequéncia que a dissertacao seguira, pode ser vista no sumadrio. Apds a in-
trodugdo temos, na segunda segao, uma revisao de Geometria Diferencial; na ter-
ceira, de Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem Elipticas; na quarta, sao apre-
sentados o problema e os teoremas que procuram soluciona-lo; na quinta, é relem-
brado o nosso bem conhecido método da continuidade; na sexta, sao desenvolvidas
as demonstracoes dos teoremas, com o maximo possivel de explicacoes que um

estudante de mestrado consegue acrescentar a uma tese de doutorado.



2 REVISAO DE GEOMETRIA

2.1 Superficies

Comecamos por introduzir a nocao de uma superficie regular em R3.

Definicao 2.1.1 Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular se, para cada
p € 8, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacdo x : U — V N S de

um aberto U de R? sobre VNS C R? tal que

(i) x ¢ diferencidvel';

(ii) x € um homeomorfismo;

(iii) (condicdo de regularidade) Para todo q € U, a diferencial dx, : R? — R? ¢

mjetiva.

A aplicacdo x € chamada uma parametrizacdo ou um sistema de coordenadas
locais em uma vizinhanca de p. A vizinhanca VNS de p em S € chamada uma

vizinhanca coordenada.

No que segue mostraremos que o grafico de uma fungdo z = f(z,y) é uma

superficie regular chamada de ‘superficie do tipo grafico’.

Proposicao 2.1.1 Seja U C R? aberto. Se f : U — R é uma fungdo diferencidvel
entdo o grdfico de f, isto €, o subconjunto de R3 dado por (x,y, f(x,y)) para (x,y) €

U, € uma superficie reqular.
Demonstracao: Basta mostrar que a aplicacdo x : U — R3 dada por

x(u,v) = (u,v, f(u,v))

é uma parametrizacao do grafico, cuja vizinhanca coordenada cobre todos os pon-

tos do gréfico. A condigao (i) é verificada sem problemas e condigao (ii) também

!Diferencidvel aqui significa infinitamente diferencidvel.



nao oferece dificuldade uma vez que 9(z, z)/0(u,v) = 1. Finalmente, cada ponto
(x,y,2) do grifico é a imagem por x de um tnico ponto (z,y) € U. Conse-

1

quentemente, x € bijetiva, e como x~* € a restricao ao grafico de f da projecao

1

7 : R3 — R? dada por 7(z,y, 2) = (x,y), segue que x~ ! é continua. O]

Portanto, dados  C R? e u : Q — R diferencidvel, o grafico de u - denotado

Graf(u) - é uma superficie regular do R3.

2.2 Curvatura Média

Seja S C R3 uma superficie regular e N um campo de vetores unitdrio normal a

S. Dado p € S seja u: Q C R?2 — S uma parametrizacio local de S em torno de

pe

onde x é o produto vetorial.

Definindo E = (ug, uz), F = (ug,uy), G = (uy, uy), € = (N, Uzz), [ = (N, uUgy),
g = (N,uyy), a expressao em coordenadas locais da curvatura média de S em p

relativa ao vetor normal NV e a parametrizacao u é dada por

_leG-2fF +gF
2 EG-F?2

H(p)

onde E,F,G; e,f,g s@o originados pela primeira e segunda formas fundamentais res-

pectivamente.

Entretanto este valor independe da parametrizacao de S em p e a prova de tal

pode ser vista em [6].

Definicao 2.2.1 Dado H € R, dizemos que a superficie S tem curvatura média
constante H com rela¢ao ao vetor normal N(p) se, e somente se, H(p) = H, para

todo p € S.



Proposicao 2.2.1 Sejam H € R e v : @ — R diferencidvel. As seguintes

afirmacdes sao equivalentes:

(i) Graf(v) tem curvatura média constante H com relagdo a N satisfazendo (N, es) <

0, onde es = (0,0,1);

(11) (1 + U:cz) Vyy — 2vayvxy + (1 + ’Uy2) VUpe + 2H <1 + ’V’U’2> = 0;

(M3

(i) div——" 4 2H 0.

V14 |Vul?

Demonstracgao: Tomando a parametrizagao u(x,y) = (z,y, v(z,y)) para Graf(v)

decorre que

 ug(p) X uy(p)
|z (p) X uy (p)]
satisfaz (N, e3) < 0, de modo que Graf(v) tem curvatura média constante H em

N(p) =

relagao a IV se, se somente se,

eG —2fF 4+ gFE
EG — F?

2H = (2.2.1)

Observe que

Uy = (1,0,vz), uy = (0,1,vy),
Up X Uy = (=g, —y, 1), |z X uy|* = 1+ |Vo|?,

E =1+u,°, F =v,vy, G:1+vy2,

v v 1
N T, = — | — & y Y ) )
(@9) ( VIV /14 |Vu]? \/1+|Vv|2)
_ Vg f=— Uy UyY

VIF Vo NE R T

Substituindo os valores acima em (2.2.1) temos que

— (1 + vg?) vyy + 2050y V2y — (1 + vy?) vz
<1 + ]Vv]2>

2H =

(M3

3
2

(1 + vx2) Vyy — 2vxvyvxy + (1 + Uy2) Vg + 2H (1 + ‘VUP) = O,

0 que mostra a equivaléncia entre (i) e (ii).



Para mostrar a equivaléncia entre (ii) e (iii) note que Vv = (vy,v,) implica

Vol = \/vg?2 + v,%. Assim,

. Vg vy
div , +2H =0 <=
<\/1+vx2+vy2 \/1+vx2+vy2>

=)+ D) +2H=0 =
V1tv® o) V14 v® + vy y

3
2

(14 v22) vyy — 20,0500y + (1 +1,2) :,m +2H (1 + |Vv]?) I
2

(1+ Vg2 + Uy2)l

3
2

(14 v3?) vyy — 20,0505y + (L4 vy?) Vg + 2H (1 + |V0]?)2 = 0.



3 ESTUDO DOS OPERADORES

3.1 O Espaco de Holder

Sejam © C R? um dominio e v : Q — R uma aplicacdo continua. Dizemos que u
se estende continuamente a Q se dado p € 9Q para quaisquer sequéncias (p,) C
e (qn) C Q satisfazendo p, — p e ¢, — p existem os limites lim u(p,), lim wu(g,)

n—o0 n—oo

e, lim u(p,) = lm u(g,).
n—o0 n—oo

Denotamos C* (f2) como o espaco das aplicacoes u : 2 — R que sdo diferencié-

vels até a ordem k em §Q e tais derivadas se extendem continuamente a 2.

Definicao 3.1.1 Seja D C R™ um conjunto nao-necessariamente limitado e u
definida em D. Dizemos que u € uniformemente Holder continua com expoente

0<a<1emD sea quantidade

[e'N L
z,yeD |$ - y|a
Y

€ finita; e localmente Holder continua com expoente o em D se u € uniformemente
Holder continua com expoente o em subconjuntos compactos de D. Se D é com-

pacto, estes dois conceitos coincidem.
A continuidade local do tipo Holder tem uma propriedade importante de que se

u é Holder continua com expoente @ em D entao u também é Holder continua com

expoente 8 em D para todo 8 < a. Veja a justificativa:

u(z) —u(y)| _ ly — P |u(x) — u(y)|

ly — P ly — x|
< (diam K)*? sup M
z,yeK ly — x|

TFy

para qualquer compacto K C D.



Observe que, dado Q@ C R” limitado, se u € C°(Q) é uniformemente Hélder
continua com expoente o em € entdo também o é em ) e, portanto, é localmente
Holder continua com expoente o em € visto que € é compacto. Pela propriedade
anterior, u é localmente Holder continua com expoente 3 em € para todo 8 < a.
Como € é compacto, segue que u é uniformemente Holder continua com expoente
B em Q para todo 8 < a. Logo, por definicdo, u ¢ localmente Holder continua com

expoente 8 em {2 para todo 8 < a.

A continuidade do tipo Hoélder mostra-se uma medida quantitativa de continuidade
que é especialmente adequada ao estudo de equagoes diferenciais parciais. Este fato
sugere uma extensao natural dos bem-conhecidos espacos de funcées continuamente

diferencidveis.

Definicao 3.1.2 Seja 2 um aberto de R™ e k um inteiro ndo-negativo. O espaco
de Holder C*(Q) (CF*(Q)) € definido como o subespago de C*(Q) (C*(Q)) con-
sistindo das funcgoes cujas derivadas parciais de ordem k sdo uniformemente (lo-

calmente) Hélder continuas com expoente o em €Q.

Para simplificar usaremos a notacao
co Q) =CoQ), CQ) =C¥Q).
Também, pondo
CHO@Q) =Cck@), () = k)
podemos incluir estes espacos entre os espacos C*(Q) e C*(Q) respectivamente.
Com as semi-normas

[ulk,00 = sup Sup‘DBu‘ k=0,1,2...

1Bl=k ©
[ulg 0.0 = Sup [Dﬁu} = [Dku]
|8]=k o, o,
podemos definir as seguintes normas
k
lell oy = D [ul0.0 (3.1.1)
=0



Hu”ck»a(ﬁ) = HU”ck(ﬁ) + [Ulk,a0- (3.1.2)

Os espagos Ck’a(ﬁ) munidos da norma (3.1.2) sao completos, ou seja, de Banach,

e sao chamados Espacos de Hélder.

Suavidade na fronteira do tipo C*®, conforme a definicio que segue, seréd recor-

rente em nosso trabalho. 2

Definicao 3.1.3 Seja Q C R? um dominio limitado. Dizemos que Q) e sua fronteira
09 sdo de classe C*®, 0 < a < 1, se em cada p € 0N existem uma bola B de raio
§ e centro p, D um aberto contido em R? e uma aplicacdo bijetiva ¢ : B — D tal
que:

i) Y(QNB) CRE = {(z,y) e R*|y > 0};

i) (02N B) C ORZ ;

iii) 1 € C*Y(B);

i) Yy~ € C%>%(D).

Segue da definicdo acima que um dominio de classe C>® é também de classe C78

desde que j+ 8 <24+a,0<a,8<1.

3.2 Operadores Elipticos Lineares

No que segue faremos uso da seguinte notacgao:

52 o n n n
D;; = Di=—, A= D;;, V= D div = D
ij al‘lal‘] , L4 o s ZZ:; iMs ; k €k, A1V ; k

onde ey, sdo os vetores da base canoénica do R™.

Definicao 3.2.1 Seja Q C R? um dominio limitado. Um operador diferencial li-

near eliptico de sequnda ordem

L:C*Q) — C'(Q)

2Esta definigio se encontra em [3] segio 6.2.



€ um operador diferencial da forma

2
= > aij(z) Diju(z +Z bi( z) + c(z)u(), (3.2.3)
ij—1

Qij, bi,C € Co(ﬁ),

onde (a;j(x)) = (aji(x)) tem auto-valores positivos A(x) > X(x) > 0. A elipticidade
destas equagoes é expressada pelo fato de que a matriz dos coeficientes A = (a;j)

é, em cada caso, positiva definida, ou seja, (AL, &) >0, VE#O.

Isto implica que

0 < Az)[¢f? < Z aij(2)€i€; < Mx)l¢)?,

i,j=1
para todo (£1,&) € R2\{0}. De fato, como A é continua no conjunto compacto
S™"~L 4 casca esférica de raio 1, temos

A= gﬂg@‘lé &) = 5£1£1<A575>:<A50750>>0

Pelos mesmos motivos temos

A= %wf@‘lé &) = (nax, (AL, &) = (A% >0

Agora, observe que, como A € simétrica, existe uma base ortonormal de autova-

lores de A, portanto A pode ser diagonalizada. Logo X = X e A = A.

Denotamos

Amin = min A, Apax = maxA.
z€Q z€Q

Se existir alguma constante & > 0 tal que & < Apin entao L é dito estritamente
eliptico. Além disso, se existir A tal que Apax < A entdo L é dito fortemente

A
eliptico. E, se — ¢é limitado em €2 dizemos que L é uniformemente eliptico.

Uma propriedade fundamental no estudo dos operadores elipticos lineares é o

Principio Fraco do Méximo 3.

3E o teorema 3.1 de [3].

10



Teorema 3.2.1 Seja L um operador linear eliptico no dominio limitado 2. Suponha

que ¢ =0 em Q. Seja u € C*(Q) N CY(Q).

a) Se L(u) > 0 entdo supu = supu,
Q o0N

b) Se L(u) <0 entdo inf u = inf u.
Q onN

Vamos supor mais geralmente que ¢ < 0 em Q. Sejam u* = max{u,0} e u~ =

min{u,0}. Com estas definigoes apresentamos uma consequéncia deste teorema.

Corolario 3.2.1 Seja L um operador linear eliptico no dominio limitado 2. Suponha

que ¢ =0 em Q. Seja u € C*(Q) N CYQ).

a) Se L(u) > 0 entdo supu < supu™,
Q o0N

b) Se L(u) <0 entdo infu > infu,
Q o0

c) Se L(u) =0 entao sup |u| = sup |ul.
Q o0

Outra consequéncia do Principio Fraco do Maximo, que serd importante para
o estudo em questdo, é uma estimativa® simples da norma C° para solucdes da

equacao nao-homogénea L(u) = f, com ¢ < 0 em dominios limitados.

Teorema 3.2.2 Se f € C9(Q) eu € C%(Q)NC(Q) satisfazem a equagio L(u) = f
entdo existe C = C(diam€Q, 1/ \pin sup |b;]) tal que
|/l

)\min

sup |u| < sup |u| + C'sup
Q oN Q

Dado um operador linear eliptico L obtemos as seguintes estimativas® globais
para solucdes da equacdo ndo homogénea L(v) = f definidas em dominios C*<,

com dados no bordo C%%:

Teorema 3.2.3 Seja Q C R™ um dominio C*% e seja u € C**(Q) uma solucdo
de L(v) = f, onde L € estritamente eliptico, f € C%(Q) e os coeficientes de L

satisfazem, para alguma constante positiva M

laijlo.as [Dilo.as | cloa < M.

E o teorema 3.7 de [3].
SEste é o teorema 6.6 de [3].

11



Seja p € C**(Q) e suponha que u = @ em 0S). Entdo existe
C= C(”v «, )\miny Q) M7 |(10|2,Q,Q)

tal que

[ul2,0,0 < (Juo,0 + | flo,a.0)-

O préximo teorema® é bastante 1til, serve para provar a Holder continuidade.

Teorema 3.2.4 Seja Q um dominio C*+t2% ¢ seja p € C*2%(Q). Suponha que u
¢ uma fungdo C°(Q) N C?(Q) satisfazendo L(u) = f em Q, u = p em 0L, onde f
e 0s coeficientes do operador estritamente eliptico linear L pertencem a Ck’o‘(ﬁ).

Entdo u € Ck2(Q).

Outro resultado bastante ttil é o teorema’ que prova a sobrejetividade de um

operador estritamente eliptico om coeficientes em C*(2) e ¢ < 0.

Teorema 3.2.5 Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado

Q, com coeficientes em C*(2) e ¢ < 0. Seja f € C(N2). Suponha que Q € um
dominio C*“ e que p € C*>*(Q). Entdo o problema de Dirichlet

Lu)=femQ, u=ypemod,

tem uma tinica solucdo e esta pertence a C**(Q).

8

O teorema’® a seguir permite obter o que chamamos de estimativas de Holder

para o gradiente.

Teorema 3.2.6 Seja Q um dominio C%°. Seja L : C**(Q) — C%(Q) um operador
linear eliptico. Sejam f € CY(Q), ¢ € C*(Q) e u € C**(Q) uma solugio de

L(u) = f satisfazendo u = ¢ em 092. Entdo existem

5 = 5 (/\mina /\mam Q, |‘;0|27 |f//\min|0) e C=C ()\mina /\max, Q, |90|27 |f/)\m1n|0)

tais que

ulip < C.

E 0 Teorema 6.19 de [3].
"E o teorema 6.14 de [3].

K um caso particular do Teorema 13.7 de [3].

12



Concluimos esta subsecdo com as desigualdades® de interpolagao global em dominios

suaves.

Lema 3.2.1 Suponha que j + 0 < k+a, onde j = 0,1,2)..., k = 1,2,..., e
0 < a,B < 1. Seja Q um dominio C* em R", e assuma que u € C**(Q). Entdo

para € > 0 e alguma constante C = C(g, j, k,2) nos temos

|uljp < Clulo + efulk,a-

3.3 Operadores Elipticos Quase-Lineares

Mais adiante nesta segao veremos que um operador quase-linear pode ser lineari-
zado, ou seja, colocado em forma linear. Dessa forma podemos aplicar os resultados

da teoria linear para um operador nao-linear.

Definicao 3.3.1 Seja Q@ C R? um dominio limitado. Um operador diferencial

quase-linear eliptico de sequnda ordem
Q: C2(§) — Co(ﬁ)

€ um operador diferencial da forma

2 2
Z a;j(z,u, Vu) Dijju(x )+Z bi(x,u, Vu) Diu(zx)
i,j=

i=1
+ c(x,u, Vu)u(z), aij,bi,c € CO(Q),

ou, equivalentemente,

n

Q(u) = Z aij(x, u, Vu) Diju(z) + b(z,u, Vu),

ij=1
onde a matriz de coeficientes (a;j(x,z,p)) = (aji(x,2,p)) tem auto-valores posi-
tivos A(z,z,p) > Az, 2,p) > 0. As funcoes a;j(x, z,p),i,j = 1,2,b(z,2,p) estdo

definidas para todos os valores de (x,z,p) € @ x R x R™.

°E 0 Lema 6.35 de [3].
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Seja U um subconjunto de Q2 x R x R™. Dizemos que o operador Q € eliptico em U

se a matriz dos coeficientes (ai;(x, z,p)) € positiva para todo (z, z,p) € U. Portanto

2
0< )\(x7z7p)‘§’2 S Z alj(x7z7p)526] S A(x7z7p)‘§’2

1,j=1

para todo (&1,&2) € R2\{0} e para todo (x,z,p) €U.

Se, além disso, A/\ é limitado em U dizemos que () é uniformemente eliptico
em U. Se @ é eliptico (uniformemente eliptico) em todo o conjunto Q x R x R”
entao simplesmente diremos que @ é eliptico (uniformemente eliptico) em . Se
u € C1(Q) e a matriz (a;j(x, u(z), Vu(z)) é positiva para todo z € €2, diremos que

Q ¢ eliptico com respeito a u.

Definicao 3.3.2 Seja Q C R? ¢ H € R. Definimos o operador curvatura média

constante Qg como a aplicagao
Qu : C**(Q) — C*(Q)

tal que

Vu
u) = div—— + 2H.
Qur(w) 1+ |Vul?

Podemos reescrever o operador Qg numa forma nao-divergente usando a pro-

priedade div (fG) = (Vf) G+ f divG com f = 1 G =Vu:

V1+[Vu]?’

. 1

1 1

V———=Vu + ——
V14 [Vul|? V14 |Vul?

div (Vu) 4+ 2H <=

~1 1
2|Vu|V(|Vu|) Vu + ————== Au+2H =
2( VI VaP)’ VI+[VuP?
~1 1 1 Au
|V 2(D*uVu) Vu+ ———= +2H <=
( /1 + |vu|2)3 2|Vu| ( > V14 |Vul?
Au 1
— D*uVu,Vu) +2H.
V14 |Vul? ( I+ |Vu|2)3 N v >,

14



Lembramos que na Proposicao 2.2.1 ja provamos uma propriedade importante do
operador Qp: Se u é uma solucio de Qy(v) = 0 entdo o grafico de u em R3 é uma
superficie de curvatura média constante H com respeito a direcao normal ao longo
do semi-eixo negativo x3. E a reciproca dessa afirmacao também é verdadeira, i.e.,
se o grafico de u tem curvatura média constante H entao Qp(u) = 0. No que segue

veremos uma consequéncia desta proposicao.
Proposigao 3.3.1 Qg € um operador eliptico quase-linear.

Demonstragao: Como consequéncia da demonstragao da Proposicao 2.2.1 temos

que Qg ¢é equivalente a

1+ u,? 2,1 1+ ug?
(734)3%96— Ty 5 Ugy + ( x)guyy+2H:0,
(14 |Vul?)? (14 |Vul?)? (14 |Vul?)?

cuja matriz

(1 —I—uy2) 2uzuy
i o3 T o3
a = | QFIVURE (L [TuP)
Y 2z Uy (1 + Um2)
1+ |[Vu2)z 1+ |Vul2)?
tem autovalores
1 1
A= DEEEENER A= - 3
(1+ |Vul?)? (1+|Vul?)2
0s quais sao ambos positivos. U

10

O teorema™ a seguir é fundamental para o que vamos provar.

Teorema 3.3.1 Principio da Comparacdo: Sejam u,v € CO(Q)NC?(Q) satis-
fazendo Qu > Qu em Q, u < v sobre 0L, onde

i)o operador Q € localmente uniformemente eliptico com respeito a u ou v;

ii) os coeficientes ai; sdo independentes de z;

iii) o coeficiente b é nao-crescente em z para cada (x,p) € Q x R™;

19 6 Teorema 10.1 de [3].
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iv) os coeficientes a;j,b sdo continuamente diferencidveis com respeito as varidveis
pem QxR xR"™

Entao seque que u < v em Q. Além disso, se Qu > Qv em Q, u < v sobre I e as
condigoes i),ii), e i) valem (mas ndo necessariamente iv)), temos a desigualdade

estrita u < v em Q.

Demonstragao: A idéia é aplicar o Principio Fraco do Méximo, Teorema 3.2.1,
provando que a diferenca w := u — v satisfaz uma EDP linear eliptica com ¢ = 0.
Pela hipétese ii) a;j(x,u, Du) = a;j(x, Du). Aplicando a hipdtese i) vamos assumir
que @ ¢ eliptico com respeito a u. Entao nés temos

2

Qu) —Qv) = Z {aij(m, Du)D;;(u —v) + (a;j(z, Du) — a;j(z, Dv)) D;jv
ij=1
+ b(z,u, Du) — b(x,u, Dv) + b(x,u, Dv) — b(z,v, Dv) > 0.

Pela hipdétese iv) e pelo Teorema do Valor Médio podemos garantir a existéncia de

funcoes localmente limitadas b; tais que
a;j(x, Du) — a;j(x, Dv)| D;jv + b(x,u, Du) — b(z, uDv) = b;(z)D;w.
Escrevendo
Qf i ={z € Q| w(x) >0}
a;j(z) = a;j(z, Du)

Veros que
2

L(w) = Z aij(x)Dijw +b;D;w >0
ij=1

em Q7 visto que, pela hipétese iii), temos b(x,u, Dv) < b(x,v, Dv). Além disso,
w < 0 em 0N. Segue do Corolario 3.2.1 a) que w < 0 em 2. Se Q(u) > Q(v) em £,
a fungdo w nao pode assumir um maximo nao-negativo em 2. Logo w < 0 em €.

Se @ é eliptico com respeito a v o resultado segue do Corolario 3.2.1 b). O
E f4cil ver que o operador @)y satisfaz as hipdteses do Principio da Comparacao.
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Antes de mais nada precisamos de outra definicdo. Em geometria espacial, uma
calota esférica é uma porgao de uma esfera cortada por um plano. Se o plano passa
através do centro da esfera, de modo que a altura da calota ¢é igual ao raio da
esfera, a calota esférica é chamada um hemisfério. A figura abaixo mostra uma
calota esférica de altura h e raio a cortada de uma esfera de raio R. Pelo Teorema

de Pitagoras temos:

Figura 3.3.1: Calota Esférica

1 . . . .
Como R = 7 paraa esfera, a igualdade acima pode ser reescrita assim:

Uma consequéncia deste teorema é a Estimativa de Altura para o operador Qg

em dominios limitados:

17



Coroldrio 3.3.1 Seja Q C R? dominio limitado contido num disco D de raio R e

seja u € C*(Q) N CUQ), tal que Qu(u) =0 em Q. Se H =0 entdo
sup |u| < sup |ul. (3.3.4)
Q B19)

Se 0 < H < 1/R entao
1
sup |u| < sup |u| + —. (3.3.5)
Q o9 H

Demonstragao: Suponhamos que u € C?(Q2) N CY(Q) seja solucio de Qp(v) =0
em (2. Comegamos por transformar o problema nao-linear Qy(u) = 0 em um linear,
a fim de usar o Teorema 3.2.2. Pela Proposicao 2.2.1 podemos escrever (Qry em

coordenadas (z,y) como

2 2
() = (1+U1‘) yy — 2uguy _— (1+uy)3um+2H.

- oy
(14 |Vul2)? (1+ |Vul?)? (1+|Vuf?)?
Com estas hipoteses, definimos

3
2

fu=—2H (1 + |Vu?)

Ly :C**@Q) — C*Q)

v — (1 + uz) Ugg — 2UgUyVUgy + (1 + ui) Vyy-
Para mostrar (3.3.4) basta aplicar o Teorema 3.2.2 & equagao linearizada Lo(u) = 0.
Agora vamos mostrar (3.3.5). Por hip6tese sabemos que existe uma calota esférica

no semi-espago z3 > 0 com curvatura média H e bordo 0D . Seja (a,b) o centro

de D. Esta calota esférica é o grafico da funcao

18



1
vi(z1,22) = \/H2 (21— a)® — (z2 — b)? — W—Rz

(1 —a)® + (z2 — b)? < R?,

que é uma solucao para Qg em 2. De fato, pois v1 é uma superficie de curvatura

média constante H. Seja v := vy |g. Note que v € C%(2) N C°(Q) pois

Djv i i=1,2,
Vi — (@1 —a)? = (a2 - b
D12'U = — wle 35
1 _ —a)2 _ —b)2
7z — (#1 —a)? — (z2 — D)
2
: 1
Dy = — - i=12.

<\/ﬁ15_(331—(1)2 a:2—b) \/H2 (21 —a)? — (z2 — b)?

Sejam M e N respectivamente o supremo e o infimo de u em 9f). Portanto
Qu(v+ M) = Qu(v) = 0e Quv+ N) = Qu(v) = 0 em Q. Como v > 0
temos v + M > M em Q que implica v + M > u em 9. Por outro lado, temos
v —supgv + N < N em Q que implica v — supgv + N < u em 9Q. Além disso,

Qp(u) =0 em Q por hipétese.

Resumindo
Qu(u)=0 em ()
Qu(v+M)=0 emQ (1)
v+ M>u em 02

= v+ M>uem 9Q, Quu)=0=Qy(v+ M) em ; e, também

Qu(u) =0 em
Qu(v+N)=0 em € (2)

v—supgv+ N <u em 00

—=v—supgv+ N <uwem 09, Qu(u)=0=Qy(v+N)em Q.
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Concluimos de (1) pelo Teorema 3.3.1, o Principio da Comparagao, que

v+M>uem Q) —

sup(v + M) > supu =

Q Q
sup (v+ M) >sup(v + M) > supu =
D2Q Q Q

supu < M +supv =
Q D

< supu+ - S
supu supu -_— — —_— — N
Qp - 6Qp H H?

e concluimos de (2) que

v—supv+ N <wuem§) =
Q

inf(v —infv+ N) <infu =
Q Q Q
inf (v —supv+ N) <inf(v —supv+ N) <infu =
DoQ 5 Q 5 Q

infu > N +inf(v —supv) =
Q D 9

1
igfuziangu—ki%fv—s%pv:iangu—E—F W_R2 -

1 1
—) < _ — 4/ — —R2
Logo
lu| < sup ul + ! Lo (3.3.6)
sup |u| < suplu| + = — 1/ — — R2. 3.
op Ul = 50D " V&2

Para finalizar observe que
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A consequéncia a seguir também tem sua importancia no estudo de operadores

quase-lineares. E comumente chamada de Principio do Maximo para a Diferenca.

Corolario 3.3.2 Sejam u,v € C%(Q) N COQ), tais que Qu(u) =0 = Qu(v) em
Q. Entao

sup |u — v| = sup |u — v|.
Q o0

Um teorema de unicidade para o Problema de Dirichlet associado ao operador

Qg segue imediatamente do Principio do Méaximo para a Diferenca.

Teorema 3.3.2 Sejam u,v € C2(Q)NCO(Q), tais que Qu(u) =0 = Qu(v) em Q,

u=uv em 0). Entdo u=v em Q.

Um resultado fundamental no estudo do operador Qg é o Principio do Maximo

para o Gradiente.!!

Teorema 3.3.3 Seja Q C R? um dominio e seja u € C%(Q) N CYQ) uma solugdo
de Qu(v) = 0. Entdo

sup |Vu| = sup |Vul.
Q oN

UE um caso particular do Teorema 15.1 de [3].
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4 APRESENTACAO

4.1 Apresentacao do Problema

O problema de Dirichlet no Espaco Euclidiano R? para a equacao das superficies
de curvatura média constante (CMC) H > 0 e dados de contorno suaves consiste

na determinagao da existéncia e unicidade de solucdes para o sistema

Qplu] := div

Vu
(1.0.1) V1+ |Vl

ulon = ¢, ue CH(Q)

+2H =0,

onde 2 C R? é um dominio C%%, o € C?*(9N) e 0 < a < 1.

Suavidade na fronteira é uma das condi¢Ges para obtermos estimativas a priori
no bordo de um dominio, da solucao do problema de Dirichlet associado a um certo
operador eliptico linear ou quase-linear. A outra condicao ¢é a suavidade dos dados
de contorno da solugao do problema. Portanto tais hipéteses sobre os dados no
bordo e o bordo em si mesmo sao necessarias para a obtencao de estimativas a

priori no bordo da solugao de (1.0.1).

O Problema de Dirichlet para a Equacao das Superficies de CMC em dominios
limitados vem sendo estudado ao longo de décadas. No caso minimo, ie, H = 0,
convém lembrar o trabalho de R. Finn [4], que, em 1954, mostrou ser a convexidade
do dominio, uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solucao do
problema (1.0.1) independente do dado no bordo. No caso H > 0 a convexidade
nao implica na existéncia de solu¢ao para o problema (1.0.1) nem na situacdo mais
simples ¢ = 0. Felizmente, J. Serrin [8] obteve, em 1968, uma condigdo, para a
solucao do problema para um dominio convexo independente do dado no bordo,
envolvendo a curvatura do bordo de €2, o valor numérico de H e a dimensao do
espaco - no caso do Espaco Euclidiano R? a condicio é que a curvatura k do bordo

seja maior ou igual a 2H. Mais precisamente apresentamos o Teorema de Serrin:

Teorema 4.1.1 Seja H > 0 ¢ Q C R? um dominio suave, limitado, cujo bordo

22



tem curvatura k em R? satisfazendo k > 2H. Seja o € C**(08)) Entdo o problema

Qu(u) =0, ueC?>*(Q)
uloft = ¢,

tem solucdo unica.

Contudo, é bastante conhecido que em muitos casos existe solucdao para o pro-
blema (1.0.1) mesmo que a condigdo de Serrin ndo seja satisfeita, inclusive em
dominios nao-convexos. Exemplos explicitos podem ser construidos. Veja J. Ripoll

[2] para isto. Por exemplo, se k > H entao existe solugao para ¢ = 0.

Se a condigao de Serrin sobre os dominios nao é requerida é necessario ter algumas
suposigoes extra sobre o problema (1.0.1) para garantir sua solubilidade e é natural
buscar por condigoes relacionando o dominio, os dados de contorno e a curvatura
média. Diversos trabalhos tem considerado situagoes como esta ou similares tanto
no caso de dominio limitado como no caso ilimitado. A despeito disto, um resultado
mais geral de existéncia de soluc¢oes para o problema (1.0.1) estd ainda por vir.
Observamos que todos os artigos publicados até hoje ou consideram o caso de
dominio nao-convexo com dado de contorno nulo ou dados de contorno mais gerais

porém no caso de dominio convexo.

Os resultados acima incluem-se em um mais recente assunto de pesquisa promis-
sor: existéncia e unicidade e outras questoes relacionadas ao problema de Dirichlet
para a equacao das minimas e das superficies de curvatura média constante em
espacos produto da forma M x R onde M é uma variedade riemanniana. Neste

trabalho estamos considerando M = R2.

Neste trabalho obtemos quatro resultados gerais na solubilidade de (1.0.1) a
partir de condicdes envolvendo a norma C? do dado do bordo, a curvatura média

H e o raio exterior r do dominio 2.
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4.2 APRESENTACAO DOS TEOREMAS

4.2.1 Primeiro Teorema

Algumas defini¢oes sao necessarias antes de apresentar o teorema.

Lembramos que €2 satisfaz a condicdo de circulo exterior com raio r se, dado
p € 0N existe um circulo C,(p) de raio r tal que p € dC,(p) e Cy(p) esta contido
em R?\Q.

Serd sempre suposto nas hipéteses a seguir que € é um dominio C> satisfazendo

a condicao de circulo exterior com raio 7.

Dada ¢ € C%%(99Q) podemos estendé-la para uma funcio ¢ € C>%(QQ). Nestas

hipéteses definimos

M = sup ¢(z) — inf (z),
€N €0

A1 = suwp|Dp(z)], Az =sup|D*p(z)],
€N e

C = max{A;,As} onde |D%*p(z)| = |D11p| + |Diag| + | Doy

Teorema 4.2.1 Seja Q um dominio limitado de R?. Assuma que v satisfaz a
hipdtese

r > max {2 <66M(303+3C2+4C+1) - 1) ,1}. (4.2.1)

Entao existe uma solugdo limitada para (1.0.1) com H =0 e € unica.

E notével o fato de que nao existe unicidade sem a suposicao de limitagao com
relacdo ao dominio 2. Um contra-exemplo trivial é dado por dois semi-planos com

uma linha reta em comum como fronteira (Figura [?]).
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Figura 4.2.2: Semi-planos

Observamos que é possivel incluir o caso 0 < r < 1. Podemos dilatar o dominio
Q) por um fator 1/r logo o raio r do novo circulo exterior satisfaz a condigao r > 1
(Figura [?]). Se 0 novo r também satisfizer a condi¢ao r > 2 <e6M (3C3+3C2+4C+1) _ 1)

entao vale (4.2.1) e, portanto, o Teorema 4.2.1.

Observe que o Teorema 4.2.1 recupera o resultado cldssico de R. Finn [4] visto
que a condigao (4.2.1) é completamente satisfeita se € é convexo. De fato, podemos
tomar um circulo com raio r = co neste caso, ou seja, uma reta tangente. Isto prova

o seguinte corolario:

Corolario 4.2.1 Se Q é wm dominio limitado convexo em R? entdo o problema

(1.0.1) com H = 0 possui wma tinica solucdo limitada, para cada @ € C*(082).
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Figura 4.2.3: Efeito da Dilatacao de €2 sobre r

4.2.2 Segundo Teorema

Para os dois préximos resultados, usamos a notacao:

¢ = 64(C°+C*+C+1)H? 4+ 16(8C* +9C* +10C + 7)H? +
4+ 12(7C3 4+ 8C? +10C + 5)H + 6(3C3 + 3C? +4C + 1)
e, paratH <1

t2H

hi g = .
T /T (H)?

Teorema 4.2.2 Seja H > 0 real e Q) um dominio contido em um disco de raio R.

Assuma que M e C sao finitas e que sdo vdlidas as hipdteses

RH < 1; (4.2.2)
He?WMhrn) < 1, (4.2.3)
r > max {2 (e¢<M+hR»H> - 1) ,1}. (4.2.4)
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Entao existe uma unica solug¢ao para o problema (1.0.1).

E notavel o fato de que (4.2.2) e (4.2.3) sao satisfeitas se H = 0. Também (4.2.4)
reduz-se a (4.2.1) quando H = 0. Dai decorre que o Teorema 4.2.1 é um coroldrio

do Teorema 4.2.2 quando H = 0.

Observamos, que neste caso, ou seja, quando H > 0 nao é possivel fazer uma

dilatagao do dominio, pois H diminuiria.

4.2.3 Terceiro Teorema

Definicao 4.2.1 Uma faiza de largura d > 0 é uma regigo planar conexa A limi-

tada por duas linhas retas paralelas v e s separadas por wma distancia d.

Teorema 4.2.3 Seja H > 0 um numero real e seja 2 um dominio limitado de uma
faiza A de largura 2d. Assuma que sao validas as hipoteses
2dH <1,
ha, |1
He?M+—57) < 1.

— I

r > max {2 (ed’(MJrhde) — 1) ,1}.

Entao o problema (1.0.1) € solivel e a solugdo € tinica.
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5 O Método da Continuidade

Para investigar a existéncia de solucdes do problema de Dirichlet associado ao
operador curvatura média constante usamos o Método da Continuidade, o qual tem

a seguinte forma: Definimos

V= {te0,1] : Jus € C**(Q); Qerr (ur), utlon = tp}

e mostramos, que sob certas hipéteses envolvendo €2 e ¢, o conjunto V coincide
com [0,1] o que garante a solubilidade do problema (1.0.1). Como V é nao-vazio

pois t =0 € V, com ug = 0, basta mostrar que V é aberto e fechado em [0,1].

Antes de desenvolver o método é necessario fazer uma rapida revisao de espacos

métricos, apenas algumas definicGes, e teoremas.

Definicao 5.0.2 Um conjunto E de funcées f : M — N onde M, N sdo espacos

métricos € dito equicontinuo se
Ve>030>0 : dlz,y) <d = d(f(z),fly)) <e, Vye M, VfeE.

Definicao 5.0.3 Um subconjunto X de um espaco métrico M € dito relativamente

compacto quando seu fecho X € compacto.

O Teorema de Ascoli-Arzeld é um dos resultados mais importantes da teoria de

espagos métricos compactos.

Teorema 5.0.4 Seja K compacto e seja E um conjunto de aplicagdes continuas
f:K — N. A fim de que E C C(K; N) seja relativamente compacto, é necessdrio
e suficiente que:

i) E seja equicontinuo;

it) Para cada x € K, o conjunto E(x) seja relativamente compacto em N.

Antes de apresentar uma consequéncia muito 1til deste teorema fazemos mais

uma defini¢aozinha.
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Definicao 5.0.4 Um conjunto de aplicagdes f : M — N € dito pontualmente
limitado quando para cada x € M, o conjunto E(x) C M for limitado. De maneira

andloga definimos sequéncia pontualmente limitada.

Corolario 5.0.2 Seja 2 C R™ um conjunto limitado. Entao toda sequéncia equi-
continua e pontualmente limitada de aplicacées fn, : Q — R possui uma sub-

sequéncia que converge uniformemente em cada parte compacta de M.

Deste coroldrio decorre um lema a ser utilizado na prova do fechamento de V e,

posteriormente, na demonstracao de um dos teoremas.

Lema 5.0.1 Seja 2 C R™ um conjunto limitado. Seja f,, : Q@ — R uma sequéncia
equicontinua e limitada. Entdao existe uma subsequéncia fy, de f, e uma aplicacao

f:Q =R tal que f,, — f uniformemente em qualquer compacto K C €.

Demonstragao: Seja K C € compacto. Por hipétese (f,) é uma sequéncia limi-
tada e equicontinua em K. Portanto, pelo coroldrio (5.0.2), existe uma subsequéncia

fn, € uma funcao fx tal que f,, — f uniformemente em K.

Queremos, agora, mostrar que f nao depende do compacto K. Seja

K; = {ZEE Q:d(z,00) > %} ﬂm:ygﬂ <B%(y)>cﬂm

Logo K ¢é fechado e limitado - portanto, compacto. Além disso,
* KjC Kjn

° Uj:l Kj = Q.

Para j=1, aplicamos o coroldrio para obter uma subsequéncia (f!) da sequéncia

(fn) e uma funcio fg, tal que f! — fx, uniformemente em Kj.

Para j=2, reaplicamos o coroldrio para obter uma subsequéncia (f?2) da sequéncia

(f}) e uma funcio fr, tal que f2 — fx, uniformemente em K.
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Indutivamente, supondo que j4 tenha sido extraida uma subsequéncia (f?), obte-

mos ainda, pelo coroldrio, uma subsequéncia (") de (f) e uma funcio f, ., tal

que f! — fk,,, uniformemente em K.

Temos
(A SO S S — fr
S SO S S — fr
AR S S A — i
R AU A S — fr
AR A M AU o — frs

Agora, fazemos uso do processo de diagonalizacdao, ou seja, tomamos a sub-
sequéncia (g;) de (f,) dada por

9 = fo.

Observe que g; 6 um elemento de (f%) para todo n > i. Logo, (g;) é subsequéncia
de (fi) a partir do i-ésimo elemento. Portanto g; — Jx; Vj € N pois se z €

K; C Kj41 entao
ij(‘T) — fiz+1(x) — ij+1(x) = ng(x) = ij+1(x)'
Concluimos que fx, |k, = fk,- O

Lema 5.0.2 Dados w,u,v € C**(Q) ep € 990, entdo temos a sequinte estimativa,

se w(p) =u(p) =v(p) ew <u<w
[Vu(p)| < max {|[Vuw(p)l,[Vo(p)[}.

Demonstracao: Seja M? = My = max {|Vw(p)|,|Vu(p)|} e 7 o vetor unitério
normal a 0f) em p apontando para o interior de 2. Seja @ um vetor unitdrio tal
que (@, 77) > 0 e sejav:[0,1] — Q tal que y(0) = p e v/ (01) = @. Pela definicao
de derivada em 052, dado € > 0 existe 0 < § <[ tal que para todo ¢ € (0, 9),

w(y(t) —wp) _ u(r(@) —ul) _ v(y(#) —v(Pp)
t - t - t

_M2_5§ §M2+€7
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de modo que

Fazendo ¢ tender a zero obtemos

lim
t—0

(Vu(p), @) = Vu(1(0)~'(07) = w

Portanto, fazendo ¢ tender a zero por sua vez chegamos a
(Vu(p), @) < M>.

Por fim tomando @ = Vu(p) segue que

IVu(p)|* = (Vu(p), Vu(p)) < M.

< M?+e.

O

Para provar a abertura de V' vamos precisar de um resultado de Anélise Fun-

cional.

Proposicao 5.0.1 Sejam (E,|| ||g) e (F,|| ||r) espagos de Banach e L : E — F

uma aplicacao linear. Entdo sdo equivalentes:
i) L é continua;
it) L € continua em 0 € E;

i1i)Eziste C > 0 tal que | L(z)||p < C ||z||g para todo x € E.

5.1 A Abertura

Dado ty € V, queremos mostrar que existe ¢ > 0 tal que (tg—e, to+¢)N[0,1] C V.

Comegamos definindo o conjunto
Cr(Q) = {v € C**(Q) : v|dQ = 0},
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com o qual, definimos a aplicagao T : [0, 1] X Cg *(Q) — C?%(Q) dada por
T(t,w) = Qi (w + tp).

Uma vez que to € V, existe uy, € C**(Q) tal que Qi (ug,) = 0 e ug, |09 = top,
assim, pondo wy = wuy, — top, temos T'(tp, wp) = 0 com wy € C’g’a(ﬁ). Queremos
mostrar que a equagao

T(t,w)=0

define uma fungao w = w(t) em uma vizinhanca de tg com wy = w(tp). Para tanto,

faremos uso do Teorema da Funcao Implicita em um Espaco de Banach:

Teorema 5.1.1 Sejam E, F,G espacos de Banach e T : EXF — G uma fungdo de
classe C. Seja (to,wo) € (E x F) tal que T(ty,wo) =0 e DT (to,wp) : F' — G um
homeomorfismo linear de F sobre G. Entdo existe uma vizinhanca aberta U XV de
(to,wp) em E x F tal que, para todo t € U, existe um e somente um w = w(t) € V
satisfazendo

T(t,w(t)) =0.

Além disso, a funcdo w:U — V é CL.

Para aplicarmos o teorema citado ao nosso problema temos que mostrar, que
a aplicagao T : [0,1] x C’g’a(ﬁ) — C%%(Q) é de classe C', e que DyT (tg,wo) :
Cg’o‘(ﬁ) — C?%%(Q) é um homeomorfismo linear, ou seja, uma bije¢io continua

com inversa continua.

Seja L = DT (H,wp). Usando métodos do calculo diferencial podemos mostrar
que
1+u§ o 2u5 Uy —_— 1+u2 y
14+ |[Val327 14+ |Vup/27™ 14 | VP2
2Uplyy — 2UyUyy + 6Huy, (1 + ]Vu\2)1/2
1+ |Vul3/2
2y Uyy — 2UgUyy + 6Huy, (1 + \Vu]2)1/2
Vy.
1+ |Vul3/2

Lv) =

xT
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Observe que a matriz dos coeficientes A = (a;;) deste operador é dada por

1 1 + ug _u;pUy

(1+|Vu)*? —ugty 1+ u?

Logo, os auto-valores de A, ou seja, os zeros da equacio,

2 2+ |Vul* | 1 B
1+ |[Vu2)*? (1 +|Vuf?)?

respectivamente o minimo e o maximo, sao

1 1
MM=——"-—+ € M=

2 _.
(1+ | Vuf2)?? (1+|Vul2)!/?
Como  é limitado e u € C*%(0), existe M € R tal que

M = sup|Vul.
Q

Definindo
1

(1+ M2)>?

temos que 0 < § < A1 < Ay < 1, donde concluimos que L é um operador fortemente

eliptico.

L é continua: Dada u € C02 "*(Q) basta mostrar, pela Preposicio 5.0.1, que
IL(w)]o,0 < Clulza

para alguma constante C' independente de u. Pela desigualdade triangular e pela

continuidade das derivadas primeiras no compacto €2 decorre que

|L(u)|0,a < Cl|vxx|0,a + C2|ny|0,a + C3|Uyy|0,a + O4|'Um|0,a + C5|'Uy|0,a-

Pela definicio de norma C*® e C® obtemos

[ul2,o = sup |u| + sup |Vu| + sup | D?u| + [D2u]a.
Q Q Q
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Logo

[uijla = |uijlo,a = sup uij| + [ug], < |ul2,a,
Q
[ult,a = suplug| +sup [Vu;| + [Dvj], < [ul2,a,
Q Q
luilo = sup|ui| < |ufon Vi, j € {z,y}
Q

O Lema 3.2.1 por sua vez, nos fornece uma redugao: dado € > 0 existe K = K(g,Q)

constante tal que

[vilo,0 < Klvilo + €lvil1,a < (K +€)|ul2,a-

L é injetiva: Como ja observamos anteriormente, L é um operador linear eliptico
com ¢ = 0. Portanto satisfaz as hipéteses do Coroldrio 3.2.1. Dados u,v € C**(€Q2)
satisfazendo u = v em 9 e L(u) = L(v) segue do referido coroldrio que u = v em

Q.

L é sobrejetiva: Podemos usar aqui o Teorema 3.2.5 pois L é estritamente

eliptico com ¢ = 0 e, além disso, tem coeficientes em C*(£2). Assim, dada g € C%(12)
existe um tnico h € Cg’o‘(ﬁ) tal que L(h) = g.
L' é continua: Dada f € C*(Q0), basta mostrar, pela Proposicao 5.0.1, que

L7 (Pl2a < C1f oy

onde C é uma constante que nao depende de f. Seja u € C’g’a(ﬁ) tal que L(u) = f.

Como L é eliptico com ¢ = 0 podemos aplicar o Teorema 3.2.2 para obter
|ulo = sup [u] < supu| + Ci[flo = C1lflo-
Q o0
Além disso, como L é estritamente eliptico e f € C*(Q)) obtemos

|ul2,0 < C2 (Julo +[f]a) -

Das duas equagoes acima segue que

[ul2,0 < Co (Ci|flo+|fla) < Clfla-
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Visto que, em nenhum momento usamos qualquer hipdtese adicional nesta parte,

a abertura de V é valida em qualquer situacao.
5.2 O Fechamento

Dada uma sequéncia t,, € V tal que t,, — t € [0, 1], queremos mostrar que ¢t € V.
Como t, € V, para cada n € N existe u,, € C>%(Q) satisfazendo Qy, g(u,) = 0 e
unlon = thy. Na sequéncia provamos a existéncia de uma subsequéncia uy,, de uy,

e de uma aplicacdao u € C>%(Q) tal que Up, CONVErge a % ha norma C??, ou seja,

kh_}ngo |Up, — ul2,0 = 0.

Conforme observamos anteriormente, a aplicacao T : [0, 1] x C02 HQ) — CP2(Q)

dada por T'(t,w) = Q¢ (w) é continua. Portanto,

Qia(u) = T(t,u)=T <kli_>ngo(tnk,unk)>

Além disso, temos

ulpn = lim (un, |sn) (tn, ) = teo.
k—oo

= lim
k—00
Destas consideragoes podemos concluir que t € V.

O primeiro passo é mostrar a existéncia de estimativas uniformes da norma C??
para algum v < «, da sequéncia (u,), ou seja, a existéncia de uma constante M

tal que

|un|2,~/,Q <M

para todo n € N. De posse delas, temos, pela definicdo de norma C?7 as seguintes
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estimativas:

[Diunloq <M, [unloq <M, Vie{l,2} (5.2.1)
[Dij un]o@ < M, [DZ un]O,Q < M’ v Z"j = {1’ 2} (5'2'2)
[Dij un]qa@ <M, [Dij un]o@ <M Vijec {1’ 2}' (5‘2‘3)

Pelo Lema 5.0.1, as duas estimativas em (5.2.1) garantem a existéncia de uma
subsequéncia u,, de u, e uma aplicacao u : Q — R, tal que Uy, — u uniformemente
em qualquer compacto K C €. De fato, estas estimativas implicam que (u,,) é uma
sequéncia limitada e equicontinua em K. Novamente, pelo mesmo teorema, as es-
timativas em (5.2.2) garantem a existéncia de uma subsequéncia D; u,, de D;u, e
uma aplicagdo v; :  — R, tal que D;u,, — v; uniformemente em qualquer com-
pacto K C Q. E, pelas estimativas em (5.2.3), obtemos uma subsequéncia Djj up,
de D;;u, e uma aplicacao w;; : Q — R, tal que Dj; up, — w;; uniformemente
em qualquer compacto K C Q. Segue desses trés resultados que u € C?(2). Além

disso, u € C*7(Q), pois pela primeira estimativa em (5.2.1), temos
[Dijun(y) — Dijun(2)| < Ckly — 2|7 = |Dyuly) — Diju(z)| < Ckly — |

Portanto
x,yeﬁ |y - $|PY

Para provar que u € C%%(Q)) usamos o Teorema (3.2.4). Comegamos por trans-
formar o problema nao-linear Qg (v) = 0 em um linear. Pela proposicao (2.2.1)

podemos escrever Qi em coordenadas (x,y) como

1 2 1 2
0 I G R R G
2 2

T Uze + 2H.
(1+ |Vul?) (14 |Vul?)

(1+ |Vul|?)2

Supomos agora que dada ¢ € C%%(Q), u € C?(Q) seja uma solucio de Qy(v) = 0
em () satisfazendo u = ¢ em 9. Com estas hipdteses, definimos
3
2

fu=—2H (1 + |Vu?)
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Ly:C*>@) — C*@Q)
v > (1 + uz) Ugg — 2UgpUyVgy + (1 + ui) Vyy -

Observe que, como u € C%(12), temos u,, u, € C1(Q) e, portanto, os coeficientes

do operador Ly, bem como fp também pertencem, e em particular a C*(£2).

Além disso, das definigbes acima, é imediato ver, que u satisfaz Ly (u) = fg em

Qewu=pem .
Podemos, portanto, aplicar o teorema mencionado para concluir que u € C*%(Q).

Para encontrar as estimativas desejadas fazemos uma reducdo da norma C>% de
u, para a norma C® e outra reducio desta tltima, para a norma C! de u,. Esta

segunda reducao é conhecida como as “estimativas de Holder para o gradiente”.

Observe que, como u € C**(Q), temos uy,u, € C»*(Q) e, portanto, os coefi-

cientes do operador Ly, bem como fy também pertencem, e em particular a C*(£2).
Observe também que os autovalores de Ly 880 Apin = 1 € Apax = 1 + \Vu]z, que

sao as raizes da equagao

(T+ug =) (T+ul =\ +ulu, =0.

Além disso, u satisfaz Ly (u) = f em Q e u = ¢ em 0N.

Podemos, portanto, aplicar o Teorema (3.2.3) para concluir que

[ul2,0 < C1 (ulo + | fHlo,a)

onde C1 = C1(n, @, Amin, 2, |¢[2,0, M) sendo que M é uma cota superior arbitraria
para |1 + u2o.a, |1 + 3]0, [tatiylo,o. Concluimos disto, que M pode ser obtido

através de uma estimativa de |Vulpq, ou seja, M = M(|Vuloo) = M(|uf1,a)-
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Também a norma | fz|o o pode ser obtida a partir de uma estimativa de |ul o, por

definigao. Finalmente, decorre do Teorema (3.2.2) que

lulo = sup |u| <sup|u| + Co|fu| < suplul + Coffrlo
Q 0 20

IN

Sup ol + Co| frlo,a < sup ol + Co| falo.a
Q

N

= |(10|2704 + C2|fH|0,a-

onde Cy depende apenas do diametro de €2 pois os b; sdo todos nulos.

Podemos entao escrever:

Teorema 5.2.1 Seja Q um dominio limitado C** e seja ¢ € C**(Q)). Se u €
C?%(Q) ¢ uma solugcdo de Qu(v) = 0 em Q satisfazendo u = ¢ em O, entdo
existe

C - C(TL,O(, Q7 ’()0’2,07 ’u‘lpc)
tal que
[ul2,0 < C1(|@l2,0 + (Co+1)|fHl0,0) = C.

Desse teorema e do Teorema 3.2.6 decorre a outra redugao:

Seja Q um dominio limitado C%® e seja ¢ € C%%(Q). Seja u € C?%(Q) uma
solucao de Qg (v) = 0 em Q satisfazendo u = ¢ em 0. Seja M tal que |Vu| < M.

Entao existem
0<y= ’Y(M7Q7 ’90’2) <ae(C= C(M,Q, ‘90‘2)

tais que |ulz, < C.

O segundo e ultimo passo é reduzir as estimativas globais do gradiente a esti-
mativas no bordo. Faremos isso usando o Principio do Maximo para o Gradiente.
Ver teorema (3.3.3). Todavia, ainda é necessario obter estimativas do gradiente de

uma solugao arbitraria no bordo.
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Segue do Teorema 3.3.1 e do Lema 5.0.2 que para estimarmos o gradiente no
bordo de uma solucao do problema (1.0.1), entdo, é suficiente encontrarmos, para

todo p € €, funcoes w, ,w satisfazendo as definicoes de barreira local inferior e

p>p

superior. Relembramos a seguir a definicio de barreira:'?

Definicao 5.2.1 Seja p € 99 dado. Dizemos que o problema (1.0.1) admite bar-
reiras locais superior e inferior em p se existe uma vizinhancga Np depemQ e

Jungoes wl,w, € C*(N,) tais que

e, se u € C%(Q) ¢ uma solugdo de (1.0.1) entdo

w, (x) <u(z) <wf(z) VoedN,.

De forma andloga definimos barreira global como segue:

Definicao 5.2.2 Seja p € 99 dado. Dizemos que o problema (1.0.1) admite bar-

rws € C%Q) tais

reiras globais superior e inferior em p se existem fungoes wy ,w,

que

w, (p) = @lp) = wy(p),
Qulwi] <0 e Quw,] >0 emQ
e, se u € C%(Q) € uma solugdo de (1.0.1) entdo
w, (x) <u(z) <wf(z) Voed.
Além disso, tais funcoes devem ter o gradiente limitado no bordo de 2, i.e.,

devem ser tais que

sup max{lvw;(p)’, \Vw;;(p)\} <M
peEIN

para alguma constante M.

12FEst4 em [3] pagina 333.
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6 DEMONSTRACOES

Os teoremas sao provados utilizando técnicas classicas de EDP elipticas onde
podemos destacar a construgao de barreiras apropriadas e a aplicagao do método da
continuidade. Como usamos uma barreira logaritmica, em todos teoremas aparece

uma hipétese do tipo exponencial.

6.1 Primeiro Teorema

Teorema 6.1.1 Seja Q um dominio limitado de R?. Assuma que v satisfaz a

hipdtese
7~21nax{2(eWW@C”ﬁc“AC+U-—1),1}. (6.1.1)

Entao existe uma solugdo limitada para (1.0.1) com H =0 e € inica.

Demonstracao:

Figura 6.1.1: Circulo Exterior em p

Assumimos s.p.g. que ¢ > 0 em Q. Escolhemos p € 9. Seja ¢ o centro do circulo

tangente a 9 em p com raio r e contido em R?\(Q. Seja C, tal circulo. Definindo
d(z) = d(z,0C;) = |z —q| =7, z €Q (6.1.2)

obtemos
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dp)=Ilp—gq|—r=r—r=0, (6.1.3)

e, para x = (x1,x2) € Q,

T q =TT @
D) [z —q|’ Dad(z) |z — q]
Dud(s) = 222 D) = 1 —
Disd(z) = — (1 —q1) (3;2 - (J2)7 Dord() = = (12 — q2) (3;1 —q1)
|z — q |z — q
|Vd(z)| = \/D12d(x) +D%d(z) =1 = |Vd(z)=1 (6.1.4)
Ad(z) = Dyd(z) + Dasd() = riq' N riq' (6.1.5)

Fixamos x € 2 e definimos {é;,é;} base ortonormal de R? pondo é; = Vd(z) e

€y ortogonal a é;. Definimos

R B 82
D=2 Diyi=-2 i je{1,2).
T 0 T T dae Y {12}

Mostramos entao a partir de

& = (Dyd(x), Dyd(z)) = FL=duT2—d2)
[z —q
(61,60) = 01a = & = (2 - @,q —a1)
|z —q|
que
Dud(z) = 0, (6.1.6)
Dyd(x) = 0 se i,j#1. (6.1.7)

De fato, pois
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f)ld(a;) =

{
Dyd(z) = (Vd(2)é5) =
Dnd(z) = <

Dlgd(x) = Dggd(x):[)gld(x =0.

Agora colocamos este resultado & parte e prosseguimos definindo
w(z) = p(z) + ¢ (d(z)), z € Q, (6.1.8)

onde

P(t) =6In(bt +1), >0 (6.1.9)

e provamos que w € uma barreira local superior em p com convenientes escolhas de

constantes § >0 e b > 0.

Note que
2
Qo[w] = (1 + |Vw|?) Aw — Z DywDjwD;w = (6.1.10)
ij=1
2
> [ (1+|Vw?) &;j — Diijw} (4" DidDjd + ' (d)Dijd + Dyj) . (6.1.11)
ij=1

Comegamos abrindo o somatério em (6.1.11) e, apds usamos o Teorema de

Schwarz - que assegura a simetria da derivada segunda - para escrever:
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2
Z [ (1+ |Vw]?) Diijw} (¥"DydDjd + ' (d) Dyjd + Dyjep)

- [ 1+ [Vuwl?) - (Dlw)Q] (" (D1d)? + ¢/ (d)Dy1d + D1y 0)
+ [ (1+Vw) = (Dyw)?] (" (D1d)? + ¢/ (d)Dnd + Dug)
— DywDyw(¥" Dy1dDad + ¢/ (d) Dyad + Dysp)
— DywDyw(" DodDyd + ¢/ (d) Doy d + Do)
= (14 |Vw|?) (D11¢ + Daap) — (D1w)? D11 — (Daw)* Dagp
+ (L + |[Vw|?) (¢ (D1d)? + ¢/ (d)Di1d + ¢ (Dad)? + ' (d) Daad)
— (D1w)? (¢"(D1d)* + ¢/ (d)D11d) — (Daw)? (" (D2d)? + ' (d) Da2d)
— 2DywDyw (4" DydDod + 4/ (d) Dyad + Di2p).

Prosseguimos abrindo o somatério em (6.1.10), substituindo w em A{2 e operando

com o laplaciano:

2
(1 + |VZU|2) Aw — Z DZ"LUDJ"LUDUZU
1,j=1

= (1+IVul) A(e+v(@) -

[ Dyw)?Dyyw + 2D1wDowDiaw + (Daw) Dggw}

(14 |Vw|?) (D11¢ + Daz) + (1 + |[Vw|?) (" (d)(D1d)* + ¢’ (d) D11d +
¢"(d)(Dad)? 4 ' (d) Dagd) — (D1w)?* D11 — 2DywDawDiap — (Daw)? Daggp —
(Dyw)? (" (D1d)? + 4/ (d)D11d) — 2DywDow(v" D1dDod + ' (d) D12d) —
(Dow)? (" (Dad)? + ' (d) Daad) .
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Definindo A;; = { (1 + ]Vw]z) 0ij — D,-ijw] obtemos

2
i,7=1

2
= Y A;("(d)DidD;d + ' (d)Dijd + Dyjep)

ij=1

2 2 2
= ¢"(d) Y AyDidDd+y/(d) Y AyDyd+ Y AiDijep.

1,j=1 1,j=1 1,j=1

A E B

Para estimar A observe que

2
Z A& = [(1 +|Vwl?) - (Dlw)z} (&1)? — DywDowé & —

ij=1
DywDywgad + | (1+ V) — (Dow)?] (€2)?
= (&4)*+ (&)* + (Daw)*(&)? — 2D1wDowé & + (D1w)? (&2)?

= (&4)*+ (&)* + (Dowé — Dywés)?

donde concluimos que

2
D AGEE > (6)7 + (&)7 = €1 (€1,6) € R,

1,7=1

de modo que por (6.1.4)

A>|Vd?=1.
Por (6.1.9) temos
W) = 2 <0
(s +1)2 77
donde concluimos que
W'(d) A < ¢"(d),

o que implica

2 2
Qo[w] < w/,(d) + wl(d) Z AUDUCZ—F Z AUDU(,D

1,j=1 1,j=1

E B
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Em B abrimos o somatdrio e substituimos A;; usando a simetria da derivada

segunda:

2
Z [ 1 + |Vw| zy — DZwDJw} Dijgp

|:(1 + \Vw\ ) — (Dlw) ]Dlltp — 2D1U)D2U)D12(,0 + [(1 + !Vw!z) — (Dgw)2] Dgg(p

IN

(14 (Dow)?) |D11¢| + 2|D1w||Dow|| D12 + (1 4 (Dyw)?) | Daspl

IN

(14 (Vw)?) (1Dl + |Dagep]) + 2| Dyw|| Daw|| Drzee|.

Agora, como

2|Dyw||Dow| < |Vw|? < [Vw|? + 1,
podemos escrever

B < (14|Vw) (|IDugl+ |Dagl) + (14 [Vw]*) [ D1zl
= (1+|Vwl?) (|D11¢] + |Di2g| + |Dazep|)

= (1 + |Vw|2) |D2<p|.

Portanto

2
Qolw] < 4"(d) +4/(d) Y AijDijd+ (1 + [Vw|?) |D?g].

ij=1
—_——
E

Para estimar

E=(1+|Vuw]?) (A Z D;wD;wDy;d,
i,j=1

note que
Djw = Do +¢'(d) Did,

donde concluimos que

2 2
> DwDjwDid = Y (¢"Did + 24/ D) D;dDid +
i,j=1 sj=1
J
2
> DipDjeDyd.
i,j=1
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2
Por (6.1.4) temos Z D;dD;;d = 0 donde J = 0.

h,j=1

Segue que

2 2
> AijDid = (1+|Vuw|?) (Ad) — > DipD;pD;d.
i,j=1 i,j=1

Dado x € { fixo, por (6.1.6) e (6.1.7) obtemos que

2 2
> DipDjeDijo = > | DipDjDijp = 0.
ij=1 ij=1

Logo E < (14 |[Vw|?) (Ad) e, portanto,

Qo[w] < ¢"(d) +¢'(d) (1 + |Vw|?) (Ad) + (1 + |Vw|?) [D?¢|.

Segue de |Vw|? < (|[Vo| +¢")? = |Vo|? + 2¢'|Vp| + (¥)? que

Qolw] < "+ (1+|Vel* + 20|Vl + ()?) (Ad)
+ (14 Vol + 2¢'[Ve| + (¥)?) [D?p|
O+ @) (Ad) + (2IVel(Ad) + D)) (1)
+((Ad) + |Vel*(Ad) +2[Ve| D) ¢/

IN

+|D%¢| (1+ |Ve]?)
W+ ()P (Ad) + (2C(Ad) + C) (¢)?
+ ((Ad) + C*(Ad) +20?) ¢/ + C + CP.

IN

1 1
Visto que (6.1.2) implica |z — ¢q| > r, por (6.1.5) temos Ad(x) = P < o
donde concluimos que
1 2C
QO['w] < w// + <;> (w/)3 + <7 + C> (1/}/)2
1 2
+ ( J;C - 2C2> Y +C + C3. (6.1.12)
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Por (6.1.9) temos
Qufu] < —ﬂ+<1>ﬂ+<§w>(ﬂ

(bd+1)2 " \r) (bd+1)3 r bd + 1)2
1 2

(a2 oo,
r bd +1

Observe que

52 1\ (5b)
Tdr1e " <F> bd+ 1)

L (1) &b
(bd +1)2 r) bd+1
F
b T
< < —.
onde ' <0 se Y
r
Escolhendo b = 252 obtemos
S W 1) e PO G
(bd +1)? r) (bd+1)3 —  (rd+ 262)2 rd 4 262
N— ——
>1
B or2 5 242 or?
—2(rd + 262)2 rd + 262 2(rd 4 26%2)%"
Segue que
or? 2C (or)?
< - S
@l < —5pgaeyp ( r +C> (rd + 202)2
1 + 02 ) (57‘ 3
2
+< — C)Td+252+0+0
1

- 3 2 3 2 3 ¢4 2 3.2
25 4 aryy (207 + 8C3dra® 4 8C%61 4+ 4Cdrs
+2C%dré 4 8C?rs® + 4C*8* + 2C (dr)? + 8Cdré® + 2C(r6)?

+4Crs* 4+ 8CS* + 2dré + 46° — 1%9) .

Reescrevendo as expressoes entre parénteses como um polinomio quadratico em

d, temos Qo[w] <0 se

(2C%° +2C7?) d* + (8C%rd” + 4(Cr)?6 + 2C%rd + 8Cré”® + 2rd) d

+8C35% 4 8C?rd3 + 4C?% 63 + 20 (r6)? 4+ 4Cr6* +8C6* — r?6 + 46 < 0.
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Para 0 < d < ¢ temos

(2C°r% +2Cr?) d* + (8C°r6* 4+ 4(Cr)?6 + 2C°r6 4+ 8Cr6* 4 2r6) d

+8C36% + 8C?r 8% + 4C?5° + 20 (r6)? + 4CT6% + 8C* — 126 + 46°

IN

(2C% +2C7%) 6% + (8C®rd® + 4(Cr)?8 + 20218 + 8Cré? + 2rd) §
+8C36% + 8C?r 3 + 4C?5° + 20 (r6)? + 4CT6% + 8C6* — 126 + 46°
— 6] (8C? +8C) 6% + (8Cr + 8C™r + 8Cr +4C? 4 4) &

+ (2037’2 +4(Cr)? +20%r + 4Cr? +4Cr + 2r) 6 — r2] )

Consequentemente, quando ¢ < 1 temos que Qp[w] < 0 para 0 < d < 4 se

5[ (8C? +8C) 6% + (8Cr + 8C™r 4 8Cr +4C? + 4) &7
+ (2037‘2 + 4(Cr)? + 2C%r + 4Cr2 + 4Cr + 2r) 6 — 7‘2}
< (8C® +8C) 6+ (8C*r +8C™r + 8CT +4C% +4) 6

+ (2C%% + 4(Cr)? + 2C°r + 407r* + 4Cr +2r) § — 2.

Agora reescrevendo os coeficientes de 4 como um polinomio quadratico em 7 e
isolando ¢ obtemos que Qp[w] < 0 para 0 < d<§ <1 se

7,2

205 + 407 1 40) 2 + (3C3 +10C° 120 1 2)r + 8P vace rsc +4 1)

5§(

Podemos mostrar pelos métodos do célculo diferencial, usando o fato de que C'
é nao-negativo, que f(r) é crescente. De fato, basta mostrar que a derivada de f é

nao-negativa. Entao temos que

1
18C3 +18C2 +24C +6

f)y < f(r), vr>1

que é o caso, por hipétese, de modo que Qp[w] < 0se 0 < d < J para

1
6= .
18C3 +18C? +24C + 6

2%, temos que Qp[w]

Em suma, definindo § como acima, e tomando b = <0
em N, :={x € Q|0 < d(x) < ¢}. Além disso w(p) = ¢(p) visto que por (6.1.3)
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¥ (d(p)) = (0) = 0. Consequentemente, para garantir que w é uma barreira local

superior para )y em p é suficiente provar que w satisfaz

wlan, > ulon,, (6.1.13)

se u é uma solugao de Qp[v] = 0 satisfazendo v|sn = ¢.

Note que com as escolhas acima temos

1 18C3 + 18C2 + 24 2
S | <r( 8C3 + 18C? + C+6)d+1>‘

T 18C3 +18C2 +24C 1 6 2

Em 9N, N 99 temos u = ¢. Além disso, como d > 0 em 9 temos 1(d) > 0 em

0. Portanto, da definicao de w segue que (6.1.13) é satisfeita nestes pontos.

Pela Estimativa de Altura para Qg (3.3.4) obtemos que

sup |u| < M.
Q
De fato, pois
sup [u| < sup |u| = sup || = sup |p| — 0 = sup |¢| — inf |p| = M.
Q a0 a0 oQ o0 9
Observe que em ON,\0Q temos d = §, logo
w(z) = ¢(z) +1(8) = ¥(0)

pois foi assumido no inicio que ¢ > 0 em Q.

Segue que (6.1.13) é satisfeita nesses pontos se ¥(§) > M, i.e., se

1 r(18C3+18C2+24C+6)? 1 41
n 2 18C3+18C2+24C+6

18C3 + 18C2 +24C + 6

> M.

Esta ultima desigualdade é implicada pela hip6tese (6.1.1) :

>0 (eaM(303+302+4C+1) _ 1) _
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De fato, pois a funcao In é crescente, e dai segue que

n r(18C3 + 18C? + 24C + 6)? 1 1
2 18C3 +18C2 +24C + 6
18C3 + 18C2 + 24
ln<(80+862’—|— C +6) +1>

n ( r(18C3 + 1802 +24C + 6)
6)

v

In 2 (OO ) (18C° + 18C2 +24C +

In ( 6M(3C3+3C7+40+1) (18053 |- 18(12 240+ 6 )
(6M(3C3 4 3C? +4C + 1)) + In ((18C3 4 18C? + 24C + 6))

M (6(3C% 4+ 3C? +4C + 1)) .

Pelo que foi exposto, acabamos de provar que w é uma barreira local superior
para Qg em p. Para encontrar uma barreira local inferior para (o em p tomamos

W = ¢ — 1) para ¢ como em (6.1.9).

Observando agora que se a condicao (6.1.1) é satisfeita para um dado ¢ entdo é
também satisfeita para tp, t € [0,1], podemos concluir esta demonstragao usando

o Método da Continuidade. Com efeito, definindo
V ={te[0,1]|3u € C**(Q); Qo[ws] = 0, us]pq =t}

temos que V # () visto que t = 0 € V; além disso, V' é ao mesmo tempo aberto
e fechado em [0, 1]. De fato, como discutimos no Capitulo 5, V' é aberto pelo teo-
rema da funcao implicita; e, também é fechado pelas estimativas uniformes para
o gradiente no bordo, que construimos com as barreiras acima, para a familia de

problemas de Dirichlet definida em V. Logo V' = [0, 1] e, portanto, t =1 € V.

A unicidade é garantida pelo Teorema 3.3.2. O

50



6.2 Segundo Teorema

Teorema 6.2.1 Seja H > 0 real e Q um dominio contido em um disco de raio R.

Assuma que M e C sao finitas e que sdo vdlidas as hipdteses

RH < 1; (6.2.1)
HefWMAhrm) < 1, (6.2.2)
r > max {2 (e¢(M+hR,H) _ 1) 71}. (6.2.3)

Entao existe uma inica solu¢ao para o problema (1.0.1).

Demonstracao:

Observe que de (6.2.3) obtemos que r satisfaz a hipétese do Teorema 6.1.1

ro> max{2 <e¢(M+hR,H) —1) ,1}

> max {2 <66M(303+302+4C+1) _ 1) 1}

de modo que existe uma solucio v € C%*(Q) de Qo[v] = 0 em 2 satisfazendo

vlon = . Logo

3
2

Qul] = Qo[v] +2H (1+|Vv[?)

= 20 (1+ |W|2)g > 0.

Além disso v(p) = ¢(p), Vp € N visto que v]gg = . E também v|gn = ulaqn se
u é uma solugao do problema (1.0.1) com H = 0. Destas trés afirmacoes segue que

v € uma barreira global inferior com respeito a Qg e .

As barreiras superiores sao locais. Para construi-las escolhemos um ponto p € 0S2
e definimos d e w como no teorema anterior. Agora procuramos por valores de J e

b tais que w seja uma barreira local superior para Qg e ¢ em p.
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Temos entao

2
Qulw] = (1+ Vo) Vw— Y DjwDjwD;jw + 2H(1 n |Vw|2>

i,j=1

[SI[oY

N

— Qolu] +2H 1+ [Vul?)

de modo que, por (6.1.12), obtemos

Quful < v+ (1) Wi+ (ZErc)wp

r

(NI

1 2
+< +TC +202>1,Z/+C’+C’3+2H<1+|Vw|2) .

1
Observe que (1 +|Vw|*)2 <1+ |Vw| e, por (5.1.8) temos |Vuw| < [Vp| 4+ ¢ <
C +1)', portanto segue que

Qulw] < ¢"+ (%) W)+ <¥ + C> (W')?

14 C? 2\ s 3 ) /
+< . +20>1/1 +C+C°+2H (14+(C+v¢')?) 1+ C+¢)

_ <%+2H> W'Y + <¥+C+2H+6HC> (¥')?

1+ C?
+< + +202+2H+6HC’2+4HC> W
r
+(1 + C2> (C+2H(1+C)).
Daqui em diante, as estimativas seguem as mesma linhas das estimativas obtidas
no Teorema 5.1.1. De fato, para H = 0 as estimativas que acabaram de ser obtidas

coincidem com aquelas obtidas no referido teorema.

De (6.1.9) segue que

5b> 1 (6b)3 2C (6b)?
< - ~+2H ) —~— — 2H +6HC' ) =5
Qulw] =< (bd+1)2+<r+ )(bd+1)3+<r FOH2H A6 C) bd+ 1)
1 2
(1 o2 pom v emc? v amc ) =20
T bd +1

+(1 + 02) (C+2H(1+O)).
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Observe que

B b2 1 (6b)3
=Gt (1 2) Gt

552 1 52
RCESA <F+2H> bd + 1

J
e que esta expressao ¢ nao-positiva se J > 0, ou seja, se
b 1
bd +1 = 2(1 '
02 (L +2m)

Escolhendo b = ; obtemos
202(1 +2H)
5b? 1 (62b)
[=———— 1—--+2H
Gd+ 12 <r * > bd+ 1)
B ) 6% (L +2H)

d+20% (L 2H)

>1

<d+252(% +2H)>2

_ J [2_ 20% (1 + 2H)
2(d+262(%+2H>>2 d+20° (5 +2H)
>1

IN

2(d+ 262 (L +2H>>2.

Portanto

5 C (6r)2
oo TOTH 6HC> (rd + 207 + 4H8%r)2

2
2(d+252( +2H)>2 ! < r
or

1+02 +2C% + 2H + 6HC? + 4HC
rd+ 282 + 4H?r

Qolw] <

) (C+2H(1+C))

(2072 + 4Hr? + 202 1+ ACHT? + AC*H?? + 4C* Hy? ) d?

2(26% + dr + 4Hrd?)?
+(3203(H7»5)2 + 16C3H (r6)? + 16C3 Hro* 4 8C3r* 4 32(C Hré)? + 12H5(Cr)?
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+ 16H7(C8)? + 4(Cr)%6 + 2C?ré + 32C(Hrd)? + 16CH (r0)* + 8CHr25 + 160H7~52)d
- (8&«52 + 32(Hr8)? + 4Hr?6 4+ 16 Hro* + 216 + 64(CH)3r?6* + 3203 (Hr)?s*

+ 64C3 H?r6* + 3203 Hré* + 16C3HS* + 8C35* + 64(Cr)?H36* + 48(CHr)*8®

+ 64(CH)?ré* +16(Cr)2H® + 40C?Hré® + 16C%H* + 8C?rs® 4 8C253

+ 64CT2H35* + 32C (Hr)*6* + 32C(Hr)?6% 4 64CrH?*5* + 12C H (r6)* 4 32CHré*

+ 16CHrd + 16CHS* + 2C(r8)? + 4Cré* + 8C* 4 64r? H35* + 16(Hr)?6®

+ 64H2r6" + 4H (r6)216Hro® + 16H5* — 126 + 453>

Entao temos que Qglw] < 0 se a expressao que estd entre colchetes for nao-

negativa, ou seja, temos Qg [w] < 0 se

(2Cr2 FAHr? + 20302 4 ACHr? + AC?Hr? + 4C3Hr2)d2

+<3203(H7»5)2 + 16C3H (r0)* + 16C3 Hrd? + 8C3rs? + 32(CHré)? 4+ 12H§(Cr)?

+ 16H7(C6)? + 4(Cr)25 + 20%rs + 32C(Hrd)? + 16CH (rd)? + 8CHr?5 + 160Hr62)d

+ (80r62 4 32(Hro)2 + AHr25 + 16Hr62 + 2rd + 64(C H)3r264 + 3203 (Hr)25*

+ 64C3 H?r6* + 32C3 Hro* + 16C3H* + 8C36* + 64(Cr)2H35* + 48(CHr)?8°

+ 64(CH)?ré* +16(Cr)2Ho® + 40C*Hré® + 16C%H* + 8C?rs® 4 8C%53

+ 64Cr2 H36* + 32C(Hr)?6% + 32C(Hr)?6% + 64CrH?6* + 12CH (r6)* + 32C Hrs*

+ 16CHrd® + 16CHS* + 2C(r6)? + 4Crd* 4 8C* 4 64r2 H35* + 16(Hr)?8°

+ 64H2r6* + AH (r6)216Hrd® + 16H5* — 125 + 453> <0.

Para 0 < d < ¢ temos
(2Cr2 AHr? + 20302 4 ACHr? + AC2Hr? + 4C3Hr2)d2
+<32C’3(Hr5)2 + 16C3H (r6)? + 16C3 Hro* 4 8C3r* 4 32(C Hré)? + 12H5(Cr)?
+ 16Hr(C6)? + 4(Cr)%5 + 2C?rs + 32C(Hrs)? + 16CH (r8)* + 8CHr?5 + 160Hr52)d
- (8(%52 + 32(Hrd)? + 4Hr%5 + 16 Hré? 4 2rd 4 64(C H)3r?6* + 3203 (Hr)?5*
+ 64C3 H?r6* + 32C3 Hro* + 16C°H* + 8C36* + 64(Cr)2H35* + 48(CHr)?8°

+ 64(CH)?ré* +16(Cr)2Ho® + 40C*Hré® + 16C%H* + 8C?rs® 4 8C253
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+ 64Cr2 H36 + 32C(Hr)?6* + 32C(Hr)?6% + 64CrH?6* + 12CH (r6)? + 32C Hrs*
+16CH7d +16CHS* 4+ 2C(r6)? + 4Cré* + 8C6* + 64r2 H35* + 16(Hr)?6°
+ 6AH2r6* + AH (r6)216 Hrd3 + 16H5* — 125 + 453)

IN

<2C’r2 AHr? 420302 + ACHr? + AC?Hr? + 403Hr2> 5

—|—<32C’3(Hr5)2 +16C3H(r6)? + 16C° Hro* 4 8C®ré* + 32(C Hré)? + 12HS(Cr)?

+ 16H7(C8)? + 4(Cr)25 + 20218 + 32C(Hrd)? + 16CH(rd)% + 8CHr?5 + 16C’Hr52) B
- (80r52 + 32(Hr8)? + 4Hr?S + 16 Hro* 4 2rd + 64(CH)3r?6* + 32C3(Hr)?5*

+ 64C3 H?r6* + 3203 Hré* +16C3 HS* + 8C36* + 64(Cr)?H36* + 48(C Hr)?8°

+ 64(CH)?ré* + 16(Cr)>Ho3 + 40C*Hré® 4+ 16C? H* 4 8C*rd° + 8C2 63

+ 64CT2H36* 4+ 320 (Hr)?5* + 32C(Hr)?6° + 64Cr H?5* + 12C H(r6)? + 32CHrs*

+ 16CHr> +16CHS* + 20 (r6)? + 40r6% + 8C* 4 64r2 H35* + 16(Hr)?5?

+ 6AH2r5* + AH (r6)2 16 Hrd® + 16H5* — 125 + 453).

Reescrevendo esta tultima expressdo como um polinémio em ¢ e fatorando ¢

obtemos

5[ (64(CH)*r? + 32C3(Hr)? 4 64C*H?r + 32C° Hr + 16C*H + 8C* + 64H*(Cr)?
+64(CH)*r + 16C?H + 64C H3r* 4 32C(Hr)? + 64CrH? 4+ 32CHr + 16CH + 8C
+64H3r* + 64H?r + 16H) 6° + (32C(Hr)* + 16Hr*C® + 16 HrC* 4 80(C Hr)?
+16H(Cr)* + 48HrC? + 64C (Hr)? +16CHr? + 32C Hr + 48(Hr)?

+32H7 + 8C*r + 8C?r + 8Cr + 4C? +4) 6% + (2C°r* + 4(Cr)?

+2C%r +4Cr? 4 4CT + 2r) 6 — 2.

Consequentemente, escolhendo § < 1 temos que Qplw] < 0 para 0 < d < 4 se

(64(CH)?r? + 32C°(Hr)? 4+ 64C°H?r + 32C° Hr + 16C*H + 8C® + 64H"(Cr)?
+64(CH)*r + 16C*H + 64C H?r* + 32C (Hr)? + 64CrH? + 32CHr + 16CH + 8C
+64H%r* + 64H?r + 16H) 6° + (32C°(Hr)? + 16Hr*C® + 16HrC® 4 80(C Hr)?

+16H(Cr)? + 48HrC? 4 64C(Hr)? + 16CHr? + 32C Hr + 48(Hr)?
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+32Hr + 8C°r +8C°r 4 8Cr + 4C” + 4) 6 + (2% 4 4(Cr)?

+20%r +4Cr? + 4Cr + 27‘) §—r?<0.

Agora reescrevendo os coeficientes de 4 como um polinomio quadratico em r e

r2

ar? + fBr + :

isolando § obtemos que Qgw] < 0 para 0 < d < § < 1sed <
f(r), onde
a = (64(C° 4 C? 4+ C+1))H? + (64C3 + 80C? + 96C + 48) H?

+(20C3 + 3202 4+ 40C + 12)H + (202 + 4C? + 40),

B = (64(C3+C?*+C+1))H? + (48(C® + C?) + 32(2C + 1))H

+(8C® +100? +12C +2) e

vo= (16(C3+C2+C+1))H + (42C% + C? +2C + 1)).

Mostramos pelos métodos do calculo diferencial, usando o fato de que C é nao-

negativo, que f(r) é crescente. Entao tem-se que
1
= —f) < f(r), Vr>1
s =W <),
1
que é o caso, por hipétese, de modo que Qplw] < 0se 0 < d < § para § = 5, onde
¢ = (64(C3+C*+C +1))H? + (16(8C3 4+ 9C* + 10C + 7)) H?

(12(7C3 +8C% +10C 4 5))H + 6(3C3 + 3C% 4 4C +1).

Em suma, definindo § como acima, e tomando

oL
202(L+20)

temos que Qulw] < 0em N, := {x € Q| 0 < d(x) < d0}. Além disso w(p) = ¢(p)
visto que ¢ (d(p)) = ¥(0) = 0 por (6.1.3). Consequentemente, para garantir que w

é uma barreira local superior para Qg em N, é suficiente provar que w satisfaz

wlan;, = ulon,, (6.2.4)

se u é uma solugao de Qg[v] = 0 satisfazendo v|sn = ¢.
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Note que com as escolhas acima temos
¥(d) = 2 In P (6.2.5)
o \2(L+2H) ' -
Em 9N, N 99 temos u = ¢ de modo que (6.2.4) é satisfeita nestes pontos.

Observe agora que suplu(z)| < M + hg . Com efeito, aplicando o resultado
Q

(3.3.6) obtemos

1 1 R’H
sup|u(z)| <M+ — — ]/ —= —R2=M + =M+ hgrH.
1 1
De fato, pois T m—Rz

H H
 RH RH\1- (RH)?
~ (RH?  (RH)
_ R’H-RH\J1- (RH)?

(RH)"
(r2H) (1 1= (RH))
(1+VI-(RHP) (1~ V1~ (®HP)
R*H
1+/1—(RH)?

Observe que em ON,\0€ temos

w(z) = () +(8) = ¢(9)

pois foi assumido no inicio que ¢ > 0 em §2.

Portanto (6.2.4) ¢ satisfeita em IN,\OQ se () > M + hp m, i.e., se

T 1. > M+ hpy (6.2.6)
¢ \2(L+2H)¢ - o -



Esta ultima desigualdade é implicada por (6.2.2) e (6.2.3). De fato, por (6.2.3)

temos que

2
> 2 (p@M+hr ) _ 9
1> . (e 1) (6.2.7)
e, também por (6.2.2) que
4 > AHeMthen) > 4 (e¢<M them) _ 1) . (6.2.8)

Agora, somando (6.2.7) e (6.2.8) obtemos (6.2.6) :

52( >< (M—I-hRH_) S
$>5> ( +4H>(¢<M+hm -1) —
%ln(ﬁ—Fl)ZM—khmH.

Resta observar que se as condigoes (6.2.1), (6.2.2) e (6.3.3) sao satisfeitas para

H e p entao também sao satisfeitas para tH e tp com 0 <t < 1. De fato, pois

RtH < RH <1

prova a afirmacao para (6.2.1), além disso hq g < ho p:

R’tH < R’H
— —R**H > —-R’H
— 1-R(tH)*> > 1—(RH)?
1-R(tH)? > — (RH)?
= 1++1-R(tH)? > 1++/1—(RH)?
1+ /1 - R(tH)? 1++/1— (RH)2
R2tH R2H
:> S
1++/1— R(tH)? 1++/1— (RH)?
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portanto definindo M; := sup tp obtemos
Q

tHet®Mithoin) « [e®(M+hon) < 1

que prova a afirmacao para (6.2.2) e, também

ew’(Mt-i-hQ,tH) < e¢(M+hQ,H)

— 9 <et¢(Mt+hQ,tH) _ 1> < 2 <e¢(M+hQ,H) _ 1) <r

prova a afirmagao para (6.3.3).

A parte de existéncia deste teorema é agora obtida pelo Método da Continuidade

e a unicidade é garantida pelo Teorema 3.3.2. (]
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6.3 Terceiro Teorema

FEm geometria espacial, uma calota cilindrica é um pedaco de um cilindro cortado
por um plano. A figura abaixo mostra uma calota cilindrica de altura h e raio d

cortada de uma esfera de raio R. Pelo Teorema de Pitagoras temos:

(R—h)?+d>=R>— (R—h)?>=R*-d°

Figura 6.3.2: Calota Cilindrica

h
d
—

R'hI /

Figura 6.3.3: Calota Cilindrica de Perfil

1
Como R = Vi para o cilindro, a igualdade acima pode ser reescrita assim:
1 2 1
— — h) = — &
(4H 2 4AH?
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Teorema 6.3.1 Seja H > 0 um ndmero real e seja Q@ um dominio limitado de

uma faiza A de largura d = 2d contida em R?. Assuma que sdo vdlidas as hipdteses

dH < 1; (6.3.1)
HetM+ 4 < . (6.3.2)
r > max {2 <e¢’(M+hd7H) - 1) ,1}. (6.3.3)

Entao o problema (1.0.1) é solivel e a solugao € unica.

Demonstracao:

Os passos sao exatamente como na prova do Teorema 6.2.1 até a obtencao da
expressao de 1(d) em (6.2.5). Daquele ponto em diante observamos que, ao invés
da estimativa de altura supq |u(z)| < M + hp g temos a estimativa supgq |u(z)| <
M+ th’H. Isto segue do fato que, pelo Teorema 3.3.1, o Principio da Comparacao,
o grafico de u tem que estar abaixo da translag@o vertical, M unidades acima, da
calota do cilindro de curvatura média constante H, que tem como limite as linhas
retas da faixa A. A justificativa desta parte segue o mesmo raciocinio da estimativa

(3.3.6). A prova entao termina como no Teorema 6.2.1. O
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