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RESUMO

A presente pesquisa busca compreender a psicogénese do pensamento
combinatério. Sdo analisados os mecanismos utilizados por estudantes do
ensino meédio para solucionar problemas experimentais de analise
combinatéria. Como base teodrica € utilizada a Epistemologia Genética de Jean
Piaget. Ela traz subsidios para compreender como esta nogdo € construida
pelo sujeito. As hipoteses sdo baseadas na maneira pela qual alguns
professores abordam nao sé a analise combinatdria, mas também a maneira
como os conteudos de matematica sdo trabalhados ao longo dos anos
escolares. A coleta de dados é feita de modo experimental e baseada no
método clinico de Piaget. O pensamento dos sujeitos € analisado ressaltando
suas semelhancas, enquanto estruturas de raciocinio, na construcido das

possibilidades.

Palavras-chave: andlise combinatéria, pensamento formal, epistemologia

genética, ensino médio, ensino de matematica.



ABSTRACT

This research seeks to comprehend the psychogenesis of combinatorial
reasonig. We analyzed the mechanisms used by high school students to solve
experimental combinatorics problems. As a theoretical basis is used Jean
Piaget Genetic Epistemology. It illustrate how this concept is constructed by the
subject. The hypothesis are based on manners which some teachers make the
approach of combinatorics concept, and also the way mathematics contents are
taught during school years. Data collection is done in on experimental way and
based on Piaget clinical method. The thought of the subjects is analysed,
emphasizing their likeness while reasoning structures that they show on the

construction of the possibilities.

Key-words: combinatorics, formal thought, genetic epistemology, high school,

mathematics teaching.
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1. INTRODUGAO

“[...] a logica € como a arte poética, que
codifica depois as leis de uma poesia que ja foi
escrita, mas preside sua criacdo” (INHELDER e
PIAGET, 1976, p. 227).

Longe de pretender analisar o pensamento do aluno do ensino médio
em toda sua complexidade, esta pesquisa pretende levantar hipéteses acerca
do seu pensamento légico, do ponto de vista da Epistemologia Genética. Para
isso, serao introduzidas algumas informacdes a respeito das transformagdes
neuronais e cognitivas ocorridas durante a adolescéncia que possibilitam a
construcdo do pensamento operatério formal. A aquisicdo dessas estruturas
formais possibilitara a construgdo do raciocinio l6gico-matematico do sujeito,
enquanto superagcao da intuicdo perceptiva do periodo pré-operatoério, e da

reversibilidade limitada, propria das acdes operatorio-concretas.

A ideia desta pesquisa originou-se de minhas experiéncias enquanto
professora, mesmo durante minha graduagéo1. Isso se deu ao analisar o modo
como eu propria havia aprendido, na escola, os conteudos de analise
combinatéria e, dessa maneira, refletir sobre as possibilidades de modificar
esta metodologia de ensino, de modo a possibilitar aos meus alunos esta

construgao.

Durante meu periodo de graduagao, convivi com muitas ideias e teorias,
encontrando, na Epistemologia Genética, os subsidios necessarios para
compreender como se da a aprendizagem da analise combinatéria. No senso
comum, acredita-se que tanto o adolescente quanto o adulto, estudantes do
ensino médio, ja possuem uma organizagcdo do pensamento suficiente para a
construcdo do pensamento formal. Essa afirmacdo carece de fundamento,

conforme perceberemos ao longo deste trabalho.

! Graduagao em licenciatura em matematica realizada de 2003 a 2008 na Universidade Federal
do Rio Grande do Sul - UFRGS.
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No capitulo introdutério apresenta-se a justificativa, os objetivos, a
configuragéo do problema e as hipoteses da autora acerca do pensamento
combinatério dos sujeitos. No capitulo seguinte, far-se-a4 um breve resumo das
principais caracteristicas da adolescéncia e de como se da a construgao do
raciocinio formal neste periodo. No terceiro capitulo, serdo detalhados os
assuntos de analise combinatéria utilizados neste estudo, enfocando os

problemas de contagem utilizados nos experimentos de coleta de dados.

Nos capitulos subsequentes sera descrita a pesquisa, destacando seus
aspectos metodoldgicos e a analise dos dados. A coleta de dados foi realizada
por meio de aplicagbes de experimentos concretos, sob metodologia inspirada
no método clinico piagetiano. Na primeira prova experimental, trabalha-se com
a nocao mais primitiva da analise combinatéria: o principio multiplicativo. Nas
outras duas provas subsequentes, o raciocinio exigido é o presente em
célculos de permutagao, arranjo e combinagao simples. Em todas as provas o
foco estd em compreender como o sujeito organiza a solugdo que encontra
para os problemas propostos e as justificativas dadas para tal. A analise dos
dados categoriza os diferentes niveis de pensamento, levando em conta as

semelhancas estruturais, até a constituicdo do pensamento combinatdrio.

O fechamento do trabalho sera tratado no capitulo das consideragoes
finais, em que a autora dissertara sobre possiveis mudangas que faria no caso
de uma nova pesquisa e trara novos questionamentos a serem desenvolvidos

em pesquisas futuras.

1.1. Justificativa

Desde 2003, quando ainda era estudante de licenciatura em matematica
do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul —
UFRGS, ja estava em contato direto com professores e alunos do ensino

médio. Convidada pelo meu coorientador, Marcus Basso?, a participar de uma

2 professor Dr. Marcus Vinicius de Azevedo Basso, Professor Adjunto do Instituto de
Matematica da UFRGS e do Programa de Pés Graduagido em Ensino de Matematica da
mesma universidade.



atividade de extensado dentro do Colégio de Aplicagdo da UFRGS, ja tive a
oportunidade de conhecer, por conversas informais, a dificuldade enfrentada
por professores e estudantes no ensino e na compreensdo da analise

combinatoria.

Minha formagdo ja se iniciava voltada a uma pratica pedagdgica
relacionada a pesquisa, de modo que, além do dominio dos conceitos
matematicos, sentia a necessidade de adquirir habilidades para articula-los e

refletir continuamente sobre minha pratica docente.

A escolha da andlise combinatéria, como tema desta investigagao,
decorre de minhas experiéncias como estudante, professora e, atualmente,
pesquisadora. Como estudante, sempre demonstrei consideravel aptidao e
interesse pela matematica discreta®, enquanto que, como professora, percebo
imensa dificuldade por parte dos alunos em compreender a analise
combinatéria e suas técnicas de calculo. Tenho como hipotese que isso se
deve ao fato de ainda n&o terem organizado esquemas mentais de nivel formal,
necessarios a compreensdo da combinatéria; dito de outro modo, nao
construiram estrutura formal em grau de complexidade suficiente para esse

conhecimento matematico.

Como pesquisadora na area de educacao, procurei respaldo tedrico e
metodoldgico que possibilitasse refletir acerca da sala de aula que, como
ambiente de constantes trocas de experiéncias, se diferenciasse dos modelos
que ja havia visto ou vivenciado, enquanto professora da educacgao basica.
Acredito que deva-se partir de um problema como ponto de partida para a
construcdo de conceitos em sala de aula e, também, deva-se ter como
possibilidade para que, a partir de sua resolugcdo, novos conceitos pudessem
ser construidos pelos alunos. A capacidade de realizar operagoes
combinatérias vai muito além de saber utilizar uma ferramenta matematica; ela
passa a exercer um papel fundamental para desenvolver um raciocinio légico,

a medida que possibilita a ampliagao destes mecanismos de pensamento.

® A Matematica Discreta é um ramo da matematica a qual estuda problemas que dependem
dos numeros inteiros; portanto, de maneira ndo continua (discreta). Somatérios, sequéncias,
grafos, matrizes e probabilidades discretas sao alguns dos conteludos estudados pela
matematica discreta.
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Na medida em que dirige o foco para a aprendizagem, isto €&, para a
compreensao de como o sujeito aprende analise combinatéria e para os pré-
requisitos necessarios para essa construgao, esta pesquisa torna-se importante
ferramenta para a reflexdo acerca do ensino desse conteudo. O objetivo de
compreender a psicogénese do pensamento combinatério insere esta pesquisa

no campo da educacao.

1.2. Objetivos

Nesta pesquisa, procurarei investigar as estratégias utilizadas pelos
estudantes durante a realizagdo dos experimentos, levando em conta a
estruturacdo do seu raciocinio e os esquemas previamente construidos que
possibilitam ou limitam a construcido da combinatéria. Dessa forma, pretende-
se contribuir com as pesquisas na area de ensino de matematica, a medida
que o professor-leitor podera refletir sobre os diferentes niveis de pensamento
dos seus alunos, e ndo mais partir do pressuposto de que todos ja possuam

raciocinio formal estruturado para a aprendizagem da combinatéria.

Subsidiada pela Epistemologia Genética de Jean Piaget, busco
compreender como alunos do ensino médio (regular ou EJA?*) aprendem
combinatéria. Desta maneira, o leitor € convidado a refletir acerca do ensino
desse conteudo, de modo a pensar em estratégias didaticas que favoregcam a
aquisicao de estruturas capazes de assimilar esse conteudo, concebendo o

aluno como sujeito ativo de sua propria aprendizagem.
Segundo Polya (1985, p.13),

[...] a Matematica nao é um esporte para espectadores: ndo pode ser
apreciada e aprendida sem participagao ativa, de modo que o
principio da €& particularmente importante para nds, matematicos
professores, tanto mais se tivermos como objetivo principal, ou como
um dos objetivos mais importantes, ensinar criangas a pensar.

Pensando dessa maneira, o estudo descrito nesta dissertacdo foi

realizado com o objetivo de verificar como ocorre a génese da construgdao do

4 Educacao de Jovens e Adultos
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raciocinio combinatério.  Saliento que a discussdo sobre o0s conceitos
especificos de analise combinatéria e de suas subdivisbes dentro da
matematica nao sera aprofundada neste momento, visto que nosso foco estara
voltado para a analise do raciocinio que leva a sua construcio,

independentemente de tratar-se de permutagao, arranjo ou combinagao.

O objetivo desta pesquisa ndao € analisar o ensino de analise
combinatéria — como uma das diversas ramificacbes da matematica — mas
entender como o sujeito aprende matematica, € o que ele necessita
previamente para que essa aprendizagem ocorra. Isso sera feito numa
perspectiva interacionista-construtivista, na medida em que este trabalho

insere-se no campo de pesquisa voltado ao sujeito da educacéo.

1.3. Configuragao do Problema

Durante os anos de 2009 e 2010, pude observar que muitos estudantes
do terceiro ano do ensino médio, do Colégio de Aplicagdo da UFRGS, em Porto
Alegre, demonstraram grande dificuldade na compreensdao dos conceitos
envolvidos na combinatéria. Ha diversos fatores que posso cogitar como
explicacédo para esse fato. Porém, acredito que, por um lado, o principal seja o
modo equivocado como a analise combinatdria é trabalhada em sala de aula,
por alguns professores, privilegiando a aplicagao de férmulas; e, por outro, por
nao se considerar o nivel de pensamento apresentado pelo jovem que, ao
chegar ao ensino médio, ainda ndo é capaz de operar nesse nivel de

formalidade exigida na dedugao e compreensao das formulas combinatdrias.

Para resolver com compreensao problemas de analise combinatéria é
necessario que o sujeito ja tenha construido estruturas formais. Mesmo que
esta aquisicdo nado garanta a aprendizagem da combinatdria, ela € condigéo
necessaria para que essa aprendizagem ocorra. Para isso, torna-se necessario
que o professor conheca esses diferentes niveis de pensamento e saiba
trabalhar com cada um deles dentro do seu planejamento em sala de aula,
compreendendo que a combinatéria utiliza procedimentos matematicos que

requerem, para a sua construgao, a presenca do raciocinio formal.
12



Diante desta configuragdo surgem as seguintes questdes: Se um sujeito
em nivel médio escolar pode ainda nao ter construido um nivel de pensamento
formal, de que maneira esse sujeito conseguira aprender conceitos que
envolvem esse tipo de raciocinio? E 0os que possuem esse raciocinio, teriam

condicdes de amplia-lo na compreensao da analise combinatéria?

Diante desses questionamentos, apresento o meu problema de
pesquisa: Como se da a constru¢cao do pensamento combinatério em

alunos do ensino médio?

A importancia que atribuo a construcéo de tais conceitos deve-se ao fato
de que a analise combinatéria embasa muitas outras teorias matematicas,
sendo a sua compreensao necessaria para o calculo de probabilidades, por
exemplo. Mais do que isso, a aprendizagem da combinatéria permite que o
sujeito amplie suas estruturas operatérias, aumentando sua generalidade, em
todas as areas em que atuar. Embora exija poucos pré-requisitos, em termos
de conteudos tedricos, a analise combinatéria € um conteudo matematico que
exige técnicas de raciocinio formal para a interpretacdo dos problemas

pertinentes.

1.4. Hipo6teses

A hipotese levantada é a de que existem diferentes formas pelas quais
esse raciocinio € construido, existindo diferentes niveis de compreensao em
diferentes alunos de mesma etapa escolar, em direcdo a uma possivel

organizagao logico-formal, que pode ser identificada e descrita.

Partindo deste principio, minha hipotese é de que o raciocinio
combinatério é construido e se da por sucessivos niveis de pensamento,
sempre em fungéo da agao do sujeito e de seus desdobramentos, sobretudo de
suas tomadas de consciéncia. E por esse processo que o sujeito constroi
generalizagdes e hipoteses. Dentre os alunos pesquisados, provavelmente
encontremos os trés niveis de pensamento, conforme descritos por Inhelder e

Piaget (1976), discriminados a seguir.

13



Nivel I: caracterizados por estarem em um nivel de pensamento pré-operatorio,
esses sujeitos relacionam casualmente dois ou mais elementos a0 mesmo
tempo, observando apenas o resultado final (tendo em vista a sua forma atual
estatica), ndo entendendo as transformagdes como reversiveis. Nao elaboram
hipdteses prévias que possibilitem leva-los a uma deducdo, ficando
simplesmente restritos a um pequeno conjunto de combinag¢des aleatdrias néo

sistematizadas.

Nivel Il: caracterizados por estarem em um nivel de pensamento operatorio
concreto, esses sujeitos sao capazes de fazer pequenas sistematizagdes
relacionadas ao real observado, podendo ainda estendé-las a situacdes

virtuais, vinculadas a suas tentativas empiricas.

Nivel lll: caracterizados por estarem em um nivel de pensamento operatorio
formal, esses sujeitos apresentam como novidade, em relagdo aos demais, 0
método sistematico de obtencdo de todas as combinagdes possiveis e a

capacidade de generalizagao e de criagao de teorias.

Na perspectiva da Epistemologia Genética, a constru¢cao da nogao mais
geral de analise combinatéria “[...] necessita de uma maior coordenagao do
pensamento, porque foge da materialidade dos fatos, e da margem para todos
os tipos de nogdes intermediarias” (BERTOLUCCI, 2009). Mesmo que o sujeito
ja tenha vivenciado em sala de aula conteudos de analise combinatéria, ndo se
pode garantir que ele conhega tais conceitos, visto que podem ter sido mera

reproducao de formulas, sem construcéo e, portanto, sem compreenséo.

14



2. ADOLESCENCIA E CONSTRUGAO DO RACIOCINIO FORMAL

Meu desafio neste capitulo € compreender a adolescéncia, sob o ponto
de vista da capacidade cognitiva que se estrutura nesse periodo. Define-se
como adolescéncia a integracdo do individuo na sociedade adulta, implicando
as transformacgdes cerebrais desta etapa, que possibilitardo a estruturagao do
pensamento formal. Distingue-se de puberdade, que significa uma maturagao

bioldgica atingida nesta fase.

2.1. Adolescéncia

Segundo Herculano-Houzel (2005), ja ha indicios cientificos de que o
cérebro passa por uma reorganizagdo quimica e estrutural durante a
adolescéncia, na qual a quantidade de neurotransmissores aumenta
consideravelmente, tornando a troca de informacdes entre neurdnios ainda

mais eficiente.

E na adolescéncia que se da o apice das sinapses cerebrais, passando,
a partir de entao, a serem eliminadas as excessivas, de modo que o cérebro se
reorganiza, produzindo novas estruturas cognitivas com as quais adentrara a

vida adulta.

Além disso, a autora afirma que a neurociéncia hoje comprova,
experimentalmente, a ideia apresentada por Inhelder e Piaget (1976) a respeito
da capacidade cerebral na adolescéncia, que permite ao jovem criar situagdes
imaginarias, eventos hipotéticos e considerar possibilidades estritamente
abstratas. Ela mostra que o amadurecimento estrutural e funcional do cértex

pré-frontal continua até os 30 anos e, talvez, até mais.

Ficando comprovada essa reestruturacdo cerebral que ocorre durante a
adolescéncia e tendo em vista as diferentes formas de inser¢ao social pelas
quais esse jovem passa nesse periodo, retomemos as palavras de Inhelder e

Piaget, ja em 1976:

15



Para que o meio social atue realmente sobre os cérebros
individuais, é preciso que estes estejam em condigdes de assimilar
as contribuicbes desse meio, e voltamos a necessidade de uma
maturagao suficiente dos instrumentos cerebrais individuais (p.251).

Para Faria (1998, p.78), é através das operagdes formais que passamos
a pensar proposicionalmente e, assim, a produzir novas ideias. E este novo
dominio mental que “liberta o pensamento dos objetos materiais e enriquece o
jovem com um novo poder” (p.85). O jovem centra-se em um egocentrismo na
crenga de que tudo que faz e pensa é de grande importancia. A partir desse
novo dominio de poder, o jovem passa a tornar-se critico frente a si mesmo.
Sao essas novas reflexdes que o levam a constituir teorias e a propor reformas

sociais.

Ainda que a maturagédo cerebral esteja relacionada a criagdo destas
novas estruturas de pensamento ela s6 ocorrera, podendo ser acelerada ou
retardada, a medida que o meio social propicie seu desenvolvimento. A
equilibragao se da pela compensacgao entre o desejo de reforma e os planos de
execugao. Ou seja, existem entre o funcionamento cerebral e as influéncias
sociais, exercicios exclusivos do individuo que o adaptam a nova situacao
organica e social e que criam condigdes para o desenvolvimento do

pensamento formal.

2.2. Desenvolvimento Cognitivo

Aprender matematica, ha muito tempo, vem sendo tido como uma
possibilidade de poucos. Piaget e a Epistemologia Genética, no entanto,
trazem uma ideia, até entdo desconsiderada, de que a matematica pode ser
acessivel a todos. A teoria “assegura as novas geragoes o direito de aprender
matematica, o que para muitos € um tesouro escondido, e para a grande
maioria dos que tém direito a ela, inacessivel” (ASSIS ET AL., 2011, p.141).
Piaget propbe uma educacgao ativa, onde cada sujeito participa do seu proprio
processo de aprendizagem. Becker (1998, p.22) afirma que “0 homem se torna

matematico na medida em que aprende matematica”.
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Nascer sabendo €& uma limitagdo porque obriga apenas a
repetir e, nunca, a criar, inovar, refazer, modificar. Quanto mais se
nasce pronto, mais refém do que ja se sabe e, portanto, do passado;
aprender sempre € 0 que mais impede que nos tornemos prisioneiros
de situacdes que, por serem inéditas, ndo saberiamos enfrentar.

Diante dessa realidade, € absurdo acreditar na ideia de que
uma pessoa quanto mais vive, mais velha fica; para que alguém
quanto mais vivesse mais velho ficasse, teria que ter nascido pronto
e ir se gastando...

Isso nao ocorre com gente, e sim com fogéo, sapato, geladeira.
Gente néo nasce pronta e vai se gastando; gente nasce nao pronta e
vai se fazendo. Eu, no ano que estamos, sou a minha mais nova
edicdo (revista e, as vezes, um pouco ampliada); o mais velho de
mim (se é o tempo a medida) estd no meu passado e nao no
presente (CORTELLA, 2006, p.13 apud SABO, 2010).

Os seres humanos, em geral, trazem em sua bagagem genética a
capacidade de construir estruturas que “ndo estdo dadas nos objetos, pois
dependem de uma ag¢ao, e nem no sujeito, pois o0 sujeito deve aprender como
coordenar suas agdes” (PIAGET, 2005, p.73). Segundo Piaget, a busca do
sujeito em assimilar o objeto a ser conhecido, e a possivel acomodagao dessa
capacidade assimiladora, caso o objeto assimilado tenha gerado uma
perturbagdo nos esquemas anteriores do sujeito, € o que caracteriza o
processo de aprendizagem. Ao responder, por acomodagdao, a uma
assimilagdo que causou desequilibrios, o sujeito gera um novo patamar de
equilibrio, que possibilita novas assimilacbes de novos elementos cada vez
mais complexos. Essa constante busca pelo equilibrio, em que novos
esquemas sao construidos em patamares superiores, € o processo de

constru¢ado do conhecimento.

Desde o nascimento, pelo menos, a crianca forma estruturas que a
tornam capaz de compreender o mundo em que vive. Essas significacbes que
passam a ser criadas constituem novos esquemas de assimilacdo, que, por
sua vez, passam a construir novos patamares de equilibrio, até constituirem
um pensamento formal. O sujeito compreende o objeto a partir do que permite
seu atual esquema de assimilagdo. Se houver modificagdo nesses esquemas,

significa que houve acomodacéo. E neste continuo processo de assimilacdes e
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acomodagbes que o sujeito pode passar a compreender o mundo dos

possiveis.

As estruturas de conhecimento, construidas por nés ao longo da vida,
sdo descritas e apresentadas por Piaget, como estadios de desenvolvimento
intelectual que apresentam caracteristicas proprias em termos de uma
estrutura de pensamento. Para a aquisicdo de um estadio superior é
necessario a aquisicao do anterior (PIAGET, 2005). Mesmo que determinadas
intervengdes pedagdgicas acontegam, essa ordem jamais € alterada, podendo

ser acelerada, retardada ou limitada.

Quando crianga sensério-motora, a atividade cognitiva do sujeito esta
baseada, principalmente, no imediatismo, sem que acontecimentos e ideias
sejam recordados, estando limitada a atividade sensorial-motora, pratica, sem
representacdo. Esse estadio de desenvolvimento € chamado por Piaget de
sensorio-motor. Neste periodo, a crianga constréi as nogdes de tempo, objeto,
causalidade e espaco, tendo o universo centralizado em si proprio € nas suas
acgdes. A inteligéncia sensdrio-motora possui uma légica inerente a coordenagao
das préprias acdes (PIAGET, 2005), e isto antes da aquisicdo da linguagem. E,
portanto, a qualidade da experiéncia do sujeito que o prepara para passar para

o estadio seguinte.

No estadio seguinte, denominado pré-operatoério, as construgdes feitas
até entdo serdo reorganizadas em um patamar superior, dando origem a
funcdo simbdlica. A origem da fungao simbdlica, em conjunto com a aquisicao
da linguagem, ainda nao possibilita que o sujeito adquira a reversibilidade do
pensamento e sequer a conservagao das propriedades fisicas do objeto. No
entanto, a partir de agora, as agbes praticas poderdo ser representadas
mentalmente, o que potencializa a estruturacdo de novos esquemas de

assimilacao no plano do pensamento.

Segundo Becker (2008), somente no estadio operatério concreto dar-se-
a a capacidade de reversibilidade de pensamento (operatéria) e reciprocidade,
apo6s anos de agdes sobre os objetos. Essa capacidade € uma primeira forma
de totalidade operatdria e, portanto, uma primeira forma de equilibrio estavel, o

que define uma estrutura operatéria de pensamento. E a reversibilidade
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operatoria que permite ao sujeito executar a mesma acgao nos dois sentidos,

com a consciéncia que se trata da mesma acéo.

A reversibilidade é formada pela negacgao e reciprocidade. A primeira
caracteriza-se pelas operagdes de classes e numeros. A partir da operacao
inversa, o sujeito consegue retornar ao ponto de partida da operagao, obtendo
a anulacdo como resultado. A segunda caracteriza-se pelas operagdes de
relagdes, na qual se volta ao ponto de partida anulando uma diferenca.
(PIAGET, 2005). A crianga operatério concreta € capaz de utilizar estas duas
formas complementares da reversibilidade, mas somente de forma isolada,
sem uni-las a um sistema unico e total (INHELDER E PIAGET, 1976). Dessa

forma, a reversibilidade fica apenas no plano das acdes concretas.

Em outras palavras, a reversibilidade, como estrutura, consiste na
permanente possibilidade de retorno ao ponto inicial, ocorrendo de duas formas
que, mesmo distintas, complementam-se. Para voltar ao ponto de partida da
acao pode-se anular a operagao, constituindo uma inversao ou negagao, que,
quando combinado com a operacdo inicial, resultam na operagdo nula ou
idéntica. Outra forma de voltar ao ponto de partida da ag¢ao seria pela anulacao
da diferencga, constituindo a reciprocidade que, quando combinado com a
operagao direta, resulta em uma equivaléncia (INHELDER e PIAGET, 1976, p.
205).

“O pensamento operatério concreto, comparado ao pensamento pré-
operatdrio ou intuitivo, se caracteriza por uma extensao do real na diregcao do
virtual” (INHELDER E PIAGET, 1976, p.188). Ou seja, esses elementos
inexistentes no plano real passam a ser representados mentalmente, mas isso
ainda ndo permite pensar hipoteticamente. O sujeito neste estadio consegue
coordenar duas variaveis, mas nao consegue criar uma sistematizacao,
variando apenas um dos fatores, conservando os demais, o que impossibilita

que encontre todos os fatores possiveis, necessarios para a combinatoria.

Segundo Inhelder e Piaget (1976), nas estruturas concretas de
pensamento, cada vez mais sao reunidas classes e relagdes, porém elas
permanecem em grupos incompletos, sem atingir a combinatéria que permite

sistematizar (variar um unico fator, conservando os demais) e constituir em um
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sistema unico todos os subconjuntos possiveis das inclusées de inversdes e
reciprocidades. Ou seja, os sujeitos desse nivel sdo capazes de compreender a
reversibilidade como inversao ou reciprocidade, porém n&o as reunindo em um

sistema unico que caracterizaria o pensamento combinatério.

Na mesma obra os autores ainda afirmam que a capacidade de seriagao
e classificacdo permite a extensdao do real para um prolongamento virtual
dessas agdes. Mesmo que o sujeito ainda esteja cognitivamente restrito ao
real, a reversdo mental ja existe, o que o capacita a construir estruturas de
classe, nogdes de conservagao e seriagao, reorganizando sua estrutura légico-
matematica. A superagao do real € o que caracterizara o estadio seguinte,

operatorio formal, que sera de grande importancia para nosso estudo presente.

2.3. Construcao do Raciocinio Formal

Piaget descreve a inteligéncia como um processo adaptativo.
Percebemos, em um primeiro momento, a predominancia da percepcao, em
seguida, a capacidade perceptiva une-se a fungdo simbdlica, originando a
capacidade de representacdo. No aparecimento das estruturas operatodrias, a
percepcdo “é apenas um meio de apreensdo do real, entre outros,
especialmente as operagdes” (DOLLE, 1974, p.161). Expandindo-se da
manipulagado concreta surgem as operagdes formais, onde o real € apenas uma

parte de uma totalidade possivel hipotética.

Somente no estadio operatério-formal o sujeito é capaz de trabalhar com
hipoteses e dedugdes, extrapolando o real, construindo uma estrutura légica de
grupo, chamado Grupo INRC (ldentidade, Negacdo, Reciprocidade e
Correlacéo).

A reunido da inversao e da reciprocidade faz com que cada
operagao seja, a0 mesmo tempo, a inversa da outra e a reciproca de
uma terceira, dando, assim, quatro transformacdes: direta, inversa,

reciproca e inversa da reciproca (correlata), ou grupo INRC (FARIA,
1998, p.80).
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A construcdo mental sobre todas as combinacbes possiveis sao
operagbes que ha pouco tempo o adolescente, ainda crianca, ndo tinha
capacidade para compreender; a partir de agora, o pensamento passa a operar
no plano hipotético-dedutivo. Novas relacbes passam a ser estabelecidas,
dentre elas as relagdes de implicagao, disjuncgao, exclusao, incompatibilidade e

implicagao reciproca.

Segundo Becker (2008), as experiéncias l6gico-matematicas do sujeito
operatorio formal consistem na agao sobre o objeto para retirar, ndo mais dele,
mas das acbes e das coordenagdes das acbes, qualidades que lhe séao
préprias. A légica é uma organizagdo do pensamento e € dessas
coordenagdes, mediante progressivas tomadas de consciéncia, que nasce a

matematica.

Para Inhelder e Piaget (1976, p.185), “a principal caracteristica do
pensamento formal esta ligada, sem duvida, ao papel que da ao possivel com
relagao as verificacdes de realidade”. Trata-se de uma nova forma de equilibrio
em patamar superior ao das operagdes concretas. E uma forma de
pensamento hipotético-dedutivo, que consiste em tirar consequéncias de
situacdes hipotéticas, ndo mais apenas de extensdes do real, mas de hipoteses
elaboradas mentalmente.

Finalmente, com o pensamento formal ocorre uma inversao de
sentido entre o real e 0 possivel. Em vez de o possivel se manifestar
simplesmente sob a forma de um prolongamento do real ou das

acdes executadas na realidade, € ao contrario, o real que se
subordina ao possivel [...] (p.189).

A logica das proposicoes também esta relacionada ao pensamento
formal a medida que objetos e acbes sobre esses objetos passam a ser
representados verbalmente, a partir das manipulagcdes experimentais. Novas
possibilidades operatérias sdo estabelecidas por disjungdes, implicagdes,

exclusoes, etc., até a construgao da légica de todas as combinagdes possiveis.

Segundo Inhelder e Piaget (1976), o novo processo de equilibragéo
estabelecido no pensamento formal permite que o sujeito passe a dominar o

possivel, na sua perspectiva fisica e lbégica, nas suas conexdes de
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pensamento. Do ponto de vista fisico, o equilibrio é dado a partir de
compensacgdes das modificagdes mentais, subordinando, dessa forma, o real
ao possivel. Ou seja, as relagbes reais passam a fazer parte de um conjunto
maior, 0os possiveis.

Para equilibrar suas afirmagdes sucessivas (0 que significa
evitar ser desmentido pelos fatos ulteriores), o sujeito tende a inserir,
no conjunto das ligagdes reconhecidas como possiveis, as ligagoes
inicialmente supostas como reais, de maneira a, depois, escolher as
verdadeiras pelo exame de algumas transformagbes realizadas
precisamente no interior dessas ligagdes possiveis (INHELDER e
PIAGET 1976, p. 194).

Do ponto de vista légico, o possivel € o que n&o é contraditério, sendo o
contraditorio superado por transformacdes reversiveis, a tal ponto que uma
operagdo em produto com seu inverso chegam a chamada identidade,
concebendo a compensacgao das transformacdes.

Mais simplesmente ainda, o sistema esta em equilibrio quando
as operagdes de que o sujeito é capaz, constituem uma estrutura tal
que essas operagdes sejam suscetiveis de ser realizadas nos dois
sentidos (seja por inversdo estrita ou negagdo, seja por
reciprocidade). Portanto, €& porque o conjunto das operagdes
possiveis constitui um sistema de transformagbes virtuais que se
compensam — e que se compensam na medida em que obedecem

as leis da reversibilidade — que o sistema estd em equilibrio
(INHELDER e PIAGET, 1976, p.200).

Piaget ressalta dois aspectos, do ponto de vista psicolégico do equilibrio:
o real e o possivel. No entanto, o possivel teria duas significacbes, o que nos
colocaria na presenca de trés planos psicolégicos. No plano real o sujeito
realiza operagdes mentais, construindo novas relagdes e aplicando-as ao
objeto. No plano dos materialmente possiveis, constituem-se as operagdes
concebidas pelo sujeito como possiveis, mas tratando-se de operagdes reais.
O sujeito diferencia o atual e as possibilidades por ele pensadas. Finalmente,
no plano dos estruturalmente possiveis, constituem-se as operacdes virtuais
que o sujeito seria capaz de realizar, mas sem tomada de consciéncia, por falta

de estrutura que o possibilite.
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O pensamento formal opera em segunda, terceira, enésima... poténcia,
através das relacdes das relacgdes e das coordenacgdes das coordenacdes das
agdes envolvidas na légica das proposi¢cdes. A construgdo da combinatéria
abrange essa totalidade, sendo ela prépria operagdo de segunda poténcia: “as
permutacdes sdo seriagdes de seriagdes, as combinacdes sdo multiplicacbes
de multiplicagdes, etc.” (INHELDER E PIAGET, 1976, p.190). Essa nova forma
de estruturagdo do pensamento supbe a formagcdo de “operagdes
combinatérias, proporcoes, sistemas duplos de referéncia, esquemas de
equilibrio mecanico (igualdade entre acdo e reacgdo), probabilidades

multiplicativas, correlagdes, etc.” (p.190).

A capacidade de pensar formalmente ndo se restringe a problemas de
combinatéria como os propostos nesta pesquisa; ela pode manifestar-se de
diferentes maneiras e situagdes. Piaget (1973, p.7) retoma o conceito de estadio
como “aptidées progressivamente diferenciadas”. Nesse sentido, todas as
pessoas, em condigdes estruturais e sociais normais, atingem o estadio das
operacgbes formais, mas “em diferentes areas de acordo com suas aptidoes e

suas especializagdes profissionais”.

2.4. Pensamento Combinatorio

Para fazer relagbes entre objetos, de forma a retirar caracteristicas que
s6 existem no pensamento do sujeito que age, e ndo caracteristicas que estéao
no proprio objeto (abstragdo empirica), o sujeito realiza um processo, o qual
Piaget chamou de abstracado reflexionante. Este tipo de abstragcdo € a base

para o desenvolvimento do raciocinio l6gico-matematico.

E importante ressaltar que a abstracdo empirica s6 é possivel com o
resultado de abstragdes reflexionantes prévias, pois € sO pela abstracdo
reflexionante que o sujeito torna-se capaz de retirar caracteristicas fisicas dos

objetos, isto é, para assimila-los.

Esse processo pode permanecer inconsciente por toda a vida ou pode

vir a se tornar consciente, a medida que o sujeito apropria-se dos mecanismos

23



das suas acgoes, possibilitando compreender o que fez, ndo s6 como resultado,
mas como processo. Esse “dar-se conta” foi chamado por Piaget de tomada de
consciéncia (Piaget, 1975), a qual permite ao sujeito retomar as suas agoes,
reconstruindo-as em um novo patamar. Ao se tornar consciente, uma abstracao

reflexionante passa a ser abstragéo refletida (Piaget, 1995).

E s6 a partir da tomada de consciéncia que o sujeito podera tornar
generalizavel determinado conceito, aplicando-o a outros conteudos. A
abstracdo € condicdo necessaria para a generalizagdo. Ao generalizar
conceitos envolvidos nos problemas de contagem ocorre uma ampliagao
quantitativa e qualitativa estrutural, de modo que o sujeito passa a utiliza-la nas
diversas situagées com as quais se depara. Sujeitos que ndo generalizam os
processos de contagem nao conseguem agir fora do plano material, limitando-

se a respostas incompletas, mesmo nas provas experimentais.

Os sujeitos que operam concretamente limitam-se a agir sobre o real e
nao hipoteticamente, restringindo-se ao suporte material da prova, encontrando
algumas possibilidades em detrimento da totalidade de possibilidades.
Segundo Bertolucci (2009, p. 34):

Neste tipo de pensamento, o real domina o pensamento e o
possivel esta subordinado ao real porque esta limitado pelas agbes
na sua concretude. O conjunto das operagdes concretas chega
apenas a um conjunto restrito de transformacgdes virtuais, e, portanto,
a uma nogao do possivel que é apenas uma extensdo (ndo muito
grande) do real (PIAGET, 1976). Com o aparecimento do
pensamento formal, o real passa a ser apenas um setor do mundo
dos possiveis.

Inhelder e Piaget (1976) caracterizam o materialmente possivel como o
possivel do ponto de vista do sujeito, ou seja, as operagdes ou relagdes que
ele concebe como possivel. O estruturalmente possivel seriam, entdo, as
operagdes ou 0 que o sujeito seria capaz de efetuar, mas ndo o faz porque
ainda nao tem consciéncia das relacbes e mesmo da sua capacidade, sendo
este o possivel do ponto de vista do observador. Superar o materialmente
possivel € uma condicdo necessaria, mas nao suficiente, para a construcéo da

combinatoria.
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Em geral, todos os seres humanos sao capazes de chegar ao nivel das
estruturas formais, tendo em vista que a relagao estabelecida pelo sujeito entre
0s meios enddgeno e exdgeno possibilita sua construgdo. Sendo assim, como se
da o processo de construgdo da combinatéria? Como o sujeito passa a
distanciar-se do real e parte para o plano das possibilidades? Como se da a
acao no plano virtual? Ao pensar sobre essas questdes, tomamos consciéncia
do quanto a Epistemologia Genética pode contribuir para compreendermos o

desenvolvimento das estruturas cognitivas.
Polya (1985, p.13) afirma que:

Se quisermos desenvolver a inteligéncia do aluno, devemos ficar
atentos para que as coisas primeiras aparegam em primeiro lugar.
Certas atividades sdo mais faceis e naturais que outras: adivinhar é
mais facil que demonstrar, resolver problemas concretos € mais
natural do que construir estruturas conceituais. Em geral, o concreto
vem antes do abstrato, a agdo e a percepgao, antes das palavras e
dos conceitos, os conceitos, antes dos simbolos, etc.

Segundo Becker® uma informacdo somente pode ser compreendida se
0 sujeito possuir estruturas internas que lhe possibilitem assimila-la. Dessa
forma, torna-se impossivel ensinar conceitos matematicos complexos a

criangas que ainda nao desenvolveram estruturas para isso. No entanto:

No fundo de todas as nogbes de aprendizagem aparece a
convicgao de que o conhecimento ndo passa de uma acumulagao de
aprendizagens, compreendidas como coépias; dai, a onipresenga da
estimulagdo como explicagdo das aprendizagens, independentes da
atividade do sujeito. Piaget distingue conhecimento-conteudo de
conhecimento estrutura ou capacidade construida, embora nao faga
mengao a ela. Considero essa distingdo fundamental, pois quando
Piaget afirma que o sujeito constréi conhecimento ele se refere
primeiramente a conhecimento estrutura, organizagdo, capacidade,
competéncia, condigcdo prévia de toda aprendizagem e sO
secundariamente a conhecimento-conteudo; néo significa que ele
subestime o papel do conhecimento-conteudo nesse processo
(BECKER, 2008, p. 53).

Para pensar no plano hipotético e entrar no mundo das possibilidades,

€ necessario que o sujeito coordene suas agdes, de modo a transpor a um

° Definicao apresentada durante o seminario Aprendizagem Humana: Processo de Construgao,
na Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2011/01.
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plano mental superior o seu pensamento atual. Nesse novo plano, novas
reorganizagdes serao estabelecidas. Nesse sentido, Piaget (1995) afirma que

as estruturas de pensamento sao estruturadas e estruturantes ao mesmo

tempo.
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3. ANALISE COMBINATORIA

A analise combinatéria pode ser descrita como “o campo da matematica
que se ocupa de estudar, examinar, descrever e determinar as diferentes e
possiveis classificagcbes que podemos obter e observar de um conjunto dado e
de seus elementos constitutivos” (DORNELAS, 2004).

Esse campo da matematica é constituido, também, pelos problemas de
contagem (permutagdes, arranjos, combinagdes), os quais serdo abordados
neste trabalho. Dornelas (2004) ainda destaca outros conteudos que
constituem o estudo da Analise Combinatéria, os quais ndo serdao aqui

aprofundados:

[...] os que tratam do numero total de elementos na unido de um
numero finito de conjuntos (Principio da Inclusdo e Exclusdo), das
Funcdes geradoras (que envolvem a selegao de objetos nos quais a
repeticdo é permitida, em problemas da teoria aditiva dos numeros,
especificamente na teoria das particbes, das Relagdes de
Recorréncia (que partem da abordagem de problemas particulares
para problemas genéricos), O Principio de Dirichlet, também
conhecido como da Casa dos Pombos ou das Gavetas (que procura
determinar a existéncia ou nao de conjuntos satisfazendo certas
propriedades), as Permutagdes Cadticas (que procura determinar o
numero de permutagdes com os elementos de um conjunto dado,
quando nenhum numero se encontra ocupando seu lugar primitivo),
os Lemas de Kaplansky (que busca obter de quantos modos é
possivel formar um conjunto de p elementos a partir de um outro com
n elementos, p < n, no qual ndo haja numeros consecutivos) e o
Principio da Reflexdo que procura estabelecer o numero de trajetos
possiveis de uma particula no plano.

Segundo Tavares e Brito (2005), a analise combinatéria, embora ja
estudado por Arquimedes e Pascal, atingiu o auge do seu desenvolvimento no

século XVI, para solucionar os problemas originados dos jogos de azar; esse

estudo deu origem a teoria das probabilidades.

A combinatdria € uma parte fundamental da matematica discreta, sendo
essencial para o desenvolvimento do célculo de probabilidades. Segundo
Souza (2010), a combinatéria € um ramo da matematica de grande valor

educacional, a medida que exige raciocinio sobre situagdes elementares,
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utilizando-se tanto de seus métodos proprios quanto de técnicas de contagem.
Alguns problemas de combinatéria podem ser facilmente resolvidos por
sucessivas adicdes ou multiplicacdes, e suas formulas podem ser deduzidas,

nao necessitando memorizagao, conforme afirma Carneiro (1995).

As primeiras situagbes matematicas envolvendo légica quantitativa que
ocorrem na vida das pessoas sao por problemas de contagem, que consistem

em determinar e enumerar elementos de um conjunto.

3.1. Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Também chamado de principio multiplicativo, o principio fundamental da
contagem consiste em uma técnica que esquematiza a resolugao de problemas
que envolvem situagbes de contagem, sem enumeragdo. Sua principal
ferramenta é a arvore de possibilidades que permite sistematizar o problema e,
assim, chegar a sua solugédo. O PFC é o elemento fundamental do pensamento
combinatério, pois é a partir dele que todas as construgbes cognitivas
posteriores (permutagdes, arranjos e combinagdes) se constituirdo para o

sujeito.

A nado compreensdo do PFC podera gerar grandes dificuldades no
reconhecimento de possiveis aplicagbes no processo de resolugdao de
problemas. Essa nao compreensdo impossibilitara, por exemplo, “[...] a
identificacdo quando a ordem em que os elementos estdo dispostos num
agrupamento, ira (caso dos arranjos) ou nao (caso das combinagdes) influir no
total de agrupamentos (subconjuntos) possiveis de um dado conjunto”
(DORNELAS, 2004).

Para explicagdo dos procedimentos de contagem avaliados nos sujeitos
pesquisados, utilizarei a prépria situagdo problema que mais tarde sera
discutida junto aos participantes da pesquisa para descrever como se da o
processo de construgdo da arvore de possibilidades e de enumeracao

sistematica.
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Essas técnicas sdo de suma importancia para resolver problemas de
analise combinatéria, embora, quanto maior o niumero de possibilidades, mais
trabalhosa a técnica vai se tornando. Mesmo assim, esse método de resolugao
possibilita a sistematizacdo e a compreensdo do principio fundamental da
contagem. A ideia de compreender os problemas de contagem, tendo como
base o PFC e, levando em conta o processo de compreensao por etapas, deu-
se a partir das ideias de Sabo (2010), que também a apresentou dessa

maneira em sua dissertacao.

Por exemplo, consideremos as casas A, B e C, conforme a figura abaixo:

Quantas sao as possibilidades de se locomover de A a C, passando por
B? Sabe-se que para cada um dos dois caminhos que levam de A a B existem
outros trés caminhos que levam de B a C. Sistematizando este raciocinio,
chamemos os caminhos que levam de A a B de A e A,, e os caminhos que
levam de B a C de B4 B, e B3 e elaboremos a seguinte arvore de possibilidades

(ou diagrama de arvore) °:

B1
Al B2
B3

B1
A2 B2
B3

S

O diagrama mostra-nos o total de 2 x 3 caminhos, ou seja, 6 caminhos

distintos possiveis. Sao eles:

® Arvore de possibilidades ou diagrama de arvore é uma ferramenta grafica muito utilizada no
calculo de Analise Combinatéria que permite identificar e enumerar as possibilidades de
ocorréncia de um evento. O nome dessa ferramenta provém da semelhanga com a estrutura
ramificada de uma arvore.
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Pode-se denotar a enumeracdo como uma técnica eficaz para a solugao
deste problema, listando exaustivamente todas as possibilidades de caminhos
distintos para se locomover de um ponto a outro. A arvore de possibilidades é
outra técnica que esquematiza essa enumeragao. Ja nesse exemplo, fica claro
que, se a quantidade de caminhos continuasse a aumentar, representar todos
0s agrupamentos seria um processo trabalhoso, e que poderia ocasionar

desinteresse e disperséo do aluno, afastando-o do seu objetivo.

Para situacbes em que a solugdo por enumeracado ou pela arvore de
possibilidades tornar-se exaustiva, utiliza-se a terceira técnica apresentada: o
PFC. Essa técnica pode ser vista como uma generalizagdo das anteriores, a

fim de resolver problemas que apresentam elevado numero de solugdes.

Para utilizar esta técnica é preciso identificar as etapas do problema, e,

em seguida, as diferentes maneiras em que podem ocorrer cada etapa.

12 etapa: escolha de 1 entre os dois caminhos

22 etapa: escolha de 1 entre os proximos 3 caminhos.

Entao, pelo PFC, o numero de caminhos distintos € 2 x 3 = 6, podendo
prosseguir de maneira analoga para as demais etapas, caso a quantidade de

caminhos aumente.

Podemos generalizar essa afirmagdo da seguinte maneira: dado um
acontecimento A que pode ocorrer de m maneiras diferentes e para cada uma
das m maneiras possiveis de ocorrer o evento A, um acontecimento B pode
ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o numero de maneiras de ocorrer o

acontecimento A, seguido do acontecimento B, € dado por m x n.

Para demonstrar a validade desta afirmacao pode-se utilizar o principio

da inducao finita; porém, este ndo sera nosso foco neste trabalho.
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3.2. Permutacgoes

As permutacdes podem ser subdivididas em permutacdes simples e
compostas. Para esta pesquisa, analisaremos como o sujeito constréi as
nocoes de permutacdo simples, apenas. As permutacdes simples consistem
em agrupar, ordenadamente, elementos distintos de um conjunto, podendo ser
denotada por P, ou ser representada por n! (fatorial de n). Por exemplo, de
quantas maneiras pode sentar-se, a uma mesa de quatro lugares (C4, C,, Cs,

C4), uma familia composta por méae, pai, filho e filha?

Ci

Tendo como base o PFC, necessita-se observar quantas etapas tem o
problema. Ora, se objetivo é ordenar quatro pessoas ao redor de uma mesa,

encontramos, entdo, quatro etapas distintas e sucessivas a serem pensadas.

12 etapa: escolher quem sentara em C4, por exemplo. Ou seja,

temos quatro possibilidades para a primeira etapa.

22 etapa: escolher quem sentara na cadeira ao lado (C,, por
exemplo). Percebe-se que, ao passar para a segunda etapa, alguém ja
havera de ter sido escolhido para sentar-se em C4, restando, entéao, trés
possibilidades para C,. Exemplificando, se na primeira etapa escolheu-
se M para sentar, agora restaria P, Fa e Fo para escolher.

32 etapa: Escolher o proximo membro da familia a sentar-se,
dentre os dois oriundos da etapa precedente, restando, entdo, apenas
um para a etapa 4.

42 etapa: Escolher o ultimo familiar a sentar-se a mesa, sendo
esta escolha a unica possibilidade, pois os outros trés ja foram

posicionados nas etapas anteriores.
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Podemos representar o raciocinio, utilizando o PFC da seguinte forma:

4

* Etapa 1

* 4 possibilidades

3

« Etapa 2

* 3 possibilidades

2

1

« Etapa 3

« 2 possibilidades

« Etapa 4

« 1 possibilidade

Sendo, entdo, 4 x 3 x 2 x 1 = 24 possibilidades distintas de distribuir a

familia pelas cadeiras.
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Pode ser utilizada também a enumeracgao ou a arvore de possibilidades
para resolver este problema, visto que a quantidade de respostas ndao € um

numero excessivamente grande.

Bem, elaboremos, novamente, a arvore das possibilidades
denominando cada cadeira como C4, C,, C3 e C4 € 0s respectivos familiares
como M (mae), P (pai), Fa (filha) e Fo (filho). Em C4 podem sentar-se M, P, Fa
ou Fo, levando em conta que M tenha sentado, em C, podem sentar-se P, Fa

ou Fo e assim sucessivamente, conforme o diagrama:
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Fo Fa M-P-Fo-Fa
P
Fa Fo M-P-Fa-Fo
P Fo M-Fa-P-Fo
M Fa
Fo P M-Fa-Fo-P
P Fa M-Fo-P-Fa
Fo
Fa P M-Fo-Fa-P
Fo M Fa-P-Fo-M
P
M Fo Fa-P-M-Fo
P Fo Fa-M-P-Fo
Fa M
Fo P Fa-M-Fo-P
P M Fa-Fo-P-M
Fo
M P Fa-Fo-M-P
Fo Fa P-M-Fo-Fa
M
Fa Fo P-M-Fa-Fo
M Fo P-Fa-M-Fo
P Fa
Fo M P-Fa-Fo-M
M Fa P-Fo-M-Fa
Fo
Fa M P-Fo-Fa-M
M Fa Fo-P-M-Fa
P
Fa M Fo-P-Fa-M
P M Fo-Fa-P-M
Fo Fa
M P Fo-Fa-M-P
P Fa Fo-M-P-Fa
M
Fa P Fo-M-Fa-P
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Para a primeira posi¢céo (C¢) ha quatro possibilidades de ocupacgao (M,
P, Fa, Fo); sendo esta ocupada, a proxima cadeira (C;) tera outras trés
possibilidades, e assim por diante, resultando em 4 x 3 x 2 x 1 = 24 diferentes

maneiras de distribuir as pessoas a mesa.

Sendo assim, partindo de casos particulares de calculo de permutacao,
ampliou-se para uma situagdo mais geral (n), utilizando-se como técnica o
PFC. Esta generalizagdo obtida pode auxiliar na resolugao de problemas que

envolvam o calculo de permutacéo de elementos.

Este calculo de permutacédo pode ser generalizado (ressalta-se que, em
nenhum momento desta dissertagcdo, o verbo generalizar tera o sentido de

demonstrar) da seguinte maneira:

Posigoes: 12 28 32 n-1 n-ésima

Possibilidades: n n-1 n-2 2 1

Para determinar a permutagao de n elementos distintos, pode-se pensar
em sentar n diferentes pessoas a mesa. Identificamos que ha n etapas, pois
sdo n “objetos” a serem ordenados. Denominaremos cada um dos n
objetos/pessoas de ays, a,, as..., a, € as n diferentes posicbes que podem
ocupar chamaremos de ¢4, €2, Cs..., Cp. Sendo assim, teremos as seguintes

etapas:

12 etapa: escolher a pessoa que ocupara a primeira cadeira (c1),
sendo assim, qualquer uma das n pessoas podera ocupar essa posicao,

havendo entdo n possibilidades para essa etapa.

22 etapa: escolher a pessoa que ocupara a segunda posicao (cy).
Como ja ha uma pessoa ocupando a primeira posi¢gdo, sobram n-1 cadeiras

para ocupar.

32 etapa: escolher a pessoa que ocupara a terceira posi¢cao (cs).
Podemos continuar raciocinando de modo analogo a etapa anterior, onde

concluimos que temos n-2 possibilidades de sentar-se a mesa.
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Esse raciocinio pode se repetir pelas demais etapas, até chegar a
enésima etapa, onde se escolhera a pessoa que ocupara a enésima posi¢ao
(cn), para a qual restara apenas 1 possibilidade, visto que as demais posicoes

ja foram ocupadas em etapas anteriores.

Podemos resumir esse raciocinio no seguinte esquema:

(R = () ~ (=~ (- (e =~ [

e Etapa 1 e Etapa 2 e Etapa 3 e Etapan-1 e Etapan

~

* n possibilidades * n-1 possibilidades * n-2 possibilidades 2 possibilidades * 1 possibilidade

Utilizando o PFC, obtemos a seguinte conclusdo: a permutacdo de n

objetos, denotada por P, é dada por:
Pp=n(n—1).(n—-2).(n-3)...21=nl
Entao,
B, =n!

As permutagdes com repeticbes (completas) apresentam elementos
repetidos, mas ainda ordenados. Sendo assim, quando os elementos de um
conjunto se repetem, as permutagdes entre esses elementos ndo geram novos
agrupamentos; portanto, é necessario desconsiderar os agrupamentos

repetidos no calculo do resultado final.

O numero de permutacgdes de n elementos, com alguns repetidos (ny, ny,

ns,..., Nk) vezes, € calculado pela relagao:

n!

P(nllnz_n3,...,nk) _

n ny!In,Ing! .. ny!

Nesse caso, o denominador da fragao representa os conjuntos formados

pelos agrupamentos repetidos, que devem ser descontados no resultado final.
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3.3. Arranjos

Para chegar a generalizagao do arranjo simples, partiremos da técnica
do PFC. Entende-se por arranjo simples de n elementos tomados p a p,
qualquer conjunto ordenado de p elementos que nao se repitam entre os n
elementos tomados. Arranjos simples diferem das permutacdes simples por
tratar-se de uma quantidade p, p < n, de elementos de um conjunto contendo n
elementos. Ou seja, o numero de elementos do conjunto € maior que a

quantidade de elementos a ser arranjados.

Nos basearemos no problema anterior, em que uma familia senta-se ao
redor da mesa. Nesta segunda situagao, imaginemos que a familia contém n
integrantes a mais que o numero de cadeiras disponiveis. Sendo assim, de
quantas maneiras distintas a familia inteira poderia sentar-se ao redor da
mesa? No entanto, definiremos agora que existem cinco pessoas para
sentarem a uma mesa de quatro lugares. Observa-se que, neste exemplo, ha
mais pessoas que lugares, sendo assim, obtemos o seguinte: para C1 temos
cinco opcgoes de pessoas para sentar; sentada uma, restam quatro opgdes para
C2, trés opgbes para C3 e duas opgdes para C4. Ou seja, 5 x 4 x 3 x 2,

totalizando 120 possibilidades distintas da familia de sentar-se a mesa.

Utilizando o PFC para resolver esse problema, teriamos as seguintes

etapas:

12 etapa: escolher a primeira pessoa a sentar-se na primeira

cadeira (C1), havendo, entéo, cinco possibilidades.

22 etapa: escolher a segunda pessoa para sentar-se em C,

restando, entédo, agora quatro possibilidades.

32 etapa: escolher a terceira pessoa para sentar-se em Cj,

restando, entdo, 3 possibilidades

42 etapa: nesta etapa restam apenas duas pessoas para sentar-se

na ultima cadeira restante.
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Esquematizando o raciocinio, temos:

e Etapa 1 e Etapa 2 e Etapa 3 e Etapa 4

« 5 possibilidades « 4 possibilidades « 3 possibilidades « 2 possibilidades

Podemos perceber que este exemplo totaliza 120 possibilidades. Neste
exemplo, percebe-se, também, que a utilizagdo dos mecanismos de
enumeracao e da arvore das possibilidades torna-se inviavel, por tratar-se de
um numero bastante grande de possibilidades. Ao perceber os padrées

multiplicativos, o sujeito passa a operar no plano das ideias.

Denomina-se arranjo simples dos n elementos tomados p a p, (Anp),
todos os subconjuntos ordenados, formados pelos p elementos pertencentes
ao conjunto de n elementos. Em suma, dado um conjunto de n elementos,
podem-se formar agrupamentos ordenados de até p elementos distintos, desde

que p < n.

Esquematizando, tem-se:

Posigdes: 12 28 32 42 p-ésima

Possibilidades: n n-1 n-2 n-3 n—(p-1)

Na generalizagao do problema proposto, nos deparamos com a seguinte
situacdo: de quantas maneiras distintas podem sentar n pessoas em p

cadeiras, sendo p < n?
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12 etapa: escolher a primeira pessoa a sentar-se na primeira
cadeira. Teremos entao, n pessoas disponiveis, entdo n possibilidades.

22 etapa: escolher a segunda pessoa para sentar-se. Nesta
etapa contamos com n-1 pessoas, visto que uma ja ocupou uma
cadeira na etapa anterior.

3?2 etapa: escolher a terceira pessoa para sentar-se na terceira
cadeira. Ja havendo sentado duas pessoas (na primeira e na segunda
etapa, respectivamente), restam n-2 possibilidades para esta etapa.

Analogamente, este raciocinio poderia ser repetido nas demais
etapas, ou seja, até a p-ésima etapa que o problema propor.

p-ésima etapa: escolher a pessoa que ocupara a p-ésima

cadeira. Com uma quantidade inicial de n pessoas e p-1 cadeiras ja
utilizadas nas etapas anteriores, ficam disponiveis n — (p - 1) cadeiras a

escolher. Ou seja, n — p + 1 cadeiras.

O raciocinio descrito pode ser representado da seguinte maneira:

b | tn-l Ln-z | L}} -p +

eEtapal e Etapa 2 eEtapa 3 1. Etapa p

® 1 possibilidades en-1 en-2 en-p+1
possibilidades possibilidades possibilidades

Utilizando o PFC fica facil observar que a quantidade de diferentes

possibilidades de arranjar n pessoas em p lugares, sendo p > n, é:
App=n.(n—-1).(n—-2)..(n—p+ 1), obtendo um produto de p
fatores.

A fim de formaliza-lo matematicamente, podemos multiplicar e dividir a

expressao, de modo a nao alterar seu valor final, por (n-p)!

_n.(n—l).(n—Z)...(n—p+1).(n—p)!

n (n —p)!

’p
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Obtemos, entdo, a seguinte férmula para o calculo de arranjo simples:

n!

e = !

De acordo com Sabo (2010), o uso da formula néo revela os dados do
problema, o que nao favorece o uso do raciocinio combinatério, visto que essa
representacdo torna-se essencial para que o sujeito construa sua propria

formalizacao.

Note que permutacédo simples € um caso particular de arranjo simples
emque k =n.

Ann = (n’_"n)! =< =nl, pois 0! = 1. Portanto A, = Pp.

Arranjos com repeticdes (completos) diferenciam-se dos arranjos

simples por permitir a reposicdo ordenada dos elementos extraidos.

3.4. Combinacgoes

Compreender a diferenga entre arranjo e combinagdo € a principal
dificuldade enfrentada por alunos e professores. Na primeira, a ordem dos
elementos dos conjuntos formados € relevante para o calculo das
possibilidades, enquanto que na segunda, ndo. Por exemplo, se pensarmos
nos anagramas7 que podem ser formados com as letras A, B e C, temos: ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB e CBA, ou seja, a ordem desses elementos é de
fundamental importancia, pois se alterando a ordem, novos anagramas sao
formados, totalizando seis anagramas distintos. No entanto, se estivermos
falando de vértices A, B e C de um tridngulo, constamos que ABC, ACB, BAC,
BCA, CAB e CBA refere-se a um unico tridangulo. Nesse sentido, a ordem dos

elementos ndo tem relevancia para o calculo das possibilidades.

Na combinagao simples, dado um conjunto A de n elementos distintos,

seus agrupamentos sdo subconjuntos de p elementos com p <n, porém a

4 Anagramas sao palavras diferentes, mesmo que sem significado, que podem ser formas com
as mesmas letras.
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ordem dos elementos nos agrupamentos nao é relevante, ao contrario do que

acontece nos arranjos simples.

Como exemplo, determine a quantidade de tridangulos que podem ser
formados de maneira que seus vértices coincidam com os vértices de um

hexagono regular ABCDEF, conforme figura abaixo.

A F

Observe que os tridngulos formados pelos vértices ABC, ACB, BAC,
BCA, CAB e CBA, por exemplo, determinam um mesmo tridngulo, nao devendo
ser considerado como distintos no calculo final. Assim como esses, os outros
tridngulos congruentes também ndo devem ser considerados. E justamente
esse detalhe que se observa sobre a relevincia da ordem dos elementos

agrupados que diferencia as combinagdes dos arranjos.

A tarefa que o problema nos propde é a seguinte: dado um conjunto com
seis elementos, quantos subconjuntos de trés elementos é possivel formar?
Para resolver esta questdo, podemos utilizar as técnicas do PFC e
descobriremos que ha 6 x 5 x 4 = Ag3= 120 possibilidades de agrupar os seis

vértices, tomados trés a trés. Enumerando-os, obtemos:
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Analisando a tabela acima, temos:

Coluna 1: 6 combinagbes = 3! Combinagdes de triangulos com

vértices A, B e C, em diferentes ordens.

Coluna 2: 6 combinagbes = 3! Combinagdes de triangulos com

vértices A, B e D, em diferentes ordens.

Coluna 3: 6 combinagbes = 3! Combinagdes de triangulos com

vértices A, B e E, em diferentes ordens.

Coluna 20: 6 combinagdes = 3! Combinag¢des de tridngulos com

vértices D, E e F, em diferentes ordens.
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Utilizando a técnica da enumeragao, conseguimos formar 20 diferentes

tridngulos. Sao eles:
ABC

3 F

ACD

AEF
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BCF BDF BEF

A A A
3 E, <6 -
D c c D
CDE CDF CEF
A F A A
B B E, B
c o D
DEF
A A
B =
c o

Pelo que foi apresentado, podemos determinar 20 subconjuntos distintos
de tridngulos formados, cada um contendo trés elementos. A permutacéo
desses trés elementos (P3) determina as seis combinagdes de tridngulos, cujos
vértices coincidem. Entdo, das 120 possibilidades de agrupamento listadas na
tabela, percebemos que 20 delas foram contadas repetidamente 3! (trés

fatorial) vezes.
Podemos ver que

120 6.54  Ag;s
6 3 P,

20 =

Pode-se concluir que a divisdo do numero total de agrupamentos
(arranjo) pela permutacdo da quantidade de elementos repetidos em cada
coluna determina o numero de agrupamentos para o0s quais a ordem é

relevante.
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Denomina-se combinagao simples dos n elementos de A, tomados p a p
(Cp ), todos os subconjuntos formados por p elementos distintos escolhidos do

conjunto A de n elementos, valendo a seguinte relagao:

Posigdes: 12 22 32 42 p-ésima

Possibilidades: n n-1 n-2 n-3 n—(p-1)

Sendo assim, obtemos a seguinte relagdo para a quantidade de grupos

compostos por p elementos, tomados a partir de um grupo de n elementos

distintos:
n.(n-1).(n-2)..(n-p+1).(n—p)!
Cn,p = (nz;f)!
Entao,
n!

Observacao: Pode-se representar a combinagao simples de n elementos

tomados p a p, pelas seguintes notagdes:

€7 = (p) = Cuo

As combinagdes com repeticdbes (completas) diferenciam-se das
combinagdes simples por calcular o numero de subconjuntos de p elementos
que se podem formar de um conjunto de n elementos, com possibilidade de

existirem elementos repetidos.

Pelos problemas propostos nos itens anteriores, fica facil observar o
quao sutil é a diferengca entre problemas de arranjo e combinagdo. Para
soluciona-los, € necessario muito mais que a mera aplicacdo de férmulas, é
preciso que o sujeito compreenda o problema e tenha certeza de seus

mecanismos de calculo.
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3.5. Analise Combinatoria no Ensino Médio

De fato, a pesquisa psicologica mostra que entre os 12 e os 15
anos o pré-adolescente e 0 adolescente comegam a realizar operagdes
envolvendo analise combinatéria, sistemas de permutagdo, etc.
(independente do treinamento escolar). Eles ndo podem, €& claro,
resolver formulas matematicas, mas podem descobrir,
experimentalmente, métodos exaustivos de trabalhar com elas
(PIAGET, 1973, p.4).

Sabo (2010) afirma que o calculo da combinatdria exige familiaridade do
sujeito com a recursividade e com o principio de indugdo matematica.
[...] analisando a arvore de possibilidades, podemos observar que,
para construir os ‘ramos’ posteriores, necessitamos das estruturas
dos ‘ramos’ antecedentes. Dessa forma, o procedimento de
construgao repete-se sucessivamente no processo de formagao da
arvore, ou seja, podemos destacar um procedimento recursivo nesta
construgao (p.101).
Da mesma maneira, esse raciocinio recursivo acontece quando
utilizamos o caélculo do PFC, visto que a identificacdo da quantidade de
possibilidades de cada etapa do céalculo vem de uma anadlise das possibilidades

de uma etapa que se da de modo analogo a andlise da etapa posterior.

Diferentemente do que se pensa, a multiplicagdo € muito mais que a
adicao repetida de parcelas iguais. Essa definigdo por si s6 nao explica a
amplitude do conceito multiplicativo. Segundo Backendorf (2010, p. 52-53):

Pode-se utilizar a adigao repetida nos calculos de multiplicacéo
onde um dos fatores € inteiro, pois a multiplicagdo é distributiva em
relagdo a adigdo; no entanto, a adigdo e a multiplicagdo sao
operagdes com significados distintos e que envolvem também
raciocinio de natureza distinta. [...] Enquanto o invariante conceitual
do raciocinio aditivo é a relagéo parte-todo, o invariante conceitual do
raciocinio multiplicativo é a existéncia de uma relagéo fixa entre duas
variaveis.

Nesse sentido, a relacdo da multiplicacido relaciona constantes de
maneira proporcional. Essa proporcao esta baseada na replicacdo de aumentar
proporcionalmente no outro conjunto cada unidade aumentada no anterior. E

isso que caracteriza a relagdo um-para-muitos do raciocinio multiplicativo.
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Para aprender analise combinatéria e desenvolver seus algoritmos, é
preciso levar tudo isso em consideracgao; isto &, considerar desde os processos
sistematicos de enumeragdo até a compreensdo de que o raciocinio
multiplicativo difere do aditivo e compreender os processos de recursividade

envolvidos em cada etapa da resolugédo do problema.
[...] os problemas de combinatdria sao tidos como dificeis de serem
ensinados e aprendidos na escola, apesar de resultados promissores
de pesquisa sobre o aparecimento dessa forma de raciocinio em
criangas pequenas. Além de nao ter estratégias imediatas de
solucdo, acarretam incertezas em relacdo as formas de aborda-los
(SOARES e MORO, 2011).
O que também deve ser levado em conta é a dificuldade da propria
verificagdo da solugdo, uma vez que, dependendo da interpretagcao que se da
ao problema, a resposta encontrada €& diferente e, do mesmo modo,

convincente.

Estabelecer as relagbes entre os elementos que compdem uma
situacao, levando em conta suas transformacdes e ndo apenas o produto final
obtido, possibilita a coordenagao de conceitos em um raciocinio hipotético-
dedutivo, préoprio do pensamento formal. Essas relacdes estabelecidas passam
a exigir que o sujeito dissocie os fatores envolvidos isolando-os ou
conservando-os um a um, variando-se os demais. Essa sistematizacdo permite
que as relagdes sejam englobadas em um conjunto com todas as
possibilidades de combinagédo e sem que o sujeito tenha duvida quanto a isso.
A combinatéria passa a ser realizada de um modo exaustivo, o que nao

acontece empiricamente, permitindo, entao, que o sujeito elabore hipoteses.
Segundo Morgado et al. (1991, p.2),

Embora a analise combinatéria disponha de técnicas gerais
que permitem atacar certos tipos de problemas, é verdade que a
solucdo de um problema combinatério exige quase sempre
engenhosidade e a compreensao plena da situacdo descrita pelo
problema. Esse € um dos encantos desta parte da matematica, em
que problemas faceis de enunciar revelam-se por vezes dificeis,
exigindo uma alta dose de criatividade para a solugéo.
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O raciocinio légico-matematico é resultado das coordenagdes das agdes
ou operagdes do sujeito sobre os objetos e sobre as préprias agdes. E por isso
que é impossivel ensina-lo por repeticao ou verbalizagdo. A nova estrutura
l6gica que caracteriza a adolescéncia, em forma de operagdes formais, €
necessaria para resolver problemas de forma sistematica, de modo a obter
todos os possiveis resultados e certificar-se de que todos os resultados estao
contemplados em sua resolucdo. Dessa maneira, essa estrutura possibilita a
criacao de teorias e a constituicdo do raciocinio dedutivo, partindo de hipoteses
prévias, langadas pelo préprio sujeito, visando a resolver um problema ou uma
situacdo. Da necessidade de resolver problemas percebe-se a grande
importancia da compreensao da analise combinatéria como estrutura formal

necessaria a ampliacao dos mecanismos do pensamento.

Segundo Inhelder e Piaget (1976), a compreensao das operagoes
combinatérias permite o desenvolvimento cognitivo em direcdo ao pensamento
formal. Desta maneira, acredito ser de grande relevancia refletir sobre a
introdugéo desse assunto ja nos anos escolares iniciais, a fim de que a crianga
tenha contato com problemas de contagem, iniciando desde ja um processo de
descricdo e enumeragao dos casos particulares, a fim de criar suas proprias
estratégias de sistematizagdo para que futuramente (no ensino médio ou até

antes) formalize suas generalizagdes.

Em algumas escolas isso ja é feito quando se introduz o trabalho com a
multiplicacdo. No entanto, ndo se percebe essa atividade como comum, visto
que os proprios professores podem nao se sentir seguros para compreender 0s

mecanismos necessarios para se chegar a uma solugao.

Trabalhar com a analise combinatdria, por meio de resolucdo de
problemas, pode auxiliar os alunos a desmistificarem esse conteudo, ja que
utilizam esse tipo de raciocinio para elaborar atividades cotidianas, como
tabelas de jogos de futebol. Essa capacidade de tabelar situagbes se da sem
que os estudantes compreendam formalmente esse conteudo matematico e
sem a intervengao do professor. A sistematizagao combinatdria vira mais tarde,

a medida que as estruturas de seu pensamento se modificarem e se
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reconstruirem, mediante atividades inteligentes organizadas com essa

finalidade.

A matematica exige abstragdes por parte do sujeito, inclusive
sistematizagdes que facilitem e agilizem a resolu¢do de seus problemas. Essa
€ uma construgcao que deve ser feita pelo préprio sujeito; o ensino pode ser

importante, mas de forma alguma é suficiente.

Para Becker®, precisa-se compreender que a capacidade intelectual do
adolescente vai muito além do que a escola atual pressupde. “O adolescente é
capaz de raciocinios - combinacdes de operagdes - muito mais interessantes,
criativos, inventivos e poderosos do que a escola costuma pressupor’. E
preciso que essa escola passe a levar em consideracdo essas capacidades e
permita aos jovens pensar, discutir e formular hipoteses sobre qualquer tema

que atinja, de alguma forma, suas proéprias vidas.

Segundo Inhelder, Bovet e Sinclair (1976, p.263), “Aprender é proceder
a uma sintese indefinidamente renovada entre a continuidade e a novidade”. O
grande desafio do professor € elaborar atividades e questionamentos que
tenham o intuito de gerar perturbagdées nas estruturas cognitivas dos alunos,
em suas atuais capacidades de assimilacdo, criando oportunidades de

transformacao dessas capacidades.

A possibilidade de favorecer o raciocinio sobre problemas elementares
pode ser facilmente enfraquecida a medida que alguns professores acreditam
estar ajudando seus alunos dando-lhes receitas prontas, passos e regras
durante a resolugdo de problemas combinatérios, ndo exigindo que o aluno
pense sobre eles, inventando estratégias de resolugdo. Mesmo com a pouca
exigéncia de pré-requisitos técnicos, e suas diversas aplicagbes empiricas, a
resolucdo de problemas de combinatdria fica fadada a aplicagdo de simples

algoritmos.

A combinatéria € um conteudo as vezes considerado dificil, tanto por
parte dos alunos, quanto dos professores. Atribuo essa dificuldade a uma

possivel falha na sua abordagem em sala de aula, desde seus conceitos mais

8Em e-mail enviado em 22 de novembro de 2010.
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elementares, levando em conta a resolucao de problemas de modo intuitivo,
descrevendo os possiveis agrupamentos e enumerando-os. A construgdo da
arvore das possibilidades ou tabelas de dupla entrada desde os primeiros anos
escolares também podem favorecer a construgdo dessa aprendizagem e o
estabelecimento de estratégias de contagem. Essa construgdo pode permitir
que o aluno compreenda, futuramente, a necessidade do uso de férmulas ou
de técnicas cada vez mais sistematicas, para alguns casos em que 0 numero
de elementos envolvidos nos agrupamentos € grande demais para ser

calculado de modo exaustivo.

Para explorar esse conhecimento de forma eficiente, é preciso que, ao
chegar ao ensino médio, os estudantes ja tenham tido experiéncias intuitivas
de contagem como um pré-requisito para a elaboragdo de raciocinio mais
estruturado. Permitir que os alunos pensem e promover o exercicio do pensar
possibilita que os alunos se tornem construtores de seu préprio conhecimento

e, através dele, de seu destino.
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4. METODOLOGIA DA PESQUISA

A coleta de dados para esta pesquisa se deu por meio de provas
experimentais concretas, que favorecessem ao sujeito a construgao de célculos
combinatérios. A aplicacido desses experimentos teve inspiracdo no método
clinico piagetiano, que permite intervengdes do experimentador questionando o
sujeito em busca da compreensao da génese do seu pensamento a respeito da

Nnog¢ao ou conceito em pauta.

As questdes formuladas estdo de acordo com as respostas dadas pelo
sujeito ou por suas atitudes, nas diferentes situagdes a que estiver exposto,
devendo ser analisados todos os aspectos considerados relevantes para a

pesquisa.

O método clinico prevé coleta e analise de dados feitos de maneira que
possibilite compreender, através da fala e do comportamento, o pensamento
dos sujeitos. Compreender o seu pensamento significa compreender “como ele
organiza seu pensamento, como ele percebe, age e sente” (DELVAL, 2002,
p.67).

O objetivo das perguntas estava voltado a descobrir como o sujeito
pensa. A liberdade limitada — no sentido de nao fugir dos objetivos — que o
método possibilita, permite a entrevistadora dar conta da grande diversidade de
possibilidade de respostas e de intervengbes que surgiram durante as
experiéncias. A metodologia escolhida para a aplicagdo e analise dos
experimentos exige um grande dominio tedrico da experimentadora e uma
objetividade segura quanto a sua investigagdo, a medida que suas hipéteses,

acerca do pensamento do sujeito, estiverem em constantes reformulagdes.

Entendo que investigar com experimentos praticos ativa a
operatoriedade do sujeito, favorecendo a sistematizagdo do pensamento, além
de possibilitar a compreensao, com maior clareza, dos mecanismos que levam
0 sujeito a determinada solugdo. Além disso, possibilita a reflexdo do sujeito

sobre sua propria acdo e, mais ainda, sobre as coordenacgdes de suas acdes.
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A manipulacdo dos experimentos permite aos alunos testarem suas
hipéteses, refletirem sobre suas ideias e modifica-las, caso entrem em
contradicoes. Além disso, a acao concreta pode auxilia-los na criagao de novas
conjecturas que servirdo de patamares para novos saberes. A contradigdo é
outra técnica utilizada, para que o proprio sujeito aceite ou refute a nova
informacdo. E papel da experimentadora, acompanhar o desenvolvimento do

pensamento do sujeito e ter em mente o objetivo de sua busca.

Dolle e Bellano (2002, p.113) comentam sobre o método clinico como
uma evolugdo da observagao pura, pela qual Piaget iniciou suas pesquisas,
que procurou, de forma sistematizada, proporcionar conversas livres. Mas nao
sdo, unicamente, as respostas dadas pelas criangas as perguntas propostas,
mesmo que de forma espontdnea, que bastam para Piaget. E importante
interferir nessas respostas de modo oportuno, expondo-as a novas perguntas,
“tentado sempre clarificar as estruturas de seus pensamentos”. As perguntas
devem ser feitas de maneira diferente a cada vez, de modo a nao induzir

determinada resposta, sequer sugeri-la.

O objetivo desta pesquisa é compreender a psicogénese do pensamento
combinatério em alunos do ensino médio. Ou seja, compreender como se da
esse pensamento em seus diferentes niveis estruturais. Para isso, observaram-
se as tentativas, sejam elas exitosas ou nao, na busca pela solugdo dos
problemas apresentados. A hipotese mais geral é de que o pensamento
combinatério é construido, passando por diferentes niveis até chegar a sua

mais refinada generalizagao.

4.1. Sujeitos

O método clinico utiliza o critério da saturagdo para determinar a
quantidade de sujeitos. Dessa maneira, foram entrevistados 18 sujeitos, sendo
oito alunos de EJA e 10 alunos do ensino médio regular. A partir do momento
em que nada de novo, em termos de estrutura, apareceu nas explicagdes

dadas pelos sujeitos, foi encerrada a coleta de dados.
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Para registro de imagens e dados, foi solicitada autorizacdo dos
responsaveis pelos alunos, sujeitos da pesquisa, em um documento escrito e
disponibilizado em anexo, levando em consideragcdo a preservacao de sua

privacidade e identidade.

Os sujeitos da pesquisa foram selecionados entre os alunos
regularmente matriculados no ensino médio regular ou EJA, de uma escola da
rede publica; ndo se fez restricdo a idade dos sujeitos participantes.
Independentemente de esses sujeitos ja terem tido contato com o conteudo de
analise combinatdria em qualquer tempo e espago, 0 nosso objetivo era
compreender como esse raciocinio se desenvolve no sujeito. Ter estudado

analise combinatéria ndo pressupde ter aprendido analise combinatdria.

As idades dos alunos pesquisados variavam entre 14 e 47 anos. Todos
0s sujeitos encontravam-se em processo de escolarizagao formal, estando em
uma das trés séries do ensino médio, seja ele regular ou EJA. O convite para
participar da coleta de dados desta pesquisa levou em consideracdo a

disponibilidade dos sujeitos.
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Tabela 1

Sujeitos da pesquisa por idade, série e nivel de ensino

Sujeito Idade Ano Modalidade
A 14 1° Regular
B 14 1° Regular
C 15 1° Regular
D 15 1° Regular
E 16 2° Regular
F 16 2° Regular
G 16 2° Regular
H 17 3° Regular
I 17 3° Regular
J 17 3° Regular
K 18 1° EJA
L 22 1° EJA
M 27 2° EJA
N 32 3° EJA
) 36 3° EJA
P 42 2° EJA
Q 44 1° EJA
R 47 2° EJA

4.2. Procedimentos para coleta de dados

A coleta de dados realizou-se por aplicacdo e analise de provas
experimentais concretas, as quais buscavam criar condigdes para que o sujeito
construisse estratégias combinatérias para suas solug¢des. Esta metodologia é
inspirada no método clinico piagetiano, e, desta forma, as questdes efetuadas
aos sujeitos estavam relacionadas as respostas dadas anteriormente. O

objetivo principal desta escolha é a possibilidade de descobrir como o sujeito
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pensa, além de acreditar que investigar o pensamento com experimentos
praticos possibilita que o sujeito reflita sobre sua prépria acéo, teste suas
hipéteses e as modifique, caso entrem em contradigdo, surgindo assim, a

possibilidade da criagdo de novas conjecturas.

A coleta de dados foi feita individualmente, com registro de imagens e
falas, por meio de filmagem, as quais foram degravadas. As entrevistas foram
feitas na escola, durante o periodo de aula, com a devida autorizacdo do
professor responsavel. Foi necessaria uma sessdo para cada sujeito, com

duracao média de uma hora cada.

Para a coleta de dados foram elaborados trés diferentes experimentos,
aplicados individualmente em alunos estudantes do ensino médio regular e
EJA. As entrevistas foram filmadas a fim de obter maior fidelidade em suas
transcricbes. Com intervengbes constantes, sujeito e entrevistadora
mantiveram uma conversa livre, porém com o devido cuidado, da parte desta,

de nao sugerir respostas, corretas ou nao.

Durante a aplicacdo das provas combinatérias, foram feitos
questionamentos e contra-argumentagdes que exigiam dos entrevistados
organizar suas agdes em nivel mental, recriando-as e modificando-as quando
julgavam necessario. A contra-argumentagcao consiste em argumentar

determinada resposta de modo contrario a resposta dada pelo sujeito.

Os alunos foram todos convidados a participar, cabendo a eles a
decisdo de colaborar ou ndo com a pesquisa. O aluno que manifestasse
interesse em contribuir com a pesquisa era conduzido a outro ambiente, onde
permanecia a s0s com a experimentadora. Durante o deslocamento, eram
explicados os procedimentos praticos para os alunos, como os objetivos da
pesquisa, a filmagem da mesma e a necessidade de assinar o termo de
consentimento (se maior de idade) ou de levar para os pais assinarem (se

menor de idade).

Os experimentos utilizados na coleta de dados estdo diretamente

relacionados com os exemplos explicados durante a explanagao do capitulo
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referente a analise combinatdria, levando em conta a relevancia dada pela

experimentadora ao desenvolvimento do raciocinio exigido deles.

ApoOs as entrevistas, a experimentadora acompanhava os alunos de
volta a sala de aula, retirando mais um aluno que desejasse participar da

pesquisa.

4.3. Instrumentos de coleta de dados

A criacdo das quatro provas se deu a partir de trés experimentos por
mim criados. A ideia de partir de um problema de menor complexidade para um
de maior complexidade possibilitaria que os sujeitos esquematizassem seu
pensamento e construissem sua propria formalizacdo acerca do problema,

saindo do plano concreto e avancando para o mundo das hipoéteses.

As atividades experimentais privilegiam as ag¢des do sujeito, ndo s6 as
acdes praticas, mas também as acdes mentais que vao acontecendo a medida
que novos desafios se propdem. Mesmo com as dificuldades e limitagdes que
a materialidade oferece, os questionamentos e proposigdes podem seguir

indefinidamente, em pensamento.

Os instrumentos de coleta de dados tém o propésito de compreender
como pensa o sujeito da pesquisa. Foram construidas quatro provas que
utilizam material concreto, totalizando trés instrumentos distintos. A intengao foi
construir provas que levassem ao pensamento combinatério, com suas

particularidades em termos de PFC, arranjo, permutagao e combinagao.

A primeira prova consiste no Principio Fundamental da Contagem, na
qual o sujeito tem de pensar nas possibilidades de caminhos distintos para se
locomover de um lugar a outro, variando-se a quantidade de estradas. As duas
provas seguintes envolvem os conceitos de arranjo e permutagdo. Nessa
prova, o sujeito depara-se com as possibilidades de distribuir membros de uma
familia em cadeiras ao redor de uma mesa. Na ultima prova verifica-se o
raciocinio combinatério mais refinado, a combinacdo, na qual a ordem dos

agrupamentos nado ¢é relevante. Para isso, o sujeito deve construir as
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possibilidades de formar triangulos, cujos vértices coincidissem com os cinco

vértices de um pentagono.

Diferentemente dos experimentos utilizados por Inhelder e Piaget (1976),
os experimentos utilizados nesta pesquisa ndo permitem que o sujeito tenha
conhecimento do seu sucesso ou fracasso por observagao empirica. O sujeito
age de tal forma para obter as combinagdes que considera possivel, de acordo
com seu estadio de desenvolvimento, mas apenas tem certeza disso se

conseguir sistematizar sua agao.

Nenhum raciocinio iguala-se, em sua totalidade, de um sujeito para
outro. As categorias foram estabelecidas de acordo com as semelhangas de

pensamento apresentadas durante as entrevistas.

Experimento 1:

Material utilizado: O material utilizado para a confeccdo desse experimento

consiste em quatro representacdes de casas de material plastico, cada uma de
uma cor: Amarela (A), Azul (Z), Rosa (R) e Roxa (X). As estradas que delineiam
os caminhos que ligam uma casa a outra sdo mdveis (ndo-fixas®) e foram
confeccionados de E.V.A."°, dando a possibilidade de o sujeito segui-los com o

auxilio de um carrinho de brinquedo.

Procedimento: Primeiramente distribuem-se trés casas sobre a mesa (A, Z e

R), em seguida, coloca-se uma estrada entre A e Z e outra entre Z e R.
Sucessivamente vai sendo colocadas mais estradas entre elas. O objetivo desta
primeira etapa é que o sujeito compreenda a diferenga entre “estradas” e
“‘caminhos”, visto que ligando mais de uma estrada podemos obter um unico

caminho.

o Sugestdao dada pelo Prof. Dr. Marcus Basso, a fim de possibilitar a criagdo de novos
%uestionamentos ao alterar a quantidade de estradas disponiveis entre uma casa e outra.

E.V.A. é a sigla de "Etil Vinil Acetato". E um composto quimico de diversos materiais que
configuram uma lamina de borracha nao-téxica que pode ser usada em diversas atividades
artesanais.
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Etapa 1: Dispostas sobre a mesa as casas R e X e uma estrada entre
elas, pergunta-se: quantas estradas existem ligando as casas R e X? E quantos
caminhos? Repetem-se com duas, trés, quatro estradas até que a
experimentadora tenha certeza de que o sujeito compreendeu a diferenga entre
estradas e caminhos, o que sera de fundamental importancia para o seguimento

da entrevista.

Etapa 2: Dispondo mais uma casa (Z) sobre a mesa, coloca-se uma
estrada entre Z e R e outra entre R e X. Pergunta-se: Quantas estradas
existem? Quantos caminhos existem que levem de Z a X, passando por R? O
sujeito devera responder, justificando sua resposta e contra-argumentando

guando necessario.

Etapa 3: Colocam-se diferentes quantidades de estradas entre as casas e
solicita-se que o sujeito determine a quantidade de possibilidades de caminhos
que levem a primeira a ultima, passando pela do meio.

- Qual a maior quantidade de caminhos que podemos ter?

- E se tivéssemos mais estradas?
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Etapa 4: Coloca-se a quarta casa sobre a mesa e novas estradas que a
liguem as demais casas. Repetem-se o0s questionamentos das etapas
anteriores, a fim de compreender a organizagéo do pensamento do sujeito.

- Qual a quantidades de caminhos possiveis?

- Existe alguma relagao entre as respostas dadas nas situagdes?

No primeiro experimento, chega um momento em que fica inviavel
representar a grande quantidade de caminhos de modo empirico. Para ter
certeza da quantidade de caminhos que materialmente € capaz de construir, 0
sujeito precisa, em nivel mais elementar, sistematizar seu pensamento por
meio de uma representacdo em forma de arvore ou, em nivel mais elevado,
estruturar seu pensamento a fim de construir um raciocinio multiplicativo e,
assim, generaliza-lo para quantos caminhos seu pensamento € capaz de criar.
E essa possibilidade de continuar o pensamento sem o material concreto que

caracterizaria um pensamento combinatoério formalmente construido.

Para realizar este experimento, no entanto, ndo se exige que o sujeito ja
tenha estudado o conteudo matematico de analise combinatdria, requer-se

apenas que o sujeito elabore um raciocinio baseado no PFC.

60




Experimento 2:

Material utilizado: O material utilizado consiste de uma mesa e quatro cadeiras

confeccionadas em madeira e cinco bonecos que deverao ocupa-las.

Procedimento: O experimento 2 consiste nas Provas 2 e 3, que buscam

determinar a quantidade de maneiras de um grupo de quatro (permutagao) ou
cinco (arranjo) pessoas sentarem-se a uma mesa de quatro lugares. Para efeito
de maior esclarecimento sobre o experimento, discutiremos sobre o primeiro
caso (distribuir quatro pessoas em quatro lugares), levando em conta que o
raciocinio referente a cinco pessoas é feito de modo analogo. O experimento
permite ainda que se trabalhe com uma quantidade menor de elementos, a fim

de adequar ao nivel de pensamento do sujeito.

Etapa 1: Distribuem-se sobre a mesa quatro cadeiras e quatro bonecos
diferentes. Em seguida, pede-se que o sujeito distribua um boneco para cada
cadeira. A partir dai pergunta-se: quantas sdo as possibilidades de configuracao
diferentes para a familia sentar-se a mesa? Caso o sujeito ndo compreenda a

atividade, pode iniciar com duas ou trés pessoas e cadeiras.
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Etapa 2: altera-se o primeiro problema de modo que haja mais pessoas
que cadeiras. Dessa forma faz-se a mesma pergunta: quantas sao as
possibilidades de configuragao diferentes para a familia sentar-se a mesa?

- Existe mais alguma possibilidade que vocé nao contou?

- Como vocé tem certeza de que contemplou todas as possibilidades?

- E possivel saber quantas s&o as diferentes permutacdes de pessoas?

- E se houvesse mais cadeiras? E mais pessoas?

- E se ndo houvesse limitagao material?

Percebi que esta foi a atividade na qual os entrevistados tiveram maior
dificuldade. Acredito que isso se deve ao fato de que os elementos de
contagem se movem, permanecendo apenas na memoria o registro de cada
configuracdo. E dificil verificar as configuracdes ja formadas quando nzo

esquematizadas de outra maneira, como no papel.

Este experimento esta relacionado aos conteudos de arranjo e
permutagcdo, porém nao € necessario que o sujeito conhega esses conceitos

para desenvolver eficientes mecanismos de calculo.

Experimento 3:

Material utilizado: Um pentagono, um hexagono, um heptagono e um octégono

regulares, confeccionados em madeira, contendo pregos em seus vértices e

atilhos.

62




Procedimento: Esse material permite que o sujeito, com auxilio de um atilho,

consiga formar tridngulos, cujos vértices coincidam com os vértices do
hexagono. O objetivo é descobrir a quantidade de tridngulos diferentes (com
vértices distintos) capazes de serem compostos, unindo os vértices de um dos

poligonos escolhidos.

e |
=

- E possivel formar mais algum triangulo?

- Como vocé sabe?

- Nesta conta, ha tridngulos repetidos?

- Quantos?

— Qual seria a estratégia para contar apenas os triangulos nao repetidos?

— Qual a semelhanga deste experimento com os anteriores?

O terceiro experimento desenvolvido prevé um raciocinio que exclua as
possibilidades que geram resultados equivalentes, conforme ja explicado no
subcapitulo referente a combinagao simples. Esta prova pode ter continuidade
com os poligonos com maior quantidade de lados, e, assim, mais vértices

disponiveis para a combinagéo.

E através da estratégia de contagem e da explicacdo que é possivel
verificar como o sujeito concebe a enumerabilidade da quantidade de triangulos
distintos. Embora os experimentos estejam restritos a situagdes de quantidades
finitas, é possivel verificar até que ponto o sujeito consegue trabalhar no plano
das ideias, generalizando o seu pensar a fim de aplicar a forma estabelecida e

um novo conteudo apresentado.
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A finalidade de questionar sobre as possibilidades para além das que o
material permite fazer é observar como os sujeitos fazem a distingéo entre o
possivel real e virtual. Alguns ndo conseguem fazer essa relagdo e so
conseguem responder a pergunta, utilizando-se do concreto; outros passam a

relacionar real e virtual a partir do experimento.

Acredito que com os experimentos elaborados seja possivel investigar a
maneira como o sujeito estrutura seu raciocinio e como resolve contradigdes
que surgem. A generalizagdo das agdes efetuadas durante os experimentos é
realizada por tomadas de consciéncia do sujeito, que, agindo sobre o objeto,
possibilita a transformacado de esquemas de agao em nogdes e em operacoes,

que constituem o pensamento combinatdrio.
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5. APRESENTAGAO E ANALISE DOS DADOS

O procedimento de analise dos dados foi feito a partir dos pressupostos
da Epistemologia Genética, em se tratando do pensamento combinatério formal
descrito por Inhelder e Piaget (1976). Os instrumentos utilizados tiveram
grande importancia, cumprindo o papel de auxilio na investigacdo do
pensamento combinatorio, através da observacgao interpretativa do pensamento

acerca da solugao dada pelo sujeito a cada problema proposto.

A partir dos dados coletados com os experimentos, foi possivel analisar
as respostas de cada sujeito e agrupa-las de acordo com as semelhangas,
subdividindo-as em categorias de niveis de pensamento. O mais complicado é

perceber quando uma resposta é dada com compreensio ou nao.

O Meétodo Clinico tornou cada entrevista unica, sendo um desafio tanto
para o entrevistado, que se vé diante de uma situacao diferente das que esta
acostumado, quanto para a entrevistadora que se vé tentando acompanhar o
pensamento do sujeito, questionando-o e contra-argumentando-o quando

necessario.

Conforme decorriam as entrevistas, foram percebidos momentos em que
poderiam ter sido feitas intervengdes que nao foram feitas, ou que, talvez,
respostas tenham sido sugeridas. Pequenos detalhes que nos fazem retomar
as nossas praticas e reformula-las nas demais oportunidades. Certamente, se
houvesse mais tempo, as entrevistas seriam mais aprimoradas, inclusive a
prépria andlise. Isso nao significa negativismo, pois esta € mais uma prova de

nosso inacabamento e da necessidade humana de sempre aprender mais.

A analise dos dados coletados, durante as aplicagcdes dos experimentos,
ocorreu, apds um agrupamento inicial, levando em conta as semelhangas de
raciocinio expostos pelos entrevistados no calculo das possibilidades. Pelas
mesmas semelhancas os niveis e subniveis foram delimitados. Nenhum dos
entrevistados obteve solucdo alheia ao contexto proposto. Todos
compreenderam a atividade e se utilizaram dos seus mecanismos internos para

soluciona-los.
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5.1. Apresentacao dos dados

Seguem, abaixo, pequenos trechos das entrevistas, partes que
considero conterem o cerne da categoria de pensamento do sujeito. Em “italico
e negrito” apresentar-se-a a fala do sujeito, com as devidas corre¢des
linguisticas, para facilitar a leitura, mas sem comprometer seu conteudo.
Sublinhados, apresentar-se-d0 0s questionamentos sugeridos pela

pesquisadora no ato da entrevista.

A (14 anos)

Nao consegue esquematizar seu pensamento, fazendo algumas combinagdes
aleatdrias ou totalmente fixadas no real observado por ele. “Eu posso pegar a
primeira estrada (A1) e depois a segunda (B1), ou eu posso pegar a
segunda estrada daqui (A2) e depois a outra do outro lado (B2)”. Nao
percebe a possibilidade A1B2 e A2B1. No problema das estradas calcula os
caminhos sem ter a certeza de estar contemplando todas as possibilidades. “Se
tem trés estradas daqui pra ca (casa Azul a casa Amarela) e mais trés
estradas daqui pra ca (casa Amarela a Roxa), tem quatro ou seis caminhos
no total, eu acho”. Quando solicitado a refazer os caminhos que havia
pensado, ndo consegue chegar a quantidade inicial relatada ou encontra um
maior numero de caminhos. O seu pensamento é focado no que pode ver e nos
caminhos que consegue, aleatoriamente, perceber. Apresenta um raciocinio
disjuntivo, no qual ou fixa todas os elementos ou varia-os ao mesmo tempo. No
segundo experimento, age da mesma maneira: “A mae senta-se préximo ao
filho, porque tem que cuidar dele, mas, as vezes, o pai também pode

cuidar, entao eles podem trocar de lugar”. E se o filho ndo precisar de

cuidados especiais, ele pode também sentar-se afastado dos pais, alteraria a

quantidade de possibilidades? “Acho que nao, nao sei”. Vamos tentar? “Ta,

acho que sao trés”. Quais? “A mae aqui (cadeira vermelha), depois o pai
aqui (cadeira vermelha) e depois o filho (cadeira vermelha)”. No experimento

3, diz que sao cinco tridngulos, um para cada vértice do pentagono.
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B (14 anos)

Esquematiza o pensamento do ponto de vista aditivo, mas n&o o sistematiza do
ponto de vista multiplicativo. A medida que aumenta o nimero de estradas,
consegue perceber que as possibilidades s&o proporcionais ao aumento, mas
quando se aumenta uma casa, por exemplo, a construgao tem de ser refeita e
percebe-se tratar-se de uma proporcdo aditiva. “Com duas estradas de um

lado e duas de outro ha quatro caminhos”. E se colocar mais uma deste

lado? “Ai sdo seis, duas vezes trés”. Agora vamos acrescentar mais uma casa

e mais duas estradas. Quantas possibilidades de caminhos ficariam? “Ah, nao

sei, tenho que pensar de novo, dai... Acho que aumentando duas estradas
aumentam-se dois caminhos, oito entao”. B ainda consegue organizar seu
pensamento de modo a construir as possibilidades quando se trata de até duas
variaveis, o que poderia caracterizar um pensamento de relagado multiplicativa.
No entanto, percebe-se que a esquematizacido aditiva do seu pensamento
permanece quando as possibilidades aumentam. No experimento 2, contendo
trés cadeiras e trés pessoas, afirma que cada pessoa pode sentar em cada
cadeira uma vez, o0 que resulta em “trés, mais trés, mais trés. Nove
possibilidades”. No experimento 3, faz alguns tridngulos aleatérios e nao

consegue afirmar se tem certeza de que sao todas as possibilidades.

C (15 anos)

Chega ao Principio Multiplicativo durante a aplicagédo do primeiro experimento e
nos demais faz combinacdes com indicios de tentar uma sistematizacdo mais
segura. Nao vé como suficiente o calculo aleatério e faz uma leitura sistematica
da acao fisica efetuada, mas sem verificacdo de hipoteses. Nao encontra
semelhancgas entre os experimentos a nao ser o fato de ter que calcular as
possibilidades. “Eu posso deixar a mae na primeira cadeira sempre, dai
troco os outros, assim [mostra com os objetos], depois faco a mesma

coisa com o pai e o filho”.
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D (15 anos)

D consegue sistematizar seu pensamento de modo a encontrar todas as
possibilidades e acredita existir uma lei geral. No experimento 1, consegue
sistematizar de modo a encontrar solucao a todos os problemas semelhantes.
“Com trés casas multiplica-se a quantidade de estradas entre elas”. E com

mais casas? “Continuo a multiplicar’. Como é que tu explicas isso? “Para

cada nova estrada aumenta outra possibilidade de caminho para cada

estrada ja existente”. E se contassemos de tras para frente [iniciando da ultima

casal, alteraria a quantidade de caminhos? Inverte as estradas e, ao perceber

manter a relagcdo, generaliza a nova construgdao. Nos demais experimentos,
consegue chegar ao éxito pela sistematizacdo e pela combinagdo de

combinagdes entre elementos, mas nao encontra lei Unica que os explique.

E (16 anos)

Ao pensar que, se houvesse mais estradas, tantos mais caminhos haveria, de
modo proporcional, indica que ja pensa por hipotese e busca a formalizagdo do

seu pensar em uma relagdo proporcional. Quantas estradas precisas para ter

nove caminhos? “Trés de um lado e trés de outro”. Teria outra maneira?

“Nao, pois o nove so é divisivel por trés e por nove”. Embora nio tenha
pensado na relagdo um para nove, o sujeito demonstra que compreendeu e
generalizou a situagao, estendendo sua solugéo para além do observavel. Fez o
mesmo no experimento 2, onde “Posso fixar um familiar em uma cadeira e
variar os outros”, mas quando outra variante era acrescentada, o raciocinio era
reconstruido. Ou seja, as situagdes nao eram consideradas como pertencentes a

um conjunto maior e, sim, como situagbes isoladas. E se aumentarmos a

quantidade de vértices, como neste hexagono, por exemplo? “Quanto mais

vértices mais tridngulos”. Quantos mais? “Dai preciso contar”. Mas tu

achas que existe uma maneira de calcular sem precisar contar? “Acho que

sim, mas ndo sei qual é”. Faz uma leitura sistematica dos fatos. “Todos

comegcam com A, pois é o sentido que eu té fazendo aqui. No sentido
deles. Dai comecei a ver as possibilidades com o A e depois com o B que

ndo tinham la e algumas situagées diferentes também”. Tu achas que
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repetiu algum tridngulo? “Tenho certeza que nao repeti, pois dei uma olhada

nas palavras [sequéncia de letras formada pelos vértices], mas eu t6 me

achando e vendo mais algumas possibilidades”. Quantas tu achaste? ”"Dez

possibilidades, mas agora fiquei na duvida se tem mais alguma”.

F (16 anos)

Apresenta clara sistematizacdo das combinacdes encontradas, mas néao sente
necessidade de generaliza-la. “Sei que se eu for sempre por [estrada]

poderei ir pelas outras, depois posso trocar”. E se contasses ao contrario [da

direita para a esquerda]? “Posso contar daqui pra ca ou de la pra ca que da

na mesma”. Demonstrando a relagao de reciprocidade. “Preciso cuidar para
nao contar a mesma forma [disposi¢cao dos bonecos] duas vezes”. E como

tu podes ter certeza? “Tenho que cuidar para nao repetir”. No ultimo

experimento consegue sistematizar a solugdo, embora ndao encontrando todas
as possibilidades. “Primeiro vou fazer os triangulos com [vértice] A”. Faz
ABC, ABD, ABE, ignorando os triangulos ACD, ACE e ADE.

G (16 anos)

Conseguiu operar além do real observado no experimento 1, chegando até uma
pequena extensdo do real, multiplicando a quantidade de estradas para
encontrar a quantidade de caminhos, enquanto havia trés casas. Mas, nos

experimentos 2 e 3, fez apenas combinagdes aleatérias. Como tu pensas para

fazer? “Nada, eu s6 vou trocando [os bonecos de lugar], cuidando para nao

repetir”. As possibilidades sao as possiveis de serem apontadas.

H (17 anos)

Esta transitando em momentos de sistematizacées de pensamento e formulagao
de lei geral, mas sua estrutura de pensamento parece ainda nao permitir pensar
hipoteticamente. Escolhe um dos caminhos para fixar e modifica os demais, mas
esquece de variar inclusive o caminho fixado, combinando com os demais.
“Esse caminho eu deixo parado, s6 combinando com os outros, pois este

nédo faz nada”. Como é que tu sabes que esse caminho ndo faz nada? “Nao

sei, acho que deve haver uma regra, mas ndao é sempre a mesma”.
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1 (17 anos)

O pensamento sistematico ja demonstra a necessidade de nao contradig¢ao.

“Sao dois [caminhos] para cada uma dessas [estradas]”. E se eu colocar

mais uma? “Nove, por que para cada uma dessas vou ter trés dessas”

[explicagdao espontdnea]. Tem algum jeito de organizar teu pensamento sem

ter que contar toda vez? “Acho que é questao de multiplicar”. A necessidade

do registro em papel ja demonstra a vontade de organizar as possibilidades, de

maneira a contemplar todas ou mesmo para nao repeti-las. Faz as mudancgas no

material concreto e verifica no papel. Quantas possibilidades? “Seis”. E se

houvesse mais um boneco? “Dai, para cada troca ele poderia estar em um

lugar diferente, totalizando seis vezes quatro”. E da para generalizar esse

pensamento para um monte de bonecos e cadeiras? Pensa muito, mas nao

consegue chegar a uma conclusdo precisa. Na atividade dos tridngulos tem um

raciocinio sistematico, mas ainda nao encontra todas as possibilidades.

J (17 anos)

Na situagao trés casas e trés estradas, utiliza a estratégia da multiplicagéo.
“Para cada uma [estrada] eu posso pegar outra de trés maneiras”. E a

I6gica continua quando a quantidade de caminhos ndo for igual? “Sim, neste

caso, quatro vezes trés, da doze caminhos”. No experimento 2, diz: “é como
as estradas, mantém-se a primeira e mudam-se as outras duas, depois se
volta para mudar a primeira”. Enumera as possibilidades. Manipulando o
hexagono consegue chegar a conclusdo de que a quantidade de triangulos esta
relacionada com a quantidade de vértices, a partir do calculo das possibilidades
de criagdo de triangulos, mas ainda ndo chega a uma formula combinatéria para

o ultimo experimento.

K (18 anos)

K nao descola da materialidade em nenhuma das provas, apresentando
respostas magicas, de combinagao aleatéria. Desviou do problema inventando
novos problemas relacionados ao real. “Nao sei bem quantos caminhos, pois

depende também se as estradas estao boas”. E se todas estiverem boas, o
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que preciso fazer para ter mais caminhos? “Mas nunca todas vao estar boas”.

O mesmo tipo de pensamento surgiu no experimento seguinte: “Para sentarem-
se a mesa eles precisam ter afinidade um com o outro. NGdo é bem assim,

para senta-los em qualquer lugar”.

L (22 anos)

L descola seu pensamento da materialidade, porém nao admite a infinidade de
possibilidades: “Podes fazer mais, talvez mais umas dez, vinte vezes, até

mais”.

M (27 anos)

Com quatro faixas, duas entre cada duas das trés casas, o sujeito encontra dois
caminhos. “Dois caminhos, pois sao dois diferentes e este é igual”.
Relatando que pegar a mesma estrada implicaria em um caminho igual ao
anterior, mesmo que a outra estrada fosse diferente. “Os caminhos sao este
ou este, pois iria passar pelo mesmo”. Depois de varias tentativas com
diferentes quantidades de estradas, consegue: “sdo nove caminhos, pois tem
trés estradas aqui, dai cada estrada da pra pér estas trés [estradas], dai
multiplica”. Com quatro casas nado consegue utilizar o mesmo pensamento
sistematico. Responde com éxito, utilizando-se do Principio Multiplicativo, mas
nao consegue apontar a quantidade total de caminhos. “A légica existe...
Multiplicar. A regra é continuar multiplicando. Mostrar é bem dificil”. Nao

teria como mostrar os caminhos? “Falta mostrar dois. Eu estava comparando,

mas ndo consigo”. No experimento 2, comega a trocar os membros da familia
de lugar para ver as possibilidades. “Existem trés maneiras”. Mostra quatro.
Passa a anotar suas relacbes ao mesmo tempo em que manipula os bonecos.

“E, sdo quatro maneiras”. Existem mais algumas? “Ndo tem mais”. E como tu

pensaste isso? “Fui trocando pra saber”. No experimento 3, encontra oito

tridngulos.

N (32 anos)

Prende-se ao real, organizando seu pensamento de acordo com situagdes reais

de direcdo. “Ndo posso mudar a faixa, pois ndao ha rotatéria”. VVamos
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imaginar que ela existe, pois agui nossa preocupacao & encontrar possibilidades.

“Entdo sdo dois caminhos”. Podes me mostrar? “T6 fazendo um

pensamento de estrada, de transito. Ai tem duas situagées: eu poderia usar
uma faixa destas duas pra ir e as outras duas pra voltar ou eu posso usar,
como se tivesse um rio aqui no meio e usar as faixas separadas, dai eu

teria praticamente dois caminhos”. Entdo sdo quantos caminhos? “Dois

caminhos. Ndo vejo mais nenhum que seja claro”. E se aumentarmos uma

estrada? “Agora tem trés caminhos, alias, pode ter até seis se contar ida e
volta”. Nao consegue antecipar. Quando solicitado que faga, precisa constatar
empiricamente no experimento. “Deve ter uns doze caminhos. Nao, nove
caminhos [apés testar possibilidades]”. No experimento 2, procura respostas
que considera matematicamente coerentes, mas nao se prende ao raciocinio
combinatério. Para sentar de maneiras distintas trés pessoas em trés cadeiras,

“existe cinco maneiras, pois se tivesse uma cadeira sobrando seria seis”.

Consegue mostrar cinco possibilidades. Como tu fizeste isso? “S6é troquei eles
de lugar. Eu pensei na matematica, pois tem trés lugares, eles tém que
estar sempre num numero impar. Nunca vai dar numero par’. No
experimento 3, faz alguns tridngulos aleatérios e afirma nao saber encontrar

todos.

O (36 anos)

Depois de algumas tentativas empiricas: “Té multiplicando, pois achei mais
facil. Té6 usando uma teoria que para cada caminho eu multiplico por um
destes. Foi dai que eu parti para a multiplicagdo”. Mesmo quando a
quantidade de caminhos aumenta, o aluno tem dificuldade em mostrar os
caminhos, mas segue convicto da quantidade que deve ser e vai em busca da
verificagdo. Quando acrescentada mais uma casa, pergunta-se se ele calcularia
da mesma maneira. “A regra continua valendo”. No segundo experimento,
verifica que: “Sao trés lugares e um lugar pode estar sempre com a mesma
pessoa”. Ha uma tentativa de criagcao de regra, mas ainda muito fragil por nao

compreender os fatores envolvidas. Quero que me digas inicialmente (depois de

tentativas) quais sdo os fatores que intervém neste calculo. “A quantidade de

pontas”.
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P (42 anos)

Comecga a construir seu raciocinio ja sobre um pensamento multiplicativo. Na
situagdo de organizar trés pessoas em trés cadeiras, utiliza o calculo de
permutacdo de modo correto e sabe enumerar sistematicamente, mas nédo tem
certeza se funciona para qualquer quantidade de pessoas e cadeiras. Faz o
célculo dos triangulos utilizando a formula de combinacéo, encontra vinte, e néo
dez. Nao consegue sistematizar para fazer empiricamente. Percebe-se que o
éxito esta relacionado a memorizagdo, mas o raciocinio combinatério até entao
construido ndo acompanha os calculos. “Acho que deveriam ser cinco, pois

nao pode repetir as letras [vértices]”.

Q (44 anos)

Confunde a quantidade de estradas com a quantidade de caminhos. “Na real s6
tem dois caminhos: ou saindo pela frente ou pelo lado dela [casa]”. Mas

digamos que s6é podemos sair pela frente. O que estda em questdo é a

quantidade de caminhos relacionados a quantidade de estradas. “Até a [casa]

roxa tu tens dois caminhos, mas até a [casa] amarela tu tens um [caminho],
entdo tu tens trés caminhos ao total”. Com dois caminhos entre cada uma
das trés casas ele afirma ter quatro caminhos, mas, ao mostra-los, encontra
apenas dois. As possibilidades aumentam a cada caminho a mais, mas nao ha
uma proporcao nesse aumento. A totalidade esta relacionada as possibilidades
que o sujeito consegue observar. No segundo experimento, parte para
combinacgdes aleatdrias, repetindo diversas vezes o mesmo arranjo, mas nao se
desequilibra com as contradicbes. “Tenho certeza de que nao estou
repetindo. Estou indo pelo tamanho, pela classificagdo: masculina,

feminina”. Como tu estas pensando para formar os tridngulos? “Eu penso

como se eu estivesse fatiando a pecga. Sim, té6 usando uma légica, mas ta

dificil, acho que sao poucas”.

R (47 anos)

R n&o consegue nem perceber que a quantidade de caminhos esta relacionada

a quantidade de estradas. Quantos caminhos? “N&ao sei, depende por aonde
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se quer ir”. Por qualquer um. “Ah, nao sei, eu viria por aqui, pela frente.

Acho que ndao teria outro caminho”.

5.2. Analise dos dados

Deparei-me, no inicio da andlise, com a seguinte dificuldade: as
respostas dos sujeitos revelavam um raciocinio construido, o resultado de uma
memorizagao mecanica ou simplesmente uma resposta sem reflexao? A
resposta a essa pergunta poderia ser dada por intervengéo baseada no método
clinico, pois se tratava de verificar como os sujeitos constroem o raciocinio
combinatério. As nogdes que apareceram na analise dos dados sdo muito
distintas entre os sujeitos e mesmo entre as provas. Para que essa nogao se
tornasse um conceito, era necessaria uma tomada de consciéncia da agao
(PIAGET, 1975).

Para categorizar as respostas dos sujeitos e separa-las em niveis de
raciocinio, foi necessario rever todas as gravagdes das entrevistas por diversas
vezes, olhando cada detalhe da fala e do comportamento dos sujeitos, para,
somente entdo, chegar aos trés niveis distintos, conforme a semelhanca dos
pensamentos dos sujeitos, 0 que leva a confirmagado da hipotese inicial da
pesquisa. Piaget utiliza modelos légicos para representar a estrutura do
pensamento. “Os modelos sdo abstragcdes que visam apreender a esséncia do
pensamento” (PARRA, 1983, p.21). Ou seja, os modelos légicos por ele
estudados tendem a representar a esséncia e ndo copias do pensamento do

sujeito.

Conforme relatam no prefacio de seu livro, Inhelder e Piaget (1976)
verificaram a possibilidade de criar categorias que caracterizassem as
modificacdes de pensamento ocorridas na adolescéncia, utilizando-se de
meétodos experimentais e verificagdes sistematicas. Dessa maneira, foi possivel
configurar uma estruturacdo operatoria “fundada sobre a lbégica das

proposicdes e sobre um pensamento ‘formal’”. Deixa-se claro que os niveis e
subniveis estado relacionados as nog¢des avaliadas (e nao outras), podendo o
sujeito estar em diferentes niveis de pensamento tratando-se de nogdes

diferentes.
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Ou seja, nesta pesquisa, nao foi feita uma avaliagao para verificar o nivel
de pensamento do sujeito em toda sua complexidade, mas que os niveis,
abaixo descritos, referem-se a nocao estudada através dos experimentos.
Embora, muito provavelmente, os niveis encontrados em relagao as nogdes de
combinatdria repitam-se em outras areas, estas ndao foram avaliadas de forma
sistematica e, por isso, ndo podemos afirmar que acontecam. Ou seja, néo
interessa, aqui, analisar os sujeitos, mas o0 que interessa é analisar as

respostas do sujeito quanto a nogao de analise combinatoria.

NIVEL |

Auséncia de sistematizagao multiplicativa

Os sujeitos do Nivel | contextualizam suas respostas, embora sem
indicios de raciocinio combinatério em seu esforco para encontrar a solugéo do
problema. Neste nivel, os sujeitos baseiam-se em abstragdes empiricas e
pseudo-empiricas, muitas vezes de maneira aleatéria. Os elementos sao
associados dois a dois, nao havendo indicios de sistematizacdes

multiplicativas. As explicacdes sao pré-causais, vinculadas ao mundo real.

Os sujeitos descrevem o que podem ver (abstracdo empirica e pseudo-
empirica), ndo se utilizando de organizagdes seriadas ou classificatorias. Para
0s casos mais simples, as multiplicacdes se dao, de certa forma, por pequenas
organizagbes estruturadas. No entanto, cada vez menos sistematicas, quanto
maior o numero de variaveis a ser dissociadas. Os sujeitos se satisfazem com
explicacdes diferentes e, até, contraditorias entre si. Ficam indiferentes frente a
contradicdo, pois, mesmo testando suas hipoteses em diversas tentativas, os
sujeitos ndo coordenam estes resultados. Nao procuram tornar dedutivel o real.
Acreditam que o acaso € que determina as possibilidades, e nem imaginam

que situagdes semelhantes geram resultados semelhantes.

Os sujeitos deste nivel de pensamento ndo buscam, ainda, uma
explicacdo unica e nao contraditéria para os problemas de combinatéria.
Estando em um nivel de pensamento pré-operatorio, tratando-se das nocdes

avaliadas pelo experimento, esses sujeitos podem apresentar éxito ou fracasso
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na acao pratica, porém, desconsideram os mecanismos que os levaram para
tal solugdo. Buscam o resultado, ndo mostrando consciéncia do processo. Nao
buscam a interiorizagao de suas agdes (INHELDER e PIAGET, 1976, p.4).

Subnivel IA: auséncia de sistematizacao

Os sujeitos do subnivel IA fazem associagdes aleatérias, relacionando
combinagdes de modo nao sistematico. O sujeito A sé admite caminhos “retos”,
deixando de lado algumas combinacgdes: “Eu posso pegar a primeira estrada
(A1) e depois a segunda (B1), ou eu posso pegar a segunda estrada daqui
(A2) e depois a outra do outro lado (B2)”. Nao consegue sistematizar seu
pensamento a fim de afirmar o conjunto de possibilidades e verifica-las, nao
encontrando as possibilidades A1B2 e A2B1, por exemplo. “Se tem trés
estradas daqui pra ca (casa Azul a casa Amarela) e mais trés estradas
daqui pra ca (casa Amarela a Roxa), tem quatro ou seis caminhos no total,

eu acho”. Saberias me mostrar estes caminhos? “lh, acho que so6 tem trés

mesmo”. A nao é capaz de retomar seu pensamento, enumerando as mesmas

combinacdes, cada vez que solicitado.

Esse pensamento ndo consegue trabalhar com hipdteses, nem
formalizar uma comprovagcdo. No segundo experimento, A da explicagbes
totalmente empiricas e pré-causais. “A mde senta-se proximo ao filho,
porque tem que cuidar dele, mas as vezes o pai também pode cuidar,

entao eles podem trocar de lugar”.

K desviou do problema, inventando novos problemas relacionados ao
real. “Ndo sei bem quantos caminhos, pois depende também se as

estradas estdo boas”. E se todas estiverem boas, o que preciso fazer para ter

mais caminhos? “Mas nunca todas vao estar boas”. O mesmo tipo de

pensamento surgiu no experimento seguinte: “Para sentarem-se a mesa eles
precisam ter afinidade um com o outro. Ndo é bem assim, para senta-los
em qualquer lugar”.

No segundo experimento, parte para combinacdes aleatdrias, repetindo

diversas vezes 0 mesmo arranjo, mas nao se desequilibra com as
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contradicoes. “Tenho certeza de que nao estou repetindo. Estou indo pelo
tamanho, pela classificagdo: masculina, feminina”.

R ndo consegue nem perceber que a quantidade de caminhos esta
relacionada a quantidade de estradas. “Quantos caminhos? Nao sei,

depende por aonde se quer ir”. Por qualquer um. “Ah, nao sei, eu viria por

aqui, pela frente. Acho que nao teria outro caminho”. Os outros
experimentos nao foram feitos, visto que, sem uma pequena nogao de principio

multiplicativo, torna-se inviavel pensar nos demais problemas.

Subnivel IB: sistematizaciao aditiva

Os sujeitos deste nivel utiizam a adicdo como técnica de
sistematizacdo. A medida que s&o acrescentados elementos, o sujeito soma
essa quantidade as combinagdes ja efetuadas. As solugdes se limitam a uma
adicdo sem compreensdo. Neste nivel, os sujeitos mantém um raciocinio
subordinado ao conteudo concreto, uma vez que as combinagdes possiveis sao

as que pode ver, mesmo que nao fisicamente, mas enquanto pensamento.

Esse pensamento esta, pois, dominado pela percepgao. Os sujeitos nao
se afetam com a contradicdo ao perceberem a existéncia de outro caminho, nao
contabilizados anteriormente como possibilidade. Explicacbes diferentes, e
mesmo contraditorias satisfazem, embora muito menos que no subnivel I1A. A

sistematizacao aditiva vem de uma indiferenciacio entre as variaveis.

B esquematiza o pensamento do ponto de vista aditivo: “Acho que
aumentando duas estradas, aumentam-se dois caminhos, oito entao”. B
ainda consegue organizar seu pensamento de modo a construir possibilidades,
quando se trata de até duas variaveis, mas quando essas quantidades
aumentam, ndo consegue pensar da mesma forma, tendo certeza de que néo
existe nenhuma outra possibilidade de caminho. “Ndo, sdo sO0 esses
[caminhos] mesmo, eu contei.” No experimento 2, contendo trés cadeiras e
trés pessoas, afirma que cada pessoa pode sentar em cada cadeira uma vez, o

que resulta em “trés, mais trés, mais trés. Nove possibilidades”. No
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experimento 3, faz alguns tridngulos aleatérios e ndo consegue afirmar se tem

certeza de que sao todas as possibilidades.

Q reconhece que as possibilidades de caminhos aumentam a cada nova
estrada acrescentada, mas ndo ha uma proporcdo multiplicativa neste
aumento, ja que “[...] as proporgdes supdbem as operagbes de segunda
poténcia e podemos dizer o mesmo da logica das proposigdes” (INHELDER e
PIAGET, 1976, p.191). A totalidade restringe-se as possibilidades que o sujeito

consegue observar.

N prende-se ao real, organizando seu pensamento de acordo com
situacbes reais de direcdo. “Ndo posso mudar a faixa, pois nao ha

rotatéria”. Vamos imaginar que ela exista, pois aqui nossa preocupacao é

encontrar possibilidades. “Entido sao dois caminhos”. Podes me mostrar?

“Té fazendo um pensamento de estrada, de transito”. Entdo sdo quantos

caminhos? “Dois caminhos. Nao vejo mais nenhum que seja claro”. E se

aumentarmos uma estrada? “Agora tem trés caminhos, alias, pode ter até

seis, se contar ida e volta”.

Mesmo que se tente mostrar para o sujeito do nivel | mais uma
possibilidade, isso ndo basta para que modifique sua estrutura logica. A
experiéncia fisica pode ser importante, mas nunca suficiente para modificar
uma estrutura de pensamento, ou seja, ela ndo pode ser obtida por reforgo
externo, pois o sujeito deve estar pronto também internamente para responder
ao estimulo externo, por ocasidao da experiéncia. Dessa forma, os
experimentos, por si s, ndo sao capazes de alterar ou corrigir o pensamento
do sujeito. Para conciliar suas explicagdes em uma unica totalidade que
englobe todas as possibilidades, € necessario que suas agbes sejam

interiorizadas e que essas operagoes se tornem conscientes.

A experimentagcdo é dada por tentativa e erro e de forma nao
sistematizada, da mesma maneira como demonstrado por Inhelder e Piaget
(1976), quando os sujeitos do nivel | ndo dissociavam os fatores envolvidos,
apenas o0s agrupavam em determinada classe ou ordem, conforme a

observacado dos seus resultados, sem que nenhuma técnica de restricao de
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variaveis fosse aplicada. As relagdes entre os caminhos, lugares ou triangulos
sao construidas pelas proprias acdes, mas sem consciéncia das mesmas. Os
sujeitos realizam as atividades, as vezes até com éxito, mas ndao compreendem
0s processos que os levaram ao éxito. As vezes se contradizem, preferindo

fugir do problema a responder a contradigao.

A preocupacdo desses sujeitos restringe-se a responder o que lhe for
perguntado e n&o a refletir sobre sua prépria resposta. E o fazer antes do
compreender (PIAGET, 1978). “A necessidade € a expressdo de uma lacuna,
ou, em outras palavras, de um desequilibrio, enquanto que a satisfagcdo da
necessidade consiste em uma reequilibragcao” (PIAGET, 1978, p.182). Neste
nivel, o sujeito ndo sente necessidade de compreender suas agdes; centra-se

apenas nos seus resultados.

NIiVEL I

Inicio da sistematizagao multiplicativa

Enquanto operatério concreto, em relacédo a este problema, o sujeito
deste nivel é capaz de ordenar e seriar adequadamente as variaveis, mas nao
consegue dissocia-las, fazendo-as variar ao mesmo tempo; isso torna
impossivel a verificagcdo correta da solugdo. Os sujeitos do nivel I,
diferentemente dos do nivel |, ndo ficam limitados apenas a acao pratica e
buscam interiorizar os mecanismos utilizados nesta acdo na medida em que
buscam apropriar-se das proprias acdes. Mas, “a auséncia de um sistema
combinatério faz com o0 que o sujeito desse estadio caminhe passo a passo,
realizando ligagbes parciais, sem chegar a relacionar cada uma dessas
reunides com as demais” (PARRA, 1983, p.23). Ou seja, da mesma forma que
0 sujeito operatério concreto nao chega a retirar dessas agdes uma
correspondéncia geral que possa leva-lo a uma organizagdo combinatéria

formal.

E no Nivel Il que ocorrem as primeiras aproximacdes da solucdo
combinatéria mais geral, embora ainda n&o sejam utilizados procedimentos de

enumeracao sistematica. Os sujeitos possuem um pensamento parcial, ou seja,
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conseguem esquematizar seu pensamento de modo a encontrar todas as
possibilidades, mas a forma encontrada ainda ndao pode ser aplicada a

diferentes conteudos.

Os avancgos em relagao ao nivel anterior sdo notaveis. Suas aplicagoes
atingem uma légica clara e coerente no ambito multiplicativo, no entanto, ainda
ndao conseguem generaliza-la. Cognitivamente, os estudantes vao,
progressivamente, automatizando suas operagdes e tornando suas decisdes
conscientes, percebendo os valores de cada variavel em cada situagdo. Entao,
ja tendo automatizado um novo esquema, € possivel aplica-lo em outra

situacao.

Mesmo com o auxilio do material manipulativo, os sujeitos separam as
situagbes em partes, ndo chegando a uma totalidade generalizadora. As
explicacdes se dao a partir de suas observacdes e testes; no entanto, ha visivel
progresso na busca da nao-contradicdo, de explicagbes Unicas ou

complementares entre si.

Considera-se importante destacar que, se os conflitos a que o sujeito for
exposto nao estiverem relacionados a estrutura do seu pensamento, eles
jamais servirdo de estimulo para aprendizagem. Dessa maneira, a controvérsia
por ela mesma néao cria condigbes de desequilibrio no sujeito. As condigdes
externas somente passam a ser interiorizadas a medida que o sujeito encontra-

se em situacdo de poder enfrentar tal desafio.

Subnivel IlA: pequena sistematizagcdo sem dissociagcao de fatores

(correspondéncia biunivoca entre variaveis)

O sujeito em transicdo para o nivel IIA apresenta seu estado de
desequilibrio no momento em que nao vé como suficiente o calculo aleatério de
combinagdes, estando no inicio das operagdes concretas. Para superar tais
contradicbes, e com real esforgo para isso, € que esses sujeitos passam a
buscar a lei.

[..] a leitura da experiéncia bruta se torna possivel gragas a
classificagbes, seriagcbes e correspondéncias coerentes e
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diferenciadas, mas isso de forma alguma é suficiente para assegurar
a dissociagao de fatores, isto é, para assegurar a organizagao de

uma experiéncia verdadeira (INHELDER e PIAGET, 1976, p.36).
O sujeito faz uma leitura sistematica da experiéncia fisica, sem objetivar
a verificacdo de hipoteses sobre dissociagao de fatores. A sua estrutura mental
concreta é suficiente para ler os fatos, mas n&o para organiza-los em termos de
dissociagdo. O sujeito busca a verificagdo, mas nao possui a estrutura
completa de operacbes interproposicionais. Ele passa a sistematizar seu
pensamento, embora essa sistematizagcdo seja precaria, no sentido de nao
contemplar todas as combinagdes. Apenas um fator & escolhido para combinar
com os demais, enquanto ele mesmo nao varia, combinando-se com os
demais. Quando solicitado a fazer novas combinagdes com as combinacgdes ja
efetuadas, regride ao carater empirico e as combinagdes casuais préprias do

nivel 1.

L afirma ter feito todas as combinagdes no primeiro experimento, mas

nao consegue mostra-las, encontrando um numero diferente de possibilidades

a cada tentativa. ”Acho que fiz todas”. Daria para fazer mais alguma? “Ndo
sei”. Recomegam as tentativas, uma vez que as combinacdes ja efetuadas néo

podem ser coordenadas com as novas. Se nao esta dando certo o numero que

tu encontras com o numero que achas que deveria ser, o que poderias fazer

diferente? L continua n&do fazendo combinacdes de combinagdes. Poderiamos

continuar a aumentar a quantidade de caminhos? “Sim”. Quantos mais

poderias fazer? “Podes fazer mais, talvez mais umas dez, vinte vezes, até

mais”. Esta resposta mostra que, em seu pensamento, a infinidade nao existe.
Embora seja possivel criar muitos caminhos, ainda n&o ¢é possivel

compreender a infinidade, que so6 existe no pensamento.

G consegue perceber a relagao multiplicativa envolvida no experimento
1, mas nos experimentos 2 e 3 faz apenas combinacdes aleatérias, somando

as combinagdes de elementos semelhantes. Como tu pensas para fazer as

combinacgdes? “Nada, eu s6 vou trocando [os bonecos de lugar], cuidando

para nao repetir”. O numero de possibilidades sdo as que sao possiveis de

serem apontadas.
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M, no entanto, com quatro casas nao consegue utilizar o mesmo
pensamento sistematico, responde com éxito, utilizando-se do Principio
Multiplicativo, mas n&o consegue apontar a quantidade total de caminhos. “A
légica existe... multiplicar. A regra é continuar multiplicando. Mostrar é

bem dificil”. Nao teria como mostrar os caminho?. “Falta mostrar dois. Eu

estava comparando, mas nao consigo.” Ou seja, M consegue combinar
fatores de modo a relaciona-los dois a dois, mas ainda ndo consegue operar
sobre operagdes, combinando as combinacdes ja efetuadas e, muitas vezes,

voltando a realizar combinagdes aleatdrias.

O sujeito apresenta sua ldgica relacional de correspondéncia biunivoca,
um para um. Nao consegue fazer combinagdes de segunda, terceira, quarta
ordem, por falta de estrutura de pensamento. Algumas destas relagbes sao até
possiveis, mas nao sistematizaveis. Essas combinacdes limitadas, que
associam um termo a cada um dos outros, ndo permitem que, sozinho, o
sujeito chegue as demais combinag¢des. As operagdes apenas de primeira
poténcia denotam capacidade de correspondéncia e seriacdo, mas nao a

capacidade combinatéria que buscamos.

Assis et al. (2011, p.28) afirmam que a propria forma de correspondéncia
uma a uma é util, inclusive para a construcdo do numero. E este principio de
conservagao da quantidade que tornara possivel a construgdo do conceito de
numero. Esta ideia de correspondéncia retorna aos problemas de combinatdria,
na tentativa de compreender o mundo dos possiveis. E a partir desta
correspondéncia que o sujeito parte para as combinagbes de ordem n, rumo a

generalizagao.

Estes sujeitos, “embora em posse das operagdes de multiplicagao logica
de correspondéncia biunivoca” (INHELDER e PIAGET, 1976, p.84) néo
constroem uma estratégia de solugdo que englobe combinagbes n a n, visto
que ainda nao possuem estruturas légicas que Ihes possibilite combinar os
fatores entre si de forma completa. As combinagdes encontradas
correspondem a seriagdes e ndo configuram uma combinatéria propriamente
dita, pois se compdem apenas de combinagdes de primeira poténcia
(INHELDER e PIAGET, 1976, p.85). A chegada a lei multiplicativa que envolve
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os experimentos pode apenas estar relacionada com uma operacao concreta
de multiplicagcéo logica, e ndo de uma logica formal. Para ter certeza disso, é

preciso que o sujeito explique os processos utilizados para tal construgao.

Subnivel lIB: dissociaciao dos fatores empiricos (combinagoes n a n)

Os sujeitos deste nivel apresentam consideravel progresso se o assunto
€ superar as contradicdes, na busca de uma solugao unica; no entanto, nem
sempre se veem livres das contradicbes, a medida que nao possuem 0s
esquemas operatorios necessarios para isso. Isolam adequadamente as
variaveis, porém, se utilizam de operagbes concretas (de seriacédo e
correspondéncia), ndo procurando razado para a utilizagdo dos mecanismos
utilizados, ndao demonstrando possuir estruturas formais de implicagao para a
solugéo (INHELDER e PIAGET, 1976, p.7,8).

Esses sujeitos organizam suas operagdes concretas a partir da
observacao dos fatos, o que nédo acontece no nivel I, mas que ainda nao é
suficiente para levar a uma decomposi¢ao, como no nivel lll. Em suma, ndo ha
esquemas operatérios suficientes para verificar o carater integrador das
operacgoes efetuadas.

Em outros termos, se os sujeitos do nivel IIB ndo chegam ainda
a dissociar os fatores, mas simplesmente estabelecem as
correspondéncias dadas na experiéncia imediata, isso se deve ao
fato de nao serem capazes dessa combinatéria que constitui a logica
das proposigdes: disso resulta, de um lado, que ndo sabem combinar
as situagbes experimentais de maneira a evidenciar as situagdes
reais, entre as possiveis; de outro lado, ndo saber raciocinar por
implicagbes, etc., de maneira a compor de maneira necessaria e
demonstrativa os diversos dados do fato que observam (INHELDER
e PIAGET, 1976, p.40).

Mesmo em posse de todos os elementos necessarios para a criagao da
lei geral da combinatéria, ainda lhes faltam as operagbes formais para a
criacdo de uma hipétese explicativa. O ponto de partida para a descoberta
desta lei é a necessidade de uma reciprocidade advinda das correspondéncias
concretas. Uma estrada a mais implica mais caminhos, em proporcao, tantos

quantos forem as demais estradas, e reciprocamente. Trocar um familiar de
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lugar exige sua reciproca; outro também devera ser trocado de lugar. As

contradicbes mais simples sao afastadas apenas pela acdo concreta. As mais

sutis pressupdem implicagoes, isto €, exigem uma logica formal.
[...] as explicagbes do estadio Il ndo sdo absurdas e nem séao
imediatamente desmentidas pelos fatos; para elimina-las, é
necessario, antes de tudo, sentir a insuficiéncia de sua coeréncia,
isto ndo pode ser feito a ndo ser por um pensamento que sabe
deduzir, com necessidade, as consequéncias de hipoteses simples
(INHELDER e PIAGET, 1976, p.26).

No experimento 1, as combinacdes possiveis de serem realizadas com o
material disponivel sdo pouco numerosas. Entdo, para que tenhamos certeza
de que o sujeito ja adquiriu toda a sua generalidade em termos de pensamento
combinatério, partiremos para o experimento seguinte, em busca de

explicagdes que justifiquem seu pensamento.

Esse sujeito encontra-se em um nivel intermediario, entre o Il e o llI,
visto que néo chega a formular uma lei Unica, mas nao aceita que ela nao
exista. Consegue testar suas hipoteses, mas ndo chega a solugao geral. Neste
nivel, os sujeitos ja chegam as combinagdes n a n através das sistematizagdes
das multiplicagdes. O pensamento concreto e sem interesse na generalizagéao
se mantém igual ao nivel IIA. A diferenca esta relacionada a abertura para as
combinagdes de combinagdes, resultantes de combinagdes de segunda

poténcia.

C mostra sinais de busca, de certa forma, de uma sistematizagcao mais
segura, mas sem a verificagcdo de hipoteses. “Eu posso deixar a mae na
primeira cadeira sempre, dai troco os outros, assim [mostra

concretamente], depois fago a mesma coisa com o pai e o filho”.

F diz: “Sei que se eu for sempre por esta [estrada] poderei ir pelas

outras, depois posso trocar”. E se contasses ao contrario [da direita para a

esquerda]? “Posso contar daqui pra ca ou de la pra ca que da na mesma”.
Demonstrando a relacao de reciprocidade. “Preciso cuidar para ndo contar a

mesma forma [disposi¢cdo dos bonecos] duas vezes”. E como tu podes ter

certeza? “Tenho que cuidar para nao repetir”. No ultimo experimento
consegue fazer novas combinagdes n a n, embora ndo encontrando todas as
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possibilidades. “Primeiro vou fazer os tridngulos com [vértice] A”. Faz
ABC, ABD, ABE, ignorando os triangulos ACD, ACE e ADE.

O método sistematico de obtencdo das possibilidades permitiu a H
pensar que pudesse haver uma regra, mas estava distante de suas
possibilidades cognitivas. “Esse caminho eu deixo parado, s6 combinando

com os outros, pois este ndo faz nada”. Como é que tu sabes que esse

caminho nao faz nada? “Nao sei, acho que deve haver uma regra, mas nao

é sempre a mesma”. H € um exemplo de sujeito em transicdo em termos de
nivel de pensamento. Embora algumas vezes demonstre nao fazer
combinacdes sobre combinagdes, em outros momento parece ir ao encontro de

uma lei geral que dé conta dos conflitos encontrados.

A novidade do subestadio IIB é que, além de multiplicar todos os
elementos por outro, espontaneamente esses sujeitos passam a realizar
combinagdes 2 a 2 ou 3 a 3. Porém, ainda nao atingem o estadio Ill por ainda
faltar-lhes a sistematizagdo destas combinagdes, ou seja, unir estas

combinagdes em um sistema unico e geral.

NIVEL Il

Sistematizagoes generalizadoras

Inhelder e Piaget (1976, p.80) denominaram  “esquemas operatérios”
as novas operagdes encontradas nos sujeitos de nivel Ill, contando com a
sistematizacdo para a descoberta das combinagdes n a n. A combinatéria
passa a constituir o pensamento, ndo apenas como estrutura proposicional,
mas de forma geral. Na solugdo encontrada estdo presentes todos os casos

possiveis de combinacdes.

[...] a novidade caracteristica do estadio Ill € que o sujeito, depois de
verificar esta situagdo complexa, e de fazé-lo através de operagdes
concretas, n&o considera tais conjuntos de fatos como uma
ordenacao final, da qual seria suficiente retirar tais ou quais relagdes
e correspondéncias, mas como um ponto de partida de combinagbes
novas (INHELDER e PIAGET, 1976, p.44).
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A principal propriedade do pensamento formal é a inser¢cao da realidade
como subconjunto de um conjunto maior de possibilidades. Em lugar de
“teorizar” sobre dados empiricos (concretos), o pensamento formal permite que
0 sujeito teorize sobre possibilidades. Neste estadio, o sujeito € capaz de
relacionar variaveis, utilizando-se da experimentagcdo (ou nao), apenas para
testar, sobre um padrao sistematico, se suas hipéteses se mantém verdadeiras
(PARRA, 1983, p.15). Esse raciocinio, que relaciona proposicbes e nao

conteudos, caracteriza-se como hipotético-dedutivo.

Os sujeitos deste nivel tentam compreender o resultado dentro de um
universo de possibilidades. Concebem o real como uma organizagdo de
conjuntos possiveis. Segundo Piaget, € muito longo o caminho que o
pensamento percorre até a teorizagdo, mediante raciocinios hipotético-
dedutivos. Neste nivel, os sujeitos conseguem chegar a lei geral da
combinatéria. Alguns, inclusive, tomam consciéncia de suas agodes, durante a

entrevista, por verificacdo ou rejeigdo de hipéteses.

Somente as hipéteses muito elementares sao afastadas sem
experimentagao prévia, porém as demais sdo cada vez mais testadas em
busca de uma solugao unica. A generalizagao € dada a partir das comparagdes
efetuadas ainda no nivel Il. Nos experimentos 2 e 3, essas comparagdes ficam
dificultadas em virtude de nao ficarem afixadas a hipoteses ja testadas. Além

disso, nenhum dos experimentos da certeza de éxito nas solucdes.

Os sujeitos que serdo analisados a seguir s&0 mais capazes no
momento de raciocinar combinatoriamente, talvez por estarem em um nivel
escolar no qual a combinatéria ja foi formalizada. Porém, se no momento do
ensino, esses sujeitos ainda ndo operassem em nivel formal, os conceitos
envolvidos na analise combinatdria ndo seriam compreendidos. Nesse caso,
deveriamos constatar isso durante o interrogatério. Neste nivel, ha uma relagéao
causal estabelecida por correspondéncia; por exemplo, quanto mais estradas
mais caminhos, ou quanto mais cadeiras mais organizagdes possiveis, ou

quanto mais vértices mais tridngulos, em uma proporg¢ao multiplicativa.

Com o pensamento formal, a forma do sistema operatério combinatorio é

constituida e dissociada do conteldo. Essa forma encontra-se em um ultimo
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patamar de equilibrio, podendo ser integrada a outros sistemas mais amplos,
mas jamais modificada (INHELDER e PIAGET, 1976, p.247).

Subnivel lllIA: combinacao sistematican an

Esses sujeitos acreditam na existéncia de uma lei Unica e geral capaz de
explicar o resultado obtido na agdo empirica, mas ainda ndao sentem a
necessidade dessa formulagao, obtendo éxito através de combinagdes nan e

de modo sistematico.

[...] as operagbes formais ja estdo suficientemente esbogadas, para
que sejam possiveis algumas inferéncias, mas nao ainda
suficientemente organizadas para funcionar como esquema
antecipatorio (INHELDER e PIAGET, 1976, p.53).
D consegue encontrar todas as possibilidades de modo sistematico.
“Com trés casas multiplica-se a quantidade de estradas entre elas”. E com

mais casas? “Continuo a multiplicar’. Como é que tu explicas isso? “Para

cada nova estrada aumenta outra possibilidade de caminho para cada

estrada ja existente”. Sempre vai ser assim? “Sim”. Entdo qual € o maior

numero de caminhos que podemos ter? “Se tivéssemos infinitas estradas,

infinitos caminhos”. Nos demais experimentos, consegue chegar ao éxito
pela sistematizacdo, mas nao encontra lei Unica que os explique. “Preciso
escrever para lembrar as [combinagées] que ja fiz”. Por qué? “E preciso

usar todas”.

E esta necessidade de organizagdo que diferencia o nivel Il do nivel IlI.
D necessita escrever, e essa necessidade deu-se de forma espontanea. Ter a
certeza de que todas as possibilidades foram contempladas também é um salto
qualitativo bastante grande nesses sujeitos. Ao combinar os fatores, os sujeitos
deste subnivel realizam as operagbes de conjuncgdo, implicagdo, excluséao,

dentre outras, o que possibilita um futuro progresso generalizador.

Para chegar a solugdo, os sujeitos ndo se contentam em encontrar
algumas possibilidades, a perceber que cada uma delas faz parte de um todo

maior. E mostra um pensamento proporcional relacionado a quantidade de
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estradas e caminhos possiveis. Quantas estradas precisas para ter nove

caminhos? “Trés de um lado e trés de outro. Posso fixar um familiar em
uma cadeira e variar os outros. Quanto mais vértices mais triangulos”. Tu

achas que existe uma maneira de calcular sem precisar contar? “Acho que

sim, mas nao sei qual é”. Quantas tu achaste? “Dez possibilidades, mas

agora fiquei na duvida se tem mais alguma”.

O (36 anos) afirma que: “Sdo trés lugares e um lugar pode estar
sempre com a mesma pessoa”. Ha uma tentativa de criagcdo de regra, mas
ainda muito fragil por ndo compreender os fatores envolvidos. Em P verifica-se
que, em alguns momentos, o éxito esta relacionado a memorizagdo de
férmulas combinatérias, mas o raciocinio combinatério, até entdo construido,
nao acompanha os calculos. “Acho que deveriam ser cinco, pois ndao pode

repetir as letras [vértices]”.

O sujeito | demonstra sentir necessidade de nao contradicdo ou de
superar a contradicdo. E, por solicitacdo da experimentadora, percebe
semelhancas entre suas construcdes. “Acho que é questao de multiplicar.
Agora eu tenho que multiplicar de novo. Acho que é a mesma regra”
(depois, de explicagbes anadlogas, da-se conta de que € a mesma lei). O que

preciso fazer para ter mais caminhos? “Colocar mais estradas, é

proporcional”. De quantas maneiras diferentes os quatro bonecos podem

sentar-se nas quatro cadeiras? “Cada boneco pode sentar nas quatro

cadeiras, mas cada vez que um ftrocar de cadeira o outro tem que trocar
também, entdo as opgdoes sao trocar 2, 3 ou 4”. Manipula fazendo varias
tentativas. Passa a fazer trocas duas a duas, encontrando quatro
possibilidades para cada duas cadeiras. “Acho que vou ter que fazer
diferente: fixando uma das cadeiras, quantas chances as outras trés tem
de trocar?. Posso escrever?”. A necessidade do registro ja demonstra a
necessidade de organizar as possibilidades, de maneira a contemplar todas ou

para nao repeti-las.

| faz diversas tentativas utilizando-se do experimento. Ainda sem utilizar
o papel, testa sua teoria, mas troca os trés elementos aleatoriamente de lugar.
Comeca a se perder nas tentativas e procura reproduzi-las no papel. “Vou
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usar so trés bonecos, depois é s6 multiplicar por quatro”. Por que isolar

um boneco? “Por que dai vai ter x mudangcas com os trés outros e é sO
multiplicar por quatro, que sdo os lugares que o boneco isolado pode
assumir”. Faz as mudancgas no material concreto e verifica no papel. Quantas

ibili ‘ is”. uv is u ‘ i,
possibilidades? “Seis”. E se houvesse mais um boneco? “Da ara cada

troca ele poderia estar em um lugar diferente, totalizando seis vezes

quatro”. E da para generalizar esse pensamento para um monte de bonecos e

cadeiras? Pensa muito, mas ndo consegue chegar a uma conclusao precisa.
Na atividade dos tridngulos pensa por segmentos; tem um raciocinio
sistematico, mas ainda n&do encontra todas as possibilidades. Fica claro que | ja
estudou combinatdria na escola, mas reconstruiu, durante o experimento, seu

proprio pensamento para pensar sobre os problemas.

O método de obtencao dos resultados possiveis progride na diregéo da
construcdo de uma combinatoria sistematica n a n, comprovada pelo medo de
esquecer certas combinacdes, explicitando a necessidade de lista-las
graficamente. “E apenas depois de ter feito isso, que eles [sujeitos] comecam a
testa-las, tentando progressivamente dissociar os fatores envolvidos e estudar os
efeitos um a um — permanecendo constantes todos os outros fatores” (PIAGET,
1973, p.3).

As combinagdes empiricas passam a ser parte integrante do conjunto
das combinacbes possiveis. “As combinacdes ndo se tratam de operacgdes
matematicas determinadas, elas determinam uma estrutura légica geral’
(INHELDER e PIAGET, 1976, p.88).

Ao pensar hipoteticamente, o sujeito ndo tem mais necessidade de
comprovacao pratica de suas hipéteses, elas passam a existir no plano das
possibilidades. Nesses sujeitos, € possivel perceber que possuem um método
sistematico proéprio, utilizado na resolugdo dos problemas; no entanto, essa
sistematizacdo sé ocorre em um plano inconsciente. Acredito que, a partir do
momento em que estes sujeitos forem capazes de tomar consciéncia do
processo mental efetuado antes de encontrar a sua resposta, estarao muito

perto de estabelecer uma combinatdria completa.
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Subnivel llIB: necessidade de generalizacao

Os sujeitos deste nivel também sabem da existéncia de um fator geral,
mas o que os diferencia dos sujeitos do nivel IlIA é que sentem a necessidade
dessa formulagdo. Necessidade “[...] que seja capaz de exprimir, além das
relacbes constantes, a razao de tais relagées” (INHELDER e PIAGET, 1976,
p.9). O pensamento hipotético possibilita a certificacdo da generalidade da lei,
sendo esta, agora, necessaria. E importante para o sujeito verificar a
veracidade da lei, mesmo que as condi¢gdes empiricas sejam modificadas. As
operagdes combinatorias, que tratam dos “conjuntos das partes”, constituem a
l6gica das proposi¢des; distinguem-se elas dos agrupamentos de classes e

relagdes proprios das operagdes concretas.

O raciocinio por hipoteses e a necessidade de demonstragéo
sucedem a simples verificacdo de relagdes, [...] a partir de agora o
pensamento utiliza juntamente o possivel e o necessario, em vez de
limitar-se a uma deducdo a partir apenas da situagao real
(INHELDER e PIAGET, 1976, p.12).

Os sujeitos do Nivel Il notam a existéncia de diversas correspondéncias,
enquanto os do nivel Ill procuram estabelecer o que implica estas
correspondéncias. E neste nivel que os fatores sdo dissociados, substituindo a
correspondéncia pela implicacdo. Mesmo sem verificagdo quantitativa, os
sujeitos percebem a equivaléncia de fatores em termos de compensacéo,

caracterizando o raciocinio hipotético, demonstrado pelo “se isso, entdo aquilo”.

O sujeito que apresenta um nivel formal de pensamento, apds algumas
tentativas experimentais, interrompe sua acdo material e passa a operar no
plano das ideias, listando as hipoteses possiveis de maneira sistematica e
generalizada. Depois das hipoteses criadas € que o sujeito as testa de modo a
confirma-las ou ndo. Para os sujeitos do nivel lll, fica claro que, mesmo com a
limitacdo material dos experimentos, o pensamento ndo tem esse limite. O
sujeito & capaz de operar para além do real, estendendo seu raciocinio ao
plano das ideias. A conduta do experimentador é fundamental, no caso de

instigar e questionar de forma adequada.

No nivel IlIB, o sujeito realiza a equilibracdo do sistema. E neste nivel

que ocorre o pensamento matematico mais refinado. Talvez por isso, tenham
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sido encontrados apenas um sujeito que contemplou essas caracteristicas. Ele
apresentou uma elaborada maneira de sistematizar e de representar
graficamente seu raciocinio, apresentando, inclusive, um conceito para tal. O
préprio sujeito elaborou uma estratégia de transformagéo do experimento em
um problema mais simples, a fim de enquadra-lo no seu atual esquema
assimilador. No entanto, para compreender a equivaléncia de raciocinio entre
um problema mais simples e outro mais complexo, estendendo seu
pensamento a fim de aplica-lo a um novo conteudo, ndo € um pressuposto o
sujeito ja saber solucionar o primeiro problema? Essa estrutura, construida
espontaneamente pelo sujeito, que alcangou esse estado de equilibrio,

mantém-se por toda a vida.

J € 0 unico exemplo desse nivel que, embora ndo deduza as formulas
proprias da Analise Combinatéria, cria leis aplicaveis a diferentes conteudos. J
combina todos os fatores entre si, fazendo todas as ligagdes possiveis. Para ter
certeza de que os elementos nao foram apenas colocados em correspondéncia
a partir, puramente, de observagao ou experiéncia fisica, coloca-se o sujeito
em uma situagcao em que os fatores necessariamente devem ser combinados,
e sao as suas justificativas que esclarecerao o nivel de pensamento em que se

encontra.

Na situacdo em que trés estradas levam a casa amarela a rosa e outras
trés estradas levam a rosa a azul, utiliza a estratégia da multiplicagéo. “Para
cada uma [estrada] eu posso pegar outra de trés maneiras”. E a légica

continua quando a quantidade de caminhos ndo for igual? “Sim, neste caso,

quatro vezes trés, da doze caminhos”. No acréscimo de uma casa teve de
reconstruir seu raciocinio. Faz combinagdes de combinacbes e encontra,

novamente, o PFC na solugao dos problemas. E se tivéssemos, por exemplo,

cinquenta, trinta e vinte estradas? “Dai multiplica cinquenta por vinte por

trinta”. No segundo experimento: “continua a mesma légica, cada um pode

sentar em trés lugares diferentes, entdao é nove”. Tu podes mostrar as
nove? Faz no papel, utilizando uma estratégia em que cada elemento troca de

cadeira trés vezes. Uma amiga tua disse que em algum momento os trés

estardo sentados na mesma cadeira. O que tu pensas disso que ela disse? “F
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verdade, sdo seis, pois quando uma pessoa senta, nao tenho mais essa

cadeira para contar”. Tu achas que sao seis ou nove possibilidades? “Seis”.

Podes mostrar as seis? Sistematicamente, comeca a fazer as trocas.

E importante destacar que, embora no nivel IlIB, o sujeito J nZo
conseguiu construir as formulas algébricas utilizadas pela analise combinatéria.
Penso que a falta dessa ultima forma em nada reduz o pensamento
combinatério enquanto estrutura, visto que ela é dada a partir de
transformagdes unicamente algébricas. Para Inhelder e Piaget (1976, p.228),
se O sujeito opera em um sistema proposicional que pode ser enunciado
algebricamente, “[...] os raciocinios de nossos sujeitos correspondem
diretamente as transformagbes que ligam essas operagdes entre si, e essas
transformacgdes correspondem, entdo, ao proprio calculo que € intrinseco a
prépria algebra”. Mais adiante, os autores ainda acrescentam que [...]
podemos considerar o calculo (matematico) das combinagdes como a
aquisicao primitiva, e a combinatéria proposicional como uma aplicacio
secundaria desse calculo” (INHELDER e PIAGET, 1976, p.232). Continuando,

[...] esta algebra ndo constitui, para a psicologia, mais que uma

tradugao simbdlica, cuja utilidade essencial € a de um calculo. Mas a

realidade dos fatos que recobre essa tradugao simbdlica é a de um

campo de ag¢des coordenadas” (INHELDER e PIAGET, 1976, p.248).

As tomadas de consciéncia sao claras durante a prova, permitindo que J
apresente um raciocinio combinatério completo. “E como as estradas,
mantém-se a primeira e mudam-se as outras duas, depois se volta para

mudar a primeira”. Enumera as possibilidades. E se eu colocar mais um

membro na familia? “Dai é quatro vezes trés vezes, duas vezes um”. E com

cinco pessoas e quatro cadeiras? “E o mesmo, mas sempre duas pessoas

ficardo disputando onde sentar, tipo dang¢a das cadeiras”. No experimento
3, faz ABC, ABD, ABE e diz: “esses sao os tridngulos que posso formar
com A”. J corrige-se espontaneamente: “ndo, com A e B, depois posso ter
os AC. O ACB nao pode, pois ja fizemos todos os com B”. Passa a fazer
no papel e depois verifica os 10 tridngulos. “Mas deve haver uma regra”.

Manipulando o hexagono consegue chegar a conclusao de que a quantidade
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de tridngulos esta relacionada com a quantidade de vértices, mas ainda néo

chega a uma férmula para o ultimo experimento.

Segundo Piaget, o pensamento dedutivo, caracteristica do pensamento
operatorio formal, parte de uma ideia particular para sua generalizagao, dando-
se no plano do possivel. Desta forma, nesta estrutura de pensamento, o real
observado estd subordinado as hipoteses possiveis. E justamente a
capacidade de pensar hipoteticamente que viabiliza ao sujeito a unir todas as

possibilidades entre si.

Para Piaget (1975), a tomada de consciéncia é o resultado de um
processo construtivo, que leva o sujeito a pensar sobre o seu proprio
pensamento, tomando consciéncia da coordenacdo de suas acgdes e das
relacdes estabelecidas até a chegada ao resultado final. E pela tomada de
consciéncia que o sujeito constroi conceitos. Conceitos sdo construidos a partir
de significados que s&o, inicialmente, individuais para cada pessoa. Ao
relacionar um conceito com outro, passamos a generalizagdo, na qual sao
necessarias abstragoes reflexionantes. A analise combinatdria é o resultado de
generalizagao feita a partir da agédo e das coordenacdes das agdes do sujeito, o
que implica o sentimento de necessidade. Essa necessidade s6 vem a
desempenhar seu papel quando ha a tomada de consciéncia, que permite ao
sujeito compreender os mecanismos das suas ag¢des e, assim, chegar ao

conceito — que funciona sempre como totalidade operatoria.

A generalizacdo se da de maneira construtiva, a partir de abstragdes
reflexionantes, apoiadas sobre as coordenagdes das acgdes do sujeito. Ao
pensar uma forma geral que represente, em calculo, qualquer situagao
semelhante, o sujeito opera sobre 0 mundo dessas coordenagdes, € nao mais
apenas sobre o mundo empirico. “Uma operacéo [...] € uma agao interiorizada

que modifica o objeto do conhecimento” (PIAGET, 1972, p.1).

Somente com o surgimento da necessidade o sujeito passa a buscar
explicagbes ou a razdo dos fatos. “A medida que o sujeito vai tomando
consciéncia dos processos, vai construindo mais necessidade légica, néo
bastando saber como, mas querendo saber o porqué das coisas”

(BERTOLUCCI, 2009).
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Quadro-Sintese dos Niveis, quanto a construgdao da combinatéria:

Nivel |

CARACTERISTICAS:

- Combinacgdes aleatdrias e nao sistematicas;

- Foco no resultado, e ndo no processo;

- Indiferenca frente a contradigoes;

- Auséncia de tomada de consciéncia sobre as acoes.

- Pensamento opera sobre a materialidade (as possibilidades se
esgotam em algum momento);

- Necessidade do concreto.

Nivel Il

CARACTERISTICAS:
- Explicagao presa ao concreto, podendo estender-se a um virtual
vinculado ao concreto;

- Teste de hipoteses sem consideracgao a lei geral.

Nivel IlI

CARACTERISTICAS:

- Pensamento hipotético-dedutivo, ndo mais preso ao real;

- Foco no processo e nao no resultado;

- Teste de hip6teses em nivel mental ou para simples verificagao;

- Tomada de consciéncia do processo.
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6. CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo principal desta pesquisa consistia em investigar o
desenvolvimento do pensamento combinatério, enquanto constituinte de um
sistema operatério formal. A capacidade de pensar formalmente permite ao
jovem discutir, adotando como hipétese, além do seu o ponto de vista, o ponto
de vista alheio, analisando as consequéncias dessa implicagao, e assim julga-
la. Além disso, os interesses dos jovens passam a extrapolar as experiéncias
fisicas, compreendendo e formulando teorias, para, assim, fazer parte do

mundo adulto.

Nao foi detalhada neste trabalho a possibilidade de promover ou
acelerar o processo de formacdo do pensamento formal; no entanto, como
educadora, me vejo na obrigagdo em me preocupar com esta questio.
Concordo com Parra (1983, p.56) quando afirma que:

Se aceitarmos o pressuposto de que educar é conduzir o
aluno até o nivel mais elevado de desenvolvimento, isto &, segundo
Piaget, at¢é o dominio do pensamento formal, entdo nao podemos
deixar de admitir a possibilidade de a escola fazer alguma coisa a
esse respeito.

No momento em que o aluno se sente provocado por determinado
problema ou situagdo, pode-se dizer que se ligou o motor da aprendizagem.
Sao essas situacdes conflituosas que tendem a mobilizar o interesse do
educando para aprender. Quando entra em conflito cognitivo, o sujeito se abre
para um mundo de novas descobertas. O conflito cognitivo instaura um campo
de significado.

Ja que o aluno deve aprender nao receptivamente, mas por
seu proprio esforgo, comecemos no lugar onde o esforgo € menor € o
resultado mais compreensivel do ponto de vista do aluno: ele deve
se familiarizar inicialmente com o concreto, posteriormente com o
abstrato [formal]; inicialmente com a variedade de experiéncia e
posteriormente com a unificagdo de conceitos, etc. (POLYA, 1985,
p.13).
O uso do conflito e da contra-argumentacédo na educagao pode ajudar a

desenvolver no sujeito a capacidade de assumir perspectivas diferentes frente

95



a uma mesma situacao. Essa perspectiva alheia desafia sua atual estrutura,
podendo conduzi-lo a reorganizagdo de suas estruturas cognitivas, em

patamares superiores e por essa, a reformulacao de suas ideias.

Tendo em vista a hipétese central deste estudo, pode-se constatar que
pensamento combinatério € construido, passando por diferentes niveis de
equilibrio até a sua formalizagéo. Investigou-se o conhecimento combinatério
em diferentes idades, sendo que todos os participantes da pesquisa ja haviam
concluido o ensino fundamental e estavam frequentando o ensino médio,
regular ou EJA. Conforme ja relatado por Piaget (1973, p.8-9), os adultos “séo
menos criativos e ja fazem parte de uma sociedade organizada que nao apenas
os limita e os torna mais lentos, mas que, algumas vezes, ainda, incita-os a

revolta”.

Aprender combinatdria, assim como os demais conteudos matematicos,
exige muito mais que apenas um processo de ensino. O professor deve ter
pleno conhecimento de que esses conceitos, “embora sejam influenciados pela
experiéncia adquirida e pelas interagdes sociais, resultam de um processo
interno de pensamento” (ASSIS et al., 2011, p.41). Esse processo € construido,
passando de conhecimentos menos complexos para outros de maior
complexidade em todos os seres humanos, mas segundo a hipdtese de

Inhelder e Piaget, ele ocorre de maneira peculiar em cada pessoa.

Analisar como se da o pensamento combinatério em estudantes do
ensino médio nao foi tarefa facil. A propria escolha do tema passou por
diversas reformulagbes até chegar a sua forma final. Esta pesquisa funcionou
para mim como um processo de construgao. Precisei tomar consciéncia de que
0 que buscava era entender os mecanismos de raciocinio do sujeito, € néo
ensinar analise combinatéria. Foram muitas tomadas de consciéncia para

chegar a ter clareza da minha fungao de pesquisadora.

Pensar nos instrumentos investigativos foi outra tarefa construida a partir
de diversas formulagdes e reformulagdes, devido a propria falta de clareza
quanto ao objeto de estudo: a constru¢do do pensamento humano no que

concerne a combinatéria. Findo esse processo, passo agora a tomar
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consciéncia de novos processos que, durante a pesquisa, passaram

despercebidos ou carentes de uma analise mais aprofundada.

Uma de minhas reflexbes opde-se ao uso do instrumento 2 como
ferramenta para a andlise de permutagdo e arranjo simples. Ora, se o
instrumento € o mesmo, e as perguntas, de certa forma, também, uma vez
investigado um destes conteudos, o outro ja estaria contemplado. Outro fator
interessante que passei a refletir, jA na analise dos dados, foi o seguinte: a
concretude dos instrumentos teria limitado o pensamento do sujeito ao
materialmente possivel? Acredito que ndo, pois essa limitagdo s ocorreu
quando as estruturas de pensamento do sujeito estavam limitadas a essa

concretude.

A coleta de dados e o estudo sobre a profundidade do Método Clinico foi
outro desafio a ser enfrentado. Ter em mente o objetivo e, ao mesmo tempo,
“‘mergulhar” na mente do sujeito, a fim de, ndo s6 compreender, mas juntar-se
a ele naquela caminhada processual em busca do resultado, constituiu um
grande desafio. Mesmo nao exercendo, naquele momento, minha fungcéo de
professora, ndo pude afastar-me desse papel ao presenciar os diversos

processos de tomada de consciéncia de cada sujeito.

A conceituagao se da por tomadas de consciéncia, a qual se configura
como um processo longo e trabalhoso no que tange as reconstrugdes
estruturais. Construir um pensamento combinatério exige ndo sé uma estrutura
formal de pensamento, mas uma estruturagdo mental que possibilite ampliar
este mecanismo até chegar a essa compreensao. Para isso, o raciocinio deve
passar por abstragdes reflexionantes realizadas pelo sujeito no plano dos
possiveis. Ou seja, o sujeito deve trabalhar com hipéteses, sobre eventos
inexistentes no mundo dos observaveis: as possibilidades. Os possiveis
englobam os concretos reais, mas nao se compdem unicamente deles. Os
possiveis consideram as infinitas possibilidades em nivel de pensamento,

ultrapassando infinitamente o real.

Diferentes organizagdes de pensamento foram apresentadas nas
categorias de analise, classificadas em funcdo da complexidade dessa

organizacgao. A partir desta pesquisa, sinto-me convencida de que o raciocinio
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combinatério € construido, passando por sucessivos niveis até chegar a sua
forma mais geral e universal. Observa-se desde a combinagao aleatéria de
variaveis, passando por um nivel intermediario onde ocorrem sucessivas
sistematizacdes até, finalmente, a construgdo de um pensamento mais geral,

com a necessidade da elaboragado de uma lei unica.

Combinatdéria completa é precisamente o que caracteriza o
pensamento formal, cuja estrutura ultrapassa os agrupamentos
aditivos ou multiplicativos de classes e de relagbes (com suas
inferéncias simples e concretas fundadas sobre a transitividade das
inclusdes de classes ou de encadeamentos de relagdes) e cria a
estruturacdo de uma logica de proposi¢cées (INHELDER e PIAGET,
1976, p.39).

Para agrupar as combinagdes € necessario variar apenas um fator,
invariando os demais. A lei geral €& construida a partir de uma longa
estruturagcdo mental, até que atinja seu nivel de equilibrio no patamar das
operagbes formais. A subordinagdo do real ao possivel € uma das
caracteristicas do pensamento formal; todas as demais caracteristicas a
incluem (PARRA, 1983 p. 54). Neste estadio, os sujeitos operam sobre
hipéteses, pensam em termos proposicionais, isolam e analisam variaveis de

modo a obter todas as combinagdes possiveis.

‘O possivel, para o sujeito operatoério formal, é tudo que nao é
contraditério” (INHELDER e PIAGET, 1976, p.193). Uma hipotese é verdadeira,
do ponto de vista formal, se for coerente do ponto de vista légico, independente
de sua natureza, seja ela correta ou ndo. As operagdes matematicas de
combinacgao referem-se as unidades, enquanto que a combinatodria estrutural
se refere a qualidade dos objetos. Dessa forma, “é¢ pouco provavel que
formacdo das operagdes matematicas das combinacbes preceda a da
combinatéria l6gica” (INHELDER e PIAGET, 1976, p.233).

O sujeito constréi, no nivel das operagdes concretas, as possibilidades
termo a termo, desconsiderando em cada uma delas as demais. Nas
operacgoes formais, todas as combinagdes possiveis sdo analisadas, etapa por
etapa, agrupando as partes em uma totalidade unica e nao contraditéria,

efetuando operagdes de segunda poténcia.
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O exame dos processos de verificagdo utilizados pelos
sujeitos confirma inteiramente o que precede e permite,
especificamente, controlar o fato de os raciocinios do sujeito nao
serem mais simples estabelecimentos de relagbes ou
correspondéncias concretas, mas suporem necessariamente a
combinagao formal. Enquanto que no nivel pré-operatério |, o sujeito
nao é capaz de qualquer prova, no nivel das operagdes concretas
(1A e, sobretudo, IIB) nao sente espontaneamente a necessidade
delas, mas, se as pedimos, torna-se capaz de apresenta-las. No
entanto, de acordo com toda légica das operagdes concretas, que
consiste apenas em organizar a leitura da experiéncia bruta (por
classificagdes, estabelecimento de relagdes, etc.), a Unica verificagao
entdo imaginada é acumular fatos, até a certeza mais ou menos
completa, mas sem ultrapassar o geral, isto €, sem introduzir elos de
necessidade por dissociacdo desses fatos e dedugado das relagbes
assim dissociadas (INHELDER e PIAGET, 1976, p.30).

O resultado obtido nos experimentos mostra que uma combinatdria
sistematica s6 aparece nos sujeitos a partir do nivel IlIA. A tentativa de
dissociar os fatores s6 € generalizada no nivel formal (INHELDER e PIAGET,
1976, p.213). Além disso, a ldgica operatoria formal “é um sistema complexo,
porém coerente, que é relativamente diferente da logica da crianga, e constitui a
esséncia da logica dos adultos cultos e ainda proporciona a base para as formas
elementares do pensamento cientifico” (PIAGET, 1973, p.4). Mesmo sem
descobrir as férmulas matematicas do calculo das combinagdes, nosso sujeito
do nivel IlIB encontrou “um processo operatério que, praticamente, equivale a

aplicagao da férmula [...]” (INHELDER e PIAGET, 1976, p.233).

Os sujeitos do nivel || chegam por associagdo e correspondéncias
sucessivas a isolar alguns dos fatores, mas ainda ndo s&o capazes de
descobrir todos os fatores a menos que presentes no real observado. Além
disso, ainda ndo sao capazes de refletir sobre a agao feita e delas tomar
consciéncia. Essas incapacidades se devem ao fato de ainda nao terem
construido, estruturalmente, um método sistematico de obtencdo de todas as
possibilidades. O que se pode observar € que em cada nivel, o sujeito estrutura
seu pensamento “da maneira mais completa que |Ihe é acessivel” (INHELDER e
PIAGET, 1976, p. 212).
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Sujeitos do Nivel | ndo sistematizam seu pensamento. Derrapam em
contradicbes e permanecem indiferentes a elas. Constroem combinagdes
aleatérias, tornando impossivel a construcdo dos possiveis, mesmo que em
concretude. Pequenas sistematizacbes sobre o real apareceram como
estrutura de pensamento dos sujeitos do Nivel Il. A combinag¢ao dos elementos
foi construida, mas nédo estendida a uma lei geral. No momento em que o0s
sujeitos passam a utilizar-se dessa nova organizagao sistematica, em busca de
uma formalizagcdo que leve a solucionar qualquer problema semelhante, os

consideramos pertencentes ao Nivel lll.

Uma das observagdes mais importantes esta relacionada a continuidade
demonstrada na passagem das sucessivas etapas. Percebe-se, claramente,
que a transi¢cao de um nivel de simples observagao dos fatos a outro que opera
em nivel hipotético € dada de forma continua e gradual. Em um primeiro
momento, as tentativas do sujeito sdo de eliminar as contradigcbes que sao
expostos, para, em seguida, passar a coordenar as agdes entre si. A partir dai
0 sujeito passa a constituir uma légica formal de pensamento em que se torna
capaz de dissociar a realidade bruta, coordenando suas acdes nas diversas
combinagdes possiveis e agrupando-as em um sistema unico (INHELDER e
PIAGET, 1976, p.212).

A construcdo da combinatéria passa por patamares de equilibrio que
independem da idade ou série do aluno. O ensino escolar ndo garante a
construgdo da combinatéria, sobretudo se a aprendizagem, dele decorrente,
consistiu em uma experiéncia de memorizagdo mecanica, sem maior
significado cognitivo. Os sujeitos mais jovens demonstraram maior quantidade
e qualidade nas tomadas de consciéncia, enquanto os mais velhos (alunos da
EJA) tentavam relacionar as situagdes com situagdes concretas e de sua vida

real, mas isso nao redundava em melhor qualidade argumentativa.

Foi muito interessante, prazeroso e produtivo para a pesquisa estender
a idade dos sujeitos analisados, trabalhando com adolescentes e adultos. A
Epistemologia Genética, utilizada como embasamento tedrico da investigagao,
permitiu desligarmo-nos do fator idade e nos concentrarmos e entendermos

como vao se estruturando esses raciocinios.
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Piaget (1972) nos mostra que o desenvolvimento cognitivo de cada
sujeito € unico. A partir de suas agoes, o sujeito tende a coordena-las de modo
a estruturar sua proépria realidade. Pensando dessa maneira, fica claro que o
conhecimento jamais se dara por mera cépia mental da realidade. Somente
agindo sobre o objeto (modificando-o e transformando-o) é que se torna
possivel compreendé-lo. As explicagdes que o sujeito da sobre o que pensa

baseiam-se na forma como esta organizado o seu pensamento.

Os niveis e subniveis identificados e analisados demonstram desde uma
auséncia total de sistematizacdo, até a construgdo da combinatéria formal.
Aparecem, nitidamente, entre esses sujeitos, pensamentos que privilegiam a
auséncia de combinagdes, passando por sujeitos que relacionam variaveis,
efetuando dissociagbes e controles progressivos, até sujeitos que, por

necessidade, sistematizam e unem as solu¢gées em um sistema unico e global.

Ressalta-se quao pouco numerosas foram as solugdes correspondentes
ao nivel mais avangado de pensamento combinatdrio encontrados neste
estudo, apesar das idades e da escolarizagao dos sujeitos da pesquisa. Além
disso, durante a aplicagdo dos experimentos podemos perceber que, ao
modificar as tarefas a fim de aplicar a nova forma a outro conteudo, os sujeitos
mostram diferencas em sua organizagdo mental, revelada em sua capacidade
explicativa. Os experimentos apresentavam diferentes graus de dificuldade
quanto ao aumento sistematico do numero de fatores envolvidos e quanto a

complexidade do problema proposto.

Observando as explicagdes dadas pelos sujeitos, observamos uma
progressiva abertura do pensamento na descoberta de novas possibilidades,
partindo de uma relagdo “um para um” para uma relacdo “‘um para muitos”
entre os fatores envolvidos. No entanto, novos questionamentos passam a
povoar meu pensamento. Sera que obteriamos os mesmos resultados se o
instrumento de coleta de dados fosse outro? Isto é, quando aplicado a

diferentes conteudos, 0 mesmo raciocinio pode variar sua forma?

No ambito da educacdo matematica, fica evidente a necessidade de que
professores passem a envolver problemas de contagem, os quais exigem um

pensamento combinatério mais elementar, ja no ensino fundamental. Justifico
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isso, ndo apenas por sua utilidade em diferentes areas, mas também por serem

importantes no preparo da aquisi¢ao de estruturas formais de pensamento.

Esse processo todo deixou claro para mim que € a partir da agao que se
da a aprendizagem. E na interacéo entre sujeito e meio fisico e social que o
conhecimento se faz. Por esse motivo, posso dizer que minha prépria maneira
de ver o longo processo que constitui 0 processo de aprendizagem reconstruiu-
se, e ainda ira se reconstruir inumeras vezes. Agora entendo o que significa
pensar que o conhecimento se da, unicamente, por fatores externos e a refutar
totalmente esta hipétese. A minha propria aprendizagem foi, sem duvida, o

melhor resultado de toda a pesquisa.
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&
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UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
FACED- PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO
Consentimento Informado

Pelo presente termo, declaro que fui informado, de forma clara e
detalhada, dos objetivos e da justificativa do Projeto de Pesquisa, intitulado: A
analise Combinatoria Constru¢cdo de Possibilidades; um estudo sobre o
raciocinio formal no Ensino Médio, a ser realizado pela mestranda Mariana
Lima Duro, sob a orientagcdo do Professor Dr. Fernando Becker e coorientacao
do Professor Dr. Marcus Vinicius de Azevedo Basso.

Tenho o conhecimento de que receberei resposta a qualquer duvida
sobre os procedimentos e outros assuntos relacionados com esta pesquisa.
Entendo que nao serei identificado e que se mantera o carater confidencial das
informacgdes registradas relacionadas com minha privacidade.

Concordo em participar deste estudo, bem como autorizo, para fins
exclusivos desta pesquisa, a utilizagdo das imagens e dados coletados em
observacgoes.

A pesquisadora responsavel por este Projeto de Pesquisa é
Mariana Lima Duro, que podera ser contatada pelo telefone (xx) xxxxxxxx
ou pelo e-mail profmarianaduro@yahoo.com.br

Porto Alegre, de de 2012
Nome completo do entrevistado RG ou CPF
Nome completo do responsavel RG ou CPF
Assinatura do responsavel Assinatura da pesquisadora

106



