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RESUMO

Virios métodos analiticos, numéricos e hibridos podem ser utilizados na solucao de
problemas de difusdo e difusdao-adveccdo. O objetivo deste trabalho é apresentar dois métodos
analiticos para obtencdo de solugdes em forma fechada da equagdo advectivo-difusiva em
coordenadas cartesianas que descreve problemas de dispersao de poluentes na 4dgua e na
atmosfera. Um deles é baseado em regras de manipulacdo de exponenciais de operadores
diferenciais, e o outro consiste na aplicacdo de simetrias de Lie admitidas por uma equagdo
diferencial parcial linear. Desenvolvem-se regras para manipulacio de exponenciais de
operadores diferenciais de segunda ordem com coeficientes constantes e para operadores
advectivo-difusivos. Nos casos em que essas regras nao podem ser aplicadas utiliza-se uma
formulacdo para a obtencdo de simetrias de Lie, admitidas por uma equacdo diferencial, via
mapeamento. Define-se um operador diferencial com a propriedade de transformar solugdes
analiticas de uma dada equacido diferencial em novas solugdes analiticas da mesma equacgao. Nas
aplicacdes referentes a dispersdo de poluentes na dgua, resolve-se a equacdo advectivo-difusiva
bidimensional com coeficientes varidveis, realizando uma mudanga de varidveis de modo a
reescrevé-la em termos do potencial velocidade e da fungdo corrente correspondentes ao
respectivo escoamento potencial, estendendo a solu¢do para dominios de contornos arbitrarios.
Na aplicagdo referente ao problema de dispersdao de poluentes na atmosfera, realiza-se uma
mudanca de varidveis de modo a obter uma equacgdo diferencial parcial com coeficientes
constantes na qual se possam aplicar as regras de manipulacdo de exponenciais de operadores
diferenciais. Os resultados numéricos obtidos sdo comparados com dados disponiveis na
literatura. Diversas vantagens da aplica¢do das formulacdes apresentadas podem ser citadas, a
saber, o aumento da velocidade de processamento, permitindo a obtencdo de solu¢do em tempo
real; a reducdo da quantidade de memoria requerida na realizagdo de operagdes necessdrias para
a obtencdo da solucdo analitica; a possibilidade de dispensar a discretizacdo do dominio em

algumas situacoes.



ABSTRACT

SOLUTION OF THE ADVECTION-DIFFUSION EQUATION USING RULES FOR
MANIPULATION OF EXPONENCIAL OF DIFFERENTIAL OPERATORS AND LIE
SYMMETRIES: APPLICATIONS IN ENVIRONMENTAL ENGINEERING

Several analytical, numerical and hybrid methods can be used to solve diffusion and
advection diffusion problems. The aim of this work is to present two analytical methods to
obtain closed form solutions of the advection diffusion equation in a Cartesian coordinate system
which describes the pollutant dispersion in water and in the atmosphere: one is based on rules for
manipulation of exponential of differential operators, and the other, consists on the application of
Lie symmetries admitted by the partial differential equation. Rules for manipulation of
exponential of second order differential operators with constant coefficients and for manipulation
of exponential of advection-diffusion operators are developed. In cases in which the rules can
not be applied, a formulation to obtain Lie symmetries admitted by a partial differential equation,
via mapping, is used. A differential operator which transforms analytical solutions of a given
differential equation in new analytical solutions of the same equation is defined. Considering
problems of pollutant dispersion in water, a change of variables is applied to the two-
dimensional advection diffusion equation with variable coefficients in order to write it in terms
of the velocity potential and of the stream function that correspond to the potential flow,
extending the solution to domains of arbitrary geometry. In order to solve the problem related to
pollutant dispersion in the atmosphere, a change of variables is performed in order to obtain a
partial differential equation with constant coefficients in which the rules for manipulation of
exponential of differential operators can be applied. Numerical results are compared with
available data in literature. Many advantages of the application of the rules for manipulation of
differential operators can be cited: the increasing of the processing speed which allows obtaining
the solution in real time, the reduction of the amount of memory required to perform the post-
processing tasks in order to obtain the analytical solution, the possibility dispensing the domain

discretization in some cases.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o interesse no estudo de dispersdo de contaminantes na
atmosfera e em meio aqudtico tem aumentado consideravelmente em conseqii€éncia dos
problemas ambientais causados tanto pelo aumento da populagdo, quanto pelo desenvolvimento
industrial e tecnolégico.

A equacdo advectivo-difusiva que descreve matematicamente esses fendmenos de

dispersao de contaminantes € dada por

oC oC dC oC 0 oC 0 oC 0 oC
()2 e e

U — v — A w—+kC=—| K, — [+ —| K, — |+—| K. —
ot ox dy 07 ox ox ) oyl "9y ) oz 07

7z

onde C € a concentracio de contaminante, ¢ ¢ o tempo decorrido desde a emissdo do
contaminante, K,, K, e K, correspondem aos coeficientes de difusdo nas respectivas varidveis
espaciais, u, v e w sdo as componentes do vetor velocidade nas direcdes x, y e z, respectivamente,
k € a constante de decaimento do poluente e Q € o termo de fonte.

Diversos métodos analiticos, numéricos e hibridos para resolver a equacdo (1.1)
podem ser encontrados na literatura (Zwillinger, 1997), mas ainda ndo sdo conhecidas solu¢des
analiticas para diversos problemas de grande interesse em engenharia ambiental. O emprego de
solucdes analiticas possui vdrias vantagens em relacdo as numéricas: a solucdo € expressa em
forma fechada e os cédigos-fonte baseados nestas solugdes sdo executados em um tempo menor
de processamento, uma vez que hd uma reducdo no nimero de operagdes a serem realizadas e,
em conseqiiéncia disso, hd uma diminuicao significativa da quantidade de memdria requerida
para a execugdo das rotinas necessdrias para a obtencao da solucao.

O objetivo deste trabalho € apresentar dois métodos analiticos para obtencdo de
solucdes para a equacdo advectivo-difusiva em coordenadas cartesianas que descreve os

fendmenos de dispersdo de contaminantes no ar € na dgua. Um dos métodos consiste na



obtencdo, via mapeamento, das simetrias de Lie admitidas pela equacdo diferencial parcial a ser
resolvida, isto é, mudancas de varidveis que ao serem aplicadas a uma equacdo diferencial
preservam sua forma, de modo que transformam solucdes analiticas em novas solugdes analiticas
da equacdo original. Essas novas solu¢des contém maior nimero de elementos arbitrarios
(funcdes ou constantes) podendo, assim, satisfazer a uma classe mais ampla de condicdes de
contorno. O outro se baseia na aplicacdo de regras para manipulacdo de exponenciais de
operadores diferenciais presentes na solucao formal da equacdo diferencial parcial. Essas regras
sdo utilizadas para transformar solu¢des formais em expressoes de facil implementagao.

Desenvolvem-se regras para a manipulacio de exponenciais dos operadores
diferenciais de segunda ordem com coeficientes constantes e para operadores advectivo-
difusivos com coeficientes varidveis, presentes na solu¢do formal da equacdo diferencial parcial
que descreve o problema de dispersdo de poluentes na atmosfera. Sophus Lie obteve a regra para
manipulagcdo de exponencial de operadores diferenciais de primeira ordem (Ibragimov, 1995). A
aplicacdo dessas regras tem se mostrado eficiente na solucdo de problemas em mecénica
quantica (Zabadal et al., 2001) e mecénica dos fluidos (Zabadal et al., 2004%), e estdo comec¢ando
a ser utilizadas para solucionar problemas em dispersdo de contaminantes no ar (Zabadal et al.,
2004") e na dgua (Zabadal et al., 2005%).

Nas situagdes onde as regras de manipulacdo de exponenciais de operadores
diferenciais ndo podem ser aplicadas, utiliza-se a formulagcdo para a obtencdo, via mapeamento,
das simetrias de Lie admitidas por estas equacodes diferenciais parciais lineares.

A utilizacdo das simetrias de Lie tem o intuito de viabilizar a obtenc¢do de solugdes
analiticas em microcomputadores, reduzindo a quantidade de memoria requerida na realizacdo
das operacdes necessdrias para a obten¢do da solugdo analitica, aumentando consideravelmente a
velocidade de processamento e permitindo, dessa forma, a determinacdo de solu¢des em tempo
real. Em muitas situacdes, o emprego de simetrias de Lie dispensa a discretizacdo do dominio.

Com o objetivo de mostrar a eficiéncia das formulagdes propostas, apresentam-se
simulacoes de dispersdo de poluentes na d4gua e na atmosfera. Na aplicacdo em polui¢do aqudtica
sdo simulados separadamente dois tipos de problemas: a propagacdo de poluentes provenientes
de descargas de esgoto doméstico e a dispersdo de contaminantes devido a ocorréncia de
acidentes com cargas toxicas causados por embarcacdes. No problema relativo a emissdo de
cargas de esgoto, o principal objetivo consiste na avaliagdo da qualidade da dgua através da
andlise da concentracdo de coliformes fecais como indicativo do comprometimento ambiental da
agua por descargas de esgoto doméstico. Esta andlise possibilita a obtencdao de dados para que as

autoridades competentes possam planejar as localizagdes de estacdes de tratamento de esgoto e



divulgar os locais impréprios para banho e lazer a populagdo. J4 no caso de acidentes com cargas
téxicas, o principal objetivo € avaliar o impacto ambiental causado pelo derramamento de uma
substancia toxica em um corpo hidrico, avaliando, em tempo real, as dreas afetadas e o tempo de
residéncia correspondente, acompanhando a trajetéria do despejo e estimando sua extensdo junto
a pontos de interesse. Dessa forma, é possivel determinar a gravidade do problema, permitindo
que as autoridades competentes sejam alertadas e tomem medidas preventivas, como, por
exemplo, fechar as estacdoes de abastecimento de 4dgua atingidas, evitando que a populacdo
receba esta 4gua contaminada. Em poluicdo atmosférica, considera-se a camada limite estdvel e
simula-se a dispersdo vertical de contaminantes emitidos por uma chaminé, correspondente a
uma fonte puntual. Esta aplicacdo € importante para a anélise da qualidade do ar.

A fim de se obter solu¢des em polui¢do aqudtica, realiza-se uma mudanga de
varidveis na equacdo advectivo-difusiva bidimensional, reescrevendo-a em termos de funcgdes
arbitrarias do potencial velocidade e da funcdo corrente correspondentes ao respectivo
escoamento potencial. Essa mudanga de varidveis tem como objetivo mapear a equacio original
em uma outra equacdo diferencial parcial com coeficientes constantes, além de estender a
aplicacdo do método a dominios de geometrias irregulares. Em polui¢do atmosférica, resolve-se
a equacdo advectivo-difusiva considerando apenas difusdo vertical e utilizando o coeficiente de
dispersdo obtido por Degrazia et al. (1992). No processo de solucdo desse problema sdo
desenvolvidas as regras de manipulacdo para exponenciais de operadores difusivos com
coeficientes varidveis, que podem ser utilizadas em dominios cujos contornos siao suaves.

Este trabalho encontra-se estruturado em sete capitulos. No capitulo 2, mostram-se as
regras de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais. No capitulo 3, apresenta-se a
formulagdo para obtencdo, via mapeamento, de simetrias de Lie admitidas por equagdes
diferenciais parciais lineares. No capitulo 4, descreve-se o processo de obtencao das solucoes da
equacao advectivo-difusiva com coeficientes varidveis relativo a dispersdao de contaminantes na
agua, considerando-se separadamente os problemas de dispersd@o de contaminantes provenientes
da emissdo de cargas de esgoto e de acidentes com cargas toxicas causados por embarcacdes. No
capitulo 5, mostra-se a solu¢do da equacdo advectivo-difusiva aplicada a dispersao de
contaminantes na atmosfera. No capitulo 6, apresentam-se os resultados numéricos obtidos para
as simulacdes realizadas. Finalmente, no capitulo 7, sumarizam-se as conclusdes decorrentes das

formulacdes propostas e sugerem-se trabalhos futuros.



1.1 Revisao Bibliografica

Diversos métodos numéricos podem ser utilizados para resolver a equacgdo
advectivo-difusiva, entre eles podem ser citados, o método das diferencas finitas e o método dos
elementos finitos. O primeiro aproxima as derivadas parciais das equacOes diferenciais por
quocientes de diferencas de valores das varidveis incognitas escolhidos em pontos discretos do
dominio de célculo. Dependendo da forma como sdo obtidas as equagdes de diferencas, o
esquema numérico pode ser explicito ou implicito. No esquema explicito, as varidveis incognitas
tém seus valores definidos, em cada ponto do espaco, em funcdo dos valores conhecidos dos
intervalos de tempos anteriores. Quando isto ndo acontece, o esquema ¢ implicito e resultam
sistemas de equagOes algébricas onde as varidveis incognitas sdo resolvidas simultaneamente a
cada intervalo de tempo, geralmente em uma linha de espaco com condi¢des de contorno
definidas. Os simuladores que utilizam formulagcdes em diferencas finitas em problemas cujo
dominio possui geometria simples possuem boa velocidade de processamento e requerem
quantidade de memdria aceitavel para os modelos de computadores atuais. J4 em dominios com
geometria de maior complexidade, a geracao de malhas retangulares exige a discretizacdo em um
ndmero elevado de elementos, sendo assim, se faz necessario o uso de malhas com densidade
varidvel (Carnaham, 1972; Ortega et al., 1981; Bohm, 1981; Reali et al., 1984; Silveira, 1986;
Greenspan et al., 1988; Casalas, 1996; Yang et al., 1998, Garcia, 1997) ou o emprego de
coordenadas curvilineas que se adaptem a geometria dos contornos (Churchill, 1975; Spiegel,
1977; Hauser et al., 1986). Rajar et al., em 1997, desenvolveram e aplicaram modelos bi e
tridimensionais hidrodindmicos, de transporte e dispersdo baseados no esquema de diferencas

finitas com a combinac¢do de diferencas central e ascendente.

O método dos elementos finitos € versatil na representacdo de geometrias complexas,
uma vez que possui geradores automdticos de malhas triangulares e hexagonais, permite a
varia¢do no tamanho dos elementos que compdem a malha e as condi¢des de contorno podem ser
facilmente implementadas (Dhaubabel et al., 1987; Silvestrini, 1989; Schettini, 1991). Mpimpas
et al., em 2001, utilizaram o algoritmo bidimensional de elementos finitos associado a l6gica
fuzzy para obtencdo de solucdo para a equacdo advectivo-difusiva que descreve as varidveis de
qualidade da dgua. Em 2005, Silveira et al. apresentaram um modelo de dispersdo de poluentes
na atmosfera para regides de relevo complexo, com base em um campo de ventos, utilizando o
método de volumes finitos na solucdo das equagdes de conservacdo de massa de espécie

quimica.



Também podem ser citados métodos hibridos utilizados para resolver problemas de
advectivo-difusivos. Em 1991, Zabadal utilizou um método variacional (Reddy, 1986) que
consistia na combina¢do da formulacdo variacional Petrov-Galerkin e um esquema de
discretizagdo virtual, no qual eram consideradas apenas a drea e as coordenadas do centro dos
elementos para efetuar numericamente a integracdo dos operadores diferenciais através do
dominio. Esta formulagcdo foi utilizada na simulacdo de propagacdo de coliformes fecais e
oxigénio, produzindo bons resultados e apresentando velocidade de processamento aceitavel.
Porém, a escolha de fun¢des de base depende essencialmente da natureza dos cendrios a serem
simulados e até o presente momento ndo foi elaborado um processo sistematico de selecdo ou de

constru¢do de bases.

Em 1999, Lersch et al. desenvolveram uma formulacdo baseada na aplicagdo da
transformada de Fourier para a obtengdo de solu¢des aproximadas em forma fechada para a
equagdo advectivo-difusiva em duas dimensdes. Em 2000, Zabadal propds uma extensdao do
método de supressdo de componentes, desenvolvido com a finalidade de obter uma solucdo em
forma fechada para problemas de poluicdo aqudtica. Esta formulacdo baseia-se no ajuste de
fungdes presentes na solugdo formal por polindmios e gera bons resultados, mas apresenta o
inconveniente de exigir uma quantidade elevada de operacdes simbdlicas envolvendo as fungdes

de base para a construcao da solucao final.

Zabadal et al. (2004") simularam o escoamento viscoso bidimensional em torno de
corpos de geometrias arbitrarias. Resolveram a equagcdo de Helmholtz, utilizando as regras de
manipulacdo dos operadores diferenciais para obter uma solu¢do em forma fechada para
vorticidade. Também em 2004, Zabadal et al. (2004°) resolveram um problema de dispersao de
contaminantes no ar, considerando apenas a difusdo vertical com o intuito de verificar a
eficiéncia da aplicacdo das regras de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais
neste tipo de problema. Ainda no mesmo ano, Zabadal et al. (2004°) propuseram um método
hibrido de obten¢ao de solugdo para problemas difusivos bidimensionais em regime estacionério
em polui¢cdo aqudtica para corpos hidricos de contornos arbitrarios. Este método utiliza varidveis
complexas a fim de mapear a equacdo de Poisson no plano e uma transformacgdo conforme ¢é
aplicada para converter o dominio em uma regido retangular. Neste mesmo ano, Zabadal et al.
(2004% apresentaram as regras de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais de
segunda ordem e para operadores advectivo-difusivos. Dattoli et al., em 1998, apresentaram
identidades operatérias de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais que foram

aplicadas na solucdo de problemas em mecanica cldssica e mecanica quantica.



Em 2005, Zabadal et al. (2005") propuseram um método baseado na aplicacdo das
regras de manipulacido de exponenciais de operadores diferenciais para obtencao de solugdo para
um problema em dispersdo de poluentes em um corpo hidrico que se comporta como uma lamina
d’agua. O problema supunha que o poluente ndo atingiria as margens em nenhuma regidao de sua
trajetéria e considerava que o campo de velocidades era localmente constante e previamente
conhecido, o que acarretava a aplicacdo de um processo iterativo no qual cada solug¢do obtida era
utilizada como condi¢do de passagem por pontos para a regido seguinte. Também em 2005,
Zabadal et al. (2005") propuseram um método baseado em um esquema iterativo para obtengao
de uma seqiiéncia solugdes analiticas para a equacao advectivo-difusiva aplicada a problemas de

dispersdo de poluentes na dgua.

Na década de 90, a transformada de Laplace foi bastante utilizada para obter
solucdes analiticas para a equacio que descreve a dispersdo de poluentes. Em 1995, Moura et al.
obtiveram uma solucdo analitica para a equacgdo difusiva considerando apenas dispersdo vertical
turbulenta em uma camada limite estdvel utilizando o coeficiente de dispersdo proposto por
Degrazia et al. (1992). Pires (1996) resolveu o mesmo problema para uma camada limite
convectiva. Também em 1996, Moreira, utilizou o mesmo método para propor uma solucao para
o problema de dispersd@o bidimensional estaciondrio em uma camada limite convectiva. Em
2000, Moreira apresentou um modelo analitico para obten¢do de solu¢do da equagdo advectivo-
difusiva baseado na discretizacdo da camada limite. Em cada camada, a equagdo é resolvida
através da transformada de Laplace considerando valores médios para o coeficiente de dispersao
vertical e para a velocidade do vento. Em 2005, Moreira et al., obteve uma solucio analitica para
a equacdo advectivo-difusiva considerando fechamento nao-local da turbuléncia na camada

limite convectiva usando a transformada de Laplace.

Hé4 também os sistemas baseados em transformacdes integrais que produzem
solucdes aproximadas em forma fechada utilizando sistemas de computacdo simbolica. Dentre
eles, o método das transformadas integrais generalizadas constitui um algoritmo eficiente na
avaliacdo de solugdes analiticas para problemas lineares ou passiveis de linearizacdo. O processo
de aplicacdo da GITT (General Integral Transform Technique) consiste na solu¢cdo do problema
de Sturm-Liouville associado; na expansdo da fun¢do incégnita em uma série em termos das
autofuncgdes obtidas; na substituicdo dessa série na equagdo advectivo-difusiva; na utilizagdo da
propriedade de ortogonalidade das autofungdes, o que determina um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias, chamadas de equagdes transformadas; a resolu¢do desse sistema fornece

solucdes exatas do problema. Em 1999, Moura obteve solugbes analiticas para a equagdo



estaciondria bidimensional e tridimensional através do uso da transformada integral generalizada
para situacGes em que o contaminante estd sujeito a turbuléncia homogénea e as velocidades do
vento médio sdo uniformes. Em 2004, Buske obteve uma solu¢do para um problema
bidimensional advectivo-difusivo estaciondrio, considerando o coeficiente de dispersao varidvel,
usando a transformada integral generalizada, na qual o sistema de equagdes transformadas é
resolvido pela transformada de Laplace com inversdo analitica. Em 2005, Costa et al. obtiveram
uma solugdo analitica para a equacdo advectivo-difusiva bidimensional pelo método ADMM
(Advection Diffusion Multilayer Method) que torna possivel reproduzir o campo de concentragao
superficial de poluentes liberados por uma fonte continua na camada limite estdvel. Também em
2005, Buske et al. apresentaram uma solu¢@o analitica para a concentracdo de contaminante na
atmosfera resolvendo analiticamente a equacdo advectivo-difusiva bidimensional estaciondria

pelo método GILTT.



2 REGRAS OPERACIONAIS PARA MANIPULACAO DE EXPONENCIAIS DE
OPERADORES DIFERENCIAIS

A teoria de Lie teve suas origens no final do século XIX quando Marius Sophus Lie
descobriu que os métodos utilizados para resolver as equagOes diferenciais a varidveis
separdveis, homogéneas e exatas eram casos especiais de um processo de integracdo geral
baseado na invariancia da equacdo diferencial ordindria sobre grupos continuos de simetria
(Boyer, 2001). Estes grupos, conhecidos como grupos de Lie, tiveram impacto em vdrias dreas
da matematica, fisica e engenharia (Ibragimov, 1995). Suas aplica¢Oes incluem diversos campos
como andlise numérica (Ibragimov, 1995), mecanica quantica (Zabadal et al., 2001) e mecanica
dos fluidos (Ibragimov, 1995; Zabadal et al., 2004%).

Neste capitulo, mostram-se as regras para manipulacdo de exponenciais de
operadores diferenciais que foram aplicadas na solu¢do da equagdo advectivo-difusiva. A
aplicacdo dessas regras tem como principal objetivo tornar solugdes formais das equagdes

diferenciais, expressoes de facil implementacao.

2.1 Regra para a Manipulacio de Exponencial de um Operador Diferencial de Primeira

Ordem com Coeficientes Constantes
Nesta se¢do € apresentada a regra de manipulagdo para a exponencial de um operador

diferencial de primeira ordem com coeficientes constantes.

Considera-se uma equacgao diferencial de primeira ordem do tipo

dF
- - AF @.1)

cuja solugdo formal € dada por



j Ads

F(t)=e* F (2.2)

0°

onde F, denota o valor da funcdo para t =0 (Zill, 2001).

) N 0
Se A for um operador diferencial, isto é, por exemplo, se A = —ua—, tem-se
X

oOF __ OF
o o’ 2.3)

entdo, a partir da soluc¢ao formal dada por (2.2), obtém-se

1
—|u—ds

Flx)=|e ™ |F(x).

(2.4)

Se u for considerado constante, a equagdo (2.4) pode ser reescrita como
u®
F(x,t)= {e a }FO (x). 2.5)

ut
dx

Aplica-se o operador e sobre a fungdo F, (x) utilizando a série de Taylor para a

funcao exponencial

2 3 k

S PRI A
e = X ol 3 I ceesy (2.6)
e obtém-se
_mi 2 3 w k k
e =I—uti+l(utij —l(utij +...=z( 1) (utij . 2.7
ox 21\ ox 3 ox = k! ox

Ou seja,



RSl AR
F(x,t)—; T uta Fo(x)
Isto é,
3 oF, (x)| (ut)* O°F, (x)| (ut)’ O°F, (x)|
F(x,t)—FO(x)—ut . X+ 3 o X— 37 3 x+...,
ou ainda,
_ (=) kakFo(x)|
F(x,t)—; o (ur) x|
Sabe-se que

oF, |
ox

Ax)’ 9°F,| +(Ax)3 O°F,| N +(Ax)" 0F,

( 9L
T S TR

X

Fo(x+Ax)= Fo(x)+Ax

X

e se Ax =—ut em (2.13), a comparacao de (2.11) e (2.13) levaa

F(x,t): Fo(x—ut).

10

(2.8)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Assim, obtém-se a regra para a exponencial de um operador diferencial de primeira

ordem com coeficientes constantes

d

{ecax}F(x) =F(x+c). 2.15)

2.2 Regra para a Manipulacao de Exponencial de um Operador Diferencial de Segunda

Ordem com Coeficientes Constantes

Nesta secdo, apresenta-se a regra para a manipulacdo da exponencial de operador
diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes (Zabadald et al, 2004).

Considera-se uma equagdo diferencial de segunda ordem do tipo

oF _, 9’F
o Fa @.16)
cuja solugdo formal € dada por
52

(2.17)

Nesse caso, na pratica, nio é possivel utilizar a série de Taylor para calcular F(x,t) e

obter uma propriedade andloga a deduzida para o operador diferencial de primeira ordem.
Para o desenvolvimento da regra para o operador diferencial de segunda ordem,

considera-se o seguinte problema difusivo em meio infinito

2
%—sz?)—f,—oo<x<+oo,t>0
t X

2.18
F(x0)= f, (x). 19

Aplica-se a transformada de Fourier em (2.18) na varidvel x e obtém-se um novo

problema (Kreyzig, 1993)
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(1) _ 4 Flan)
T (2.19)
F(@,0)= f (),

onde F (a),t) corresponde a transformada de Fourier da fung¢do F (x,t), ou seja,

_ 2
F(w,t)=3{F(x,t)}; as transformadas de Fourier de %F (x,1) e fo (x) sdo dadas por
X

0’ —
3{—2 F(x,t)} =—-wF(w,t) (2.20)

ox

3{f, (= 7 (@), (2.21)

respectivamente.

Resolvendo o problema (2.19), tem-se
Flo.) =" 7(o). 2)

A transformada inversa de Fourier leva a

1 T 2 —
Flxt :—J'e'““e—"“” w)dw . 223
(x,7) ) f(@) (2.23)
Como
gl oL (2.24)

N2kt

pode-se utilizar o teorema da convolucdo e escrever
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11 s
Flx,t)=—|—=¢ * = f (x)], 2.25)
()= | e il (
onde o simbolo * representa o operador de convolucao.
Entdo, chega-se a
o (x-u)
F(x,t)= e # fy(u)du, (2.26)

47kt =,
que € a solucdo para o problema descrito por (2.18).
Finalmente, escreve-se a regra para a exponencial de um operador diferencial de

segunda ordem com coeficientes constantes

tki 1 ( 4kt
fO A7t je fO (227)

2.3 Regra para Manipulacao de Exponenciais de Operadores Diferenciais com Coeficientes

Variaveis

As regras apresentadas anteriormente ndo podem ser aplicadas nos casos onde os
coeficientes dos operadores diferenciais presentes na exponencial sdo varidveis. Em virtude
disso, utiliza-se um mapeamento na equacdo original a fim de obter uma nova equagdo
diferencial com coeficientes constantes que permite a aplicacdo das regras apresentadas. A
solucdo assim obtida € também solucdo da equagdo original.

Com o intuito de obter uma regra para o caso de operadores diferenciais com

coeficientes varidveis, considera-se o problema

of (x,1) af(xt) of (x, )
5 AW s B (2.28)

sujeito a condicao inicial
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£(x0)=0(x). (2.29)

A fim de que as regras obtidas para coeficientes constantes possam ser aplicadas,
realiza-se uma mudanca de varidveis sobre a equacao (2.28) com o objetivo de obter uma nova
equacdo diferencial parcial onde coeficientes dos operadores diferenciais sdo constantes, isto €,

€SCreve-se

of (n,g.1) _of(hg.t) 0" f(hsg.t)

or og n (2.30)
cuja solugdo formal é
2 92
&
flhg)=|e'" "/ 1f(hg0), 2.31)

onde as varidveis h e g, obtidas através da regra da cadeia, sdo representadas por

h= ;dx

VA(X) (2.32)

¢=] 2B()- A (2.33)

A obtencdo da equagdo (2.30) em termos de g e & é mostrada na préxima subsecao.

Aplicando a regra de manipulacdo para a exponencial de um operador diferencial de

segunda ordem, dada pela equagdo (2.27), na variavel h de (2.31), tem-se

2

a
flhg.)=|e’ J_ je “ F(hn-p.5.0)0 . 2.34)
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A condicdo inicial dada pela equagdo (2.29) pode ser escrita em termos de 4, ou

seja,
fo(h) = £, (x(n)) = O(x(n)), (2.35)

onde x(h) corresponde a inversa de /(x).

Assim, a equacdo (2.34) pode ser reescrita como

flhg1)= {et%}{ﬁTe_iQ(x(h_M) d4' (2.36)

—oo

Uma vez que h pode ser escrito indiretamente em termos de g, obtém-se

flng, t) = { :l{ﬁ Te_i’Q(x(h(x(g))— ¢)) d¢} . (2.37)

Aplicando a regra para a manipulacdo da exponencial do operador diferencial de

primeira ordem dada pela equacdo (2.15) na varidvel g, obtém-se

f(hg,1)= [\/_ Ie ‘“Q (x(g +1)-9)) d¢]- (2.38)

Como g pode ser reescrito em fun¢do de x, a solu¢do da equacdo (2.28) pode ser

expressa em termos das varidveis x e ¢, isto é,

flx.t [\/— Ie 4’Q x(glx)+1))-9)) d¢} (2.39)

Portanto, escreve-se a regra de manipulacdo para a exponencial de um operador

advectivo-difusivo como
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2
t[A()c)aEiC2+B(x)(,)a
=|e

)= 2 1(:0)=| = je s ) ag| .

Apesar do processo de obtengdo da solucdo dada por (2.40) para o problema descrito
pelas equacdes (2.28) e (2.29) parecer oneroso, ele é deduzido apenas uma vez. E importante
salientar que a regra estd sendo apresentada em forma genérica, sem a especificacdo dos
parametros envolvidos na aplicacdo. Quando aplicada a exemplos praticos, o processo de

obtencdo da solucdo se torna direto.

2.3.1 Obtencao das Variaveis /1 e g

Nesta subsecdo, mostra-se o processo de obtencdo da equacdo diferencial parcial
com coeficientes constantes representada pela equacao (2.30) e das funcdes & e g representadas

pelas equacdes (2.32) e (2.33), respectivamente.

Primeiramente, escreve-se

9’ 9 9> 0
A(X)ax—2+B(X)£:W+¥, (2.41)

utilizando a regra da cadeia, tem-se

o__1 9o
oh (dhj ox (2.42)
dx
€
9__1 90
dg (dg j ox (2.43)
dx

Derivando a equacdo (2.42) em relagdo a &, obtém-se
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i(ij_i L 9 (244)
oh\dh) on (dhjax ’
dx
isto €,
) _ 1 29, 1 o
oh’ [dhf ax’ ox [dhjz ax? (2.45)
dx dx

Substituindo as equagdes (2.43) e (2.45) na equagdo (2.41), chega-se a

2 2 2
A(x)a—2+3(x)i: I o J L 1 dhld (2.46)
0x ox

[dhjz x> (dgj (dhf ax? | ox
dx dx dx

onde os coeficientes dos operadores diferenciais de primeira e segunda ordem podem ser

igualados em ambos membros da equagdo (2.46) de modo que

1
A(x)z 5
(dhj (2.47)
dx
€
1 1 9%
B(x)= - :
) [dgj dhY’ ox’ (2.48)
dx (dxj

Assim, pode-se escrever que
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h(x) = j A—l(x)dx. (2.49)
Como
dh 1
dx  JA(x) (2.50)
e
d’h 1 dA(x)

a2 AP & 2.51)

entdo, a partir da equagao (2.48) chega-se a

2
glx)= Ide- (2.52)

No préximo capitulo, apresenta-se uma formulagdo para obtengdo de simetrias de Lie
admitidas por uma equacgdo diferencial parcial para os casos onde as regras de manipulacdo de

exponenciais de operadores diferenciais ndo podem ser aplicadas.



19

3 OBTENCAO DE SIMETRIAS DE LIE VIA MAPEAMENTO

Na literatura os métodos mais comuns para obtencdo de simetrias de Lie sdo a
substituicdo direta (Bluman, 1989), baseada na regra da cadeia, e os grupos de Lie (Olver, 1993;
Ibragimov, 1995).

Em certos tipos de equacdes, as regras de manipulacio de exponenciais de
operadores diferenciais ndo podem ser aplicadas, entdo se utiliza uma formulagdo para a
obtencdo das simetrias de Lie admitidas por estas equacdes diferenciais parciais lineares (Beck,
2005). Esta formulacdo € baseada no mapeamento entre equacdes diferenciais, que dispensa o
uso de grupos de Lie, e pode ser aplicada a equacdes diferenciais parciais lineares de ordem

arbitraria.

3.1 Construcao do Operador Diferencial Responsavel pelo Mapeamento

O problema de contorno descrito pela equacao

of °f 9°f
Dl ——+—— | =
ox (axz ’ ayzj 0 @D

para —oo < x <400, () < y < +oo, com condi¢des

f(xo’y):fo(y) (3.2)
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s
|,

=0, (3.3)

ndo pode ser resolvido através da aplicagdo das regras apresentadas no capitulo 2, pois a varidvel
independente x aparece no termo advectivo e no difusivo.

Com o intuito de obter uma solugdo analitica para o problema descrito pelas
equacgdes (3.1), (3.2) e (3.3) utiliza-se uma formulacdo para a obtencdo de simetrias de Lie

admitidas pela equacdo (3.1), via mapeamento. Para tanto, define-se o operador diferencial linear

0 0
B=p1(x,y)$+pz(x,y)$+p3(x,y)1, (3.4)

onde I ¢é operador identidade e p,(x,y), p,(x,y) e ps(x,y) sdo coeficientes a serem

determinados. O operador B possui a propriedade de transformar solu¢des analiticas de uma
equacao diferencial parcial linear em novas solugdes analiticas da mesma equagdo. A vantagem
do emprego do operador B é que cada nova solucdo possui um nimero maior de elementos
arbitrarios, podendo satisfazer a um conjunto mais amplo de condi¢des de contorno.

Dessa forma, sendo f, uma solucdo analitica de (3.1), cujo operador diferencial pode

ser definido como

d 0> 9’
A=—-D| —+—|,
ox (8x2 aﬁ] (3-5)
entdo, aplicacdo do operador diferencial A sobre f, resulta zero, isto €,
Af, =0. (3.6)

Como o operador B gera novas solucdes analiticas da equacdo diferencial, pode-se

escrever que
Bfi=g¢, (3.7)

onde g € uma nova solucao de (3.1) e conseqiientemente,
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Ag =0 (3.8)
e assim
ABf, =0. 3.9

A solugdo do sistema formado por (3.6) e (3.9) define explicitamente os coeficientes

)2 (x, y), D, (x, y) e ps (x, y) do operador B . Calculando ABf =0, obtém-se

o) EIO) X ) Eaiee)
S Y] ) KT

2( ‘ pi(x, y)j ai;x flx, y)J + p,(x, y)[ayaa; fx, y)j +

flx,
)|+

2

( > P36 ) | £ () + 2(%1)3(%y)j[if(x,y)}m(x,y)(i—z

" £, y)j +

( (if(x,y) +2(%p1(x,y)J( : f(x,y)j+ (3.10)

J
e y{a g y)j{ay—lpz(x,y)]%f(x,y)}
8

(a 7 palx, yj %p3(x,y)j(%f(x,y)J+ p3(x,y)(;y—22f(x,y)J—

pl (x,y) 9 y) |- pi(xy a—zzf(x y) |- ) —p,(x.y) if(x,y) -
x ox ox dy

. {ayaxf( y)] 2 a2 o)) <0

Agrupando os coeficientes de f(x,y) e de suas derivadas, obtém-se
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st—z P, (x, y)] + Gy—z P, (x, y)] + 2(% ps(x, y)j - (% P, (x, y)ﬂ(%j
+ 2{(8% (. y)j - (% P, (x, y)ﬂ@i{ j + 2(% i y)+ %pz(x, y)j( gjaj; j +

—(aax—zz pi(x, y)j + (;y—zz pi(x, y)J + 2(8% ps(x, y)j + 2(% P, (x, y)j - (% pi(x, y)ﬂ(%j

(3.11)

i103(%,y)+ipa(x,y)+ipa(x,y) f=0.
| Ox ox’ dy’

Uma forma possivel de satisfazer esta equagdo, consiste em impor que cada

coeficiente de f(x) e de suas derivadas seja nulo. Obtém-se, entdo, o sistema

(i_zpz(x,y)j{ai’y—zpz(x,y)}2(%p3(x,y)}(a%pz(x,y)]=0 (3.12)

(a% . y)j_(% ., y)j -0 (3.13)

(i—z pi(x, y)j + (:y—z pi(x, y)] + 2(8% py(x, y)j + 2(% Py (x, y)j - (% pi(x, y)j =0 (3.14)

0 0

a—ypl(x,)’)"‘apz(x,)’)zo (3.15)
0 9’ 9’
apa(x,y)+&c—2p3(x,y)+ay—zp3(x,y)=0. (3.16)

Pelas equagdes (3.13) e (3.15), pode-se afirmar que as fungdes p, (x,y) e pz(x, y)
satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann, entdo V’p, =V’p, =0. Em conseqiiéncia disso,

as equagdes (3.12) e (3.14) levam a V*p, =0. Da equagio (3.16), deduz-se que

0
ap3(x,y)=0 (3.17)
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e se pode escrever que
ps(xy)=p,(»). (3.18)

Dessa forma, o operador B pode ser reescrito como

0 0
B= pl(x,y)ng(x,y)ng(y)l- (3.19)

Utilizando (3.19), recalcula-se ABf =0, reagrupam-se os coeficientes de f(x,y) e

de suas derivadas e através de sua andlise chega-se a

82

PR (x.y)=0, (3.20)

0 que permite concluir que p, (x,y) é uma funcio linear em 1y, isto &,
P3()’):771'y+772- (3.21)

Substitui-se a equagdo (3.21) em (3.19), reescrevendo-se o operador B da forma

0 0
B= pl(x,y)§+pz(x,y)$+(m y+m), (3.22)

recalcula-se ABf =0, reagrupam-se os coeficientes de f(x,y) e de suas derivadas e através de

sua andlise chega-se a

d
EMLE (x, y)=27,. (3.23)

Como conseqiiéncia de (3.23), tem-se

p,(x)=2m, - x+1;. (3.24)
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Substitui-se a equagdo (3.24) em (3.22) e o operador B fica reescrito como

0 0
B=P1(XJ)§+(2771'x+773)$+(771'Y+772)1, (3.25)

recalcula-se ABf =0, reagrupam-se os coeficientes de f(x,y) e de suas derivadas e obtém-se

P
EEPALyy:O (3.26)
c
an, +22 (x,y)=0
TSy Py =R 3.27)
Assim,
p(y)==2m-y+n,. (3.28)

Substitui-se a equagdo (3.28) em (3.25) e o operador B aplicado a funcdo f(x,y)

corresponde a

of (x,) of (x.y)

Bf=(774—2771‘Y) E +(773+2771'x) Jy +(772+771'y)f(x’y)‘ (3.29)

Uma vez que o operador B transforma solucdes analiticas da equagdo (3.1) em

novas solugdes analiticas, pode-se efetuar um processo iterativo definido como

fio = Bfy, (3.30)

através do qual obtém-se uma seqii€ncia de solugdes analiticas, onde cada nova solucdo contém
um ndmero maior de constantes arbitrdrias. Esse processo iterativo pode ser evitado resolvendo-

se a equacao diferencial

Bf (3.31)

Il
~



25

que produz a solucdo invariante em relagdo a aplicacdo do operador B sendo, portanto, a
solucdo mais geral passivel de obtencdo através do método proposto. A solucdo da equagdo
(3.31) contém uma funcao arbitraria ao invés de constantes arbitrarias, o que facilita a aplicagao

das condicdes de contorno.

A solugdo da equagdo (3.31) é

f(x,y):Fl(—ﬂ2x2—7]3-x+7]4-y—7]2-yz)-

(27]2)6 +17; )\/ 7722

n, \/(_ n,+2n,- y)2 (3.32)

4, |

2x 7722 + (27]l +774)arctan

exp

onde F1 denota uma funcao arbitréria.
Na solucdo dada por (3.32), aplicam-se condi¢des de contorno de modo a escrever a
solucdo para o problema descrito pelas equagdes (3.1), (3.2) e (3.3). A condicdo (3.3) € aplicada

através do conceito de reflexdo no contorno (Crank, 1975)

f(x,y):Fl(—ﬂzxz =X+, y—1], .yz)_

(2772x+773)\l 7722
772\/(_774 +21, ‘y)z
4yln,’

2x 7722 + (2771 +774)arctan

exp|

3.33
+F1(—772x2—773-x—774-y—772-y2)- ( )

(2n,x+m, W0,
772\/(_774 =27, - )’)2

2x 7722 + (2771 +774)arctan

exp|

A condig¢do (3.2) permite que se determine a func¢do arbitrdria F1.
Neste trabalho, utiliza-se essa formulagdo para obtencdo de simetrias de Lie para
resolver a equacdo advectivo-difusiva que descreve o problema de dispersdo de contaminantes

na 4gua, aplicado ao derramamento de substancias téxicas por um navio em um corpo hidrico.
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No proximo capitulo, resolve-se a equacdo advectivo-difusiva que descreve
matematicamente os problemas de dispersio de contaminantes na dgua, considerando-se um
corpo hidrico que se comporta como uma lamina d’agua. A fim de obter a solucdo, faz-se uma
mudanca de varidveis na equagdo advectivo-difusiva em coordenadas cartesianas e, no novo
sistema de coordenadas, resolvem-se os problemas de dispersdo de poluentes provenientes de
redes de esgoto e do derramamento de substincias toxicas provocados por um navio. No
primeiro caso, aplicam-se as regras de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais
com coeficientes constantes apresentadas no capitulo 2; no segundo caso, aplica-se a formulagao

apresentada neste capitulo.
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4  SOLUCAO DA EQUACAO ADVECTIVO-DIFUSIVA APLICADA A DISPERSAO
DE CONTAMINANTES NA AGUA

A equagdo advectivo-difusiva que descreve matematicamente o problema de
dispersdo de contaminantes na dgua ndo pode ser resolvida através da aplicacdo direta das regras
apresentadas no capitulo 2, uma vez que hd necessidade de se considerar a geometria das
margens envolvidas no problema e que as componentes do vetor velocidade ndo sdo constantes.
Com isso, o processo de obtencdo da solucdo consiste na realizacdo de uma mudanga de
varidveis na equacdo advectivo-difusiva, reescrevendo-a em termos de fungdes arbitrdrias da
funcdo corrente (W) e do potencial velocidade (®) correspondentes ao respectivo escoamento
potencial. Esta mudanca de varidveis permite a obtencdo da solu¢do do problema de dispersao
de cargas provenientes de redes de esgoto através das regras de manipulacdo de exponenciais de
operadores diferenciais mostradas no capitulo 2 e a utilizagdo da formulagdo mostrada no
capitulo 3 para determinar a solu¢do para o problema de dispersao de poluentes provenientes de

um acidente com cargas toxicas ocasionado por uma embarcagao.

4.1 Descricao Matematica do Problema

O fendmeno de dispersdo de contaminantes em um corpo hidrico que se comporta

como uma lamina d’adgua pode ser descrito matematicamente pela equacdo advectivo-difusiva

bidimensional em regime transiente

oC aC oC (azc 0%C
+ =D

9 _ _kC+0(x, ),
o “ox oy 8x2+ay2j +0lxy) (4.1)
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onde C ¢é a concentracdo de contaminante, D ¢é o coeficiente de difusdo, u e v sdo as
componentes da velocidade de escoamento nas direcdes x e y, respectivamente, k € a constante
de decaimento do poluente, ¢ é o tempo decorrido desde o despejo da carga e Q(x,y) € o termo
de fonte correspondente as emissdes de cargas ao longo do corpo hidrico. Neste trabalho, o

termo de fonte serd substituido por condi¢des de passagem por pontos, logo a equacao (4.1) pode

Ser reescrita como

oC dC dC 0°C 9°C
— = D( —j —kC. (4.2)

tU—+V— —+
ot ox dy ox® 9y’

Aplicando o método de separacdo de varidveis e assumindo que o campo de
velocidades € estaciondrio e que a cinética de degradacdo do poluente constitui um evento

independente da difusdo e da adveccao ao longo do corpo hidrico, pode-se escrever
C(x, v, t) = T(t) . c(x, y). (4.3)

Substituindo a equacgdo (4.3) em (4.2) e dividindo ambos os membros da equacio

resultante por 7(¢)-c(x, y), obtém-se

2 2
lﬁ+k=—u%—vi+D a—§+a—f =4, (4.4)
T dt ox  dy ox~ dy
onde A corresponde a constante de separagao.
Pode-se escrever o sistema
ldz
~g k= 4.5)
2 2
—ui—vi+D a—§+a—§ =A1. (4.6)
ox 9y ox~ dy

Resolvendo a equagdo (4.5), tem-se
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o(t) = 7,e " 4.7

Como o expoente k — A da equagdo (4.7) corresponde ao valor da prépria constante
de decaimento do poluente, entdo o valor da constante de separacdo A deve ser nulo, de modo

que se obtém o sistema

—+k7=0

a (4.8)
dc dc d’¢c 9d%¢
ua—x'i‘Va—y—D[ax—z'i‘ay—z\J:O. (49)

A solugdo para 7(r) é dada por (4.7), considerando 1 =0:
()=, . (4.10)

A solucdo formal de (4.9) pode ser obtida isolando-se o termo advectivo na varidvel

x e ¢ dada por

Dd* D* vo

C(.x,y): euaXZ uayZ udy CO(X,y). (411)

As regras de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais apresentadas
no capitulo dois ndo podem ser aplicadas diretamente a equacao (4.11), pois os coeficientes dos
operadores diferenciais ndo sdo constantes. Se o campo de velocidades fosse considerado
localmente constante, entdo as regras do capitulo dois poderiam ser aplicadas diretamente a
equagdo (4.2), e a solucdo assim obtida seria vdlida apenas para uma pequena regido nas
proximidades da trajetdria percorrida pelo centro do despejo. Nesse caso, essa solucdo deveria
ser empregada como nova condi¢do de passagem por pontos para o problema, a partir do qual
um processo iterativo seria realizado e produziria sucessivas distribui¢cdes de concentracdo do
contaminante (Zabadal et al., 2005%).

A fim de obter uma solugdo vélida para todo o dominio, realiza-se uma mudanca de

varidveis de modo a reescrever a equagdo (4.9) em termos de novas coordenadas ortogonais a e
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b que correspondem a fungdes arbitrdrias do potencial velocidade (P ) e da fungdo corrente
(W), respectivamente. A nova equagdo tem como objetivo mapear a geometria do corpo hidrico
em um dominio retangular nas varidveis a € b.

O processo de mudanca de varidveis que determina a equacdo no novo sistema de

coordenadas é mostrado na proxima secao.

4.2 Obtencao da Equacao Advectivo-Difusiva em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

A equagio (4.9) pode ser expressa em termos de novas varidveis a(x,y) e b(x,y).

Utilizando a regra da cadeia, escreve-se

dc_0coa  dcdb
dx dadx Obox’ (4.12)

dc dcda OJcob
=——+

9 dady oboy’ (4.13)
simplificando a notagdo

da _
o (4.14)
da _
e ay (4.15)
ob
n e (4.16)
ob
o b, (4.17)

e aplicando nas equacdes (4.12) e (4.13), obtém-se



expressoes para as derivadas de segunda ordem da equacdo (4.9), isto é,

onde

dc dc dc
=q —+b —
ox “da “ob

de_ o, b
dy ‘da b

d°c dc  , 9% d°c dc ,d%
—=a,—+a,—+2ab +b, —+b —
x> “0a 'oa’ Y 0adb  Tob " ob’
d°c oc  , 9% d°c oc ,d°c
—=a,—+a,—+2ab ——+b, —+b, —,
dy> "0a 7 da’ Y 9adb Y ob  ob’

oox?’

»y ayz ’

, 7

o ox?

, 2
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(4.18)

(4.19)

Aplicando a regra do produto de derivadas e a regra da cadeia, obtém-se as

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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Substituindo as expressdes correspondentes na equagdo (4.9), chega-se a

(uax +va,—Da,, —Da,, )a—z + (ubx +vb, —=Db, - DD, )g—; - D(ai + aﬁf )gaij
(4.26)
-0 +8)55 20l s )i <0

A equagdo (4.26) pode ser simplificada se as novas varidveis constituirem um

sistema de coordenadas curvilineas ortogonais, isto €, se

Va-Vb=0, (4.27)

entdo a equacgdo (4.26) se reduz a

(Wx +va, —Da, —Da, )3_2 + (ubx + vby —Db,, - Db, )g—; - D(af + ai )3722
(4.28)
-l +57)2 ¢ <0

Observando a forma da equacgdo (4.28) e considerando a possibilidade de se utilizar
uma formulacdo independente da geometria do corpo hidrico, constata-se que € possivel efetuar

um mapeamento que resulta na seguinte equacao alvo

oc d°c d’c
3 o Yaat ) (429)

onde as varidveis a e b sdo, respectivamente, funcdes arbitrarias do potencial velocidade (P ) e
da func¢do corrente (¥ ) que descrevem o escoamento potencial.

Comparando-se as equagdes (4.28) e (4.29), chega-se a

ua,+va,—Da, —Da, =1, (4.30)

ub, +vb, —Db_ ~Db =0, (4.31)
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(@2 +a?)=1 (4.32)

(> +p2)=1. (4.33)

A auséncia do termo de primeira ordem em b na equacgdo (4.29) é decorréncia do
fato de que o transporte advectivo sé ocorre ao longo das linhas de corrente, ou seja, ndo hd
fluxo na dire¢cdo normal a corrente principal do escoamento. A partir da equacdo (4.29) ¢é
possivel produzir cendrios de dispersao de contaminantes relativos a duas aplicagdes de grande
importancia em engenharia ambiental: a propagacao de cargas emitidas por redes de esgoto e a
simulagdo de acidentes com cargas toxicas.

Para a primeira aplicacdo ndo se faz necessdrio considerar o termo de difusdo
longitudinal, uma vez que o despejo de cargas de esgoto sofre reposicdo continua ao longo do

tempo, entdo a equagao (4.29) pode ser reescrita como

oc d°c

e se obtém sua solucdo através da regra de manipulacdo de exponencial de um operador
diferencial de segunda ordem apresentada no capitulo 2.

Ja a segunda aplicacdo requer o emprego da equagdo completa (4.29) uma vez que
em um acidente com cargas toxicas o despejo € efetuado apenas uma vez, sem que haja
reposicao. Nesta situagdo, obtém-se a solucdo através da formulacdo para obtengdo de simetrias
de Lie admitidas por equagdes diferenciais mostrada no capitulo anterior.

O fato das funcdes a e b constituirem funcdes arbitrarias de ® e W torna possivel
considerar o desenvolvimento de camada limite hidrodinAmica no escoamento. Neste trabalho,

utiliza-se a(x, y)=® e b(x,y)=¥, pois na aplicacio a ser simulada no Lago Guaiba este efeito

ndo € relevante.
Na préxima se¢do, desenvolve-se o processo de obtencio de solucio para o problema

de dispersao de poluentes emitidos por redes de esgoto.
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4.3 Soluciao da Equacao Advectivo-Difusiva em Coordenadas Curvilineas Aplicada a

Dispersao de Poluentes Provenientes de Redes de Esgoto

O problema descrito por

dc d°c
E_D(awzjzo’ (4.35)

para —oo <P < +oo, 0 <W < 400, sujeito a condi¢do por passagem de pontos nas vizinhangas do

local de despejo, que define a forma deste despejo

c(®,,¥)=c,(¥) (4.36)
e a condi¢ao de contorno
x|,
¥, ’ (4.37)

€ resolvido através da aplicac@o das regras apresentadas no segundo capitulo.

A solucao formal da equagdo (4.35) é

(4.38)

Uma vez que o coeficiente do operador diferencial da exponencial presente na
solucdo formal é constante, aplica-se a regra de manipulagdo para a exponencial do operador

diferencial de segunda ordem (2.27) a equacao (4.38) e obtém-se

+oo 0:2
c(®, %)= ! j e ¢ (¥ -aMa. (4.39)
b v

JaDorx

Essa solugdo € vadlida para os casos em que ndo ocorre splash, ou seja, quando a

mancha ndo atinge a margem em nenhuma regido de sua trajetoria. Isto significa que a solugdo é
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vélida para meio infinito. Utilizando o conceito de reflexdo no contorno (Crank, 1975), a partir

de (4.39) pode-se obter uma solucd@o que satisfaca a condi¢ao de contorno (4.37)

400 0{2 400 0!2
o(®,¥)= ﬁ Ie_mco L= a)da+ﬁ Ie e (-¥-a)a. (4.40)

A funcdo representada por (4.40) possui derivada normal nula no contorno e é
solucdo analitica de (4.35).

A fim de escrever a solucdo descrita por (4.40) no sistema de coordenadas originais,
utiliza-se uma expressdo para a funcdo corrente a partir do ajuste da funcdo que descreve o
contorno do corpo hidrico, e através das equacdes de Cauchy-Riemann, calcula-se o potencial
velocidade. De modo a alcancar esse objetivo, podem-se combinar fungdes correntes basicas que
fornecam uma linha de corrente que corresponda ao formato da margem e a combinagdo assim
obtida pode ser usada para descrever o escoamento potencial em torno desta margem. Este € o

método da composicao de escoamentos (Munson et al., 1997). Por exemplo,
¥(xy)=U y+ f(xy) (4.41)

representa a composicdo da fungdo corrente para o escoamento uniforme com a fungdo corrente
correspondente a uma margem arbitriria.

Através das equagdes de Cauchy-Riemann dadas por (Avila, 2000)

0D (x,y) _ d¥(x.y)
o dy (4.42)

I®(x,y) _ 9¥(x,y)

dy Ox (4.43)

encontra-se uma expressio para o potencial velocidade ®(x, y). Uma vez que ®(x, y) é a funcio
harmdnica conjugada de ¥(x, y) e ja que o escoamento é potencial, obedece as equacdes (4.42)

e (4.43), entdo ®(x, y)e W(x,y) satisfazem 2 equacdo de Laplace.
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Ou seja, partindo da equagdo (4.42), obtém-se

0¥ (x,
<I>(x,y)= %dx+M(y), (4.44)

onde M(y) representa uma fungdo arbitrdria a ser calculada através da equagdo (4.43).
Derivando a equacdo (4.44) em relacdo a y e (4.41) em relacdo a x e substituindo as expressoes

resultantes em (4.43), chega-se a

0¥ (x.y) , _9¥(xy)
M(y)=~[ % dx— [==2dy+C. (4.45)

Substituindo a equacgdo (4.45) em (4.44), obtém-se a expressdo para o potencial

velocidade ®(x, y)

0¥ (x,
q)(x,y):—j%y)dy+c. (4.46)

Utilizando a equacgdo (4.41), o potencial velocidade pode ser reescrito como

Jf (x
)=u-x- L Nayic. )

Substituindo as equagdes (4.41) e (4.47) em (4.40) tem-se a solugcdo de (4.9) em

termos das varidveis originais

ST ) s W) e )

xy ,/4D<I>xy j

Considerando-se apenas uma carga poluente, pode-se escrever a concentragdao do

contaminante descrita pela equacao (4.2) para qualquer ponto do dominio em questdo como
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22 [ey (P lx y) = @)+ ¢, (- W(x.y) - a)ler, (4.49)

x y, 1/4DCI> X, y j

onde

= [9x (4.50)

e x, € o ponto inicial e x, € o ponto final da trajetoria da carga considerada.

Ao se considerar mais de uma carga poluente, escreve-se

2P le (W, y) - @)+, (- Plx, y)- @)l 4.51)

Clx, y.1) Z mj

onde n € o nimero de cargas poluentes na regido considerada, c, (¥) corresponde & condigdo de

passagem por pontos que define a forma do despejo i e

s [ax (4.52)

Nesta equacdo, x,. € x, correspondem, respectivamente, ao ponto inicial e ao ponto
0i fi

final de interesse do despejo i .
As cargas poluentes, que possuem baixa vazao em relacdo a corrente principal do rio,
sofrem uma dilui¢@o inicial nas vizinhancas do despejo. As condi¢des de passagem por pontos

levam em conta este fenomeno e sao calculadas por

¢,(x,y)= [L}:h, (4.53)
4 +q

onde ¢, € a vazdo da carga i, g corresponde a vazao do corpo hidrico e ¢, € a concentracdo da

carga bruta i emitida.
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4.4 Solucao da Equacao Advectivo-Difusiva em Coordenadas Curvilineas Aplicada a

Simulacio de Acidentes com Cargas Toxicas

O problema descrito por

ac d’c d’c
o D(—aqﬂ tes j -0, (4.54)

para —oo < P < 4o, 0 < W < +oo, sujeito a condig¢do por passagem de pontos

c(®,,¥)=c,(¥) (4.55)
e a condi¢ao de contorno
x|,
¥, ’ (4.56)

nao pode ser resolvido através da aplicacdo das regras apresentadas no segundo capitulo, pois a
varidvel independente @ aparece no termo advectivo e no difusivo.

Com o intuito de resolver o problema descrito por (4.54), (4.55) e (4.56) utiliza-se a
formulacdo para obtencdo de simetrias de Lie admitidas por equacdes diferenciais parciais
lineares mostrada no capitulo 3. Portanto, o processo de solucdo de (4.54) é anédlogo ao usado
para resolver (3.1) cuja solucdo é descrita por (3.33). Assim, utilizando (3.33) e substituindo x

por ® e y por ¥ pode-se escrever a solugdo de (4.54) como



39

c(q)’lp): Fl(—772<1>2 =15 ®+n, - ¥-1, 'lpz)'

(2n,® +nm,0n,’

7, \/(_ n,+ 2772 ’ lP)z

2P 7]22 + (2771 + 7]4)arctan

exp.

4n,’

+F1(—772cI)2—773-cI)—774-y—772-‘P2)- (4'57)
(27,® +n,Wn,’
772\/(_ n, _2772 'lP)z

4\n,’

2d4/n,” +(2n, +1, )arctan

exp

A fim de escrever a solucdo descrita por (4.57) no sistema de coordenadas originais,
utilizam-se as mesmas expressdoes para a funcdo corrente e para o potencial velocidade do
processo descrito na se¢do anterior.

No préximo capitulo, mostra-se o processo de obten¢do da solucdo da equagdo
advectivo-difusiva que descreve a dispersdo de contaminantes na atmosfera. No capitulo 6,
mostram-se os resultados numéricos obtidos para as duas aplicagdes de problemas de dispersao

de contaminantes na d4gua em algumas regides do lago Guaiba.
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5 PROBLEMA DE DISPERSAO DE CONTAMINANTES NO AR

A regra para manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais com
coeficientes varidveis obtida no capitulo dois pode ser aplicada na obtencdo da solugdo da
equagao advectivo-difusiva que descreve a dispersdo de contaminantes na atmosfera.

5.1 Descri¢ao Matematica do Problema

Na atmosfera, em uma camada limite estdvel, o problema de dispersao vertical de

contaminantes emitidos por uma fonte puntual pode ser descrito por

oC JoC d oC
> =2k =],
> +w(z) o az( : azj (5.1)

para 0 < z < h,, sujeito a condicdo inicial
C(2,0)=06(z~h,), (5.2)

onde C ¢ a concentracdo média de contaminante, Q, a intensidade da fonte localizada a uma
altura i, h, ¢ a altura da camada limite estavel, w(z) corresponde 2 componente vertical do

vetor que representa a velocidade do vento, ¢ € o tempo desde o despejo da carga e K, € o

coeficiente de difusdo na direcdo vertical.
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5.2 Processo de Obtencao da Soluciao

A fim de obter a solu¢do do problema descrito pelas equagdes (5.1) e (5.2), aplica-se

a regra de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais com coeficientes varidveis,
uma vez que K, € um coeficiente de difusdo varidvel. Assim, reescrevem-se os termos difusivo
e advectivo da equacdo (5.1) em termos de novas varidveis de modo a tornar seus coeficientes

constantes

K i-i—(a&ji—w'(z)i:i-Fi
¢ 972 dz )0z dz onr dg (5.3)

Utilizando-se a regra da cadeia, tem-se

o__1 9
oh (dhj 9z (5.4)
dz
c
9_ 1 o
og (dgj oz (5.5)
dz

Derivando a equacao (5.4) em relagdo a &, obtém-se

0(ad 0 1 o
%(%j‘% —(dhj 2% (0
dz

isto €,
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0 _ 1 9ho, 1
oh’ (dhf dz* 9z (dhf z* 6D
dz dz

Substituindo (5.5) e (5.7) em (5.3), chega-se a

2 2 2
Kza_{aKz —w(z)ji= 1 9 Lt d°h i’ (5.8)
dz> 0z

9z (dhjz dz> (dgj (dhf dz% | 0z
dz dz dz

onde os coeficientes dos operadores diferenciais de primeira e segunda ordem podem ser
igualados em ambos membros da equacdo (5.8) de modo que

i (5.9)
(&)

oK, 1 1 9%h
-w(z) |= - : (5.10)

1
h(z)zj\/K_dz. (5.11)

Como

&z JK. (5.12)
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d’h _ 1 dK, 13
dz’ 2K} dz ’ .13)
entao
dK -
elo)=2[[ s -20ta)| @ 5.1
dz
A equacao,
BC(h,g,t) 3 BZC(h,g,t) aC(h,g,t)
= T ; (5.15)
ot oh og
obtida ap6s a mudancga de varidvel, tem como solu¢do formal
e
% o2 5.16
Clg.)= e ) [l g.0)). (10

Aplicando a regra de manipulacdo para a exponencial de um operador diferencial de

segunda ordem (2.27) na varidvel & da equacdo (5.16), tem-se

) +o0 ¢2

C(h,g,t){etag} ﬁj 4 C(h-¢,,0)do . (5.17)

—oo

A condicdo inicial descrita por (5.2) pode ser reescrita em termos de £, ou seja,
C(z,0)= 08(z(n)-h, ), (5.18)

onde z(h) corresponde a inversa de A(z).

Substituindo a condicao inicial dada por (5.18) na equagao (5.17), obtém-se
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Clh,g.1)= {ea}{%j " 08(c(1-g)-n, M |. (5.19)

At

—oo

Na equacdo (5.19), a integral pode ser resolvida como (Azambuja, 1964)

¢t (h) ¢35 (h)

+o0

T A AR A L (5.20)
Je aln=g)=h,bao = Sy )

onde p(p)= z(h—;/ﬁ)—hf e ¢ 1(h) e 2(h) correspondem aos zeros de p(¢).

Logo, a equacdo (5.19) pode ser expressa como

; KA AD

— Q e M e
Clh,g.1)=|e™ + : 5.21
{ Jauz | [0 0) [p(@) 2D

A fim de se aplicar a regra de manipulagdo do operador diferencial de primeira

ordem na varidvel g € necessario reescrever (5.21) em termos dessa varidvel. Assim, h é

expressa indiretamente em termos de g, obtendo-se

o2 (n(2(2)) 43 (n(z(g))
T u 41

e

P [ + :
(“*”‘{ ]ﬁEwwMMQWIF%MMQW 622

9
t

Aplicando a regra para a exponencial do operador diferencial de primeira ordem

dada pela equagdo (2.15) na varidvel g, obtém-se

of (n(z(g+1)) 93 (h(z(g+)

Clg.1)=—2 ¢ +| e " _ (5.23)

Nam | |p' 0, (hz(g +1)) [P (0, (nlz(g +1))))
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Como g pode ser reescrita em fun¢do de z, a solucdo da equagdo (5.1) pode ser

expressa em termos das varidveis z e ¢, isto é,

& (52 1)) 83 ({5 2 11))
Q E_T E_T

)= G+ et @ | (5.24)

A solucdo dada pela equacdo (5.24) representa a concentracdo de contaminantes em
termos das varidveis z e f, sendo vélida para qualquer forma do coeficiente de difusdao K, e da
componente da velocidade na direcio z representada por w(z). Assim, quando escolhidas as
formas do K, e de w(z), todas as funcdes que aparecem na equacdo (5.24) podem ser
explicitadas.

No préximo capitulo, apresentam-se o desenvolvimento para obtencdo das solucdes

dos problemas de dispers@o de poluentes no d4gua e no ar e os resultados numéricos.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados numéricos obtidos para os problemas de
dispersdo de contaminantes na dgua e no ar, através da aplicagdo das formulacdes propostas. As
solucdes em forma fechada para os problemas de dispersdo de poluentes na dgua foram obtidas
no Maple V e implementadas no Visual Basic 6.0 para gerar os mapas de distribuicdes de

concentracdo. A solu¢do para o problema de dispersdo de poluentes no ar foi obtida no Maple V.
6.1 Problemas de Dispersao de Contaminantes na Agua

A fim de exemplificar a efici€ncia dos métodos de solucdo de equagdes diferenciais
parciais propostos por este trabalho, simulam-se problemas de dispersao de poluentes em regides
do lago Guaiba.

Porto Alegre, a capital do estado do Rio Grande do Sul, situa-se as margens deste
lago e a populacgdo desta cidade é abastecida pela dgua dele proveniente. Por este motivo, ha um
grande interesse no estudo e no desenvolvimento de mecanismos para prevenir problemas no
abastecimento de d4gua que podem ser causados, por exemplo, pelo derramamento de substancias
téxicas por embarcacdes, que podem contaminar a dgua e atingir a populacdo. Além disso, ha
grande interesse no planejamento de redes de esgoto visando a balneabilidade de determinadas
regides do corpo hidrico.

A figura 6.1 mostra um mapa tematico do lago Guaiba, que possui uma superficie de
470km2, numa extensao de 50km de comprimento e profundidade média de 4m (Bendati et al.,
2003). Devido a essas dimensdes, pode-se afirmar que constitui um corpo hidrico que se
comporta como uma ladmina d’agua, e conseqiientemente, o fendmeno de dispersao de poluentes

neste lago pode ser descrito matematicamente pela equacao advectivo-difusiva bidimensional:
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oC oC oC 92C 9%C
= _pl T T ke y).
ot ox T ady Laxz * asz Hetey) @

Neste trabalho, o termo de fonte de reposi¢do de cargas do escoamento serd

substituido por condi¢des de passagem por pontos.

Figura 6.1: Mapa temético do lago Guaiba

Assim, o fendmeno de dispersdo de poluentes pode ser descrito pela equacdo

—4+u—+v—=D| —+——

oc, oc aC_ f3’C d°C| . -
o "o Vo Pl a2 ’ ©.2)
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sujeita a uma condic¢do de contorno de segunda espécie junto as margens € a uma condicao de
passagem por pontos que especifica a forma inicial do despejo.

Conforme resultado do capitulo 4, a solu¢do formal da equacao (6.2) € dada por

Clx,y,t)=e™ e “&" ¥ |C (x,y). (6.3)

Com o intuito de se obter uma solucdo vdlida para todo o dominio, aplica-se o
método de separacdo de varidveis e se realiza a mudanca de varidveis, descrita no capitulo 4,
para reescrever a parte estaciondria da equagdo (6.2) em termos da funcdo corrente ¥ e do

potencial velocidade & relativos ao escoamento potencial e obtém-se

oc d’c  d’c
o low Toe ) ©4)

sujeita a condicdo de passagem por pontos nas vizinhangas do local do despejo inicialmente

considerado puntual e com concentragdo ¢, em coordenadas curvilineas e a condi¢do de

contorno

de. —0, 65)
¥y '

onde a condicdo de passagem por pontos substitui o termo de fonte relativo a reposi¢ao de cargas
do escoamento, e a condi¢do de contorno dada por (6.5) indica que a concentragdo ndo varia na
direcdo transversal a linha de corrente ¥ =0 (relativa a margem).

O emprego da solucdo obtida na simulacido de cendrios de dispersdao de poluentes
provenientes de emissarios de esgoto é mostrada na proxima subsecdo, e os resultados obtidos
sao comparados com as estimativas encontradas no método baseado em transformada de Fourier

descrito por Lersch et al. (1999) e implementado no sistema EFLUMAT 980.
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6.1.1 Simulagdo de dispersao de cargas de esgoto

A aplicacdo relativa a simulacdo da dispersdao de cargas de esgoto em um corpo
hidrico tem fundamental importancia no planejamento de redes de esgoto e na andlise das
condic¢des de balneabilidade de certas regides do corpo hidrico.

Neste tipo de fendmeno, o processo de difusdo € dominante na dire¢do transversal as
linhas de corrente. Assim, em coordenadas curvilineas, o problema de dispersao de cargas de

esgoto é descrito pela equacao

oc d’c
—-D =0,
oD (aqﬂ j ©6)
sujeita a condic@o de contorno dada por (6.5) e a condic¢do de passagem por pontos
c(®,,¥)=c,0(¥-¥,) (6.7)

A solugdo formal da equagdo (6.6) é

(6.8)

Neste caso, o coeficiente do operador diferencial € constante, entdo a regra de
manipulacdo para exponencial do operador diferencial de segunda ordem com coeficientes

constantes (2.27) pode ser aplicada sobre a varidvel ¥ e, obtém-se:

oD, W)= ——— [e @Pc,(W-a)a. (6.9)

NADD

Substituindo a condicao de passagem por pontos (6.7) em (6.9), tem-se

+oo a2
o(®, %)= ﬁ Ie_m(s(\{l ¥, - a)a. (6.10)
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Utilizando as propriedades da fun¢do Delta de Dirac (Azambuja, 1964), a integral de

(6.10) pode ser calculada e chega-se a

oD | (6.11)

A fim de que a solugdo (6.11) satisfaca a condicdo de contorno na margem dada por

(6.5), utiliza-se o conceito de reflexdo no contorno (Crank, 1975) e escreve-se

(v ) (~wryp P
e 4D 4, 4D (6.12)

Co

N4ADD

c(®,¥)=

que € a solugao para o problema descrito por (6.5), (6.6) e (6.7) em coordenadas curvilineas.
Com o intuito de se escrever a solu¢do dada por (6.12) em termos das varidveis

originais x e y, utiliza-se a funcdo corrente na forma

W(x,y)=U_-y+a-arctan|p-(y - f(x))], (6.13)

z

onde a e b sdao constantes de ajuste, U, € a velocidade do escoamento livre e f(x)

corresponde a fun¢do que representa a margem do dominio a ser considerado. Neste trabalho,

usam-se a=800 e »=0,01. O potencial velocidade & € calculado a partir da aplicacdo das

equagdes de Cauchy-Riemann, conforme descrito no capitulo 4. A substitui¢do das expressoes
para ¥ e ® na equacgdo (6.12) permite escrever a solugdo de (6.7) em coordenadas cartesianas.
Considerando-se vdrias cargas poluentes, a concentracdo de poluente em qualquer ponto do

dominio considerado é

—kt; (¥ (x,y)-¥;)? (—% (x,y ;)
C(x, y,t)= c G o 40l L, 4e(ny)D (6.14)

4D(<I>(x, y))fr

i=1

que corresponde a solucdo de (6.2), onde n é o ndmero de cargas poluentes na regido

considerada, D=5-10"m%*s e k=3,61-10"s" (Zabadal, 1991). Os valores de ¢, sdo
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calculados pela equacao (4.53), onde os valores das concentracdes das cargas brutas e das vazdes
podem ser encontrados na tabela do Apéndice II. Os valores para f, sdo calculados a partir da
equacdo (4.52). Os valores de W, s@o calculados substituindo as coordenadas do centro do
despejo na equacdo (6.13).

A seguir apresentam-se simulacOes para algumas regides do lago Guaiba e
comparam-se os resultados obtidos com os resultados de Lersch et al. (1999). A legenda dos
mapas mostrados se baseia na resolu¢do n® 20 de 1986 do CONAMA (Conselho Nacional do
Meio Ambiente) que classifica as dguas doces, em ordem crescente quanto a concentracao de
coliformes fecais, em classes especial, 1, 2, 3 e 4, estabelecendo a concentracio maxima de
coliformes que podem estar presentes em 100ml de dgua, de modo a ser compativel com sua
utilizacdo para determinadas finalidades. A tabela 6.1 mostra os valores de concentracdo em

organismos por 100 ml para cada uma dessas classes (Bendati et al., 2003).

Tabela 6.1: Classificacdo das dguas doces quanto a concentracao de coliformes fecais

Concentragao (C)

Classe (org/100ml)
Especial C=0
1 0< C <200
2 200 <C < 1.000
3 1.000 <C <4.000
4 C>4.000

Na andlise de balneabilidade sdo consideradas préprias para banho as dguas que se
enquadrem nas classes especial, 1 e 2. Adota-se o indice de coliformes fecais como o melhor

indicativo do comprometimento ambiental da dgua por descargas de esgoto domésticos.

6.1.1.1 Simulagdo na regido do Gasometro

Para esta simulagdo, consideram-se U_ =0,12 m/s e as contribui¢des das cargas de
indice 2, 3, 5 a 20, 38 a 40 que constam na tabela do apéndice II com suas respectivas
concentracoes, localizacdes e vazdes.

A figura 6.2 mostra o resultado obtido para a distribuicio de concentragdo de

coliformes fecais na regido do Gasdmetro através do método proposto. Observando-se a legenda
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constata-se que nesta regido a dgua € impropria para banho de acordo com a classificagdo

adotada pelo CONAMA.

Figura 6.2: Distribuicdo de concentracdo de coliformes na regido do Gasdmetro obtida por

solucdes formais

A figura 6.3 mostra o mapa de distribuicdo de concentragdao na mesma regido, que foi
obtido pelo método baseado na transformada de Fourier (Lersch et al., 1999). Os mapas mostram
resultados semelhantes, embora a concentracdo de coliformes obtida pelo método proposto seja
ligeiramente superior. Isto acontece porque neste trabalho foi utilizado um modelo de cinética de
primeira ordem para o decaimento do poluente, que ndo é o mesmo usado por Lersch et al.
(1999). O modelo de cinética adotado por Lersch et al. se baseia em um ajuste de curvas

realizado a partir de dados experimentais obtidos em laboratério em meio de cultura. Apesar de
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aparentemente este tltimo modelo constituir um refinamento em relacdo ao utilizado no trabalho
proposto, o desvio quadratico médio entre os dados experimentais (SISLAB, 2001) e o modelo

de Lersch et al. (1999) € de 30%, sendo da ordem de 20% em relagdo ao modelo aqui utilizado.

Figura 6.3: Distribuic@o de concentracio de coliformes na regido do Gasdmetro obtida por

transformada de Fourier

A figura 6.4 mostra um mapa de distribuicdo de concentracdo de coliformes obtido
utilizando o método proposto por este trabalho utilizando o modelo de cinética adotado por
Lersch et al.. Observa-se que a diferenca no modelo cinético faz com que os valores para a
concentracdo de coliformes se tornem inferiores. O mapa de distribuicdo de concentracdo de

coliformes mostrado na figura 6.4 é semelhante ao mostrado pela figura 6.3.
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Figura 6.4: Distribuic@o de concentracio de coliformes na regido do Gasdmetro obtida por

solucdes formais com o modelo de cinética utilizado por Lersch et al.(1999)

6.1.1.2 Simulagdo para regido do Estaleiro So

A fim de se obter a distribuicio de concentracdo de coliformes para a regidao do
Estaleiro S6, consideram-se U_ =0,15m/s e as contribuicdes das cargas de indice 2 a 25, 38 a
40 que constam na tabela do apéndice II com suas respectivas concentragdes, localizacdes e
vazoes.

A figura 6.5 mostra o mapa de distribuicdo de concentracio de coliformes fecais na

regido do Estaleiro S6 através do método proposto. Observa-se que nesta regido a 4gua ¢é
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imprépria para banho, estando maior parte da regido préxima a margem leste na classe 4 de

classificacdo do CONAMA, com concentracdo maior que 50.000 organismos por 100 ml.

Figura 6.5: Distribuicao de concentracdo de coliformes na regido do Estaleiro S6 obtida por

solucdes formais

A figura 6.6 mostra o mapa de distribuicdo de concentracio de coliformes fecais na
regido do Estaleiro S¢6 através do método baseado em transformada de Fourier. Os dois
resultados apresentam desvios semelhantes aos verificados na regido do Gasdmetro em relacio

aos dados experimentais (SISLAB, 2001).
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Figura 6.6: Distribuic@o de concentracio de coliformes na regido do Estaleiro S6 obtida por

Lersch et al. (1999)

6.1.1.3 Simulagdo para regido de Ipanema

A fim de se obter a distribuicdo de concentracdo de coliformes para a regido de
Ipanema, consideram-se U_ = 0,07 m/s e as contribui¢des das cargas de indice 2 a 27, 38 a 40

que constam na tabela do apéndice II com suas respectivas concentragdes, localizagdes e vazdes.
A figura 6.7 mostra o mapa de distribuicdo de concentracio de coliformes fecais na
regido de Ipanema através do método proposto. O mapa mostra grande comprometimento da

margem leste, mas hd uma regido que apresenta qualidade da dgua nas classes 1 e 2. Apesar de
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haver uma regido que pode ser considerada balnedvel no mapa, dados experimentais mostram
que ndo h4 regides balnedveis em Ipanema. Os dois métodos apresentam resultados ligeiramente
inferiores aos dados experimentais (SISLAB, 2001), porque ndo hd possibilidade de se
considerar as cargas distribuidas provenientes de obras irregulares e fossas clandestinas, ou seja,
ha outras cargas de esgotos que ndo podem ser levadas em conta, uma vez que ndo ha controle

sobre estes dados.

Figura 6.7: Distribuicdo de concentracdo de coliformes na regido de Ipanema obtida por solugdes

formais
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A figura 6.8 mostra o mapa de distribuicdo de concentracio de coliformes fecais na
regido de Ipanema obtido por Lersch et al. (1999) e apresenta valores inferiores para a

concentracao.

Figura 6.8: Distribuicdo de concentracio de coliformes na regido de Ipanema obtida por

transformada de Fourier

6.1.1.4 Simulagdo para regido de Belém Novo

A fim de se obter a distribuicdo de concentracdo de coliformes para a regido de

Belém Novo, consideram-se U_ = 0,06 m/s e as contribuicdes das cargas de indice 2 a 29, 34 a
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36, 38 a 40 que constam na tabela do apéndice Il com suas respectivas concentracoes,
localizagGes e vazoes.
A figura 6.9 mostra o mapa de distribui¢do de concentragdo de coliformes fecais na

regido de Belém Novo através do método proposto.

Figura 6.9: Distribuicao de concentracdo de coliformes na regido de Belém Novo obtida por

solucdes formais

A figura 6.10 mostra o mapa de distribui¢ao de concentracdo de coliformes fecais na
regido de Belém Novo através do método baseado em transformada de Fourier. Nas faixas de
concentracdo mais baixas, além do desvio provocado pelo uso de diferentes modelos cinéticos, a

propria discretizacdo da rampa de cores, por ser mais fina, causa a impressio de que os



60

resultados obtidos apresentam desvios maiores em relagdo ao modelo de Lersch et al. (1999),
mas o desvio quadritico médio entre os dados experimentais (SISLAB, 2001) e o modelo de

Lersch et al. (1999) é de 30%, sendo da ordem de 20% em rela¢do ao modelo aqui utilizado.

Figura 6.10: Distribuicio de concentracao de coliformes na regidao de Belém Novo obtida por

Lersch et al. (1999)

6.1.1.5 Simulagdo para regido do Lami

A fim de se obter a distribuicdo de concentracdo de coliformes para a regidao do
Lami, consideram-se U_ = 0,03m/s e as contribuicdes de todas as cargas que constam na tabela

do apéndice II com suas respectivas concentragdes, localizagdes e vazdes.
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A figura 6.11 mostra o mapa de distribui¢ao de concentragdo de coliformes fecais na
regido do Lami através do método proposto. Esta regido sob o ponto de vista do padrdao de

qualidade da 4dgua se encontra nas classes 1 e 2, sendo assim, € considerada balnedvel.

Figura 6.11: Distribui¢do de concentragdo de coliformes no Lami obtida por solucdes formais

A figura 6.12 mostra o mapa de distribui¢do de concentracdo de coliformes fecais no
Lami através do método apresentado por Lersch et al. (1999) baseado em transformada de
Fourier. Na andlise dos mapas verifica-se que a qualidade da 4gua melhora de montante para
jusante, isto €, na regido do Gasdmetro se enquadra na classe 4, j4 no Lami, na classe 2. Quanto

mais proximo da Lagoa dos Patos, melhor a sua qualidade.
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Um mapa completo de distribui¢cdo de concentragdo de coliformes, considerando-se
48 cargas de esgoto em toda extensdo do Lago Guaiba é gerado em aproximadamente 5 minutos
em um microcomputador Semprom com processador de 2.4GHz e 512Mb de RAM. O mesmo
microcomputador gera o mesmo cendrio para o método de Lersch et al. (1999) em
aproximadamente 25 minutos. Cabe salientar que o tempo de processamento depende do nimero
de cargas de esgoto considerado e da regido de interesse. O mapa de distribuicdo de

concentra¢do na regido do Gasometro foi obtido em bem menos tempo.

Figura 6.12: Distribuicdo de concentracdo de coliformes no Lami obtida por Lersch et al. (1999)
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6.1.2 Simulacao de acidentes com cargas téxicas

A aplicacdo relativa a simulagdo de acidentes com cargas toxicas € importante
devido a necessidade de se avaliar o impacto ambiental causado pelo derramamento de uma
substancia toxica sobre o ecossistema aqudtico, bem como na rede de abastecimento de dgua. Em
tempo real, devem-se ter condi¢des de avaliar se dreas de captacdo de dgua serdo atingidas pela
mancha para que as autoridades competentes possam ser alertadas e tomem medidas preventivas,
como o fechamento das captacdes atingidas, de modo que a populagdo niao venha a consumir a
dgua contaminada. Também podem ser realizadas operagdes emergenciais para contengdo e
remocao da mancha.

Neste tipo de aplicacdo, a equagao obtida em coordenadas curvilineas (6.4) deve ser

resolvida em sua forma completa, isto é,

dc (9’ d%
w0 lovt Toer (615
sujeita a condicdo de contorno
ac
v, (6.16)

Neste problema, a forma inicial do despejo é aproximada por

(@, %) =2.5-(0,058®,> —0,0047 - P, +0,15- ¥ + 0,058 ¥ ) exp(~0,5- D, )

(- 0,116®, +0,0047) (6.17)
JE015-0116- W)

exp| —1,37 - arctan

que corresponde a condicdo de passagem por pontos, explicitando a fun¢do F1 na equagdo
(4.57).

Como mencionado no capitulo 4, o problema descrito por (6.15) é resolvido através
da formulacdo para obtencdo de simetrias de Lie admitidas por equagdes diferenciais,

apresentada no capitulo 3, cuja solugao é



64

c(@, %)= (0,05802 —0,0047- & +0,15- P +0,058- ¥2 )

(0,116® —0,0047) (6.18)

exp| 0,5P +1,36arctan
J015-0,116- %)

E importante salientar que o resultado esté escrito em termos da funcéo corrente e do
potencial velocidade, pois nesta aplicacdo também ndo se considera o desenvolvimento da
camada limite hidrodindmica, devido a escala geografica do problema. A fim de que a solucdo
(6.18) satisfaca a condicdo de contorno na margem, dada por (6.16), utiliza-se o conceito de

reflexdo no contorno (Crank, 1975), obtendo-se

c(@, %) = (0,05802 — 0,0047- & +0,15- ¥ +0,058 - %2 )-
(0,116® —0,0047)

JE015-0116- )

(0.,058®2 - 0,0047 - - 0,15 ¥ +0,058 - ¥2)-

exp| 0,5P + 1,36 arctan

(6.19)

(0,116® —0,0047)
JE015+0116- %)

exp| 0,5P + 1,36 arctan

A aplicagdo da condicdo de passagem por pontos (6.17) determina a forma da fun¢ao

arbitraria F1 da equagdo (6.19). A fim de se escrever a solu¢do nas coordenadas originais x e y,

utiliza-se a fungdo corrente dada por (6.13) e o potencial velocidade & ¢ calculado a partir da
aplicacdo das equacdes de Cauchy-Riemann, conforme descrito no capitulo 4. A substitui¢do das
expressoes para ¥ e @ na equacio (6.19) permite escrever a solucdo de (6.15) em coordenadas
cartesianas.

Na préxima subsecdo sao mostrados os resultados obtidos por esta formulagdo, que
sdo comparados qualitativamente com os resultados obtidos por Zabadal (2000). Os resultados
obtidos pela formulacdo proposta por este trabalho sdo gerados em aproximadamente 10
segundos em um microcomputador Semprom com processador de 2.4GHz e 512Mb de RAM.
No mesmo microcomputador, considerando-se os mesmos cendrios, o resultado obtido por
Zabadal (2000) leva 90 s para gerar o mapa que apresenta a extensdo da mancha poluente
proximo a uma regido de interesse.

Em situagdes praticas, o modelo proposto € utilizado da seguinte forma: escolhe-se o
ponto de despejo, observa-se a trajetéria da mancha e define-se o local de interesse para avaliar o

impacto ambiental. Neste ponto, obtém-se uma estimativa para a area de acdo do poluente, bem
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como o tempo necessario para que este atinja o local de interesse e o tempo de residéncia junto a
este local. O fato de nao haver necessidade de se acompanhar o trajeto da mancha diminui

significativamente o tempo de processamento.

6.1.2.1 Simulagdo de acidente com cargas toxicas proximo a Déa Coufal

Considera-se o derramamento de uma carga de 1.000m’ de benzeno em um local
proximo a rua Déa Coufal. Em Ipanema, os dados utilizados nesta simula¢do foram
U_. =0,07m/s, D=5-10"m?s.

A figura 6.13 mostra o ponto inicial do despejo, isto &, o local do acidente situado
proximo a margem leste do lago Guaiba, e a trajetéria da mancha. Pode-se observar que na
regido de Ipanema, situada entre Déa Coufal e a Ponta Grossa a trajetdria se aproxima bastante

da margem.

Figura 6.13: Local de despejo préximo a Déa Coufal e a trajetéria da mancha
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A figura 6.14 mostra a extensdo da mancha na regido proxima a Ponta do Arado
Velho, obtida pelo método proposto, baseado em simetrias de Lie. Apds cerca de 20h, a mancha

poluente atinge este local.

Figura 6.14: Extensdo da mancha poluente préximo ao Arado Velho obtida por simetrias de Lie

A figura 6.15 mostra a extensdao da mancha na regido préxima ao Arado Velho obtida
pelo método baseado na supressdo de componentes (Zabadal, 2000). Nas duas figuras, as
manchas apresentam a mesma extensio e levam o mesmo tempo para atingir a Ponta do Arado

Velho.
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Figura 6.15: Extensdao da mancha poluente préximo ao Arado Velho obtida por Zabadal (2000)

6.1.2.2 Simulagdo de acidente com cargas toxicas proximo a Riocell

Considera-se o derramamento de um carga de 1.000m’ de benzeno em um local
préximo a Riocell na margem oeste do lago Guaiba. Os dados utilizados nesta simulacido foram
U..=008m/s, D=5-10"m’s.

A figura 6.16 mostra o ponto de lancamento, isto €, o local do acidente, e a trajetéria
da mancha. Podem-se observar as regides que sdo atingidas pelo despejo ao longo desse
percurso.

Conhecer a trajetoria da mancha permite verificar quais dreas vao sendo atingidas ao
longo de seu percurso, tornando possivel identificar quais estagdes de tratamento de dgua sio

eventualmente comprometidas pela presenga do poluente. Em caso afirmativo, pode-se analisar o
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tempo de residéncia da mancha junto a captacio atingida. Essas informacdes sdo utilizadas na
tomada de decisOes relativas as acdes emergenciais a serem efetuadas, como, por exemplo,

contengdo, remogdo e fechamento ou redugdo de vazao das captagcdes afetadas.

Figura 6.16: Local de despejo e trajetoria da mancha préximo a Riocell

A figura 6.17 mostra a extensdo da mancha na regido da Barra do Ribeiro, bem
proxima ao Arroio do Ribeiro, obtida pelo método baseado em simetrias de Lie. A mancha leva
aproximadamente 25 horas para atingir esse local. Observa-se que a concentracio maxima de
benzeno nesse ponto € inferior a 30 g/mz.

O valor numérico da concentracdo minima se encontra, via de regra, na periferia da

mancha, sendo utilizado para estimar a concentragdo inicial que atinge a bomba de captacdo da
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estacdo de tratamento. Caso a concentracdo esteja abaixo dos limites estabelecidos pelas
autoridades sanitdrias, a captacdo permanece em operagdo até que nova frente de maior

concentracdo venha a atingi-la.

Figura 6.17: Extensdo da mancha poluente proximo a Barra do Ribeiro obtida por simetrias de

Lie

A figura 6.18 mostra a extensdo da mancha na regido da Barra do Ribeiro obtida pelo
método baseado na supressdo de componentes (Zabadal, 2000). Nas duas figuras, as manchas
apresentam a mesma extensdo, os valores das concentragdes minima e médxima tém a mesma

ordem de grandeza e o tempo de deslocamento € 0 mesmo.
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Figura 6.18: Extensdo da mancha poluente préximo a Barra do Ribeiro obtida por Zabadal

(2000)

Cabe salientar que as simulagdes efetuadas correspondem ao cendrio mais pessimista
do ponto de vista do impacto ambiental causado pelo derramamento, porque os valores da
concentracdo sdo ligeiramente superestimados para poluentes pouco soliveis, uma vez que as
bombas de captacdo de dgua se situam, em média, a 1,2 metros abaixo da superficie do corpo

hidrico.

6.2 Problema de Dispersao de Contaminantes no Ar

Na atmosfera, em uma camada limite estdvel, o problema de dispersdo de

contaminantes emitidos por uma fonte puntual € descrito por
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a_C:i(K a_Cj
or o\ " az) (6.20)

. . o N . Z -
para 0 < z <1 coordenada obtida através da adimesionalizacdo da cota original z < T sujeito

e

a condicao inicial
C(2.0)=06(z—h, ), (6.21)

onde C ¢ a concentragdo média de contaminante, Q, a intensidade da fonte localizada a uma
altura h £ h, € a altura da camada limite estdvel e K, € o coeficiente de difusdo.

Para fins de comparacdo com os resultados obtidos por Moura (1995), utiliza-se o

coeficiente de difusdo proposto por Degrazia (1992)

B E G

X _0’33(1_%J (%j w (6.22)

B/20-a,]
onde a, =2, u, =0,3m/s, %z(l—( % D , A é o comprimento de Monin-Obukov

local, L=116m é o comprimento de Monin-Obukov, z € a altura acima do solo, &, =3
(Moura, 1995). Moura, em 1995, obteve uma solucdo analitica para a equacdo difusiva
considerando apenas dispersdo vertical turbulenta em uma camada limite estdvel utilizando o
coeficiente de dispersdo proposto por Degrazia et al (1992) e aplicando a transformada de
Laplace. Dividiu a camada limite estdvel em 40 regides de 10m, onde utilizou valores médios
para o coeficiente K, em cada uma dessas regioes.

Como jé foi mencionado no capitulo 5, neste caso, ndo é possivel obter a solucao
diretamente através da aplica¢do das regras do capitulo 2, uma vez que K, € um coeficiente de
difusdo varidvel. Utiliza-se o processo descrito no capitulo 5, ou seja, reescreve-se 0 termo
difusivo da equagdo (6.20) em termos de novas varidveis h e g, transformado-a em uma nova
equacdo diferencial parcial com coeficientes constantes. Utilizando a expressdo para o K,

definida pela equacdo (6.23) e o software Maple V, obtém-se
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h=0,3608-10" .\/Z(Z_—“OO) (1,481-10° +5,479-10°)0,2191-10° — 5,479 -10° z) -
10+37z
_ 2.2
r dt s [ \/ (1 (1.0003377) 12 p .
-2 )1-(1.0003377)¢2) 1-+)
Vz(z—400)
onde
$=0,675-10"1/2,192-10° —=5,479-10° ¢ (6.24)
€
g =—2,8935-10° z+3,00948 - 10° arctan h(0,961-10™ - z+0,2598 -10™). (6.25)
A solugdo da equagdo (6.20) é dada por (5.24), isto €,
R hlelel)) R blele())
o) 0 e 4 e 41 (6.26)
Z9t = ’
Vam | |p' (@ (h(z(g()+ ) |p' (@, (h(z(g(2)+1))
onde
p@)=z(h—¢)-h,, (6.27)
2(h—¢)=-01719-107 (h — ¢)* +0,246 - 10>*(h — ¢)}+400,0932 (6.28)

e ¢ ,(h)e ¢ ,(h) correspondem aos zeros de p(¢) dados por

J2.751-10% ~6877-10* -1,

(6.29)
3,4385-108

¢, (h)=~7,141+h+
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J2.751-10% — 6877107 -,

(6.30)
3,4385-108

¢, (h)=~7,141+h -

No processo de obtencdo da solucdo z(k) representa a funcdo inversa de h(z).
Encontra-se a fungio inversa de h(z) através de um ajuste de curvas. O erro médio produzido
pelo ajuste de curvas € de 2,5%. Calcula-se

dp

_— = . _4- —_ . -4 - * -3
10 0,3439-10™ - h—0,3439-107¢—0,246-10 (6.31)

e avalia-se a equacdo (6.31) em ¢ l(h) e o 2(h)

A fim de aplicar a regra de manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais
de primeira ordem na varidvel g € necessdrio escrever a varidvel £ em termos de g. Isto é
possivel, pois & pode ser escrito em fungdo de z que, por sua vez, pode ser expresso em termos
de g. Ou seja, substitui-se /(z) por h(z(g)) onde z(g) corresponde 2 inversa da fungdo g, que

foi obtida através de um ajuste de curvas
2(g)=10-arctan(0,118-10* - g —0,922-10). (6.32)

A concentra¢do de contaminante escrita em termos de g e ¢ é dada por

691,147
C(g’t): \/; ’

_ . -16 (. X 9 2 _ X -16 () . 12 2
{exp{ 0,25-107 - (=4,22-10°+m(g, 1)) }rexp{ 0,25-107 - (=0,95-10"+m(g,1)) }}
t t

(6.33)

onde

m(g,t) =2,335-10% - (z(g +1))* —1,542-10° - z(g +1)) . (6.34)
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A expressdo para a concentragdo de contaminante escrita em termos das varidveis
originais z e ¢ é obtida com a substituicio de g por g(z).

Com o intuito de mostrar a eficiéncia do método proposto, compara-se o resultado
obtido com a solugdo de Moura (1995). Mostra-se o grafico da evolugdo temporal da

concentracdo em um ponto a 80m de uma fonte puntual localizada a 12,5 m de altura na figura
6.19.

281
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T 444
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Figura 6.19: Evolu¢do temporal da concentragdo para z=80m com fonte puntual a 12,5m do solo

A figura 6.20 mostra a comparagdo entre os resultados da presente formulacdo com
os resultados de Moura (1995). O desvio quadratico médio € de 6%.

O método proposto possui vdrias vantagens, entre elas, estd o fato de dispensar a
discretizacdo do dominio quando se tratam de regides de contornos suaves, ndo havendo a
necessidade de utilizar valores médios para o coeficiente de difusdo. Além disso, o tempo de
processamento no software simbdlico Maple V € de aproximadamente 2 s em um Pentium IV,
3,0 GHz com 1Gb de RAM.

Entretanto, hd o inconveniente de se utilizar um sistema de ajuste de curvas a fim de

obter uma aproximacdo para as fungdes inversas das fungdes h e g presentes na solugdo.

Ocorre que todos os sistemas comerciais que efetuam ajustes de curvas utilizam o critério dos
minimos quadrados apenas sobre a fun¢do a ser ajustada, ndo levando em conta os desvios nas
derivadas de primeira ordem. Em conseqii€ncia deste fato, ajustes cujo desvio quadratico médio
¢ aceitdvel para diversas finalidades préticas podem produzir erros significativos na primeira

derivada, e conseqiientemente, na fun¢do inversa. Por esta razdo, na obtencdo da distribui¢do de
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concentracdo para a varidvel ¢ fixa, ocorrem desvios aprecidveis entre os resultados de Moura

(1995) e 0o método proposto.

+ » Resultados obtidos por Ioura, 1995
—— 3Bolugio obtida pelo método proposto

. 0 t*=tu*h,. 20 30

Figura 6.20: Comparativo de evolucao temporal da concentracdo de contaminante para z=80m
com fonte puntual a 12,5m do solo entre os resultados do método proposto e os de Moura (1995).
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho utilizam-se duas formulacdes analiticas com o intuito de se obter
solucdes em forma fechada para a equacdo advectivo-difusiva: uma formulagdo baseada em
regras para manipulagdo de exponenciais de operadores diferenciais, cujo objetivo consiste em
transformar solucdes formais em expressoes de facil implementagdo, e outra, que se baseia na
obtencdo, via mapeamento, das simetrias de Lie admitidas pela equacdo diferencial parcial. O
mapeamento é realizado através da aplicacdio de um operador diferencial que transforma
solucdes analiticas em novas solugdes analiticas da equacdo diferencial. Essas novas solucdes
sd0 vantajosas porque cont€m uma func¢do arbitrdria ao invés de constantes arbitrdrias, o que
facilita a aplicacdo das condi¢des de contorno. Com o emprego do operador B, determinam-se
solucdes particulares de uma equacgao diferencial de segunda ordem através da solu¢do de uma
equacao diferencial parcial de primeira ordem.

As solucdes obtidas através das formulacdes propostas podem ser facilmente
implementadas em softwares de computacdo simbdlica em microcomputadores, € os c6digos-
fonte utilizados nas rotinas necessdrias para obtencdo da solugdo final sdo reduzidos, de modo
que a depuragdo do sistema resultante se torna um processo simples. Dessa forma, ha uma
diminui¢do na quantidade de memdria requerida para a execugdo dessas rotinas € um aumento
significativo da velocidade de processamento, permitindo a obtencdo de solucdes em tempo real.

Além disso, as formulagdes desenvolvidas apresentam a vantagem de dispensar a
discretizagdo do dominio em diversas situacdes, € nos casos onde ha necessidade de
discretizagcdo, podem-se obter solu¢des em subdominios relativamente extensos.

Acredita-se que o objetivo do trabalho tenha sido alcancado, uma vez que foram
obtidas solugdes analiticas para os problemas de dispersdo de poluentes em meio aquitico e na
atmosfera. A andlise dos resultados encontrados confirma a viabilidade das formulagdes, ja que
as solugdes concordam com os dados disponiveis na literatura, e além disso, foram obtidas em

tempo real. Nos problemas de dispersdao de poluentes provenientes de redes de esgoto, os
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resultados apresentaram 20% de desvio em relacdo aos dados experimentais (SISLAB, 2001).
No caso de dispersdo de poluentes ocasionados por acidentes com cargas téxicas, os resultados
obtidos concordaram qualitativamente com os resultados de Zabadal (2000). Em dispersao de
poluentes no ar, o desvio quadratico médio em relagdo aos resultados obtidos por Moura (1995)
foi de 6%. Nao foi possivel fazer uma comparacdo com dados exatos, pois ndo hd disponivel
resultados de experimentos realizados sob condi¢des controladas para a medicdo das grandezas
envolvidas.

Na aplicacao relativa a dispersao de contaminantes na 4gua, considera-se a
propagacdo de cargas poluentes provenientes de redes de esgoto e aquelas ocasionadas por
acidentes com cargas toxicas armazenadas em navios. Em ambos casos, a obtencdo de solugdes
em tempo real tem grande importancia. No primeiro caso, o planejamento da localizacdo de
estacdes de tratamento de esgoto, visando a balneabilidade de determinadas regides do corpo
hidrico, requer um grande nimero de simulacdes para que se possa avaliar onde o tratamento do
esgoto seria mais eficiente para despoluicao da regido de interesse. No segundo caso, quando
ocorre um derramamento de uma substancia téxica em um corpo hidrico, € necessario avaliar o
impacto ambiental causado pelo despejo, observando as dreas afetadas e o tempo de residéncia
da mancha, especialmente junto a pontos criticos, isto é, nas proximidades de captacdes de dgua
de estacOes de tratamento. Dessa forma, torna-se possivel avaliar a gravidade do problema,
permitindo que as autoridades competentes sejam alertadas e tomem as medidas preventivas
como, por exemplo, fechar as estacdes de abastecimento de 4dgua atingidas e contengdo da
mancha para fins de remocdo ou tratamento, evitando que a populacdo receba a &dgua
contaminada. E importante que se obtenha o resultado antes que a mancha atinja uma captagio
de dgua.

Uma outra vantagem da formulacdo proposta em relacdo a performance
computacional, se deve ao fato da solucdo em forma fechada permitir a realizacdo de “testes de
carga unitdria”, fornecendo as distribuicdes de concentracdes em tempo de processamento
bastante reduzido. Os “testes de carga unitdria” consistem em atribuir concentragdo unitaria no
ponto do despejo, a fim de avaliar a influéncia de cada ponto de emissdo sobre uma determinada
regido e, assim, detectar os locais onde o tratamento de esgotos seria mais eficiente na
despolui¢do de uma certa regiao.

Em publicagdes anteriores, o método apresentou algumas limitagdes que foram
superadas neste trabalho como, por exemplo, o splash. A solu¢do anterior ndo levava em conta
que a mancha poluente poderia atingir a margem, isto é, a solucdo obtida era vélida apenas para

meio infinito. Além disso, considerava o campo de velocidades localmente uniforme. Neste
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trabalho, admite-se a possibilidade do poluente atingir as margens do corpo hidrico, e ndo é mais

necessdrio supor que o campo de velocidades seja localmente constante, devido a mudanca de

varidveis implementada no processo de solu¢do da equagdo diferencial parcial. Ainda ha

limitagdes, como no caso de dispersao de poluentes no ar, onde o ajuste de curvas necessario

para obter as fungdes presentes na mudanca de varidveis pode ser uma causa de desvio dos

resultados.

Aperfeicoamentos ainda podem ser implementados. Sugerem-se como trabalhos

futuros:

A obtencdo de regras para manipulacdo de exponenciais de operadores diferenciais nao-
lineares, visando estender a aplicacdo do método a problemas em mecanica dos fluidos,
permitindo que o campo de velocidades do corpo hidrico seja calculado com a utilizacao
dessas regras;

A formulagdo de regras para solucdo de equagdes integrais com nucleos arbitrarios, com
o fim de aplicar a formulacio a problemas de transporte de particulas e radiacao;
Considerar o problema tridimensional de dispersdo de contaminantes na dgua;

A aplicacdo da formulacdo de obtencdo de simetrias de Lie via mapeamento para
obtencdo da solucdo do problema em polui¢do no ar.

Realizar um trabalho experimental no qual um poluente conservativo seja lancado em
uma maquete representativa de um corpo hidrico sob condicdes controladas de
escoamento de modo a validar o modelo com relacdo a substancia utilizada.

Reformular o critério dos minimos quadrados de modo a considerar os desvios nas
derivadas de primeira e segunda ordem e ndo apenas na fung¢do. Assim, podem-se evitar
erros nos ajustes de curvas, retratando melhor as inclinacdes e as concavidades das

funcdes que descrevem as margens do corpo hidrico.
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APENDICE I

RESOLUCAO CONAMA N° 20, de 18 de junho de 1986
Publicado no D.O.U. de 30/07/86

O CONSELHO NACIONAL DO MEIO AMBIENTE - CONAMA, no uso das atribui¢des que
lhe confere o art. 7°, inciso 1X, do Decreto 88.351, de 1° de junho de 1983, e o que estabelece a
RESOLUCAO CONAMA N° 003, de 5 de junho de 1984;

Considerando ser a classificacdo das dguas doces, salobras e salinas essencial a defesa de seus
niveis de qualidade, avaliados por parametros e indicadores especificos, de modo a assegurar
seus usos preponderantes;

Considerando que os custos do controle de polui¢do podem ser melhor adequados quando os
niveis de qualidade exigidos, para um determinado corpo d'dgua ou seus diferentes trechos, estdo
de acordo com os usos que se pretende dar aos mesmos;

Considerando que o enquadramento dos corpos d'dgua deve estar baseado ndo necessariamente
no seu estado atual, mas nos niveis de qualidade que deveriam possuir para atender as
necessidades da comunidade;

Considerando que a saide e o bem-estar humano, bem como o equilibrio ecolégico aquético, ndo
devem ser afetados como conseqiiéncia da deterioracao da qualidade das aguas;

Considerando a necessidade de se criar instrumentos para avaliar a evolu¢dao da qualidade das
aguas, em relacdo aos niveis estabelecidos no enquadramento, de forma a facilitar a fixacdo e
controle de metas visando atingir gradativamente os objetivos permanentes;

Considerando a necessidade de reformular a classificagdo existente, para melhor distribuir os
usos, contemplar as dguas salinas e salobras e melhor especificar os parametros e limites
associados aos niveis de qualidade requeridos, sem prejuizo de posterior aperfeicoamento;

RESOLVE estabelecer a seguinte classificagdo das dguas, doces, salobras e salinas do Territ6rio
Nacional:

Art. 1° - Sao classificadas, segundo seus usos preponderantes, em nove classes, as dguas doces,
salobras e salinas do Territorio Nacional:
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AGUAS DOCES

I - Classe Especial - 4guas destinadas:

a) ao abastecimento doméstico sem prévia ou com simples desinfeccao.
b) a preservacdo do equilibrio natural das comunidades aquéticas.

IT - Classe 1 - 4guas destinadas:

a) ao abastecimento doméstico apés tratamento simplificado;

b) a protecdo das comunidades aquaticas;

¢) arecreagdo de contato primdrio (natacao, esqui aqudtico e mergulho);

d) a irrigacdo de hortalicas que s@o consumidas cruas e de frutas que se desenvolvam rentes ao
solo e que sejam ingeridas cruas sem remocao de pelicula.

e) a criagdo natural e/ou intensiva (aqiiicultura) de espécies destinadas a alimenta¢ao humana.
III - Classe 2 - 4guas destinadas:

a) ao abastecimento doméstico, apds tratamento convencional;

b) a protecdo das comunidades aquaticas;

¢) arecreacdo de contato primdrio (esqui aquatico, natagado e mergulho);

d) a irrigacdo de hortalicas e plantas frutiferas;

e) a criagdo natural e/ou intensiva (aqiiicultura) de espécies destinadas a alimenta¢ao humana.
IV - Classe 3 - dguas destinadas:

a) ao abastecimento doméstico, apds tratamento convencional;

b) a irrigacao de culturas arboreas, cerealiferas e forrageiras;

c¢) a dessedentacdo de animais.

V - Classe 4 - dguas destinadas:

a) a navegacao;

b) a harmonia paisagistica;

C) a0s usos menos exigentes.
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AGUAS SALINAS

VI - Classe 5 - dguas destinadas:

a) a recreagdo de contato primario;

b) a protecdo das comunidades aquaticas;

¢) a criagdo natural e/ou intensiva (aqiiicultura) de espécies destinadas a alimenta¢ao humana.
VII - Classe 6 - d4guas destinadas:

a) a navegagao comercial;

b) a harmonia paisagistica;

¢) a recreacdo de contato secunddrio.

AGUAS SALOBRAS

VIII - Classe 7 - 4guas destinadas:

a) a recreacdo de contato primadrio;

b) a protecdo das comunidades aquaticas;

¢) a criagdo natural e/ou intensiva (aqiiicultura) de espécies destinadas a alimenta¢do humana.
IX - Classe 8 - dguas destinadas:

a) a navegacdo comercial;

b) a harmonia paisagistica;

¢) arecreacdo de contato secundario.

Art. 2° - Para efeito desta resolucdo sao adotadas as seguintes definicoes.

a) CLASSIFICACAO: qualificacdo das dguas doces, salobras e salinas com base nos usos
preponderantes (sistema de classes de qualidade).

b) ENQUADRAMENTO: estabelecimento do nivel de qualidade (classe) a ser alcangado e/ou
mantido em um segmento de corpo d'dgua ao longo do tempo.

¢) CONDICAO: qualificacdo do nivel de qualidade apresentado por um segmento de corpo
d'dgua, num determinado momento, em termos dos usos possiveis com segurancga adequada.

d) EFETIVACAO DO ENQUADRAMENTO: conjunto de medidas necessdrias para colocar
e/ou manter a condi¢do de um segmento de corpo d'dgua em correspondéncia com a sua classe.

e) AGUAS DOCES: dguas com salinidade igual ou inferior a 0,50 %o.
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f) AGUAS SALOBRAS: dguas com salinidade igual ou inferior a 0,5 %o e 30 %o.
g) AGUAS SALINAS: dguas com salinidade igual ou superior a 30 %o.
Art. 3° - Para as dguas de Classe Especial, sdo estabelecidos os limites e/ou condi¢des seguintes:

COLIFORMES: para o uso de abastecimento sem prévia desinfec¢do os coliformes totais
deverdo estar ausentes em qualquer amostra.

Art. 4° - Para as dguas de classe 1, sdo estabelecidos os limites e/ou condi¢des seguintes:

a) materiais flutuantes, inclusive espumas ndo naturais: virtualmente ausentes;

b) dleos e graxas: virtualmente ausentes;

¢) substancias que comuniquem gosto ou odor: virtualmente ausentes;

d) corantes artificiais: virtualmente ausentes;

e) substancias que formem depdsitos objetdveis: virtualmente ausentes;

f) coliformes: para o uso de recreacdo de contato primdrio deverd ser obedecido o Art. 26 desta
Resolug¢do. As dguas utilizadas para a irrigagdo de hortalicas ou plantas frutiferas que se
desenvolvam rentes ao solo e que sdo consumidas cruas, sem remog¢ao de casca ou pelicula, ndo
devem ser poluidas por excrementos humanos, ressaltando-se a necessidade de inspec¢des
sanitdrias periddicas. Para os demais usos, ndo devera ser excedido um limite de 200 coliformes
fecais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em
qualquer més; no caso de ndo haver na regido meios disponiveis para o exame de coliformes
fecais, o indice limite serd de 1.000 coliformes totais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo
menos 5 amostras mensais colhidas em qualquer més.

2) DBOs dias a 20°C até 3 mg/1 Oy;

h) OD, em qualquer amostra, ndo inferior a 6 mg/10,;

1) Turbidez até 40 unidades nefelométrica de turbidez (UNT);

j) cor: nivel de cor natural do corpo de dgua em mg Pt/l;

1) pH: 6,0 2 9,0;

m) substancias potencialmente prejudiciais (teores maximos):

Aluminio: 0,1 mg/l Al
Amonia nado ionizavel: 0,02 mg/l NHs.
Arsénio: 0,05 mg/l As
Bario: 1,0 mg/l Ba.
Berilio: 0,1 mg/l Be
Boro: 0,75 mg/l B

Benzeno: 0,01 mg/l



Benzo-a-pireno:
Cadmio:

Cianetos:
Chumbo:
Cloretos:

Cloro Residual:
Cobalto:

Cobre:

Cromo Trivalente:

Cromo Hexavalente:

1,1 dicloroeteno:
1,2 dicloroetano:
Estanho;

Indice de Fendis:
Ferro soluivel:
Fluoretos:
Fosfato total:
Litio:
Manganeés:
Merctirio:
Niquel:

Nitrato:

Nitrito:

Prata:
Pentaclorofenol:
Selénio:

Soélidos dissolvidos totais:
Substancias tenso-ativas quereagem com o azul de

metileno :
Sulfatos:

Sulfetos (como H,S ndo dissociado):

Tetracloroeteno:
Tricloroeteno:

Tetracloreto de carbono:

2. 4, 6 triclorofenol:
Urénio total:
Vanadio:

Zinco:

Aldrin:

Clordano:

DDT;

Dieldrin:

Endrin:

Endossulfan:

Epodxido de Heptacloro:

Heptacloro:

0,00001 mg/1
0,001 mg/1 Cd
0,01 mg/l CN
0,03 mg/l Pb
250 mg/1 CI
0,01 mg/l Cl
0,2 mg/l Co
0,02 mg/l Cu
0,5 mg/l Cr
0,05 mg/l Cr
0,0003 mg/1
0,01 mg/l

2,0 mg/1 Sn
0,001 mg/1 C¢HsOH
0,3 mg/l Fe
1,4 mg/lF
0,025 mg/1 P
2,5 mg/l Li
0,1 mg/l Mn
0,0002 mg/l Hg
0,025 mg/l Ni
10 mg/l N

1,0 mg/l N
0,0lmg/l Ag
0,01 mg/l
0,01mg/1 Se
500 mg/1

0,5 mg/l LAS

250 mg/1 SO4
0,002 mg/1 S
0,01 mg/l
0,03 mg/1
0,003 mg/1
0,01 mg/l
0,02 mg/1 U
0,1 mg/1 VvV
0,18 mg/l Zn
0,01 mg/l
0,04 png/l
0,002 pug/1
0,005 pg/1
0,004 ug/l
0,056 ug/l
0,01 pg/l
0,01 pg/l
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Lindano (gama.BHC) 0,02 pug/1
Metoxicloro: 0,03 pg/l
Dodecacloro + Nonacloro: 0,001 pg/1
Bifenilas Policloradas (PCB'S): 0,001 pg/l
Toxafeno: 0,01 pg/l
Demeton: 0,1 pg/l
Gution: 0,005 pg/l
Malation: 0,1 pg/l
Paration: 0,04 png/l
Carbaril: 0,02 pg/l
Compostos organofosforados e carbamatos totais: 10,0 pg/l em Paration
24 -D: 4,0 ug/l
2,4,5-TP: 10,0 pg/l
2,45 -T: 2,0 ng/l

Art. 5° - Para as dguas de Classe 2, sdo estabelecidos os mesmos limites ou condi¢des da Classe
1, a excecdo dos seguintes:

a) nao serd permitida a presenca de corantes artificiais que nao sejam removiveis por processo de
coagulacdo, sedimentacgdo e filtracdo convencionais;

b) Coliformes: para uso de recreagdo de contato primdrio deverd ser obedecido o Art. 26 desta
Resolugdo. Para os demais usos, ndo devera ser excedido um limite de 1.000 coliformes fecais
por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em qualquer més;
no caso de ndo haver, na regido, meios disponiveis para o exame de coliformes fecais, o indice
limite serd de até 5.000 coliformes totais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5
amostras mensais colhidas em qualquer més;

c¢) Cor: até 75 mg Pt/l

d) Turbidez: até 100 UNT;

e) DBOs dias a 20°C até 5 mg/1 Oy;

f) OD, em qualquer amostra, nao inferior a 5 mg/1 O».

Art. 6° - Para as dguas de Classe 3 sdo estabelecidos os limites ou condi¢des seguintes:

a) materiais flutuantes, inclusive espumas nao naturais: virtualmente ausentes;

b) 6leos e graxas: virtualmente ausentes;

¢) substancias que comuniquem gosto ou odor: virtualmente ausentes;

d) ndo serd permitida a presenca de corantes artificiais que ndo sejam removiveis por processo de
coagulacao, sedimentacgdo e filtracdo convencionais;

e) substancias que formem depdsitos objetdveis: virtualmente ausentes;
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f) nimero de coliformes fecais até 4.000 por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5
amostras mensais colhidas em qualquer més; no caso de ndo haver, na regido, meios disponiveis
para o exame de coliformes fecais, indice limite serd de até 20.000 coliformes totais por 100
mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em qualquer més;

g) DBOs dias a 20°C até 10 mg/1 Oy;

h) OD, em qualquer amostra, ndo inferior a 4 mg/I O,;

1) Turbidez: até 100 UNT;

J) Cor: até 75 mg Pt/l;

D) pH: 6,0 a2 9,0;

m) Substancias potencialmente prejudiciais (teores maximos):

Aluminio: 0,1 mg/1 Al
Arsénio: 0,05 mg/l As
Bario: 1,0 mg/l Ba
Berilio: 0,1 mg/l Be
Boro: 0,75 mg/l1 B
Benzeno: 0,01 mg/l
Benzo-a-pireno: 0,00001 mg/1
Cadmio: 0,01 mg/l Cd
Cianetos: 0,2 mg/1 CN
Chumbo: 0,05 mg/l Pb
Cloretos: 250 mg/1 Cl
Cobalto: 0,2 mg/l Co
Cobre: 0,5 mg/l Cu
Cromo Trivalente: 0,5 mg/l1 Cr
Cromo Hexavalente: 0,05 mg/l Cr
1,1 dicloroeteno: 0,0003 mg/1
1.2 dicloroetano: 0,01 mg/l
Estanho: 2,0 mg/l1 Sn
Indice de Fendis: 0,3 mg/l C¢HsOH
Ferro soluvel: 5,0 mg/l Fe
Fluoretos: 1,4 mg/lF
Fosfato total: 0,025 mg/1 P
Litio: 2,5 mg/l Li
Manganés: 0,5 mg/l Mn
Mercurio: 0,002 mg/l Hg
Niquel: 0,025 mg/l Ni
Nitrato: 10 mg/l N
Nitrito: 1,0 mg/l N
Nitrogénio amoniacal: 1,0 mg/I N
Prata: 0,05 mg/l Ag
Pentaclorofenol: 0,01 mg/1
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Selénio: 0,01mg/1 Se
Sélidos dissolvidos totais: 500 mg/1
Sub§tﬁncias tenso-ativas que reagem com o azul de 0,5 mg/l LAS
metileno:

Sulfatos: 250 mg/1 SO4
Sulfatos (como H,S nao dissociado): 0,3 mg/1 S
Tetracloroetano: 0,01 mg/1
Tricloroetano: 0,03 mg/l
Tetracloreto de Carbono: 0,003 mg/1
2, 4, 6 triclorofenol: 0,01 mg/1
Uranio total: 0,02 mg/1 U
Vanadio: 0,1 mg/lV
Zinco: 5,0 mg/l Zn
Aldrin: 0,03 pug/l
Clordano: 0,3 ng/l
DDT: 1,0 ug/l
Dieldrin: 0,03 ug/l
Endrin: 0,2 ng/l
Endossulfan: 150 pg/l
Epdxido de Heptacloro: 0,1 pg/l
Heptacloro: 0,1 pg/l
Lindano (gama-BHC): 3,0 ug/l
Metoxicloro: 30,0 png/l
Dodecacloro + Nonacloro: 0,001 pg/l
Bifenilas Policloradas (PCB'S): 0,001 pg/l
Toxafeno: 5,0 ng/l
Demeton: 14,0 pg/l
Gution: 0,005 pg/l
Malation: 100,0 pg/l
Paration: 35,0 ug/l
Carbaril: 70,0 png/l
Compostps organofosforados e carbamatos totais 100,0 pe/l
em Paration:

24 -D: 20,0 png/l
2,4,5-TP: 10,0 pg/l
2,45 -T: 2,0 ng/l

Art. 7° - Para as dguas de Classe 4, sdo estabelecidos os limites ou condi¢des seguintes:
a) materiais flutuantes, inclusive espumas ndo naturais: virtualmente ausentes;

b) odor e aspecto: ndo objetdveis;

c) 6leos e graxas: toleram-se iridicéncias;

d) substancias facilmente sedimentdveis que contribuam para o assoreamento de canais de
navegacdo: virtualmente ausentes;
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e) indice de fendis até 1,0 mg/l C¢HsOH ;

f) OD superior a 2,0 mg/l O,, em qualquer amostra;

g)pH:6a09.

AGUAS SALINAS

Art. 8° - Para as dguas de Classe 5, sdo estabelecidos os limites ou condi¢des seguintes:

a) materiais flutuantes: virtualmente ausentes;

b) 6leos e graxas: virtualmente ausentes;

c) substancias que produzem odor e turbidez: virtualmente ausentes;

d) corantes artificiais: virtualmente ausentes;

e) substancias que formem depdsitos objetdveis: virtualmente ausentes;

f) coliformes: para o uso de recreagao de contato primdrio deverd ser obedecido o Art. 26 desta
Resolucdo. Para o uso de criagdo natural e/ou intensiva de espécies destinadas a alimentacao
humana e que ser@o ingeridas cruas, ndo deverd ser excedida uma concentragcdo média de 14
coliformes fecais por 100 mililitros, com ndo mais de 10% das amostras excedendo 43
coliformes fecais por 100 mililitros. Para os demais usos ndo devera ser excedido um limite de
1,000 coliformes fecais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais
colhidas em qualquer més; no caso de ndo haver, na regido, meios disponiveis para o exame de
coliformes fecais, o indice limite serd de até 5,000 coliformes totais por 100 mililitros em 80%
ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em qualquer més;

g) DBOs dias a 20°C até 5 mg/l Oy;

h) OD, em qualquer amostra, ndo inferior a 6 mg/l O,;

1) pH: 6,5 a 8,5, ndo devendo haver uma mudanca do pH natural maior do que 0,2 unidade;

J) substancias potencialmente prejudiciais (teores maximos):

Aluminio: 1,5 mg/l Al
Amonia ndo ionizavel: 0,4 mg/l NH;
Arsénio: 0,05 mg/l As
Bario: 1,0 mg/l Ba
Berilio: 1,5 mg/l Be
Boro: 5,0 mg/1 B
Cadmio: 0,005 mg/1 Cd
Chumbo: 0,01 mg/1 Pb
Cianetos: 0,005 mg/l CN
Cloro residual: 0,01 mg/l Cl
Cobre: 0,05 mg/l Cu

Cromo hexavalente:

0,05 mg/l Cr



Estanho: 2,0 mg/l Sn
Indice de fendis: 0,001 mg/l C¢HsOH
Ferro: 0,3 mg/l Fe
Fluoretos: 1,4 mg/lF
Manganés: 0,1 mg/l Mn
Mercurio: 0,0001 mg/l Hg
Niquel: 0,1 mg/l Ni
Nitrato: 10,0 mg/1 N
Nitrito: 1,0 mg/ N
Prata: 0,005 m/l Ag
Selénio: 0,01 mg/l Se
Sub§téncias tensoativas que reagem com o azul de 0,5 mg/l - LAS
metileno:

Sulfetos com H,S: 0,002 mg/1 S
Talio: 0,1 mg/1 Tl
Uranio Total: 0,5 mg/lU
Zinco: 0,17 mg/l Zn
Aldrin: 0,003 pg/l
Clordano: 0,004 ug/l
DDT: 0,001 pg/1
Demeton: 0,1 pg/l
Dieldrin: 0,003 pg/l
Endossulfan: 0,034 ug/l
Endrin: 0,004 ug/l
Epodxido de Heptacloro: 0,001 pg/1
Heptacloro: 0,001 pg/l
Metoxicloro: 0,03 pg/l
Lindano (gama - BHC): 0,004 ug/l
Dodecacloro + Nonadoro: 0,001 pg/1
Gution: 0,01 pg/l
Malation: 0,1 pg/l
Paration: 0,04 png/l
Toxafeno: 0,005 pg/l
Compostos organofosforados e carbamatos totais: 10,0 pg/l em Paration
24 .-D: 10,0 pg/l
2,4,5-TP: 10,0 pg/l
2,4,5-T 10,0 ug/1

Art. 9° - Para as dguas de Classe 6, sdo estabelecidos os limites ou condi¢des seguintes:

a) materiais flutuantes; virtualmente ausentes;
b) dleos e graxas: toleram-se iridicéncias;
c) substancias que produzem odor e turbidez: virtualmente ausentes;

d) corantes artificiais: virtualmente ausentes;
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e) substancias que formem depdsitos objetdveis: virtualmente ausentes;

f) coliformes: ndo devera ser excedido um limite de 4,000 coliformes fecais por 100 ml em 80%
ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em qualquer més; no caso de nao haver na
regido meio disponivel para o exame de coliformes fecais, o indice limite serd de 20.000
coliformes totais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas
em qualquer més;

g) DBOs dias a 20°C até 10 mg/1 O,

h) OD, em qualquer amostra, ndo inferior a 4 mg/1 O»;

i) pH: 6,5, a 8,5, ndo devendo haver uma mudanga do pH natural maior do que 0,2 unidades.
AGUAS SALOBRAS

Art. 10 - Para as aguas de Classe 7, sdo estabelecidos os limites ou condi¢des seguintes:

a) DBOs dias a 20°C até 5 mg/1 Oy;

b) OD, em qualquer amostra, ndo inferior a 5 mg/1 O»;

c) pH: 6,5a8.5;

d) dleos e graxas: virtualmente ausentes;

e) materiais flutuantes: virtualmente ausentes;

f) substancias que produzem cor, odor e turbidez: virtualmente ausentes;

g) substancias que formem depdsitos objetaveis: virtualmente ausentes;

h) coliformes; para uso de recreacdo de contato primdrio deverd ser obedecido o Art. 26 desta
Resolu¢do, Para o uso de criacdo natural e/ou intensiva de espécies destinadas a alimentagdo
humana e que serdo ingeridas cruas, ndo deverd ser excedido uma concentracdo média de 14
coliformes fecais por 100 mililitros com nao mais de 10% das amostras excedendo 43 coliformes
fecais por 100 mililitros. Para os demais usos ndo deverd ser excedido um limite de 1.000
coliformes fecais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais, colhidas
em qualquer més; no caso de nao haver na regido, meios disponiveis para o exame de coliformes
fecais, o indice limite serd de até 5.000 coliformes totais por 100 mililitros em 80% ou mais de

pelo menos 5 amostras mensais, colhidas em qualquer més;

1) substancias potencialmente prejudiciais (teores maximos);

Amonia: 0,4 mg/l NH;
Arsénio: 0,05 mg/l As
Céadmio: 0,005 mg/1 Cd
Cianetos: 0,005 mg/l CN
Chumbo: 0,01 mg/l Pb

Cobre: 0,05 mg/l Cu



Cromo hexavalente:
Indice de fendis:
Fluoretos:

Merctrio:

Niquel:

Sulfetos como H5S:
Zinco:

Aldrin:

Clordano:

DDT:

Demeton:

Dieldrin:

Endrin:

Endossulfan:

Epodxido de heptacloro:
Gution:

Heptacloro:

Lindano (gama . BHC):
Malation:

Metoxicloro:
Dodecacloro + Nonacloro:
Paration:

Toxafeno:

Compostos organofosforados e carbamatos totais:

2,4-D:
2,4,5-T:
2,4,5-TP:

Art.11 - Para as dguas de Classe 8, sao estabelecidos os limites ou condicdes seguintes:

a)pH:5a9

0,05 mg/l Cr
0,001 mg/1 CeHsOH
1,4 mg/l F
0,0001 mg/l Hg
0,1 mg/l Ni
0,002 mg/1 S
0,17 mg/l Zn
0,003 g/l
0,004 g/l
0,001 pg/l

0,1 pg/l

0,003 g/l
0,004 g/l
0,034 pg/l
0,001 pg/l

0,01 pg/l

0,001 pg/l
0,004 pg/l

0,1 pg/l

0,03 pg/l

0,001 pg/l

0,04 pg/l

0,005 pg/l

10,0 pg/l em Paration
10,0 png/l

10,0 ug/1

10,0 ug/1

b) OD, em qualquer amostra, nao inferior a 3,0 mg/l Oy;

c) 6leos e graxas: toleram-se iridicéncias;

d) materiais flutuantes: virtualmente ausentes;

e) substancias que produzem cor, odor e turbidez: virtualmente ausentes;
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f) substancias facilmente sedimentdveis que contribuam para o assoreamento de canais de

navegacao: virtualmente ausentes;

g) coliformes: nao devera ser excedido um limite de 4.000 coliformes fecais por 100 ml em 80%
ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em qualquer més; no caso de nao haver, na
regido, meios disponiveis para o exame de coliformes recais, o indice serd de 20.000 coliformes
totais por 100 mililitros em 80% ou mais de pelo menos 5 amostras mensais colhidas em

qualquer més;
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Art. 12 - Os padroes de qualidade das dguas estabelecidos nesta Resolucdo constituem-se em
limites individuais para cada substiancia. Considerando eventuais acOes sinergéticas entre as
mesmas, estas ou outras nao especificadas, ndo poderdao conferir as dguas caracteristicas capazes
de causarem efeitos letais ou alteracdo de comportamento, reproducdo ou fisiologia da vida.

§ 1° - As substancias potencialmente prejudiciais a que se refere esta Resolugdo, deverdo ser
investigadas sempre que houver suspeita de sua presenca,

§ 2° - Considerando as limitacdes de ordem técnica para a quantificacdo dos niveis dessas
substancias, os laboratérios dos organismos competentes deverdo estruturar-se para atenderem as
condi¢des propostas. Nos casos onde a metodologia analitica disponivel for insuficiente para
quantificar as concentragdes dessas substancias nas dguas, os sedimentos e/ou biota aqudtica
deverdo ser investigados quanto a presenca eventual dessas substancias.

Art. 13 - Os limites de DBO, estabelecidos para as Classes 2 e 3, poderdo ser elevados, caso o
estudo da capacidade de autodepuracao do corpo receptor demonstre que os teores minimos de
OD, previstos, ndo serdo desobedecidos em nenhum ponto do mesmo, nas condi¢des criticas de
vazao (Qeit. = Q 7.10, onde Q 710, € a média das minimas de 7 (sete) dias consecutivos em 10
(dez) anos de recorréncia de cada sec@o do corpo receptor).

Art. 14 - Para os efeitos desta Resolugdo, consideram-se entes, cabendo aos 6rgaos de controle
ambiental, quando necessdrio, quantificd-los para cada caso.

Art. 15 - Os 6rgdos de controle ambiental poderdo acrescentar outros parametros ou tornar mais
restritivos os estabelecidos nesta Resolucao, tendo em vista as condigdes locais.

Art. 16 - Nao ha impedimento no aproveitamento de dguas de melhor qualidade em usos menos
exigentes, desde que tais usos ndo prejudiquem a qualidade estabelecida para essas dguas.

Art. 17 - Nao serd permitido o langamento de poluentes nos mananciais sub-superficiais.

Art. 18 - Nas dguas de Classe Especial ndo serdo tolerados langcamentos de dguas residudrias,
domésticas e industriais, lixo e outros residuos sélidos, substancias potencialmente toxicas,
defensivos agricolas, fertilizantes quimicos e outros poluentes, mesmo tratados. Caso sejam
utilizadas para o abastecimento doméstico deverdo ser submetidas a uma inspecdo sanitdria
preliminar.

Art. 19 - Nas dguas das Classes 1 a 8 serdo tolerados lancamentos de despejos, desde que, além
de atenderem ao disposto no Art. 21 desta Resolucdo, ndo venham a fazer com que os limites
estabelecidos para as respectivas classes sejam ultrapassados.

Art. 20 - Tendo em vista os usos fixados para as Classes, os 6rgdos competentes enquadrardo as
aguas e estabelecerao programas de controle de poluicdo para a efetivacdo dos respectivos
enquadramentos, obedecendo ao seguinte:

a) o corpo de 4gua que, na data de enquadramento, apresentar condi¢cdo em desacordo com a sua
classe (qualidade inferior a estabelecida,), serd objeto de providéncias com prazo determinado
visando a sua recuperagdo, excetuados os parametros que excedam aos limites devido as
condic¢des naturais;
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b) o enquadramento das 4dguas federais na classificacao serd procedido pela SEMA, ouvidos o
Comité Especial de Estudos Integrados de Bacias Hidrografica; - CEEIBH e outras entidades
publicas ou privadas interessadas;

¢ ) o enquadramento das dguas estaduais serd efetuado pelo 6rgado estadual competente, ouvidas
outras entidades publicas ou privadas interessadas;

d) os 6rgdo competentes definirdo as condi¢des especificas de qualidade dos corpos de dgua
intermitentes;

e) os corpos de dgua ja enquadrados na legislacdo anterior, na data da publicacdo desta
Resolugdo, serdo objetos de reestudo a fim de a ela se adaptarem;

f) enquanto ndo forem feitos os enquadramentos, as dguas doces serdo consideradas Classe 2, as
salinas Classe 5 e as salobras Classe 7, porém, aquelas enquadradas na legislacdo anterior

permanecerﬁo na mesma classe até o reenquadr amento;

g) os programas de acompanhamento da condi¢do dos corpos de dgua seguirdo normas e
procedimentos a serem estabelecidos pelo Conselho Nacional do Meio Ambiente - CONAMA.

Art. 21 - Os efluentes de qualquer fonte poluidora somente poderdo ser langados, direta ou
indiretamente, nos corpos de dgua desde que obedecam as seguintes condi¢des:

a)pHentre 5a9;

b) temperatura: inferior a 40°C, sendo que a elevacdo de temperatura do corpo receptor nao
devera exceder a 3°C;

¢) materiais sedimentaveis: até 1 ml/litro em teste de 1 hora em cone Imhoff. Para o langamento
em lagos e lagoas, cuja velocidade de circulagdo seja praticamente nula, os materiais

sedimentaveis deverdo estar virtualmente ausentes;

d) regime de lancamento com vazdo maxima de até 1,5 vezes a vazao média do periodo de
atividade diaria do agente poluidor;

e) 6leos e graxas:

- 6leos minerais até 20 mg/l;

- 6leos vegetais e gorduras animais até 50 mg/I;
f) auséncia de materiais flutuantes;

g) valores maximos admissiveis das seguintes substancias:

Amonia: 5,0 mg/I N
Arsénio total: 0,5 mg/l As
Bario: 5,0 mg/ Ba
Boro: 5,0 mg/1 B

Cadmio: 0,2 mg/1 Cd
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Cianetos: 0,2 mg/1 CN
Chumbo: 0,5 mg/1 Pb
Cobre: 1,0 mg/1 Cu
Cromo hexavelente: 0,5 mg/1 Cr
Cromo trivalente: 2,0 mg/l Cr
Estanho: 4,0 mg/l Sn
Indice de fendis: 0,5 mg/l C¢HsOH
Ferro soluvel: 15,0 mg/l Fe
Fluoretos: 10,0 mg/1 F
Manganés soluvel: 1,0 mg/l Mn
Mercirio: 0,01 mg/l Hg
Niquel: 2,0 mg/1 Ni
Prata: 0,1 mg/l Ag
Selénio: 0,05 mg/l Se
Sulfetos: 1,0 mg/1 S
Sulfito: 1,0 mg/1 SO3
Zinco: 5,0 mg/l Zn
Compostos organofosforados e carbonatos totais: 1,0 mg/l em Paration
Sulfeto de carbono: 1,0 mg/l
Tricloroeteno: 1,0 mg/l
Cloroférmio : 1,0 mg/l
Tetracloreto de Carbono: 1,0 mg/l
Dicloroeteno: 1,0 mg/1

Compostos organoclorados nao listados acima
(pesticidas, solventes, etc):

outras substancias em concentracdes que poderiam ser prejudiciais: de acordo com
limites a serem fixados pelo CONAMA.

0,05 mg/l

h) tratamento especial, se provierem de hospitais e outros estabelecimentos nos quais haja
despejos infectados com microorganismos patogénicos.

Art. 22 - Nao serd permitida a diluicdo de efluentes industriais com 4guas ndo poluidas, tais
como dgua. de abastecimento, dgua de mar e dgua de refrigeracao.

Parédgrafo Unico - Na hipétese de fonte de polui¢do geradora de diferentes despejos ou emissoes
individualizadas, os limites constantes desta regulamentacao aplicar-se-3o a cada um deles ou ao
conjunto apds a mistura, a critério do érgdo competente.

Art. 23 - Os efluentes nao poderdo conferir ao corpo receptor caracteristicas em desacordo com o
seu enquadramento nos termos desta Resolugao.

Pardgrafo Unico - Resguardados os padrdes de qualidade do corpo receptor, demonstrado por
estudo de impacto ambiental realizado pela entidade responsdvel pela emissdo, o competente
poderd autorizar langcamentos acima dos limites estabelecidos no Art. 21, fixando o tipo de
tratamento e as condi¢des para esse lancamento.

Art. 24 - Os métodos de coleta e andlise« das dguas devem ser os especificados nas normas
aprovadas pelo Instituto Nacional de Metrologia, Normatizacdo e Qualidade Industrial -
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INMETRO ou, na auséncia delas, no Standard Methods for the Examination of Water and
Wastewater APHA-AWWA-WPCEF, ultima edi¢ao, ressalvado o disposto no Art. 12. O indice de
fendis devera ser determina do conforme o método 510 B do Standard Methods for the
Examination of Water and Wastewater, 16* edicdo, de 1985.

Art. 25 - As industrias que, na data da publicagdo desta Resolucdo, possuirem instalagdes ou
projetos de tratamento de seus despejos, aprovados por 6rgdo integrante do Sistema Nacional do
Meio Ambiente - SISNAMA. que atendam a legislacdo anteriormente em vigor, terdo prazo de
trés (3) anos, prorrogdveis até cinco (5) anos, a critério do Estadual Local, para se enquadrarem
nas exigéncias desta Resolucdo. No entanto, as citadas instalagdes de tratamento deverdo ser
mantidas em operagcdo com a capacidade, condi¢cdes de funcionamento e demais caracteristicas
para as quais foram aprovadas, até que se cumpram as disposi¢des desta Resolucao.

BALNEABILIDADE

Art. 26 - As 4guas doces, salobras e salinas destinadas a balneabilidade (recreacdo de contato
primdrio) serdo enquadradas e terdo sua condi¢do avaliada nas categorias EXCELENTE,
MUITO BOA. SATISFATORIA e IMPROPRIA, da seguinte forma:

a) EXCELENTE (3 estrelas) : Quando em 80% ou mais de um conjunto de amostras obtidas em
cada uma das 5 semanas anteriores, colhidas no mesmo local, houver, no maximo, 250
coliformes fecais por 1,00 mililitros ou 1.250 coliformes totais por 100 mililitros;

b) MUITO BOAS (2 estrelas): Quando em 80% ou mais de um conjunto de amostras obtidas em
cada uma das 5 semanas anteriores, colhidas no mesmo local, houver, no maximo, 500
coliformes fecais por 100 mililitros ou 2.500 coliformes totais por 100 mililitros;

¢) SATISFATORIAS (1 estrela): Quando em 80% ou mais de um conjunto de amostras obtidas
em cada uma das 5 semanas anteriores, colhidas no mesmo local, houver, no maximo 1.000

coliformes recais por 100 mililitros ou 5.000 coliformes totais por 100 mililitros;

d) IMPROPRIAS: Quando ocorrer, no trecho considerado, qualquer uma das seguintes
circunstancias:

1. ndo enquadramento em nenhuma das categorias anteriores, por terem ultrapassado os indices
bacterioldgicos nelas admitidos;

2. ocorréncia, na regido, de incidéncia relativamente elevada ou anormal de enfermidades
transmissiveis por via hidrica, a critério das autoridades sanitdrias;

3. sinais de polui¢do por esgotos, perceptiveis pelo olfato ou visdo;

4. recebimento regular, intermitente ou esporadico, de esgotos por intermédio de valas, corpos
d'dgua ou canalizagdes, inclusive galerias de d4guas pluviais, mesmo que seja de forma diluida;

5. presenca de residuos ou despejos, solidos ou liquidos, inclusive Oleos, graxas e outras
substancias, capazes de oferecer riscos a satde ou tornar desagradavel a recreagio;

6. pH menor que 5 ou maior que 8,5;
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7. presenca, na dgua, de parasitas que afetem o homem ou a constatacdo da existéncia de seus
hospedeiros intermedidrios infectados;

8. presenca, nas dguas doces, de moluscos transmissores potenciais de esquistossomo, caso em
que os avisos de interdi¢@o ou alerta deverdo mencionar especificamente esse risco sanitario;

9. outros fatores que contra-indiquem, temporariamente ou permanentemente, o exercicio da
recreacao de contato primario.

Art. 27 - No acompanhamento da condig@o das praias ou balnedrios as categorias EXCELENTE,
MUITO BOA e SATISFATORIA poderdo ser reunidas numa tnica categoria denominada
PROPRIA.

Art. 28 - Se a deterioracdo da qualidade das praias ou balnedrios ficar caracterizada como
decorréncia da lavagem de vias publicas pelas dguas da chuva, ou como conseqiiéncia de outra
causa qualquer, essa circunstancia devera ser mencionada no Boletim de condi¢do das praias e
balnedrios.

Art. 29 - A coleta de amostras serd feita, preferencialmente, nos dias de maior afluéncia do
publico as praias ou balnearios.

Art. 30 - Os resultados dos exames poderdo, também, se referir a periodos menores que 5
semanas, desde que cada um desses periodos seja especificado e tenham sido colhidas e
examinadas, pelo menos, 5 amostras durante o tempo mencionado.

Art. 31 - Os exames de colimetria, previstos nesta Resolucdo, sempre que possivel, serdo feitos
para a identificacdo e contagem de coliformes fecais, sendo permitida a utilizacdo de indices
expressos em coliformes totais, se a identificacdo e contagem forem dificeis ou impossiveis.

Art. 32 - A beira mar, a coleta de amostra para a determinacao do nimero de coliformes fecais
ou totais deve ser, de preferéncia, realizada nas condicdes de maré que apresentem,
costumeiramente, no local, contagens bacterioldgicas mais elevadas.

Art. 33 - As praias e outros balneérios deverdo ser interditados se o 6rgao de controle ambiental,
em qualquer dos seus niveis (Municipal, Estadual ou Federal), constatar que a ma qualidade das
dguas de recreacao primadria justifica a medida.

Art. 34 - Sem prejuizo do disposto no artigo anterior, sempre que houver uma afluéncia ou
extravasamento de esgotos capaz de oferecer sério perigo em praias ou outros balnedrios, o
trecho afetado deverd ser sinalizado, pela entidade responsdvel, com bandeiras vermelhas
constando a palavra POLUIDA em cor negra.

DISPOSICOES GERAIS

Art. 35 - Aos 6rgaos de controle ambiental compete a aplicacao desta Resolucao, cabendo-lhes a
fiscalizacdo para o cumprimento da legislacdo, bem como a aplicagcdo das penalidades previstas,
inclusive a interdic@o de atividades industriais poluidoras.

Art. 36 - Na inexisténcia de entidade estadual encarregada do controle ambiental ou se,
existindo, apresentar falhas, omissdes ou prejuizo sensiveis aos usos estabelecidos para as dguas,
a Secretaria Especial do Meio Ambiente poderd agir diretamente, em cardter supletivo.
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Art. 37 - Os estaduais de controle ambiental manterdo a Secretaria Especial do Meio Ambiente
informada sobre os enquadramentos dos corpos de dgua que efetuarem, bem como das normas e
padrdes complementares que estabelecerem.

Art. 38 - Os estabelecimentos industriais, que causam ou possam causar poluicdo das dguas,
devem informar ao 6rgdo de controle ambiental, o volume e o tipo de seus efluentes, os
equipamentos e dispositivos antipoluidores existentes, bem como seus planos de agdo de
emergéncia, sob pena das sang¢des cabiveis, ficando o referido 6rgao obrigado a enviar cépia
dessas informagdes ao IBAMA, a STI (MIC), ao IBGE (SEPLAN) e ao DNAEE (MME).

Art. 39 - Os Estados, Territérios e o Distrito Federal, através dos respectivos 6rgaos de controle
ambiental, deverdo exercer sua atividade orientadora, fiscalizadora e punitiva das atividades
potencialmente poluidoras instaladas em seu territdrio, ainda que os corpos de dgua prejudicados
nao sejam de seu dominio ou jurisdi¢do.

Art. 40 - O ndo cumprimento ao disposto nesta Resolucdo acarretard aos infratores as sangoes
previstas na Lei n® 6.938, de 31 de agosto de 1981, e sua regulamentacdo pelo Decreto n® 88.351,
de 01 de junho de 1983.

Art. 41 - Esta Resolugdo entrard em vigor na data de sua publicacdo, revogadas as disposi¢cdes
em contrario.

Deni Lineu Schwartz

Presidente
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APENDICE II
Indice Descricao da Carga Coordenada Coordenada Vazao Carga

U] X Y (¢) (ci)

2 ARROIO DO CONDE(78) 170761,49  1673973,25 771,85 27000
3 JACUI 170683,17  1685485,78 231000 330
4 GI 191195,58 1683985,88 11510 23000
5 CB6(Arroio da Areia) 183076,22 1683494,6 343,83 1940000
6 Canal do Conduto 183616,8  1683569,37 6800 700000
7 Canal Rio Branco 180961,51  1683357,77 6300 700000
8 Arroio Brigadeiro 187792,26  1684993,09 937,12 112400
9 Arroio Feijé 191619,68 1683180,41 775,18 1300000
10  Dique Assis Brasil 189302,8  1684402,13 90,6 803169
11 CB9(Passo da Mangueira) 188128,74  1684798,04 444,96 1040000
12 CB5 180351,25 1681682,52 440 8000000
13 CB4 179892,24  1680123,59 20,1 8000000
14  CB17 179719,02  1679633,67 20,1 4360000
15 CB3 179182,06 1678226,9 20,1 30000000
16 CB12 178575,81  1677586,01 20,1 4972000
18 37 177276,71  1676789,23 1324 130000000
19 CB16 176661,8  1676364,85 20,1 8000000
20  DILUVIO (39) 177433,32  1674666,96 1030,8 13000000
21 CB13 (67A) 176705,82  1672705,71 20,1 7400000
22 68 175955,82  1670665,72 167,68 7540000
23 44 175775,82  1669825,72 1036,86 8000000
24 PONTA DO DIONISIO(69) 174185,83  1668655,72 3,5 16000000
25 PONTA DO DIONISIO(70) 174185,82  1667545,73 66,6 3400000
26 CAPIVARA (48) 177605,82  1664605,74 296,78 4080000
27 ESPIRITO SANTO (49) 178085,81  1662895,74 139 194000

PONTA DA SERRARIA

28 (72A) 177785,82  1662055,74 76 5000000
29 SALSO (71b) 177875,81  1660435,75 12584 760000
30 ALI (LAMI) 190516,3  1652769,73 353,83 3200
31 L4 191996,04  1652850,08 107,39 30000
32 ACBI1 193483 1651701 615,87 2600
34 ARROIO RIBEIRO (73A) 171152,24  1648534,85 544,02 9280
35 ARROIO PETIM(76A) 169765,6  1666374,26 761 4720
36 ARROIO CELUPA(77) 170034,02 1658582,1 298,54 700000
38 JACUI 171074,77  1684933,57 926400 330
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39 CAI 173514,37  1687257,09 81300 2000
40 SINOS 176829,74 1687504,2 60400 11000
41 42 (Ponta do Melo) 176153,58  1671340,96 6,1 79000000
42  72B 182498,13  1656061,55 32,9 5460000
44 72D 181881,87  1656405,34 1 3240000
45 72E 182075,08  1656338,46 6,42 13000000
46 72F 182260,86  1656228,44 12,96 15800000
47 72G 182572,97  1656026,34 9,3 9800000
48 Ar_Passo Fundo(52a) 169588,17 1670799,38 408,24 490000
53 ARADO VELHO(72) 182585,8  1654975,76 3989 12200
49 EFLU ETE BN(60N) 180428,1 1653847 20 470
50  CANAL SANTA RITA(78A) 168498,81  1662204,75 1 12000000
51 ETA BN EFLU 182468,94 1656167,54 57,02 1878
52 DEP-GALERIA 175860,53  1669566,29 100 4500000




