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Resumo

Estudamos alguns possiveis modelos para explicar a distribuicao de riqueza em so-
ciedades com agentes economicos. Apresentamos duas diferentes generalizagoes de um
modelo sem interacao entre agentes introduzido por Levy. Nesse modelo o autor afirma
que a distribuicao em lei de poténcia obtida decorre puramente do acaso. Aqui mostramos
que as distribuicoes sao similares aos resultados de Levy quando a interacao é fraca, mas
sao modificadas consideravelmente quando as correlacoes sao siginifcativas. Tais resulta-
dos indicam que as diferencas entre agentes de alta e baixa riqueza se deve nao apenas ao
"acaso”, mas também ao comportamento de agentes relacionados a estes.



Abstract

We study some possible models to explain wealth distribuition in economic systems.
We present two different generalizations of a non-interactive model introduced by Levy.
In that model the author states that the power law distribution of fortunes is due to
pure chance. Here we show that the distributions are similar to Levy’s results when
the interaction is weak, but the modifications are considerable when correlations are
significative. Thus, the difference between high-wealth and low-wealth agents is not just
the result of "chance”, but it also depends on the behavior of linked agents.



1 Introducao

1.1 Aspectos Gerais - Econofisica

A generalidade da Mecanica Estatistica tem permitido uma grande incursao de fisicos
em estudos interdisciplinares, especialmente nas dreas de Biologia e Economia. FEsta
ultima, na qual este trabalho se fundamenta, é dita Econofisica e vem ganhando destaque
nas ultimas décadas por importantes contribuicoes na analise de dados relativos a merca-

dos financeiros.

Os modelos e técnicas da Fisica Estatistica se adequam bem aos problemas econémicos
principalmente porque estes muitas vezes apresentam um nimero muito grande de agentes
e um carater estocastico, isto é, parametros nao-deterministicos na descricao matematica
dos problemas. Ainda que a Fisica e a Matematica tenham construido ferramentas teéricas
suficientemente boas para a descricao de processos aleatdrios, sabe-se que apenas uma pe-
quena parcela destes tem solucao analitica, o que muitas vezes restringe a solugao do

problema a resultados numéricos (como no presente trabalho).

Nosso trabalho tem por objetivo investigar possiveis mecanismos de actimulo de
riqueza em sociedades artificiais que resultam em uma forma de distribuicao do tipo
lei de poténcia, observada em intimeros resultados empiricos. Apresentaremos um modelo
da literatura que baseia-se puramente na sorte como tal mecanismo e mostraremos que é
possivel obter resultados semelhantes introduzindo interagao em tais sociedades, tornando

o resultado mais geral.

Inicialmente vamos propor uma generalizacao imediata que consiste apenas em al-
terar as chances de ganho dos agentes de equiprovaveis e independentes para um valor

dependente da vizinhanga. O segundo modelo se baseia na reinterpretagao do modelo de



Ising para a dinamica da riqueza em sistemas artificiais. Compararemos a evolucao da
distribuicao de riqueza no tempo bem como variaveis relevantes ao problema, tais como
a correlacao média, que mede a dependéncia da vizinhanga na evolugcao de um agente, e
o coeficiente de Gini, que mede quao desigual é a distribuicao de riqueza nesse tipo de

sociedade.

1.2 Distribuicao de Pareto

Em 1896 o economista italiano Vifredo Pareto publicou(9) uma anélise da distribuigao
de ingressos de pessoas em varios paises ocidentais e concluiu que esta era descrita por
uma lei de poténcia p(w) = w™7) na qual w é a varidvel associada a riqueza e f3
¢ denominado expoente de Pareto. Dados empiricos dos tltimos anos mostram que tal
comportamento é observado nos estudos de sistemas econémicos de grandes escalas (com-
paracao do PIB de grandes paises, ranking Forbes(3), etc). Apesar disso, observa-se que
a forma da distribuicao muda sigificativamente na regiao de riqueza mais baixa, descrita

por uma distribuigao lognormal (ou gaussiana).

Para Pareto a lei de poténcia indicava que o mecanismo de acimulo de riqueza nao
era fruto do ”"acaso”, ja que o "acaso” derivaria em distribuicoes de comportamento gaus-
siano. A partir de entdo muitos autores estudaram modelos diferentes que fossem capazes
de exibir comportamentos similares aos vistos empiricamente. Em um artigo recente
Levy(4) analisou os principais modelos que resultavam de forma satisfatéria na lei de
Pareto e constatou que todos eles compartilhavam trés caracteristicas fundamentais(que
detalharemos na préxima segao): dindmica estocdstica multiplicativa, riqueza minima e
talento homogéneo entre os agentes economicos da rede artificial. Ou seja, tais condicoes
implicam em distribuigdes que sao provenientes do ”acaso” (que era refutado por Pareto),

mas com a aleatoriedade gerando flutuagoes multiplicativas.

1.3 Modelo de Levy

Discutiremos com mais detalhes este modelo de Levy e seus resultados para depois

introduzirmos a nossa generalizacao ao mesmo.



Um processo estocdstico multiplicativo é definido(para o i- ésimo agente) como:

onde ¢; é uma variavel aleatoria.

Observe que em uma sociedade real isso implicaria em desconsiderar processos adi-
tivos de riqueza (como recebimento de saldrios e compra e venda de bens), que sdo mais

relevantes para agentes de baixa renda.

Uma evolucgao aditiva na riqueza dos agentes seria inteiramente andloga a um random
walk, portanto esperariamos nesse caso uma distribuicao normal. Para a dinamica multi-
plicativa a analise ¢ um pouco mais complicada, pois o ruido passa a ser dependente da
riqueza e ndo é mais branco (gaussiano). Nesses casos a forma mais geral da distribuigao
¢ a de Levy (5).

O talento homogéneo decorre da forma com que a varidavel estocastica ¢; é definida.
A condigao de homogeneidade consiste em considerarmos a mesma realizacao (tanto o
valor quanto a probabilidade) para toda a populagdo em questdao. No modelo de Levy é

utilizado:

b =

{ 1.1 com p;=1/2 (1.2)

0.95 com p;=1/2

Claramente a homogeneidade de ¢ significa tratarmos um modelo livre de interagoes
e com probabilidades de ganho ou perda iguais independente do desempenho do agente
nos tempos anteriores, o que resulta em correla¢ao nula (temporal para o mesmo agente e
espacial em toda a rede, devido a independéncia das varidveis aleatérias) em média para
a funcao 9, definida como o sinal da variacao de riqueza em relagao ao passo anterior, isto

é:

0;(t) = sign(w;(t) — w;(t — At)) (1.3)

A terceira imposicao do modelo de Levy se refere a necessidade de existir uma riqueza



minima de cada agente da sociedade. Tal imposicao decorre da obrigatoriedade da dis-

tribuigdo ser normalizdvel, porquanto [ oo p(w)dw diverge para wy = 0. Como a riqueza

wo
nesse modelo nao ¢ conservadal, nao é ttil definir um valor fixo de wy, mas sim uti-
lizar um valor dependente da riqueza média em cada tempo. Dessa forma definimos
wo(t) = w < w(t) >, sendo w a fracdo da riqueza média que serd considerada como

minima possivel?>. Ao longo de todo nosso trabalho iremos utilizar w = 0.23.

Na primeira fase do nosso trabalho nés simulamos a dinamica multiplicativa de Levy
para diferentes nimeros de agentes e diferentes distribuicoes iniciais. Os resultados para
tal modelo independem da forma da distribuicao inicial, portanto tomaremos a liberdade
de implementar apenas simulagdes com distribui¢oes do tipo delta de Dirac(com todos
os agentes com mesma riqueza) ou constante no intervalo [0;1], uma vez que estas sao as
mais simples possiveis. A figura 1 mostra a distribuicao de riqueza em uma populacgao
de 2500 agentes? apés 1000 passos de simulagao(para cada agente), assim como o grafico

duplo-logaritmo da mesma, que sera o formato em que iremos apresentar as distribuigoes.
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Figura 1: A esquerda, a distribuicao de riqueza em funcao da riqueza normalizada. A
direita o logaritmo duplo dessa distribuicao.

Por simplicidade assumiremos que os agentes que nao satisfazem a condicao de riqueza
minima sdo excluidos da sociedade, dando lugar a novos agentes® que entram com uma
determinada quantidade de riqueza. Em seu modelo, Levy nao explica qual é valor dessa

riqueza, entretanto devemos salientar que isto nao é irrelevante e afeta a forma da dis-

1 As realizacdes da varidvel estocdstica ¢;, definida na equacdo 1.2, ndo sdo inversas uma da outra.
Em decorréncia disso o sistema tende a aumentar a riqueza total ao longo do tempo.

2Devemos ter 0 < w < 1.

3Existe uma relagao entre w e o expoente de Pareto(4), mas nao trataremos disso em nosso trabalho.

4Este serd o niimero de agentes utilizado ao longo do trabalho.

5Portanto hé a conservacdo de ntmero de agentes.



tribuigdo no intervalo em que In(w/ < w >) < 0. Estudamos trés possiveis maneiras
de inserir o agente: com riqueza minima (w; = 0.2 < w >), valor médio da riqueza

(w; =< w >) e riqueza aleatdria (uniformemente distribuida) entre esses dois valores.

No primeiro caso, observamos que a distribui¢ao apresenta melhor ajuste linear uma
vez que a populagao de agentes é consideravelmente maior na regiao de minimo de riqueza,
contudo o tempo de permanéncia desses na sociedade ¢ muito pequeno®. Além disso
foi possivel observar também que nas dinamicas com interacao a populagao proxima ao

minimo aumenta a ponto de encurvar (com concavidade positiva) a reta da distribuicao.

Quando o agente entra com a riqueza média a distribui¢ao na regiao de baixa riqueza
assume um comportamento parabdlico’, mas naturalmente a permanéncia dos agentes
agregados ¢é consideravelmente maior que nos outros casos. Por fim a terceira possibili-
dade citada tem resultados intermedidrios as duas situagoes discutidas, o que em principio
representaria a melhor escolha entre as analisadas. Por outro lado, como nosso interesse se
concentra na analise da regiao de alta riqueza utilizaremos sempre a média como riqueza
de entrada do agente. A figura 2 mostra graficos duplo-logaritmos das distribui¢oes com

as tres possibilidades discutidas acima.

Espera-se que em média metade dos agentes aumentem sua riqueza em um tempo t

1 tant laca ‘dia® d ir val HXi Além di
qualquer, portanto a correlagao média® deve assumir valores préximos a zero. Além disso
queremos medir a desigualdade entre as riquezas dos agentes por ser muito relevante em
nossas discussoes. O expoente de Pareto é uma dessas medidas, pois quanto maior ele é,
maior é a desigualdade. Modernamente a medida mais usada é o coeficiente de Gini, que
possui valores no intervalo [0;1]°.Nesse modelo o coeficiente de Gini cresce com o tempo

e tem limite assintotico o valor G = 0.43, conforme podemos observar na figura 3.

O modelo de Levy proporciona um valor para o coeficiente de Gini proximo dos valores
observados em paises como Estados Unidos, China e alguns paises da Europa. No entanto,
Dinamarca, Japao e outros paises possuem um Gini bem menor, da ordem de 0,25. Isto
pode ser causado por mecanismos de redistribuicao, mas também por interacoes entre

agentes. E este segundo mecanismo que estudaremos aqui.

Em média metade dos agentes que entram serdo eliminados no préximo passo de tempo.

"Lembramos que estamos interessados na curva do logaritmo duplo da distribuicdo.

8Trataremos em detalhes a correlacio média e o coeficiente de Gini no Apéndice.

9Se todos possuem a mesma riqueza G = 0 (ndo h4 desigualdade) e se apenas um individuo é detentor
de toda a riqueza G =1 (desigualdade méxima).
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Figura 2: Distribui¢oes quando a riqueza de ingresso é o minimo (esquerda), média (di-
reita) ou aleatoriamente distribuida entre esses dois valores(abaixo).
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Figura 3: Coeficiente de Gini para o modelo de Levy
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2 Modelo Lambda

2.1 Descricao

A primeira generalizacao do modelo de Levy que propomos consiste em considerarmos
agentes dispostos em uma rede ! e interacoes entre vizinhos, assim modificamos a varidvel

estocéstica ¢; para:

1.1 com p;
095 com 1—p;
mas p; nao é mais 1/2 e passa a ser dado por:
1 N, — N,
== 1+ 2—2 2.2
Pi=3 ( AN T Np) (22)

onde N,(N,) representa o nimero de vizinhos do i-ésimo sitio que tiveram sua riqueza
aumentada(diminuida) no passo de tempo anterior, ou seja, §(t — At) maior(menor) que
zero. Devemos salientar a existéncia de uma simetria na interacao decorrente do fato
de que consideramos a diferenca entre o nimero de vizinhos ganhadores e perdedores.
O parametro real A é definido no intervalo [0;1] de modo que os vizinhos vitoriosos no
tempo anterior aumentem a probabilidade dos sitios vizinhos ganharem, portanto estare-
mos considerando apenas o caso em que ha cooperacao da vizinhanca. E importante notar
que por conta disso, podemos esperar que existam algumas regioes da rede com agentes
mais ricos, porquanto poderao existir alguns aglomerados de agentes que ”blindam” um

ou mais agentes.

Feita a primeira consideracao a respeito da interacao, devemos definir qual sera a
organizacao da vizinhanca de cada agente, ou seja, em que tipo de rede os agentes serao

dispostos. Por simplicidade escolhemos a rede bidimensional quadrada com condigoes

Inicialmente bidimensional quadrada, conforme veremos a seguir.
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de contorno periddicas, pois esta possui um numero relativamente pequeno de primeiros
vizinhos (quatro) e a periodicidade, necessdria para a diminui¢ao dos efeitos de borda, é

facilmente implementada.

2.2 Simulacao Numérica e Resultados

Simulamos uma rede quadrada com 2500 agentes com 1000 passos de tempo?. A

figura 4 contém distribuigoes para quatro valores distintos de .
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Figura 4: Acima as distribui¢oes (em escala duplo-logaritmica) para A = 0.5(esq.) e
A = 0.9(dir.). Abaixo para A = 0.99(esq.) e A = 0.1(dir.)

Obtivemos a correlagao média e o coeficiente de Gini em funcao do tempo para difer-
entes valores de A que estao mostrados na figura 5. Tais resultados foram obtidos fazendo-

se a média sobre 20 realizacoes diferentes®.

2Novamente consideramos 1000 passos de tempo na evolucido de cada agente. Tal definiciio serd
alterada apenas no préximo modelo.
3 Alterando as sementes dos geradores de ntimeros aleatérios.
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Figura 5: Correlagao média (acima) e coeficiente de Gini (abaixo) em fungao do tempo
para diferentes valores de \.

Observa-se que para A = 0.5 até A = 0.9 ainda temos praticamente o mesmo compor-
tamento linear do modelo livre de interagoes, enquanto que para A = 1 tal comportamento
é totalmente alterado pelas interagoes fortes. A correlacao média dos agentes deixa de
oscilar em valores proximos de zero apenas para A = 0.99 e, no valor maximo de A, ela nao
¢ maior do que 0.4, o que nos sugere que a interacao neste modelo nao é suficientemente
forte mesmo quando fixamos o valor maximo do parametro de controle (A). O coeficiente
de Gini cresce até valores entre 0.4 e 0.6, dependendo do parametro A, sendo que nos

mesmos intervalos de A em que a correlacao é baixa, o indice de Gini é préximo ao valor

obtido no modelo de Levy.

Tanto a curva de correlagao média quanto a curva do coeficiente de Gini em funcao do
tempo apresentam um comportamento oscilatorio que se explica pela forma em que foram
implementadas as simulagoes. Existe uma oscilacao de alta frequéncia que decorre de ter-

mos utilizados um nimero relativamente pequeno de realizacoes das varidveis aleatorias
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para realizarmos as médias necessarias. Além disso, existem outros tipos de ruidos as-
sociados a forma segundo a qual percorremos os vetores no calculo numérico. Aumentar
o numero de realizacoes e percorrer os sitios dos vetores aleatoriamente sao medidas ca-

pazes de diminuir tais ruidos, entretanto tornam as simulacoes consideravelmente longas*.

4A0 longo do trabalho escolhemos niimeros de realizacdes capazes de calcular médias significativamente
precisas no menor tempo de simulagao possivel, otimizando a obtengao de resultados sem trazer grandes
prejuizos a qualidade dos resultados.
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3 Modelo de Ising

Nesta secao iremos estudar a dinamica dos agentes economicos a partir do modelo
de Ising. Tal modelo foi escolhido por apresentar correlagbes médias (no equilibrio) entre
vizinhos que abrangem todo o intervalo [0;1], o que nos permite observar distribuigoes em
regimes de correlagao maior entre agentes em relagao as distribuicoes do modelo da secao
anterior. Por outro lado como a varidvel ¢ ¢ bindria! acreditamos que o modelo de Ising

poderia ser bem aplicado a este problema.

3.1 Descricao Fisica e Algoritmo

O modelo de Ising é um modelo proposto para a descricao do ferromagnetismo na
matéria, mas atualmente é de larga aplicagdo em sistemas nao-magnéticos. Considera-
se um grupo de varidveis denominadas spins que podem assumir dois valores(1 ou -1).
A interacao entre os N spins ocorre aos pares e é descrita, no caso mais geral, pelo

hamiltoniano(negligenciando a presenca de campos magnéticos externos):

N—-1 N
H=->">" J;is (3.1)
i=1 j=i+1

Observe que a energia é somada sobre todos os possiveis pares e cada um deles possui
uma constante J;; associada. Se J;; > 0 dizemos que a interagao é ferromagnética, se

Jij < 0 é antiferromagnética e se J;; = 0 nao existe interacao.

E de interesse fisico considerarmos apenas interagoes entre vizinhos proximos, entao
utiliza-se J;; # 0 para todos j vizinhos de i. A vizinhanca ¢ definida apés a escolha de
uma topologia da rede e nos casos mais comuns fixamos um valor de J para toda a rede.

Nesse caso o hamiltoniano (com < i, j > representando todos os pares vizinhos) se torna:

! Assume dois valores apenas, ndo que estes sejam 0 e 1 neste caso.
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H=—J) & (3.2)

<ij>
A configuragao de mesma energia de um sistema com o hamiltoniano acima sera aquela em
que a energia é a minima possivel(spins paralelos ou anti-paralelos, dependendo do sinal
de J). Se considerarmos a rede em banho térmico a uma temperatura 7' # 0 entao sao
permitidas flutuagoes(de ordem de kgT') na energia do sistema. A descrigdo mateméatica

2 ¢ a distribuicao de prob-

do problema pode ser obtida a partir do Ensemble Canonico
abilidades do sistema estar numa configuragao de energia E é dada pela distribuicao de

Boltzmann.

A competicao entre o ordenamento dos spins devido a interagao e a desordem provo-
cada pela energia térmica pode resultar no aparecimento de transicoes de fase, cuja ex-
isténcia e temperatura critica dependem do tipo de rede. A rede unidimensional (solavel
analiticamente) nao exibe transi¢oes uma vez que o nimero baixo de primeiros vizinhos

(dois) nao é suficiente para ordenar o sistema.

O caso unidimensional possui solucao analitica simples, porém nao apresenta transicoes
de fase e nao sera estudada aqui. A rede mais simples que apresenta transicao de fase é a
bidimensional quadrada, cuja solugao analitica foi proposta por Onsager em 1944(8). A
temperatura critica nesse caso é T, = M ~ 2.27 (considerando é =1)3. Uma outra
rede bidimensional que também utilizaremos é a triangular, cujo valor da temperatura
critica® (usando a mesma defini¢do para as constantes) é de 7. ~ 3.5. A figura 6 exibe o
grafico da energia média por sitio nas redes quadrada e triangular, bem como os valores

das temperaturas criticas nos dois casos.

O método numérico que vamos utilizar para implementar a dinamica do sistema sera
o Algoritmo de Metropolis (6). Estamos interessados em encontrar o estado macroscépio
de um sistema com muitas configuragoes, isto é, encontrar valores de equilibrio para
variaveis termodinamicas relevantes ao problema, que serao médias sobre as possiveis
configuracoes. O nosso problema apresenta 2% micro-estados, o que torna o calculo direto

da funcao partigao invidvel(a nao ser para valores pequenos de N) sob o ponto de vista

2Ver, por exemplo,(10).
3Utilizaremos essa definicdo ao longo do trabalho.
4Ver, por exemplo,(12).
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Average Energy per Spin - Ising Model n=2500
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Figura 6: Energia média por spin na rede quadrada (vermelho) e triangular (azul). As
retas verticais mostram a localizacao das temperaturas criticas.

computacional.

O Algoritmo de Metropolis consiste em partirmos de uma configuracao arbitraria do
sistema e aplicarmos um ntumero suficientemente grande de transigoes aleatorias, tomando
por fim as médias necessarias para descobrirmos as grandezas macroscépicas do problema.
A base de tal algoritmo estd no Principio do Balanco Detalhado, que nos garante que o
sistema tende ao equilibrio (ou seja, que os micro-estados tenham distribuigdo de Boltz-

mann) tendo como unica restrigdo a ergodicidade do problema.

Para o Modelo de Ising o Algoritmo de Metropolis é o seguinte procedimento:

e Sorteia~se um spin e troca-se sua orientagao.

e Se a energia sofrer diminuicao, a transicao é aceita; se a energia aumentar, a

transigdo terd uma probabilidade de ocorrer (dependente da variagdo da energia

AFE) dada por:
1 —AF
P = —exp ( ) (3.3)

2 kgT

® um sistema de spins utilizando tal algoritmo para as redes

Como ilustragao, simulamos
bidimensionais quadrada e triangular e para diversos nimeros de sitios N (n = V'N nas
legendas, onde n representa o nimero de sitios em cada linha (ou coluna) da rede). A
transicao de fase é visualizada através de picos ou pontos de inflexao nos graficos das

variaveis termodinamicas em funcao da temperatura. Observa-se que T, =~ 2.3 na rede

SPara maiores detalhes do procedimento computacional veja (7)(11).
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quadrada e T, =~ 3.5 na rede triangular, portanto tomaremos esses valores como parametro

de comparacao para nossos resultados.

3.2 Aplicacao em agentes econéomicos

Ao contrario do modelo descrito na segao anterior (Modelo Lambda) que era uma
generalizagao intuitiva do modelo sem interagao proposto por Levy, o modelo com in-
teracao do tipo Ising nao é muito "direto” sob o ponto de vista economico. Devemos
portanto iniciar a descricao dessa abordagem salientando que a vantagem de utilizarmos
um modelo ”puramente” fisico (porém muito genérico) é termos como respaldo intimeros
resultados conhecidos desse modelo na Fisica. Em especial, observe que no caso de ter-
mos um nimero fixo de vizinhos por sitio (como nas redes quadrada e triangular) teremos
uma relacao de proporcionalidade entre a energia média da rede e a correlacao média

entre primeiros vizinhos, a saber:

Nvizin 0s
<E>:—JTh<c>. (3.4)

Com isso podemos inferir que a correlacao média a primeiros vizinhos tera uma regiao
de maximo para T' < T, e minimo para 1" > T,, com valores intermediarios para temper-
aturas préximas a critica. Em outras palavras, teremos uma interagao forte(fraca) dos

vizinhos sempre que a temperatura for pequena(grande) em relagao a 7.

O nosso modelo de Ising baseia-se na interpretacao dos spins como sendo o sinal da
variag¢do da riqueza de um agente em um determinado passo de tempo (segundo nossa
notagao, s;(t) = d;(t) definida em (3)). O calibre da interagao entre vizinhos passa a ser
fixado pela temperatura, que tem por objetivo quantificar o tamanho da aleatoriedade
(fisicamente de natureza térmica, economicamente associada & ”sorte” do agente) do sis-
tema frente a tendéncia dos agentes de terem o mesmo comportamento de seus vizinhos
(ordenamento do sistema). Por questoes de simplicidade, manteremos a definicao de

T € [0, +00).

A evolucao da riqueza segue sendo feita a partir de um processo multiplicativo e

permaneceremos com as mesmas realizagoes possivieis para ¢;, que podemos escrever
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COImo:

oi(t) = (0.95 + 0.15&24_1) (3.5)

Observe que ao utilizarmos o Algoritmo de Metropolis para a evolucao das ¢; acabamos
tendo como passo de tempo fundamental na simulagao uma transi¢ao de micro-estado (ou
seja, uma troca de spin). Redefiniremos entao, o passo de tempo como sendo o nimero de
passos fundamentais (passos do algoritmo) necessarios para em média mudar a orientagao

de todos os spins da rede (que chamaremos de passos de Monte Carlo).

3.3 Resultados Numéricos

Usamos redes quadradas e triangulares com 2500 agentes (50x50) e a deixamos evoluir
por 1000 passos de tempo de Monte Carlo. Como condigoes iniciais utilizamos uma dis-
tribuicao delta em w = 1 e cada spin inicia com orientacao randomica. Os agentes que
substituem aqueles que foram excluidos pela condi¢ao de riqueza minima possuem inicial-
mente a riqueza média no passo de tempo em que entram no sistema e spin aleatério. As
figuras 7, 8 e 9 mostram as curvas duplo-logaritmicas das distribuicoes apds 100 passos®

para temperaturas pequenas, proximas a temperatura critica e altas, respectivamente.

;  Ising Model - Square Lattice T=0.1 .o sing Model Triangular Lattice T=0.1
07 . o] .
4 n L
" 5,04 . ¥ L
07 ' "o v T - i g I | . " b . T " . "
7 45 :2: 4,5
5 g
2 4,0 A 4,04
£ £
35+ 351
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2,5 . 2,5 "
—TT 77— —— — T T T T T T T T T T
10 08 -06 04 -02 00 02 04 06 08 10 08 -06 -04 02 00 02 04 06 08
In(w/<w>) In(w/<w>)

Figura 7: Distribui¢oes (em escala duplo-logaritmica) para temperatura baixa na rede
quadrada (esquerda) e triangular (direita).

O limite assintético da correlagao média por sitio pode ser visto como a reflexao da

6A forma da distribuicdo se mantém a partir desse tempo, o que pode ser observado nas curvas do
coeficiente de Gini em fungao do tempo de simulagao.
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Ising Model Triangular Lattice T=3.5
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Figura 8: Distribuicao na regiao de temperatura critica
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Figura 9: Distribuicao para temperaturas grandes.

curva de energia média por spin em torno do eixo de temperatura *, entdo esperamos que

em ambas as redes a correlacao em funcao do tempo ora crescera até o limite assintético

(que pode ser o valor méximo, se T' < T, ou para valores intermedidrios na regiao de

transicao de fase), ora permanecera em valores préximos de zero (7" > T,). A figura 10

mostra a evolu¢ao no tempo dos coeficientes de Gini nas duas redes para alguns valores

de temperatura.

Observa-se que a distribuigoes sao totalmente modificadas para T' < T, devido ao or-

denamento da rede. Nessa mesma regiao o coeficiente de Gini é consideravelmente menor

"Mais detalhadamente, a correlacdo e a energia média se relacionam linearmente no modelo de Ising
(sem campo magético externo) por uma constante negativa dependente do niimero de vizinhos por sitio

da rede.
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Figura 10: Coeficientes de Gini em fungao do tempo na rede quadrada (acima) e triangular

(abaixo).

que no caso sem interacao, o que esta profundamente relacionado ao fato do sistema se

ordenar em poucos passos de simulacao®, resultando em menor dispersao de agentes em

relacao a distribuicao inicial. Os valores do Gini neste caso se assemelham muito ao de

paises da Peninsula Escandinava e do Japao. Para temperaturas proximas ou maiores a

critica o comportamento é de lei de poténcia e o coeficiente de Gini é similar ao caso sem

interacao.

80s valores dos coeficientes de Gini praticamente nao oscilam a partir de 100 passos de tempo, o que
nos indica que a partir dai o ordenamento total foi alcangado.
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4 Conclusoes e Comentdrios

Nosso trabalho consistiu em apresentar duas possiveis generalizagoes para um mod-
elo existente na literatura que, apesar da simplicidade decorrente da nao-diferenciacao de
agentes, possuia resultados satisfatoriamente similares as observagoes empiricas. Salienta-
se que nao almejamos aqui uma descricao completa e realistica de processos de acimulo
de riqueza em sistemas reais, que devem envolver um niimero muito maior de parametros,
o que os torna praticamente impossiveis de serem descritos artificialmente. Por outro
lado, notemos que os dois mecanismos aqui abordados (Modelo Lambda e Modelo de
Ising) possuem resultados qualitativamente similares para as distribui¢oes de riqueza
ainda que possuam mecanismos consideravelmente diferentes entre si, o que pode ser in-
terpretado como a possibilidade ébvia de haver tanto influéncias estocésticas (sorte) como
" estratégias” (relacionadas ao tipo de intera¢ao) na evolugao de uma sociedade econémica

real.

Além das muitas alteragoes que podemos sugerir mantendo a dinamica multiplica-
tiva, que tem como caracteristica a auséncia de conservacao da riqueza total, podemos
considerar também a incorporacao de interagoes conservativas entre agentes, como por
exemplo regras de troca usualmente propostas na literatura(1)(2). Um modelo desse tipo
contemplaria os dois tipos fundamentais de processos (aditivo e multiplicativo) e poderia
ser capaz de modelar tanto a regido de riqueza alta (distribuida de acordo com a Lei de

Pareto) como a de baixa riqueza.

O Modelo Lambda, pensado como uma generalizacao imediata do caso sem interacao,
apresenta uma grande similaridade nas distribuicoes finais para valores relativamente
grandes do parametro A, a saber, no intervalo [0;0.9] é possivel observar uma grande pre-
cisao no ajuste linear da reta duplo-logaritmo. Tal similaridade é facilmente compreendida
ao observarmos que nesse mesmo intervalo de A a correlagao média da rede oscilou entre

valores muito préoximos de zero, que é o mesmo resultado que esperariamos no caso sem
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interacao. Além disso, podemos sustentar ainda mais tal afirmacao notando que o coefi-

ciente de Gini tende a valores proximos de G = 0.43 para 0 < A < 0.5.

No regime de interagoes fortes (A > 0.9) a distribuigao de riqueza se deforma e diminui
a concentragao de agentes na regiao do meio da distribuigdo(in(w/ < w > entre 0 e 1). A
correlacao média ainda tem um comportamento oscilatério (proveniente dos ruidos cita-
dos anteriormente), mas cresce gradativamente até ter limite assintotico préximo a 0.3,
enquanto o coeficiente de Gini tende a valores consideravelmente maiores que G = 0.43
(entre 0.5 e 0.6). Com isso inferimos que a interagdo provoca uma maior desigualdade,
o que ¢ explicado pela formacao de regioes bem localizadas e isoladas de agentes de alta
riqueza, enquanto o resto da sociedade possui riqueza inferior a média (que é imposta

pelos agentes ricos, uma vez que tais regioes ricas sao praticamente fixas no tempo).

A constatacao que a correlagao média no modelo Lambda nao assumia valores maiores
que 0.5 nos levou a busca por um outro modelo capaz de apresentar interagoes altamente
correlacionadas e ainda sim resgatar os resultados do modelo de Levy para interagoes
fracas. Conforme dito anteriormente, nossa motivagao ao escolher o modelo de Ising era
justamente a de termos duas regioes distintas de correlagao conectadas por uma regiao
que abrange valores intermediarios de correlacao. Nao obstante, o fato de termos associ-
ado a interacao com a variacao da riqueza ¢ nos permitiu uma interpretacao imediata de

tais funcoes como os spins do modelo de Ising.

Assim como o modelo Lambda, o modelo de Ising também manteve a forma paretiana
da distribuicao para T' > T, e para T' =~ T, intervalos de temperatura para os quais a
energia média por sitio é alta (e, consequentemente, a correlagao é baixa). Tanto na rede
quadrada quanto na rede triangular observamos que o coeficiente de Gini permaneceu no
intervalo 0.4 < G' < 0.45 para valores proximos da temperatura critica. Por outro lado,
na regiao de maior correlagao temos G < 0.4 e a situagao é oposta a que ocorria no mod-
elo Lambda, visto que o ordenamento de longo alcance produz um indice de Gini menor.
Observa-se também que os resultados para temperaturas maiores ou iguais a critica sao
muito semelhantes para um mesmo tipo de rede, especialmente se levarmos em conta as

inclinacoes das retas de ajuste linear! .

1 As inclinagoes das retas para os dois modelos estiveram em geral no intervalo [-3-;2.5;], isto é, ex-
poentes de Pareto de 1.5 a 2, que sao valores préximos aos antecipados por Pareto e aos observados em

(4).



24

Ao contrario do que vimos em todos os outros resultados, é observado, para T' < T,
uma forte dependéncia das condicoes iniciais, porquanto tais distribuicoes se tornam
estaticas apds poucos passos de simulagao, isto é, a partir do momento em que a rede
adquire magnetizacao maxima em modulo. Salientamos que em média a magnetizacao
inicial do sistema é nula e, por isso, o sistema necessita de um tempo para ter ordem
magnética espontanea e estar em equilibrio térmico, mas se orientassemos todos no mesmo
sentido irfamos observar um comportamento completamente diferente (estético) da dis-
tribuicdo e do coeficiente de Gini (uma vez que o sistema ji estaria inicialmente em
equilibrio térmico). Além disso, a prépria distribuigao inicial de riqueza afeta as dis-
tribuigoes finais nesse caso, pois o fato de termos o ”congelamento” da distribuicao em

poucos passos implica em uma leve conservacao do formato inicial da mesma.
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APENDICE A - Correlacdo e Coeficiente
de Gint

A funcao correlacao de duas varidveis estocasticas z; e z; é definida como:

Cor(ws, ;) — <(zi— <z >)(xj— <z >)> (A1)

02,0,

na qual usamos a notagao < z; > e 0,, = \/< x? > — < x; >?2 para o valor médio e

o desvio padrao de x;, respectivamente.

Tal funcao representa o grau de dependéncia entre as duas variaveis estocédsticas em
questao e esta definida no intervalo [-1;1]. Se Cor(z;,z;) = 0 entdo z; e z; sao ditas

varidvers independentes.

Em termos de simulagdo é muito trabalhoso utilizar (eq. acima) para calcular a
correlacao, uma vez que as médias relevantes para tal cdlculo devem ser feitas sobre
muitas realizagoes. Devemos entao utilizar uma equacao operacional para otimizar o

tempo de simulagao.

Notemos também que existem muitas formas de medirmos a correlagao entre os
agentes da rede, pois podemos tanto considerar as riquezas w;(t) como varidveis es-
tocdsticas quanto as variagoes da riqueza 0;(t)!. (definidas na equacao 1.3). Por estarmos
lidando com processos estocasticos multiplicativos para w(t), devemos ter valores muito
dispersos e grandes para tal varidavel, o que resultaria em erros numéricos. Por outro
lado, §(t) assume apenas valores +1 e -1, entao tal varidvel é muito 1til para esse tipo de

calculo.

Utilizaremos entao a seguinte definicdo operacional para a correlacio média da rede?

Devemos salientar que 6; é o sinal da variacdo, muito embora tenhamos o chamado simplesmente de
varitag¢do da riqueza.
2E de suma importancia notar que estamos lidando com correlacdes espaciais e de primeiros vizinhos.
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(considerando o nimero de vizinhos N,;. igual para todos os N sitios®) iguais p num

tempo t:

()

Z (A.2)

Podemos definir uma variavel v; que soma os elementos do conjunto das ¢; vizinhas

1
N N

de i(viz;):

Z 5;( (A.3)

JEVIZ;

Dessa forma obtemos:

(o)
—
~

1

O coeficiente de Gini (ou indice de Gini) é a medida da desigualdade de uma dada
distribuicao. Apesar de ter aplicacoes em diversas areas, ela é utilizada principalmente

em Ciéncias Economicas nas medidas de desigualdades de riquezas e salérios.

Definimos o coeficiente de Gini como:

¢ N( ZZ |w2<w>()’ (A.5)

=1 j=1+1

Observe que 0 < G < 1. Para G = 0 a igualdade é méxima e a distribuicao é uma
delta de Dirac. Para G = 1 temos que um agente possui toda a riqueza da rede, o que
¢ graficamente representado por duas fungdes delta (uma em w = 0 com altura N — 1 e

outra com altura 1 na riqueza total da rede).

O indice de Gini depende apenas da riqueza relativa de cada membro da populagao
estudada, portanto acaba sendo um parametro muito util para fazer comparagoes socioe-
conomicas de diferentes paises e regioes, mesmo que estes tenham PIB ou renda per capita
de grande discrepancia. Como ilustracao a Figura 11 mostra o indice Gini de diversos

paises (incluindo o Brasil) nos dltimos 60 anos.

30s sitios das redes triangular e quadrada com condicdes periédicas de contorno apresentam o mesmo
numero de primeiros vizinhos (seis e quatro, respectivamente), o que nao ocorre em redes aleatérias, como
redes smallworld, por exemplo.



70

40

Gini Index - Income Disparity since World War Il

where 0 is perfect equalitv, and 100 is perfect inequalitv (i.e.. one person has all the income)
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Figura 11: Indice de Gini para diferentes paises nas ultimas décadas.
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