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RESUMO

A presente dissertagao trata da fatoragao de polinomios em duas variaveis
sobre um corpo F'. Mais precisamente, o trabalho traga o desenvolvimento histérico
de uma estratégia modular que levou a resolucao desse problema em tempo polino-
mial e culmina com a apresentacao de um algoritmo publicado por S. Gao no ano
de 2003, que determina simultaneamente as fatoracoes racional e absoluta de um
dado polinémio. A nossa contribuicao consiste na extensao desse algoritmo a casos

que nao satisfazem as condigoes prescritas pelo autor.



ABSTRACT

The present work deals with factorization of bivariate polynomials over
a field F'. More precisely, it follows the historical development of a modular strat-
egy that has eventually led to the solution of this problem in polynomial time. In
addition, we present an algorithm to find absolute and rational factorizations simul-
taneously, published by S. Gao in 2003. Our contribution lies in the extension of

this algorithm to cases beyond the conditions prescribed by the author.



1 INTRODUCAO

A fatoracao de polinomios é um problema antigo na historia da Matema-
tica. Isaac Newton ja apresentou um algoritmo para esse problema em seu trabalho
Aritmetica Universalis, publicado em 1707. Mas apenas no tltimo século, em espe-
cial nas décadas a partir de 1970, a fatoracao de polinomios foi retomada com énfase
na busca de métodos comprovadamente eficientes, bem como sua extensao a estru-
turas algébricas mais elaboradas. E importante observar o papel de destaque que o
advento e o desenvolvimento de computadores tiveram na motivacao desse estudo,
pois, em um curto espaco de tempo, problemas outrora intratdveis comecaram a ser
confrontados e a ineficiéncia de muitos dos algoritmos intuitivos para sua resolugao

velo & tona.

Também se deve mencionar que o esforco para fatorar polindmios se
tornou um dos grandes sucessos da Algebra Computacional na década de 1980,
quando foram apresentados algoritmos que solucionam esse problema em tempo

polinomial sobre uma ampla classe de estruturas algébricas.

O tema dessa dissertacao de mestrado é justamente a fatoragao de
polindmios, mais especificamente, a fatoragdo de polinomios em duas variaveis, e
foi motivado por um problema particular: um algoritmo recentemente publicado re-
cupera simultaneamente as fatoragoes racional e absoluta de um polindmio em duas
variaveis a partir do espaco de solugoes polinomiais de uma equacao diferencial, cuja
dimensao determina exatamente o nimero de fatores absolutamente irredutiveis do
polindmio. Porém, apesar do sucesso tedrico e pratico, o seu funcionamento esta
restrito a polinomios sobre corpos de caracteristica zero ou superior a uma determi-
nada cota, que se relaciona com o momento em que o espaco de solugoes comega a
incluir solugoes excedentes que impedem a recuperacao da fatoragao desejada. Mais
do que isso: nao é claro por que o espaco de solugoes apresenta esse comportamento,
visto que a cota na caracteristica foi estabelecida de modo aparentemente artificial e

o proprio autor do algoritmo menciona sua crenca na existéncia de uma cota menor,



do que nossa intuicao também se convence apds alguns momentos de investigacgao.
Essa multiplicidade de questoes sem divida motivou que nos debrugéssemos sobre
tal problema, e o presente trabalho pretende justamente apresentar um compéndio

de nossas investigacoes.

A primeira parte da dissertagao, que compreende o segundo capitulo, é
um apanhado histérico que procura retragar o desenvolvimento de uma estratégia
para fatorar polinomios em duas variaveis com complexidade polinomial em tempo.
A escolha desse caminho reflete tanto seu cardter precursor, ja que deu origem ao
primeiro algoritmo em tempo polinomial para esse problema, quanto o seu carater
ilustrativo, pela diversidade de ferramentas fundamentais da Algebra Computacional
envolvidas, como, por exemplo, a computacao por imagens homomérficas e a redugao

de base em reticulados.

O capitulo subseqiiente engloba o corpo principal desse trabalho. A
primeira secao generaliza o algoritmo para fatoracao de polinomios em duas variaveis
estabelecido por S. Gao, o que é a mais importante contribuicao dessa dissertacao.
Dentre as questoes levantadas na apresentacao do problema, o nosso principal ob-
jetivo foi transpor as restrigoes decorrentes do surgimento de solugoes excedentes
no espaco vetorial de solugoes polinomiais da equacao diferencial, tanto no sentido
de demonstrar que um de seus subespacos constitui o espago adequado para o fun-
cionamento do algoritmo, quanto no de o determinar efetivamente. Fomos capazes
nao somente de remover a restricao na caracteristica do corpo para o qual existe um
espaco vetorial com as propriedades desejadas, mas também de originar um algo-
ritmo que determina esse espaco vetorial sobre corpos finitos. Para estabelecer tais

resultados, utilizamos extensoes das idéias originais de Gao.

A segunda secao desse capitulo se dedica a apresentacao de resultados
adicionais de Gao que levam a introducao do algoritmo desenvolvido por ele como
caso particular da teoria apresentada na primeira secao. Exemplos e comentérios
sobre o comportamento do algoritmo percebidos durante o periodo de investigacoes

serao incluidos em uma terceira secao, onde também havera uma aplicacao da teoria
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que relaciona os fatores irredutiveis racionais de um polinomio a um segundo subes-
paco do espaco solucao mencionado, o que nos fornece um teste de irredutibilidade

de polinomios a duas variaveis.

Dois apéndices constam na dissertacao, tratando de reducao da fa-
toracao em varias variaveis ao caso bivariado e da extensao de derivagoes. O primeiro
destaca a importancia do caso bivariado na fatoragao de polinomios, pois mostra
como a fatoragao de polinomios em muiltiplas varidveis pode ser reduzida ao caso
bivariado, que nao pode ser reduzido ao caso univariado por argumentos analogos.
Crucial para essa reducao é uma versao efetiva do teorema de irredutibilidade de
Hilbert aqui apresentada. Também foram incluidas observacoes sobre como pode-
mos tratar polinomios em varias variaveis do ponto de vista de estrutura de dados.
O segundo apéndice procura sanar eventuais duvidas de leitores na extensao de

derivagoes, um conceito utilizado em algumas das demonstragoes.
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2 FATORANDO POLINOMIOS EM DUAS
VARIAVEIS EM TEMPO POLINOMIAL

Esse capitulo é consagrado a apresentacao de um algoritmo modular
para a fatoracao de polindmios em duas varidveis sobre um corpo F', supondo que
se sabe fatorar polinomios em uma varidvel sobre F. Ele estd organizado de tal
forma que algumas das técnicas classicas da Algebra Computacional sdo introduzidas
seguindo o fio histérico do seu desenvolvimento, na esperanca de que essa estratégia
auxilie na clareza do que é exposto, bem como na compreensao dos resultados que
motivaram essa teoria. Além disso, ha alusoes recorrentes a fatoragao de polinomios
sobre Z[z], o anel de polinémios com coeficientes inteiros, devido a semelhanca das

idéias empregadas.

2.1 Um algoritmo modular

Seja entao f € Fx,y]. Suporemos que f é livre de quadrados, o que é
de praxe no desenvolvimento de algoritmos para fatoragao de polinomios. A redugao
do caso geral ao caso livre de quadrados ¢ discutida em livros como o de D. Knuth
[Knuth, 1969] e J. von zur Gathen e T. Gerhard [von zur Gathen e Gerhard, 1999].
Se a caracteristica do corpo é zero, isso se faz por simples calculos de maximo divisor
comum. Para caracteristica p, recaimos em corpos que nao sao perfeitos e que por

isso exigem manipulagoes algébricas adicionais.

Em um primeiro momento, suporemos também que sabemos fatorar
polinomios em uma variavel sobre extensoes algébricas de F', como no caso em que F'
é um corpo finito. No caso em que F' = QQ, também se sabe fatorar polinomios em ex-
tensoes algébricas finitas em tempo polinomial, apesar de a eficiéncia ser menor. Esse
assunto nao sera tratado com mais profundidade no presente trabalho, e para maiores

informagoes, recomendamos o trabalho precursor de S. Landau [Landau, 1985].
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Portanto, serd possivel utilizar o fato de que, se p € F[y] é um polinémio
irredutivel, Fly|/(p) é uma extensdo algébrica de F. Em virtude disso, poderfamos
pensar que, havendo meios de encontrar um polindémio irredutivel em uma variavel
sobre F' satisfazendo certas condi¢oes, o problema de fatoragdo em F|x,y| seria
reduzido ao problema fatord-lo em (F[y|/(p))[z], com posterior recuperagao dos

verdadeiros fatores em Fz,y].

Note que um algoritmo seguindo as idéias acima é um algoritmo baseado
na técnica de imagens homomoérficas (também dito algoritmo modular), pois reduz
o problema, originalmente em um anel A, a um problema em um anel quociente
A/I, para certo ideal I de A. Intuitivamente, podemos considerar que se aplicou o
homomorfismo canonico ao problema que tinhamos. Para que isso propicie alguma
vantagem, é 6bvio que devemos dispor de um método para a resolucao desse novo
problema e, nesse caso, resolveremos o problema original se suas solucoes forem

recuperaveis a partir das solugoes do problema modular.

Para o nosso objetivo particular, a idéia basica sera escolher um polino-
mio monico irredutivel em uma variavel p(y) de grau suficientemente grande para que
os fatores originais possam ser recuperados da fatoracao em (F[y]/(p))[z]. Mas co-
nhecemos um modo simples de garantir isto: simplesmente tomaremos um polinémio
p com grau superior a 2grau,(f), pois é claro que todos os fatores de f, e mesmo
os produtos entre dois fatores de f, tém grau em y inferior a esse nimero. Mais
complicado do que isso serd recompor os verdadeiros fatores de f em F[z,y|, pois
polinomios irredutiveis sobre F[x,y] ndo sdo em geral irredutiveis em (Fly]/(p))[x].

Por enquanto, essa recomposicao sera feita por tentativas.

Essa curta discussao motiva o seguinte algoritmo, onde os simbolos
cl.(f) e pp.(f) denotam o coeficiente lider e a parte primitiva do polinémio f com

respeito a variavel x, respectivamente:
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Algoritmo 2.1.1. Fatoragao de polinomios em F[xz,y| via primo grande

Entrada: Um polindmio livre de quadrados f € Flz,y],

com (grau,f, grau, f) = (m,n).

Saida: O congunto de fatores irredutiveis { f1, ..., fs} de f em Flx,y].

1. sen =1, entao devolva {f}.
b—cl,(f), l<—n+graub+1

2. encontre p irredutivel em Fy| com grau B igual ou superior a .

3. {Fatoragao Modular}
determine gy, ..., g» € Fx,y] monicos e irredutiveis sobre Fly|/(p),
com grau em y inferior a B tais que f = bgy...g. mod p.

5. {Inicializagao do conjunto de indices T de fatores modulares ainda nao
considerados, do conjunto G de fatores encontrados, e do polinomio f* a ser fatorado}
T—{1,2,...1}, s—1, G0, f*—f

6. {Combinagao de fatores}
enquanto 2s < T faca

7. para todos subconjuntos S C T de cardinalidade 1S = s faca

8. calcule g* , h* € Flz,y| com grau em y inferior a B satisfazendo

9" =b]lics 9 mod p e h* =b]];cp\ 5 9: mod p

9. se grauy,(g*h*) = grau,(bf*) entdo

T —T\S, G— GUpp.(9"),
J* = ppe (), b — cla(f7)
interrompa o lago 7 e va a 6.
10. s—s+1
11. devolva G U { f*}

Antes de demonstrarmos a validade desse algoritmo, faremos algumas

observacoes e apresentaremos um exemplo que ilustra sua aplicacao.
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Observacgoes

1. O passo 4 do algoritmo foi omitido intencionalmente para garantir a compatibi-

lidade com algoritmos que virao a seguir.

2. A nomenclatura “por primo grande” é motivada pelo algoritmo andlogo para
polindmios f em Z[x], que calcula a fatoracao de f sobre Z,, onde p é um nimero
primo grande (determinado pela cota de Mignotte), de tal forma que os fatores
sobre 7Z possam ser recuperados. No nosso caso, o primo é o polinomio irredutivel
p(y), que de fato é um elemento primo do dominio de integridade F[y], e a cota é

simplesmente o grau do polinomio.

Contraposto a esse algoritmo, terfamos a fatoracao por primos pe-
quenos, que utiliza diversos primos menores. Individualmente, eles nao garantem
a recuperacao imediata da solucao desejada, que sera obtida da combinagao das
solugoes dos diversos problemas pequenos. Porém, essa estratégia, bem sucedida em
uma ampla gama de problemas da Algebra Computacional, nao se adequa a nosso
problema, pois o fato mais probleméatico de nosso algoritmo ¢ justamente a recom-
binacao dos diferentes fatores irredutiveis modulo p que correspondem a um mesmo
fator irredutivel sobre o anel original, que deriva do fato de que F'[y|/(p1p2-...Dm),
para polindmios irredutiveis distintos py, ps, ..., P na variavel y nao ¢ um dominio

de fatoracao unica para m > 2.
Exemplo 2.1.2. Seja o polinomio
fla,y) =2y + o'y’ + 2ty + Py + oy’ tay oty + 1

em Fylx,y] (em nossa notagio, Fy = Zy = GF(2)). Vamos utilizar o algoritmo
anterior para encontrar sua fatoragao. Utilizando um algoritmo para determinar
o mdzrimo divisor comum, verificamos que f € livre de quadrados, pois temos que

mde(f, 3L) = mdc( ,g—;:) = 1.

Aplicamos entdo nosso algoritmo para polinomios livres de quadrados.

FEsse algoritmo considera esse polindomio em (Fyy])[z], isto é, na forma

flz,y) =y*2® + (W +yHa* +y2? + (P +y+ Dz +y+ 1.
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Nesse momento, devemos escolher um “primo grande” para efetuar a fatoragao: o
grau em y de f € igual a 5, e b = y*. Escolheremos entdo o polinémio irredutivel
p(y) =y +v*+1 em Fyly] (grau p =10 > 10 = grau,(f)+ grau b+1) e conside-
raremos f = f(x) em (Fyly]/(p))[x] ~ Fhwolz]. Sabemos como obter a fatoragao de
polinomios em uma varidvel sobre esse ultimo corpo finito. Fazendo as contas, seque
que g1 = 2*+ (Y’ +y*)a+y* 0 +yt Hyt+ 1 g2 = 2+ (Y0 HyP ety Hy Yy L
e gs = x+y-+1 sao os polinomios irredutiveis que satisfazem f = bg1g2935 em

(Ea[yl/(p)[x], onde b = cl.(f) = y*.

Dirigimo-nos agora ao passo 5, em que devemos recombinar os fatores

g1, 92, g3 para obter os fatores irredutiveis de f em Flx,y|. Inicializam-se
T—{1,2,3}, s 1, G0, f*< f

Como 2 = 2s < T = 3, analisaremos os subconjuntos S de T de cardinalidade um.
Tomemos S; = {1}: calculam-se g* = y*2®> + Pz +1° + 8+  +9° + oyt + 9% e
h* =yt + (P yt )+ (P Sy P ) ety Syt bR 1. Vemos que
grau,(g*h*) = 18 > 9 = grau,(bf*), logo S1 ndo dd origem a um fator irredutivel de
f em Flx,y]. Seja entdo So = {2}. Nesse caso, g* = y*z* +y2z+1y° +y5+y +y° +y*
el =y’ + (Y’ +y' + )2 + (P Y Y P ey Yt L
repetindo grau,(g*h*) = 18 > 9 = grau,(bf*). Em uma terceira tentativa, temos
Sy = {3}. Calculamos g* = y*z+y>+y* e h* = y*z* +yx+1. Agora, verifica-se que

grauy(g*h*) = 9 = grau,(bf*), ou seja, a condi¢io do passo 9 € satisfeita, Portanto,
T—T\S={1,2}, G—GUpp.(9*) ={x+y+ 1},
fre=ppe(h*) =yl +yz + 1, b — elo(f7) = o

O passo 7 € interrompido e voltamos ao passo 6, onde temos agora 2 = 2s < 2 =
iT = 2. Mas todos os subconjuntos de cardinalidade um de T jd foram analisados.
Logo, chegamos ao passo 10 e s <+ 2. A condicdo do passo 6 nao € mais satisfeita,

de forma que alcancamos o passo 11 e devolvemos

GU{f'}={v+y+ 12" +ay+1}
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Obtivemos a fatoracao irredutivel
flz,y) = Pyt +a*° + oyt + oy oy Fay+aty+ 1= (o+y+ D (@'Y oy +1)

em Fylx,yl.

A seguir, vamos demonstrar a validade desse algoritmo e analisar sua
complexidade em tempo. Na andlise de complexidade, utilizaremos duas notagoes
bastante comuns. A primeira delas se refere a ordem O de complexidade e, quando
dizemos que g(n) € O(f(n)), ou, por abuso de nomenclatura, que g é de O(f(n)),
queremos dizer que existem ¢, N € N tais que f(n) < cg(n) para todon > N. Isto é,
a ordem de complexidade é uma majoracao de f a menos de constantes. A segunda
notacao que introduziremos diz respeito a multiplicacao de dois polinomios em uma
variavel de grau limitado por n sobre um corpo F'. Para nao nos preocuparmos com
propriedades particulares do corpo ou com o algoritmo utilizado, estabeleceremos

que o custo envolvido serd M (n) operagoes.

Teorema 2.1.3. O algoritmo (2.1.1) funciona. O custo esperado para o passo 3
¢ de O(mnM (m)log(gm)), se F' é um corpo finito de q elementos, enquanto que
0s passos 8 e 9 exigem O(M (n)(mlog(n) + mM(m))), havendo, no mdzimo, 2!

iteragoes.

Demonstragao

Inicialmente, observemos que a condigao do passo 9 vale se, e somente
se, g*h* = bf*. A necessidade ¢ trivial. Vejamos a suficiéncia: sejam g* = 0[], 4 9i
mod p e h* = b[[;cp\ 5 9i mod p. Logo, g*h* = bf* mod p. Note que grauy(bf) <
grauyb + grau, f <1 < grau,p. Mas ambos os lados da congruéncia sao polinomios

de mesmo grau em y, e portanto sao iguais.

Dado um fator u € Flx,y] de f, denotemos por p(u) o nimero de
fatores monicos irredutiveis que dividem » moédulo p. Da unicidade da fatoragao,

esses fatores formam um subconjunto de {gy, ..., g, }.
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Afirmacao: A cada passagem pelo passo 6, os seguintes invariantes sao verificados:
(i) f* =0]l;er 9i mod p
(i) b= clo(f*)
(i) £ = FTlyeq9
(iv) Cada polindomio em G é irredutivel
(v) Para cada fator irredutivel w de f*, pu(u) > s
A demonstracao dessa afirmacao sera feita por inducao.

Os invariantes sao triviais na primeira passagem por 6. Suponha que
eles sejam validos antes do passo 8. Se, para todos os subconjuntos S de T de
cardinalidade s, a condicao 9 for rejeitada, entao f* e G nao se alteram, assim como

as quatro primeiras invariancias.

Para mostrar que a tultima também permanece valida, basta provar que
f* nao possui fator g com p(g) = s. Suponha, por absurdo, que existe g nessas
condigoes. Logo, f* = gh, para certo h € F[z,y|. Entao, ha S C T de cardinalidade
s tal que g = cl,(g) [[,cg 95 mod p. E claro também que cly(g)cly(h) = cl(f*) = b,
cly(h)g = b]lics9: = g* mod p e clo(9)h = b[l;er 595 = h* mod p. Como o
grau de cada um dos polinomios em y ¢ inferior ao de p, as equivaléncias acima sao

igualdades. Conseqiientemente, g*h* = bf* e a condicao 9 é valida para S ?!!

Agora, seja S um subconjunto de s elementos de T que satisfaz a

condicao 9. Denotaremos as atualizagoes de T, G, b, f* por T',G", V', f*. Observe-

mos também que, como f* & primitivo, pp, (9°)ppe(h) = ppa(g°h*) = ppa(bf*) = f*.

Nesse caso:
(1) f* = pp(h*) = cl.(h*) HieT\S gi = V' [Licqv i mod p.
(13) ' = cly(pp(h*)) = clo(f*)

(i17) Pela hipétese de inducao, f = f* ngG g = pp(h*)pp.(g*) ngGg = f ngcf g
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(7v) Suponha, por absurdo, que g* é redutivel. Logo, um fator préprio de g* teria
fatoracao formada por um subconjunto préprio S’ de elementos de S. Mas, nesse
caso, 15’ < 1S5, de forma que S’ teria sido escolhido no momento em que s = 5’ e

teria sido retirado de S.

(v) Nada se altera quanto a esse item, logo ele decorre diretamente da hipétese de

inducao.

Isso conclui a demonstracao da afirmacao. Resta apenas demonstrar
que, se 2s > {7, entdo f* é um elemento irredutivel em F[x,y]. Sejam g € F|x,y]
um fator irredutivel de f* e h = f?*. Pela ultima das invariancias, p(g) > s e, como
p(g)+u(h) =47, u(h) < 4T —s < %T Portanto, A é uma constante, o que estabelece

a demonstracao.

Vejamos a complexidade desse algoritmo. Os passos 1 e 2 nao tém
custo elevado. O passo 3, no caso em que F' = F, é um corpo finito, exige
O(mM (m)log(gm)), pois fatora um polinémio de grau m (na varidvel z) sobre
um corpo finito com ¢ elementos. Mas, como a fatoragao é feita em (F[y]/(p))[x] e
grau,(p) é da ordem de I < 2n + 1, temos que ¢ é da ordem de ¢*". Segue que o

passo 3 ¢é limitado por O(mnM (m)log(qgm)) operagoes aritméticas sobre Fy.

O custo de se computar g* e h* no passo 8 é de O(M(m)log m)
adigoes e multiplicagoes de polinomios em F[y] de grau limitado por n, o que nos
da O(M(m)log mM(n)) operagoes em F. Para calcular as partes primitivas dos
polinémios no passo 9, sao exigidas O(mM (n)log n) operacoes. O numero de ite-
racoes dos passos 8 e 9 é obtido da seguinte forma: entre duas ocasioes em que a
condicdo no passo 9 é verdadeira, existem no maximo 2¢7 execucdes dos passos 8 e
9. Mas {7 se reduz em pelo menos uma unidade se a condi¢ao é verdadeira, logo o

ntmero de iteragoes é limitado por Y ;_, 2¢ < 2t < 2mtl ]

O algoritmo acima resolve o problema da fatoracao de polindmios em
F[z,y] quando sabemos fatorar sobre extensoes algébricas de F', mas apresenta

dois problemas graves. O primeiro esta no fato de que ele nao é aplicavel com
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eficiéncia a polindmios em duas variaveis sobre Q[z,y], que formam uma classe
importantissima de polinomios. O segundo consiste no fato de o algoritmo ser
exponencial no pior caso, resultado de nossa incapacidade em arranjar os fatores
modulares para recuperar os fatores procurados de forma eficaz. Apesar de termos
apresentado uma cota pessimista no nimero de iteracoes, existem de fato casos em
que cotas muito ruins vigoram, como para classes de polinomios ciclotomicos e de
Swinnerton-Dyer, que sao discutidas no trabalho de E. Kaltofen, D.R. Musser e
B.D. Saunders [Kaltofen et al., 1983] para polinomios em uma varidvel em Z[z]. Na

seqiiéncia desse trabalho, procuraremos transpor essas dificuldades.

2.2 O Levantamento de Hensel

Em 1918, Kurt Hensel [Hensel, 1918] desenvolveu um método para cal-
cular a fatoracdo de polinémios médulo p', onde p é um ntimero primo e [ um inteiro
positivo, a partir de sua fatoragao modulo p. Embora Hensel tenha se concentrado
nos numeros inteiros, a idéia pode ser aproveitada para a fatoracao de polinomios

em duas variaveis, pois depende de propriedades algébricas gerais.

Por questoes de clareza e motivacao, partiremos de uma idéia simples e
adicionaremos os detalhes necessdrios. Sejam R um anel (comutativo, com unidade),
f,9,h € R[x] e m € R tais que f = gh mod m. Desejamos “erguer” essa fatoracao
para f = gfz mod m?, ou seja, aproveitar a fatoracao conhecida médulo m para obter
a fatoragao médulo m!. Vamos supor que conhecemos s,t € R[x] com a propriedade
de que sg +th = 1 mod m (em particular, g e h sdo relativamente primos médulo
m). Quando R/(m) é um corpo, podemos obter s e t facilmente pelo Algoritmo de

Euclides Estendido.
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Agora, calculamos e = f — gh, § = g+te e h = h+ se. Logo, f — jh =
e(1— gs — ht) — ste?, e, como estamos supondo ¢ = 0 mod m e 1 — gs — ht = 0 mod

m, vem que f — gﬁ = 0 mod m?.

Se estivermos em um dominio e partirmos de m igual a um elemento
primo p, procedendo indutivamente (e simultaneamente erguendo a congruéncia

sg + th = 1) podemos erguer a fatoragao médulo poténcias arbitrarias de p.

Exemplo 2.2.1. Voltemos a nosso exemplo, em que tinhamos o polinomio livre de
quadrados f(x,y) = 25y* + 2% + oyt + 2>y + 2> +ay+a+y + 1 em Fylz,y].
Consideremos o corpo K = Fyly]/(p), onde p = y* +y> + y*> + y + 1, e vejamos f

como polinomio em Klz|. Verifica-se que

f

(P+vy*+y+ D+ P+ +y)a® + P+ + D+ +y)(@® + 3 + 1)

em K|[z]. Vamos utilizar a sugestio acima para obter uma fatoragao de f mddulo p*.
Para tanto, calculamos e = f—gh = (y*+y>+1y°+y+1)2° +(° +y* + 3+ > +y)at +
W +y'+y’ 2 +y)a (Y Py )+ (P Y Y Py )e Y+ g =
gtte = (y +y°+y° +y'+y7) 2+ (P +y Y P+ D2+ (Y y) et (P
Y+ 1)+ (P 0?2+ (Y YTy Yy D ey Ty Yy
eh=htse= @+ +y + 12"+ (* + o + 5> +y)2* + (* +¢° + v +y)2® +
W+ + P’ +y+ D2+ P+ y)a+ vy Yy’ + Y’y Fazendo

as contas, verificamos que f — gfz = 0 mod p>.

Obtemos entao a fatoragio f = ((y" +v° +y* + D)a® + (y* +° + v +
y+ Dz + (' + P+ +y+ D+ (P P+ )+ (VP Ry D4y +
Ay P+ Yy DY Yy )+ (T Yyt )t (7t
vyt ty+ Dty (" + Da + (0T )y D)
no anel F[y]/(p*)[x].

Esse exemplo ja mostra uma desvantagem desse método: os graus de ¢
e h sao maiores do que os de g e h e, em particular, a soma de seus graus excede o
grau de f. Para superar esse empecilho, que acarreta o que se denomina crescimento

das expressoes intermedidrias, recorreremos a divisdo com resto em R[x]. Como R
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nao é necessariamente corpo, essa divisao nao esta em geral definida. Se efetuarmos

a divisao apenas por polindomios monicos, contudo, nao ha problemas de definicao.

O resultado disso esta no seguinte algoritmo, que ergue uma fatoracao
de f em dois fatores médulo m a uma fatoracao de dois fatores médulo m?, também

conhecido como levantamento quadratico de Hensel:

Algoritmo 2.2.2. Passo de Hensel

Entrada: Um elemento m pertencente ao anel comutativo R, e polinémios f, g, h,t,s € R[z]

tais que f = gh e sg+th =1 mod m, h é monico,
grau(f) =n = grau(g) + grau(h), grau(s) < grau(h), grau(t) < grau(g).
Saida: Polinomios g*, h*, s*,t* € R[z] tais que f = g*h*

e s*g* +t*h* =1 mod m?, h* é ménico, g* = g, h* = h, s* = s, t* =t mod m,

grau(g*) = grau(g), grau(h*) = grau(h), grau(s*) < grau(h*), grau(t*) < grau(g*)

1. calcule e, q, 7, g*, h* € R[z] tais que

grau(r) < grau(h), e= f —gh, es=qh+r, g = g+te+qg e h* = h+r mod m?.

2. calcule b, c,d, s*, t* € R[z| tais que

grau(d) < grau(h*), b= sg* +th* —1, sb=ch*+d, s* =s—d e t* =t — tb — cg* mod m?.

3. devolva g*, h*, s*, t*

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo, vejamos como ele se aplica

ao exemplo anterior:

Exemplo 2.2.3. Lembremos que se dispunha da fatoracdo

f=gh= (" +y*+y+ 1)’ + (P +y* +y)2° + (" +y° + Do +y° +y)(@® +y* +1)
em (Fy/(p))[x], que queriamos estender a uma fatoragdio mddulo p?, dado que os

elementos s =y +y> +y+1 et =2z +y?> +y + 1 satisfazem sg +th =1 mod p.

Pelo algoritmo do Passo de Hensel (observe que todas as condigoes de

entrada do algoritmo sao satisfeitas), vem que e = (y* + 4> +y* +y + 1)a® + (v° +
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vy )t + (Y )2+ (P )t (0
y>+y)x +y°+ 1. Pela divisio euclideana, obtém-se ¢ = (y" +y° +y*+ 1)z + (y* +
4y +y+ D)2+ )+t Pyt iyt er = (P D+t Py + 1
e, desses valores, seque que g* = yia® + (" + 3 +y)a? + (WS + v+ P +y e b =
22+ (¥ + Do +y° +y° +y? +y. Fazendo as contas, verifica-se que f —g*h* = 0 mod
p?. Note que agora obtivemos g* e h* com graus em x igquais a 3 e 2, respectivamente,

contra graus 6 e 5 obtidos para g e h pelo método anterior.

O passo 2 do algoritmo se destina a erguer os polinomios s et a s* e
t* satisfazendo s*g* +t*h* = 1 mod p?, o que garante a possibilidade de utilizacdo
iterada do passo de Hensel. Fazendo as contas, chega-se a b= (y” +y° +13° + y* +
¥t + (0 +y) e+ (T P Ly ), e = (O Yyt R eyt
ed=y"+1y°+y?+1. Portanto, s* =y" +3° + > +y et =’z +y* +1°.

O proximo teorema estabelecera a validade do algoritmo e analisara sua
complexidade.
Teorema 2.2.4. O algoritmo funciona. Se as entradas do algoritmo tém grau em
y limitado pela cota D > 0, ele utiliza O(M (n)M (D)) operagdes no corpo F.

Para provar esse resultado, utilizaremos o seguinte lema técnico:
Lema 2.2.5. Sejam R um anel e f,g € R[x], com g nao-nulo e monico. Entdo,

(1) Ezistem polinémios q e r univocamente determinados, tais que f = qg + 1 e

grau r < grau g ou r = 0.

(17) Se f =0 mod m para algum m em R, entdo g =r =0 mod m.

Demonstragao

O item (i) é um resultado bem conhecido em anéis de polindmios.
Demonstremos o item (ii): seja m € R tal que f = 0 mod m. Portanto, existe

h em R[x] tal que f = mh. Mas, aplicando o item (i) a h, obtemos ¢, 71 em R[z],
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com grau ry < grau g our; = 0, tais que h = q1g+r;. Logo, f = mh = mq,g-+mr;.
Como m € R, é claro que grau mry < grau r1, logo § = mq, e ¥ = mr; satisfazem
as condicoes do item (7). Pela unicidade, temos ¢ = ¢, r = 7, e, conseqlientemente,

qg =r =0 mod m, o que conclui a demonstracao do lema.
Demonstracao do teorema

Inicialmente, vejamos que o algoritmo (2.2.2) funciona. Observe, que,
por definicdo, f — g*h* = f — (g +te+qg)(h+es —qh) mod m?, ou, reagrupando os
termos da expressao a direita, f—g*h* = f—gh—(sg+th)e—ste*—(sg—th)qe+ghq?
mod m?. Mas, da defini¢ao de e, essa iltima expressao ¢ equivalente a (1—sg—th)e—
ste? — (sg—th)qe+ghq? mod m?. Por hipétese, sabemos que 1—sg—th = 0 = e mod
m. Portanto, 0 = es = qh + r mod m. Aplicando o lema, obtemos ¢ = r = 0 mod
m, e todas essas equivaléncias médulo m implicam (1—sg—thle=e*=qge=¢* =0
mod m?. Portanto, f — g*h* = (1 — sg — th)e — ste* — (sg — th)ge + ghq* = 0 mod

m2.

Além disso, como h* = h + r mod m?, vale que h* = h +r = h mod
m. Analogamente, ¢* = g + te + qg = g mod m. Do fato de que grau r < grau h,
segue h* tem o mesmo grau de h e ¢ monico, o que, por sua vez, acarreta grau g* =
grau f — grau h* = grau f — grau h = grau g. Argumentos muito similares sao

empregados para demonstrar as propriedades andlogas de s* e t*.

A anadlise desse algoritmo é bastante simples: notamos que polindmios
f(z,y) podem ser escritos na forma (f(y))(x), de forma que toda operagao ar-
itmética em F[z,y] (adi¢do, multiplicagao, divisdo com resto) exige O(M (n)M (D))
operacoes em F' se feita entre polindmios com graus em z e y limitados por n e
D, respectivamente. Mas o nimero de operagoes em F[z,y| é constante em nosso

algoritmo, logo a sua complexidade é de fato O(M (n)M (D)) operagoes. [

Corolario 2.2.6. Dado um inteiro positivo | e supondo a especificacao do algo-

ritmo, podemos calcular polinomios satisfazendo as condicoes de saida do algoritmo

anterior com m? substituido por m'.
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Demonstragao

Se o Passo de Hensel for aplicado indutivamente, obtém-se elementos
médulo m?,m?*,m?’, ... satisfazendo as condicdes de saida do algoritmo (2.2.2) com

2

m? substituido por m l para [ adequado. Basta entao observar que uma fatoragao

moédulo m!t nas condicoes prescritas origina uma fatoracdo médulo m!? nessas mes-
mas condigoes se l; > [y, isto é, é suficiente fazer o levantamento médulo m elevado

a potencias de 2. [

Agora, veremos que o procedimento acima, criado como que por inspe-

¢ao, é essencialmente tnico.
Teorema 2.2.7. Unicidade do Levantamento de Hensel

Sejam R um anel comutativo com unidade, m € R um elemento que
nao divide zero, | um inteiro positivo e g, h, g*, h*,s,t € Rlx| polindmios nao nulos
tais que:

e sg+th=1modm
e 0s coeficientes lider de g e h nao dividem zero em R mddulo m
e g eg*, h eh* tém mesmo grau e termo lider em R[x] e coincidem
modulo m.
Se gh = g*h* mod m', entdo g = g* mod m' e h = h* mod m'.

Em outras palavras, dois levantamentos de fatores modulo m a fatores

modulo m! coincidem.

Demonstragao

Suponhamos, por absurdo, que g # ¢g* mod m! ou h # h* mod m!. Seja
i €{1,2,....l — 1} maximal tal que m® divide g — g* e h — h*. Entao, ¢* — g = um’,

h* — h = vm® para certos u e v em R. Sem perda de generalidade, suponhamos que
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m nao divide u. Mas 0 = g*h* — gh = g*(h* — h) + h(g* — g) = (g*v + hu)m’ mod

ml.

Como m nao divide zero em R, m divide m!~* que, pela congruéncia
acima, divide g*v 4+ hu. Denotaremos por uma barra a redugao médulo m. Das
hipéteses e do que vimos até aqui, segue que 5§ +th =1, g* = g e ¢*v + hu = 0.
Assim, 0 = #(g*v + hu) = tgv + (1 — 39)u = (tv — 5u)g + . Mas essa tltima
igualdade implica a divisibilidade de @ por g. Por outro lado, lc(g) = lc(g*) e
grau(g) = grau(g) = grau(g*), de forma que grau(u) < grau(g), pois g* —g = um®.

Logo, u = 0, contradizendo o fato de que m nao divide u. [

O seguinte corolario sera 1util quando trabalharmos com reducgao de

bases em reticulados:

Corolario 2.2.8. Sejam R um dominio Euclideano, p € R primo, | um inteiro
positivo e f,g,u € Rlx| tais que p nao divide cl,(f), f mod p € livre de quadrados,
g divide f em R|x], e u é ménico, ndo constante, e divide tanto f mddulo p' quanto

g mddulo p. Entdo, u divide g mddulo p'.

Demonstragao

Sejam polindmios h,v,w em R[z] tais que f = gh = uw mod p' e
g = uwv mod p. J& que f mod p é livre de quadrados, g mod p também o serd
e mde(u mod p,v mod p) = 1 em F,[z], onde F, = R/(p) é um corpo. Logo, é
possivel obter s,t € Fy[z], grau s < grau v, grau t < grau u, tais que su+tv =1
mod p. Aplicando o Passo de Hensel iterativamente, arranjamos polinémios u*, v*
satisfazendo u* = u e v* = v médulo p e ¢ = w*v* mddulo p'. Mas uvh = gh = uw

mod p e, como Fy[z] é um dominio de integridade, vh = w mod p.

Portanto, v*h = vf = w mod p e u*(v*h) = gh = vw mod p'. Apli-
camos o teorema anterior (lembre que g e h sdo relativamente primos e u e v sao

relativamente primos médulo p) e obtemos u = u* mod p', e finalmente g = uv*

médulo p'. O
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H4& beneficios potenciais de se recorrer a fatoracao de polindmios com
dois fatores modulo um primo pequeno e depois ergué-la a fatoracao modulo um ele-
mento suficientemente grande. Se conseguirmos estender essa técnica a polinomios
com miltiplos fatores a um custo razoavel, esse método parece promissor, pois o le-
vantamento de fatores é obtido apenas pela resolucao de equagoes modulares e pela
aplicagao do Algoritmo da Divisao. Além disso, sabemos fatorar sem dificuldades
em Q[z,y]/(p) = Qz], onde p é um polindémio linear sobre Q na variavel y, de forma
que o Levantamento de Hensel remove a restrigao do algoritmo (2.1.1) a fatoragao

quando F' = Q.

Analisemos entao a viabilidade de se criar uma versao do Levantamento
de Hensel a polindmios com muiltiplos fatores. Para tanto, sejam fi, ..., f, fatores
monicos do polindmio f em R[zx| médulo m (isto é, f = ¢l (f)fi...fr mod m).
Supomos que o termo lider ¢, (f) de f é invertivel médulo m, com inverso denotado

por a.

E possivel arranjar facilmente os fatores monicos v de f modulo m em
uma arvore bindria 7 de profundidade d = [logyr], com folhas fi, ..., f;, raiz af e tal
que cada nodo interno corresponde ao produto de dois filhos médulo m. O desenho

abaixo ilustra como isso pode ser feito quando r = 5:
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Além disso, para cada nodo interno v € R[x] com filhos g, e h,, vamos
supor que conhecemos s,,t, € R[z] tais que grau(s,) < grau(h,), grau(t,) <
grau(g,) e s,g,+t,h, =1 mod m (em particular, isso implica que estamos supondo
que f é livre de quadrados). Observe também que, no caso em que R/(m) é um
corpo, os elementos s, e t, podem ser obtidos pelo Algoritmo de Euclides Estendido.

Uma arvore 7 com tais propriedades é denominada arvore de fatoragao modulo m.

O algoritmo abaixo calcula o Levantamento de Hensel de multiplos
fatores, que ergue uma arvore de fatoragao médulo m a uma arvore de fatoragao
médulo m!, onde [ é um inteiro positi bitrario. A estrutura da a

, positivo arbitrario. A estrutura da drvore permanece

inalterada durante o algoritmo, apenas os dados associados aos vértices variam.

Algoritmo 2.2.9. Levantamento de Hensel de multiplos fatores

Entrada: Um elemento m em um anel R comutativo e provido de unidade, f € R[z]
de graun, ag € R tal que apcl(f) =1 mod m e uma arvore de fatoragao
7 de f moédulo m com raiz agf er folhas.

Saida: Um inverso a* € R de cl,(f) mod m! e uma arvore de fatoracio 7 de f
médulo m' com raiz a* f e tal que cada nodo v* de T* é congruente

modulo m ao nodo v correspondente de T.

1. d«— [logal], 70— T
2. para j=1,2,....d faca
3. {levantamento do inverso de cl,.(f)}
calcula a; € R tal que a; = 2a;_y — clo(f)a;_, mod m?
Tj < Tj—1
substitui a raiz de T; por a;f.
4. {levantamento da arvore}
para cada nodo interno v € R[z| de T;, procedendo da raiz as folhas, faga
D. utilize o algoritmo do Passo de Hensel (2.2.2) com m substituido por m?”

A , -1
para erquer as congruéncias v = g, h, e s,g, + t,h, = 1 médulo m?

A . , 27
a congruéncias modulo m

6. devolve aq e 74.



Mais uma vez, mostraremos o funcionamento do algoritmo com nosso
bem conhecido exemplo f(z,y) = x5y* + 2%y° + 2y + 2>y + vy +ry+x +y + 1
em Fylz,y].:

Exemplo 2.2.10. Consideremos o corpo K = Fy[y|/(p), onde p = y*+y>+y°+y+1,
e vejamos f como polinémio em K|x]. Sobre esse corpo, f = (y3+vy*+y-+1)p1p2pspa
parapr =x+ Yy’ +yt, p=? ¥+ L pp=c+y’tyep=r+y*+1. Una

arvore de fatoracdo modulo p é dada por

Como p1, p2, 3, pa SGo polinomios sobre um corpo, os elementos s,,t,
correspondentes aos nodos da drvore foram obtidos pelo Algoritmo de Euclides Es-
tendido. Além disso, a = cl,(f)™ = y. Vamos descrever como o algoritmo ergue

essa drvore a uma drvore modulo p.

O primeiro passo € erquer o inverso do termo lider de f, para garantir
que a drvore 11 contenha um polinomio monico em sua raiz. Fazendo as contas,
temos que o inverso de y* mddulo p* € a; = 2ay — cl(f)az = 2y — y*y? = y°® mod

p?. A raiz de T serd o polinémio y°f, que é ménico médulo p?.

Em sequida, erquemos os dois filhos da raiz. Para tanto, aplicamos o
algoritmo do Passo de Hensel (2.2.2). Aqui, cabe uma observagdo: como alteramos
a raiz de tal forma que ela permanecesse monica apos o levantamento, os seus filhos
serao ambos monicos quando aplicarmos o passo utilizando essa mova raiz como

produto dos filhos. Note que isso nao causa nenhum problema porque a nova raiz e
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a antiga sao congruentes modulo p. Dessa forma, obtemos uma drvore de fatoracao

mddulo p* com a mesma estrutura, mas onde as entradas $Go:

ppe =2+ W+ + P+ D+ Yy Py D+ gt g 4y
papa =2+ (Y + v’ + v’ +y)r +y° +1

p=r+y +y°

pp=r+ P+ D+ +° +12 4y

pp=x+y +y

pr=x+y*+1

Provemos a validade do algoritmo e analisemos sua complexidade:

Teorema 2.2.11. O algoritmo funciona. O nimero de operagoes em F ¢é dado
por O(log rM(n)M(l grau,m)) se o grau em y de todas as entradas for inferior a

[ grau,m.

Demonstragao

Inicialmente, demonstremos que a iteracao no passo 3 esta correta. Para
tanto, veremos que, se 7 > 1 e a,b sao tais que ab = 1 mod m? ™ e a = 2a — ba?
mod m? | entdo ab = 1 mod m¥. Mas 1 — ab = 1 — 2ab + ba?b = (1 — ab)? mod
m?. Como 1 — ab = 0 mod m? ", existird r € R tal que 1 — ab = rm? ", logo

(1 —ab)? = r*m? e ab =1 mod m? .

Por inducao no nimero de geracoes na arvore 7, demonstraremos que
o levantamento da arvore de fatoracao 7 de f médulo m a arvore de fatoracao 7 de
f médulo m? é feito corretamente. Assim que tivermos estabelecido tal resultado,
a validade do algoritmo seguira aplicando-o indutivamente, pois o Passo de Hensel
serd novamente aplicado com m substituido por mQj, j=1,...,d—1. Obteremos ao
final uma arvore de fatoracao 74 de f médulo mzd, que também serd uma arvore de

fatoracao médulo m! porque [ < 2.

Demonstremos entao a validade da afirmacao do paragrafo anterior: se

houver uma tnica geragao, basta mostrar que agf = a1 f mod m. Mas a; = 2ag —
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cl.(f)a3 médulo m? e, em particular, médulo m. Assim, a1 f — aof = (a1 — ap)f =

(2a¢ — cl(f)a2 — ao) f = ao(1 — clo(f)ag) f = 0 mod m.

Suponha que 7 tenha k > 1 geragoes, isto é, 7 tem a forma

/\

Arvore A Arvore A,
onde A, Ay tém no maximo k — 1 geracoes.

Pela discussao da base de inducao, obtém-se a; f monico médulo m?
com ay f = agf mod m. Aplicando o passo de Hensel, obtemos f7, f5 € F[z,y| tais
que ff = fi mod m, f5 = fo mod m, arf = frf5 mod m?, grau,fi = grau,fy,

grau, fo = grau, f3 e f§ é monico.

Mas graug(ai1f) = graug(aof) = grau.fi + grau,fo = grau,fy +
grau, fy e ambos a;f e f3 sao monicos médulo m?.  Logo, f; é monico médulo
m? e é possivel aplicar a hipétese de inducao para as subarvores A; e A, com raizes
f1 e fo trocadas por f; e f3, respectivamente, o que conclui a demonstracao da

validade do algoritmo.

Analisemos a sua complexidade. Nos trés primeiros passos, devemos
reduzir os coeficientes de f modulo m? com respeito a variavel z, e calcular o
levantamento do elemento inverso do termo lider de f, acoes essas que exigem
O(M (27 grau,m)) operagoes. Mas esse custo poderd ser ignorado visto que os passos
4 e 5 sao mais trabalhosos, pois envolvem contas semelhantes em polindmios em duas
variaveis ao invés de uma. Na andlise dos passos 4 e 5, o teorema (2.2.4) garante
que a execucao de cada passo 5, com j fixo, é da ordem de O(M (grau v)M (2'm)),
pois temos a cota A = 27. A 4rvore 7; conta com [log r| geragdes. Além disso,
para uma dada geracao, a soma dos graus em z dos polindomios em cada um
dos nodos ¢é limitada por n. Logo, o custo total para essa geracao sera limitado

por O(M (n)M (27 grau,m)) pelo fato de M ser subaditiva (ou seja, M(m + n) <
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M(m) + M(n) para quaisquer m,n € N). Para j fixo, o custo total dos pas-
sos 4 e 5 ¢ O(log rM(n)M(27grau,m)). Novamente utilizando a subaditividade,
somamos essas cotas de j = 1 a d e obtemos O(log rM(n)M (2% grau,m)) =

O(log rM(n)M (ldeg,m)). O

Mas, agora que vimos como erguer a fatoracao de um polinomio em duas
variaveis modulo um primo pequeno a fatoragoes moédulo poténcias arbitrarias desse
primo, podemos facilmente escrever um algoritmo de fatoragao. A versao abaixo foi
adaptada de um algoritmo similar para fatoragao de polindomios em uma variavel

sobre o anel dos inteiros, inicialmente proposto por Zassenhaus [Zassenhaus, 1969].

Algoritmo 2.2.12. Fatoracao de polinomios por poténcias de primos

Entrada: Um polinémio primitivo f em R[x] = F|x,y|, onde R = Fy| para
um corpo F' com pelo menos 4nd elementos e fatoracao efetiva para polinomios
em uma variavel. Aqui, n = grau, f > 1, d = grau, f, e mdc(f, %) =1 em F(y)[z].

Saida: Os fatores irredutiveis { f1, ..., fu} C Flx,y] de f.

1. sen =1 entao devolva f

b cly(f)

escolha U C F' de cardinalidade §U = 4nd
2. repita

escolha aleatoriamente uw € U, f «— f(x,u)
até que b(u) # 0 e mdc(f, g—i) =1 em Fl[z].
I —d+1+4 grau(b)
3. {Fatoragao modular}
utilize um algoritmo de fatoragao em uma variavel para calcular
[ = by mod (y — ) em (Flyl/(y — w)[e] = Flal,
para certos polindmios monicos irreduiveis hy, ..., h, em F|x].
4. {Levantamento de Hensel}
a«— b(u)™?

utilize o Algoritmo de Fuclides Estendido para calcular uma arvore de fatoracao
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de f médulo y —u em F[x] com folhas hy, ..., h,.

utilize o Levantamento de Hensel de Multiplos Fatores para calcular uma
fatoragdao f = bgy...q, mod (y — u)!, para polinémios gy, ...g, em Flx,y] que sdio
monicos com respeito a x e tais que grau,g; <l e gi(x,u) =h;, 1 <i <r.

5. {Inicializagao do conjunto de indices T de fatores modulares ainda nao
considerados, do conjunto G de fatores encontrados, e do polinomio f* a ser fatorado}
T—{1,2,...1}, s<—1, G0, f*—f

6. {Combinagao de fatores}
enquanto 2s < 4T faca

7. para todos subconjuntos S C T de cardinalidade S = s faca

8. calcule g* , h* € Flz,y| com grau em y inferior a | satisfazendo

9 =b]lics 9 mod p e h* =b]];cp\ g 9: mod p

9. se grauy,(g*h*) = grau,(bf*) entdo

T« T\S, G+ GUpp:(g97),
J* = ppa(h*), b — cla(f*)
interrompa o lago 7 e va a 6.
10. s—s+1
11. devolva G U {f*}

Apliquemos esse algoritmo a um exemplo. Infelizmente, a restri¢ao
no numero de elementos no corpo base impede que utilizemos nosso tradicional

polinoémio.
Exemplo 2.2.13. Consideremos o polinomio
fla,y) = (y+54)a”+ya’+(y°+ 54y +4y+33)2° +(y° +9y+3)2° +5y° +3y° +20y°+12

em Fgi[r,y]. Note que n = grau,f =5 e d = grau,(f) = 3. Logo, 4nd = 60
e o corpo Fg tem elementos suficientes para que o algoritmo possa ser aplicado.
Além disso, mde( 7%) =1, de forma que f € primitivo como polindomio na varidvel
x sobre o corpo Fgi(y). Portanto, f é um polindmio que satisfaz as condigoes de

entrada do algoritmo.
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No primeiro passo, definimos b =1y + 54 e escolhemos U C Fg; com 60
elementos, digamos U = {1,2,...,60}. Em sequida, escolhemos aleatoriamente um
elemento u € U. Suponhamos que u = 7 tenha sido escolhido. Infelizmente, essa
escolha € inadequada, pois b(7) = 7+ 54 = 0 mod 61. FEscolhamos um segundo u,
digamos u = 13. Logo, b(13) = 13 4+ 54 = 6 mod 61 e mdc(f(z,13), %(aj, 13)) =
mdc(62® + 13z* + 2® + 6022 + 52,302* + 522° + 32 + 59z) = 1 em Fg[z], o que
caracteriza uma boa escolha. Calculamos | =1+ d + grau b =5 e dirigimo-nos ao
passo 3. Obtém-se a fatoracao f(x,13) = 6(x* + 51)(x® + 53z% + 52) em Fg [z, que
¢ equivalente a fatoragao f(x,y) = 6(x*+51)(23 +53x2+52) em (Fe1[y]/(y+48))[x]

e nos da a darvore de fatora¢ao

onde

ap = 6" =51 mod 61

fi =x*+51

fo = 23+ 5322 + 52

s =>5Tw?+ 332+ 13, t =4x +60, com sf; +tfo =1

Alcancamos o passo 4, quando o Passo de Hensel deve ser aplicado.
Note que o levantamento deve ser feito [log l] = [log 5] = 3 vezes. Fazendo as
contas, chegamos a uma drvore de fatora¢ao maodulo (y—|—48)23 =18+ 18y" + 35y° +
5y° + 56yt + 52y + 28y? + 18y + 47 com a mesma estrutura da drvore acima e

entradas

az = 45y" + 27y°% + 56y° + Ty* + Ty? + 10y> + 49y + 55
fi=2*+y*+4
fo = 2%+ (10y" + 65 + 26y° + 49y* + 49y® + 9y* + 38y + 20)2%+
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2y7 + 508 + 5dy® 4 22y* + 2293 + 149% + 32y + 21
s = (Y7 + 27y® + 60y° + 4y* + 5y° + 37y + 14)2>+
(47y" + 34y° + 55 + 36y* + 51y> + 10y + 21y + 26)x+
Ty + 58y° 4 48y° 4+ 29y* + 53y + 19y + 5dy + 36
t = (60y” + 34y® + y° + 5Ty* + 56y> + 24y + 47)a+
52y" + 10y + 11y° + 21y* + 461> + 31y% + 58y + 48

Agora, recuperaremos a fatoragao desejada a partir da fatoragao encon-
trada f(x,y) = (y+54) (22 +y?+4) (23 + (10y7 + 615 +26y° +49y* +49y3 + 9y> + 38y +
20)22 4 2y7 + 50y°® 4 54y° + 22y* + 22y + 149> + 32y +21) em (Fg [y]/(y +48)%)[z].
Isso serd feito sequindo o procedimento do algoritmo (2.1.1). Nesse, exemplo par-
ticular, tivemos sorte de que a fatoracao modulo y + 48 nao quebrou nenhum fator
irredutivel de f sobre Fgi[x,y] em fatores menores. Assim, nenhum teste falhard e
recuperaremos facilmente os fatores irredutiveis x> +y*+4 e (y+54) 23 +yz*+5y+3

de f em Fgi[z,vy].

Vejamos agora a validade do algoritmo.

Teorema 2.2.14. O algoritmo acima devolve o resultado desejado. O custo espe-
rado para cada passagem pelo passo 2 € O(nd + M (n)log n) operagoes aritméticas
em F, e o passo 4 leva O(M(n)log(n)M(d)) operagoes. O niumero de operagoes
sobre o corpo para uma iteragcio dos passos 8 e 9 € O(M(d)(nlog d+ M(n)log n)),
e hd no mdzimo 2! iteragoes. Se F = F, é um corpo finito com q elemen-

tos, entao o nimero esperado de operagoes em F, no passo 3 é O(M(n?)log n +

M (n)log(n)log(q))-

Demonstracgao

Comecemos pela validade. Vejamos que encontraremos u € U satis-
fazendo as condigoes requeridas no passo 2. Lembremos que b € F[y| é um polinémio
com grau b = grau cl,(f) < grau,f = d. Como b é um polindmio em uma

variavel sobre um corpo, ele possui no maximo d raizes. Por outro lado, do fato que
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mde( ,%) = 1em F(y)[z], existem s,t € F(y) tais que sf+tg—£ = 1. O seguinte re-
sultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em [von zur Gathen e Gerhard, 1999,

caracteriza melhor tais elementos s e ¢:

Resultado: Sejam F' um corpo, g,h € F[z,y] com n = grau,(g) > grau,(h) =m e
grauy(g), grau,(h) < d. Os resultados intermedidrios do Algoritmo de Euclides Es-
tendido para g e h em F(y)[x] podem ser escritos com numeradores e denominadores

com grau em y limitado por (n + m)d.

Logo, poderemos escrever s = po(y)/qo(y), t = p1(y)/q:(y), onde o
grau em y de po, qo,p1,¢1 € Fly| é limitado por (n +n — 1)d = (2n — 1)d. Mas
pof + pl% = qoq1, com grau,(goq1) < 4nd —2d. Portanto, o méximo divisor comum
de f e % moédulo m nao é um elemento invertivel em F[y]/(m) para no méximo
4dnd — 2d elementos de F. Assim, existem no méaximo 4nd — 2d + d = 4nd — d
elementos de F' que nao satisfazem alguma das condicoes de 2. Como d > 1, segue

que 4nd — d < 4nd, ou seja, encontraremos um elemento u como procuramos.

Mas supomos conhecida a fatoracao em uma varidvel, logo o passo
3 é realizado com sucesso. Sabemos também que podemos encontrar polinomios
g1, 9r € Flx,y] monicos com respeito a x tais que f = bgy...q, mod (y — u),
grauy(g1) < le g, = h; mod (y —u). Mas g;(z,y) = ¢i(z,u) mod (y — u) pelo

Teorema do Resto, logo g;(z,u) = h;(x) mod (y —u) e, como nenhum deles depende

da varidvel y, g;(x,u) = h;(x).

A seqiiéncia do algoritmo simplesmente recupera os fatores em F[z,y]
da fatoracao médulo (y — u)!, que, pela definicio de I, tem grau suficientemente
grande para que isso seja feito, conforme se verifica seguindo a demonstracao da

validade do algoritmo (2.1.1).

Vejamos agora a anélise do algoritmo. O custo para cada passagem pelo
passo 2 é de O(nd) operagoes aritméticas em F' para avaliar o polinémio f em y = u

1SSO tambem € uina cota para as avallagoes de 0 € z- €I Yy = Uu) € nj)og n
isso também & t liacdes de b e 2L O(M (n)l
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para calcular o maximo divisor comum. Logo, a complexidade de cada passagem é

O(nd + M(n)log n). Note que o nimero de passagens é limitado por 4nd.

A estimativa para o passo 4 vem do teorema (2.2.11), donde o niimero de
operagoes é dado por O(M (n)log rM (lgrau,(y—u)). Eclaro quer <nel < 2d+1,
isto é, essa estimativa pode ser reescrita como O(M (n)log nM (d)). Deve-se somar a
isso o custo das sucessivas aplicagoes do Algoritmo de Euclides Estendido, que soma

O(M(n)log n log n).

O custo envolvido nos passos 8 e 9, bem como o nimero de iteragoes,
pode ser estabelecido de forma anédloga ao que foi feito no teorema (2.1.3). A cota
para o passo 3 vem dos algoritmos para fatoracao em uma varidvel sobre corpos

finitos. [
Observacgao

Quando F' = F}, é um corpo finito pequeno, temos problemas no passo
1. Ha diversas maneiras de transpo-los. Podemos recorrer a um algoritmo para
primos grandes, conforme vimos anteriormente, mas isso acarreta um maior custo
no estagio de fatoracao modular. Também ¢é viavel fatorar f mdédulo um elemento
irredutivel m € Fj[z] de grau O(log nd), ao invés de médulo (y — u), e erguer essa
fatoragao a uma poténcia suficientemente grande de m no passo 4. Ou ainda, pode-
se realizar uma extensao de corpos de grau O(log nd) e aplicar o presente algoritmo
a f sobre esse corpo maior. Porém, devemos observar que fatores irredutiveis de f

em F,[z,y] s@o passiveis de decomposi¢ao em fatores menores sobre essa extensao.
Adaptaremos o nosso algoritmo a nosso cléssico exemplo.

Exemplo 2.2.15. O polinomio que desejavamos fatorar era
flr,y) =2y +2'° + o'y + Py + 2y’ + oyt +y+ 1

em Fylz,y]. Logo, n = grau,f =5 = grau,f =d.

Lembre que, como haviamos comentado no exemplo anterior, ndo se

pode aplicar o algoritmo diretamente para f, pois os coeficientes de f estao em Fy,
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que conta com apenas dois elementos. FEntao, procederemos como na observa¢ao
acima e, ao nveés de trabalharmos modulo y — u, para algum u € Fy, fatoraremos
modulo p, para um polinomio p irredutivel de grau quatro. Um candidato natural
seriap = i+ xd+ 22 +x+1, que jd foi utilizado em exzemplos anteriores. Entretanto,

a fatoragao completa de f em (Fylyl/(y* +y> + v* +y + 1))[z] € dada por
(@ +y* +y°) (@ +y+ 1)@ +y’ +y)(e+y° +1),

ou seja, f mod p nao € livre de quadrados e, portanto, nao € uma boa escolha. Mas
p = y*+y+1 resulta em uma fatoracdo satisfatéria. Fazendo as contas, verificamos
que

f=@+y@t+ty+Da+) e+ D@+ +y+1)

em (Flyl/(y* +y + 1))[z]. Como grau,(f) = 5, sabemos que, se erguermos essa
fatoracio a uma fatoragio médulo (y* + y + 1)*, poderemos recuperar os fatores
originais. Fssa cota vem do sequinte fato: o grau do polinomio na congruéncia ao
final do levantamento deve ser | =n+ grau b+ 1 = 10, pelo mesmo motivo de essa
ser a cota quando partimos de polinomios da forma y — u. Como partimos de um
polindmio de grau igual a 4, devemos realizar [log (12)] = 2 levantamentos. Seja

entao a drvore de fatoragao
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hfafs=2+ (P + D2 + (P + > +y)r + 3> + 1
fife=24+2+y*+y
fifs=22+ WP +y)r+y +y+1

fi=z+y
fo=x+y+1
fs=x+y°
fi=xz+1

f5:a:+y3+y+1

Apés o levantamento de Hensel, obtemos uma drvore de fatoracdo andloga (mddulo

Y +yt +1) em que

ar =y +1

Fifafs=a®+ (B 4y  +y+ D2+ P+ 0+ Sty byt oy + Do+
y11+y10+y3+y2

fife=2*+ WP +y + PP +y+ D +y®+ P +y" + 7+ 1

f4f5:x2+(y15+y7)x+y10+y6

fi=x+y® +y" +9°

fo=x+y+1
fs=2+y°
fo=ax4+y"?
fs=x+y"

Devemos recombinar os fatores, o que serd feito por tentativas. Teremos menos sorte
do que no ultimo exemplo e algumas combinacoes falhardo até obtermos a fatoracdo

f=@+y+)(a*y*+ay+1).

Portanto, obtivemos um algoritmo que aprimora nossa tentativa inicial,

pois fatora em estruturas menores e em seguida ergue esses fatores, o que acarreta
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uma sensivel reducao de custo computacional e, principalmente, permite que cal-
culemos a fatoracao de polindmios em duas varidveis com coeficientes racionais.
Por outro lado, o problema da combinacgao dos fatores obtidos modularmente para
reconstruir os fatores procurados nao foi enfrentado por ora, de forma que esse algo-
ritmo ainda recorre a combinacao por tentativas e, conseqiientemente, nao resolve

nosso problema em tempo polinomial no pior caso.

Isso justifica o fato de que essa dificuldade venha a ser alvo de nosso
estudo, cuja superacao |[Lenstra et al., 1982] foi um marco na histéria da Algebra
Computacional. O ingrediente técnico principal, os vetores curtos em reticulados,

serao assunto do que vem a seguir.

2.3 Reticulados e Reducao de Base

Os métodos que discutiremos nessa subsecao tém suas raizes no es-
tudo de aspectos computacionais da Geometria de Nuimeros, teoria matematica que
foi introduzida por Hermann Minkowski por volta de 1890 e que é descrita em
[Minkowski, 1910]. Primordialmente, desenvolveu-se uma teoria para nimeros in-
teiros, que foi com o tempo adaptada para o nosso problema de fatoracao em duas

variaveis sobre corpos. Iniciemos pela defini¢ao cldssica:

Definig¢ao 2.3.1. Sejamn € N e fi,..., f, € R", com f; = (fi1, ..., fin). O reticulado

ou Z-mddulo gerado por fi,..., f, € o conjunto

L = iZfz = {iTZf“ 1y ..., - Z}
=1 =1

O famoso algoritmo de Lenstra, Lenstra e Lévasz [Lenstra et al., 1982]
resolveu o problema da recuperacao de fatores de um polinomio f € Z[z| a partir
de fatores conhecidos de f médulo m, para algum m € Z.,, recorrendo a bases de

tamanho “pequeno” com relagdo a uma determinada norma. Para uma definicao
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precisa de vetor pequeno em um reticulado, para uma anélise detalhada do algoritmo
LLL para reducao de base, que envolve por exemplo ortogonalizacao de Gram-
Schmidt, e para a conexao da reducao de base com a fatoracao de polinémios,
recomendam-se o trabalho original [Lenstra et al., 1982] ou mesmo o livro de J. von

zur Gathen e J. Gerhard [von zur Gathen e Gerhard, 1999].

Com base na semelhanca entre os problemas de fatoracao de polindmios
sobre Z[z| e sobre F[z,y|, insistentemente repetida no presente capitulo, podemos
esperar idéias semelhantes possam ser adaptadas ao anel F[x,y]. Define-se um
reticulado em F'[y| essencialmente da mesma maneira que em (2.3.1), substituindo
R = F[y] e Z-mé6dulos por F[y]-médulos. Assim como na teoria sobre Z, conseguire-
mos calcular a reducao de base em tempo polinomial e relacionéd-la com a fatoragao
de polinomios em F'[z,y], mais precisamente, com a recuperagao em tempo polino-

mial dos fatores em F[z,y] dada uma fatoragdo médulo m € Fly].

De fato, a reducao de base é muito mais simples sobre F'[y] do que sobre
Z. Por exemplo, sempre encontraremos um vetor de comprimento minimo em um
reticulado m-dimensional sobre F[y]™ em tempo polinomial, o que provavelmente
nao é verdade para Z-moddulos, onde esse problema é NP completo. O algoritmo
de fatoragao desenvolvido a partir desse resultado nada mais sera do que a redugao
em tempo polinomial da fatoragao de polindomios em duas variaveis a de polinomios

em uma variavel sobre o corpo F.

Sejam, entao, um corpo F', R = Fly] e n € N. A norma do maximo
de um vetor f = (f1,..., fn) € R" é dada por ||f]| = || f|lec = maz1<i<ngrauf;. Para
vetores fi, ..., f em R™ que s@o linearmente independentes sobre F'(y), o corpo de
fraces de R, o R-médulo ou reticulado gerado por fi, ..., fm é M = > " Rfi e

diz-se que f1, ..., f,, formam uma base para M.
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Definicao 2.3.2. Sejam fi,.., f,, € R"™ wvetores linearmente independentes sobre

F(y), com fi = (fi1, -, fin), 1 < i < m. Dizemos que a seqiiéncia (fi,..., fm) €

reduzida se:

@) Al <Rl < < 1wl
(17) grauf;; < graufy, 1 < j <n, com desigualdade estrita paraj < i,i=1,2,...,m

Em particular, || f;|| = grauf;, 1 <i <m.

Conforme mencionamos acima, uma seqiiéncia reduzida nos fornece um
vetor de comprimento minimo contido em um determinado reticulado, e isso sera

conseqiiéncia imediata da proposicao abaixo:

Proposicao 2.3.3. Seja M o reticulado gerado pela seqiiéncia reduzida fi, ..., fm

em R". Entao |[f| = [|All, Vf € M\{0}.

Demonstragao

Sejam f € M\{0} e ay,...,a,, € R tais que f = > ", a;f;. Como f
nao é nulo, L = max{grau aify; k = 1,...,n} estd bem definido. Consideremos

Y ={ke{l,2,...,m}; grau a,fy = L} e tomemos ko minimo em X.

Seja j € {1,...,m}\{ko}. Se j & X, grau ag, fior, > grauw a;fj; >
grav a;fr,;, pois o conjunto é reduzido. Agora, se j € X, j > ko e grau ax, fror, =

grau a;f;; > grau a;fy,;, também pela redutibilidade do conjunto.

Conclui-se que o grau do termo lider de ay, fr,k, ¢ estritamente maior
que o do termo lider de a; fy,;, para todo j # k. Por isso, a ko-ésima coordenada de
[, dada por Y| a; fi,i tem termo lider de grau graw ag, frk, > grau ag, fi1 > || f1ll,

j& que ag, # 0. Logo, [[f[| = || f1].0

O seguinte algoritmo, de von zur Gathen [von zur Gathen, 1984], de-

termina uma seqiiéncia reduzida associada a um R-méddulo:
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Algoritmo 2.3.4. Reduc¢ao de Base para Polinomios

Entrada: Vetores linha linearmente independentes fi, ..., fm € R", onde R = Fly]
para certo corpo F, e || fil| <d, 1 <i<m.

Saida: Vetores linha g1, ..., gm em R™ e uma matriz de permutagao A € R™™ tal
que (g1, ..., gm) € uma seqiiéncia reduzida e g1 A, ..., gn A formam uma

base de M =" | Rf;.

1. Determine gy, ..., gm tais que {gi,-.o; gm}t = {f1, s fu} € gl < |lgial, i=1,2,....m —1
A—T,n, k1.
2. enquanto k < m faca

3. {(g1,-.-, 9x) € seqiiéncia reduzida e ||g;|| < ||git1||, para 1 < i < m}

u— [[gxll
4. parat=1,....k —1 faca
5. 4 = Gri qUO Gii, Gk < Gk — qYi
6. se ||gx|| < u
entao
P minis i =k ou (1< < ke llgll > lgel))
substitua Gr, ..., Gr—1, Gk POT ks Gry -y Gh—1
k.
senao
7. | —min{k < j <n; graugy; = u}

seja B em R™™ a matriz de
permutacao para troca das colunas k e l.
para i =1,2,....,m faca
gi — 9B
A+~ BA
k—k+1
8. devolva g1, ...,gm € A
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Nada melhor do que um exemplo para entendermos o funcionamento

desse algoritmo.

Exemplo 2.3.5. Aplicaremos o algoritmo de reducdao de base acima para obtermos
uma seqiiéncia reduzida para o reticulado gerado pelos vetores fi = (y*> + 1,4° +
2y, +4,0). fo = (v + 3y + Ly, 09> +3y). f5 = (v' + 3" +y.9° + 2,9,y + 1)
em Fs[y]*, lembrando que Fs = GF(5) = Zs. Nao ¢é dificil de verificar que eles sao

linearmente independentes sobre Fi(y).

Iniciamos definindo a seqiiéncia (g1, g2, g3) com g1 = f1 = (y*> + 1, 9% +
2y, y+4a O)?QQ = f3 = (y4+3y3+y7 y2+27 y7y+1)7g3 = f2 = (y5+3y+17y7 0, 92‘1“39)7
de tal forma que ||g1]] < |lg2ll < llgsl|. Definem-se A a matriz identidade Iyxq €
k=1.

Na primeira passagem pelo passo 2, u = ||g1]| = 3. O lago do passo
4 nao € realizado e o teste do passo 6 falha. Logo, calculamos | = min{l < j <
4; graugy; = 3} = 2 e definimos B a matriz 4 x 4 que permuta as duas primeiras
colunas. Assim, g1 = (v3+2y,y*+1,9+4,0), 9o = (v*+2,9* + 3> +y, 9,y +1), g3 =
(y,° + 3y + 1,0,y> + 3y), A é a matriz de permutagdio das duas primeiras colunas
ek=2.

Retornamos ao passo 2 com u = ||go|| = 4. O lago do passo 4 € feito
uma unica vez e resulta em q = 0, de forma que nao hda mudancas. O teste 6
falha e o passo 7 nao causa qualquer alteracao a menos de um incremento em k.
Agora, k = 3, u = ||gs|]| = 5. O lago 2 é realizado duas vezes. Na primeira, vem
q = 0 e na sequnda, ¢ = quo(gsa, g2o) = quo(y® + 3y + Ly* + 3> +y) = y + 2.
Calculamos g3 = g3 —qgo = (43 + 3> + 4y + 1, 4> + 4> + y + 1, 49> + 3y, 3). Como
llgsll = 3 < 5 = u, o teste do passo 6 tem resposta afirmativa e r = min{i; i =
3ou (1l <i<3elagl > lgll)} = 3. Substituimos entdo g1, g2, gs por gi,gs, g2
e k = 2. Retornamos ao passo 2 e obtemos u = ||ga|| = 3. Aplicando o lago
do passo 4, obtém-se q = quo(ga1, g11) = quo(4y® + 3y*> + 4y + 1,1 +2y) = 4 e
9 =9 —qn = By +y+ 149> +y +2,4y° + 4y + 4,3). Como ||g2]| = 3 = u,

dirigimo-nos ao passo 7, onde apenas k serd incrementado a k = 3. Temos u =
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llgs|| = 4 e realizamos o lago em 4. Na primeira passagem, ¢ = 0, na sequnda,
q = quo(gs, g22) = quo(y’ +3y° +y, 4> +y+2) = y+4degs = g5~ q9 =
By +y? +4y,y® +y+1,49> + > + 2y + 2, 4y). Segue que ||gs|]| =3 < 4 =u. Como
r=min{i; i =3 ou (1 <i<3elgl > |gl)} =3, obtemos k =3 e retornamos ao
passo 2, agora com u = 3. A primeira passagem pelo lago 2 gera ¢ = quo(gs1, g11) =
quo(3y3+y?+4y+3,y°+2y) = 3 e g3 = g3—qq1 = (y*+3y, 3y>+y+3, 4y°+y>+4y, 4y).
A segqunda passagem tem ¢ = 0 e a condi¢cdo em 6 € falsa. No passo 7, vem que
[ = 3, ou seja, nao hd alteracdo outra que um incremento em k. Agora k =4 e o
lago 2 é interrompido. O algoritmo retorna a seqiiéncia reduzida ((y3+2y, y*+1,y+
4,0), By +y+ 1,4y +y+2,4y> + 4y +4,3), (v* + 3y, 3y> +y + 3, 4> + y* + 4y, 4y)

e a matriz A.

Note que multiplicando os elementos da seqiiéncia a direita por A, vem
a base (2 + 1,y° + 2y, y + 4,0), (4> + 2, 3y* + y + 1, 4y* + dy + 4,3), By* + y +
3,9% + 3y, 4y® + y? + 4y, 4y) para L. De fato, se denotarmos essa base por g3, g, g3,
teremos f1 = g7, fo = 3ygr + 4y%g; + (4y + 2)g5 e f3 = 3g7 + (4y + 2)g5 + g5

A demonstracao da validade do algoritmo sera relativamente laboriosa.
Inicialmente, estabeleceremos que o algoritmo fornece a resposta esperada supondo

que ele atinja o passo 8. Em seguida, mostraremos que o passo 8 é de fato atingido.

A primeira proposigdo garante que sempre contamos com uma base

para o reticulado em questao:

Proposicao 2.3.6. A igualdade M =" Rg;A permanece vdlida no decorrer do
algoritmo. Em particular, os vetores g; nunca sao nulos.

Demonstracgao

Para verificar esse resultado, mostraremos que a igualdade acima se

verifica sempre que o algoritmo alcanca o passo 2. Na primeira passagem por 2,

A=1Iyxne {gla >gm} = {fla e fm}7 de forma que Z:ll Rg;A = Zzil Rfi= M.
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Suponhamos que Y ", Rg;A = M apés determinada passagem por 2.
Se k < 2, o passo 4 nao sera realizado, logo suporemos k£ > 2. Seja, para cada
i=1,....,k—1, ¢ = gri quo gi;. Apds o final do lago, g, o novo estado da variavel
gk, sera dado por g, = gr — Zle q:9; # 0, pois o coeficiente de g é igual a 1 e
g1, ---, g S20 linearmente independentes sobre F'(y). Mas, a igualdade acima implica
gA e > RgAegA € Zf:_ll Rg;A + Rg, A, de forma que M = > Rg;A =
Zlgz‘gm, iz R9iA + Ry A.

Se a condi¢ao do passo 6 for verdadeira, nosso resultado serd verifi-
cado, pois havera no maximo uma mudanca na ordem dos g;’s na lista. Ja se a
condicao for falsa, definem-se g, = ;B e A’ = BA, onde B é a matriz n x n de per-
mutagao das colunas [ e k. Logo, B® = I,xn, e M =>" Rg; A= ", Rg;B*A =
Yo R(g;B)(BA) =>""  Rg.A’, o que conclui a demonstragao. O

A proposicao acima estabelece uma das condicoes de saida de nosso
algoritmo. Ainda nos resta mostrar que, quando o passo 8 for alcancado, a seqiiéncia
g1, ---, gm € reduzida. Para tanto, é necessario demonstrar a validade do invariante

entre colchetes no algoritmo. Antes disso, porém, estabeleceremos um lema técnico:

Lema 2.3.7. Suponha que os invariantes entre colchetes sejam vdlidos no passo 3.

Entao, ||gk|| < u e grau gy <u, 1 < j <i no lago 4.

Demonstragao

Dado k € {1,...,m}, temos que ambas as desigualdades sao vélidas
para ¢ = 1. Se valerem ao término do passo i, 1 < ¢ < k — 1, sejam ¢,r € R,
graw r < graw gitii+1, COM Griv1 = q9irtiv1 + 7 (I) € 9, = g — qgip1 (1I) . Observe
que a divisdo com resto esta bem definida, pois, pela proposi¢ao anterior, g; # 0
em qualquer momento do algoritmo e, como estamos supondo que (g, ..., gx—1) ¢

reduzida, grau g;11i+1 = grau gi+1 > 0.

De (II), segue que ||g;|| < maz{||gkll, |ggi+1]|}- Se ¢ = 0, nada hé a

verificar. Caso contrario, ||¢gi+1|| = grau qgii1i+1 e, utilizando (I), vem ||g.| =
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grau griv1 < |lgrll- Logo, |lgpl] < llgkll, que é limitado por u pela hipétese de

inducao.

Por outro lado, se 1 < j < 4, grau g,; = grau(gr; — q9it1;) <
maz{grau gy;, grau(qgi+1;)}. Mas grau(qgiri;) < graw(qgiviiv1) < |lgsll < u, uti-
lizando inicialmente o fato de a seqiiéncia ser reduzida e, em seguida, a igualdade
(I). Além disso, se 1 < j < i, grau gg; < u pela hipétese de inducdo. Portanto,
resta mostrar que grau g; < u, que é conseqiiéncia da passagem anterior pelo laco,

quando a subtragao em 5 aniquilou o termo lider de gi;, que ja sabiamos ser limitado

por u pela hipétese de inducao. [

Agora, estabeleceremos o resultado que desejavamos:

Proposigao 2.3.8. Sempre que o algoritmo passa pelo passo 3, a seqiiéncia (g1, ..., Gr—1)
¢ reduzida e || gi|| < ||giv1l|, para 1 < i < m. Em particular, o algoritmo retornard a

resposta esperada se o passo 8 for alcancado.

Demonstragao

Os invariantes verificam-se trivialmente antes da primeira passagem
pelo passo 2, e suponhamos que eles valham antes de uma determinada passagem
por 3. O conjunto gy, ..., gx—1 nao se modifica entre os passos 3 e 5, de forma que
o primeiro invariante vale novamente no passo 3 se a condi¢cao em 6 for verdadeira.
Caso contrério, ele sera garantido pelo lema anterior e as a¢oes tomadas no passo
7. Além disso, os g;’s sao reordenados no passo 6 se a condicao for verdadeira,
de forma que o segundo invariante ¢ novamente verificado depois do passo 6 e na
préxima passagem pelo passo 3. Em particular, (gi, ..., gm) € seqiiéncia reduzida se

o algoritmo atingir o passo 8. [

Temos ainda que provar que o passo 8 é de fato atingido, o que sera

conseqiiéncia imediata da proposicao a seguir.
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Proposicao 2.3.9.
(1) A propriedade ||gi|| < d, i =1,2,...,m vale durante todo o algoritmo.

(it) Definamos a fungdo s(g1,...,gm) = Yoy llgill. Essa fung¢io € nao crescente
no decorrer do algoritmo e decresce estritamente quando a condi¢cao no passo 6
vale. Como conseqiiéncia, essa condi¢ao pode ser satisfeita no mdzrimo md vezes e

o niumero de vezes em que se faz o lago 2 € limitado por (m — 1)(md + 1).

Demonstragao

(7) Por hipétese, o valor maz{||g:|,1 < ¢ < m} é inferior a d no
principio. Além disso, alteragoes em ||g;|| s6 podem ocorrer nos passos 4 e 5, e
isso quando k = i. Mas o lema (2.3.7) garante que, ao final do laco 4, a norma ||gx||

nao excede u, que é justamente o valor anterior de ||gx||, logo permanece inferior a

d.

(77) Pelo mesmo motivo que em (i), o valor de s s6 poderd sofrer al-
teragao nos passos 4 e 5. Mas o lema (2.3.7) assegura que o novo valor de ||gx|| nao
supera o antigo quando o lago for concluido. Conseqiientemente, s é nao crescente.
Além disso, é evidente que s tera decrescido se, e somente se, a condicao do passo 6
houver sido satisfeita. Pelo item (i), sabemos que s é limitada por md no inicio do
algoritmo e, baseados na proposi¢ao (2.3.6), garantimos que s é sempre um inteiro
nao negativo, pois nenhum g; é nulo. Portanto, s nao podera decrescer mais do
que md vezes. Mas entre duas ocasioes em que a condi¢ao do passo 6 ¢ verdadeira,
pode haver apenas m — 1 em que ela é falsa, inclusive antes da primeira e depois da
ultima. Entao, o nimero de iteragdes do passo 2 se limita por (m —1)(md+1). Em

particular, o algoritmo termina. [

Reuniremos o que foi feito até agora no seguinte teorema, que também

considerard a complexidade desse algoritmo:
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Teorema 2.3.10. O algoritmo (2.3.4) devolve o resultado esperado e requer O(nm3dM (d))

operacoes aritméticas em F'.

Demonstragao

A validade vem do que ja foi feito. De fato, provamos inicialmente
que o algoritmo retornaria a resposta correta se terminasse e, em seguida, que ele
realmente termina. Com relacao a complexidade, observamos que o passo de fato
custoso computacionalmente é o passo 5, onde ocorrem operagoes aritméticas sobre
R. A cada execucao do passo 5, ha O(n) operagoes aritméticas em R, cada uma
delas com um custo limitado por O(M(d)). A cada passagem pelo lago 2, o passo
5 poderéd se repetir O(m) vezes, o que nos da O(nmM (d)) operagoes por passagem
em 2. Mas, de acordo com a proposi¢ao anterior, hd no maximo (m — 1)(md + 1)
dessas passagens, e o custo total serd de O(nm3dM(d)) operagoes aritméticas em

F. O

Vimos nessa secao como uma seqiiéncia reduzida associada a um reticu-
lado sobre F'[y] pode ser obtida. Mencionamos na se¢ao 2 que isso seria a ferramenta
tedrica para solucionar o problema da obtencao dos fatores irredutiveis em F|x,y]
de um polinémio de que conhecemos a fatoragao médulo m € Fy|. Isso serd objeto

da préxima secao.

2.4 Um algoritmo em tempo polinomial para fatorar

polinémios em duas variaveis

O problema que nos propusemos a tratar no presente capitulo esta
proximo de uma solugdo. Partimos de uma idéia simples (2.1.1) e fomos pouco a

pouco incorporando melhorias. Nesse momento, veremos como a teoria da secao
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anterior nos fornece o ingrediente que faltava. O primeiro passo sera relacionar

fatores de f em F[z,y] a fatores de f médulo m sujeitos a certas restrigoes.

Identificaremos um polinémio f € Flz,y| = (F[y])[z] de grau n na
varidvel  com o seu vetor de coeficientes em F[y]"*! e consideraremos || f|| a norma
do méximo associada a esse vetor. A seguinte proposicao estabelece que se dois
polinémios em F'[x,y] tém um divisor comum nao constante médulo m € F[y], com
m maior do que a sua resultante, entao eles tém um divisor comum nao constante
em F[z,y]. Na demonstracao, serao utilizadas propriedades de resultantes de dois
polinomios que podem ser encontradas em livros elementares de Algebra, como

[Garcia e Lequain, 2002], por exemplo.

Proposicao 2.4.1. Sejam F um corpo, f,g € Flz,y| = R|x] com graus n,k em z,
respectivamente, e u € R[x] polindmio mdnico e ndo constante que divide tanto f
quanto g modulo m € R, onde k grau, f +n grau,g < grau,m. Entao, o polinomio

mde(f,g) € R[z] ndo é constante com respeito a .

Demonstragao

Suponha, por absurdo, que mdc(f,g) =1 em F(y)[x]. Entao, existem
s,t € Rlx] tais que sf + tg = Res,(f,g), por propriedade de resultantes. Mas
u divide f e g médulo m, logo divide Res,(f,g) mod m. Outra propriedade das
resultantes garante que Res.(f,g) = 0 mod m, pois o mde(f,g) é divisivel pelo
polinémio monico nao constante u em (F[y]/(m))[z]. Mas grau,(Res,(f,g)) <
k grau,f +n grau,g < grau,m implica Res,(f,g) =0, o que contradiz a hipdtese

de que mdc(f,g) = 1. Logo, mdc(f,g) € R[z] ndo é constante com respeito a x. [J

A idéia do algoritmo de fatoracao serd a seguinte: sejam f € Flx,y] o
polinémio que se deseja fatorar e u um fator ménico de f médulo m € Fly| de grau
k < n. Procuraremos um polinémio “pequeno” g € Flz,y] tal que nl|g| < 7| f].
Se tal g for encontrado, obteremos uma fatoracao nao trivial de f em F[x,y] pela

proposicao acima.
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Para encontrar g com grau em z inferior a uma determinada cota j,

consideraremos o reticulado L C F[y)’ gerado pelos vetores de coeficientes de
{fur’;0 <i<j—k}U{ma;0<i<k}

Um elemento de L pode ser escrito na forma g = qu + rm, com q,r € Flz,y],
grau,q < j — k e grau,r < k. Logo, grau,g < j e u divide g médulo m. Reci-
procamente, se ¢ € Flz,y] tem grau em zx inferior a j e é divisivel por u médulo
m, entdo g = ¢*u + r*m para certos ¢*,r* € F[x,y]. Como u é monico com res-
peito a z, podemos realizar divisdo euclideana e obter ¢,7 € Flz,y|, grau,r <
k = grauzu, com r* = qu + r. Definimos ¢ = ¢* + mqg,r = 7, de forma que
g=qu+r*m=(qg—mq)u+ (qu+7)m = qu+rm. Note que grau,r < k = grau,u,

e, conseqiientemente, grau,q < j — k, isto é, g € L. Provamos que
g € L < grau,(g) < j e u divide g médulo m. (2.1)

Portanto, poderemos utilizar reducao de base para encontrar um vetor g em L

“pequeno” com as propriedades desejadas.

Com isso, estamos prontos para enunciar um algoritmo em tempo poli-
nomial para fatorar polinomios em F[z,y]. Os quatro primeiros passos sdo os mes-
mos do algoritmo que fatora polindmios livres de quadrados via levantamento de
Hensel, mas ha um sensivel aumento no tamanho de [, o que exigira mais iteragoes

do passo de Hensel.
Algoritmo 2.4.2. Algoritmo polinomial para fatoracio em F[z,y]
Entrada: Um polinémio primitivo f em R[x] = Flx,y|, onde R = Fly|, onde I é
um corpo com pelo menos 4nd elementos e fatoracao efetiva para polinomios em

uma variquel. Aqui, n = grau, f > 1, d = grau, f, e mdc(f, %) =1 em F(y)[z].
Saida: Os fatores irredutiveis { f1, ..., fr} C Flx,y] de f.

1. sen =1 entao devolva f
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b clo(f)
escolha U C F de cardinalidade U = 4nd
repita
escolha aleatoriamente v € U, f « f(x,v)
até que b(v) # 0 e mde(f, g—f) =1 em Flz].
[ — 2nd
{Fatora¢do modular}
utilize um algoritmo de fatora¢ao em uma variavel para
calcular f = bhy...h, mod (y —v) em (F[y]/(y — v))[z] ~ Flz|, para
certos polinomios monicos irredutiveis hy, ..., h, em F|x].
{Levantamento de Hensel}
a <« b(v)™?
utilize o Algoritmo de Fuclides Estendido para calcular uma arvore
de fatoracao de f médulo y —v em F[x] com folhas hy, ..., h,.
utilize o Levantamento de Hensel de Multiplos Fatores para calcular uma
fatoragdo f = bgy...q, mod (y — v)!, para polinémios g1, ...g. em Flx,y] que sdo
monicos com respeito a T e tais que grau,g; <1l e gi(x,v) =h;, 1 <i <r.
{Inicializa¢ao do conjunto de indices T de fatores modulares ainda néao conside-
rados, do conjunto G de fatores encontrados, e do polinémio f* a ser fatorado}
T—{1,2,..,r}, s 1, G0, f*—f
{Combinagdo de fatores}
enquanto T # ()
escolha u entre {g;;t € T} de grau maximo em x
k «— grauzu,n* < graugf*
{Encontra o fator irredutivel de f* que é divisivel por v mod p}
para k < j < n* faca
{Célculo de vetor “pequeno”}
utilize o algoritmo (2.3.4) para obter um vetor pequeno g* no re-
ticulado L C Fly)’ gerado pelos vetores de coeficientes de
{uz®;0 <i<j—k}U{pat;0<i<k}
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e também denote o polinomio correspondente por g*.
9. determine por tentativas o conjunto S C T de indices i para
0s quais h; divide g* modulo y — v.
calcule h* = b];cp\ g 9: mod (y — v)!
se grau,(f*) = grau,(pp.(g*)pp.(R*)) entdo
T —T\S, G—=GU{pp.(g")}, f*— ppa(h?)
interrompa o laco 7 e va para 6
10. T—0,G—GU{f}
11. devolva G

Apliquemos esse algoritmo ao exemplo 2.2.15:

Exemplo 2.4.3. Lembremos que as condig¢oes nao eram imediatamente satisfeitas,
e portanto utilizamos uma adaptacdo com p = y* +y + 1. Retomemos entio do

ponto em que estdvamos antes da recuperacao dos fatores. Tinhamos a drvore de

fatoragio médulo (y* +y +1)¥ dada por

//\
) (a2 ()

()

ag =y +1
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fifefs=2+ WP +y" +y+ D)2 + WP + v+ ¥ + " +y* +y* + Do+
y11+y10+y3+y2

fifs =2+ P +y" + 9y + Doty Sy 4+

fafs =22+ (¥ +yNo +y'° +¢°

fi=a gty g

fo=r+y+1
fs=x+y°
fi=a+y"
fs=x+y"

Mas, conforme se comentou antes da apresentacao do algoritmo, agora
teremos que fazer mais levantamentos. De fato, para obtermos congruéncias maodulo
um polinomio de grau 2nd = 50, serdo necessdarios [log 54—01 = 4 levantamentos.
Calculamos entao os dois levantamentos ainda necessdrios para a obtengao da drvore

de fatoracio médulo (y* +y +1)2" e as entradas obtidas foram

ay =y + 412
fifafs =23+ (W + ¥ +y+ 1)a?+

(y63 +y46 +y32 +y31 +y30 +y16 + 1)5(7+y47 +y46 +y41 +y30
ffe=22+ W +y+ Do+ 92 +y3!
f4f5 — .%'2 + (y63 + y31)m + y46 + y14

fhi=z4+y*
fo=r+y+1
fs =+ y%
fi=a+y"

Agora, devemos recuperar os verdadeiros fatores a partir da fatoracdo

f = y*fifafafafs mod p'® via redugdo de base. No passo 7, escolhemos um polinémio
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de grau mdzimo em x, digamos f; = x +y*'. Logo, k = grau,(f1) = 1 e, para k =
1 < j <5, procuramos o verdadeiro fator de f em Fylx,y] divisivel por fi mdédulo
p%. Quando j = 2, temos o reticulado L gerado pelos vetores ux® = (1,4"), p'a® =
(0,95 + y1® + 1) em Fyly]®. Aplicando o algoritmo (2.3.4) para redugdo de base,
obtemos a base (1,y'), (y*3,y*® + 1) para L, onde o vetor (1,y3!), associado ao
polinémio g* = x + y3* € minimal. E claro que apenas o indice 1 serd incluido em
S, pois g* = g1. Portanto, pp,(h*) = ppo(y* fofsfafs) = vPa* + (y** +y* + y%)2® +
(P 4y T )2+ (" P2y Sy T2 by Doty S B P2yl e ¢
claro que 5 = grau,(f*) < 80 = grau,(pp.(9*)pp(h*)). Aqui, vale uma observagdo:
como grau,(pp.(9*)) = 31 > 5, o teste certamente falharia. Vemos portanto que
podemos alterar o algoritmo de tal forma que f* nem é calculado quendo o grau de g*
ja € grande demais. Sigamos entao para 7 = 3. O reticulado L € agora gerado pelos
vetores (1,431, 0), (0,1, y31), (0,0, % +y'®+1) e, aplicando o algoritmo para redugdo
de base, vem g* = y?x®+y'%+1. Novamente, o grau em y € excessivamente grande e
ndo recuperaremos um fator de f em Flx,y], o mesmo que ocorre para j = 4, quando
obtemos g* = 23 +yPx? +yte+y3. Para j =5, porém, o reticulado L é gerado por
(1,%%,0,0,0),(0,1,4%,0,0), (0,0,1,5,0),(0,0,0,1,4°),(0,0,0,0, 5 + y'0 + 1) e
implica g* = y*x* +yx +1. Assim, S = {1,3,4,5} e pp.(h*) = pp. (v} (x +y+1)) =
x+y+1, o que faz com que o teste tenha resposta positiva e tenhamos encontrado o
fator g* = y'zt+yx+1 de f em Flz,y]. Logo, f* = x+y+1eT = {fo} = {x+y+1}.
Nesse caso, escolhemos o polinémio de grau mdzimo (e inico) fo e definimos k = 1,
n* =1. O laco do passo 8 deveria ser feito para 1 =k < 7 <n* =1, logo nao serd
realizado. Chegamos ao passo 9, onde G e T se tornam {y*z* +yxr + 1,2 +y + 1}

e 0, respectivamente. O algoritmo devolve G e obtemos a fatoracdo
f=Wa"tyr+(@+y+1)

em Fylx,yl.

Resta-nos demonstrar a validade desse algoritmo, além de apresentar

uma analise de sua complexidade computacional.
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Teorema 2.4.4. O algoritmo anterior obtém corretamente a fatoracdao de um polinomio
nas condigoes prescritas. Um custo computacional de O(nSdM (nd)) operagoes arit-

meéticas no corpo F' ocorre no pior caso.

Demonstracgao

Comecemos pela corretude desse algoritmo. Para prové-la, procedere-
mos de maneira parecida ao que foi feito no teorema (2.1.3), demonstrando que os

invariantes

(3) J* = bTTer g5 mod (y — v’

(ii) b = clo(f*)

(@) [ = af*[],eq 9, para algum a € F

(iv) G é constituido apenas de elementos irredutiveis
sao validos a cada passagem pelo passo 6 do algoritmo.

Na primeira passagem por 6, temos f* = f, b = cl.(f) e G = 0,
logo todas as afirmacoes acima valem. Suponha que as afirmagoes anteriores sejam

verdadeiras apds uma determinada passagem por 6.

Se T' = (), nada h4 a ser feito. Para T' # (), consideremos u € {g;;t € T}
de grau maximo. Afirmamos que g, o fator irredutivel de f* que é divisivel por u
moédulo (y — v), estd associado a um vetor minimal do reticulado L gerado pelos
coeficientes (em relagao a varidvel z) de {uz’;0 <i < j—k}U{p'z’;0 <i <k} em
Fly)’, onde j = grau,(g) + 1. O fato de g estar em L vem do seguinte: pela escolha
de v, segue que cl,(f) ndo é nulo mod (y —v) e f mod (y — v) é livre de quadrados.
Além disso, u divide g médulo (y — v), por construcio, e u divide f médulo (y — v)!
pela invariancia (i), que supomos vélida por hipétese de indugdo. Mas essas sdo

as hipdteses para o corolério (2.2.8), logo u divide g médulo (y — v)!. Além disso,

grau,(g) < j, o que implica g € L por (2.1). Se houvesse um polinémio g em L de
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norma inferior a g, terfamos que u também divide § médulo (y — v), pela equagao

(2.1), o que contradiria a irredutibilidade de g. Isso demonstra nossa afirmagao.

O tltimo argumento acima pode ser estendido. Se g € Flz,y] é um
divisor de f divisivel por u médulo (y — v), entao g divide g em F|x,y|. Para tanto,
basta observar que, como f mod (y — v) é livre de quadrados, entdo g e § tém um
fator médulo p originado de um mesmo fator de f em F[z,y]. Conseqiientemente,
mdc(g, §) nao é constante em F[z,y| e, pela irredutibilidade de g, mdc(g,g) = g (a

menos de constante), o que estabelece o resultado.

Seja g* o polinomio associado ao vetor pequeno calculado no passo
8. Vejamos que a condigdo em 9 é satisfeita se, e somente se, pp,(g*h*) = cf*,
para algum ¢ € F. A necessidade é imediata. Reciprocamente, pp,(¢g*h*) =
PP (bq [ Licr 9:) = pp(q) f* mod (y — v)', para algum ¢ € Flz,y]. A condi¢ao em 9
garante que ambos os termos da congruéncia coincidem e que pp,(q) ndo depende

de y, logo pp.(¢q) é uma constante ¢ e pp,(g*h*) = cf*.

Como grau,(g*) < j a cada passagem por 8, concluimos que a condigao
9 serd falsa sempre que j < grau,(g). Em particular, se f* é irredutivel e 7" = 1,
esse teste sempre tera resposta negativa e por isso o passo 10 e a hipdtese de indugao

garantem que as afirmacoes (7), (it), (ii) e (iv) est@o corretas ao fim do lago 6.

Suponhamos entao que grau,(g) < n* esejaj = 14+grau,(g). Mostremos

que o teste do passo 9 tera resposta positiva:
graug(g*) grau,(g)+grau,(g) grau,(g*) = (j—1)grau,g+(j—1)grau,g* < nd+nd = 2nd,

pois g é um fator de f*, e grau,(g*) = grau,(g), ja que g também gera um vetor
minimal em L. Como 2nd = grau,(y — v)', aplicamos a proposicao (2.4.1) para
determinar que mdc(g, g*) nao é uma constante em F[z, y| e, visto que g é irredutivel

e g* é¢ minimo, g = k pp,(g*), para alguma constante k € F.

Sejam h = f*/g e S CT como no passo 9 do algoritmo. Mostraremos

que h = pp,(h*) utilizando a unicidade de levantamento de Hensel (teorema (2.2.7)).
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Para tanto, verificaremos as hipGteses desse teorema para cl,(g)h e cl.(h)g, que

discriminamos como (a), (b), (¢) no que vem a seguir .

Consideraremos cl,(g)h, cl,(h)g, h* € § = b]],cq9: mod (y — v)" em
Flz,y], com grau em y inferior a {. Como f é livre de quadrados médulo (y — v),
vale que cl.(g)h e cl.(h)g sao relativamente primos médulo (y — v). Além disso,
seus coeficientes lider ndo dividem zero médulo (y — v), pois isso nao ocorre com o

coeficiente lider de f*.

(@) §=0b]lics 9 = cla(h)cli(9) [Lies 9: = cla(h)g mod (y —v).
grau,(clz(h)g) = grau,(g) = grau,(pp:(9)) = grau.(g*) = grau.(g)
clo(g) = b= clo(f*) = cla(gh) = clo(clz(h)g)
(8) clul(g)h = cla(9)f* /9 = elu(@) Ty hifg = b T, i = b mod (y — )
grau(h*) = grau,(f*/g") = grau,(f*) — grau,(g) = grau(h) = grau(cly(g)h)
O coeficiente lider lc,(g)h = lc,(g) f*/g € naturalmente b = lc,(f*), que é,
por construgao, o coeficiente lider de h*
() cl(g)h cly(h)g = cl(gh)gh = bf* = gh* mod (y — v)!,
pois b = cly(f*) e f* = b][,cq 95 mod (y — o)l

Utilizando a unicidade do levantamento de Hensel (teorema (2.2.7)),
segue que lc(g)h = h* mod (y — v)!, logo coincidem pois tém grau na variavel y
inferior a [. Conseqiientemente, h = pp,(h*) e f* = gh = k pp.(¢*)pp.(h*), o que

implica que g*, h* satisfazem a condigao do passo 9.

Portanto, se f*, b e G’ denotam os valores atualizados de f*, b e G,

respectivamente, vem que:
(i) f* = ppo(h*) = clo(W*) [ Lier\s 9i = V' [Licqr 90 mod (y — v)'
(1) b = clo(ppa(h*) = clu(f*)

(111) f = af* [l eq 9 = akpp(g°)ppe(W*) [1ec 9 = ak f* Tl e 9
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(1) G' = GU{pp=(g*)}, logo é constituido apenas de elementos irredutiveis porque

ppe(g*) = k~1g e g é irredutivel.

Isso implica imediatamente que o algoritmo retorna um conjunto G
contendo todos os fatores irredutiveis de f. Apenas o termo lider de f precisa ser

recomposto.

Analisemos entao seu tempo de computacao: conforme visto na andlise
do algoritmo (2.2.12), o tempo de computacao envolvido nos cinco primeiros passos
é de O(nd + M(n)log n) para o passo 2, O(M(n?)log n + M(n)log(n)log(q)) para
o passo 3, se F' = F,, e O(M(n)log(n)M (nd)) para o passo 4 (a altera¢do no passo
4 se deve ao aumento na cota [). Mas essa andlise ficard em segundo plano, pois o
custo do algoritmo sera dominado pelo custo de célculo do vetor pequeno no passo 8.
Inicialmente, note que temos que a norma de cada um dos j geradores do reticulado
é limitada por 2nd, o grau em y de (y —v)!. Mas, pelo teorema (2.3.10), o tempo de
computagao em cada passo é de O(j*ndM (nd)). Sejam fi, ..., f, € F[z,y] os fatores
irredutiveis de f. Pelo que provamos na demonstracao de validade do teorema, o
passo 7 é repetido para j = 2, ..., 1+ grau,f; (sendo o limite a esquerda 2 uma cota
no pior caso). Assim, o custo total das passagens pelos passos 7 e 8 é limitada por

rgraug(fi)+1
Z Z j*ndM (nd)
i=1 =1

r

< ndM(nd) Y (1+ graug(f;))’
:; +n

(2.2)

< ndM (nd)r( K

A primeira majorizacao se deve ao fato de que Z;VZQ = (N+1)P—3(N+1)*+
%(N +1)3— %N — % e a segunda, do fato que o ponto de maximo absoluto da fungao
O(x1,...,x,) = Y i, @ sobre o hiperplano >_1"  z; =7 > 0 em R", com z; > 0, Vi,
é (21,...,2,) = (%,..., =). Logo, o niimero de operagdes aritméticas sobre F' nesse

trecho do algoritmo tem O(n®dM (nd)).

O restante do algoritmo nao tem passos custosos computacionalmente.

Logo, o custo total se deriva do lago dos passos 6, 7 e 8 e tem O(n%dM (nd)). O
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Encontramos portanto um algoritmo em tempo polinomial para resolver
o problema de fatoracao de polindmios em duas varidveis sobre corpos que ad-
mitem fatoragao efetiva de polinomios em uma variavel. Como ja foi mencionado
anteriormente, esse algoritmo nada mais é do que uma redugao em tempo poli-
nomial do caso bivariado ao univariado, pois a fatoracao é de fato calculada em
(Flyl/(y —v))[z] = Flz]. A adaptacao desse algoritmo a corpos com menos de 4nd
elementos ¢ feita do mesmo modo como explicamos na observagao apds o algoritmo

(2.2.12). O custo dessa adaptagao claramente permanece polinomial.
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3 FATORANDO POLINOMIOS VIA UMA
EQUACAO DIFERENCIAL

No capitulo anterior, obtivemos um algoritmo em tempo polinomial
para determinar os fatores irredutiveis de um polindomio em duas variaveis sobre
um corpo F. O presente capitulo apresentara, de forma generalizada, um segundo
algoritmo para esse problema, proposto por S. Gao em [Gao, 2003]. Uma de suas
vantagens é a recuperagao simultanea dos fatores irredutiveis racionais e absolutos

de um dado polindmio em duas variaveis.

3.1 Uma extensao do Algoritmo de Gao

Sejam F um corpo e F o seu fecho algébrico. Dado um polindémio

f € F[z,y], desejamos encontrar seus fatores irredutiveis sobre F e sobre F. Um

fator irredutivel de f sobre F é denominado fator irredutivel racional. Sobre F', é
of

dito fator absolutamente irredutivel. Calculando f/mdc(f,%55), podemos reduzir f

ao caso em que mdc(f, %) = 1.

Dado um polinémio g € Fl[z,y|, identificamo-lo com seus associados
ag, onde a € F' e a # 0. Em particular, podemos supor que g possui pelo menos
um termo com coeficiente unitario, de forma que seus coeficientes estao contidos em

uma extensao de grau minimo.

Ja que estamos supondo mde( f, %) = lem Flz,y], f élivre de quadra-
dos e cada um de seus fatores tem grau maior ou igual a um na varidvel x. Seja a
fatoracao f = fi...f,, onde f; € F[z,y] sdo distintos e irredutiveis sobre F, isto &,

absolutamente irredutiveis.

No estudo da fatoracao de polinomios em uma variavel sobre corpos
finitos, a incorporacao de métodos da Algebra Linear surgiu com o trabalho de

Berlekamp [Berlekamp, 1970]. Um outro método para fatoragao de polinémios em
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Fyn[z] = GF(p")[z] baseado na Algebra Linear foi desenvolvido por Niederreiter
[Niederreiter, 1993], que utilizou as solugoes polinomiais de uma equacgao diferencial,
obteniveis pela resolucao de um sistema linear, para decompor o polinomio f em fa-
tores menores. Gao [Gao, 2003] desenvolveu uma teoria similar para polinémios em
duas variaveis, modificando ligeiramente um problema diferencial inicialmente enun-
ciado por Ruppert [Ruppert, 1999]. Ruppert estava mais interessado em desenvolver
um teste para determinar a irredutibilidade absoluta de polindomios e considerou

equacao diferencial parcial
d.,g 0 h
8_1/(?) = %(?),

onde g, h € Flx,y]. De fato, essa equacio vem da Anilise e fornece uma condicao

(3.1)

para que a 1-forma diferencial %dm + %dy seja fechada. Além disso, e essa foi uma
importante contribuicao de Gao, limitaram-se os graus dos polinomios ¢ e h no
espago solucao a grau g < (m — 1,n), grau h < (m,n — 1), onde (m,n) denota o
grau de f em x e y, respectivamente. A titulo de curiosidade, Ruppert restringia o

grau de h a grau h < (m,n — 2).

A equacao diferencial acima, em conjunto com as restricoes nos graus
de g e h determinadas por Gao, integrara o que denominaremos de Problema de Gao
associado a f. Diremos simplesmente que ¢ satisfaz o problema de Gao associado
a f se existir um polinémio h com a propriedade de que (g, h) é uma solucao do

problema de Gao associado a f.

Observe que a equagao (3.1) pode ser reescrita na forma

o9 o, ,Of _ Of

FGL -G+ b -

dy Ox ox ga_y_ (32)

Como a diferenciacao é linear sobre F', essa equacao origina um sistema
de equacoes lineares nos coeficientes de g e h. Portanto, todas as solugoes g, h

formam um espaco vetorial sobre F' e, pelo mesmo motivo, sobre F'. Devido ao fato

de que mdc(f, %) = 1, ndo é dificil estabelecer que, para cada g € F[z,y], existe no
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méximo um h € F[z,y] satisfazendo o problema de Gao. Definamos

G = {g € F[z,y]; g satisfaz o problema de Gao}

(3.3)
G = {g € F[z,y]; g satisfaz o problema de Gao}
Entdao G C G. Por célculos simples, verificamos que g = gﬁ e h = % satisfazem
2 y

o problema de Gao, de forma que % € G C G. Também ¢é imediato verificar
que G e G tém dimensdo finita sobre F e F, respectivamente. O seguinte teorema
caracteriza um subespaco vetorial de G de grande importancia. FEsse resultado
e suas conseqiiéncias sao tratados aqui com maior generalidade do que em Gao
[Gao, 2003], pois nao se incluird nenhuma restri¢ao na caracteristica do corpo sobre
o qual o polinomio esta definido. Observamos que Gao exigia que a caracteristica

do corpo fosse nula ou superior a (2m — 1)n, onde m e n sao os graus do polinémio

f nas variaveis x e y, respectivamente.

Teorema 3.1.1. Sejam F um corpo e f € Flx,y|, onde mde( ,%) =1legrau f =

(m,n). Suponha que f tenha r fatores irredutiveis distintos em Flx,y], f = fi...f».

Entao, existe um subespaco vetorial G' de G de dimensao r tal que,

se g € G', g pode ser escrito na forma g = > .. NE;, com E; = %%{;, N\ € F,

1<y <r.

Demonstragao

A demonstracao desse teorema utiliza as idéias de um teorema andlogo

de Gao [Gao, 2003].

E facil ver que os elementos F; assim definidos satisfazem

0

Usando esse fato, segue que E; € F|x,y] e Ej satisfaz o problema de Gao, Vi. Seja
entdo o subespaco G’ de G gerado por esses elementos. Vejamos que esse espaco tem
dimensdo r provando a independéncia linear dos E;’s: sejam a, as, ...,a, € F tais

que a1 By +asEy+...+a.E. = 0. Sejai € {1,2,...,r}. Note que a;F; = — Z#i a;E;
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implica que f; divide E;, Vi # j. Logo, f; divide a,E;. Mas mdc(f;, fi%f;) =1, pois
mdc(f;, fi) = 1 = mdc(f;, 24). Portanto, a; = 0.

1 Hr

Construiremos agora um subconjunto {g¢i, go, ..., 9.} de elementos li-
nearmente independentes em G tal que < g¢i1,99,...,9, >p=< Fy,Es, ..., E. >p,
utilizando elementos algebricamente conjugados aos F;’s. Quando esse resultado
for estabelecido, teremos um subespaco vetorial G’ de G satisfazendo a condicao

requerida no enunciado do teorema.

Se todos os F;’s estao em (G, nada ha a ser feito. Suponha que algum E;,
digamos E7, nao estd em G. A relagao entre os fatores absolutamente irredutiveis
de f e as extensoes algébricas de F' sera melhor explicitada em dois fatos que serao

enunciados e demonstrados abaixo.

Fato 1: Para todo automorfismo o de F' que coincide com a identidade em F, o(f;)

também é um fator absolutamente irredutivel de f e o(F;) corresponde naturalmente

a o(fi).

Observe que f = o(f) = o(fiforfs) = o(f)o(fs).o(f,). Logo, de
compusemos f em r fatores nao triviais, conseqiientemente, em r fatores absoluta-

mente irredutiveis.

4 ; — fofiy _ of) (9fiy _ _f Oof
Além disso, 0(Er) = o(457) = 7i7(%0) = i as © due esta-
belece uma correspondéncia natural entre o(f;) e o(E;). Quando dois fatores de
f forem relacionados dessa forma, isto é, quando existir um automorfismo em F
que restrito a F' é a identidade associando esses fatores, diremos que eles sao alge-

bricamente conjugados. Essa nomenclatura estende a definicao usual de elementos

algebricamente conjugados em extensoes de corpos.

Fato 2: Os coeficientes de E; e f1, vistos como polinémios em Flx, ], determinam
a mesma extensao de F. Seja K essa extensao de F'. Entao, K é separavel sobre F
com dimensao [K : F] = [, onde [ é o niimero de elementos distintos algebricamente

conjugados a f;.
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Sejam K; e K5 as extensoes pelos coeficientes de Fy e fi, respectiva-

Lon

TR Mas os coeficientes de

mente. Os coeficientes de £ sdo os coeficientes de
% determinam a mesma extensao dos de f1, e como os coeficientes de % estao na
extensao definida pelos coeficientes de fi, vale que K; C K,. A reciproca também

pode ser verificada sem maiores dificuldades e K = K; = K5 estd bem definido.

O corpo K é uma extensao algébrica finitamente gerada. Portanto,
existe um polinémio monico irredutivel A € F[t], o polindomio minimal, tal que

K ~ F[t]/(h).

Vejamos inicialmente que o niimero de homomorfismos distintos de K
em F que restritos a F' sao a identidade é igual a [. Por um lado, existem pelo
menos [ desses homomorfismos, pois, para cada fator absolutamente conjugado de
f1, hd um automorfismo de F que é a identidade quando restrito a F e leva f; a esse
fator. Logo, se os fatores sao distintos, esses automorfismos agem de forma distinta
sobre fi, e sua restricao a K também é distinta. Por outro lado, se 1, ..., sao
os homomorfismos de K em F criados dessa maneira e 1 é um homomorfismo de
K em F que coincide com a identidade em F, existe uma extensdo ¢ : F — F
de 1, pois F é algébrico sobre K. Pelo fato 1, ¢ leva f; a algum de seus fatores
absolutamente conjugados, isto é, coincide com algum 1); sobre os coeficientes de f;.
Mas esses coeficientes determinam K, logo ¢ = ;. A separabilidade vem do fato
de que os fatores absolutamente irredutiveis de f sao todos distintos, concluindo a

demonstracao do fato 2.

Entdo, existem [ imersdes distintas o1, 09, ...,0; de K em F fixando F
que geram os [ elementos algebricamente conjugados o1 F1, 09y, ..., 00 F; de E; sobre
F. Da Teoria de Corpos, sabemos que existe o € K tal que K = F(a)e 1,q,...,al™!

formam uma base de K sobre F.

Para 1 < i < [, definamos ¢; = 22:1 o;(a'Ey) = 22:1 o;i(a')o;E;.

Entao, e; € Flz,y], e; € Ge <ey,...,ep >p=< Ey, ..., B >p.
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Demonstremos as afirmagoes acima: o fato de e; estar em G é verificavel
por um calculo simples. Como e; nada mais é que a aplicacao do operador traco a
o' By, esse polinomio terd seus coeficientes em F. Finalmente, vemos que o;F; = F,
para certo k em {1,2,....,7}. Logo, e; €< Fy, ..., E,. >p, Vi. Além disso, um teorema
conhecido da Teoria de Corpos garante que a matriz de automorfismos de ordem [
dada por (oj(a"))o<i<i—11<j<i ¢ nao singular. Como o1Fy, ...,0,E; sao linearmente

independentes sobre F', os polinomios eq, ..., e; também o sao.

Aplicando esse processo aos elementos E; ¢ GU{o1E1,...,0.F; }, obte-
remos r elementos ey, ..., e, € G linearmente independentes sobre F e, em particular,

sobre F', satisfazendo as condi¢oes do teorema. [J
Uma conseqiiéncia imediata desse teorema é:
Corolario 3.1.2. Se dimpG =1, entdo [ € absolutamente irredutivel.

Exemplo 3.1.3. Aplicaremos esse resultado ao polinomio f(x,y) =2*+y+1 em

Q[z,y]. Para tanto, serd necessario encontrar as solugoes polinomiais g e h para a

cquagiio £(%) = £.(:

(1,1) e (2,0), respectivamente. Substituindo os polinomios g = agy + a10T + a1y +

), sendo os graus de g e h nas varidveis (x,y) limitados por

anxy e h = boy + biox + bopx? na equagdo (3.2), constréi-se o sistema linear

-1 1 0 00 -1 O - 0
Qoo

O 0 -1 1 2 0 =2 0
o1

0O 1 0 00 1 0 0
aio

0O 0 0 1 0 O 0 0
ajl| —

O 0 0 00 -1 0 0
boo

O 0 0 00 0 -2 0
bio

0O 0 0 00 O 0 0
b2o

0O 0 0 00 O 0 - T 0

A solugdo desse problema € o subespaco vetorial de Q7 gerado pelo vetor

T
[0020100]
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Logo, temos G = {2x} e, como dim G =1, seque que G' = G e f € absolutamente

rredutivel.

Esse resultado ja estabelece uma relagdo entre G’ e os fatores de f, o
que nos motiva a investigar a sua estrutura com maior atencao. Nesse sentido, o
problema de recuperar G’ a partir de G é extremamente importante, e serd tratado
a seguir. Em primeiro lugar, veremos uma propriedade que associa elementos de G

a fatores absolutamente irredutiveis de f.

Teorema 3.1.4. Seja f um fator irredutivel de f em Flz,y] que é produto de s
fatores absolutamente irredutiveis fi, ..., fs em F[x,y]. Entdo, existem g, ...,gs em
G com a propriedade de que, para todo g =Y ;_, g, com oy, ..., em F, hd uma

unica matriz A = (a;;) € F**° satisfazendo

s (9f
99; = Zaijgj— mod f.
= Ox

Demonstragao

Conforme feito no teorema (3.1.1) , obtém-se s homomorfismos distintos
01,...,0, de K em F que restritos a F sao a identidade, onde K é a extensdo de F
originada pela adjungao dos coeficientes de f; (ou, equivalentemente, de fo, f3, ...
ou fs). Mas essa extensdo é finitamente gerada e separdvel, de forma que existe um

elemento primitivo a € F tal que
K =F(a) ={ag +aa+ ..+ a;10° " ag,ay,...,as_; € F}.

Além disso, a dimensao s desse espaco vetorial coincide com o niimero de automor-

fismos distintos de F' que fixam F, que denotaremos por oy, ..., 0.
Utilizamos o operador trago para definir
S S
gi = ZO’j(OélEl) = ZO’j(O&)lO'jEl, 1= 1, .., S.
j=1 j=1

Esses elementos ¢g; nada mais sdo do que os ¢;’s do teorema (3.1.1) e, conforme vimos

nessa ocasiao, g; € G, i =1, .., s.
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Por um lado,

Mas homomorfismos o, distintos levarao E; a E’s distintos, de forma

que o Ey0;E, =0 mod f sempre que k # j. Segue que

99; = Z(Z ajop(a) o By mod f. (3.5)
k=1 j=1
Por outro lado, ¢;3L = (3°5_, ox(a)ioyB1) (35—, Ex). Observando que
or(E1)E; =0 mod f, se oy(Ey) # Ej, vem gj% = >, or(a)olE mod f. Logo,
devemos determinar A = (a;;) satisfazendo

s

Z@ijgjg—i = Z(Z aijor()?)or By mod f. (3.6)

j=1 k=1 j=1

Utilizando (3.5) e (3.6), escreve-se gg; = ijl aijgj% forma matricial.

A existéncia dos a;; estard condicionada a solugao do seguinte problema:

> ogor(@) ™t 3T (@) T o (B)?

> ao(@)t o 3 o ()T | os(Er)?
01<Oé) . O'S(CY) ayr . Qg 01<E1)2
o1(a)® os()®| las . ass| |os(EL)?

(3.7)

Mas a matriz
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é invertivel, de forma que

a0 . o] [T et S ago(a)

o) . osa)] | (@) YT g ()t

¢ uma solugao para A.

Se mostrarmos que E? mod f sao linearmente independentes sobre F,

segue que essa solugao € unica.

De fato, se aj,...,a, € F sdo tais que Y ;_, a;E? = 0 mod f, existe
h € F[z,y] satisfazendo >_._, az(f 286 0fi% _ — fh.

Entao, para k € {1,...,7},

f 3fk f 3]“}

Note que fr divide o polinomio da direita, pois divide todos os seus

termos. Por outro lado, mdc( fi, (f )?) =1 e mde(fr, G- i ) =1, ja que mde(f, %) =

’ Ox
20fi?

ar =0, isto é, ap = 0.

1. Esses fatos acima implicam que ak(f—’;)

Para concluir, observamos que, como o problema linear (3.7) é um sis-
tema linear possivel com coeficientes no corpo F, sua solugao (tinica) certamente

estard em F'. [

Procuraremos agora estabelecer uma forma de reciproca para o teorema
acima. De fato, demonstraremos que os conjuntos {gi, ..., gs} que satisfazem essa

propriedade estao em G'.

Teorema 3.1.5. Se {g1,...,9s} C G € tal que, para cada k € {1,...,s}, existe
A = (aj;) € F*** satisfazendo
S af
_ k
9k9i = E aijgj%

j=1

mod f,

entao {g1,...,9s} C G'.
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Tal conjunto serda denominado solucao do teste matricial s-dimensional
associado a G.
Demonstragao

Seja k € {1,2,...,s} e consideremos a matriz A, = (a};) do teorema.

Dispomos da seguinte equacao na forma matricial:

9k gsL
of
k2 = A 9200 mod f, de modo que
| 919: | 9558
91
of g2
Iyys — —A =0 mod
(g Lsx O k) | mod f

Mas, se (f) denota o ideal gerado por f em F[z,y|, a estrutura Flx,y]/(f) é, em
geral, apenas um anel, de forma que nao valem alguns resultados conhecidos da
Algebra Linear. Seja entao f = fl ft a fatoracao de f em fatores irredutiveis

racionais (ou seja, sobre F[z,y]). Logo, para j = 1,2,...,t temos equagoes

a1
af 92 -
(gk]sxs - %Ak) = 0 mod fj7
_gs_

e agora, como (f;) é um ideal primo de F|z, y], a estrutura F[z,y]/(f;) é um dominio
de integridade. Entao, o vetor [g1,...,gs] é nulo, ou a matriz (grlsxs — %Ak) é
singular em F[z,y]/(f;). Sejam Ay = {j € {1,2,....t};[g1, ..., gs] = [0, ..., 0] mod f;}
e Ny = {1,2,...,t}\Ay. O vetor [g1,...,gs] s6 serd nulo se fj dividir todos os seus
elementos, e, como grau,(g;) < grau;(f), o conjunto Ay nao é vazio. Sem perda de

generalidade, sejam Ay = {1,2,...,t1}, Ao = {t1 + 1,....,t}, 0 < t; < t.



70

Para cada j em Ay, a matriz (gxlsxs — g—f;Ak) é singular médulo fj, logo

of
ox

e, em particular, o polindmio caracteristico char(%Ak)(z) = (g—i)schar(Ak)(z/%) se

det(grlsxs — =—Ax) = 0 mod fj

anula quando aplicamos z = g;. Sejam «y, ..., s as raizes (possivelmente repetidas)
do polinémio char(Ag)(z) em seu corpo de decomposigdo. Do que acabamos de

comentar, conclui-se que

of afy _ of

(91— 01 9. (g1 — 020y = (P yechar(A) (90 90) = 0 mod £,

Mas % = >, E;, onde r é o nimero de fatores absolutamente irredutiveis de f,

de forma que

gk—(l/le gk—aSZE _Omodf],

isto ¢, f; divide (g — oy S E)(gr — as Y, Ei). Sejam agora Ay = {1,...,7}
(sem perda de generalidade), 1 < r; < r, o conjunto dos indices associados aos
fatores absolutamente irredutiveis dos elementos em Ay e { P, ..., Ps} uma particao

de Ay tal que [ € P; = f; divide g, — a; > i_, E;.

Se | € Py, entao f; divide g, — oq Y., E;, e, como todos os Ej’s,
a excecao de FEj, sao divisiveis por f;, vem que g, = a1E; + qf;, para algum
q € Flz,y] cujo grau na varidvel x é inferior a n — 1. Pelo mesmo argumento,
obtemos gr, = a1 ;cp Ei + qlLicp, fi, com q € Flz,y] satisfazendo grau.(q) <
n—1-3%. p, graug(fi). Repete-se o procedimento para todos os demais elementos
da particao para obter g, = a1 ;cp Ei + ... + as D icp Bi + @[ Licpu. up, fis para
algum q € Flz,y], com grau,(q) <n—1=3,cp . ,p, 9rau(f;). Mas o elemento
h = [liea, f; divide tanto g; quanto E;,V j € Ay. Logo, h divide 71 Liepu.op, fi =
7 Tiea, fi, e, pelo fato de que h = [],c,, fl e o ultimo produtorio sao relativamente
primos, segue que h divide g. Como grau,(h) =n — >, c grau.(fi) > grau.(q),
temos que ¢ = 0. Estabelecemos portanto que g, € G’, para k arbitrario em

{1, ..., s}, o que conclui o teorema. [J]

Veremos que, conhecendo as solugoes dos testes matriciais s-dimensionais,

serd possivel obter G'.
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Corolario 3.1.6. Sejam By, ..., B, subconjuntos linearmente independentes maxi-
mais das solugoes do teste matricial i-dimensional associado a G, 1 <1 < s. Entao,
se todos os fatores irredutiveis de [ sobre Flx,y| forem produto de no mdzimo s fa-

tores absolutamente irredutiveis, G' € o subespago vetorial de G gerado por | J;_, B;.

Demonstragao

O teorema (3.1.5) garante que B; C G’, V i, de forma que a contengao

< Ui, Bi >C G’ vale.

Reciprocamente, suponha que f1, ..., f; sao os fatores absolutamente ir-

Lon

redutiveis de um mesmo fator irredutivel racional f de f. Sejam E; = R

e
a € F um elemento primitivo de K, a extensdo algébrica separavel de F obtida
por adjuncdo dos coeficientes de f;. Pela demonstracido do teorema (3.1.1), exis-

tem elementos ey, ..., e, €, = > oj(a'Fy), que integram uma base de G’ (lembre

j=1
que os o;’s sao homomorfismos de K em F que coincidem com a identidade em
F). Mas a prova do teorema (3.1.4) mostra que {ej,...,e;} é uma solugdo para o
teste t-dimensional. Como, por hipétese, t < s, {e1,...,e;} C B;, o que conclui a

demonstragao. [

A teoria desenvolvida acima nos fornece um algoritmo para computar
uma base de G’, pois identifica elementos de G’ (teorema 3.1.5) e determina uma

condigao de parada (1ltimo corolario).
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Algoritmo 3.1.7. Base para G’

Entrada: Um polinémio f sobre Fx,y|, onde F' é um corpo finito, uma base B
para G, o espaco nulo do sistema de Gao associado a f, e uma cota s
no numero de fatores absolutamente irredutiveis que compoem os fatores

irredutiveis de f sobre F[z,y].

Saida: Uma base B' para G'.

—_

B 0

N

para k=1, ..., s faca

3. para todo subconjunto {hy, ..., hy} de cardinalidade k de combinagoes
lineares de elementos de G faca

4. se, para cada | € {1,...,k}, existe A} = (aﬁj) € FF*k tal que

hih; = Z?Zl aéjhj% mod [ adicione {hy,...,h;} a B', removendo

0s fatores mecessarios para manter os elementos de B’ linearmen-

te independentes

5. devolva B’

Retomaremos agora as idéias originais de Gao para relacionar o espaco
vetorial G’ aos fatores de f. Veremos como os elementos de G’ serdo responsaveis

pela quebra de f em seus fatores (absolutamente) irredutiveis.

Uma solugdo g € G’ é dita trivial se for um multiplo escalar de %.
Pelo que vimos anteriormente, existe uma solu¢ao nao trivial em G’ se, e somente

se, r > 1, ou seja, f nao é absolutamente irredutivel.

Proposigao 3.1.8. Para todo g € G' ndo trivial, f = [[,cpmdc(f,g9— /\%) ¢ uma
fatoracdo propria de f sobre F.
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Demonstragao

Seja g € G'. Pelo teorema (3.1.1), existem \; € F com g = Y;_| \iEj,

lembrando que E; = %%’;i, 1 =1,...,r. Lembremos também que % =>_, Ei logo
af .
— A== Ai — N E;.
95 ;( )

Analisemos mdc(f,g — )\%) a medida que \ varia em F:

Se A = \;, para certo j, g — )\% =g-— )\j% = > iz;(Ni — Aj)E;. Mas
fj divide E;, ¥ @ # j, de forma que g — )\jg—i ¢ divisivel por f;. Conseqiientemente,

f; divide mde(f, g — Ata—f).

J Oz

Se A # \;, f; nao divide mdc(f,g — )\%), pois, dado i € {1,...,r}, f;

divide E;, se i # j, e f; ndo divide Ej, ja que mdc(f, %) = 1, o que estabelece a

~ . . ~ p)
afirmagao. Em particular, se A # \;, V i, entao mde(f, g — /\a—i) =1

Portanto, temos que f = [[,czmdc(f,g — )\%) ¢ uma fatoracao de f
sobre F'. Ela é prépria porque existem indices i, j € {1,...,r} tais que \; # \;, caso

contrario g = A\ f, isto €, g ¢é trivial. [J

Para quaisquer dois fatores absolutamente irredutiveis f; e f; de f,
dizemos que eles sao separados por g se eles estiverem em fatores diferentes na
fatoragao prépria induzida por g, que foi definida acima. De fato, a proposigao
acima garante que g separa f; de f; se, e somente se, \; # \;. Um conjunto de
elementos ¢1,...,q; € G é dito um conjunto de separacao para f se qualquer par
de fatores absolutamente irredutiveis de f é separado por algum g¢;, 1 < ¢ < [.
Uma fatoracao completa para f pode ser recuperada se conhecermos um conjunto

de separacao para f. O seguinte algoritmo realiza essa tarefa:
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Algoritmo 3.1.9.

Entrada: Um conjunto de separacgao finito C para f e uma fatoracao
Fat, = {f{,..., .} para cada c € C

Saida: Os fatores absolutamente irredutiveis fi, ..., f, de f.

1. S« @, G — UCECFatC'
2. enquanto G # 0 faca
escolha g € G, G — G\{g}

3. para todo h € G faca
4. se mdc(g, h) # 1 € Flz,y] entdo
5. se mdc(g,h) = h

entao

G — GU{g/h}, va para?2
senao
G — G\{h}
6. se mde(g, h) # g entao
G — GU{mdc(g,h),g/mdc(g,h),h/mdc(g,h)}
va para 2
7. S — Su{g}
8. devolva S

O algoritmo acima ¢é intuitivo, portanto demonstraremos sua validade
sem apresentar exemplos, dado que sua aplicacao aparecera em exemplos posteriores.
Proposicao 3.1.10. O algoritmo anterior determina corretamente um conjunto de
fatores absolutamente irredutiveis de f.

Demonstragao

Em primeiro lugar, observemos que todos os elementos de S sao rela-

tivamente primos com elementos de G. Isso é trivialmente verificado no inicio do
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algoritmo e suporemos que essa afirmacao valha antes de uma determinada passagem
por 2. Mas, ao escolhermos g no passo 2, hé apenas duas maneiras de que ele seja
incluido em S. A primeira ocorre no caso em que mde(g, h) = 1, para todo h € G.
A segunda ocorre quando mdec(g,h) = g sempre que mdc(g,h) # 1, e, portanto,
esses elementos h serao todos eliminados de GG durante o passo 5. Isso estabelece

nossa afirmagao.

Em particular, os elementos em S sao irredutiveis, pois, se f; e f;
sao fatores de g € G, entao f; e f; nao dividem nenhum elemento contido em S
pela afirmagao anterior. Além disso, como fatores absolutamente irredutiveis sé sao
eliminados de G quando forem incluidos em S, e C' é um conjunto de separacao para
f, existe h € G tal que f; divide h e f; nao divide h. Logo, 1 # mdc(g,h) # g, e

portanto g nao é anexado a S, conforme nossa discussao anterior.

S6 nos resta verificar que, a cada intervalo finito de passos, um elemento
g € incluido em S, pois, pela invariancia acima, temos que G sera vazio assim que
o ultimo fator irredutivel de f for anexado a S. Mas essa verificagao decorre do
fato que, a cada escolha de g em 2, g é retirado de G e os elementos adicionados a
G tém grau total estritamente menor ao de g (aqui, grau total(g) = max{i + j; o
coeficiente de 'y’ nao é nulo}). Como G é finito no inicio do algoritmo, a quantidade
max{grau total(g); g € G} é ndo-crescente e certamente decrescera apés um nimero
finito de passagens por 2, ja que cada elemento é composto por um numero finito

de fatores préprios, o que conclui a demonstracao. [J.

O resultado que apresentamos nesse momento expressa a ligacao entre
G’ e a fatoracao de f em elementos irredutiveis e decorre diretamente de resultados

ja estabelecidos.

Corolario 3.1.11. Qualquer base de G' € um conjunto de separacao para f.

Demonstragao

Seja{g1, ..., g } uma base para G’ sobre F'. Da demonstragao da proposigao

3.1.8), g separa f; de f; se \; # \; na expansao de g pelos E;’'s. Mas g, = > ., \FE,
J J i=1""
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para certos \¥ € F', k= 1,...,r. Suponha, por absurdo, que tenhamos 4, j distintos

tais que \F = )\f, vV k.

Nesse caso, {g1,....,0-} C < {Ep; k ¢ {i,j}},E;+ E; >p, 0 que
contradiz o fato de que {gi, ..., g} sdo linearmente independentes sobre F', conforme

atesta a demonstra¢ao do teorema (3.1.1). OJ

Corolario 3.1.12. Se g, ..., g € uma base para G' sobre F', entao, para todo g € G',
existe uma unica matriz A = (a;;) € F™" satisfazendo

S

0
99; = Zaijgja_£ mod f.

J=1

Além disso, seja Ey(x) = det(I,«,x — A) o polinomio caracteristico da

matriz A. Entao, o nimero de fatores irredutiveis distintos de mde(f, g — )\%) em

Flz,y| € igual a multiplicidade de A como raiz de Ey(z).

Demonstracgao
Sejam {g1, ..., g} uma base para G' e g € G'.

Vimos no teorema (3.1.1) que {g1, ..., g, } sdo linearmente independentes

também sobre F, de forma que existe uma matriz invertivel B € F"™" tal que

g1 Ey
92| _ B Ey
gr E,

Além disso, pela definicio de G/, existem i, ..., A, € F tais que

i=1
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Lembrando que E;E; = 0 mod f sempre que i # j e que % =, E,

obtemos
g1 Ey gEr
g =gB =B
gr E, gE;
(3.8)
Y NEE) A\ E?
=B . =B ) mod f
S NEE, A\ E?
of g1 o7 Ey %El
— =—B =B
ox |’ ox
of
gr E’r _mE'r
0 (3.9)
E?
=B mod f
E2
Seja, entao,
A0 .0
A=DB B
0 A
de onde segue, por (3.8) e (3.9), que
g1 A0 .00 M\ E?
ﬁA =B B (B ) mod f
ox -
Jr 0o . . A\ A\ E?
A0 0| |E? g1
=B =g mod f
O >\7 ETZ gT

Logo, A é uma matriz satisfazendo as condigoes do corolario. A unicidade de A

segue do fato que conjunto {E? mod f,..., E* mod f} é linearmente independente

sobre F, estabelecido no teorema (3.1.4).
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A relacao entre o nimero de fatores absolutamente irredutiveis distintos
de mde(f,g9— )\%) e a multiplicidade de A como raiz de Ey(x) segue imediatamente

da proposigao (3.1.8). O

Esse tltimo corolario garante que, conhecendo a fatoracao de E,(x),
recuperaremos fatores proprios de f, e eles serao absolutamente irredutiveis sempre
que a multiplicidade da raiz correspondente de E, for igual a um. No caso em que
E,(z) nao possui raizes mutiplas, isto é, for um polinémio separavel, o conjunto
unitario {g} forma um conjunto de separacao para f. A seguir, indicaremos como

os fatores sao recuperados.

Proposicao 3.1.13. Seja ¢(x) um fator irredutivel de E,(x) sobre F. Sejam
AL, Ay as raizes distintas de ¢(x) em F, e g; = mdc(f, g — Alax) =1,2,...,1.

Entao,

(i) Se ¢(z) € um fator simples (ou seja, com multiplicidade um) de Ey(x), cada g;,

1 <11 <t, éum fator absolutamente irredutivel de f.
(13) h = g1...g; € um fator de f sobre F, irredutivel quando ¢(x) for um fator simples.

(iid) h = mde(f, [T'_, (g — ML) = mde(f, %' ¢(g/2L)).

Demonstragao

O item (7) é conseqiiéncia imediata do corolario (3.1.12), pois o polinémio
= mdc(f, g — Ai%) é um fator de f formado por apenas um fator absolutamente

irredutivel.

Ttens (ii) e (iii): seja h = [['_, (g — )\i%). Como gb(x) =(x—X\)...(x—

\¢) sobre F', temos ¢(9/%) = (9/% - )\1)---(9/% —\) e ¢(g/ ) = Hz (g =
)\18 ). Logo, vale que

b= mae(f. 2 (/20 (3.10)



79

Por outro lado, como g — \; 8f eg—2A; gf sao relativamente primos se

1 # j, vale que

miets. ] o - A Hmdcf,g e ng

Concluimos que h é um fator de f que, por (3.10), estd em F[z,y]. No
caso em que ¢ é um fator simples de E,, suponhamos, por absurdo, que h é redutivel
sobre Flx,y], digamos h = hihy, com hy = [[iL, gi e hy = H§=t1+1gi 1<t <t

Nesse caso,

9 a
8_£) = mdec(f, Z11(51 -\

of 0
= e, 200/ 20,

of

hy = Hmdc(f,g -\ %))

=1

onde ¥(x) = 'L, (x — \;). Segue que 9(z) é divisivel por um polinémio ndo trivial

com todos os seus coeficientes em F', o que contradiz a irredutibilidade de ¢(z). O

Seja L = F[t]/(é(t)), ¢(z) fator simples de E,. Entao aw =t + (4(t)) é
uma raiz de ¢ em L, e go = mdc(f, g—a%) ¢ um fator absolutamente irredutivel de f
sobre L. Esse fator gqg serve como fator genérico de h, pois cada fator absolutamente
irredutivel gy, ¢gs, ..., g; de h pode ser obtido substituindo a pelas raizes de ¢(z) em
F.

Isso nos leva ao seguinte algoritmo para fatoracao de polinomios em

duas variaveis:
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Algoritmo 3.1.14. Algoritmo de Gao modificado

Entrada: Um corpo F, f € Flx,y]|, satisfazendo mdc(f, %) =1, onde (m,n)
é o grau de f em x ey, respectivamente.

Saida: Duas listas: RL para a lista de todos os fatores racionais irredutiveis
de f. AL para a lista dos fatores absolutamente irredutiveis de f, dois

a dois nao algebricamente conjugados sobre F'.

1. C+0
2. construa o sistema linear de Gao e encontre uma base G para o seu espaco nulo
sobre F
3. determine uma base {q1, ..., g-} para o subespago vetorial G' de G pelo algoritmo (3.1.7)
ser =1, entao devolva RL = {f} e AL ={[f, x|}
4. parai=1,2,...,r
5. calcule E,,(x) como no corolario (3.1.12)
6. fatore E, (x) sobre F.
fo < f, o polinomio ainda a ser fatorado
7. para cada fator simples ¢(z) de Ey,(x),
calcule a multiplicidade mult de ¢ como fator de Fg,
calcule f; = mde(f, g — )\%) em Llx,y], onde L = F[t]/(o(1)) e
A € a classe de congruéncia de t, isto é, uma raiz de ¢(t) em L

calcule hy = mdc( fy, %%(9/%)) € Flz,y|, onde t = grau ¢(zx), e

adicione [hy, f1, ¢, mult] a C
fo— fo/m
8. utilize uma adaptacao do algoritmo (3.1.9) para obter as listas RL e AL

de fatores irredutiveis racionais e absolutos de f, reciprocamente

9. devolva as listas RL e AL
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Observacgoes

1. Para descrever um fator irredutivel g de f em F[z,y], deve-se especificar uma
extensao finita de F' que contenha os coeficientes de g. Tal extensao pode ser re-
presentada na forma F'[t]/(4(t)), para certo polinémio irredutivel ¢(t) € F[t]. No

algoritmo, denotamos por [g, ¢(x)] tal fator e sua respectiva extensao.

2. O algoritmo de Gao modificado determina todos os fatores irredutiveis de f
sobre F|x,y] e, para cada um desses fatores, um fator g absolutamente irredutivel.
Obteremos uma lista de fatores absolutamente irredutiveis que, dois a dois, nao sao
algebricamente conjugados. Para obter a fatoracao absolutamente irredutivel de f,

basta determinar os fatores algebricamente conjugados aos elementos da lista.

3. O corolario (3.1.11) assegura que uma base {gi, ..., g} para G’ fornece uma fa-
toracdo completa de f sobre F. Para obté-la, é necessaria uma adaptacao do al-
goritmo (3.1.9): dispomos de dois dados adicionais, que sdo o nimero de fatores
absolutamente irredutiveis que devemos encontrar (a dimensao r de G’) e o nimero
de fatores irredutiveis e absolutamente irredutiveis contidos em cada fator de C'. De
fato, armazenamos os elementos de C' na forma [hq, f1, ¢, mult], o que nos informa
que hy estd em F[z,y| e tem um fator f; em L[z,y|, onde L = F[t]/(¢(t)). Informa-
nos também que os demais fatores que compoem h; sao algebricamente conjugados
a f1 na extensao de F' determinada por ¢ e que h; tem fatoracao absolutamente
irredutivel formada por mult fatores. Portanto, o algoritmo (3.1.9) pode ser inicia-
lizado com a inclusao de todos os fatores irredutiveis que conhecemos a RL, quando
racionais, e a AL, quando absolutos. Para pares [hq, f1,d1,m1] e [ha, fo, P2, ms],
iniciamos calculando o maximo divisor comum de hy e hy em F|x,y] e, somente no
caso em que o resultado for diferente de um é que precisaremos computar maximos
divisores comuns em K[z,y|, para alguma extensao finita K de F' em que todos
os fatores absolutamente irredutiveis envolvidos (fi, f2, e seus elementos algebri-
camente conjugados) estejam bem definidos. A tnica informagcao que serd perdida

apds o primeiro passo é o numero mult de fatores.
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4. Esse algoritmo requer que obtenhamos G’ a partir de G. Isso acarreta dois pro-
blemas. O primeiro diz respeito a aplicabilidade do algoritmo: s6 sabemos recuperar
G’ de G para corpos finitos. O segundo se relaciona ao tempo de computacao. Como
o algoritmo para determinar G’ tem comportamento exponencial, isso se reflete no

tempo de computacao do Algoritmo de Gao modificado.

Exemplo 3.1.15. Vamos novamente recorrer ao exemplo que utilizamos no capitulo

um, em que desejavamos fatorar o polinomio
flz,y) =2y + 2"y + 2y + 2Py + oy’ Hay +a +y + 1
em Fylx,yl.

O passo 1 se destina a inicializagao das varidveis do algoritmo. No
passo 2, construimos a matriz do problema de Gao associado a f, de ordem igual a
((m+ 1)n+ (n+ 1)m) x 4mn, isto €, 60 x 100 em nosso exemplo. Calculamos em
sequida uma base G para o seu espago nulo, por exemplo G = {1 +y + y* + x3y* +
230, wyt oS+ 22+ Y oy, oyt a2y 2y, 232+ 2ty aty?, ay? -
vy +22y+ 23y, y+yP vy, 223+ Pyt 2ty +aty?, oy oty oty T4y oyt atyt)
Note que a dimensao obtida foi 9, logo € claro que G' e G nao coincidem, pois,
como f tem graum = 5 na varidvel x e todos os seus fatores dependem de x (jd que
mdc(f, %) = 1), nao pode haver mais do que cinco fatores absolutamente irredutiveis

em f.

O passo 3 se destina a calcular G' a partir de G. Para tanto, utilizare-
mos o algoritmo (3.1.7). A cota para o nimero s de testes a serem feitos sera m = 5.
O teste de dimensdo 1 nos dd B' = By = {1+y+y+a*y*, y+vy*+ay}. Parak = 2,
hd solugoes By = {1 +y+y+xty', y +vy*+ zy}, mas nao hd elementos linearmente
independentes aos que jd estao em B'. O teste de dimensdo 3 nao tem nenhuma
solucdo, enquanto que, para dimensao 4, obtemos By = {y + y* + xy, vy* + xy® +
v?y? Py + 22y + 2yt y P+ 2yt + 2Py +ry + 2ty Os trés dltimos polindmios
sao linearmente independentes aos polinomios atualmente em B’, de forma que sdo

adicionados a esse conjunto e B' = {y + y* + zy,1 + y + v* + z'y*, 2y® + zy® +



83

22y? 23y + 2%y + 2yt y + v+ 2yt + 23y + ay + 2tyt). O teste de dimensao
5 tem solugoes compostas por polinomios linearmente dependentes aos de B’, logo

nao sao adicionadas. O passo 3 se encerra entdo com uma base para G’
B’ = {y+y*+ay, Lry+y’+a'yt oy’ oy’ +a?y?, Oy’ oty oty gyt +aty ety ey raty 'y
Em particular, f tem cinco fatores absolutamente irredutiveis.

Os passos 4,5,6 e 7 recuperam uma fatoragao irredutivel para cada um

dos elementos da base:

Cr={lz+y+Lo+y+1,21], [aty* + 2y + 1, 2% + oy + 1,2+ 1,4]},
pois ¢1(x) = x(x 4+ 1)*
Cy = {[z°y* + 2y’ + 2y + 2Py + oy’ +ay + o +y + 1,
Pyt + P +atyt + Py eyt ey o +y+ 1,2+ 1,5,
pois ¢o(z) = (v +1)°
Cs={lr+y+Lo+y+1z1], [zt + 2y + 1L, zy + N\, 2t + 2+ 1,1]},
pois ¢3(x) = x(xt + 2 + 1)
Co={lz+y+Lo+y+1,21], [2*y* + 2y + 1L, oy + N\, ot + 2+ 1,1]},
pois ¢4(x) = x(xt +x + 1)
Cs={lr+y+Lo+y+ 1z 1], a2ty + 2y + 1L, zy + N3+ X2, 2t + 23 + 1,1]},
pois ¢s(x) = x(axt + 23 + 1)

Note que os trés ultimos conjuntos ja nos fornecem fatoracoes completas para f, logo
0 passo 8 serd encerrado antes que quaisquer cdlculos sejam realizados. Finalmente,
recuperamos os conjuntos RL = {x +y + L,a'y* + 2y + 1} e AL = {[x +y +
Lz], [zy + A\, 2* + x + 1]}. Os fatores absolutamente irredutiveis que ndao aparecem
expressamente no conjunto AL sao os elementos algebricamente conjugados a xy—+\,

onde X\ € raiz de z* +x + 1, isto é, xy + N2, zy + A+ 1 e xy + A2 + 1. Portanto,

2yt raty’ ity ety ey’ fry ety +1 = (ehy+H ) (ey+0) (ey A7) (cy+ A D (2y+ A+ 1),
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¢ a expansdo de f em fatores absolutamente irredutiveis, com \ raiz de v* + = + 1.

E evidente que a fatoracao em elementos irredutiveis racionais €
Pyttt ottty by oy oty + 1= (o Fy+ D@ty oy + 1),

conforme visto nos exemplos anteriores.

Obtivemos portanto um algoritmo para fatoracao de polinomios em
duas variaveis sobre corpos finitos baseado no problema de Gao. A finitude do
corpo ¢é necessaria para que G’ seja recuperado com sucesso de (G, mas veremos
na proxima secao que um importante resultado de Gao retira essa restricao para
corpos de caracteristica zero ou suficientemente grande. Um segundo problema
afeta a aplicabilidade do algoritmo: o modo proposto para recuperar G' de G nao
¢ muito eficiente nos casos em que GG é um conjunto grande e deve ser melhorado.
Outro passo ineficiente, embora menos problematico que o anterior, é a recuperagao
dos fatores irredutiveis a partir do conjunto C' no passo 8 do algoritmo. Veremos,
também na préoxima secao, que esse passo sera realizado com baixa probabilidade

na pratica.

3.2 As contribuigoes de Gao

O teorema que vem a seguir é o principal resultado do trabalho de
Gao [Gao, 2003]. Ele estabelecera uma restrigdo na caracteristica do corpo F para
que saibamos a priori que G’ = G. Logo, poderemos aplicar o Algoritmo de Gao
modificado omitindo o passo 3, de onde decorrerao duas vantagens imediatas. A
primeira delas é evidente: a familia de problemas que podem ser resolvidos pelo
Algoritmo de Gao modificado é estendida. A segunda envolve a complexidade do

algoritmo e serd analisada mais adiante nessa secao.
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Teorema 3.2.1. Seja p a caracteristica do corpo F' e seja (m,n) o grau do polinomio
f € Flx,y] em x ey, respectivamente. Supde-se também que mdc( ,%) =1. Se

p=0 oup>(2m — 1)n, entdo
dimpG = dimpG =,

o numero de fatores absolutamente irredutiveis de f. Em particular, G' = G.

Para a prova desse teorema, necessitaremos de um resultado em deriva-
das de fungoes algébricas sobre F. Veremos um polinémio em F[z,y] como um
polindmio em uma variavel x com coeficientes em F'(y), o corpo das fungoes racionais
em y. Portanto, serd possivel nos referirmos as raizes de f no fecho algébrico de

F(y), que sdo justamente as fungoes algébricas em y.

As derivadas de fungoes algébricas com respeito a y podem ser definidas
univocamente. De fato, se a é separavel sobre F(y) e T'(x,y) € F[z,y| é o polinémio
minimal de a sobre F(y), teremos T'(ov,y) = 0 e a extensao D, de a% serd definida
por Dy(a) = —%T(a,y)/a%T(a,y), com 2T (a,y) # 0 pela separabilidade de a.

Uma discussao mais completa dessa extensao consta no apéndice 2.
Utilizaremos um lema técnico.

Lema 3.2.2. Seja f € Flz,y] com grau (m,n) e tal que mdec( ,g—i) = 1. Sejam 3
uma raiz de f no fecho algébrico de F(y) e o = g(0,y) %(5,1/), onde g € Flz,y]
tem grau menor ou igual a (m — 1,n). Suponha que a caracteristica de F € igual a

zero ou superior a (2m — 1)n. Entdo, Dyo = 0 implica que a € algébrico sobre F.

Demonstragao

Se a = 0 nada ha a fazer. Suponhamos a # 0. O polinomio minimal

de «a sobre F(y) pode ser escrito univocamente na forma

T(z,y) = vo(y) + vi(y)x + ... + v(y)z' € Flz,y),



86

onde | > 1, vo(y)vi(y) # 0 e mdc(vo(y), ..., v (y)) = 1.
Como T'(«,y) = 0, é 6bvio que D, T (o, y) = 0, isto é,

0 0
%T(Oz, y) Dya + a—yT(a, y) = 0.

Por hipétese, temos Dya = 0, de forma que a equacao anterior resulta em

0
a—yT(a, y) = 0.

Utilizando a nossa expressao para 1', isso é equivalente a

dvo(y) ouly) ,
oy + ...+ ay o =0.

Seja Q(x,y) = au(g_;y) + ..+ &g—;y)xl. Mas, como T é polinomio minimal de « sobre
F(y) e Q(a,y) = 0, sabemos que T divide Q). Mas o grau em y de @ é inferior ao

de T, e portanto 8”5—(‘7’) =0,2=1,...,1[.
y

Se a caracteristica de F' é zero, isso implica que v;(y) € F parai =1, ...,1
e o estd em F. Suponhamos que F tenha caracteristica p > 0. Logo, cada v;(y) é da
forma v;(y) = u;(y?), para certo u; € Fly]. Suponhamos, por absurdo, que o ¢ F'.
Portanto, pelo menos um dos v;’s tem grau maior ou igual a um, conseqiientemente

maior ou igual a p. Isso significa que o grau de T'(x,y) em y é de pelo menos p. Seja

of

M(x7y) - Resz(f(z,y),x%(z,y) - g(z,y)) S F[ZL’,y]

Por um lado, se # é uma raiz de f no fecho algébrico de F(y), vale que
a%(ﬁ, y), que por hipdtese coincide com ¢(3,y). Portanto, # é uma raiz comum de
f(z,y)e a%(z, y)—g(z,y) em F(y). Da Teoria de Resultantes, vem que M (a,y) = 0
e, como T'(x,y) é o polinémio minimal para a, T'(x, y) divide M (z,y). Em particular,

o grau em y de M (z,y) é maior ou igual a p.

Por outro lado, pela definicao de M (x, ), é facil ver que grau, M (z,y) <
mn+ (m —1)n = (2m — 1)n.

Como supusemos p > (2m — 1)n, isso nos leva a uma contradigao, logo

a € F, o que conclui a demonstraciao do lema.
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Demonstracao do teorema

Conforme visto no teorema (3.1.1), £y, ..., E, sdo elementos linearmente
independentes de GG, e a cada um deles é possivel associar um elemento em G linear-

mente independente dos demais. Portanto, é suficiente demonstrar que G é gerado

por Ey, ..., E,.

Seja g € G e seja h € F[z,y] satisfazendo o problema de Gao em
conjunto com g. Consideraremos f, g, h como polinémios na varidvel = e coeficientes
em F(y). Denotemos

f=unx™ + ...+ urx + ug,

onde u; € Fly|] e uy, # 0.

Como mdc(f,%) = 1 em F[z,y], o lema de Gauss estabelece que
mdc( ,%) = 1 em F(y)[z] e portanto f ndo possui raizes repetidas no fecho

algébrico de F(y). Seja L o corpo de decomposicao de f sobre F(y). Entao, existem
¢; € L distintos tais que f = u,, [[1,(x — ¢;). Mas grau,g < grau,f, de onde vém

as decomposigoes em fragoes parciais

g m a; h T bz
z — e hi, 3.11
Pl e o
onde a; = g(ci,y)/g—ﬁ(ci,y) €L,bjeLehy€Fy) CL.
Como os operadores diferenciais %, a% em F[z,y] podem ser estendidos

univocamente a L[x] (ver apéndice 2), segue que
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Mas os ¢;’s sao todos distintos e tanto Dya; quanto a;D,c; + b; sao independentes

de x. Portanto, Dya, = 0, ¢ = 1,...,m. Aplicando o lema, segue que a; € F|,

i=1,...,m. A continuidade do argumento depende da seguinte afirmacao:

Afirmagio: Se ¢; e ¢; sao algebricamente conjugados sobre F(y), entdo a; e a;

também o sdo.

A prova dessa afirmacao ¢ simples, pois, se ¢; e ¢; sao algebricamente
conjugados sobre F(y), existe um automorfismo o : F(y) — F(y) tal que o(c;) = ¢;

e o coincide com o automorfismo identidade em F(y). Logo,

(@) = (gl ) /5 (e10) = (o (e0), )/ 5 (o(c0). )

= (e )/ e (er) =

Mas, se a; e a; sdo algebricamente conjugados sobre F(y), eles sao
iguais, pois estdo em F. Portanto, pelo fato acima, conclui-se que a; e a; coincidem
para ¢; e ¢; na mesma classe de conjugacao. Agora, agrupamos os termos de %
em (3.11) conforme eles estejam na mesma classe de conjugacao. Como cada uma

dessas classes corresponde a um fator irredutivel de f sobre F(y), ou seja, a um dos

fi’s, teremos

<

(3.12)

: /\i 0 . N Of;
:Z — _<x_01)m<x_0il):;Ea{;.

Portanto,

z 70k zm,

e a demonstracao esta conclulda. D

Agora que se estendeu a aplicabilidade do algoritmo (3.1.14) a casos
em que nao é necessario calcular G’ a partir de GG, estudaremos a probabilidade
de se encontrar uma fatoracao completa de f sem necessidade do passo 8. Mais

precisamente, se {g1, ..., g, } é umabasede G', S C Feg =Y., a;g;, para elementos
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@y, ..., a, escolhidos aleatoriamente em S, determinaremos a probabilidade de que £,
seja separavel, e conseqiientemente, que a fatoracao completa de f seja recuperada

a partir de £/,. Necessitamos do seguinte lema:
Lema 3.2.3. Separacao de Probabilidade

Seja A uma matriz n X m sem colunas repetidas sobre um determinado
corpo. Suponha que S; € um subconjunto de cardinalidade k desse corpo, 1 < i <mn.
FEscolha a; € S; de forma uniformemente aleatoria e independente, 1 < i < n, e

definamos o vetor

[Ul Vo . Um]:[al as . Qp A

m(m—1) .

Entao, a probabilidade de que vy, ..., vy, sejam distintos € de pelo menos 1 — =5

Demonstracgao

A prova desse resultado sera feita por indugao no nimero m de colunas
da matriz A. Se m = 1, nada ha a ser feito. Suponhamos que o lema seja valido

para todas as matrizes com até m — 1 colunas, para certo m > 1.

Como m > 1 e nao héa colunas repetidas em A, existe uma linha da
matriz A cujas entradas nao sao todas idénticas. Mas a ordem das linhas ou das co-
lunas de A é insignificante para o resultado que desejamos estabelecer, logo podemos
supor que a primeira linha de A tem elementos distintos e que A pode ser escrita

na forma

(05} . a1 ... Oy . (o7

Ay Ay

A:

onde t > 2, A; possui [; > 1 colunas, [y + ... +[; = m e os elementos aq, ..., a; sdo
todos distintos. Como A nao conta com colunas repetidas, a mesma propriedade

vale para cada uma das matrizes A;, 1 <17 <t.

Mas o conjunto {vq,...,v,,} consistird de elementos distintos, se, e so-

mente se as duas propriedades abaixo valem:
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(a) para cadai € {1,...,t}, os elementos do vetor [as . a,|A; sdo todos distintos.
(b) para cada par 1 <i < j <t cada entrada do vetor aj[u; . w;]+[as . a,]A;
¢ distinta das entradas de ai[u; . u;]+[az . aylA;.

Demonstremos que isso é verdade. Lembre que

aq . a1 ... Oy . Qg
[Ul Vo . Um:| = |:CL1 as . Qp
Ay A,
Assim, as [y primeiras entradas do vetor [v; ve . wv,] sdo da forma
ajo + @ coly Ay, ...,a10q + a coly Ay, onde @ = [ay a3 . a,]. Analogamente, as

préoximas [y entradas serao iguais a ajoe + @ colyAg, ..., a100 + G colj, Ay, e assim

sucessivamente.

Portanto, para i fixo em {1,...,t}, todos os elementos da forma a;c; +
acol; A;, 1 < j < I; serdo distintos se, e somente se, a propriedade (a) for valida.
Por outro lado, todos os elementos da forma a;c; + @ col; A; serao distintos de todos
da forma ajoy + a colj Ay, © # k, se, e somente se, a propriedade (b) se verifica, o

que estabelece a afirmagao.

Mas, pela hipdtese de inducao, sabemos que

Prob(las . a,])A;tem entradas distintas) > 1 — TR 1<i<t,
onde Prob denota probabilidade. Portanto,
Prob((a) é verdadeira) = Prob([ay . a,]A; tem entradas distintas, ¢ = 1,...,m)

¢
= H Prob(las . a,]A; tem entradas distintas)

t

ZH(l_%)Zl_Z%.

i=1 i=1
A primeira igualdade decorre da independéncia na escolha dos a;’s. A ultima de-

sigualdade, do fato que podemos supor k > w (caso contrario o enunciado do

A . L(L—1
teorema é 1nocuo), e conseqiientemente 0 < 1(2’]{ ) < 1.
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Agora, calcularemos a probabilidade condicional de (b) ser vélido supondo
a validade de (a), isto é, a probabilidade de que (b) valha para uma escolha qual-
quer de ay, ..., a,. Sejam 7,7, 1 < ¢ < j <t, e wy,wy colunas arbitrarias de A; e A;,

respectivamente. Se
aru; +[as . ap)wr = au; 4+ [a . ay)ws,
entao

ar =[az . ap)(wy —w1)/(u; —uy),

ja que u; # u;. Logo, a; deve evitar esses valores sempre que eles pertengam a S e,
como A;, A; possuem [;,l; colunas, respectivamente, o nimero de valores distintos

da forma anterior é limitado por

> L.

1<i<j<t

Assim, como a; é escolhido de forma uniformemente aleatéria, vale que

Prob((b) vale|(a) vale) > 1 —

|~

Logo,

Prob({vy, ..., v, } sdo distintos) = Prob((a) e (b) valem)
= Prob((a) vale) - Prob((b) vale| (a) vale)
-y ey

=1
t

Z l—l i_l_m(m—l)

v

o que conclui a demonstracao. [

Utilizando esse lema como ferramenta, estabeleceremos uma cota para

0 nosso problema:
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Teorema 3.2.4. Seja f € Flx,y| com r fatores absolutamente irredutiveis distintos
e mdc( ,%) = 1. Seja S um subconjunto finito de F e {gi,...,9,} uma base de
G’ sobre F. FEscolha a; € S de forma uniformemente aleatoria e independente,
1 <i<r eseag=>y.,a9. Entio, a probabilidade de que se obtenha uma
fatoracdo completa de f sobre F ou, equivalentemente, que E,(x) seja separdvel, é

de pelo menos 1 —r(r —1)/(2|5])

Demonstragao

Do coroldrio (3.1.12) sabemos que existe uma matriz A € F™" tal que

g1 FEy
=A
9r E,
de forma que
T El
g = Z%‘Ez‘ = [al . aT} A
i=1

E,

Seja [\ . AJ=]a1 . a]A Nessecaso, g =>_ ME; e Ey(x) = [ (z —\).
Também pelo coroldrio (3.1.12), E, fornece uma fatoracdo completa se, e somente
se, I/; nao possui raizes repetidas em F, isto é, se todos os \;’s forem distintos.

Recaimos no lema acima, de onde vem que a propriedade de isso acontecer é de pelo

menos 1 — T(Q’];‘l). O

Ja que r < m, a probabilidade de que o elemento g escolhido resulte
em um polindmio em uma varidvel E, separdvel é de pelo menos 1/2 se |S| > m?.
Também é claro que, desde que o corpo F' tenha elementos suficientes, o conjunto
S pode ser aumentado para que a probabilidade de um polinomio separdvel ser

encontrado seja arbitrariamente préxima de 1.

Nesse momento, estamos em condicoes de enunciar o algoritmo de Gao
para fatoracao de polindmios em duas variaveis sobre um corpo F' com caracteristica

zero ou superior a (2m — 1)n elementos.
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Algoritmo 3.2.5. Algoritmo de Gao

Entrada: Um polinomio f € Flx,y|, satisfazendo mdc(f, %) =1, onde (m,n)
é o grau de f em x ey, respectivamente, e F' é um corpo de caracte-
ristica zero ou superior a (2m — 1)n. Um subconjunto S C F de
cardinalidade mn.

Saida: Duas listas: RL para a lista de todos os fatores racionais irredutiveis
de f. AL para a lista dos fatores absolutamente irredutiveis de f, dois

a dois nao algebricamente conjugados sobre F'.

1. RL (), AL+
2. construa o sistema linear de Gao e encontre uma base G para o seu espaco nulo
sobre F'
ser =1, entdo devolva RL = {f} e AL ={][f,z|}
3. escolha a; € S de forma uniformemente aleatoria e independente, 1 < i <r
g Di @i
4. caleule Ey(x) como no corolario (3.1.12). Se E, nao for separdvel, va para 3
5. fatore Ey(x) em F|x]
fo < f, o polinomio ainda a ser fatorado
6. para cada fator simples ¢(x) de E,(z) faca
calcule fi = mde(f, g — )\%) em L|x,y|, onde L = F[t]/(¢(t)) e
A € a classe de congruéncia de t, isto é, uma raiz de ¢(t) em L
calcule hy = mdc( fo, %%ﬁ(g/%)) € Flz,y], onde v = grau ¢(z)
RL «— RLU{f1}, AL — ALU{[hy, 9]}

fo — fo/h1
8. devolva as listas RL e AL



94

Os proximos teoremas se preocuparao com a validade e a andlise de

complexidade para esse algoritmo.

Teorema 3.2.6. O algoritmo de Gao calcula corretamente a fatoragao racional
f = hi..hs, onde h; € Flx,y] sdo distintos e irredutiveis e uma lista f,..., fs €
Flz,y] de fatores absolutamente irredutiveis de f tais que f; divide h;, 1 < i < s.
Se o polinomio [ também for primitivo com respeito a varidvel x, entdo se espera

realizar os passos 3 e 4 apenas duas vezes.

Demonstragao

Praticamente todo o trabalho ja foi feito em resultados anteriores. A
unica afirmacao que ainda devemos verificar é aquela sobre o nimero de iteragoes
esperadas para os passos 3 e 4. Mas, com a suposicao adicional de que f é primi-
tivo com respeito a z (ji, sabiamos disso com respeito a y, pois mdc( ,%) = 1),
o numero r de fatores absolutamente irredutiveis é limitado por min{m,n}, logo

Prob(E, separdvel) >1—r(r—1)/2|S|=1—r(r—1)/2mn >1/2. O

Teorema 3.2.7. Se F' € um corpo finito F, de caracteristica superior a 6mn, entao
se espera que o algoritmo de Gao termine utilizando O(r(mn)*log®(mn) +r?log(q))

operagoes em Iy, onde r € o numero de fatores absolutamente irredutiveis de f.

Demonstragao

O maior custo computacional do algoritmo de Gao estd no segundo
passo, onde um sistema linear grande deve ser resolvido. De fato, o enunciado
do problema de Gao associado a f (3.1) implica que g e h tém m(n + 1) e (m +
1)n coeficientes, respectivamente. Além disso, o sistema conta com 4mn equagoes.
Portanto, temos de encontrar o espago nulo de um sistema de O(mn) equagdes com
O(mn) indeterminadas. Utilizando uma técnica que se denomina caixa preta, isso
pode ser feito em O(rmn) produtos entre matrizes e vetores, conforme o trabalho de

E. Kaltofen e B. Trager [Kaltofen e Trager, 1990]. Pela equagao (3.2), cada produto
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entre vetor e matriz pode ser calculado por trés multiplicacoes de polindmios em
F,|z,y] de grau limitado por (m,n), que requerem O(mnlog?(mn)) operagoes em

F,. Logo, o passo 2 exige O(r(mn)?log?(mn)) operagoes em Fy,.

O passo 3 ¢ trivial e nao afetard a complexidade do algoritmo. Para
0 passo 4, primeiro calcularemos os restos de gg;, gi% modulo f (sob alguma or-
dem de termos, por exemplo, a ordem DegLex). Cada um desses restos tem no
maximo 4mn termos, logo corresponde a um vetor de comprimento 4mn. Mas en-
contrar a matriz A = (a;;) do coroldrio (3.1.12) é equivalente a expressar r vetores
de comprimento 4mn como combinacoes lineares de r vetores dados de algum com-
primento pré-determinado. Isso pode ser feito por eliminagao Gaussiana com um
custo de O(r*mn) operagoes em Fj. J& o polinémio caracteristico det(Ix — A) pode
ser calculado em O(r®) = O(rmn) operagoes em F,. Portanto, o passo 4, utiliza
O(r*mn) operagoes em F,. Espera-se que ele seja realizado no méximo duas vezes.
No passo 5, devemos fatorar F,, que ¢ um polinomio em uma varidvel de grau r,
o que exige O(r® + r2log q) = O(rmn + r?log q) operagoes em F,. No passo 6, fi
pode ser calculado em O(mnlog®(mn)) operagoes em L = F,[t]/(¢(t)) e portanto
O(v*mnlog?(v*mn)) = O((mn)?log®(mn)) operagoes em F), lembrando que v é o
grau do fator ¢. O polinomio hy, por sua vez, ¢ o maximo divisor comum de dois
polinémios com graus limitados por (m,n) e (ym,yn), respectivamente, e também
pode ser obtido com O(y*mnlog?(v*mn)) = O((mn)?log*(mn)) operagoes sobre F,.

Logo, o custo para obter todos os fatores fi, h; é limitado por O(r(mn)?log?(mn)).

O custo total do algoritmo é
O(r(mn)*log*(mn) + r’*mn + rmn + r*log q + r(mn)*log®(mn)) =
O(r(mn)*log*(mn) + r*log q)
operagoes em [. [
A analise da complexidade do algoritmo sobre os nimeros complexos

deve ser feita com mais cuidado e nao serd mencionada nesse trabalho. S. Gao

comenta algumas dificuldades envolvidas em [Gao, 2003].
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Desde a descoberta de seu algoritmo, S. Gao e diversos colaboradores
estabeleceram melhorias, como a consideravel reducao, para polinomios esparsos,
do numero de equagoes no sistema induzido pela equacao diferencial associada ao
problema [Gao e Rodrigues, 2003], ou forneceram novas aplicagoes, como a incor-
poracao de métodos numéricos para o desenvolvimento de um método eficiente para

fatoracao aproximada de polinémios [Gao et al., |.

3.3 Abplicagoes e Exemplos

A secao que aqui se inicia trata de aplicacoes adicionais ao que ja foi
feito, bem como de exemplos que ilustram restrigoes em nossos algoritmos ou mesmo

dificuldades que ainda precisam ser transpostas.

As aplicacoes a que nos referimos dizem respeito a fatoracao de polinomios
em fatores racionais. O resultado crucial para estabelecé-las vem da teoria que vi-
mos na primeira se¢ao e relaciona o que denominamos teste 1 — dimensional com a
fatoracao de f em elementos irredutiveis racionais. Analisando esse caso com maior
profundidade do que ja foi feito na proposigao (3.1.5), estabeleceremos o seguinte

resultado:
Teorema 3.3.1. Fatores irredutiveis racionais

Sejam F um corpo e f € Flz,y| de grau (m,n). Suponhamos também
of

que mde(f, 52) =1 e que f tenha r fatores irredutiveis distintos em F|x,y], digamos
f = fifo-.fr. Seja G" o subespago vetorial de G' gerado pelos elementos g € G
satisfazendo o teste 1 — dimensional, isto €, tais que ¢°> = ag% mod f, para certo

a€F.

Entao, a dimensao de G" ¢é igual ao nimero de fatores irredutiveis de

f sobre Flx,y].
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Para provar esse teorema, recorreremos a um lema técnico.

Lema 3.3.2. Sejam f,g € Flx,y] polinémios separdveis tais que fg € Flz,y] € livre

de quadrados e %g € Flx,yl], com % # 0. Entdo, existe a € F tal que ag € Flx,y].

Demonstragao

Sejam f1, fo, ..., fry 91,92, ..-,gs 0s fatores irredutiveis de f e g sobre
F[z,vy], respectivamente. Suponha, por absurdo, que ag ¢ Flz,y|, Va € F. Por-
tanto, existe um fator irredutivel f de fg sobre F[z,y] escrito como produto de f;’s

e g;’s, mas que nao pode ser escrito como um produto apenas de f;’s ou de g;’s.

Sejam ig € {1,2,...,7}, jo € {1,2,...,r} tais que f;,, g;, sdo elementos

na expansao de f satisfazendo essa propriedade.

Mas, como gj, divide o polinomio irredutivel f, f também dividird % g,
, . oA ~ , . ~ .. of . ,
que ¢ um polinémio nao nulo. Isso é absurdo, pois f;, nao divide 5rg, visto que f é

separavel e g, # fi,, V k, pelo fato de fg ser livre de quadrados. O

Tendo esse resultado em maos, procederemos com a demonstracao do

teorema.
Demonstracao do teorema

Seja g € G tal que g(g — a%) = 0 mod f, para certo a € F. Pela de-
monstragao do teorema (3.1.5), se um polinomio ¢ é solugao do teste s—dimensional,
entdo g =, (i ) ;cp £j), onde a; sio as raizes em F do polinomio caracteristico
da matriz A e P, ..., Py sdo subconjuntos do conjunto de indices {1, 2, ..., 7} associa-
do aos fatores absolutamente irredutiveis de f. Em nosso caso, s = 1, logo todo g
satisfazendo o teste 1 — dimenstonal tem a forma

g=a)» E,
ieA
para certo A C {1,2,...,r}. E facil ver que, reciprocamente, todo g com o formato
acima satisfaz o teste 1 —dimensional. Conseqiientemente, G” é o subespaco vetorial

de G’ gerado pelos elementos g =a) ., Ej, ondea€ Fe A C {1,2,...,7}.
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Seja f um fator irredutivel racional de f e suponha, sem perda de

generalidade, que f = f1fa...fs. Definimos

of: f: of
E E1+ _'_E Zf f fs+1 fr Zf f _fs+1--~fra_£€F[x7y]'

Portanto, associado a cada fator irredutivel f de f estd um elemento E pertencente
a G” por nossa discussao prévia. Pela independéncia linear dos E;’s, elementos

associados a fatores racionais distintos de f sao linearmente independentes.

Seja agora g € @ satisfazendo ¢> = agf, mod f, para certo a € F.

Entéo, existem indices em {1,2,..,7}, digamos {1,2,..,s} taisque g =a >, , E;.
Seja f = fi1...fs. Por cédlculos simples, obtém-se g = af5+1...f,,g—£.

Segue que f e afsi1...fr sao polinomios separaveis tais que a fsiq... f, f =
af eafsiq... f,g—i = ag estao em Fz,y], sendo o primeiro deles livre de quadrados e
o segundo nao nulo. Pelo lema, existe a € F tal que af € F [, y]. Por simplicidade,
digamos que f € Flx,y]. E claro entédo que g é a soma dos elementos associados aos

fatores irredutiveis de f obtidos na prova do outro sentido dessa mesma proposi¢ao.

Estabeleceu-se a igualdade entre a dimensao de G” e o niimero de fatores

irredutiveis de f. [

Um corolério imediato desse teorema, que nos fornece um teste de irre-
dutibilidade para polinémios em F[z,y], é
Corolario 3.3.3. Teste de irredutibilidade

Um polinomio f € Flx,y| é irredutivel se, e somente se, a dimensao do

espaco G" associado a ele € igual a um.

Calculos analogos aos feitos em resultados anteriores resultam em outro

corolario:
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Corolario 3.3.4. Recuperacao de fatores irredutiveis racionais

Sejam F um corpo e f € Flz,y| de grau (m,n). Suponhamos também
que mdc(f, fz) =1 e que {g1, ..., gs} € uma base para o espago vetorial G" definido
acima. Entao, para cada k € {1,2, ..., s}, existe uma inica matriz Ay = (afj) € Fsxs

tal que

S af
= Zafjgj% mod f.
j=1

Se definirmos Eg, (x) = det(Isxst — Ay), o polinémio caracteristico de Ag, a fa-
toragio de E,, em elementos irredutiveis ¢p(x) em F|x| resultard numa fatoragao de
f em fatores proprios dados por mde(f, %tqﬁ(gk/%)) em Flz,y]. Combinando as

fatoracoes geradas por todos os g ’s, obtemos a fatoracao irredutivel racional de f.

Em outras palavras, esse resultado estabelece que, se utilizarmos G”
ao invés de G’, as mesmas idéias empregadas no algoritmo (3.1.14) resultam na
fatoracao de f em elementos racionais. Sua demonstracao se baseia nas provas dos

corolérios (3.1.11) e (3.1.12) e da proposigao (3.1.13).

Em muitas oportunidades, quando temos um polinomio f = gh €
Flz,y], onde g,h € F[z,y| ndo sao constantes, a dimensao do espaco vetorial G
de solugoes para o problema de Gao associado a f é maior do que a soma das di-
mensoes dos espagos analogos associados a g e h. Além disso, a cota no nimero
de testes s — dimensionais que devem ser realizados para obter G’ pelo algoritmo
(3.1.14) ¢é dada pelo grau em z do polinomio a ser fatorado. Certamente, uma cota
mais conveniente é o maximo dos graus em x dos fatores irredutiveis do polindmio

em F[x,y]. Isso justifica a seguinte variante do algoritmo de Gao estendido:
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Algoritmo 3.3.5.

Entrada: Um corpo F, f € Flx,y]|, satisfazendo mdc(f, %) =1, onde (m,n)
é o grau de f em x ey, respectivamente.

Saida: Duas listas: RL para a lista de todos os fatores racionais irredutiveis
de f. AL para a lista dos fatores absolutamente irredutiveis de f, dois

a dois nao algebricamente conjugados sobre F'.

1. C«0

2. construa o sistema linear de Gao e encontre uma base G para o seu espaco nulo
sobre F'

3. determine uma base {q, ..., gs} para o subespago vetorial G" de G pelo teste
1 — dimensional
se s =1, entdo devolva RL = {f} e AL ={[f, |}
calcule o conjunto de fatores irredutiveis RL = {fl, - fs} de f pelo corola-
rio (3.3.4) e pelo algoritmo (3.1.9)

4. parai=1,2,...,s

5. utilize o algoritmo (3.1.14) para obter os conjuntos AL; de fatores

absolutamente irredutiveis de ﬁ
6. AL=J,_, AL,
7. devolva as listas RL e AL

Apliquemos esse algoritmo a nosso tradicional exemplo:
Exemplo 3.3.6. Tratavamos da fatoragcao do polinomio
flz,y) =2y + o'y’ + a2ty + Py + o oy ey + 1

em Fylz,y|. Assim como mencionado anteriormente, B = {1 +y + y* + 23y* +
23y°, vyt + oy’ + 2%y + 23y oty Pyt oy -ty 23y, 23y Sy 4 aty? oyt
vy +aty+ay, y+yP oy, 22y Fatyt iyt Faty? Pty + oty oty 14yt +atyt)
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¢ uma base para G e By = {x'y*+ 1y +y+1,zy+y*+y} € uma base para as solugies

do teste 1 — dimensional, ou seja, uma base para G".

A matriz Ay € Fy*? andloga a do coroldrio (3.1.12) para g = g1 =
syt oyt ty 1€

Alz
01

e nos dd o polinémio Ey, (z) = (x + 1)%, que por sua vez origina o conjunto RL; =
{zPy* + 2ty + 2y + 2%y + 2y® + 2y + ¢ +y + 1}, que nao nos fornece qualquer

informacgao. Para g = go, porém, obtém-se a matriz

que leva ao polinomio Ey,(v) = x(x + 1), do qual vem a fatora¢io RLy = {x + y +
1zt + ay + 1}, que vem a ser fatoragcdo de f em fatores irredutiveis racionais.
Observemos que a justificativa para isso € o fato de uma base de G” ser um conjunto
de separacdo para fatores irredutiveis racionais, assim como G’ o € para fatores

irredutiveis absolutos.

Agora, aplicamos o algoritmo (3.1.14) para cada um dos fatores irre-
dutiveis de f para encontrar a fatoracdao absolutamente irredutivel. Para o primeiro
polinomio, o espago solucao G do problema de Gao associado tem dimensao unitdria,
logo x+y+1 jd é absolutamente irredutivel. No caso f = x*y*+xy+1, uma base para
G é B = {xy?, 2%y, 2%, v3, 392, 23y, 2yt v} e, aplicando testes s — dimensionais
até s = 4, vem que B' = {xy?, y, 2%y3, 23y*} € uma base para G'. Fazendo cdlculos
andlogos aos do ultimo exemplo, obtemos uma fatoracao para cada elemento g da
base de G’ wvia seu polinomio associado E, e ,assim como no dltimo exemplo, a

fatoracao completa
gyt +ay + 1= (zy+ N)(zy + ) (2y + A+ 1) (zy + N + 1),

onde \ é uma raiz de x*+x+1, serd obtida sem que haja necessidade de recombinacao

de fatores.
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Mesmo que essa versao para o algoritmo de Gao modificado seja melhor
que a anterior em geral, nao ha diferenca entre as duas nos casos em que f ja é
irredutivel sobre Fx,y] e G é um espaco vetorial de dimensao grande. Portanto,
para que uma versao desse algoritmo possa ser mais eficaz em diversas situagoes
praticas, deveremos encontrar um método mais eficiente para obter G’ a partir de

G. O seguinte exemplo ilustra que essa tarefa nao parece ser facil:

Exemplo 3.3.7. Seja o polinomio f = x"y* + y% + zy* + 22 + z, que sabemos ser
absolutamente irredutivel em Fylx,y]. Ao se procurar uma base para o espago vetorial
G das solucoes do problema de Gao, deparamos com um conjunto de 28 elementos.
Ja € um trabalho drduo encontrar uma solucdao para o teste 1 — dimensional nessas
condicoes, e aplicar cada um dos testes s — dimensionais, para s = 1,2,...,7 €
bastante trabalhoso. De fato, dos 28 monémios que integram a base de G, apenas
trés contribuem na formacdao do polinémio g = x%y* + y* + 1, que constitui a base

de G'.

Mas nem tudo sao mds noticias: na pratica, € bastante comum que o
espaco solucao G do problema de Gao coincida com G', o que evita que G’ tenha
de ser recuperado: alids, isso pode ser testado antes do cdlculo de G', bastando
para isso verificar se existem matrizes A da forma do coroldrio (3.1.12) para os
elementos de G. Por exemplo, pode-se mostrar por um método geométrico baseado
em figuras convexas denominadas polytopes de Newton que o polinomio f definido
acima € absolutamente irredutivel em F|x,y| para qualquer corpo F (vide o trabalho
[Gao, 2001], também de S. Gao para maiores informagoes). Mas, para todos os cor-
pos finitos de caracteristica p > 2, resulta que G' tem dimensdo um e nao precisamos
calcular G', embora a cota na caracteristica fornecida por Gao sé garanta isso para

primos maiores do que (2m —1)n = (2-7—1)6 = T78.

Para ilustrar que esse comportamento nao ¢ isolado, incluimos nesse
momento uma tabela formada por polindomios bivariados sobre o corpo F', a respec-

tiva cota de Gao para a caracteristica de F' tal que G’ = G e os primos inferiores a



103

essa cota para que G’ # GG, com o dado adicional da diferenca entre as dimensoes

dos espacos vetoriais G e G’ obtidos.
Polinémio

z—yE+y)(e+y+1)(@® —y+7)

(2" —y°) (@ +9?)

(2" =y + 1)(z +y?)

(23 — 2xy) (xy? + 1)

(7 —9y° + wy) (xy? + 2y + 1)

(2* = y)(2* + y)(zy® + 4)

Cota de Gao
44

105

105

21

105

45

Primos para que G' # G
(2, mdc], [3, mdc]

2,19],[3,17], [5, 13], [7, mdc]
[11,2],[13, 2], [23, 2]
12,8],[3,3], [5, 13], [7, mdc]
(2, mdc], [5, 1]

2,5],[3, mdc], [5, 1]

[2,mdc], [3, 3], [7, 3]
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4 CONCLUSAO

Na presente dissertacao, retratamos o problema de fatoracao de polino-
mios em duas varidveis com coeficientes em um corpo. Nossas contribuicoes a genera-
lizagao do algoritmo de Gao para fatoracao de polinomios em duas variaveis exercem
um papel de destaque. Em segundo plano, encontra-se um apanhado histérico da

fatoracao de polinomios em duas variaveis.

No que se refere a esse ultimo aspecto, fizemos no capitulo 2 uma des-
crigao dos sucessivos avancos em técnicas de fatoragao que desembocaram em um
algoritmo em tempo polinomial para esse problema, um dos grandes sucessos da
Algebra Computacional nos anos 80. Ferramentas como computagao por imagens
homomorficas, levantamento de fatoragoes e reducao de base em reticulados foram
introduzidas naturalmente nesse contexto. Além disso, o apéndice 1 ressaltou a
relevancia de nossa opc¢ao pelo caso especifico de duas variaveis, ja que apresenta

um método de reducao para que polinomios em mais variaveis recaiam nele.

A contribuicao principal desse trabalho consistiu, contudo, no estudo
do algoritmo de Gao para fatoracao de polindmios em duas varidveis. Dado um
polinomio f € F[x,y]|, obtivemos éxito em desenvolver uma teoria mais geral para
o espaco vetorial de solucoes polinomiais do problema de Gao associado a f, isto é,
o espago vetorial das solugoes polinomiais da equacao diferencial que motiva o algo-
ritmo de Gao. De fato, determinamos um subespaco vetorial cuja dimensao coincide
com o numero de fatores absolutamente irredutiveis de f e a partir do qual os fa-
tores irredutiveis racionais e absolutos de f podem ser recuperados. Principalmente,
elaboramos um algoritmo que obtém esse subespago a partir do espaco original para
corpos finitos, e que induz uma extensao do algoritmo de Gao. Além disso, anali-
sando um caso particular do teste que serve de embasamento para nosso algoritmo,
identificamos um segundo subespaco vetorial com dimensao igual ao nimero de fa-
tores irredutiveis racionais de f e que por sua vez possibilita a recuperacao desses

elementos.
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Um dos problemas de nossa generalizacao é o custo computacional
exponencial do método que desenvolvemos para determinar o subespacgo vetorial
necessario. Portanto, uma pesquisa com o objetivo de encontrar um modo mais
eficaz de determinar esse subespaco sera de grande valia para transformar nossa
extensao em um algoritmo mais competitivo. A primeira vista, essa tarefa pode ser
dificil, mas, se obtivermos pelo menos um modo eficiente de calcular o subespaco
vetorial menor que fornece os fatores irredutiveis racionais do polinémio, ja teremos
um bom algoritmo para determinar os fatores irredutiveis racionais de f. Isso im-
plicaria, por exemplo, que um teste para determinar o subespaco maior poderia se
concentrar unicamente no caso de polinémios irredutiveis em Fx,y]. Outra suges-
tao para pesquisas futuras que foi mencionada em nosso trabalho, embora nao tenha
sido estudada com maiores detalhes, é a procura de uma cota melhor para a carac-
teristica a partir da qual garantimos a igualdade entre o subespago que procuramos
e o proprio espaco solucao do problema de Gao. Observamos no inicio do trabalho
que mesmo S. Gao acredita que essa cota possa ser melhorada e vimos no capitulo

3 como ela proveio de um argumento peculiar.

Se essas dificuldades forem vencidas, uma versao estendida do algoritmo
de Gao serd certamente uma alternativa atraente para fatorar polinomios em duas

variaveis sobre uma ampla classe de corpos.
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APENDICE A REDUCAO DA FATORACAO
EM VARIAS VARIAVEIS A
DUAS VARIAVEIS

Esse apéndice enfatizara a relevancia do presente trabalho ao mostrar
como a fatoragao de polinomios em muitas variaveis pode ser reduzida a fatoragao
de polindomios em apenas duas variaveis. Isso é feito a partir de uma versao eficiente

do teorema de irredutibilidade de Hilbert, ou teorema de Bertini.

A versao original de Hilbert [Hilbert, 1892], publicada em 1892, enuncia
que um polinémio f € Qx,y] em muitos casos origina um polinémio irredutivel
f(z,a) € Q[x] quando a variavel y for substituida por um nimero inteiro a. Segue

uma versao retirada de [Lang, 1961]:
Teorema A.1l. Irredutibilidade de Hilbert

Seja f € Qlx,y] um polinomio irredutivel. O subconjunto de Hilbert de
Q associado a f, isto €, o conjunto de elementos a € Q que quando substituidos na
varidvel y geram um polinomio irredutivel f(x,a) em Q[z], € denso em Q para sua

topologia usual e qualquer topologia p-ddica.

Esse fato nao é verdadeiro para polinomios sobre corpos finitos ou
mesmo sobre os nimeros complexos e, mesmo para os numeros racionais, as muitas
generalizacoes e melhoramentos da versao original nao foram suficientemente fortes

até o momento para que delas se derivasse um algoritmo probabilistico eficiente.

Porém, a situacao sera diferente quando aceitarmos uma variavel a mais
e realizarmos substitui¢oes da forma ax; + bz + ¢, onde a, b, ¢ sao escolhidos aleato-
riamente de um subconjunto finito (suficientemente numeroso) do corpo base. Nesse
caso, para polinomios irredutiveis em F[xq,...,2,], 0 polindmio obtido por substi-
tuigdo em F'[z1, x5] serd quase sempre irredutivel. Isso motiva que desenvolvamos um

procedimento com a seguinte estrutura: um polinomio arbitrario serd transformado
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em um polinomio em duas variaveis por uma aplicacao de substituicao e o polinémio
que resulta é entao fatorado utilizando um método para duas variaveis. Finalmente,
aplicam-se métodos de interpolagao para recuperar os fatores nas vérias variaveis
originais. O papel da versao efetiva do teorema de irredutibilidade de Hilbert é
garantir que, com alta probabilidade, nao devemos nos preocupar com a “quebra”
de fatores apds a substituicao ou, melhor dizendo, o nimero de fatores irredutiveis
antes e apods a substituicao permanece inalterado. Observemos que esse nao foi o caso
quando tratamos de algoritmos modulares para duas variaveis. Nessa ocasiao, tanto
levamos em conta a possibilidade de que fatores irredutiveis em F[z,y] pudessem
perder esse status médulo p, que tivemos que desenvolver toda uma teoria baseada
em reducao de base em reticulados para recompor os fatores originais. Infelizmente,
um procedimento similar nao teria éxito em tempo polinomial quando tratamos com

polindmios a mais variaveis, por motivos que veremos adiante.

Tratemos entao do teorema de Bertini. Esse resultado estabelece, entre
outras coisas, que a intersecao de um conjunto algébrico irredutivel com um plano

genérico ¢ irredutivel (uma curva irredutivel). Mais precisamente,
Teorema A.2. Bertini

(1) Seja X uma variedade projetiva nao singular sobre um corpo K algebricamente
fechado de caracteristica zero. Seja Y wm sistema linear sem pontos base. Entao,
quase todo elemento de Y, considerado como sub-esquema fechado de X, € nao-

singular (mas pode ser redutivel).

(17) Seja X uma variedade projetiva normal sobre um corpo algebricamente fechado
K. Seja T um sistema linear de divisores efetivos de Cartier sem pontos base.
Suponha também que, se f : X — Pp € o morfismo determinado por Y, tem-se
dim f(X) > 2. Entdo, os divisores em Y sdo conezos e, portanto, quase todos sao

irredutiveis e nao-singulares.

O teorema foi enunciado em um contexto bastante geral e utiliza a

terminologia da Geometria Algébrica, o que ilustra o arcabougo tedrico que sustenta
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essa teoria. Nao discutiremos isso com profundidade, e leitores interessados podem

se dirigir ao livro de R. Hartshorne [Hartshorne, 1977].

No nosso caso, um polinomio define uma hipersuperficie cujas compo-
nentes irredutiveis correspondem aos fatores absolutamente irredutiveis do polinomio.
Se escolhermos um plano ao acaso e determinarmos sua interseccao com essa hiper-
superficie, a questao que surge é com que probabilidade a intersec¢ao do plano com
cada uma das componentes irredutiveis da hipersuperficie permanece irredutivel.
Para objetivos algoritmicos, devemos dispor de uma cota para essa probabilidade,

a saber, uma versao efetiva do teorema de irredutibilidade de Hilbert.

Sejamos precisos: escolhamos f € Flxy,...,x,] com grau total d. Um

plano em ™ pode ser parametrizado como
T =a;x + by +¢;, 1 <i <,

para a;,b;,c; € F. A interseccao da hipersuperficie definida por f com o plano
acima é uma curva em F" isomorfa a curva plana definida pelo polinomio em duas
variaveis

fo= flarx + bix + ¢, ..., anx + by + ¢,) € Flz, y]. (A1)
Isso nada mais é do que a substituicao das varidveis de f que propusemos no inicio
do capitulo. Suponha que os valores de aq, by, c1, ..., 4y, b,, ¢, tenham sido escolhidos
aleatoriamente em um subconjunto finito S de F. Queremos determinar a proba-
bilidade de que todos os fatores irredutiveis de f se mantenham irredutiveis apos a
substituigdo. Para os nimeros complexos, C. Bajaj et al [C. Bajaj e Warren, 1993]
provaram, modificando a demonstragao do teorema 4.17 do livro de Geometria
Algébrica de Mumford [Mumford, 1976], que essa probabilidade é de pelo menos
1 — (d* —2d® + d® + d + 1)/|S]. Para corpos gerais, J. von zur Gathen demons-
tra em [von zur Gathen, 1985], empregando técnicas de teoria de eliminagao, que a
probabilidade ¢ de pelo menos 1 —9%/|S|. E. Kaltofen [Kaltofen, 1995] refinou essa
cota para 1 — 2d*/|S| em 1995, por meio de seu algoritmo de fatoragao. O seguinte
teorema traz ainda mais melhorias sobre corpos gerais e sua demonstracao pode ser

encontrada em S. Gao [Gao, 2003]:
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Teorema A.3. Sejam I um corpo e S um subconjunto finito de F. Seja f €
Flzy, ..., x,] um polinomio de grau total d e fy definido a partir de f como em (A.1).
Suponha que a caracteristica de F seja zero ou superior a 2d*. Entdo, para escolhas
aletorias de a;,b;,¢c;,1 < 1 < n em S, todos os fatores absolutamente irredutiveis

de f permanecem absolutamente irredutiveis como fatores de fo em Flx,y| com

probabilidade 1 — 2d3/|S|.

Um algoritmo de fatoracao de polinomios em duas variaveis, em con-
junto com o teorema acima, estabelece um algoritmo probabilistico para polinomios
em muitas varidveis. Para fatorar um polinémio f € F([zy,...,x,] de grau total d,
escolhem-se arbitrariamente valores a;,b;,¢;,1 <i <nem S C F com |F| > Ad? e
fatora-se fo = f(a1x + bix + cq, ..., apx + by + ¢,) sobre F. Pelo teorema acima, os
fatores obtidos correspondem aos fatores de f avaliados nesses pontos com probabi-
lidade de pelo menos 1/2. Esse processo é repetido até que se acumule um nimero
suficiente de fatoragoes e, em seguida, os verdadeiros fatores de f sao recuperados

por levantamento de Hensel e interpolagao (para detalhes, vide [Kaltofen, 1985]).

Apesar de polinomios em varias variaveis nao constituirem o objetivo
principal desse trabalho, ainda concederemos espaco para comentarios referentes
a dificuldade de se manipular polinomios multivariados sob o ponto de vista de

estrutura de dados.

Ao longo dessa dissertacao, supomos, pelo menos implicitamente, que
os polindomios em uma ou duas variaveis na entrada dos algoritmos estivessem ar-
mazenados no que chamamos de representacao densa, isto é, um polinomio em
Fylxy, 29, 3] como f = 23 + zy23 + 23, cujo grau total é igual a trés, seria repre-
sentado na forma f = 1-23 +0- 2229 + 0 - 2223+ 0 - 22 + 1 - 223 + 0 - 2123 +
O-x1$2x3+0-x1x2+0-x1w3+0-xl+O-x%+0-x§x3+0~x§+0-x2x§+0-
Tox3+0-29+1-234+0-224+0-23+0-1. Adaptando as técnicas de fatoragao
em duas variaveis apresentadas no capitulo 1, poderiamos encontrar algoritmos que
fatorassem polinomios multivariados em tempo polinomial sobre o seu comprimento

nessa representagao. E. Kaltofen [Kaltofen, 1985] indica como isso pode ser feito,
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mas, evidentemente, somente esse resultado nao seria satisfatério, pois, se d é o grau

total do polinémio e n é o seu niimero de variaveis, apenas para armazena-lo seriam

necessarios
n+d
Qnd = (AZ)
d
termos. Haja vista o exemplo anterior, onde temos a3 = 20 termos na repre-

sentacao, mesmo que o polinomio s6 possua trés termos em sua representacao usual,

que denominaremos esparsa.

Infelizmente, nenhum algoritmo fatora polinomios multivariados em
tempo polinomial sobre sua representagdo esparsa (para um algoritmo nao poli-
nomial, dirija-se por exemplo a [von zur Gathen e Kaltofen, 1985]). H4& inclusive
exemplos de familias de polinomios tais que o comprimento da representacao es-
parsa dos fatores (saida) é mais do que polinomial no comprimento do polinémio
que se deseja fatorar nessa mesma representacao. Isso sugere que representacoes
ainda mais concisas devam ser procuradas. Por um lado, seria legitimo especular se
isso nao traria ainda mais discrepancia entre os tamanhos de entrada e saida, mas

representacoes inteligentes superarao isso.

Uma idéia de grande influéncia foi a representagdo por circuitos arit-
méticos, inspirada em circuitos elétricos. Ela armazena f usando zq,...,x, e as
constantes em f como entradas e indicando as operagoes por chaves (portas) de
adicao e multiplicacao. O polinomio f que utilizamos de exemplo anteriormente

seria representado como

x1 T2 Zs3

P S
\\*J@\?*

3+ 22z + T
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O sucesso desse método ficou provado em 1989 quando E. Kaltofen
[Kaltofen, 1989] demonstrou a fatora¢ao em tempo polinomial sobre a representagao
em circuitos aritméticos, utilizando para tanto uma versao efetiva do teorema de

irredutibilidade de Hilbert, assunto comentado no inicio do capitulo.

O segundo comentario que nos propusemos a fazer consiste em uma
técnica bastante em voga nao somente no que diz respeito a Algebra Computacional,
a representacdo por caiza preta. No nosso caso, um polinomio f € Flxq,...,x,] é
dado por uma subrotina dita “caixa preta” que, para uma entrada ai,...,a, € F
devolve o valor f(ai,...,a,) € F. De fato, partiremos de um polinémio em uma
representagao comum e construiremos sua “caixa preta”, que podera ser manipulada
eficientemente, o que constitui exatamente o ponto crucial do método. Finalmente,

a “caixa preta” de saida deve ser reconvertida em uma estrutura de formato legivel

via algoritmos de interpolagao, veja [Diaz e Kaltofen, 1998] para mais informagoes.
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APENDICE B DERIVACOES

No capitulo que trata do Algoritmo de Gao para fatoragao de polinémios
em duas varidveis, utilizamos em uma de nossas demonstragoes o conceito de ex-
tensao do operador derivada a uma extensao algébrica do corpo de fungoes racionais
na variavel y. Isso se justifica com base na Teoria de Operadores Diferenciais
Algébricos, uma ferramenta de grande importancia em Algebra. Apresentaremos
aqui uma discussao que nos leva diretamente a nossa aplicacao, que foi fortemente
inspirada no livro de S. Lang [Lang, 1965]. Refere-se o livro de N. Jacobson para

leitores que desejam um tratamento de maior generalidade [Jacobson, 1964].

Iniciemos nossa discussao com a definicao formal do que vem a ser um

operador derivacao em anel A.

Definicao B.1. Uma derivacao D em um anel A € uma aplicagao linear D : A — A

que satisfaz a regra do produto usual, isto €, D(xy) = xD(y) + yD(x).

Exemplos elementares de derivacao sao as aplicagoes D;, no anel de
polinémios k[z1, ..., x,] sobre o corpo k, que associam a variavel z; do polinémio sua
derivada parcial usual. A partir delas, obtemos facilmente derivacoes para o seu
corpo quociente simplesmente definindo

vDu — uDv
v2 )

D(

u
)

Concentraremo-nos em derivagoes em um corpo K. Uma derivagao em
K é dita trivial se Dx = 0, Vo € K. Analogamente, se Dx = 0, Vx € k, para certo
subcorpo k de K, ela sera dita trivial sobre o subcorpo k. Um derivacao é sempre
trivial sobre o subcorpo primo de K, pois D(1) = D(1-1) = 1-D(1)+1-D(1) = 2D(1),
logo D(1) = 0.

Consideremos o problema de estender derivagoes. Seja L = K(ay, ..., ay,)

uma extensao finitamente gerada de K. Se f € Klxy, ..., z,|, para indeterminadas
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x1, ..., T,, denotaremos por % os polinomios % avaliados no ponto (ayq, ..., a,).
7 K3

A pergunta que procuraremos responder a seguir é: dada uma derivacao D em
K, existird uma derivacao D* em L coincidindo com D em K? E claro que, se
f € Kl[zy, ..., ] se anula quando aplicada em («y, ..., @, ), entdo qualquer D* nessas
condicoes satisfaz

0= D" (@) = Ple) + 3 (2L

onde fP denota o polinomio obtido da aplicacdo de D a todos os coeficientes de f

)D*Oéi,

e a = (aq,...,a,). Note que, se a relagao acima é satisfeita para o conjunto (finito)
de geradores do ideal de K|z, ..., z,]| formado pelos polinémios que se anulam em
«, entao, utilizando as regras de derivacao, vé-se que ela sera satisfeita por todos os
polinomios nesse ideal, também denominado de ideal determinado por a. Mas essa

condicao necessaria é também suficiente, conforme enuncia o teorema:

Teorema B.2. Teorema de Extensao

Seja D uma derivagao sobre um corpo K. Sejam () um conjunto e
{fu(x)} o conjunto de geradores do ideal determinado por o em K|x]. Entao, se (u)

¢ qualquer conjunto de elementos de K(«) satisfazendo as equagoes

afy
0= fP(a)+ Z @ui, (B.1)

existe uma, e somente uma deriwvag¢iao D* em K(«) tal que D*oy; = u; para todo i e

que coincide com D em K.

Demonstragao

A necessidade foi mostrada na discussao acima. Reciprocamente, se
g(a), h(a) estao em K(a), e h(a) # 0, verifica-se imediatamente que a aplicagao

D* definida pelas férmulas

Uy,

D*g(a) = g" () + ) 9,

g(a)) _ hD*g — gD*h
h(«) h?

estd bem definida e é uma derivacao em K («), o que estabelece o resultado. [

D*(
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Consideremos o caso especial em que (a) consiste de unico elemento a,

e seja D uma derivagao em K.

Caso 1: « é algébrico e separavel sobre K. Seja f(x) o polindmio minimal de «, o
polinomio irredutivel sobre K que se anula em «. Pela separabilidade, %(a) £ 0.
Obtemos também uma equagao na forma (B.1) dada por

0= () +u (),

de tal modo que u = — fP(a) %(a). Portanto, D ¢ estendida a K («) univocamente.

Note que essa relacao é exatamente a regra da cadeia, pois

0= D(f(e)) = D(Y_ ma’) = 3 Dlaia)

", da
i .
= g o' + a;iad Da
, T
=0

9,
— 3 aazio/ + Da izliaio/_l = fP(a) +u g—i(a),

onde as propriedades (outras que a regra da cadeia) decorrem diretamente da defini¢ao

de derivagdo. Em particular, se D é trivial em K, sua extensao serd trivial em K ().

Caso 2: « é transcendente sobre K. Entao D é extensivel e u pode ser escolhido

arbitrariamente em K ().

Caso 3: « é puramente inseparavel sobre K, isto é, o — a = 0 para certo a € K.
Entao, D se estende a K(«) se, e somente se, Da = 0. Em particular, se D é trivial

em K, entao u pode ser escolhido arbitrariamente.

Vejamos como esse resultado é apropriado para a nossa proposi¢ao no

0 0

capitulo 2: partimos dos operadores diferenciais usuais = e = em F|[z,y|, onde
ox oy I

F é um corpo (de fato, podemos considera-los imediatamente como elementos em

Flz,y]). A partir do que chamamos de regra do quociente, chegamos a operadores

diferenciais sobre o corpo F(y). Em particular, a% coincide com a derivada de funcoes

racionais que costumamos utilizar no Calculo, enquanto que a% é a derivacao trivial.
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Agora, consideremos L, o corpo de decomposicio de um polinémio f € F(y)[z] sobre

F(y). Certamente, esse corpo é uma extensao finita, isto é, uma extensao algébrica

e finitamente gerada de F(y). Logo, os operadores a% e c’)% podem ser estendidos a L

aplicando um numero finito de vezes o caso particular 1 descrito acima. A derivacao

D, satisfaz equagoes como as do teorema de extensao e a derivacao D, ¢ trivial em

L.



