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Resumo

Dado um sistema dinamico g : M — M e uma funcao A : M — IR,
chamada de observével, uma medida invariante v que satisfaz [ Adv =
sup{ [Adu ;u é invariante para g} é chamada uma medida maximizadora.
Neste trabalho vamos analisar medidas maximizadoras em duas classes de
sistemas dinamicos que apresentam pontos fixos indiferentes: Na primeira
classe analisada, unidimensional, o sistema dinamico f é dado por um mapa
expansor de grau 2 definido em [0, 1], apresentando derivada maior que 1 em
todos os pontos com excegao do ponto fixo 0, onde tem derivada 1. O ob-
servavel A é dado por uma funcao a-Hélder em cada ramo injetor, mondtona
em uma pequena vizinhanca de zero. Na segunda classe analisada, bidimen-
sional, o sistema dinamico B é um mapa bijetor definido em [0, 1) x [0, 1) com
o auxilio de uma funcao f da classe anterior, apresentando ponto fixo indifer-
ente na origem. Trata-se de uma variante fracamente hiperbdlica da Baker
Map. O observavel A agora ¢ uma fungao a-Holder, e obedece a uma condi¢ao
semelhante a monotonicidade do caso unidimensional em um vizinhanca de
(0,0). Em ambos os casos mostraremos que a medida maximizadora, se for
Unica, sera uma medida unicamente ergédica. O passo mais importante nesta
direcao, que constitui-se em um resultado de interesse préprio, e que tomara
a maior parte de nosso tempo, serd, nos dois casos, a obtencao e o estudo
da regularidade de uma funcao a valores reais S, chamada de funcao de sub-
agao, que obedecerd a desigualdade Sog > S+ A —m. Em ambos os casos
mostraremos que S existe e é Holder-continua.



Abstract

Given a dynamical system g : M — M and a funtion A : M — IR,
which is called an observable, an invariant measure v satisfying [ Adv =
sup{ [Adp ;u is invariant for g} is called a maximizing measure. In this
work we will analyse maximizing measures in two classes of dynamical sys-
tems presenting indifferent fixed points: In the first analysed class, unidi-
mensional, the dynamical system f is given by an expanding map of degree 2
defined in [0, 1], presenting derivative greater than 1 at all points except in the
fixed point 0, where it has derivative 1. The observable A is given by a func-
tion which is a-Hoélder over each injective branch, and which is monotonous
in a small neighbourhood of zero. In the second analysed class, bidimen-
sional, the dynamical system B is a bijective map defined in [0,1) x [0,1)
with the use of the function f of the previous class, presenting an indiffer-
ent fixed point at the origin. It is a weakly hyperbolic version of the Baker
Map. The observable A is a function which is a-Hoélder, and satisfies a con-
dition similar to the monotonicity condition near the origin presented by
the unidimensional case. In both classes we will show that, if there is an
unique maximizing measure, then this maximizing measure is uniquely er-
godic. The most important partial result, which has its own interest, and
which will take the greater part of our efforts, will be, in both cases, the
search and the study of the regularity of a real-valued function S, called a
sub-action function, which will satisfies the inequality Sog > S+ A — m.
In both cases we will prove that S does exist and is a Holder continuous
function.
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Motivacao - Uma Introducao Nao-Técnica

Faremos uma rapida introdugao nao técnica ao nosso objeto de estudo.
O leitor mais familiarizado com os conceitos de teoria ergédica pode passar
imediatamente para a proxima secao.

Vamos considerar um sistema dinamico dado por uma funcao f definida
em um espaco métrico M, tomando valores em M. Ha uma variedade muito
grande de exemplos de situacoes concretas que podem ser explicados por
sistemas dinamicos. Vamos nos concentrar em dois exemplos:

O primeiro esta relacionado a meteorologia: Podemos estar interessados
em estudar o clima de uma determinada regiao. Vamos supor que uma certa
quantidade n de parametros envolvendo temperatura, pressao, velocidade e
direcao dos ventos, umidade, em diferentes pontos de controle, é registrada a
cada dia, e caracteriza completamente o estado meteorologico desta regiao.
Cada conjunto de valores para estes parametros forma um vetor de IR",
e o conjunto de todos os possiveis vetores criados neste processo define o
conjunto M. Podemos supor, de uma forma um tanto idealista, que o con-
hecimento destes parametros em um determinado dia define completamente
os valores dos mesmos parametros no dia seguinte: portanto, se p € M
representa o estado do dia de hoje, estaria bem definido f(p) € M, o es-
tado do dia seguinte. Ou seja, f seria a fungao que associa ao conjunto de
parametros meteorologicos de um determinado dia o conjunto de parametros
do dia seguinte.

Em um segundo exemplo, M poderia mais simplesmente conter vetores
cujas coordenadas sao dadas por posigao e velocidade de um objeto em movi-
mento sobre uma certa superficie. Supondo que esse objeto encontra-se sob
acao de um campo de forgas externo e homogéneo no tempo, f(p) determi-
naria posicao e velocidade do objeto que encontrava-se no estado p apés um
intervalo de tempo predefinido.

Estaremos interessados nos estados de equilibrio do sistema dinamico
definido por M e f, e nas medidas invariantes associadas a cada estado
de equilibrio. Como exemplos mais simples de estados de equilibrio temos
pontos fixos ou drbitas periddicas: Uma vez que o sistema dinamico parte
de um dos pontos de uma Orbita peridédica, nela permanece para sempre.
Comecando em um ponto fixo, o sistema nao sofre mudancas: permanece
neste ponto fixo para sempre. Portanto temos um comportamento bas-
tante simplificado do sistema nestes dois casos. Existem, é claro, situagoes
de equilibrio bem mais complexos do que simples 6rbitas periddicas: E o



caso dos atratores estranhos, como o atrator de Lorenz, ou de situagoes de
equilibrio cujas medidas invariantes associadas sao absolutamente continuas:
Neste ultimo exemplo a o6rbita de um ponto que inicia-se neste estado de
equilibrio preenche densamente um subconjunto de M de interior nao vazio,
chamado de suporte da medida invariante, e que frequentemente é o préprio
M. Apesar de um comportamento mais complexo em relacao ao que ocor-
ria no caso das érbitas periddicas, o conhecimento da medida invariante nos
permite dizer a frequéncia com que os iterados do ponto inicial passam em
qualquer subconjunto aberto contido na érbita, a longo prazo (tempo de
ocupagao deste subconjunto). Estados de equilibrio também sao importantes
por frequentemente atrairem orbitas que iniciam fora do estado de equilibrio:
Um ponto fixo atrator, por exemplo, bastante comum em muitos sistemas
dinamicos, caracteriza-se por possuir uma vizinhanca formada por pontos
que irdo se aproximar dele a medida que avan¢armos no tempo (ou seja, a
medida que considerarmos os iterados destes pontos). Existem também os
pontos fixos repulsores: estes caracterizam-se pela existéncia de duas viz-
inhancas, uma pequena, contida em outra maior, tais que qualquer érbita
partindo da vizinhanga pequena em algum momento saird até mesmo da
grande. Tambem estados de equilibrio mais complexos podem atrair pontos
de fora: Como o nome sugere, é o caso dos atratores estranhos. Portanto
estados de equilibrio também nos fornecem informagoes sobre pontos local-
izados fora deles proprios.

Vamos supor agora que estejamos interessados em colher informagoes im-
portantes de nosso sistema em estudo, resumidas em um tnico dado numérico:
Vamos considerar uma funcao A : M — IR continua, chamada de observavel,
que associa a cada ponto p de M uma grandeza de interesse, como por ex-
emplo, a temperatura em uma certa localidade no caso do controle meteo-
rolégico, ou a temperatura da superficie no ponto em que se encotra o objeto
em observacao, no caso do movimento sob acao do campo de forcas.

Dada A e uma medida invariante u, a integral de A em relacao a u pode
ser vista, nos dois exemplos acima, como a temperatura média do estado de
equilibrio representado por p. Nesse contexto, um estado de equilibrio que
apresente uma temperatura média superior a todos os demais seria de muito
interesse. Entao, poderiamos nos perguntar: Quais seriam as caracteristicas
deste estado que maximiza a temperatura média 7 A medida invariante
associada a este estado serda chamada de medida maximizadora.

Estaremos neste trabalho, portanto, interessados em aprofundar o estudo
das caracteristicas de medidas maximizadoras de (M, f, A). Varios casos
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envolvendo sistemas dinamicos hiperbdlicos, uma das classes mais impor-
tantes e extensivamente estudadas na teoria de sistemas dinamicos, ja foram
tratados, como falaremos mais adiante. Neste trabalho estudaremos sistemas
dinamicos que apresentam pontos fixos indiferentes, caracterizados por serem
pontos fixos onde a derivada direcional de f é exatamente igual a 1 em uma
das diregoes (pelo menos). Sao portanto sistemas nao hiperbdélicos no sentido
estrito, e toda a teoria desenvolvida para sistemas hiperbdlicos deve de ser
adaptada a esta nova situacao.
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Introducao

Vamos iniciar introduzindo o conceito de medida maximizadora para um
sistema dinamico e um observavel: dado um sistema dinamico g : M — M
e uma funcao A : M — IR, chamada de observavel, uma medida invariante
v é chamada de medida maximizadora se

/Ady = sup { /Ad,u ;i € invariante para g} .

Neste trabalho vamos analisar medidas maximizadoras em duas classes
de sistemas dinamicos que apresentam pontos fixos indiferentes: Na primeira
classe analisada, unidimensional, o sistema dinamico f é dado por um mapa
expansor de grau 2 definido no intervalo unitério [0, 1], apresentando derivada
maior do que 1 em todos os pontos com excecao do ponto fixo 0, onde f
tem derivada 1. Este ponto fixo com derivada 1, chamado de ponto fixo
indiferente, faz com que uma orbita tipica fique muito tempo perto da origem,
no chamado regime de fase laminar (veja [9]). Vamos considerar, para este
sistema unidimensional, um observavel A que é a—Holder em cada ramo
injetor de f, e que é mondtono ou constante em uma pequena vizinhanca de
x = 0 (as propriedades de f e de A serdo dadas em mais detalhes na segao
2).

Se f for definida de forma a satisfazer ainda a hipdtese de ser O
em cada ramo injetor (hipdtese nao necesséaria para os resultados deste tra-
balho), teremos um caso particular de observavel de muito interesse, dado
por A(x) = log(f'(x)). Neste caso, a medida maximizadora serd a medida
de maximo expoente de Lyapunov, ou seja, a medida invariante que nos
fornece a maior dependéncia sensitiva média nas condigoes iniciais. Pode-
mos tambem considerar A(x) = —log(f’(z)) e entdo estaremos analisando
medidas minimizadoras do expoente de Lyapunov (veja [2] para resultados
envolvendo medidas minimizadoras do expoente de Lyapunov para mapas
uniformemente expansores).

Um exemplo importante de fungao f satisfazendo nossas hipéteses é dado
pelos mapas de Maneville-Pomeau (veja [3]). Neste caso A(z) = log(f'(x))
satisfaz as nossas hipoteses sobre A. Um estudo importante do tipo de hiper-
bolicidade fraca considerado aqui encontra-se em [12].

Na segunda classe de sistemas dinamicos analisada neste trabalho, bidi-
mensional (secao 4), temos um sistema dinamico B invertivel, dado por um
mapa bijetor definido no quadrado unitario [0,1) x [0,1) com o auxilio da
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funcao f da classe anterior, restrita a [0, 1), e dos ramos inversos de um mapa
fortemente expansor de grau 2 definido em [0,1) (com derivada maior que
uma constante 3 > 1.) Tal sistema dinamico pode ser visto como uma versao
fracamente hiperbdlica da Baker Map (ver secao 4 para detalhes), e tem a
caracteristica de ser fracamente expansor na direcao horizontal e fortemente
contrator na vertical (i.e. distancias verticais decaem exponencialmente a
uma taxa controlada, e distancias horizontais crescem, mas nao exponen-
cialmente), apresentando um ponto fixo indiferente na origem (0,0). O ob-
servavel A nesta segunda classe analisada é uma fungao a-Hélder, e obedece
a uma condigao semelhante a monotonicidade do caso unidimensional em um
vizinhanga de (0,0). Note que, assim como podemos considerar a Baker Map
como uma versao simplificada de sistemas dinamicos hiperbdlicos, e que pode
ser usada como modelo para o entendimento destes sistemas, a funcao B pode
ser vista como uma versao simplificada de sistemas dinamicos bidimensionais
que apresentam pontos fixos indiferentes.

A ferramenta fundamental na andlise das medidas maximizadoras, em
ambas as classes, e que pode ser considerada também como uma contribuicao
deste trabalho que goza de interesse proprio, podendo ser de utilidade também
em outras situacoes diferentes do estudo de medidas maximizadoras, é dada
pela funcao de sub-agao, que vamos introduzir agora: Dado um sistema
dinamico g : M — M e um observavel A : M — IR, uma funcao S : M —
IR é chamada de funcao de sub-acao se satisfizer a seguinte desigualdade,
chamada de equagao de sub-cohomologia:

Sog>S+A—m,

onde

m = sup { /Adu ; ) € invariante para g} )

A busca pela existéncia e o estudo da regularidade de fungoes de sub-acao
para as duas classes aqui estudadas formarao a parte mais extensa deste tra-
balho. Uma vez obtido uma funcao de sub-acao com boas caracteristicas,
obteremos os resultados sobre as medidas maximizadoras de forma relativa-
mente facil. (ver segdo 3 para o caso unidimensional e segdo 4 para o caso
bidimensional).

Agora um breve panorama historico envolvendo a fungao de sub-acao: a
fungao de sub-agao foi obtida em [1] para o caso de M dado pelo circulo
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unidimensional S! e f dada por f(x) = 2z(mod 1). Apés, em [2], obteve-se
funcoes de sub-acao para f dada por uma funcao estritamente expansora
(hiperbdlica) também no circulo unidimensional S*. Em [6], M passa a ser
uma variedade riemanniana de dimensao maior ou igual a 2, e uma funcao de
sub-acao é obtida para o caso onde f é um difeomorfismo hiperbdlico tran-
sitivo de Anosov. Analisando aplicacoes da funcao de sub-acdo no estudo
de medidas maximizadoras, temos em [2, 6] a fun¢ao de sub-agdo S sendo
usada para provar que, para A pertencente a um certo subconjunto do con-
junto de todas as fungoes a-Holder, genérico na topologia a-Holder | entao
existe uma unica medida maximizadora p4 que tem suporte em uma érbita
periédica. Em [1] tem-se observédveis parametrizados por um nimero real, e
114 € Unica e concentrada em uma orbita periddica para todos os parametros
fora de um conjunto de medida de Lebesgue zero e dimensao de Hausdorff
zero. Resultados relacionados aparecem em [5, 7].

Neste trabalho, mostramos no caso unidimensional (se¢ao 2) que, dado
o observavel a—Hoélder em cada ramo injetor de f, existe uma funcao de
sub-acdo que é também a—Holder em [0,1]. (Teorema 1 para a regulari-
dade, Lema 1 e observagoes posteriores para a existéncia.) Entao, na segao
3, mostramos como a funcao S pode ser usada para provar que, se existe uma
unica medida maximizadora, entao esta medida é unicamente ergédica ( ver
secao 3 para defini¢do de medida unicamente ergdédica). Note que nao temos
nenhum resultado que garanta a unicidade da medida maximizadora. Mas
em muitos outros casos a medida maximizadora é unica, como em [1, 2, 6],
o que faz desta hipotese algo bastante razodvel. Ja a existéncia de medi-
das maximizadoras ¢ garantida quando estamos trabalhando com sistemas
dinamicos continuos em conjuntos compactos. E o caso da funcao f definida
em [0, 1] quando identificamos os pontos 0 e 1 (ver [2]).

No caso bidimensional, partindo de um observavel A, que é também -
Holder, vamos provar (se¢ao 4) que existe uma funcao de sub-agdo S que é
a/C—Haélder, onde C' é uma constante maior do que 1. (Teorema 2 para a
regularidade, Lema 6 e observacoes anteriores para a existéncia.) Na primeira
parte da prova deste resultado as idéias sao parecidas com o caso unidimen-
sional, mas na segunda parte as técnicas sao bem diferentes. A fungao S é
usada entao para provar, de forma bastante semelhante ao caso unidimen-
sional, que a medida maximizadora, se Unica, ¢ tambem unicamente ergodica
(Corolario 2). Note que as fungoes B e S, sendo fungdes Holder, podem ser
extendidas ao conjunto compacto [0, 1] x [0, 1], com S ainda satisfazendo a
equacao de sub-cohomologia.
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Parte significativa deste trabalho foi publicada em [10]. Uma excelente
referéncia geral sobre Teoria Ergddica pode ser encontrada em [8]. Outra
obra que merece ser citada é [11]. Para um tratamento bastante completo da
teoria de sistemas dinamicos, em especial os sistemas dinamicos hiperbélicos,
uma 6tima referencia é [4].
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2. A Funcao de Sub-Acao no Caso Unidimensional

Seja f : [0,1] — [0, 1] uma funcdo de grau 2, continua e sobrejetiva em
cada um dos intervalos [0, ¢] e (¢, 1] (onde ¢ é uma constante em (0, 1)), com

F0)=0 . flO=1, [)=1¢ lm [(x)=0.
f € portanto crescente (e sobrejetora) em cada ramo injetivo [0,c] e (c, 1].
Suponha que f é também diferencidvel de classe C* em [0,c] e [c, 1], com
f'(x) > 1 para todo x nos intervalos (0, c) e (¢, 1), e que as derivadas laterais
em zero, ¢ € um sao

=1, f)>1, fd>1e fL(1)>1
Nessas condigoes x = 0 é um chamado ponto fixo indiferente e temos
inf {f'(z) | z€[§,1)\{c}} > 1 para todo é > 0.

Seja agora A : [0,1] — IR uma func¢ao que é a—Hdélder em cada um dos
intervalos [0, | e (¢, 1], i.e., suponha que exista uma constante Hol,(A) > 0
tal que

|A(z) — A(y)| < Holo(A)d(z,y)"

se © # y e ambos pertencem ao mesmo intervalo [0, ¢] ou (¢, 1]. (aqui d(z,y)
representa a distancia usual na reta, dada por |z —y|.) Vamos também supor
que A é mondtona (crescente ou decrescente) ou constante em uma pequena
vizinhanga de z = 0. Como tltima hip6tese, suporemos que A(0) < m e
A(1) < m, onde

m = sup { / Adp | p é uma medida de probabilidade invariante para f } )

A ltima hipétese, de que A(0) < m e A(1) < m, equivale a hipétese de
nenhuma das medidas invariantes dadas por deltas de Dirac nos pontos fixos
(em 0 e em 1) ser uma medida maximizadora. Tais casos nao apresentam
interesse pois tratam-se evidentemente de pontos fixos.

Note que, como consequéncia das hipdteses exigidas para A, temos a
existéncia de uma constante d > 0, que sera fixada aqui e usada em toda a
secao 2, e que satisfaz as seguintes trés condigoes:
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(i) A(z) <m — 20 vz e (0,4,

(i) A(z) <m — 20wy e 1 - 4,1].

(iii) A é monétona crescente ou decrescente ou constante em [0, 30].

Um exemplo interessante de funcao A satisfazendo as hipéteses acima é
dado por A(x) = log(f’(x)). Neste caso estamos analisando o expoente de
Lyapunov de medidas de probabilidade invariantes para f, e assumimos que
f é de classe C'™ em cada ramo injetor.

Vamos agora introduzir o conceito de cilindros e provar um resultado
simples, que sera usado varias vezes neste trabalho.

Dados z € [0,1] e n € IN, vamos definir (apa;as...a,), onde a; = 0 ou 1,
para todo 0 < i < n, como o cilindro de tamanho n + 1 que contém z: por
definicao,

z € (aparas...a,) <= f'(2) € (a;) Vi € {0,1,2,...,n},

onde
(0) =10, e (1) = (c1].

Vamos chamar de tamanho do cilindro o nimero de iterados controlados,
e comprimento do cilindro o seu comprimento visto como um intervalo da
reta real: por exemplo, o cilindro (1011) terd tamanho 4 mas comprimento
inferior a 1.

Afirmacgao: O comprimento dos cilindros tende a zero a medida que
seu tamanho aumenta: mais especificamente, se {a;};>0 ¢ uma sequéncia
formada pelos digitos zero e um, definindo ¢, como o cilindro de tamanho
n + 1 dado por (apay...a,) e l(c,) 0 seu comprimento como intervalo da reta
real, vemos imediatamente que ¢, 1 C ¢, , l(c,) é uma sequéncia decrescente,
e afirmamos que I(c,) — 0 quando n — +o0.

Para demonstrar essa ultima afirmagao, suponha que exista § > 0 tal
que [(c,) > 20 para todo n natural. Logo, existird para cada n natural dois
elementos x,, e y, pertencentes a ¢, tais que \xn — yn\ > 0. Seja

=1in M T — ;T e ouze
c=int (LI oy 250 ye @) onaeye ),

Entao, tomando d pequeno, se necessario, teremos ¢ > 1, e, como para todo
0 < k < n temos que f*(z,) e f*(y,) estdo no mesmo ramo injetor de f e
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distam entre si a0 menos ¢, teremos

5 (@) = o) > CFlag —yal ¥ k€ {0,1,...,n}.

Mas x,, e y, estdo no mesmo cilindro ¢,, e portanto f"(z,) e f™"(y,) estao
ambos em (0) ou em (1). Entao

/" (@n) = f"(yn)| < max{c,1—c}.
Como consequéncia, teremos
max{c, 1 — c}
¢ '
o que resulta em um absurdo visto que |z,, — y,| > 0 para todo n natural.
Esta completa a demonstragao da afirmacao.

Seguindo [2], para podermos definir uma fungao de sub-agao S, vamos
precisar do Lema 1 a seguir.

‘xn - yn' <

Lema 1 Euxiste uma constante M > 0 tal que, para todo z € [0,1] e todo
n € IN, temos:

—_

n—

(A (f’(z)) — m) < M.

Il
=)

%

Demonstracao: A demonstracao sera feita no caso onde A é crescente
ou constante em uma vizinhanca de zero. O caso em que A é decrescente
apresenta prova analoga.

Seja z € [0,1] e n € IN. Seja (apas...a,) o cilindro de tamanho n + 1
contendo z. Vamos definir £ = £(z,n) como o maior elemento no conjunto
{0,1,2,...,n — 1} tal que ag = 0. Caso a; =1Vi>0ei <n—1, definimos
&=-—1.

Se & > 0, temos:

n—1 13 n—1
(A(f'(2) =m) =Y (A(f'(2) =m) + Y (A(f'(2)) —=m).
i=0 i=0 i=£+1
(Se ¢ = —1, o primeiro somatério é nulo.) Vamos inicialmente obter uma

cota superior para o segundo somatorio. Sabemos que o conjunto
{F579), £72(2), s f () )
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estd inteiramente contido no intervalo (1) = (¢, 1]. Sabemos também que
E+1<j<j+1<n—1= f"(z) < f(2).
Logo existe £ +1 < jp < n —1 tal que

F(z) e (1=6,1] se £+1<j <o

fi(z) € (c,1—=06] se jo<j<n-—1.

Afirmamos que, se definirmos A\; = inf{f'(z); = € [¢, 1]} (note que A\; > 1),
e Nj for um numero natural que satisfaz 5/\1\/1 > 1 — ¢, entao

{F5 ), £ ) 7 @ N (e 1 = 0] = {0 (), [ (), o, 170 (2)

terd no maximo N; elementos. Para provar esta afirmacao, basta mostrar
que n—jo < Ni: para isto, note que | f%°(z)—1| > d e, fazendo k = n—jo—1,
temos

[f7H2) =1 = [0 (2) = 1] > M[f(2) — 1] > 6T

Como 6AM > 1 —ce |f" () —1] <1 —c, temos k < Ny, o que equivale a
n — jo < Nj. Estd demonstrada, portanto, a afirmacao.
Agora usamos o fato de que

. . A(l)—m
fi(z)e(1=96,1] = A(f'(z) —m< —% <0,
para concluirmos que
> (Af() —m) < > (A (z) = m)
i=¢+1 E+1<i<n—1; fi(2)¢(1—6,1]

< N (Al =m),

onde ||A|| denota a norma do supremo para a fungao A.

Vamos agora obter uma cota superior para o primeiro somatério, supondo
que £ > 0. A definicao de & nos diz que z pertence ao cilindro de tamanho £+1
dado por (agajas...ag_10). Defina entdo p como o tnico ponto periédico de
periodo £ + 1 pertencente ao cilindro subsequente de tamanho £+ 1 dado por
(aparay...ag_11). (Por cilindros subsequentes de tamanho n nos referimos a
dois cilindros distintos de mesmo tamanho e com uma fronteira em comum.)
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Note que, para todo i € {0,1,2,...,£}, os pontos fi(z) e fi(p) pertencem
aos cilindros subsequentes de tamanho ¢ 4+ 1 — ¢ dados respectivamentes por
(a;ai410i42...a¢10) € (@;0;410;42...a¢_11), e portanto

() < f'(p) paratodo i€ {0,1,2,...,}.

Ainda, os pontos f*(z) e f*(p) pertencem ao mesmo cilindro de tamanho & —i
dado por (a;a;+1a;42...a¢_1), e portanto existe No € IN (dependendo s6 de f)
tal que (no caso & > Ny)

d(f'(p), f'(z)) < & para todo i < & — Ny.

Isto vem do fato do comprimento dos cilindros tender a zero quando seu
tamanho cresce: basta tomar Ny € IN tal que o comprimento de qualquer
cilindro de tamanho maior ou igual a N, seja inferior a 9.
Se £ < N, entao temos Zf:o (A(f(z)) —m)) < Ny(||A|| —m) e portanto
estabelecemos a cota superior prometida para o primeiro somatorio.
Analisemos entao o caso & > Ny: Considerando que p é um ponto

periodico, a medida
E 0 pi

(onde 9§, ¢ a medida de Dirac concentrada em ¢) é uma medida de probabil-
idade invariante para f. Logo integrando o observavel A com relacao a esta
medida temos

3
S AF@) = €+ 1) [ Aduy <l + 1)

Portanto

e temos entao

€ € €
(A(f) =m) < D (A () = m) = 3 (AL (p) —m) =
3
= > (AP AN+ XD (AR - A +
i=£—Na+1 0<i<E—Na; fi(2)<28
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Y AFE) - Af))-

0<i<E—Nz ; fi(2)>26

O primeiro somatério acima é limitado por 2N || A||.

Para limitar o segundo somatdrio, vemos que se 0 <7 < & — Ny e fi(2) <
26, entao fi(p) < 30. Portanto temos f'(z) < fi(p) < 36, e como no intervalo
(0,38) o observdvel A é crescente ou constante, temos A(f%(z)) — A(fi(p)) <
0. Logo o segundo somatdrio acima é negativo (ou nulo).

Para obtermos uma cota superior para o terceiro somatdério, vamos renomear
os elementos do conjunto {0 < i < & — Ny ; f'(z) > 26} como by, by, ..., b, ,
onde 7 é o nimero total de elementos deste conjunto e b1 > by para todo
ke {l1,2,...,n—1}. Como f%(p) > fb*(2) > 2§ para todo k € {1,2,...,n},
temos que

d (f(p), f+1(2)) = d (f*(p), f7(2)) > 7d (f*(p), () ,

onde v = inf{f'(z);z € (24,1]} > 1 e a primeira desigualdade segue do fato
de f ser expansora em cada ramo injetivo e by > by + 1.
Portanto, para todo k € {1,2,...,n}, temos:

(@) () _ 1

a(7 ), (=) <

=k =k
> (A(f'(2)) = A(f'(p)) < Hola(A) Y " d (f*(p), f*(2))" <
0<i<E—Ny ; fi(2)>26 k=1
< Holy(4) Y <wlk) < Hola(A)ﬁ

e entao temos cotas superiores (que nao dependem de z ou n) para cada um
dos trés somatorios acima, o que completa a prova do Lema 1.

Vamos agora definir a fungao de sub-agao: para isto, seguindo [2], defini-
mos a funcao S : [0, 1] — IR como:

S(x)zsup{i(/l(fi(z))—m) | fM(z)==x e nElN}

=0
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para todo x € (0,1], e S(0) = lim, o+ S(z). O Lema 1, que acabamos
de demonstrar, nos mostra que S(z) < M ,V x € (0,1]. Vamos provar
no Teorema 1, a seguir, que S restrito a (0,1] é uma fungdo a-Hdlder, e
portanto o limite que define S(0) existe. S é entao uma fungao bem definida
no intervalo [0, 1], sendo a-Holder . (Note que zero é o tinico ponto que nao
tem duas pré-imagens inversas.) Note também que S satisfaz a equagao de
sub-cohomologia:

S(f(x)) > S(x)+ A(x) —m , Yz € ]0,1].

Antes de provarmos que S é a-Hoélder, vamos provar o seguinte Lema,
uma consequéncia do Lema 1 e da hipdtese de que A(0) < m:

Lema 2 Fuxiste Ny € IN, dependendo apenas de f e de A, com a sequinte
propriedade: Se x e z pertencem a (0,1], n € IN, f*"(z) =x e

—

n—

(A(Fi(2)) = m) > S(a) — 1,

I
o

7

entao para todo 5 <n — Ny+ 1 o conjunto

{F(2), (=), 112 (2), oy fTER07 ()}

tem ao menos um elemento que ndao pertence ao intervalo (0,0).
Em outras palavras, uma imagem inversa de x que aproxima S(x) nao
poderd permanecer mais do que Ny iterados sequidos em (0,9).

Demonstragao:
Seja
[A(0) — m]|
2

Lembre que fizemos a hipdtese de que A(x) < m — vy para todo z em [0, ).
Seja Ny € IN tal que Noyo > 2M + 1 — inf(S).

Faremos a demonstracao por contradicao: Suponha que existem z, z, n,
com f"(z) =z ej<n— Ny+1 tais que

{F(2), 71 (=), 72 (), s J7O7H(2) } € (0,0),

Yo =
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entao
J+No—1

> (Alf'(2)) =m) < =Noto < =2M — 1+ inf(S).

Agora usando o fato de que

S(z)—1< Z (A(f’(z)) — m) =
S AFE) -m - S (AFE) —m) - S (A —m).
=0 i=j i=j+No
teremos » )
(A(f(2) —m)+ Y (A(f'(2) —m) >

i=0 i=j+No

Jj+No—1
>S(@)—1— Y (A(f'(2)) —m) > S(x) — 1+ 2M + 1 — inf(S) > 2M,

o que é uma contradicao, visto que pelo Lema 1 temos que

j—1 n—1

(A(fi(2) =m) <M e > (A(f'(z)) —m) < M.

i=7+No

Il
=)

%

Portanto, completamos a demonstragao do Lema 2.

Teorema 1 A funcao S definida acima é a-Holder: existe uma constante
Hol,(S) > 0 tal que, se x ey sao dois elementos quaisquer em [0, 1], temos:

1S(x) = S(y)| < Holo(S)d(x,y)* .

Demonstracao: A prova sera feita para a fungao S restrita ao intervalo
semi-aberto (0,1]. Como consequéncia, teremos que o limite definindo S(0)
existe e portanto S é a-Holder no intervalo fechado [0, 1].

Sejam x e y em (0, 1]. Sem perda de generalidade, vamos supor S(x) >
S(y). Dado € > 0, sejam z € (0,1] e n € IN tais que f"(z) =z e
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n—1
Z (A(f'(z)) =m) > S(z) —e.
i=0
Seja (apayas...a,) o cilindro de tamanho n+ 1 contendo z. Seja w € (0, 1]
o unico elemento tal que f"(w) =y e w € (apaias...a,—1b), onde b = 0 se
y€1[0,cJeb=1sey e (c,1]. Temos

|
—

n

(A(f'(w)) —m) < S(y)

Il
=)

7

e portanto
|S(z) = S(y)| = S(x) = S(y) <
=, (A(f'(2)) =m) — ' (A(f'(w)) —=m) +e <
< Hola(A) Zd(fi(z),ff(w))a + ¢ = Holy(A) Zdi +e<

n—1
< Holo(A)) d;i +¢,
1=0

onde d; = d(f"(2), " {(w))® e a tltima desigualdade vem do fato da
sequéncia {d;}", ser decrescente .

Vamos entao tratar o tltimo somatdério Z?:_ol d; acima. Antes disso,
atente para a observacao de que fi(z) e f'(w) estdo no mesmo cilindro
(@;@i110;42...a,—1) de tamanho n — i. Portanto, se usarmos novamente o
fato de que o comprimento dos cilindros tende a zero quando seu tamanho
aumenta, podemos obter um nimero natural N3, dependendo apenas de f
tal que

d(f(2), fi(w)) < g para todo i < n — Nj.

Seja N = max{Ny, N3}. Note que N depende apenas de f e de A. Se
n < N, temos

n—1
> di < Ndg = Nd(z,y)°,
i=0

e o Teorema esté provado. Vamos portanto considerar, a partir de agora, que
n > N. Sendo assim, temos:
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i
L

di < N (do+dn+dony + ... + dpn)

I
=)

i
onde p é o maior inteiro menor ou igual a n/N.

Como N > Ny, o Lema 2 nos garante que, para todo k£ > 1 , o conjunto
de indices

{n—(k+1)Nyn—(k+1)N+1,...,n—kN —1},

que tem N elementos, contém algum indice ¢ tal que f?(z) nao pertence a
[0,0). Ainda, se k > 1 temos ¢ < n— N3 e portanto d(f9(z), f9(w)) < 3. As
duas tltimas informages nos mostram que f?(z) e f9(w) ambos pertencem
a (2,1]. Portanto, fazendo

J

A=inf{f'(z);z € [5, 1]},

temos

d(f(2), f7H (w)) > Ad(f7(2), f1(w)).
Agora, usando o fato de que f é expansora em cada ramo inverso, e de que
n—kN>qg+1>qg>n—(k+1)N,
temos
d(f* N (2), 1 (w)) > d(fH(2), f1H (w)) >
> M(f(2), f4(w)) > Ad(f"~FFDIN(z), froETON(w) VE > 1,

o que faz com que dyy > A*d(x11)n para todo & > 1. Como consequéncia
temos

dn do

dgsn < o < ko Vk > 1.

Logo

—

n—

dy d
digN(d0+dN+d2N+...+de)<N(do+do+)\—2+)\—2(;+...) -

I
o

%

d 2\ — 1
:N(do+ 0 )

- Nd(z,y)°.
T—1a) = e V@)
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e portanto temos

n—1

|S(z) = S(y)| < Hola(A) )~ d; + € < Holo(A)

=0

20 —1
A —1

Nd(z,y)* +e.

Fazendo € — 0, temos que S(z) é a-Holder com constante de Holder dada
por
20\ —1
A —1
(onde N depende apenas de f e de A), e portanto concluimos a prova do
Teorema 1.

Hol,(S) = Hol,(A) N,
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3. Medidas Maximizadoras

Seja R = Sof—9—A+m. Como consequéncia da equagao de sub-
cohomologia

S(f(x)) = S(x) + A(x) —m,
temos R(x) > 0 para todo x € [0, 1].
Lema 3 Definindo

G={ze]0,1]; R(x) =0},

entao se p for qualquer medida mazimizadora, seu suporte supp(p) estard
contido em G U {c}.

Demonstracao: Suponha que z € supp(u) e que z # ¢: Vamos su-
por que = ¢ G e obter uma contradi¢ao: Para isto, note que R é continua
em [0,c) U (¢, 1], e portanto do fato de x ¢ G temos que R(z) > 0 e da
continuidade temos a existéncia de v > 0 tal que

R(2) >0 ,Vz€ B(z,7)={2€0,1] ;|2 — x| <~}
Portanto B(z,7) estd contido em G, o complementar de G, e logo temos
w(G) > u(B(w,7)) > 0.

Agora, lembrando que R > 0 em G, temos

/Rdu:/ Rdp > 0.

Mas por outro lado, usando a definicao de R temos

/Rd,u:—/Ad,u+m,
/Adﬂ<m,

e temos entao uma contradi¢ao visto que g é uma medida maximizadora.
Portanto a prova do Lema 3 esta completa.

o que implica
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Como consequéncia, mostraremos que se o funcional linear y — [ Adu
atinge seu maximo em um tnico ponto, que chamaremos de p4, entao esta
medida maximizadora p4 ¢ unicamente ergodica.

Antes de definirmos medida unicamente ergddica, algumas notagoes: se
for dado um sistema dinamico f : M — M, denotamos por supp(v) o suporte
de v, ou seja, o menor subconjunto fechado de M que tem massa v total.
Denotamos tambem por f, a restricao de f a supp(v).

Definicao: Dado um sistema dinamico f : M — M, uma medida in-
variante v serd unicamente ergddica se e somente se f, possuir uma unica
medida invariante, dada pela prépria v (restrita a supp(v)).

Qualquer medida unicamente ergddica é trivialmente ergddica. Orbitas
periédicas nos dao o melhor exemplo de medida unicamente ergédica. Ja
uma medida ergodica absolutamente continua nao é, em geral, unicamente
ergddica, pois seu suporte costuma conter varios érbitas periodicas.

Corolario 1 Se A possui uma unica medida mazimizadora pia , entdo pa €
unicamente ergodica.

Demonstracao: Seja p invariante para f4: Note primeiro que

pfcr) = 0.

para provar esta afirmacao basta notar que se u({c}) > 0 entao u(f=*(c)) =
u({c}) Vk € IN e portanto o conjunto Up>o{ f*(c)} teria de ser finito, o que
é impossivel visto que ¢ ndao é um ponto periédico. Portanto p({c}) = 0, o
que junto ao Lema 3 nos permite afirmar que

/ Rdup = 0.
supp(pa)

Mas por outro lado, da definicao de R temos

/ Rd,u:—/Ad,LH—m,
supp(pa)

/Adu:m,

o que faz com que g = pa, ja que estamos supondo que a medida maxi-
mizadora é unica. Logo temos também uma unica medida maximizadora
para fa, e a prova do Corolario 1 esta completa.

e portanto
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4. O Caso Bidimensional

Vamos agora passar a segunda classe de sistemas dinamicos analisada
neste trabalho. Trata-se de uma versao fracamente hiperbdlica da Baker
Map. A Baker Map, que é definida por F : [0,1) x [0,1) — [0,1) x [0, 1),

onde
(2x,y/2) se r<1/2

F(z,y) =
2z —1,1/2+y/2) se z>1/2,

é uma versao simplificada dos sistemas hiperbdlicos em dimensao 2, tendo
uma direcao que é exponencialmente expandida e outra que é exponencial-
mente contraida. A funcao B que iremos definir tem um ponto fixo indifer-
ente na origem, e portanto pode ser vista como uma versao simplificada de
sistemas bidimensionais bijetivos que apresentam pontos fixos indiferentes.
De agora em diante vamos considerar a funcao f das secoes anteriores
como definida no intervalo [0,1), com f(c) = 0. Todas as outras carac-
teristicas da funcao f, que foram definidas na segao 2, serao mantidas. Esta
pequena mudancga nao causara nenhum problema no que se segue, pois em
nenhuma das demonstracgoes desta secao faremos uso de resultados das se¢oes
anteriores. Vamos também considerar nesta se¢ao duas outras fungoes

YGa - [0?1) - [Oud) € g [07 1) - [d71)
(onde d é uma constante em (0,1)), que vamos supor serem C!, com

92(0) =0, lim g,(z)=d , g(0)=d e lim gy(z) =1,

r—1- z—1—

e que existe uma constante § > 1 tal que
0<g(x)<1/B e 0<gyz)<1/8 Ve (0,1).

(Note que essas fungoes podem ser vistas como os ramos inversos de uma
fungao estritamente expansora de grau 2 em [0, 1).) Vamos definir B : [0, 1) x
[0,1) — [0,1) x [0,1) como

(f(2), 9a(y)) se z<c

B(Qi,y) =
(f(aj),gb(y)) se T >c¢
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Temos entao um mapa bijetor B que contrai a direcao vertical por um
fator varidvel mas sempre inferior a 1//3, e que expande fracamente (i.e., sem
velocidade exponencial) a diregao horizontal, levando

0,¢) x [0,1) a [0,1) x[0,d) e [¢,1) % [0,1) a [0,1) x [d, 1)

(Veja a Figura 1). Note que (0,0) é um ponto fixo indiferente.

Vamos considerar como observavel uma fungao A : [0,1) x [0,1) — R
que vamos supor ser a—Hélder em todo o quadrado unitario [0,1) x [0,1).
Ou seja, vamos supor que exista uma constante Hol,(A) > 0 tal que

|A(z) — A(y)| < Hol,(A)d(z,y)*, Yz ey € [0,1) x[0,1).

(Nessa secao d(z,y) vai representar a distancia bidimensional Euclidiana en-
tre e y.) Vamos também supor que exista 0 < § < ¢/3 tal que uma das
quatro condigoes seguintes seja satisfeita por A: (Note que essas condigoes
fazem o papel da condi¢ao de monotonicidade do caso unidimensional. )

H1: Se 2y <1y <20 ey <yo <26 entao A(zy,11) < A(xg,y2),
H2: Se x; <25 <20 ey < yp <26 entdo A(xy,y1) > Alza, y2),
H3: Se z1 <29 <25 e yy <yp <20 entdo A(xy,y1) < A(z2,v2),
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H4: Se x1 < x5 <20 ey <1y <20 entdo A(zy,y1) > A(xe, y2).

Note que as 4 condigoes acima sao mutuamente exclusivas e, apenas para
fins de ilustracao, note que sao equivalentes a:

H1: Em [0,20]x]0,24] as curvas de nivel de A sdo decrescentes e/ou verticais,
com o valor de A(z,y) crescendo a medida que x e y crescem.

H2: Em [0, 26]x [0, 2d] as curvas de nivel de A sao decrescentes e/ou verticais,
com o valor de A(z,y) decrescendo medida que z e y crescem.

H3: Em [0, 26] x [0, 20] as curvas de nivel de A sdo crescentes e/ou verticais,
com o valor de A(z,y) crescendo a medida que x cresce e y decresce.

H4: Em [0, 26] x [0, 20] as curvas de nivel de A sdo crescentes e/ou verticais,
com o valor de A(z,y) decrescendo a medida que x cresce e y decresce.

Agora vamos a uma terceira e ultima hipdtese sobre A. Se
m = sup {/ Adp | p é uma medida invariante para B} ,

vamos supor que exista uma constante Cy < m tal que
A(0,y) = A(Ly) =Co <m Vy€|[0,1),

onde

A(l,y) = lim A(z, y).
r—1
Note que, como consequéncia, diminuindo o valor de §, se necessario, temos

Alz,y) <m Ve >1—-5deVy>1-—0.

A(z,y) <m Ve <deVy <4

Esta ultima hipétese, de A ser (a mesma) constante nas laterais de [0, 1) x
[0,1), é usada apenas para demonstrar o Lema 4, e é necessaria pois B é
descontinua no conjunto {(c,y);y € [0,1)}. (Note que o Lema 4 também
serd verdadeiro caso A, ao invés de ser constante nas laterais de [0, 1) x [0, 1),
seja definido nessas laterais de forma a termos Ao B continua em {(d,y);y €
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[0, 1)} - nesse caso precisaremos ter A(0,0) < me A(1,1) < m como hipdteses
adicionais.)

A demonstracao do Lema 4, bastante diferente de todas as outras que
fazemos neste trabalho, faz uso apenas das caracteristicas de B e de A e
continuaria valida mesmo se as hipoteses H1-H4 nao fossem obedecidas.

Antes do Lema 4, vamos introduzir a notacao a ser utilizada para coorde-
nadas de um vetor e redefinir os cilindros unidimensionais: se v € [0,1) %[0, 1)
vamos denotar por v, e v, as coordenadas horizontal e vertical de v. Entao
teremos

p= (pa;py) » B*(p) = (B*(p)a, B*(p),) € d(v) = (/v + 02,

para exemplificar o uso destas notagoes. Ja os cilindros continuarao represen-
tando subconjuntos unidimensionais, com os cilindros de tamanho 1 dados
desta vez por

(0)=10,¢) e (1) =[c1).

Por (apaias...a;) onde a; = 0 ou 1, definimos o cilindro de tamanho [ + 1,
dado por
{z€0,1) | B¥2), € (ax) VO <k <1}

Note também que, da definicao de B, temos
B(p)y = ga(py) se ps € (0) e B(p)y = gs(py) se ps € (1).

Lema 4 Seja
p=sup{f'(z) |z €[0,1)}.
Sejam v e w elementos de [0,1) x [0,1). Entdo Vi € IN temos

|Ao B'(v) — Ao B'(w)| < 2Hol,(A)d(v, w)*(p™)".

Demonstracao do Lema 4:
Seja ip € {0,1,2,3,...} tal que B'(v), e B'(w), estao no mesmo cilindro
(0) ou (1) para 0 <i < iy e
B®(v), < ¢ < B®(w),

(No caso B (v), > ¢ > B"(w), a demonstragao é andloga.)
Entao:
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(i) se i < iy temos

|Bi(v)w - Bi<w)x| < pi|vw — Wy

i i 1
|B*(v)y — B'(w),| < E
pois B '(v), e B} (w), estando no mesmo cilindro (0) ou (1) para i < iy
implicam que B'(v), e B'(w), serao calculados através do mesmo g, ou g,
que sdo contragoes de fator 1/[.

Como 1/8" < 1 < p' temos

vy — wy|

d(B'(v), B'(w)) < p'd(v,w) sei < iy (1)
e portanto

|Ao B'(v) — Ao B'(w)| < Hol,(A)d(B'(v), B (w))* <
< Holo(A)d(v,w)*(p*)".
(i) se ¢ > ig, seja k = i — i9. Lembrando que B’(p), = f/(p,) para
qualquer j natural e qualquer vetor p € [0,1) x [0, 1), temos

Bi(w), = B""*(w), =

= B (w), — 0] = [ fH(B (w).) — fF1(0)] <
<|B (w), — 0p" " = |f(B*(w).) = f(e)lp"" <
< [BY(w), — clp® < |B*(w)e — B*(v)o|p* <
< d(B"(v), B*(w))p" < d(v,w)p"** = d(v,w)p".
Note que na ultima desigualdade usamos (1). Temos também:
1= B'(v)a| = [1 = B (v),] =
= Tim (1) — BT ), <
< hr{l, |z — BT (), |p" ! =
= [1- B )]0k =
= lim [f(z) = f(B®(v)a)lp" " <
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= lim |z — B (v),|p" =

=|e— B (v)a|p" <
< d(B™(v), B(w))p" <
< d(v,w)p* = d(v,w)p'.

e portanto:

Bi°+k(w)x < _
1= B (), < dv,w)p™ = d(v,w)p". (2)

Para facilitar a leitura, no préximo célculo usaremos a notacao dfv, w]
para distancia euclidiana entre v e w. Apds e até o fim deste trabalho,
retornamos ao uso da notagao d(v,w). Para que o leitor nao estranhe o uso
da notacao para coordenadas de um vetor, a pouco introduzida, que fizemos
no célculo a seguir, ¢é util atentar para a observacao trivial de que se z é um
nimero real, e v é um vetor qualquer de [0,1) x [0, 1), entao (z,v,) é o vetor
cuja coordenada horizontal é z e cuja coordenada vertical é a mesma de v, e
portanto d[v, (z,v,)] = |z — v,|. Logo:

A0 Bi(v) — Ao Bi(w)| <

< Ao B (v) — Co| + |Co — Ao Bt (w)| =
— lim |A o B+ (v) — A(z, Bt (v),)|+

z—1-

+A(0, B (w),) — Ao Bt (w)| <
< lim Holy(A)d[B**(v), (z, B+ (v),)]*+

z—1~

+Hol,(A)d[(0, B (w),), B (w)]* =
< lim Holy(A)| B (v), — 2|* + B* () =

T
z—1-

= Holo(A) (|1 — B (v),|* + B*™*(w)2) <
< 2Hol(A)d(v, w)*(p®)’

onde usamos (2) na tltima desigualdade. Portanto o Lema 4 estd demon-
strado.
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Agora vamos introduzir a fung¢ao de sub-agao. Seguindo [6], vamos definir
S:[0,1) x [0,1) — IR como

n—1
—sup{z (Ao B'(B™( ))—m)—i—As(q,p)|n€ﬂ\7,qx:pxeqy€[0,1)},
=0

onde

A*(q,p) =) (Ao B'(q)— Ao B'(p)).

>0

Vamos mostrar no Teorema 2 que S é o/C—Holder, onde

C = 1+log(p)/log(p).

Antes disso, note que ¢, = p, faz com que
d(B'(q), B'(p)) < d(q.p)/3' Vi€ N,

e entao temos

Al < Ho() Y (5) = 1ot

Essa ultima desigualdade juntamente com o Lema 6, que sera enunciado e
provado em breve, nos mostra que S esta bem definida. Antes disso, (supondo
que S estd bem definida), vamos provar que S é uma fungao de sub-acao, ou
seja:

Afirmacao: S satisfaz a equacao de sub-cohomologia:

SoB>S+A—-m.

Para demonstrar a afirmacao, dado p € [0,1) x [0,1), fixe um ¢ > 0, um n
natural e um ¢ € [0,1) x [0,1) tais que p, = ¢, e

|
—

n

(Ao BY(B™"(q)) —m) + A%(g,p) > S(p) —

Il
o

i
Como ¢, = p,, temos B(p), = B(q)., e portanto

(n+1)—1
S(B(p) = Y (Ao B(B "N(B(g)) —m) + A%(B(q), B(p))-

1=0
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Retirando para fora do simbolo de somatério o seu 1iltimo elemento e notando
que B-"D(B(q)) = B"(g), temos

|
—

n

S(B(p) = p (Ao B(B™"(q)) —m) + (Alg) — m) + A*(B(q), B(p)).

i

Il
=)

Reordenando o lado direito e somando e subtraindo a constante adequada
abaixo, temos

0 que resulta em
S(B(p) = ) _ (Ao B (B™"(q)) —m) + A%(¢,p) + A(p) —m >

> S(p) +Alp) —m —e.

Fazendo € — 0 completamos a demonstracao da afirmacao.

Antes de passarmos ao Lema 6, um Lema preparatério (Lema 5) faz-se
necessario:

Lema 5 Existe My > 0 tal que se py € [0,1) x [0,1) e ng € IN sdo tais que
Bk(pO)z S (1) Vk € {Oa 1727 ---an()}

entao teremos
no—1

Z (Ao B'(po) —m) < M.

=0

Demonstracao do Lema 5: Note inicialmente que, se k € {1,2,...,n0},
entao

B*(po)y = go(B" ! (po)y) = 95 ((po)y)

e portanto
1

1 — B*(py), < ﬁ’f

ﬂ
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Logo se M} € IN satisfaz (1/8)Mo < §, teremos que o conjunto
terd no maximo M] elementos.

Agora, se [ é o primeiro elemento de {0, 1,2, ...,ng} tal que B(pg), < 14,
entao definindo

Mo =nf{f'(z) |z € (c,1)} >1
teremos
’BHk(pO)x - 1‘ > )‘Ig‘Bl(p[))x - 1‘ > (1 - 5))‘15
para todo k > 0 tal que [ + k < ng. Portanto se Mg for o primeiro natural a
satisfazer ,
1=0)A0 >1—¢
entao o conjunto
O, ={0<k<ng|B*py)s <1—106}

terd no maximo M¢ elementos.
Lembrando agora que b*(pg), > 1— 6 e b*(pp), > 1 — 6 fazem com que
Ao B¥(py) < m, teremos

no—1

(Ao Bi(p) —m) < 3 (Ao B(po) —m) < (M + M| A] —m).

=0 1€01UO2
Logo definindo
My = (Mg + Mg)(|A]| = m)
completamos a demonstracao do Lema 5.
Antes de passarmos ao Lema 6, note que se fixarmos um cilindro qualquer
(apaias...a;) de [0, 1), existe um tunico ponto periédico g € [0,1) x [0, 1) tal

que
B"(¢q) = q e B*(q). € (ax) paratodo k€ {0,1,2,...,1}.

Isto decorre do fato que existe um tinico ponto go € [0, 1) periddico de periodo
[ + 1 para f contido no cilindro (apa;as...a;). Logo B'*! restrita a

{(90,9) | y€[0,1)}

é uma contracao de fator 1/(3"!) e portanto tem um tinico ponto fixo g, tal
que

B*(q)e = f*(a:) = [*(q0) € ().
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Lema 6 FEzxiste M > 0 tal que, para todo p € [0,1) x [0,1) en € IN, temos

—

n—

(Ao B'(p) —m) <M

I
o

%

Demonstracao: A demonstracao sera feita sob a hipdtese H1, sendo com-
pletamente analoga nos demais casos. Ela consiste em aproximarmos a érbita
de p com um ponto periédico g de tal forma que os iterados de ¢, quando
proximos da origem, situam-se acima e a direita dos iterados de p correspon-
dentes.

Dados entao p € [0,1) x [0,1) e n € IN, sejam & e & o menor e o
maior elementos no conjunto {0, 1,2,...,n — 1} que satisfazem B (p), € (0)
e B%(p), € (0). (consideraremos que existem pelo menos dois elementos
distintos em {0 < k < n — 1| B¥(p), € (0)}, caso contrdrio o Lema 6 serd
uma simples consequéncia do Lema 5. Portanto, temos que & e & estao bem
definidos e & < &). Logo

pE (111...110a51+1a§1+2...a&,ga&,l()ll...l)

n—1
Z AoB’ m):
1=0

&1—1 2 n—1
=N " (Ao Bi(p) —m) (AoB'(p)—=m)+ Y (AoB'(p)—m) <
i=0 i=& 1=§2+1
&2
<2My+ > (Ao B'(p) —m)
i=&;

onde a desigualdade é consequéncia do Lema 5.

Vamos limitar o tltimo somatério acima. Para isso, seja ¢ € [0,1) x [0, 1)
o Unico ponto peridédico para B com periodo & — &1 + 1 que satisfaz

B(q)e € (lag,410¢, 1.0, —2a¢,11).

Como
B& (p)x S (Oa§1+1a§1+2...a§2,2a£2710)
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temos que, Vk € {& + 1,...,& — 1}, B*(p). e B*(q), estao contidos nos

cilindros subsequentes de tamanho & — k& + 1 dados por
(kQrt1..-Qg,—20a¢,—10) € (ApQpt1...ag,—2a¢,—11).

Como sao subsequentes, temos

B*(p)e < B¥(q). VE € {& +1,...,& — 1}

E usando o fato de que o comprimento dos cilindros tende a zero quando seu
tamanho aumenta, obtemos um natural N3, dependendo apenas de B, tal
que

)
Agora, usando o fato de que B%(q), € (1) e B (p), € (0), temos
B&H(p)y = ga(B* (p)y) <d < gb(Bgl(q)?ﬂ = B&H(q)y

e portanto podemos afirmar que

B*(p), < B*(q), Yk € {& +1,..., &},

visto que B¥(p), e B*(q), sdo obtidos mediante 0o mesmo ramo inverso (e
crescente) g, ou gy, uma vez que B*1(p), e B¥71(q), estao no mesmo cilindro
(0) ou (1), Yk € {&{ + 2, ...,&}. Pela mesma razao podemos concluir que

B4 (0), — B0 < gy VE € {6+ 2, a), 3)

visto que g, e g, sdo contracoes de fator inferior a 1/5. Esta ultima in-
formagao pode ser combinada com a desigualdade que define N} para nos
permitir afirmar a existéncia de um natural N5 dependendo apenas de B tal
que

d(B*(p), B*(q)) < & Yk € {& + N5, ....& — N},
para isto bastando tomar N; maior ou igual a N3 e também satisfazendo
/8% < §/2.

Agora, lembrando que ¢ é um ponto periédico com periodo & — & + 1,
temos que {B%(q), ..., B?(q)} é a érbita completa de g e portanto, da mesma
forma como foi feito na demonstracao do Lema 1, temos

&2

Z (Ao B'(q) —m) <0.

i=&1
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Logo

&2 &2 &2
> (AoBi(p) —m) <3 (Ao Bi(p) —m) =y (Ao Bi(q) —m) =
i=& 1= i=£1
2 &2—Ns
=Y (Ao Bi(p) — Ao B'(q)) <4ANs[|A]+ Y (Ao Bi(p)— Ao B(q))
i=& 1=£1+Ns

Vamos entao limitar o ultimo somatdério. Para isso, sejam

[0, 6] < [0, ]},
[0,6] < (8, 1)},
(6,1) x [0, 1)},

Se i € ), entao, usando o fato de que d(B*(p), B‘(q)) < ¢, temos

O = {4+ Ns<i<&— N3 | Bi(p) €
Dy = {&+N;5<i<&— N5 | B'(p) €
Q3 = {&+Ns<i<&— N5 | B(p) €

0,
0

Bi(p)x < Bi(q)m <20 e Bi(p)y < Bi(q)y < 20,

e portanto temos A o B(p) — A o B'(q) < 0 como consequéncia da hipStese
H1. Portanto

&2—Ns
> (AoB(p)—AoB(g)) < >  (AoB(p)—AoB(g) <
i=£1+N5 1€Q2UN3
< Holo(A) ) d(B'(p), B'(9)" <
1€QUN3
< Holo(A) ( > 1B p).— B+ > |B(p)y - Bi(Q);;!“) <
1€Q2U03 1€Q22U0Q3

< HOlOé(A) ( Z |Bl<p>x - Bz(Q)z|a + ﬁ) :
i€QUN3 B

onde na ultima desigualdade usamos (3).
Logo, para terminarmos a demonstracao do Lema 6, basta exibirmos uma
cota superior para

> IB(p)e — B(q)al" =D _ |B(p)a — B(q)ul*+ Y |B(p)e — B'(q)o|”

1€QUN3 1€Q9 1€Q3
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Analisando inicialmente o somatério em €25, notamos que se fixarmos um
natural Ng tal que 1/6™ < §, entdo nenhuma érbita pode passar mais do
que Ng iterados seguidos em [0, 0) x (4, 1). Isso pode ser provado se notarmos
que se {j,j+ 1,7+ 2,...,j + k} esta contido em 2y, entao temos

B (p)y = |94 (B (p)y) — 94(0)] < 1/8".

como B't*(p), > 4, temos 1/8% > §, o que implica k < Ng.

Agora, no momento em que a drbita de p deixa o conjunto [0,6) x (4, 1),
entao, em algum momento antes de retornar a este conjunto, teremos ambas
as orbitas de p e de ¢ em [0, 1) x [0, 1), e portanto a distancia horizontal entre
estas Orbitas sera multiplicada por uma constante maior do que

O =inf{f'(z) |z €[§1)} > 1.
Entao teremos

S B () — B (@)l < No Y (g) <

1€Q9 k>0

Vamos agora ao somatério em )3: Inicialmente notamos que B'(p), =
f(pz) e B(q)x = f'(q), e portanto

ST B (p) — Bl(@)l” = S 1 ) — filan)|”

1€Q3 i€Q3

Renomeamos os elementos de €23 de forma a termos Q3 = {by, bs, ..., b, } onde
bit1 >0b;Vje{l,2,...,0 — 1} e ¢ é o niimero de elementos de {23. Como

Y (q) > fbi(ps) > V5 € {1,2,....,¢p — 1}

e f é expansora nos seus ramos injetores, temos que

o (pe) = Fo4 (@) > [ (0e) = f (@) | > 01" (p2) — 1 (a0)]

onde 6 é a constante definida na andlise do somatoério em €25, e portanto
1

Qe—i

| (pa) = £ (@:)] <

Logo

iezﬂ:?) |fz(pac> - fZ(Qx)la = ; |fbj(pa:) - fbj(%:)|a < ﬁ
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e a demonstragao do Lema 6 estd completa.
Como consequéncia temos o seguinte Lema:

Lema 7 Eziste uma constante N} € IN, dependendo apenas de B e de A,
tal que, se q e p sao elementos de [0,1) x [0,1) com g, = p, e

—

n—

(Ao BY(B™(¢q)) —m) + A%(q,p) > S(p) — 1

I
o

para um certo n € IN, entao para todo j <n — NE —1 o conjunto
(B (q), B (g), .., BTN ()}

contém pelo menos um elemento de (0,1) x [0, 1).
Ou seja, nao podemos ter mais do que N¢ iterados sequidos em [0,0) x

0,1).

Demonstracao do Lema 7:

Para simplificar a notagao vamos escrever a partir de agora B*"(q) no
lugar de BY(B™"(q)). Note que ambas as notagoes estao corretas, mas a
segunda é de compreensao mais imedidata.

Sejam j e T naturais tais que j + 7 < n — 1 e suponha que

{B7"Ha), B (), .. B (@)} € [0,0) x [0,1)

Seja Ny tal que 1/8% < 6. Se T > Ny, entdo, como vimos na demon-
stragao do Lema 6, para todo N; < i < T temos

j—n+1 1 j—n
B (q), < WBJ Ha)y <9
e portanto B~ (q) € [0, 4] x [0, 6] o que implica
Ao BT (g) —m < —,

onde —y < 0 é o supremo de A —m no conjunto [0, 6] x [0, d].
Logo

Jj+T ‘ Jj+N7 A
E (Ao B ™(q) —m) = g (AoB"™(q) —m) +
i=j+1 i=j+1
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J+T
+ Y (AoB""(q) —m) < Nyl|A—m| — (T — N-)y
i=j+N7+1

Lembrando que

temos

S(p) > A(B™'(q)) — m + A%(q, p) > inf(A) —m — —_—

Logo
Hol,(A)

1
1=

inf(A) —m — —1<8Sp)—-1<

+ Z (AOBifn(q)—m)+—1<

i=j+T+1 B«
j . nl .
(AoB™(q)—m)+ >  (AoB™"(q)—m)+

i=0 i=j+T+1

+N7||[A —m| = (T = Nr)y

< 2M + Ny7||A —m|| — (T — Np)y + —2~

onde na ultima desigualdade usamos o Lema 6.
Logo temos que
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_ 2M + Nel| A — m|| + Noy — inf(A4) +-m +1 2 Hola(4)

T T
Y 7 1-g

e se definirmos N como o menor inteiro maior ou igual a constante no lado
direito da desigualdade acima temos a demonstracao do Lema 7.

Agora vamos provar que S é uma funcao Holder:

Teorema 2 Se |
O =14 loglo)

log(8)’
entdo a funcao S € a/C-Hdlder, i.e., existe uma constante Hol,(S) > 0 tal
que, para todo p e p em [0,1) x [0,1), temos:

[S(p) = S(B)| < Holu(S)d(p,p)*'“".

Demonstragao: Sejam p e p em [0,1) x [0,1). Vamos supor, sem perda de
generalidade, que S(p) > S(p). Dado 0 < € < 1, seja ¢ € [0,1) x [0,1) e
n € IN tais que ¢, = p, e

—_

n—

(Ao B"™"(q) —m) + A%(q,p) > S(p) — €.

=0

Seja ¢ = (p,, q,). Entao:

e teremos

< i (Ao B™"(q) —m) + A%(q,p) + ¢ —
-3 (A0 B (@) — m) — A@.p) =



?
L

(Ao B"™(q) — Ao BT"(q)) + (A%(g,p) — A*(,P)) +e.

Il
o

i

Vamos comecar analisando

[y

n—

(Ao B™"(q) — Ao B™™(7)).

Il
o

i

Como ¢, = G, para todo k > 1 temos B~*(¢q), = B™*(q), e ambos B~*(q),
e B7%(q ) estao no mesmo cilindro (0) ou (1). Logo para todo k > 1 temos
que B7%(q), e B7%(q), estdo no mesmo cilindro de tamanho k, e como o
comprimento dos cilindros tende a zero a medida que seu tamanho cresce,
existe Ng € IN tal que

IB™*(q)e — B™(q)a] < 6/2se k> N2.

Seja entao
Ng = max{NZ, N3}.

Se j € IN temos, do Lema 7, que existe
ke {jNg+1,...,(j +1)Ng} tal que B7*(q), >0

e como k > Ng > NZ temos B~*(q), > §/2. Logo, lembrado-se que

=inf{f'(x) |z €[6/2,1)} > 1

temos

|B7(q)e — B™N@)a| > ANB™(q)e — B7(@)al
e portanto
[BUTINe(q), — BTUTIN (@), | < [B7(g), — BH@)al <

1

1 . .
< 3B (@) = B @) < 1B g) — B (),

i\
Logo temos para todo 5 € IN:

[BUINg), — BN (g, < B ), — BN@)] < 1la 7l
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Como ¢, = p,, Gy = B, € 4 = G, temos que |g, — q,| < d(p,p) e portanto

1

BN (g), — U ()] <

Seja agora d; = |B~(q), — B~%(q).|". Usando o fato de que B expande a
diregao horizontal em (0) e em (1), e também a dltima desigualdade, temos:

(a) {d;}i>1 é uma sequeéncia decrescente;  (b) dy1)ng < 1/A“d(p, D)™

Definindo n; como o menor inteiro maior ou igual a n/Ng, teremos:

—_
—_

n— n—

(Ao B(g) = Ao B"(q)) < Holu(A) 3" d (B"(¢). B'"())" =

i

I
=)
Il
=)

n—1

= Holo(A) Y |B" () — B""(@.]" =

=0

n n—1
= Holo(A) > d;i < Holo(A)) d; <
=1 i=0
< NgHOla(A) (do -+ ng + d2Ng —+ ...+ d(nl—l)Ng) <

1

1 —a 1 o
@d(il%p) +md(]9ap) ) <

< NyHolo(A) (1 4 ﬁ) d(p.F)* —

Logo temos

|
—

n

(A oB"™(q)— Ao BZ’"@) < NsHol.(A) (2/\):__11) 4P, )"

Il
o

i
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Vamos agora analisar A*(q,p) — A*(q,p): Seja

_1-@/p)"
Gr= 26°Hol,(A)

e N um natural dependendo de p e p e que satisfaz

1 N 1 N+1
(@) > Cld( )a/C [§ <@) S Cld(p,ﬁ>a/c.

Teremos

+Hol,( (Z d(B'(q), B'( )a+lz d(Bi(q),Bi(ﬁ))a> <

< Z (AoB'(q)— Ao B'(q)) + > _ (Ao B'(p) — Ao B'(p))

1=0

+2Holo(A) > (%) .

i>N-+1

onde na tltima desigualdade usamos o fato de ¢, = p, e g, = p,. Note que

2Hol,(A) (i> - 2Hoza(A)M _

v \B° 1—(1/5)°
(1/5°)"* Cid(p,p)*¢ c
= 20°Holy(A)—"—5—=— < 28%Holo(A)—"=— = d(p,p)*
26%Ho ()1_(1/ﬁ)a<25 0 ()1—(1/6) (p. D)
Agora, usando o Lema 4, temos

N N

> (AoB'(q)—AoB'(q) + > (Ao B'(p) — Ao B'(p))| <
1=0 =0
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< 2Hol,(A) Z(p‘“)" (d(g,9)* +d(p,p)*) <

=0
N 1 — (pa)N—H
< 4Holo(A) Y (p*)'d(p, D) = 4H0la(A)Wd(P7 p)* <
=0
HZ A (pa)N—I—ld —a_Cr aN+1d =\
< 4Hol,(A) ) (p,p)* = Ca(p™)" " d(p, )
onde (5 = %ﬂ[‘). Da definigao de N temos

log(Cy) + ¢log(d(p.p)) _ Cy  a/C
log(1/4%) Cy Cy

log(d(p, p))

onde
C3 =1log(C1) e Cy=log(1/8%).

Agora, definindo
@ S
Cs = Co(p™)% " e Cg = log(p),
teremos
Cs >0, p*=exp(aCs)

O3 4 a/C 5
Colp™)* Hd(p,p)* < d(p, ) Cofp*) & S DI =
- a/C
= d(p,p)"Cs exp (0406 é

4

o?
@]

Q‘c(;l

log(d(p,z‘?))) = d(p,p)*Csd(p,p) %

log(p) 1

Cg o
= C5d(p,z‘9)a(1+075) = C%d(p,ﬁ)“(l_">g<‘”6> = Csd(p,p)“©.

[un

Logo

|As(qap) - As(qvﬁﬂ < (05 + 1) d(p7]_?)a/c‘
Teremos entao
1S(p) = S(D)| <

2% -1
1) A+ (Cot 1) e <

< NgHol,(A) (

47



X% — 1\ _tosto
< [Ngﬂoza(A) ( - ) 2WE() 4 (Cy + 1>1 d(p,7)™C + e,

onde na tltima desigualdade usamos o fato de que d(p,p) < v/2 e

d(p,p)" = (Cl(p—\/’;))a 20 < (d(p_\/’;)>a/c V20 —
loe(p)

)d(p, p)*/C < 207 d(p, p)*/C = 2155 d(p, p)*/°.

c—1
C

— 95(

Como Ng e (5 nao dependem de €, podemos fazer ¢ — 0 e a demonstracao
do Teorema 2, portanto, estd completa.

Vamos agora analisar os resultados envolvendo medidas maximizadoras.
Note que quase nao ha diferenca entre as demonstracoes que estao abaixo e
aquelas da secao 3.

Seja R = SoB—-S—A+m. Como S é fungdo de sub-agao, temos
R(p) > 0 para todo p € [0,1) x [0,1). Definindo

G={pe(0,1)x[0,1)/ R(p) =0} e H={pe[0,1)x[0,1)/ p. =c},
temos:
Lema 8 Se i for qualquer medida maximizadora, entao:
supp(p) C GUH .

Demonstracao: Suponha que = € supp(p) e que z ¢ H: Suponha por
absurdo que x ¢ G: Como R é continua em [0,1) x [0,1) \ H, existe v > 0
tal que

R(z) >0 ,Vze€ B(z,y)={2€[0,1) x [0,1) ;d(z,x) <~}
Portanto B(z,) estd contido em G, e temos
w(G) = p(B(z,v)) > 0.

Como R > 0 em G, temos

/Rdu:/ Rdp >0 .
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Por outro lado, da definicao de R temos

/Rdu:—/Adu+m,
/Adu<m,

e temos portanto uma contradi¢ao visto que p é uma medida maximizadora.
Portanto a prova do Lema 8 esta completa.

o que implica

Corolario 2 Se A possui uma unica medida maximizadora pa , entao piq €
unicamente ergodica.

Demonstracao: Seja B4 a restricao de B ao suporte de p4. Seja g uma
medida invariante para B4: Note primeiro que pu(H) = 0. (Para provar esta
afirmacao, basta notar que f*(H) = {p € [0,1) x [0,1) / B*(p). = ¢}, o
que faz com que f*(H)N f7{(H) = () se k # 1, visto que ¢ nio é ponto
periédico de f. Como u(f~*(H)) = p(H) Yk € IN, temos u(f~*(H)) =
u(H) =0Vk € IN.) Usando entao o Lema 8, temos

/ Rdp = 0.
supp(pa)

Mas por outro lado, da definicao de R temos

/ Rd,uz—/Ad,M+m,
supp(pa)

/Adu:m,

o que faz com que p = pa, ja que estamos supondo que a medida maxi-
mizadora é unica. Logo temos também uma unica medida maximizadora
para By, e a prova do Corolario 2 esta completa.

e portanto
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