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RESUMO
SOLUCAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA RADIATIVA COM PO-
LARIZACAO EM GEOMETRIA PLANA

O método LTSy tem sido utilizado na resolucdo de uma classe abrangente de problemas de
transporte de particulas neutras que sao reduzidos a um sistema linear algébrico depois da
aplicagao da transformada de Laplace. Na maioria dos casos estudados os autovalores asso-
ciados sao reais e simétricos. Para o problema de criticalidade os autovalores associados sao
reais ou imagindarios puros e simétricos, e para o o problema de multigrupo podem aparecer
autovalores complexos. O objetivo deste trabalho consiste na generalizacao da formulagao
LTSy para problemas de transporte com autovalores complexos. Por esse motivo é focada
a solucao de um problema radiativo de transporte com polarizacao em uma placa plana. A
solucao apresentada fundamenta-se na aplicacao da transformada de Laplace ao conjunto
de equagoes Sy dos problemas resultantes da decomposicao da equacao de transferéncia ra-
diativa com polarizacao em série de Fourier, seguindo o procedimento de Chandrasekhar.
Esse procedimento gera 2L + 2 sistemas lineares de ordem 4N dependentes do parametro
complexo "s". Aqui, L é o grau de anisotropia e N a ordem de quadratura. A solugao
desse sistema simbolico é obtida através da aplicacao da transformada inversa de Laplace
depois da inversao da matriz simbolica pelo método da diagonalizacao. Para a obtencgao
das constantes de integracao é assumido que os componentes do vetor de Stokes sao reais
e as matrizes dos autovalores e autovetores sao separadas em suas partes real e imaginaria.
A solucao LTSy para autovalores complexos é validada através da comparacio da solucao
para uma placa com espessura unitaria, grau de anisotropia L = 13, albedo de espalhamento
simples w = 0.99, coeficiente de reflexao de Lambert A\g = 0.1 e N = 150, segundo dados da

literatura consultada.



ABSTRACT
L TSy SOLUTION FOR THE RADIATIVE-TRANSFER PROBLEMS WITH POLA-
RIZATION IN SLAB-GEOMETRY

The LTSN method has been used in the solution of a large class of neutral particle transport
problems which are reduced to an algebraic linear system by the Laplace transform technique
application. For the most cases studied the associated eigenvalues are symmetric real. For
the criticality problem the associated eigenvalues are real or symmetric pure imaginary, and
for the multigroup problem could appear complex eigenvalues. The purpose of this work
relies in the generalization of the LTSy approach to solve transport problems with complex
eigenvalues. To this end this work focused in the solution of the radiative transport problem
with polarization in a slab. The solution reported is based on the application of the Laplace
transform technique to the set of Sy equations resulting from the radiative transfer equation
with polarization decomposition in Fourier series, following the Chandrasekhar procedure.
This procedures leads to a linear system ( 2L+2 ) with 4N order depending on the complex
parameter "s". Here, L denotes the anisotropy degree and N the order of the quadrature.
The solution of this symbolic system is obtained performing the inverse Laplace transform
after the inversion of the symbolic matrix by the diagonalization method. To attained the
integration constants it is assumed that the components of the Stokes vector are real and
the eigenvectors and eigenvalues matrix are split into real and imaginary matrices. = The
LTSy solution for complex eigenvalues is tested by the comparison of the solution in a slab
with unitary thickness, anisotropy degree L = 13, single scattering albedo w = 0.99, coeffi-
cient for Lambert reflection A\g = 0.1 and N = 150, with the solutions for the bibliography.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A equacao de transporte, aqui considerada na forma integro-diferencial, é uma
equacao que descreve a distribuicao de particulas que fluem num meio, levando em conta o
movimento das mesmas e suas intera¢oes com o meio |[Chandrasekhar, 1950| [Duderstadt e
Hamilton, 1976| [Duderstadt e Martin, 1979|. Cabe enfatizar, essa equagdo é uma versao
linear da equagao originalmente desenvolvida por Boltzmann [Boltzmann, 1964| [Lewis e
W. F. Miller, 1984] [Bell e Glasstone, 1985|, em 1872, para a teoria cinética dos gases, que
representa um balanco de particulas num elemento de volume do espaco de fase.

Solucoes exatas da equacao de transporte s6 podem ser obtidas, para problemas
especificos, pelo método de Case [Case, 1960| [Case e Zweifel, 1967] e pela técnica de " Wiener-
Hopf"'. No entanto, como decorréncia da enorme aplicabilidade da teoria de transporte
em algumas areas de engenharia e fisica, surge o interesse no desenvolvimento de técnicas
computacionais eficientes de solucao dessa equagao. Dentre a grande variedade de métodos
deterministicos, propostos para essa finalidade, encontram-se métodos como: ordenadas dis-
cretas (Sy), obtido por Wick em 1943, harménicos esféricos (Px) [Davison, 1957|, "invariant
imbedding" [Adams e Kattawar, 1970] [Bellmann e Wing, 1992| e Fy [Garcia, 1985]. No caso
do método Sy essa equacao é aproximada por um sistema de equacgoes diferenciais lineares
ordinarias. Esse método é centrado no tratamento discreto da variavel angular e consiste,
fundamentalmente, na substituigdo do termo integral (referente a transformagio angular)
por uma formula de quadratura. A precisao dos resultados esta intrinsecamente relacionada
com o nivel de discretizacdo das variaveis espacial e angular. E importante mencionar que
Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1950| resolveu esse conjunto de equagoes, analiticamente
na variavel espacial, cuja solugao é da forma exponencial. Por outro lado, essas equagoes

também foram resolvidas através de métodos como: SGF-Sy [Barros e Larsen, 1990] [Barros
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e Larsen, 1992] e LTSy [Vilhena e Barichello, 1991b| [Barichello e Vilhena, 1991] [Barichello,
1992| [Barichello e Vilhena, 1993a].

O método LTSy, desenvolvido no inicio da década passada, incorporou uma im-
portante contribuicao ao estudo de fenomenos de transporte. Esse método resolve de forma
analitica a aproximacao Sy da equacao de transporte, aplicando a transformada de Laplace
na variavel espacial do sistema de equagoes diferenciais gerado por essa aproximagao, sobre
um dominio finito. Até entao, a transformada de Laplace vinha sendo aplicada, na solugao
da equacdo de transporte, na variavel tempo |[Kuscer e Zweifel, 1965] [Ito, 1972] [Davies e
Martin, 1979].

A idéia basica desse método pode, entao, ser resumida na aplicacao da transformada
de Laplace nas equacoes de ordenadas discretas, inversao analitica da matriz simbdlica, e
inversdo do vetor intensidade de radiacdo transformado (ou do vetor fluxo transformado,
no caso de transporte de néutrons), também de forma analitica. O esquema de quadratura
utilizado é o de Gauss-Legendre.

A partir da abordagem do método LTSy derivou-se um método genérico |Cardona,
1996] [Vilhena et al., 1998|, onde prevalece o carater analitico da solugdo para as apro-
ximacoes que transformam a equagao de transporte num conjunto de equacoes diferenciais
ordinarias. Essas versoes sdo conhecidas como LTPy [Vilhena e Streck, 1992] [Streck, 1993],
LTWy [Cardona e Vilhena, 1993] [Cardona e Vilhena, 1994a], LT Chy [Cardona e Vilhena,
1994b] [Cardona et al., 1996], LTAx [Cardona e Vilhena, 1995] [Cardona e Vilhena, 1997]
e LTLDy [Barros et al., 1996].

Com o proposito de obter uma formulagao analitica para a inversao da matriz asso-
ciada ao método genérico, varios estudos foram desenvolvidos. Primeiramente, foi proposto
um algoritmo utilizando a estrutura da matriz LTSy linearmente anisotrépica e o conceito
de matriz inversa [Barichello, 1992]. A seguir, essa formulacao foi estendida para o caso
anisotropico |Oliveira, 1993] [Oliveira et al., 1993]. Uma aproximacao alternativa para esse
procedimento, utilizando o algoritmo de Trzaska [Trzaska, 1987|, que inverte uma matriz
do tipo (s A + B), foi aplicada na resolu¢ao do método Py [Streck, 1993|. Esse algoritmo
também foi usado para a solu¢do de outras aproximagoes [Cardona e Vilhena, 1998|. Porém,
todos esses métodos nao mostraram-se eficazes para problemas com ordem de aproximacao

N > 22. Essa limitacao ocorreu em conseqiiéncia do uso, no primeiro caso, da definicao de
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matriz inversa, e no caso do algoritmo de Trzaska, de poténcias de matrizes para o calculo
da inversa. Para contornar essa dificuldade, inicialmente, foi usado o método de particiona-
mento [Demidovich e Maron, 1987] para inversdo da matriz LTSy associada a um problema
isotropico [Brancher et al., 1998]. Mais tarde, surgiu a idéia de um método recursivo para
inverter uma matriz simbolica do tipo (s I +A) [Segatto et al., 1999a|, combinando a decom-
posi¢ao de Schur [Golub e van Loan, 1989] e o método do particionamento. A implementagao
desse método recursivo, num supercomputador Cray YMP/2E e/ou J9/32, permitiu o uso
de quadratura de ordem N = 400 [Brancher et al., 1999].

Ainda, com o objetivo de melhorar o desempenho computacional do método LTS,
e considerando a matriz A, associada a matriz simbolica (s + A), nao degenerada, foi
desenvolvido o esquema da diagonalizagao [Segatto et al., 1999b| para calcular a exponencial
da matriz associada a solucdo LTSn. Esse procedimento permitiu a resolucdo de problemas
com ordem de quadratura N > 1000 em um microcomputador tipo PC. Usando esse esquema
da diagonalizacdo, também foi feita uma reformulacio do método L TPy para grandes
espessuras ou altos graus de anisotropia [Simch, 2000]. Um estudo comparativo dos métodos
de inversdo matricial, para matrizes do tipo (s A + B), em problemas de transporte, foi
realizado nas referéncias [Brancher, 1998] e [Gomes, 1999].

Para eliminar o problema de "overflow" em placas de grande espessura, gerado
pelo carater exponencial da solucido LTSy, num primeiro momento, foi proposta uma mu-
danga de base na solu¢ao do problema homogéneo [Barichello, 1995]. Essa mudanca de
varidveis nao é apropriada para problemas nao-homogéneos porque h&a uma transferéncia do
"overflow" para o termo de fonte. Entao, a extensao da mudanca de variavel para o caso
nao-homogéneo, quando a fonte considerada é exponencial, foi contornada com o célculo da
solugao particular pelo método dos coeficientes a determinar [Brancher, 1998| [Segatto et al.,
1999a]. Recentemente, com o uso concomitante da propriedade de invaridncia das diregoes
discretas [Duderstadt e Martin, 1979] e da mudanca de variaveis sugerida por Barichello,
foi desenvolvido um procedimento que elimina o "overflow" da solucdo particular £ TSy
para uma fonte arbitraria [Gongalves, 1999| [Gongalves et al., 2000]. Fisicamente significa
que sao consideradas, com o uso dessa propriedade, equivalentes particulas deslocando-se da
direita para a esquerda e particulas deslocando-se da esquerda para a direita. Com essa nova

formulacido LTSy, o problema de "overflow" foi completamente eliminado.
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Também de grande importancia foi a prova da convergéncia do método £ TSy,
usando o Teorema da Aproximagao da teoria de semigrupo fortemente continuo [Pazos, 1999|
[Pazos e Vilhena, 1999a| [Pazos e Vilhena, 1999b| [Pazos e Vilhena, 1999c¢|; o que permite
confiabilidade nos resultados obtidos , com uma precisao controlada. Desta forma é possivel
afirmar, na medida em que a ordem de quadratura cresce, o resultado encontrado, com a
utilizacao do método, se aproxima do valor exato, a menos do erro inerente ao problema
de arredondamento. Além disso, foi demonstrada a existéncia de um isomorfismo entre
os espacos funcionais Py e Sy, proporcionando a prova da convergéncia do método dos
harménicos esféricos (Py) a solugio exata [Segatto et al., 2000].

O método LTSy ja foi aplicado, com eficiéncia, a problemas de transporte: uni-
dimensionais, com meio homogéneo [Barichello e Vilhena, 1993a] e heterogéneo |Tavares,
2000|; espalhamento anisotropico [Oliveira et al., 1993] [Vilhena et al., 1995| [Segatto et al.,
1999al; para modelos de um grupo [Barichello, 1992] e com multigrupos de energia [Vilhena e
Barichello, 1991a] [Vilhena e Barichello, 1995] [Barroso, 2000]; com ou sem simetria azimutal,
como transferéncia radiativa em nuvens [Segatto e Vilhena, 1994a| [Segatto, 1995| |Vilhena
e Segatto, 1996| [Brancher et al., 1999]. Da mesma forma, ja foram realizados estudos para
a equacao de transporte dependente do tempo [Vilhena e Segatto, 1993| [Segatto e Vilhena,
1994b| [Renz, 1999] [Oliveira et al., 2002] e para modelos com variavel angular continua
[Segatto e Vilhena, 1997| [Hoffmann, 2003|. Também, ja foram resolvidos problemas lineares
e nao lineares [Vargas e Vilhena, 1997] [Vargas e Vilhena, 1998] [Vilhena e Barichello, 1999],
além de problemas inversos [Barichello e Vilhena, 1993b]|, com aplica¢ao em 6tica hidrologica
|[Retamoso, 2000] [Retamoso et al., 2001| [Retamoso et al., 2002| [Velho et al., 2003]. Alguns
trabalhos igualmente comprovaram a eficiéncia do método na resolucao de problemas de
engenharia nuclear [Chies, 1996] [Kruse, 1998] [Borges e Vilhena, 2002|, na determinacao de
criticalidade [Lorenzi, 1996] [Batistela et al., 1996] [Batistela et al., 1997b| [Batistela et al.,
1997a| |Batistela et al., 1999] e no calculo de parametros radiantes |Vilhena e Souza, 1992]
[Souza, 1993] [Tavares, 2000] [Segatto et al., 2001]. Ainda é importante citar a utilizacao do
método, tanto na solugdo da equagao adjunta de transporte de néutrons [Gongalves et al.,
2002|, com a determinagdo da fungdo importancia e o calculo de fluxo adjunto, bem como
na solugdo da equagdo de transferéncia radiativa condutiva [Lemos, 2000]. Além disso, a

formulacdo LTSy foi estendida a problemas de transporte estacionario em duas e trés di-
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mensoes |Zabadal et al., 1993| |Zabadal, 1994] [Vilhena et al., 1994| |Zabadal et al., 1995|
[Pazos et al., 2002| [Hauser, 2002| [Pazos et al., 2003] e em dominios convexos bidimensionais
[Zabadal et al., 1997].

Para uma melhor compreensio da "performance" da formulacao LTSy, na resolucio
de problemas de ordenadas discretas unidimensionais, foi feito um estudo comparativo entre
métodos que resolvem as equagoes Sy de maneira exata [Segatto et al., 1994], e, uma revisao
atualizada e detalhada sobre o método £ TSy foi desenvolvida num recente trabalho de
Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1999).

O estagio atual de desenvolvimento do método LTSy motivou, ha pouco, a cons-
trugao de um codigo computacional [Orengo, 2002] para céalculo de transporte unidimensional
utilizando a formulacdo LTSy. Nesse trabalho foram reunidas todas as vantagens propor-
cionadas pelo método, dentre as quais foi ressaltado o carater semi-analitico, que propicia
calculos com controle de erro. Além do método da diagonalizacao, para inversao da matriz
simbolica associada a solucao LTS, foi utilizado um algoritmo iterativo para o calculo das
constantes de integragao, o que reduziu em aproximadamente 30% o tempo computacional
quando a ordem de quadratura é elevada. Mesmo assim, foi mantido no cédigo o método da
decomposicao de Schur associado com o método do particionamento, podendo ser usado em
substituicao ao método da diagonalizacao quando este nao é aplicavel.

Afora essas vantagens ja explanadas do método LTSy, como estimativa de erro,
aplicabilidade a qualquer fonte e elevada ordem de quadratura, outros estudos também de-
terminantes a realizacdo do presente trabalho sao [Souto et al., 2003| e [Chalhoub et al.,
2003]. Em [Chalhoub et al., 2003| foi realizada uma comparagdo de métodos de resolugao
da equacao de transferéncia radiativa. Os métodos Sy analitico, na forma considerada por
Chandrasekhar, e LTSy mostraram-se os mais eficazes, com ligeira superioridade do método
Sy "standard". Porém, na ocasiao desses estudos, o esquema da diagonalizacao econtrava-
se apenas no comeco da pesquisa. Além disso, atualmente, com o coédigo computacional
desenvolvido na tese [Orengo, 2002], o tempo computacional do método LTSN apresenta
significativa reducao em relacao ao que foi considerado nesse estudo comparativo. Em adicao,
recentemente Souto et al. [Souto et al., 2003] mostraram a excelente "performance" com-
putacional da versao LTSy paralelizada.

Entdo, com o objetivo primeiro de aumentar a abrangéncia do método £ TSy,
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estendendo-o ao caso de autovalores complexos, neste trabalho é desenvolvida uma solucao
do problema de ordenada discreta para a equacao de transferéncia radiativa com polarizacao,
em geometria plana. A principal motivacao reside na possibilidade de ser mantido o sucesso
na resolucao analitica de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias através da aplicacao
da transformada de Laplace associada com a diagonalizacao de matrizes.

Como polarizagao é definido o estado, ou producao de um estado (por refracao,
dispersao etc.)[Halliday e Resnick, 1984] [Nussenzveig, 1996] [Halliday et al., 1997], em que
a vibracao de uma onda de luz ou outra radiacao vibratoria efetua-se em um s6 plano ou
descreve circulos ou elipses.

O fato de nao serem desprezados os efeitos da polarizacao, no estudo de transferéncia
de uma radiacao, implica que seja concedido tratamento vetorial & equagao de transporte
de radiagao. A distribuicao espacial e angular da radiagao deve ser descrita por uma fungao
vetorial, e, a funcao de fase substituida por uma matriz de fase (a probabilidade de espa-
lhamento nas varias diregoes passa a ser descrita por uma matriz). Assim, a solu¢ao aqui
proposta é identificada por solucdo LTSy vetorial. A vasta bibliografia consultada sugere
o uso do vetor de Stokes para expressar o campo de radiacao, como é possivel verificar a
seguir.

O problema de transferéncia radiativa incluindo efeitos de polarizacao, em termos
dos parametros classicos de Stokes, foi inicialmente equacionado por Chandrasekhar [Chan-
drasekhar, 1950]. Na ocasiao, também foram estabelecidas solugoes trabalhando com atmos-
feras planas paralelas com espalhamento de Rayleigh e radiacao incidente nao-polarizada.

Grande parte dos trabalhos relativos a polarizacao, subseqiientes a Chandrasekhar,
concentraram-se na obtencao de uma matriz geral de espalhamento, constituindo portanto
uma extensao desse pioneiro trabalho. Muitos desses estudos tratam da derivacao da equagao
de transferéncia sem apresentarem resultados numéricos. Esse fato é decorrente da complexi-
dade matematica envolvida na resolucao da equacao vetorial de transporte. Porém, outros
apresentam resultados numéricos, mas com simplificacoes do efeito de polarizagao. Essas
simplificagoes nos processos, por vezes, foram obtidas pela consideragao da radiacao incidente
nao-polarizada, linearmente polarizada ou circularmente polarizada.

Uma lei razoavelmente geral de espalhamento foi permitida com a formulacao ma-

tricial obtida por Kuscer e Ribari¢, em 1959, para descrever o problema de difusao da luz
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polarizada em geometria plana |[Kuscer e Ribari¢, 1959]. Entretanto, esse trabalho foi infor-
mado em termos de parametros complexos. Essa formulacao, correspondente a um campo
de radiacao circularmente polarizada, foi obtida com a expansao dos componentes da matriz
de fase nas funcoes esféricas generalizadas [Gel’fand e Sapiro, 1956]. Também foi obser-
vada a possibilidade do vetor solucao da equacao desenvolvida, para um meio de planos
paralelos, ser convenientemente expresso em série de Fourier no angulo azimutal. Utilizando
essa decomposicao no angulo azimutal, mais tarde, foi proposto o uso das funcoes esféricas
generalizadas para resolugao desse problema |Lenoble, 1961].

Nessa linha analitica, igual apreco deve ser dado as contribuicoes de Siewert. Em
1981, considerando a formulacao original de Kuscer e Ribari¢ como o melhor modelo para
o caso geral de espalhamento da luz polarizada, essa teoria foi reformulada e informada em
termos de parametros reais [Siewert, 1981|. Foi enfocado o problema de difusao da luz em
planos paralelos finitos, iluminados por radiacao arbitrariamente polarizada. O problema foi
reduzido para um grupo de equacoes de transferéncia radiativa por uma decomposicao do
vetor de Stokes no angulo azimutal. Essa decomposicao, que possibilitou a matriz de fase
introduzida por Kuscer e Ribari¢ ser expressa analiticamente, satisfaz condi¢oes de contorno
envolvendo inclusive fungoes que nao tem a representacao em Fourier para um numero finito
de termos. Essa decomposicao de Fourier também foi usada, mais tarde, em problemas
inversos de transferéncia radiativa com polarizagio [Siewert, 1983] [McCormick e Sanchez,
1983]; a resolugao desse tipo de problema também é facilitada, na abordagem de Siewert,
pela separagao dos campos, difuso e colimado, da solucao.

Apos serem reafirmados os resultados finais do prévio trabalho de Siewert [Siewert,
1981], foi obtida uma representacao analitica para a matriz de fase [Siewert e Pinheiro, 1982]
adequada a matriz de espalhamento simples [van de Hulst, 1948] [van de Hulst, 1957], na
forma considerada por [Hovenier, 1969| [Hovenier, 1971], para conjuntos de particulas que
tém um plano de simetria. Posteriormente, foram desenvolvidas expressoes explicitas para
os coeficientes dessa representacao analitica da matriz de fase [Siewert, 1982|. Nesse artigo
foram apresentadas relagoes recursivas e de ortogonalidade para o célculo das constantes
fundamentais da matriz de espalhamento. Além de relacoes de recorréncia para as matrizes
envolvidas no formalismo estabelecido, também foram fornecidas relagoes de simetria sa-

tisfeitas pela matriz de fase, a partir de rela¢oes derivadas por [Hovenier, 1969]. E assim,
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esse feito foi consideravelmente mais conveniente para o desenvolvimento de trabalhos com-
putacionais e analiticos, ou pelo menos semi-analiticos, para achar o vetor de Stokes nesse
contexto de formalismo de matriz.

Como as particulas de atmosferas planetarias sao freqiientemente nao-esféricas (po-
eira semelhante a aerossol, cristais de gelo), o que esta exposto sugere que esta modelagem,
proposta por Siewert e colaboradores, tem um vasto campo de aplicacoes atmosféricas, desde
que é considerada uma matriz de fase nao restrita ao espalhamento de particulas esféricas
ou no limite de Rayleigh.

Usando essa proposta, foram obtidas em [Garcia e Siewert, 1986|, |Garcia e Siewert,
1989] e [Siewert, 2000| solucoes para todos os componentes na representa¢ao em Fourier do
vetor de Stokes. Por [Garcia e Siewert, 1986] foi desenvolvida uma solu¢do em harmonicos
esféricos generalizados (GSH) com uma generalizacdo das condigoes de contorno de Mark
[Mark, 1945]. Os aspectos computacionais da solugao foram discutidos em detalhes. Foram
apresentados resultados numéricos, para os quatro parametros de Stokes, em dois problemas
de teste inicialmente resolvidos em [Benassi et al., 1984b| e |Benassi et al., 1985] com a
suposicao de simetria azimutal; esses testes foram realizados para atmosferas de particulas
esféricas. Por [Garcia e Siewert, 1989] foi utilizado o método Fy. O espectro discreto foi
previamente definido e analisado [Garcia e Siewert, 1987]. Os aspectos computacionais da
solucao obtida também foram relatados em pormenores. Foi observado que embora o método
Fx seja considerado conceitualmente mais complicado, e mais dificil para ser implementado
computacionalmente, do que o GSH, os resultados obtidos sdo mais precisos. Além dessa,
foi salientada a vantagem da solucao Fy obtida nao apresentar uma dificuldade computa-
cional, existente na solucao GSH, acarretada pelos autovalores quase repetidos, no intervalo
de integracao, em qualquer um dos limites: albedo — 0 ou m — grau de anisotropia.
No método GSH essa complicagao é solucionada computacionalmente. Para demonstrar que
a solucao Fy e as técnicas numéricas desenvolvidas constituem um método computacional-
mente preciso, foram informados resultados numeéricos para os mesmos problemas de teste
resolvidos na literatura [Garcia e Siewert, 1986]. Em [Siewert, 2000] a solugao foi obtida
em ordenadas discretas. Foram determinados resultados numéricos, com o usual esquema
de quadratura de Gauss-Legendre mapeado no intervalo [0, 1], para um caso de teste numa

atmosfera contendo particulas nao-esféricas. Porém, foi salientado o fato da solucao obtida,
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assim como no caso escalar, ser essencialmente independente do esquema de quadratura a
ser utilizado. A tnica restricao imposta é a exclusao do zero do conjunto de pontos da
quadratura, por causa da maneira como foi formulado o problema de autovalor. Também
foi sugerido aos pesquisadores outro esquema de quadratura de "half-range" [Chalhoub e
Garcia, 1997| [Chalhoub e Garcia, 1998|. O caso conservativo foi resumidamente discutido,
em separado, usando alguns resultados do trabalho de Hovenier e van der Mee [Hovenier e
van der Mee, 1990] relativo & expansao da matriz de espalhamento em termos das fungoes
esféricas generalizadas.

Em face da significancia desses fatos historicos expostos, no presente trabalho é con-
siderada essa mesma classe de problemas de polarizagao solucionados por [Garcia e Siewert,
1986|, [Garcia e Siewert, 1989] e [Siewert, 2000]. Motivo pelo qual os resultados informados
nessas referéncias sao tidos como os mais proximos dos "benchmarks", a fim de comparar
e nortear o desenvolvimento e a implementacao da solucio LTSy vetorial. Mesmo assim,
outros estudos que também merecem destaque, enfocados em analises matematicas, mode-
lagens e efeitos de polarizacao em meios plano-paralelos, foram consultados nesta revisao
teorica: [Barichello e Siewert, 1999a|, [Barichello e Siewert, 1999b]|, [Bastos et al., 2000,
[Braak et al., 2001|, [Chowdhary et al., 2001], [Collins et al., 1972], [Dave, 1970|, [de Haan
et al., 1987|, [de Haan et al., 1991|, [Deuzé et al., 1993], [Dittmann, 1997|, [Domke, 1975a],
[Domke, 1975b], [Domke, 1976], [Domke e Yanovitskij, 1986, [Fouquart et al., 1991], [Hansen
e Hovenier, 1974|, [Herman e Lenoble, 1968|, [Herman et al., 1995|, [Hovenier e van der Mee,
1983|, [Hovenier et al., 1986|, [Hovenier e van der Mee, 1988b]|, [Hovenier e van der Mee,
1988al, [Hovenier e van der Mee, 1995, [Hovenier e van der Mee, 1996|, |[Hovenier e van der
Mee, 1999|, [Hovenier e van der Mee, 2002], [Kuik et al., 1992|, [Landi Degl’Innocenti, 1983],
[Liou e Takano, 1994], [Liu e Dougherty, 1999], [Mishchenko, 1990|, [Mishchenko, 1991b],
[Mishchenko, 1991a|, [Mishchenko, 1993|, [Mishchenko e Travis, 1994|, [Mishchenko et al.,
1994|, [Mishchenko, 1994|, [Mishchenko, 1996], [Mishchenko e Travis, 1997|, [Mueller Jr. e
Crosbie, 1997], [Prigent et al., 2001], [Reguigui et al., 1995|, [Schulz et al., 1999, [Siewert,
1999, [Siewert e McCormick, 1993|, [van der Mee, 1986a|, [van der Mee, 1986b|, [van der
Mee, 1986¢|, [van der Mee e Hovenier, 1992|, |[van der Mee, 1993|, [Wauben e Hovenier,
1992], [Wauben et al., 1993], [Weng, 1992al|, [Weng, 1992b|, [Zege e Chaikovskaya, 1996].

Portanto, foi constatado que o interesse na interpretacao de radiacoes polarizadas, assim
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como o tratamento formal dessa teoria, para meios expostos a variacao unidimensional de
radiagao, & bem documentado na literatura publica. Todavia, essa revisao bibliografica tam-
bém aponta, a boa precisao de dados experimentais s6 é devidamente explorada em virtude
da disponibilidade dos métodos que resolvem os problemas que descrevem esse conjunto de
principios.

Neste trabalho tem inicio o estudo da aptidao do método LTSy, sob o ponto de vista
matematico e computacional, na resolucao de problemas de transferéncia radiativa incluindo
polarizacdo. E pretendido que a extensio do método para a teoria vetorial constitua-se numa
formulacao simples e junte-se aos demais métodos precisos, disponiveis na literatura, para
resolucao desta classe de problemas.

Para cumprir o objetivo proposto, o contetido deste trabalho esta organizado em
cinco capitulos. O capitulo 2 tem o carater didatico de informar os procedimentos necessarios
a obtencao da solucio £ TSy, incluindo avancos recentes conseguidos para o método. E
examinada a resolucao, de forma detalhada, de problemas Sy unidimensionais sem simetria
azimutal. No capitulo 3 é deduzida a solucdo LTSy vetorial, com a utilizacdo da propriedade
de invariancia para evitar o problema de "overflow". Ainda nesse capitulo, é obtida uma
extensao do método da diagonalizacao ao caso de autovalores complexos, de modo a atender
as necessidades dessa nova formulacao. Esse capitulo termina com secoes que contém ex-
planagoes de processos adaptativos para melhorar o desempenho do cédigo computacional e
fornecem subsidios para implementagao da solucao obtida. Simulagoes numéricas e compara-
coes com resultados disponiveis na literatura sao apresentadas no capitulo 4, comprovando
a eficiéncia desejada, para validagao da metodologia desenvolvida. E finalmente, no capitulo
D, sao apresentadas tanto as conclusoes do presente trabalho como sugestoes de trabalhos
futuros. No Apéndice I sao introduzidas algumas nocoes matematicas e fisicas sobre po-
larizacao. A matriz de espalhamento para o modelo testado e uma maneira alternativa de
implementacao da solucao proposta, compoem, respectivamente, os Apéndices II e III deste

trabalho.



CAPITULO 2

O METODO LTSN

Este capitulo, para fundamentacao do presente trabalho, é dedicado a uma revisao
do método LTSN no estudo de problemas de transferéncia radiativa da teoria escalar. Nesta
revisao, inicialmente, é considerado o método de Chandrasekhar para a decomposicao de pro-
blemas de transporte sem simetria azimutal em problemas com simetria azimutal. A seguir,
é apresentada a formulacio LTSy aplicada a problemas de transporte sem simetria azimu-
tal, como transferéncia radiativa em nuvens (caracterizados por alto grau de anisotropia).
Para a inversdo analitica da matriz simbolica, associada a solucdo LTSn;, é utilizado o es-
quema de diagonalizacao. Também é exposto o procedimento que elimina o “overflow", das
solucoes homogénea e particular, para elevadas ordens de quadratura. A solucao particular
do problema revisado, que é determinada através do calculo de uma convolucao, ainda é

obtida, num segundo momento, pelo método dos coeficientes a determinar.

2.1 Problemas de transporte sem simetria azimutal

Seja a equacao de transferéncia radiativa, em geometria plana, que para cada com-

primento de onda ¢ escrita como [Chandrasekhar, 1950] [Liou, 1980]:

a o +1 2T
p==1(7, ) + 1T, 1y 0) = — / / p(cos ©)L(r, pi', ") dy'dy, (2.1)
or ar J_1 o

com condicoes de contorno incidentes,

10, i1, 0) = F(p, ), se pp >0 (2.1a)
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I(70, 11, ) = G(p, ), se pu <0, (2.1b)

em que I(7, i, p) € a intensidade de radiagao, que depende da variavel otica 7 € [0, 7] e das
variaveis angulares p € [—1, +1] cosseno do angulo polar, medido a partir do eixo positivo
7, e ¢ € [0, 2] angulo azimutal, medido a partir de um &ngulo de referéncia ¢,. Essas
variaveis angulares indicam a diregao de propagagao da radiagao. Além disto, w € (0, 1] é o
albedo de espalhamento simples e © é o angulo de espalhamento. A funcao de fase p(cos ©),

presente na equacao (2.1), depois de expandida em polinémios de Legendre

L
p(cos ©) Z (204 1) fy pe(cos ©), (2.2)
=0

e apos o uso da geometria esférica e do teorema da adigao para os harmonicos esféricos, como

relatado na referéncia [Segatto, 1995|, é expressada por :

p(cos ©) Z (2 = dom) Z 20+ 1) P () P (1) cosm(p — ), (2.3)
m=0 l=m
sendo
g = e (2.4
¢+ m)

com f; os coeficientes da expansao, tais que fo = 1e |fs] <1 para 0 < ¢ < L; L é o grau
de anisotropia ou de espalhamento. As fun¢oes P;"(u) indicam as fungdes associadas de

Legendre,

m m
2

PP () = (1—p?) o D) (2.5)

com py() os polinémios de Legendre de ordem /,

pe(p) = 251) 7 dd—#e (u* —1)". (2.6)
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Para a decomposi¢ao do problema sem simetria azimutal (2.1) em problemas com
simetria azimutal é utilizada a decomposi¢ao de Chandrasekhar [Devaux e Siewert, 1980].

Desta forma, é considerada a expansao de I(7, i1, ¢) em série de Fourier truncada:

Mh

I(7, 1, ) = (IT(T, ) cosm(p — ) + I (7, 1) sinm(p — cpr)) + R(p,p)e #,  (2.7)

0

3
]

onde, I (7, p) e I7'(7, ;1) sdo, respectivamente, os coeficientes dos cossenos e dos senos da

decomposicao da intensidade de radiagao sem simetria azimutal em 7, na direcao u, e

27
/ R(i, ¢")p(cos ©)dy" = 0, (2.8)
0

para p € [—1, 1] e p € [0, 27].
Pelas condigoes de contorno (2.1a) e (2.1b) em (2.7), a fungao R(u, ) é determinada

por:

L
Z(Im (0, ) cosm(p — @) + 1240, p) sinm(p — 907»)>> p>0

m=

[e=]

R(:ua 90) = I T
[ Z( (70, 1) cosm(p — @) + I (70, )sinm(gp—%))]e[f,

m=0

w<0
(2.9)

Com a substitui¢do da intensidade de radiagao, expandida conforme (2.7), e da
fungao de fase, descrita por sua expansao finita (2.3) em polinomios de Legendre, na equagao
(2.1), e, apos o uso de propriedades trigonométricas e de ortogonalidade das fungoes seno e

cosseno, ¢ obtida a equacao:

0 0 .
) + 120 )| cosmlip = )+ s g 4 2 g sinmi — )

+1

L
= %Z 20+ 1) " P (p )/ P [IZ”(T,;L') cosm(p — @) + 17(7, 1) sinm(p — gpr)]d,u/.
{=m -

1 (2.10)

O resultado expresso em (2.10) mostra que I (7, 1) e I7'(7, i) sdo solugoes da equagao



14

de transporte com simetria azimutal

8 m w - - ntm / !/
pe () 4 ) = 5 SO DR [ PR GO rdis (21
{=m -

1

para cada m, onde a notagdo I"(7, ) é utilizada para expressar, tanto I7'(7, 1), quanto
(7 ).

Agora, com a aplicagao da condi¢do de contorno (2.1a) em (2.7), seguida pela mul-
tiplicagdo da equagao obtida, primeiramente por cosm(¢ — ¢,) e depois por sinm(p — ¢,),
e com a integracao dessas equagoes resultantes no intervalo [0, 27|, sdo determinadas as

condigbes de contorno associadas a (2.11), em 7 = 0,

. 2_§ . 2
(0, ) = QWO’ / E(p, o) cosm(p —pr)dp, >0 (2.11a)
0
e
. 2 —6om [T _
L0 ) = — F(p, o) sinm(p — pr)dp,  p>0; (2.11b)
0

com procedimento analogo para a condigao de contorno (2.1b), sdo obtidos resultados seme-
lhantes em 7 = 75. Decorre dai que I7'(7,u) e I7'(7, 1) sao solugoes dos problemas de

contorno dados por:

0, " @y " -
pe )+ ) = 5 SO DR [ PR i, (242
l=m -1
com as condig¢oes de contorno
(0, ) = 2= O0um /ZWF( V56— o e, i 0 (2.12a)
= m(e — ¢, )dy, 12a
» o . Hy @ oS ¥ — $¢rjap, [

m 2 — Gom [T sin
1" (7o, ) = %O’ /0 G(p, ¢) {Cos}m(so—sor)dso, < 0. (2.12b)
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Estabelecidas as intensidades de radiacao com simetria azimutal, solugoes dos pro-
blemas (2.12) resultantes da decomposi¢io de Chandrasekhar, a intensidade de radiagao
sem simetria azimutal, solu¢ao do problema(2.1), fica completamente determinada por (2.7)
e (2.9). Portanto, a solugao completa do problema (2.1) é obtida com a resolugao de 2L + 1
problemas definidos pelas equagdes (2.12).

2.2 Uma revisao da solucio LTSy para problemas de transporte sem simetria

azimutal

Para a descricio da formulacio LTSN aplicada a problemas sem simetria azimutal,
aqui, ¢ considerado o mesmo modelo que consta nos registros da evolucao da aplicagao
do método a equacdo de transporte de radiagdo monocromatica [Segatto e Vilhena, 1994a|
[Segatto, 1995] [Vilhena e Segatto, 1996] [Brancher et al., 1999]. Até entdo, a utilizac¢do do
método, como é possivel observar no Capitulo 1, dava-se mais extensivamente na resolugao
de problemas que envolvem fluxo de néutrons. Na maioria dos problemas unidimensionais
envolvendo transporte de néutrons a dependéncia do angulo azimutal pode ser desprezada,
sem perda ou prejuizo de significado fisico.

Entao, seja o seguinte problema de radiacao unidimensional, homogéneo, com um

grupo de energia |Benassi et al., 1984a], dado pela equagao:

+1

3 oL L /
/LaTI(T/LQD)—f—I(T,MQO—Eg (2 = do,m) g 2f+1f2npe()/ P (w')
m=0 {=m

-1

(2.13)
2
></ cosm(p — @ )7, 1, ")dp'dyl,

0

sujeita as condicoes de contorno

10, p, 0) = m( — p10) (¢ — o), se pu>0 (2.13a)

(7m0, pt,0) =0 , se u<0. (2.13b)
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Escolhido o angulo de referéncia azimutal como sendo o angulo de incidéncia da
radiacao em 7 = 0, isto é, ¢, = @y, a intensidade de radiacao sem simetria azimutal, por

(2.7) e (2.9), pode ser escrita como

( L
>[I = (0, ) e E | cosmle = o) + 76— o) 8 — o) € F,
m=0
se pu>0
(7, 1, ) = ;
L
S Urpeosmle— ), se p<o
\ m=0
(2.14)

e, por (2.12), (2.12a) e (2.12b), a intensidade de radiagdo com simetria azimutal 1" (7, u),

para cadam =0, 1, ..., L, é solucao da seguinte equacao:
0 o & + , ,
g 1)+ 1) = 5 SR DI R [, @)
g _1

com condicoes de contorno,

I"(0, 1) = 5 (2 = Gom) (1 — pro), >0 (2.15a)

N | —

™ (10, 1) = 0 . u<o. (2.15b)

Como nos problemas (2.15) estao envolvidas fungoes generalizadas, ¢ feita a de-
composicao da solu¢ao I"™(7, 1) [Devaux e Siewert, 1980] [Benassi et al., 1984a] [Segatto e

Vilhena, 1994a| como segue:

T

(1, 1) = 0 ) + 5 (2= o) D1 — po) € 5. (2.16)
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Com a substituigao de (2.16) em (2.15), I["(7, p) satisfaz a equagao

+1

L
E mP Pm /Im ldl
>+, e<>/1 PO

+Q™ (1) € o,

B
pg L (T p) + L ) =

w
2

com condigoes de contorno homogéneas; no termo de fonte (Q™(u) e 7o ) a funcao Q™ (u) é

dada por:

Q1) = 52~ Gon)

w
2

> @0+ 1) 7 PP () P (o). (2.18)

A aproximacao Sy [Chandrasekhar, 1950|, obtida pela aproximagao do termo inte-
gral por quadratura de Gauss-Legendre de ordem N e pela aplicacao do método da colocagao
na variavel angular, quando é considerada como funcao teste a Delta de Dirac e usados como
pontos de colocacao as raizes p, da N-ésima ordem dos polindmios de Legendre, ¢ dada,
para cada problema (2.17)-(2.18), pelo seguinte conjunto de equagoes diferenciais lineares de

primeira ordem:

d o L<N+m N
l=m =1
(2.19)
1 " T
t3 (2 = do.m) By (po) € “0} )
com as condigcoes de contorno
[(0)=0, p,>0 (2.19a)

() =0, p, <0 (2.19Db)
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w, sao os pesos da quadratura Gaussiana |Burden e Faires, 1985,

+1 N (
M= ,UJ)
w, = E—— du , 2.20
/1 H (,uz - :u]) ( )

J#

e I'.(7) é usado para denotar a funcao intensidade de radiagao difusa na dire¢ao discreta iy,
L () = (7, ). (2.21)

As diregoes i, simétricas em relacao a origem p = 0, sao ordenadas de forma

decrescente,
—1<;LN<---<,u%+1<0<u%<---<,u2<u1<1. (2.22)

Apos a divisdo de (2.19) por p,, cada sistema de equagbes Sy pode ser escrito,

matricialmente, na forma:

% I"(7) — MPT"(7) = Q™ ¢ 7o, (2.23)
onde
T
I(r) = [IHr) T(r) - IR (r)] (2.24)
e
m m m T
Qm:{Q_l Q. @F ] | (2.25)
H1 M2 KN
com

Q' = Q" (k). (2.26)
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Em (2.23), M™ representa a matriz, de ordem N x N (N par), definida por:

( L
1 w
——+ Z(Zf—i_l)fgnplzn(uz)wzpém(:uz% s€¢ 1=
Fa 2#1 l=m
L
w
o D U ) P (), P (1), se 1)
\ " t=m

Conhecida a formulacio Sy, a seguir é utilizado o método LTSy na determinacao
de uma solucao analitica desses sistemas de ordenadas discretas. Assim, com a aplicacao
da transformada de Laplace na variavel espacial 7 de (2.23), resulta a seguinte equagao

matricial:

(sT—M™)T"(s) = I"™(0) + (1 f‘;uo) Q" (2.28)

em que a barra denota a transformacao de Laplace, s € uma variavel complexa, I é a matriz

identidade de ordem N e

T

1"(0) = [Im(0) IZ(0) --- Im(0)] . (2.29)

Através da resolucao da equagao (2.28) é obtido o vetor intensidade de radiacao

difusa transformado:

16 =BG [0+ (722 ) @7 (2:30)

1+ spy

com
~1

B"(s) = (31 - Mm) . (2.31)
O vetor I'""(7), a partir de (2.30), é escrito como:

I"(r) = B™(7)I"(0) + C™(7), (2.32)
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onde,
B"(r) = £} [Bm(s)] (2.33)
é a transformagao inversa de Laplace, e C™(7) = H™(7)Q™, com H™(7) a convolugao

H™(7) — /0 "Br(r — ) e e, (2.34)

Como cada elemento da matriz B (s) é uma fungao racional, cujo denominador é
dado pelo determinante da matriz (sI — Mm), que possui N raizes d*, 1 = 1,2,--- /N,
distintas e simétricas em relagdo a origem, a inversao da transformada de Laplace pode ser
feita analiticamente através da técnica de expansao de Heaviside [Streck, 1993].

Agora, como a matriz M™ nao possui autovalores degenerados, o célculo de B™(s)
é efetuado pelo método da diagonalizagdo [Segatto et al., 1999b|, pois, devido ao nimero
reduzido de operacoes matematicas, esse método propicia consideravel reducao no esforco
computacional. Em transferéncia radiativa esse método ja foi utilizado com sucesso, por
exemplo, na determinagao de parametros superficiais de radiagao (transmissividade e refle-
tividade) numa placa heterogénea [Segatto et al., 2001].

Inicialmente, é feita a decomposicao da matriz M™ através da relacao :
M™ = X"D™(X™) 7, (2.35)

onde D" é uma matriz diagonal, de ordem N, formada pelos autovalores de M™, e X™ é a
matriz das autofungdes associadas a esses autovalores. Com o uso de (2.35), a matriz (2.33)

é reescrita na forma

B"(r)=L""

<s X (Xm) X’”D’”(Xm)‘l)_ll , (2.36)
e, entao,

B" (1) = X" L™

(1-07) () 27
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Como
s—dp 0 0
0 s —dy f
(sI - Dm> | , (2.38)
: 0
0 0 s—dy
a inversa dessa matriz ¢ dada por
s —di"
—1 0 — :
(s - Dm> - s — dj , (2.39)
. . 0
0 0 !
i s —dy |
de onde:
erT 0 . 0
~1 0 % : m
o (s - Dm> = | — DT (2.40)
: T 0
0 R 0 erKfL

Logo, a solucao (2.32), pelo uso de (2.37), depois da substituigao do resultado (2.40),

é expressa como segue:

I"(r) = X™eP™7 (X™) 7' T(0) 4+ C™(7). (2.41)

Porém, o vetor I""(0) nao esta completamente determinado, tendo em vista que s6 %
componentes, referentes a p > 0, sao conhecidos. Para o calculo das condic¢oes de contorno

desconhecidas, a solugao (2.41) é, entdo, reescrita através da seguinte equagao:

)| _ [Bae) Bao)| (o), [ere] o)
@) [Bae) Bao)| [BO)]  [cre)
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N
onde, I'"(7), I'"(0) e C™(7), com 2 = 1, 2, sao vetores de B} componentes , e BJ(7), com
N
1, 7 = 1, 2, matrizes quadradas de ordem 5 Nos vetores, os indices 1 e 2 fazem referéncia

as > direcoes positivas e 5 direcOes negativas, respectivamente. Apos a substituicao de

T =17 em (2.42), e o uso das condi¢oes de contorno, é determinado

I (o) _ Bii(m) Bi() 0 N Ct (o) | (2.43)
0 B3 () Bi(70)| |I5°(0) C3' (o)

e, a partir da segunda equacao de (2.43), é obtido I5'(0):
m m -1 m
I;'(0) = - | Bia()|  C¥'(r). (2.44)

Desta forma, cada m-ésimo vetor solucao (2.41) fica completamente determinado.
Entretanto, a solugao apresentada tem um comportamento exponencial. Entao, pelo fato
dos autovalores d)" aumentarem em magnitude com a ordem da quadratura NV, essa formu-
lacao nao é apropriada para a resolucao computacional de problemas envolvendo grandes
espessuras ou altas ordens de anisotropia. Para a eliminacao do “overflow" originado na ex-
ponencial com argumento positivo, em tais situagoes, primeiramente é feita a decomposicao

da matriz B™(7) de modo que:

Bm(,]_) _ XmeDmT(Xm)—l — XmeDj}T(Xm>—1 + XmeDTT(Xm)—l

(2.45)
— B7(r) + B(7),
onde, os elementos das matrizes D" e D™ sao
. d™(2, ) se d™(z, ) >0
d (2, 9) = (2.46)

0 se d™(z,7) <0

d"™(s, se d™(z,9) <0
O B = (247
0 se d™(z,7) >0
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respectivamente, para d (s, 7) elementos da matriz diagonal D™.

A seguir, sendo consideradas a propriedade de invariancia na solucao da equacao
de transporte [Duderstadt e Martin, 1979] e a decomposi¢ao (2.45) da matriz B™(7) em
componentes relativos as raizes positivas (B}'(7)) e negativas (B™ (7)) [Barichello, 1995], a

solucdo LTSy é reescrita [Gongalves, 1999] [Gongalves et al., 2000] de forma que:

I"(1) = B (1 — 79)I"(10) + B"(7)I"™(0) + C™(7), (2.48)
onde
H(r) = [ Bl - g et [ B - g g (2.49)

em C™(1) = H"(1)Q™.

Assim, a mudanca de variaveis dos argumentos relativos as raizes positivas, proposta
por Barichello para o problema homogéneo, é considerada como parte efetiva da solucao, e
como tal, extensiva aos demais termos relacionados a B'(7). Isto é plenamente justificado
pela invariancia de projecao e passa pela identificacao, através da simetria imposta pela
invariancia, do par (7o — 7, —p) com a parte da solu¢do que compreende a B7(7) e (7, )
com a que compreende a B™(7).

Fisicamente, conforme anteriormente mencionado, corresponde tratar a radiacao que
desloca-se da direita para a esquerda (u, < 0) igualmente a que desloca-se da esquerda para
a direita (1, > 0). Entdo, a solucdo LTSy esta apresentada explicitamente como uma
superposigao linear da intensidade de radiagao (ou do fluxo angular, no caso neutronico),
referente a direcoes negativas e positivas.

Agora, para a determinacao dos componentes desconhecidos dos vetores I"™(0) e

I"(79), a equagao (2.48) é posta, na forma de matriz bloco, como segue:

(

BTH (
Ign(T) BTzl(

BT, 70) I} (7o)
BTzz(

) | |15 (70)

T —1To) T —
T —1To) T —

(2.50)




24

sendo mantida a mesma nomenclatura, usada em (2.42), para os indices dos sub-vetores e
das sub-matrizes.

E, a partir de

-1

()| [Bru(-m) B, [(T- B (0))1(0) - By (7)1 (r) - CF(0)

I7(0) BT21(0> B (0) <I - BT22(0)>I?(TO) — BT, (10)I7"(0) — C5'(7o)
(2.51)

onde I denota a matriz identidade de ordem &, sdo aplicadas as condicoes de contorno do

2

problema:

-1

I*(70) _ BTH(_TO) B™,(0) —C7(0) 7 (2.52)
I5(0) BTzl(O) By5(70) —C5' (7o)

e determinados os sub-vetores I5'(0) e I"(79), que contém os componentes procurados dos
vetores I"(0) e I (7p), respectivamente.

Depois do procedimento acima, todas as exponenciais na solucio LTSy tém argu-
mentos negativos e, portanto, é possivel a avaliacao dessa solucao para elevadas ordens de
quadratura. Além do que, a forma funcional da fonte nao estd mais sujeita as dificuldades e
restrigoes impostas pelo uso de algum método para o calculo do componente particular da
solucao. Essa formulacao é aplicavel a problemas com quaisquer tipos de fontes, apenas com
limitagoes comuns a integragao analitica ou numeérica.

Um outro aspecto importante a observar é que para problemas homogéneos, sem

termo fonte, a solucio LTSy é simplificada em:
I"(7) = X" (P20 4 (P )y, (2.53)

o vetor Y™ é determinado pela aplicacao das condicoes de contorno e utilizado para a
-1
determinacao de <Xm> I"(0), sem a necessidade de inversao da matriz X".
Para concluir esta revisao, como nesse problema considerado a fonte é exponencial, e
o problema a ser examinado no proximo capitulo tem esse tipo de fonte, agora é retomada a

equagao (2.23) e determinada a sua soluc¢ao particular também pelo método dos coeficientes
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a determinar |Brancher, 1998| [Segatto et al., 1999a].

Entao, para a equagao (2.23), é considerada a relacao [Kreider et al., 1972]:

-

Ip(r) =c"e o, (2.54)

onde, ¢™ é um vetor a ser determinado e I'5(7) é a solugao particular procurada.

Pela substitui¢ao de IV (7) em (2.23) resulta:

1 _T _T
|:__ I-— Mm:| ce m =QMe mo, (255)
Ho

cuja solucao, c™, é dada por

1 ~1
c" = {—— I- Mm] Q™. (2.56)
Ho

Com o uso da decomposi¢ao (2.35), o vetor (2.56) pode ser escrito como

1 - _
o — X [__ - Dm] (xm)qQr: (2.57)

Ho
e assim, a solu¢ao particular de (2.23), antes obtida através do produto C™(7) = H™(7)Q™,

pode ser expressada por:

__ Mo
—1 — pody"
m(r) = X" (X™) QM e, (2.58)
__ Mo
para (pod") # —1,2=1,--- N.
Finalmente, é oportuno ressaltar que a dada solucio LTSy revisada, para um grupo
de energia, é valida para anisotropia qualquer.
Assim, para melhor tirar proveito desses recursos, no proximo capitulo, é disponi-
bilizada uma formulacdo analitica para resolucio, pelo método £ TSy, de modelos mais

abrangentes de transferéncia radiativa na atmosfera, no formalismo de Stokes.



CAPITULO 3

SOLUCAO LTSy DA EQUACAO UNIDIMENSIONAL DE
TRANSFERENCIA RADIATIVA PARA LUZ POLARIZADA

Neste capitulo, o método LTSy é usado, pela primeira vez, na resolucio da equacao
de transferéncia radiativa com polarizacio. E considerada a formulacio final, em termos de
quantidades reais, obtida por C. E. Siewert no inicio da década de 80, para o estudo perti-
nente ao espalhamento simples da luz polarizada em atmosferas de planos paralelos finitos.
Apos a exposicao dessa modelagem e aquisicao da aproximacao Sy com enfoque matricial,
para os problemas resultantes da representacao em Fourier, é feita a analise tedrica da apli-
cacdo direta do método LTSy as equacdes Sy. E eliminado o "overflow" da solugio para
altas ordens de quadratura. As solugoes particulares, obtidas pelo método dos coeficientes a
determinar, também sao construidas por convolugoes, visando generalizacao da fonte e con-
seqiiente adaptacao da implementacao computacional. A solucao proposta permite radiacao
(incidente e espalhada) polarizada. Sao criados procedimentos que permitem uma melhora
na precisao dos resultados e dadas formulas de recorréncia para as matrizes envolvidas na

formulagao estabelecida.

3.1 Descricao do modelo

Para a formulacao das equacoes de transferéncia radiativa em um meio gasoso, a mais
conveniente representacao para a luz polarizada é por um conjunto de quatro parametros,
introduzido por Sir George Stokes em 1852, chamado de vetor de Stokes [Chandrasekhar,
1950| |[Hansen e Travis, 1974 [van de Hulst, 1983| |[Hovenier e van der Mee, 1983|. Represen-
tando por I um vetor coluna com componentes os quatro parametros de Stokes 7, Q, U e V,
esse vetor é usado para descrever completamente um campo geral de radiacao. A intensidade

de radiacao é especificada por 7, enquanto o estado de polarizagao é caracterizado por Q, U
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e V. Os parametros Q e U sao relacionados a polarizacao linear e V' a polarizacao circular.
Cada um destes parametros é uma fungao da posigao 7 e da dire¢ao (u, ¢).
A transferéncia radiativa, para os parametros classicos de Stokes, é descrita pela

equacao vetorial [Chandrasekhar, 1950] [Siewert, 1981| [Hovenier e van der Mee, 1983]:

o +

0
Hoo (7, 1, 0) + (7, 1, ) e

1 27
/ P(u, p', 0 — (r, 1, o)d'dyd (3.1)
0

com, o vetor de Stokes I(T, i, ¢) representando o vetor densidade, w indicando o albedo de
espalhamento simples (excluido o caso conservativo), P(u, i/, ¢ — ¢') a matriz de fase, T a
variavel otica, ¢ o angulo azimutal e o cosseno diretor da propagacao da radiagio (cosseno
do angulo polar, medido a partir do eixo 7 positivo); juntos, os angulos polar e azimutal,
definem a direcao de propagacao da radiagao.

Para o estudo do espalhamento da luz em atmosferas nao-homogéneas, estratificadas
em camadas planas paralelas finitas, a solu¢ao dada pela equagao (3.1) é apropriada para
T € [74,Tp]; € nesse caso, seguindo a referéncia [Siewert, 1981], sdo impostas condigdes de

contorno, para > 0 e ¢ € [0, 27], na forma:

(7o, 1, 0) = Ga(p, ) + 701 — o) 6(p — o) F (3.1a)
e
)\0 +1 27
I(7, —p1, ) = Ga(p, ) + ?L/ / I(7y, p', )l dp'dp” (3.1b)
o Jo
Em (3.1a) e (3.1b), A\g € [0,1] & o coeficiente de reflexao de Lambert, ¥ a matriz
diagonal

L = diag{1,0,0,0}, (3.2)

Gi1(p, ) e Ga(p, ) sao fungoes reais (nao generalizadas), e F, com elementos constantes, é

o vetor fluxo

T
F:[FJ Fo Fy Fv] : (3.3)
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esse vetor, presumidamente determinado, especifica o estado de polarizacao da radiacao
incidente ao contorno superior, uniformemente alinhada. A variacao angular dessa radiagao
colimada é descrita matematicamente pelas deltas de Dirac.

No presente trabalho, da mesma forma que nas referéncias [Garcia e Siewert, 1986,
|Garcia e Siewert, 1989| e [Siewert, 2000], é considerada a situagdo de uma unica camada
plana homogénea, com espessura oOtica 7y, iluminada por um feixe de raios solares incidindo
a uma dire¢ao {po,po}. Assim, a seguir é avaliada a equagao de transferéncia na forma
vetorial (3.1), para todo u € [—1,1], p € [0,27] e T € (1, = 0,7, = 70), sujeita as condigdes
de contorno (3.1a) e (3.1b), para p € (0,1] e ¢ € [0, 27|, quando:

Gi(n, ) = Ga(p, ) = 0. (3.4)

A matriz de fase P(u, 1/, o — ¢'), presente na equacao (3.1), pode ser representada
como [Siewert, 1982]:

l\DI»—

L
P, 10— ') = 5 D (2= dom) [C" (. ') cosml = ) + 8™ (1 ) sinm(p — )|, (3.5)
m=0

com L o grau de anisotropia, e os componentes C™(u, ') e S™(u, p') dados por

C"(p, i) = A", pt') + DA™ (p, ')D (3.6)
S™ (1, 1) = A" (u, 1/')D — DA™ (u, 1), (3.7)
onde
D = diag{1,1,—1, -1}, (3.8)
A" () =TI () B T (1), (3.9)
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Além disto,

P 0 0 0 |
o Te=m]t 0 RR -Tr 0
TI = .
ELE] 0 S w0 | .
0 0 0 PP

quando, P} (1) denota as fungoes associadas de Legendre, como em (2.5), e as fungoes R} (1)

e T,"(1) sao definidas [Siewert, 1981] [Siewert, 1982] por

RP () = —5 ()" | Phaali) + Pf;,_2<u>] (311)
e
TY" (1) = 5 i)™ | P alr0) ~ an,2<u>] , (312)
respectivamente, sendo i = /—1 , e
(o) ~Gotm) d—r

Prool) = (A, ) (L—p) 2 (1+4) [(1 — ) 1+ u)”m] . (3.13)

dpt=—r
para { > Sup<|m|, |p|>, com

(1
26(0 —m)!

¢ :
A, = ; (3.14)

as funcoes Pf,l’p(,u), em (3.13), sdo as fungoes esféricas generalizadas discutidas por Gel'fand
e Sapiro em 1956 [Gel’fand e Sapiro, 1956].

Por conveniéncia computacional, e em concordancia com as referéncias |Garcia e
Siewert, 1986] e [Garcia e Siewert, 1989|, esta incluido o fator [(6 - m)!/(ﬁ—i—m)!} v na
definigao (3.10).

A lei de espalhamento é definida pela colecao de constantes {Oég, Bey Ve, 0¢, €0, (g},
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tais que
Be v 0 0
a 0 0
B,— | ™ (3.15)
0 0 G —e
0 0 €y 5g

para 0 < ¢ < L. Essas constantes, calculadas em funcao das propriedades do meio e da
varia¢do do tamanho e/ou forma das particulas espalhadas, estdo tabeladas no Apéndice IT
para particulas esféricas com L = 13.

Neste problema em questao, da mesma forma que no caso escalar revisado, a condic¢ao
de fronteira, dada pelas condigoes de contorno consideradas, introduz na solugao I(7, i, ¢)
um componente que ¢ uma funcao generalizada. Entao, neste momento, a solu¢ao completa

do problema (3.1) é decomposta em uma parte de campo difuso e outra de campo colimado:

I(7, 1, 0) = T(7, . 0) + 76 (1 — 110)3 (0 — o) F e . (3.16)

O componente I*(7, u, ) satisfaz, para p € [0,1] e ¢ € [0,27], a equagao de trans-

feréncia
8 * * w 1 on ! / * / / / /
ugl (7, 1, 0) + (7, 1, 0) = w/, ) P(p, 1,0 — (7, 1, @ )do'dp’ + S(, 1, ),
(3.17)
onde
() -7
S(T,,LL,(,O) = ZP(N7u0790_900)F6u07 (318)

com as condicoes de contorno

(0, 1, ) = (3.19)
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- 1 [
I*(10, —pt, ) = Mo L [qu e+ —/ / (70, i, ") dp’dpd’ | (3.20)
T Jo 0

para € (0,1] e ¢ € [0, 27].

As equagoes (3.17)-(3.20) definem o campo de radiagao difusa a ser determinado.
Agora, para reduzir o problema (3.17)-(3.20) a um conjunto de equagdes de transferéncia
radiativa sem dependéncia da variavel ¢, é utilizada uma decomposi¢ao no angulo azimutal
() [Siewert, 1981]. Para tal, inicialmente, sao definidas [Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e

Siewert, 1989| [Siewert, 2000] as matrizes ®}*(y), para k = 1,2, por

B (p) = (2 — 0o m) diag{cosmep , cosmyp , sinmep , sinmep} (3.21)

B0 (p) = (2 — 0g m) diag{—sinme , —sinmep , cosmep , cosmep}, (3.22)

e a matriz de fase (3.5) é escrita analiticamente como:

L 2
P p'yo— @) =D Y (o — ¢ )A™ (1, 1) Dy (3.23)

m=0 k=1

a func¢ao matricial A™(p, 1) estéa definida em (3.9) e Dy é usado para indicar as matrizes

diagonais

D, = diag{1,1,0,0}, (3.24)
e

Dy = diag{0,0,1,1}, (3.25)
para k =1, 2.

A seguir, considerando o angulo azimutal de referéncia como sendo o angulo de
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incidéncia da luz, é feita a decomposi¢do do componente de campo difuso I*(7, x4, ¢) em

Fourier, de forma que:
L 2
I*(Ta 22 (P) = Z Z ‘I’Zn(ﬂp - @O)I?(Ta ,u)a (326)
m=0 k=1

para p € [—1,1] e p € [0, 27].
Com a substitui¢do da decomposic¢ao (3.26) nas equagoes (3.17)-(3.20) e o uso da

condicao

21
/ P(p, 1,0 — ") @ — @o)de’ =21 B (0 — o) K™ (1) — 1), (3.27)
0

onde K™ (u' — p) € o nucleo de espalhamento
L
K™ (i — p) =) T ()BT (1), (3.28)

{=m

sdo obtidos os problemas de transferéncia satisfeitos pelos coeficientes de Fourier I} (7, u),

m=20,---,Lek=1,2. Desta forma, cada m, k-ésimo problema resultante ¢ dado por:
0 T & +1
{=m -1

para 7 € (0,79) e u € [—1,1], onde

L

w =T
Sy (1, pt) = i > I} (1) B I} (120) Dy F e 7o, (3.30)
l=m
com condicoes de contorno
17(0, 1) = 0, (3.31)

. +1
I/ (70, — 1) = Ao So.m 014 i [,uo Feo + 2/ I (7o, ,u'),u'du'] , (3.32)
0
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para 4 € (0,1].

E oportuno observar, a solucio para o componente azimutalmente simétrico (m=0)
pode ser obtida com a decomposicao do problema em outros dois problemas envolvendo
vetores com dois componentes [Benassi et al., 1985]. Nesse caso especifico, tratado em
[Benassi et al., 1985|, o formalismo requer apenas os polinémios de Legendre e as fungoes
associadas de Legendre. Entretanto, aqui é desenvolvida a solucdo £ TSy para todos os
componentes (m > 0) na representagao em Fourier do vetor de Stokes. Entao, em ordem
de manter a mesma notacao para todos os componentes da solucao, neste trabalho nao é
usada essa referida decomposicao para m = 0. O caso geral, porém, requer o uso, tanto das
fungoes associadas de Legendre P;*(j), como das combinagoes R)*(u) e T;*(p) das fungoes
esféricas generalizadas.

Assim, a solucao completa, determinada a seguir, é obtida pela resolugao de 2L + 2

problemas definidos pelas equagoes simultaneas (3.29)-(3.32).

3.2 Aproximacao Sy com enfoque matricial

O sistema de equagoes de ordenadas discretas para cada problema (3.29)-(3.32), com

n=1,---,Nepe€[-1,1], é dado por:

L N
d m m w m m m m
fn i (T) + I () = 5 Z T} (14n) By sz I (p) T, (1) + S (7), (3.33)
l=m 1=1
onde
=L
ba(7) = 5 DT (1) Be I (o) D Fre 0, (3.34)
{=m
com as condicoes de contorno
Z,Ln(o) = 07 k = 172a m 2 07 (334&)

Liy(m0) =0, k=12 m>1, (3.34b)
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I ,(70) = Ao (Mo (Fy) ¢ Ho + 2%% j{{l(m)m) 0 0 o] ) (3.34¢)
1=1
[§]
18,19<TO) =0, (3.34d)
parad=N+1—-nn=1,---,5 e pe(01].

'
Aqui, I} (1) = L'(7, i) € Sy, (1) = S}'(7, ptn) representam, respectivamente, os
componentes de Fourier do vetor campo difuso e do vetor fonte em 7 e nas direcoes discretas
fin; para I}, (7) correspondem: J,7 (1), Q. (7), Ui (7) e Vi (7). A notagao w, continua
sendo usada para os pesos gerados pela quadratura de Gauss, assim como u, € (0,1], para
n=1-- 3 ep, €[-1,0), paran=(§+1),---, N, sdo as direcdes discretas. A integral
presente em (3.32) esté sendo aproximada em (3.34c) por quadratura de Gauss-Legendre de
ordem N, com % pontos.

Apos a divisao de (3.33) pelas diregoes discretas p,, raizes do N-ésimo polinémio

de Legendre,

I - [%;@%nmm T (1) 1) z:zm] - Sp. (339)

cada sistema Sy pode ser escrito, matricialmente, na forma:

LI (r) ~ MOTL(7) = L), (3.36)

com M™ uma matriz bloco quadrada de ordem 4N. Os elementos dessa matriz M™, deno-

tados como M™

> sao dados por

M = Zajzla"'7N7 (337)

sendo I a matriz identidade de ordem 4 e as N? sub-matrizes quadradas A7, também com
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ordem 4, descritas como
L
Al =D T ()BT (11y); (3.38)

{=m

as matrizes IT}* (1) e By, presentes em (3.38), estdao definidas em (3.10) e (3.15), respectiva-
mente.

Ainda em (3.36), o n-ésimo componente do vetor

LZ”(T)I[IZH(T) e () e IZfN(T)] (3.39)

de ordem 4N, é dada pelo sub-vetor I};’fn(T), de ordem 4, contendo os parametros de Stokes

do vetor campo difuso para os indices de Fourier m e k:

T

o (T) = | T (7) wn(T) US(T) VIR(T)] - (3.40)
O vetor fonte S;*(7), também de ordem 4N, pode ser representado pelo produto
S (r) = Ny e o (3.41)
quando sao definidos os vetores €2, para k = 1, 2, por

leDlF:[Fj Fo 0 O}T (3.42)

T
Q, = D,F = [o 0 Fy Fv} : (3.43)

e N™ é usado para indicar a matriz bloco, de ordem 4N x 4, com elementos as seguintes N

sub-matrizes de ordem 4:

w

N =

(2

L
> I (p)Be I (o), com v=1,---, N. (3.44)

l=m
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3.3 O método LTSN no formalismo de Stokes

A seguir, é obtida a solucdo LTSy vetorial, com mudanca de variaveis, para os
problemas de ordenadas discretas que constam na secao anterior. Desta feita, é aplicada
a equagao matricial (3.36) a transformada de Laplace na variavel espacial 7, resultando a

equacao algébrica dependente da variavel complexa "s":

(sI—Mm> T (s) = I(0) + S1'(s), (3.45)

onde a barra denota a transformacao de Laplace.
Com a resolugao analitica dessa equagao simbolica (3.45), é obtida:
Zi(0) + S) (s)

Ty(s) = (sT-mm) " , (3.46)

com

I/Z”(O)le,‘l(o) e LL0) - Z,LN(O)]' (3.47)

Assim como no caso escalar, o vetor Z;*(7), com a inversao da transformada de

Laplace em (3.46), também de forma analitica, é escrito como:

Mr)=L"" [(sI — ./\/lm)_l Z(0) +Hp (r), (3.48)

onde H}*(7) é a solugdo particular de (3.36).

Como estd claro em (3.48) que a matriz associada a solugdo LTS vetorial ndo
depende de k, agora os indices de Fourier sao suprimidos da notacao explicita, a fim de obter
uma notacao mais concisa.

Na inversao analitica da matriz simbdlica <s I— M) é utilizado o método da diago-
nalizagao. Esse método, com vantagens computacionais anteriormente enfatizadas, é apro-
priado para a resolucao de problemas que demandam elevada ordem de quadratura.

Aqui, os autovalores da matriz M podem ser ntimeros complexos. Sendo assim,
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para a diagonalizacao dessa matriz, é necessaria uma generalizacao do método original da

diagonalizagao [Segatto et al., 1999b|, de forma a obter a abrangéncia desses autovalores.
Entao, sejam D a matriz, de ordem 4N, que contém os autovalores de M e X a

matriz dos autovetores associados a esses autovalores. Inicialmente, por analogia ao caso

escalar, é considerado que a matriz M pode ser decomposta de modo que:

M=XDX (3.49)
de onde,
—1 —1
o (s I M) —xc! (31 - ]D)) X (3.50)
Agora, com a simbologia
D; =Re(D) e D, =Sm(D), (3.51)
é obtida a expressao:
—1
£ (sI — ]D)> = (™1 cos (1Dy) 4 i e ™) sin (7). (3.52)

3.3.1 Solugio LTSy vetorial homogénea

A solugao da versdo homogénea de (3.36), com o uso de (3.50) e (3.52), é escrita

inicialmente na forma:
I(r)= [-)ﬁ + iyl] [e(TD” cos (TDy) + i el ™) sin ( 7']D2)} [X2 + in}I(()), (3.53)
para

Xy =Re(X) e Y =Sm(X), (3.54)
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X, = Re <X‘1> e Vo»=Sm (X‘1>. (3.55)

Considerando que Z(7) € R* e as matrizes (e{™1)), (cos (7Dy)) e (sin (7Dy)) co-

mutam, sao determinadas

[(Xl sin (7Dq) + Vi cos ( TDQ)) el &,

+ <X1 cos (7Dg) — Yy sin ( TID>2)> VY, Z(0) =0 (3.56)

[(Xl cos (7Dy) — Yy sin (TID)2)> (™01 x,

— <X1 sin (7IDy) 4+ W cos ( TDQ)) el™PIY, 1 T(0) = Z(7). (3.57)

E, entdo, procedendo a mudanca de variaveis, usual no método LTSy, na parte

real de D, a solucdo LTSy vetorial homogénea, a partir de (3.57), fica reduzida a:

I(r)= (Xl cos (7Dg) — Y sin (7']D>2)> A gt — (Xl sin (7Dg) + Y4 cos (7']D)2)> ) w2,

(3.58)
com
7di(2,1), se di(z,2) <0
E(r) = , (3.59)
(T - TO) dl(Z7 Z)a se d1<27 Z) > 0
para di(z,2) elementos da diagonal de Dy e
U= 00X, 1(0), (3.60)

U2 = ¢ EOy), 7(0) (3.61)
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vetores modificados em conseqiiéncia da mudanca de base.

3.3.2 Solucao LTSN vetorial particular

Primeiramente, através do mesmo procedimento tratado na teoria escalar para o
método dos coeficientes a determinar, as solugoes particulares (k = 1,2) da equagao (3.36)

sao escrita como:
H(r) = %+ [—i I-D) - i NQeE e RY, (3.62)

os calculos dessas solugoes, para um mesmo m, diferem estritamente na atribuicao de €2; ou
2y ao vetor 2.

A seguir, supondo as matrizes diagonais

A:éﬁe[—uil—m}l e B:%m[—il—m}l, (3.63)
0

sao obtidos os respectivos termos gerais

A1) = ~to(1+ o (1,0)) (3.64)

(14 podi(2,2))” + (110 d2(2,2))”

B(1,1) = (1) 2(0,) 1=1,--- 4N, (3.65)

(1+ o dl(ZJ))Q + (1o d2(271))2 ’

para fio(di(z,0)£ida(2,0)) # —1, e onde di(2,2) , da(2,2) sdo elementos das matrizes diagonais
D, Dy, respectivamente.

E assim, as solucoes particulares procuradas sao dadas por:
H(r) = { (%A - ViB)x, - (4B +)1A) yQ}N Qe 7. (3.66)

Essas mesmas solucoes podem ser determinadas como segue, sendo importante, neste

momento, salientar novamente a simetria das dire¢oes p, em relagdo a origem (critério sa-
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tisfeito com a escolha da formula de Gauss para o conjunto de quadratura {f,, w, }):

H(r) = { [Xlﬂl(T) . yl]IQ(T)] Xy — [Xl]lg(T) o (T)] yz}/\/ Q, (3.67)
I (2,2)(7), se di(z,2) >0

I(r) = (3.68)
I (2,2)(7), se di(z,2) <O

5 (2,2)(7), se di(z,2) >0
Iy(7) = : (3.69)
I5 (2,2)(7), se di(z,2) <O

onde, I (z,2)(7), Iy (2,2)(7), 13 (2,2)(7) e I;(2,2)(7) sdo as convolugdes

I (2,0) (1) = /T cos[(7 — €)da(2,7)] e[(r—g)dl(m)] s dt
= co(s, 2){C1(2, ?) [—e_»fo + cos[(T — 70)da(1,2)] eg(z,z)(f)]

+da (2, 2) sin (7 — 7o)da(2, 2)] eg("’z)m}, (3.70)

Iy (2,2)(7) = /OT cos[(T — €)da(2,2)] elo-9m0n] =5 ge
— m(z,z){q(l, 7) [—eJo + cos[7dy(2,2)] erl(z,z)]

+da(2,2) sin[rdy(1,2)] ™) }, (3.71)
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H;(Z, (1) = /T Sin[(T — &)da (e, Z)] e[(r—g)dl(m)] e,‘% de

= c2(s, l){dz(l, ) [efo — cos[(T — 79)da(2,1)] eg(m)(r)]

+c1(2,2) sin[(7 — 7o)d2(2,2)] eg(“)(T)} (3.72)

I5 (2,2)(1) = /OT sin[(r — £)da(1,1)] elr-omn] =5 ge
- CQ(Z>Z>{d2(Za ?) [6_;0 — oS [sz(Z,Z)} erl(“)]

+c1(2,0) sin[7d(2,7)] 1) }; (3.73)

as notagoes

g(1,2)(7) = =70 c1(2,2) + T di(2,2), (3.74)
(10) = dy(n,0) + - (3.75)
110 — Ui\, 1o ; .
Cca(2,1) = ! 5 (3.76)

(di (s, Z))Q + %dl(z,z) + (ui)2 + (da(2,2))

i\ 1 ) ~ . . ey ~ . .,
para da(z,1) # iz(ﬂ“;+(”)) , sao indicadas somente para facilitagao computacional, ja que
essas expressoes repetem-se nos resultados das integrais (3.70)-(3.73). Neste trabalho as

convolucoes nao foram implementadas.

3.3.3 Calculo das condicoes de contorno desconhecidas

O céalculo das condicoes de contorno em 7 = 0, desconhecidas para p < 0, deve ser
feito através da resolugao de sistemas algébricos de equagoes lineares a partir das condigoes

de contorno do problema.
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Para tal, primeiro é designada uma notagao matricial em blocos, tanto para a solugao

geral, como para a equagao (3.56), agora representadas por

(1) = BY7)V! + B*(1)¥? + H(7) (3.77)

0 = B*(7)¥! + B*(1)V?, (3.78)

de maneira que:

nn|  [Bun) BLr) B Bum| (W] [Hm)]

22(7') _ 851(7) 8%2(7') 831(7') 632(7') ‘Ilé n H2(7') : (3‘79)
0 6?1(7') 819’2(7) 8%1(7) Bﬁ(ﬂ ‘I’% 0

0 _831(7) B () By(r) Ba(r) _‘I’%_ 0]

os sub-vetores tém 2N elementos e as sub-matrizes sao quadradas de ordem 2/V.
E, entdo, sdo aplicadas a (3.79) as condigoes de contorno do problema, tanto para

k =1, como para k = 2, obedecendo a forma continuada
I(7) = B ()" + BX(r)®? +i <B3(r)\111 + B4<T)\1/2) +H(r). (3.80)

Das equagoes (3.34a)-(3.34d), somente o caso m = 0 com k = 1 requer que sejam
consideradas condig¢oes de contorno nao-homogéneas. Nesse caso, por (3.79) em 7 = 0 e

T = Ty, € escrito

o | [BLo) BLO) B0) B0 | [wt] [0

I(V+UZi (1)) _ Bi(10) Biy(m0) B3i(10) Biy(1o)| |3 N Ha(1o0) (38D
0 BL0) BL(0) BL(0) BLO) | |2 0

0| |Bi) Bh(n) Bhim) Bh(m)| [®3 | o

com V, o vetor coluna de ordem 2N, e U, a matriz quadrada também com ordem 2/, tendo



por elementos

0

Vo= dopo (F7) € #o

e
oy Wy
0
UUIQ)\O
0
0
1] = 17 7%

B (2N)
sendo I a matriz identidade de ordem 4.
De (3.81) resulta:
B1,(0) B1,(0) B3,(0) B3,(0)
IB%1<TO) - UB%l(TO) IB%z(T@ - UB%Q(TO) IB%l (7'0) - UB%I (7'0) IB%Q(TO) - UB%2(7'0)
B},(0) 133,(0) B, (0) B1,(0)
i 631(70) B§2<TO) 331(7'0) 632(7'0)
4 —H,(0)
y \I’% _ V4 UHl(To) — IHQ(TO)
P2 0
A1 0 |

i

o o o O

o o o O
o o o O

, respectivamente; a matriz I = I7! ¢ a matriz quadrada
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(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)
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Param =0 com k=2 e todo m>1com k =1, 2, sao verdadeiros:

0 Bi1(0)  Bip(0) BH(0) Bh(0) | | ¥ H1(0)
0| [Bu(r) Bxnlrn) Bi(r) Bh(m)| | ¥ N Ha(70) (3.86)
0 B} (0)  B(0) Bii(0) Biy(0) | | 0
_O_ B3i(10) B3 (1) Bsi(7o) 832(70)_ _‘I’%_ i 0 |
e
Bii(0)  Bi(0) BH(0) BH(0) | | ¥ ~H1(0)
B3 (o) Baa(ro) B3i(10) Bia(mo)| P3| | —Ha(mo) (3.87)
Bi(0)  Biy(0) Bii(0) Bi(0) | | ¥ 0
_B§1<TO) B3 (10)  B3i(70) B§2<TO)_ _‘I’%_ 0]
E interessante distinguir que nos problemas com luz incidente ndo-polarizada, para
m = 0,---,L ek = 2, a equagao (3.77) é uma equacao homogénea e as condi¢oes de

contorno do problema também sao homogéneas. Portanto, nessa situacao especifica, em
(3.87) é obtida a solugao trivial.

Finalmente, convém destacar duas caracteristicas relevantes na solucdo LTSy ve-
torial, agora completamente determinada com o célculo das constantes arbitrarias:

(1) As solugoes homogénea e particulares estdo divididas, em (3.58) e (3.67), em
componentes que apresentam somente diregoes positivas (u, > 0) ou diregdes negativas
(1n < 0), assim como no caso escalar. Entao, essa solu¢ao proposta também é adequada
para elevadas ordens de IV, sem risco de "overflow".

(2) Por (3.1a) e (3.3), fica claro que essa solucao ¢ valida até mesmo para luz incidente

que ja é polarizada (circularmente).

3.4 Dependéncia angular continua

Na formulacio LTSy vetorial apresentada, o vetor I}*(7, ) é obtido nas direcoes
discretas p,. O calculo de I}'(7, 1) em uma diregao distinta das N diregoes p,, pode ser
efetuado através de interpolacoes polinomiais. Porém, a precisao dos resultados pode ser

influenciada pela escolha do grau do polinomio interpolador. Entao, para o aperfeicoamento
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da solucdo obtida, agora é desenvolvida a formulacdo £ TSy vetorial com dependéncia
continua na variavel angular. O termo integral da equacao de transferéncia é calculado
com a formulagao da segao anterior, e, ap6s a substituicao do valor encontrado, a equagao
diferencial resultante é resolvida analiticamente.

Assim, na equacao

d m 1 m
E Ik: (7—7 M) + p Ik: (7—7 M) - fl::n(Tu :u)u (388)
com condicoes de contorno
L'0,p) =0, p>0 (3.89)
e
I?(T(]?/'I’) - glzn(TOJ N)? < 07 (390)
a fungao F"(7, 1) é definida por
o al 1
Fir(r ) = @;H?(M)Be ;wn I} (1), (7) + 5 T (10) Dy B 6_“0] . (391

onde I, () é a solugao do problema em ordenadas discretas.

A solugao da equagao diferencial ordinaria (3.88) é da forma:

I (7, ) = ¢ n [I?(O,u) + /OT Fi(n, ) e dn] : (3.92)

Pela condi¢ao de contorno em 7 = 0, a funcao I}'(0,x) é nula se p > 0. Para
determinar I;'(0, ), para u < 0, é considerado 7 = 7y em (3.92) e sdo usados os resultados

de I} (79, 1) = G (70, 1), para u < 0. Entdo, a solu¢ao (3.92), com o uso de propriedades de



integrais, é dada por
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4 T
6_“/ Fi'(n, p) ex dn, se 1>0
0
L (7, p) =

. (3.93)
e [elo g,;”(ro,u)—/ Fi(n, 1) ek dn], se pu <0
\ T

Agora, as integrais que aparecem em (3.93) sdo calculadas de forma analitica. Para
i > 0 sao encontrados:

. L
_T n w m
e / Fi(nm) en di = > TI()By
0 =

P

N
Z wy, T17* (1)
n=1

e ® T n
- Imn(”) er dn
7 /0 "
(3.94)
1 67ﬁ T _n n
45 T () D, F e el dn|,
2 K Jo
com
4 _ T T
(e — e F)
i S e i
—u — Mo
‘ #/ e o en dn = (3.95)
K Jo .
TE H
»  S€ M= o
\ K
675

/ I, (n) endn  calculado matricialmente em
0

/ B'(n)w! er dn—l—/ B2(n)w? er dn
0

0

(3.96)

+/OT H(n)en dn].



Quando p < 0 em (3.93):
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_z [T n @ & al eh [T n
e n / Fi () e dy = = S OP()Be | > w, I (1) P / I (n) er dn
T f=m n=1 T
(3.97)
_T 0
+5 I (10) Di F . / e en dﬂ],
onde
(To(*uﬂto) _1) _ T
Iu0<@ Ho K © — e uo)
. - ,8€ [ F flo
€_E 70 _n n /’L - /’LO
/ e mo endn = (3.98)
BoJr B}
(o —T)e =
-, se K= Ho
\ M
e, por analogia ao caso anterior,
Z(n)er dn = B (n)®- ex dn +
BoJr HoJr

/ B (n)®” e dn

(3.99)
TO n
+/ H(n)er dn|.
E, finalmente, para p = 0, a solugao (3.92) é obtida de:
(7, p) = lim w7 (r ), 7 # 0,70, (3.100)
pn—
(0, p) = lim p 70, ) (3.101)
p—0-

L' (70, ) = Hm p Fi" (70, ).
p—0F

(3.102)
Agora o célculo de I}'(7, ) pode ser realizado em qualquer dire¢do u, sem a ne-
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cessidade de procederem-se interpolacoes. Cabe ressaltar que no presente trabalho nao foi

implementada a versao para p continuo.

3.5 Implementacao da matriz associada 4 matriz simbdlica
O céalculo computacional de M™ pode ser realizado a partir da decomposicao:

m m

1 1IN
Mm:%A : L W= A, (3.103)
N ARy
com
1 1 1
A:dz'ag{—I,—I,--~,—I} (3.104)
H1 H2 N
e
W = dz’ag{wlI cwill, e wNI}, (3.105)

onde I representa a matriz identidade de ordem 4. As matrizes A}, anteriormente definidas,
sao dadas em termos das matrizes IT}" (). Para a implementagao computacional das matrizes
IT)" (i) foram informadas formulas recursivas na referéncia |Garcia e Siewert, 1989| que
perfeitamente atendem ao interesse (3.103).

Entao, seguido essa referéncia, inicialmente sao definidas

P ), €>m, (3.106)

(3.107)
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9 L (3.108)
\ ZZ (/1“) (é + m)| |: l (/J“) + l (M)}a - ma’X{ 7m}'
A seguir, as matrizes IT}"(p) sdo descritas por
0} () = 8" diag { X" (), Y{" (1), 27" (), X7" ()} 8. (3.109)
onde S é dada como
1 0 00
0 1 10
S = (3.110)
0 -1 10
0 0 01

Para o célculo das fungoes Xj*(p), Y;*(p) e ZJ*(n), para p € (0,1], sao dadas as

formulas recursivas:

-

(0417 =] XLy n) = 20+ D XP () — (@ = m?)E Xy (0), £2m, (3110)

a1 Yo (p) = 20+ 1) |+ W+ 1) Y (p) —ag" Yy, €= max{2,m} (3.112)
[§]
a1 2 (1) = (20 + 1) | — W+ Zi'(p) —ay" Zj%y, €= max{2,m}, (3.113)




20

onde
(= m2)( - a)]
all = ; , (3.114)
juntamente com os valores iniciais
(1) = sm(1 = p?)%, (3.115)

) = Y20 =), ¥ = 0= (- )

(3.116)
Yo (1) = spmrm(l — M)Q(l - ,UQ)%_1>
0 0 1 1 2\1
Zy(n) = Ya(p), - Zo(p) = —5 (1 + p)(1 = )2,
(3.117)
Zy (1) = ST (14 p)?(1 — )2 7
os coeficientes s,, e r,, sao determinados por
S = (2m — DN1[(2m)!] 2 (3.118)
e
1
m(m — 1) ’
m = , 3.119
r (m+2)(m+ 1) (3.119)
respectivamente, sendo
1, se m=20
(3.120)

(2m — Il = :
2m—-1)2m—3)---1, se m>0

Agora, as matrizes IT}"(u) podem ser obtidas, para p € [—1,0), a partir dos valores
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ja calculados para p € (0, 1], usando

I (—p) = (~1)* "DII} (1)D, (3.121)

com D a matriz diagonal (3.8).
Com vistas a obtengao de economia computacional no algoritmo da solucao desen-

volvida e considerando (3.121), aqui, é observado que por

I (1) BT} () = DIL (1) B.IL} (1,)D, (3.122)
resulta
.A;? = DAZ?]* D, (3.123)

quando*=N+1—-2 e 5 =N+1—-).
As consideracoes desta secao também sao validas na implementacao das matrizes

N™ usadas na construc¢ao do vetor fonte. Pois, ambas matrizes Al e N™ sao definidas em

fungao de II"(p).

3.6 Aspectos computacionais da solugao

Na solucao LTSy, para encontrar as constantes de integracio, tem de ser resolvido
um sistema linear. Para evitar erros de aritmética computacional com o crescimento do sis-
tema e melhoria da "performance" computacional da solu¢cio LTS, foi usado por [Orengo,
2002, no caso escalar, um método iterativo |[da Cunha, 1997| para calculo dessas constantes
de integracao. A justificativa dessa investigacao decorreu do fato dos métodos iterativos
serem praticamente insensiveis ao crescimento dos erros de truncamento ou arredondamento,
tornando mais confidveis ainda os resultados para N grande. Além disso, nao ha transfor-
macoes lineares, ou seja, o sistema original ¢ mantido durante todo o processo.

E importante salientar que o codigo desenvolvido para a solucao LTSy vetorial,
primeiramente, com o método de eliminacao de Gauss, gerou bons resultados interpolados

para NV < 30. Entretanto, para N > 30 os resultados s6 apresentaram-se precisos quando
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foi usado o método iterativo [da Cunha, 1997|.

Um segundo aspecto computacional a ser observado, na solugao desenvolvida, diz
respeito aos autovalores da matriz associada a essa solucao. Os autovalores quase repetidos
que ocorrem na solucdo LTSy vetorial, em quantidades crescentes nos limites albedo — 0
ou m — grau de anisotropia, nao chegam a acarretar problemas computacionais a essa
solucao, pois a matriz LTSy continua sendo diagonalizavel.

Outro aspecto relevante diz respeito a ordem do sistema linear: os testes realizados
na implementagao do c6digo evidenciaram a possibilidade de reducao na ordem desse sistema,

de 8N para 4N, supondo a solu¢cao homogénea da forma
Z(r) = B(1)Y &, (3.124)
com
B(t) =X, (COS (7Dy) — sin (TDQ)) - (sin (TDg) + cos (T]DQ)) (3.125)

e YT determinado sem a necessidade de inversao da matriz dos autovetores, assim como
no caso escalar; a determinacao das solugoes particulares pelo método dos coeficientes a
determinar, também sem efetuar a inversao da matriz dos autovetores, pode ser feita com a

resolucao de

[—iI—M}CzNQ (3.126)

pelo método de eliminacao de Gauss.



CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta um exemplo do uso da técnica exposta no presente trabalho.
Os resultados numéricos obtidos sao comparados com referéncias da literatura para validacao

do método e do cédigo computacional desenvolvidos.

4.1 Problema-teste

Para ilustrar a aplicacao do método, os algoritmos sao testados para o modelo que
estd resumido na tabela a seguir. Nesse problema, é considerado que o raio de luz incidente

é definido tendo F'7 = 1 como o tinico componente nao-nulo de F.

Tipos de particulas L  Ag w Ty o

esféricas 13 01 099 1 0.2

Tabela 4.1 — Problema-teste

Sao consideradas particulas com raio efetivo 0.2um, variancia efetiva 0.07, indice de
refracao 1.44 e luz com comprimento de onda 0.951um. Os coeficientes de espalhamento,
calculados por [de Rooij e van der Stap, 1984|, foram tabelados na referéncia |Vestrucci e
Siewert, 1984]. Essas constantes foram calculadas para o caso w = 1; entretanto, seguindo
novamente as sugestoes de [Garcia e Siewert, 1986] e [Garcia e Siewert, 1989|, para permitir
um pouco de absorcao e evitar que essas constantes da teoria béasica de Mie sejam recalcu-
ladas, aqui sdo usados @ = 0.99 e as mesmas constantes informadas em [Vestrucci e Siewert,
1984]. Os valores desses coeficientes de espalhamento estdo anexados, a este trabalho, no

Apéndice II.
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4.2 Tabulacao e anilise de resultados numéricos

Os resultados numéricos para o problema-teste foram obtidos com a implementacao
dos algoritmos em Fortran 90 [Ellis et al., 1998| [Chapman, 1998|, utilizando-se precisao
dupla, em um computador tipo Pentium III, 1 GHz e 256 Mbytes de memoria RAM. Esses
resultados foram determinados com o auxilio de rotinas numéricas do pacote IMSL [IMSL
Library, 1995|. O uso de rotinas de outros pacotes, como LAPACK [Anderson et al., 1992]
ou EISPACK [Smith et al., 1976|, pode influenciar na precisao dos resultados; porém, aqui,
ainda nao foi verificada a preponderancia dessa escolha.

Os algoritmos foram testados, com ordem de quadratura N = 50, 100 e 150, para
o mesmo problema resolvido por [Garcia e Siewert, 1986| pelo método GSH, com N < 449,
e |Garcia e Siewert, 1989| pelo método Fy, com N < 400. Assim, os valores informados por
esses autores sao considerados, aqui, como valores referenciais.

Os valores tabelados a seguir, com sete digitos significativos, dizem respeito ao

campo difuso

I*(7, 1, 0) = I(7, 1, ) — w(1t — p10)3 (0 — po)F e, (4.1)

para o azimute entre o raio de luz incidente e a direcao de observagao ¢ — o =0, 3
e 7. Esses resultados foram obtidos pelo método LTSy, com N = 150, e interpolados
através de "spline" ctubico para encontrar a solugao nos pontos p € [—1,1] com py = —1,
1 = M, + 0.1, 2 =1,...,20. Nos extremos desse intervalo a precisao dos resultados
decresce, pois os resultados sao extrapolados.

A andlise desses resultados é inicialmente apresentada para cada conjunto dos quatro
parametros de Stokes tabelados. Ao final deste capitulo a avaliacao dos resultados é feita
separadamente para cada parametro de Stokes.

E interessante destacar que os parametros Q, U e V, em contranste com a teoria
escalar onde somente a intensidade de radiacao é procurada, podem ser positivos, negativos
e, de fato, nulos.

Nas situagoes em que ¢ — @9 = 0e ¢ — ¢y = m, para evitar excessivas tabulacoes

no corpo do presente trabalho, sao omitidos os parametros Y =)V = 0.
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1% T=0 T =0.05 T =0.1 T=0.2 T=0.5 T =0.75 T=1
—1.0  5.624547(-02)  4.977640(-02)  4.418495(-02)  3.520074(-02)  1.973032(-02)  1.285600(-02)  8.746604(-03)
0.9 0.048554(-02)  7.818099(-02)  6.772202(-02)  5.152775(-02)  2.524119(-02)  1.477990(-02)  8.746604(-03)
—0.8  1.255926(-01)  1.075001(-01)  9.221187(-02)  6.872307(-02)  3.150410(-02)  1.713122(-02)  8.746604(-03)
0.7 1.677989(-01)  1.428048(-01)  1.217246(-01)  8.952006(-02)  3.928035(-02)  2.016869(-02)  8.746604(-03)
—0.6  2.193283(-01)  1.859103(-01)  1.578019(-01)  1.150342(-01)  4.904559(-02)  2.414699(-02)  8.746604(-03)
—0.5  2.820248(-01)  2.301466(-01)  2.023611(-01)  1.466048(-01)  6.145553(-02)  2.046499(-02)  8.746604(-03)
0.4 3.626568(-01)  3.058748(-01)  2.582159(-01)  1.862232(-01)  7.748634(-02)  3.680002(-02)  8.746604(-03)
—0.3  4.651974(-01)  3.916189(-01)  3.208883(-01)  2.369688(-01)  9.861600(-02)  4.738996(-02)  8.746604(-03)
0.2 6.028249(-01)  5.064644(-01)  4.255099(-01)  3.040716(-01)  1.269290(-01)  6.363331(-02)  8.746604(-03)
0.1  8.021380(-01)  6.726377(-01)  5.629964(-01)  3.985084(-01)  1.644469(-01)  8.945688(-02)  8.746604(-03)
0.0 1.080239 0.620764(-01)  7.950220(-01)  5.541088(-01)  2.166804(-01)  1.198682(-01)  8.746604(-03)

0.0 0.629764(-01)  7.950220(-01)  5.541088(-01)  2.166804(-01)  1.198682(-01)  6.978936(-02)
0.1 4.125440(-01)  5.966132(-01)  6.373199(-01)  3.099156(-01)  1.633607(-01)  9.578007(-02)
0.2 2.328935(-01)  3.771691(-01)  4.936331(-01)  3.641733(-01)  2.205538(-01)  1.335006(-01)
0.3 1.586281(-01)  2.678238(-01)  3.806567(-01)  3.534085(-01)  2.487060(-01)  1.667807(-01)
0.4 1.164212(-01)  2.009440(-01)  2.987768(-01)  3.183145(-01)  2.493582(-01)  1.832167(-01)
0.5 8.808200(-02)  1.541926(-01)  2.360922(-01)  2.760847(-01)  2.336234(-01)  1.844537(-01)
0.6 6.702181(-02)  1.185437(-01)  1.854870(-01)  2.326400(-01)  2.089701(-01)  1.747576(-01)
0.7 5.028062(-02)  8.971269(-02)  1.429204(-01)  1.900233(-01)  1.794346(-01)  1.575545(-01)
0.8 3.634597(-02)  6.536547(-02)  1.059121(-01)  1.487002(-01)  1.470642(-01)  1.350574(-01)
0.9 2.415409(-02)  4.384830(-02)  7.242885(-02)  1.080058(-01)  1.122580(-01)  1.080588(-01)
1.0 1.016841(-02)  1.888838(-02)  3.264071(-02)  5.536772(-02)  6.333951(-02)  6.629493(-02)
Tabela 4.2 — Parametro de Stokes J (7, i, ) para ¢ — oo = 0
o T=0 T = 0.05 T=0.1 T=0.2 T =20.5 T =0.75 T=1

—1.0  -2.261250(-02)  -1.846489(-02)  -1.508853(-02)  -1.014143(-02)  -3.205281(-03)  -1.072626(-03)
—0.9  -3.258035(-02)  -2.648636(-02)  -2.156785(-02)  -1.442698(-02)  -4.592892(-03)  -1,600600(-03)
—0.8  -3.504741(-02)  -2.825643(-02)  -2.283726(-02)  -1.507353(-02)  -4.711955(-03)  -1.688873(-03)
—0.7  -3.495010(-02)  -2.786011(-02)  -2.228105(-02)  -1.442047(-02)  -4.357865(-03)  -1.610742(-03)
—0.6  -3.276879(-02)  -2.568004(-02)  -2.020447(-02)  -1.266185(-02)  -3.575044(-03)  -1.374195(-03)
—0.5  -2.866602(-02)  -2.182520(-02)  -1.667813(-02)  -9.818396(-03)  -2.333590(-03)  -9.552819(-04)
—0.4  -2.275801(-02)  -1.634947(-02)  -1.171521(-02)  -5.854691(-03)  -5.588178(-04)  -3.010069(-04)
—0.3  -1.524660(-02)  -9.347041(-03)  -5.342852(-03)  -7.197337(-04)  1.874999(-03)  6.927324(-04)
—0.2  -6.652175(-03)  -1.107935(-03)  2.284660(-03) 5.586049(-03) 5.149288(-03) 2.242390(-03)
—0.1  1.416238(-03) 7.419768(-03) 1.056779(-02) 1.281684(-02) 0.384422(-03)  4.792407(-03)
—0.0  1.674401(-03) 1.179350(-02) 1.691964(-02) 1.991255(-02) 1.428624(-02)  8.337309(-03)

0.0 1.179350(-02) 1.691964(-02) 1.991255(-02) 1.428624(-02) 8.337309(-03) 2.596323(-03)
0.1 6.116580(-03) 1.229974(-02) 1.997595(-02) 1.892005(-02) 1.210527(-02) 6.007807(-03)
0.2 3.769465(-03) 8.057935(-03) 1.494221(-02) 1.930129(-02) 1.458552(-02) 8.820524(-03)
0.3 1.787881(-03) 4.365076(-03)  9.403325(-03) 1.578575(-02) 1.394985(-02) 9.849225(-03)
0.4 -9.063905(-05)  8.607662(-04)  3.784082(-03) 1.013621(-02) 1.060568(-02) 8.540050(-03)
0.5 -1.875801(-03)  -2.474187(-03)  -1.736185(-03)  3.377219(-03) 5.388513(-03) 5.179172(-03)
0.6 -3.521385(-03)  -5.562327(-03)  -6.967000(-03)  -3.832143(-03)  -9.808854(-04)  2.769939(-04)
0.7 -4.955319(-03)  -8.278661(-03)  -1.168212(-02)  -1.096984(-02)  -7.893936(-03)  -5.633165(-03)
0.8 -6.078638(-03)  -1.044991(-02)  -1.559510(-02)  -1.753352(-02)  -1.478716(-02)  -1.202449(-02)
0.9 -6.728237(-03)  -1.179141(-02)  -1.825919(-02)  -2.289823(-02)  -2.103584(-02)  -1.833554(-02)
1.0 -5.976186(-03)  -1.071321(-02)  -1.733050(-02)  -2.464111(-02)  -2.487744(-02)  -2.346516(-02)

Tabela 4.3 — Parametro de Stokes Q(7, i1, ) para ¢ — o = 0

Os resultados apresentados nas tabelas (4.2) e (4.3) sao concordantes com os resul-
tados da literatura |Garcia e Siewert, 1986| e |Garcia e Siewert, 1989] em até cinco digitos

significativos.



T=0

T =0.05

T=0.1

T =0.2

T =0.5

T =0.75

T=1

|
© e e e e e e o o
=N WA o N o © OfR

|
=3
o

N
B W N R O

[=]
=N o w

5.499871(-02)
6.220615(-02)
7.054804(-02)
8.019494(-02)
9.142621(-02)
1.046007(-01)
1.201681(-01)
1.386608(-01)
1.606753(-01)
1.869642(-01)
2.103118(-01)

4.877322(-02)
5.530050(-02)
6.290145(-02)
7.174463(-02)
.210249(-02)
.432775(-02)
.088671(-01)
262587(-01)
.471344(-01)
726046(-01)
.061651(-01)
.061651(-01)
189106(-02)
589478(-02)
169923(-02)
.412760(-02)
.942992(-02)
.624218(-02)
.395005(-02)
.223613(-02)
.091977(-02)
9.891508(-03)
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4.338102(-02)
4.924931(-02)
5.612101(-02)
6.415984(-02)
7.362716(-02)
8.486223(-02)
9.829455(-02)
1.144338(-01)
1.338417(-01)
1.575085(-01)
1.885577(-01)
1.885577(-01)
1.266922(-01)
7.905010(-02)
5.678107(-02)
4.407755(-02)
3.589108(-02)
3.019081(-02)
2.601013(-02)
2.283179(-02)
2.035414(-02)
1.839158(-02)

3.477738(-02)
3.948749(-02)
4.506377(-02)
5.165966(-02)
5.951553(-02)
6.894628(-02)
8.035194(-02)
9.419261(-02)
1.108746(-01)
1.308529(-01)
1.568367(-01)
1.568367(-01)
1.545573(-01)
1.158025(-01)
8.963392(-02)
7.239618(-02)
6.036729(-02)
5.153809(-02)
4.480321(-02)
3.951704(-02)
3.528052(-02)
3.183861(-02)

1.960390(-02)
2.190567(-02)
2.473502(-02)
2.821762(-02)
3.255003(-02)
3.801432(-02)
4.501757(-02)
5.412025(-02)
6.589814(-02)
7.995613(-02)
9.510209(-02)
9.510209(-02)
1.139328(-01)
1.185105(-01)
1.105648(-01)
9.989659(-02)
8.963055(-02)
8.048609(-02)
7.250820(-02)
6.557239(-02)
5.953026(-02)
5.425539(-02)
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.282508(-02)
379632(-02)
.504011(-02)
664020(-02)
873284(-02)
.153626(-02)
.542155(-02)
.106267(-02)
.974051(-02)
.335837(-02)
.732629(-02)
.732629(-02)
.096061(-02)
.315260(-02)
.673183(-02)
.455212(-02)
.980832(-02)
.414281(-02)
.830725(-02)
.263427(-02)
.726450(-02)
.225662(-02)

8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
8.746604(-03)
4.458957(-02)
5.737465(-02)
6.964080(-02)
7.806833(-02)
8.159507(-02)
8.170555(-02)
7.979593(-02)
7.676749(-02)
7.315619(-02)
6.927652(-02)
6.531960(-02)

Tabela 4.4 — Parametro de Stokes J (7, 11, ¢) para ¢ — oo = &

T=0

7 =0.05

T7=0.1

T =0.2

T =0.5

T =0.75

—1.0
—0.9
—0.8
—0.7
—0.6
—0.5
—0.4
—0.3
—0.2
—0.1
—0.0
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

2.163370(-02)
2.570319(-02)
3.046760(-02)
3.604395(-02)
4.262896(-02)
5.050040(-02)
6.005985(-02)
7.190506(-02)
8.697301(-02)
1.068721(-01)
1.289115(-01)

1.765615(-02)
2.119422(-02)
2.536740(-02)
3.028444(-02)
3.612565(-02)
4.314535(-02)
5.171129(-02)
6.237122(-02)
7.599229(-02)
9.419902(-02)
1.214092(-01)
1.214092(-01)
4.929182(-02)
2.762516(-02)
1.905754(-02)
1.448135(-02)
1.164094(-02)
9.715089(-03)
8.333763(-03)
7.305636(-03)
6.521680(-03)
5.915699(-03)

1.441922(-02)
1.747192(-02)
2.109815(-02)
2.539796(-02)
3.053486(-02)
3.673881(-02)
4.434052(-02)
5.382719(-02)
6.595454(-02)
8.214481(-02)
1.059648(-01)
1.059648(-01)
7.407025(-02)
4.632832(-02)
3.324716(-02)
2.575483(-02)
2.091553(-02)
1.754335(-02)
1.507268(-02)
1.320040(-02)
1.174952(-02)
1.061087(-02)

9.679033(-03)
1.193063(-02)
1.464470(-02)
1.790593(-02)
2.184943(-02)
2.666442(-02)
3.262051(-02)
4.010426(-02)
4.967319(-02)
6.228195(-02)
8.061325(-02)
8.061325(-02)
8.488703(-02)
6.436736(-02)
4.990349(-02)
4.023342(-02)
3.342765(-02)
2.840505(-02)
2.456246(-02)
2.154513(-02)
1.913278(-02)
1.718419(-02)

3.045966(-03)
3.879317(-03)
4.943200(-03)
6.291143(-03)
8.005970(-03)
1.020884(-02)
1.308173(-02)
1.689837(-02)
2.203106(-02)
2.874148(-02)
3.730184(-02)
3.730184(-02)
4.974259(-02)
5.514476(-02)
5.266729(-02)
4.793619(-02)
4.297860(-02)
3.837079(-02)
3.424085(-02)
3.058250(-02)
2.735361(-02)
2.451104(-02)

1
1
1
2
2
3
5
7
1
1
2
2
2
3
3
3
3
3
3
3
2
2

.016201(-03)
.280518(-03)
.646286(-03)
.143797(-03)
.820923(-03)
.754015(-03)
.073225(-03)
.017801(-03)
.005779(-02)
.500682(-02)
.105429(-02)
.105429(-02)
.850243(-02)
.646456(-02)
.996130(-02)
.999932(-02)
.829354(-02)
.581263(-02)
.303868(-02)
.020936(-02)
.744338(-02)
.480407(-02)

1.038407(-02)
1.602868(-02)
2.252267(-02)
2.767001(-02)
3.032158(-02)
3.103518(-02)
3.050529(-02)
2.922293(-02)
2.749980(-02)
2.553070(-02)
2.344188(-02)

Tabela 4.5 — Parametro de Stokes Q(, i, ) para ¢ —¢o =

26
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1 T=0 T = 0.05 T=0.1 T=0.2 T =0.5 T =0.75 T=1

—-1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

—0.9 -5.989079(-03) -5.284941(-03) -4.650425(-03) -3.596120(-03) -1.603998(-03) -6.428755(-04)
—-0.8 -9.136256(-03) -8.089223(-03) -7.141968(-03) -5.561547(-03) -2.541733(-03) -1.044796(-03)
—-0.7 -1.210789(-02) -1.075628(-02) -9.528812(-03) -7.473316(-03) -3.504589(-03) -1.481037(-03)
—0.6 -1.518591(-02) -1.353597(-02) -1.203210(-02) -9.506003(-03) -4.583888(-03) -1.998963(-03)
—-0.5 -1.852523(-02) -1.656774(-02) -1.477732(-02) -1.176340(-02) -5.850795(-03) -2.648282(-03)
—0.4 -2.225950(-02) -1.997277(-02) -1.787408(-02) -1.433864(-02) -7.387692(-03) -3.504108(-03)
—-0.3 -2.653242(-02) -2.387925(-02) -2.143498(-02) -1.732312(-02) -9.296681(-03) -4.697317(-03)
—0.2 -3.153109(-02) -2.844681(-02) -2.558677(-02) -2.079237(-02) -1.166791(-02) -6.469552(-03)
—0.1 -3.762575(-02) -3.401281(-02) -3.059223(-02) -2.485328(-02) -1.438185(-02) -9.148437(-03)
—-0.0 -4.428966(-02) -4.196080(-02) -3.743093(-02) -3.017620(-02) -1.721724(-02) -1.169109(-02)

oo v
fe2]

=]

M
©

w

0.0 -1.196080(-02)  -3.743093(-02)  -3.017620(-02)  -1.721724(-02)  -1.169109(-02)  -7.599560(-03)
0.1 1.602801(-02)  -2.562050(-02)  -3.026456(-02)  -2.080350(-02)  -1.410552(-02)  -9.663228(-03)
0.2 9.400196(-03)  -1.584685(-02)  -2.251159(-02)  -2.161840(-02)  -1.624569(-02)  -1.168672(-02)
0.3 6.364510(-03)  -1.115195(-02)  -1.706947(-02)  -1.981489(-02)  -1.663258(-02)  -1.203287(-02)
0.4 -4.680408(-03)  -8.376951(-03)  -1.333730(-02)  -1.733976(-02)  -1.577947(-02)  -1.313935(-02)
0.5 3.596503(-03)  -6.496215(-03)  -1.059240(-02)  -1.483123(-02)  -1.430496(-02)  -1.256841(-02)
0.6 2.798768(-03)  -5.080476(-03)  -8.428204(-03)  -1.242808(-02)  -1.251813(-02)  -1.146858(-02)
0.7 22.161063(-03)  -3.945982(-03)  -6.602908(-03)  -1.011327(-02)  -1.053095(-02)  -9.974177(-03)
0.8 1.602043(-03)  -2.932087(-03)  -4.040786(-03)  -7.786117(-03)  -8.324632(-03)  -8.100285(-03)
0.9 1.043098(-03)  -1.911135(-03)  -3.235087(-03)  -5.210147(-03)  -5.690976(-03)  -5.662908(-03)
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Tabela 4.6 — Parametro de Stokes U(7, 1, ) para ¢ — o = §
I T=0 7 = 0.05 7 =0.1 T =0.2 T =0.5 T =0.75 T=1
—1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

—0.9  -5.686318(-05)  -5.546198(-05)  -5.243844(-05)  -4.501349(-05)  -2.399596(-05)  -1.020288(-05)
—0.8  -6.804632(-05)  -6.819193(-05)  -6.582690(-05)  -5.832373(-05)  -3.320377(-05)  -1.495649(-05)
—0.7  -6.7AT537(-05)  -7.023788(-05)  -6.970081(-05)  -6.426076(-05)  -3.941606(-05)  -1.882751(-05)
—0.6  -5.864124(-05)  -6.480080(-05)  -6.693924(-05)  -6.509869(-05)  -4.362407(-05)  -2.217624(-05)
—0.5  -4.269122(-05)  -5.290332(-05)  -5.844177(-05)  -6.151680(-05)  -4.608555(-05)  -2.511721(-05)
—0.4  -1.977840(-05)  -3.465127(-05)  -4.428396(-05)  -5.353848(-05)  -4.675051(-05)  -2.769154(-05)
—0.3  1.075424(-05)  -9.394449(-06)  -2.386570(-05)  -4.064774(-05)  -4.525688(-05)  -2.988059(-05)
—0.2  5.056465(-05) 2.449689(-05) 4.278597(-06)  -2.165271(-05)  -4.067042(-05)  -3.146130(-05)
—0.1  1.026971(-04) 7.034057(-05) 4.305791(-05) 5.518363(-06)  -3.104368(-05)  -3.093557(-05)
—0.0  1.573775(-04) 1.363868(-04) 1.001299(-04)  4.593425(-05)  -1.550890(-05)  -2.204526(-05)

0.0 1.363868(-04) 1.001299(-04)  4.593425(-05)  -1.550890(-05)  -2.204526(-05)  -2.788256(-05)
0.1 5.391672(-05) 7.660642(-05) 7.231285(-05) 8.035971(-06)  -8.577757(-06)  -1.262277(-05)
0.2 2.555739(-05) 4.168195(-05) 5.148971(-05) 2.330730(-05) 6.637685(-06) 1.080905(-06)
0.3 1.306814(-05) 2.271322(-05)  3.163992(-05) 2.309990(-05) 1.438805(-05) 1.174623(-05)
0.4 5.632481(-06) 1.035027(-05) 1.571112(-05) 1.563508(-05) 1.443526(-05) 1.670555(-05)
0.5 6.427574(-07) 1.570724(-06)  3.011520(-06) 5.515452(-06) 9.597480(-06) 1.651169(-05)
0.6 -2.796004(-06)  -4.744031(-06)  -6.870369(-06)  -4.862443(-06)  2.307302(-06) 1.266817(-05)
0.7 -5.004313(-06)  -8.968145(-06)  -1.393443(-05)  -1.388319(-05)  -5.487211(-06)  6.767162(-06)
0.8 -6.011041(-06)  -1.103759(-05)  -1.774025(-05)  -1.996664(-05)  -1.192774(-05)  4.325694(-07)
0.9 -5.516443(-06)  -1.030155(-05)  -1.696555(-05)  -2.063420(-05)  -1.447855(-05)  -4.307953(-06)
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabela 4.7 — Parametro de Stokes V(7, i1, @) para ¢ — @o =

ol

Os resultados apresentados nas tabelas (4.4) a (4.7) concordam com os resultados da

literatura [Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989] em até cinco digitos significativos,
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exceto no parametro V onde é observada uma concordancia maxima de quatro algarismos

significativos.

% T=0 T =0.05 T=0.1 T =0.2 T =0.5 T =0.75 T=1
-1.0 5.386627(-02) 4.786305(-02) 4.265283(-02) 3.431460(-02) 1.949340(-02) 1.279962(-02) 8.746604(-03)
—0.9 5.308138(-02) 4.798069(-02) 4.342617(-02) 3.586644(-02) 2.119759(-02) 1.371484(-02) 8.746604(-03)
—-0.8 5.868359(-02) 5.332469(-02) 4.846788(-02) 4.027764(-02) 2.382025(-02) 1.496494(-02) 8.746604(-03)
—-0.7 6.564848(-02) 5.988479(-02) 5.459560(-02) 4.557102(-02) 2.697242(-02) 1.651223(-02) 8.746604(-03)
—0.6 7.367208(-02) 6.744975(-02) 6.167156(-02) 5.171545(-02) 3.076333(-02) 1.846285(-02) 8.746604(-03)
—0.5 8.274647(-02) 7.605234(-02) 6.975858(-02) 5.881979(-02) 3.538526(-02) 2.099470(-02) 8.746604(-03)
—0.4 9.292410(-02) 8.577956(-02) 7.896620(-02) 6.703308(-02) 4.111695(-02) 2.441154(-02) 8.746604(-03)
—0.3 1.042018(-01) 9.667109(-02) 8.935454(-02) 7.645591(-02) 4.831679(-02) 2.926237(-02) 8.746604(-03)
—0.2 1.163899(-01) 1.086008(-01) 1.007958(-01) 8.694547(-02) 5.723899(-02) 3.657333(-02) 8.746604(-03)
—0.1 1.290988(-01) 1.214329(-01) 1.131146(-01) 9.804677(-02) 6.705064(-02) 4.773350(-02) 8.746604(-03)
—0.0 1.377023(-01) 1.362991(-01) 1.272329(-01) 1.105645(-01) 7.593140(-02) 5.797431(-02) 8.746604(-03)

0.0 1.362991(-01) 1.272329(-01) 1.105645(-01) 7.593140(-02) 5.797431(-02) 4.051765(-02)
0.1 5.200046(-02) 8.149058(-02) 1.025979(-01) 8.506498(-02) 6.602035(-02) 4.981675(-02)
0.2 2.806611(-02) 4.899723(-02) 7.391804(-02) 8.365381(-02) 7.144680(-02) 5.716689(-02)
0.3 1.859537(-02) 3.382476(-02) 5.508367(-02) 7.483245(-02) 7.069652(-02) 6.090090(-02)
0.4 1.353585(-02) 2.517562(-02) 4.280009(-02) 6.519366(-02) 6.648342(-02) 6.109762(-02)
0.5 1.041674(-02) 1.964852(-02) 3.435211(-02) 5.662338(-02) 6.115689(-02) 5.920928(-02)
0.6 8.354686(-03) 1.590575(-02) 2.835211(-02) 4.950687(-02) 5.588986(-02) 5.641993(-02)
0.7 6.979622(-03) 1.336098(-02) 2.412289(-02) 4.392422(-02) 5.130837(-02) 5.355372(-02)
0.8 6.162903(-03) 1.181310(-02) 2.145202(-02) 4.008463(-02) 4.796646(-02) 5.134302(-02)
0.9 6.031335(-03) 1.150489(-02) 2.079209(-02) 3.891930(-02) 4.702030(-02) 5.103049(-02)
1.0 9.624489(-03) 1.791216(-02) 3.106362(-02) 5.317728(-02) 6.120485(-02) 6.437073(-02)

Tabela 4.8 — Parametro de Stokes J (7, i1, ) para ¢ — g = 7

T=0

7 = 0.05

7 =0.1

7 =0.2

T =0.5

T =0.75

—1.0
—0.9
—0.8
—-0.7
—0.6
—0.5
—0.4
—0.3
—0.2
—0.1
—0.0
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

-2.059651(-02)
-8.901905(-03)
-3.308491(-03)
1.214328(-03)
5.215054(-03)
8.872851(-03)
1.222699(-02)
1.519785(-02)
1.749318(-02)
1.821218(-02)
1.202748(-02)

-1.679415(-02)
-6.880420(-03)
-2.004089(-03)
2.009233(-03)
5.620902(-03)
8.988853(-03)
1.216068(-02)
1.509733(-02)
1.761370(-02)
1.913987(-02)
1.737084(-02)
1.737084(-02)
4.966851(-03)
1.827526(-03)
4.075496(-04)
-5.059169(-04)
-1.215161(-03)
-1.840163(-03)
-2.451650(-03)
-3.117776(-03)
-3.958409(-03)
-5.852631(-03)

-1.370216(-02)
-5.306076(-03)
-1.074291(-03)
2.460429(-03)
5.685639(-03)
8.738853(-03)
1.166940(-02)
1.446112(-02)
1.699027(-02)
1.885977(-02)
1.860496(-02)
1.860496(-02)
9.037514(-03)
3.906725(-03)
1.253253(-03)
-5.253464(-04)
-1.921807(-03)
-3.148095(-03)
-4.332650(-03)
-5.597870(-03)
-7.153627(-03)
-1.050347(-02)

-9.179327(-03)
-3.141620(-03)
2.964160(-05)
2.744250(-03)
5.277291(-03)
7.732745(-03)
1.015769(-02)
1.256102(-02)
1.488863(-02)
1.692180(-02)
1.795153(-02)
1.795153(-02)
1.337171(-02)
7.197990(-03)
3.033113(-03)
-4.042431(-05)
-2.549744(-03)
-4.776841(-03)
-6.911371(-03)
-9.140208(-03)
-1.178019(-02)
-1.702855(-02)

-2.872013(-03)
-6.601163(-04)
5.877050(-04)
1.708490(-03)
2.804330(-03)
3.922204(-03)
5.096704(-03)
6.362054(-03)
7.757583(-03)
9.267129(-03)
1.062781(-02)
1.062781(-02)
1.109101(-02)
8.634126(-03)
4.829844(-03)
9.187588(-04)
-2.835239(-03)
-6.443034(-03)
-9.998158(-03)
-1.365730(-02)
-1.773689(-02)
-2.436424(-02)

-9.555631(-04)
-2.031975(-04)
2.183859(-04)
6.028467(-04)
9.874522(-04)
1.391794(-03)
1.834565(-03)
2.343578(-03)
2.974445(-03)
3.856586(-03)
5.014048(-03)
5.014048(-03)
5.833452(-03)
5.332809(-03)
3.148460(-03)
8.453148(-05)
-3.348095(-03)
-6.942543(-03)
-1.064924(-02)
-1.451998(-02)
-1.875001(-02)
-2.471218(-02)

-3.394028(-04)
1.010384(-03)
1.349109(-03)
4.118206(-04)
-1.602129(-03)
-4.208384(-03)
-7.413020(-03)
-1.081235(-02)
-1.446156(-02)
-1.843763(-02)
-2.340056(-02)

Tabela 4.9 — Parametro de Stokes Q(T, u, @) para ¢ — g = 7

Comparando os resultados apresentados nas tabelas (4.8) e (4.9) com os resultados
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tabulados nas referéncias |Garcia e Siewert, 1986| e |Garcia e Siewert, 1989] consideradas, é
verificada uma concordancia de até quatro digitos significativos.
Com respeito ao grau de polarizacao
V2 + U+ V2

pP= 7 , (4.2)

considerando, por exemplo, ¢ — ¢ = 7 e a localizagao otica 7 = 1, os resultados concordam
com os valores referenciais dentro de £5 no pentultimo digito.

A tabela abaixo resume o desempenho do codigo desenvolvido. A méaxima diferenca
percentual verificada em relacao aos resultados da literatura é indicada por €, sem considerar

os extremos pu = +1 e p = 0 extrapolados.

Referéncias tabela le]

[Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989]  (4.2)  1.47%

|Garcia e Siewert, 1986] |Garcia e Siewert, 1989]  (4.3)  0.49%
[Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989]  (4.4)  1.18%
[Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989]  (4.5)  1.28%
[Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989]  (4.6) 1.28%
[Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989]  (4.7) 2.20%
[Garcia e Siewert, 1986] [Garcia e Siewert, 1989]  (4.8)  1.14%
[Garcia e Siewert, 1986] |Garcia e Siewert, 1989]  (4.9)  1.29%

Tabela 4.10 — Grau de precisdo dos resultados obtidos

Com essa analise de resultados fica claro que a solucao desenvolvida foi testada com

sucesso.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

A comparacdo entre os valores encontrados, utilizando o método LTSy com quadra-
tura de ordem N = 150, e os valores da literatura, usados neste trabalho como referenciais,
mostra uma concordancia cujo erro relativo é inferior a 2.5%. Essa acuidade dos resultados
apresentados permite afirmar que a versao presente do codigo tem precisao e confiabili-
dade necessarias para fazer desta formulacao uma ferramenta 1til para uma variedade de
aplicacoes que requerem a resolucio de problemas que envolvem radiacdo polarizada. E
esperada uma melhora nos resultados quando for implementada a versao para p continuo,

da mesma forma que ocorreu no caso escalar.

A formulagao apresentada tem a vantagem adicional de possuir o mesmo compor-
tamento de diagonalizacio apresentado pela matriz LTSy no caso escalar. No caso com
polarizagao a matriz associada a solucao possui autovalores complexos quase repetidos mas
nao-degenerados, desta forma o método da diagonalizagao também mostra-se efetivo na in-

versao dessa matriz.

Assim, as principais contribuig¢oes originadas durante o desenvolvimento deste tra-
balho podem ser resumidas em:

e Manutencao das caracteristicas focalizadas desde a origem do método, isto é, uma
formulagao simples com aplicabilidade a uma classe abrangente de problemas.

e Manutencido das mesmas vantagens adicionais do método LTSy escalar, ou seja,
aplicabilidade a qualquer fonte, através do calculo de convolugoes, e favorecimento ao pro-

cessamento paralelo.
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e Obtencao do esquema da diagonalizacao para autovalores complexos. O caso
escalar é um caso particular deste aqui desenvolvido.

e Obtencido do avanco proposto para o método LTSy e fechamento do ciclo de
aplicagoes unidimensionais do método em placa plana e geometria esférica.
Pelo exposto, é entendido que os objetivos deste trabalho tenham sido alcancados a contento.
A formulacao foi generalizada mantendo-se que a solu¢ao da aproximacao de ordenadas dis-

cretas da equacao de transferéncia radiativa com polarizagao é feita de forma analitica.

Finalmente, outras abordagens podem ser pensadas como sugestoes de futuros tra-
balhos:

e Aperfeicoamento do cdédigo computacional.

e Resolucao de problemas de multicamadas planas com condigoes continuas de in-
terface.

e Extensao da prova da convergéncia, da teoria escalar para a teoria vetorial.
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APENDICE I

NOCOES SOBRE POLARIZACAO

Uma onda de luz ¢ uma onda eletromagnética transversal. Essas ondas sao produzi-
das com a vibracao de cargas elétricas. Para as finalidades aqui propostas, é suficiente dizer
que uma onda de luz é uma onda transversal, que tem um componente elétrico e um com-
ponente magnético. Em qualquer onda transversal a vibracao ocorre perpendicularmente
a direcao de propagacao da onda e pode portanto, ser decomposta em componentes per-
pendiculares, no plano perpendicular & direcao de propagacao. Por exemplo, numa onda
transversal que move-se numa direcao x, os campos elétrico e magnético estao num plano
paralelo ao plano yz e podem ser resolvidos em componentes y e z. A luz natural geralmente
¢ nao-polarizada, todos os planos de propagacao sao igualmente provaveis. Mas, por ser
uma onda transversal, a luz pode passar a apresentar o efeito de polarizacao. Polarizar a
luz significa selecionar uma direcao para a vibracao do seu campo elétrico. Por isso, uma re-
presentacao geométrica é freqiientemente util para descrever o estado de polarizacao de uma
radiacao eletromagnética. Quando a vibragao do vetor campo elétrico permanece paralela a
uma reta no espago, a onda é dita linearmente polarizada (figura I.1). A polarizagao linear
também é chamada de polarizagao plana.

As ondas transversais também podem ser circular ou elipticamente polarizadas. Nas
ondas eletromagnéticas circularmente polarizadas (figura 1.2) ou elipticamente polarizadas
(figura 1.3) o vetor campo elétrico gira num circulo ou numa elipse, ou seja, as vibragoes do
campo elétrico sao localizadas nessas representagoes geométricas.

Na polarizagao circular os planos (campos elétrico e magnético) de iguais amplitudes
diferem em fase por 90°. Na polarizacao eliptica pode acontecer desses planos diferindo em
amplitude serem relacionados em fase por 90°, ou a diferenca de fase dos planos de mesma

amplitude ser diferente de 90°.



85

Figura .1 — Polarizagdo linear

Figura [.2 — Polarizacio circular

Figura 1.3 — Polarizacio eliptica

H& muitas formas de obtencao da luz polarizada. Aqui, sao reproduzidas duas das
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exemplificacoes para a luz plano-polarizada que, propostas como atividades préticas para
contetidos dos volumes [Halliday e Resnick, 1984], [Nussenzveig, 1996] e [Halliday et al.,
1997|, encontram-se no enderego http://www.if.ufrgs.br:

(a) Polarizagao por absorgao

No primeiro exemplo é considerada uma rede de fios condutores, e que sobre esta

rede incide luz nao-polarizada, como mostra a figura 1.4.

Figura I.4 — Esbogo de uma rede de fios condutores, com luz incidente nao-

polarizada, usado na exemplificacdo da polarizacao por absorcao

Com a decomposicao do vetor campo elétrico F, da luz incidente, nas direcoes x e
y, sao obtidos os componentes I, e E,. O componente F, forca os elétrons livres do fio a
moverem-se ao longo da dire¢ao y. Em funcao desse movimento, os elétrons livres acabam
por colidir com os atomos e, dessa forma, transferem a sua energia aos fios na forma de calor.
A energia na dire¢ao y, da onda incidente, é absorvida pelos fios condutores. Os elétrons
livres dos fios nao podem mover-se na direcao x devido ao diminuto diametro desses fios e,
portanto, o componente E, nao é afetado ao propagar-se através da rede. Assim, a rede
transmite uma onda plano-polarizada na direcao x.

Essa idéia pode ser implementada na pratica nas laminas "polardides". Essas laminas
sao produzidas com polimeros que sao macromoléculas organicas muito compridas. Quando
esses polimeros sao esquentados e depois, simultaneamente, resfriados e tensionados, as
macromoléculas alinham-se na direcao da tensao. Depois, por um processo quimico, ato-
mos eletronegativos (como o iodo) sdo presos na estrutura dos polimeros. Os elétrons de
conducao desses dtomos podem mover-se pela macromolécula como se ela fosse um fio con-

dutor. Assim, o conjunto assemelha-se a uma rede de fios condutores paralelos.
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(b) Polarizac¢ao por espalhamento

A polarizacao da luz pode ser alterada ao atravessar um meio material. Para esse
fim, é necessario estudar a interacao da luz com a matéria. Um modelo simplificado para a
estrutura atomica consiste em considerar os elétrons (-) presos ao nicleo atomico (+) por
molas, como mostra a figura [.5. Para um elétron mais fortemente (fracamente) ligado, nesse
modelo, é considerada uma constante K da mola maior (menor). Esse modelo, do ponto
de vista da Fisica Quantica ¢ inadequado, mas para exemplificar a polarizagao da luz ele é

bastante util.

Figura 1.5 — Esbogo de um &tomo representativo de um meio isotrépico, usado

na exemplificacao da polarizacao por espalhamento

E indispensavel, entdo, analisar a interacdo do campo elétrico oscilante da luz
(E = Eycoswt) com as cargas elétricas atomicas.

Para as freqiiéncias da luz visivel (~ 10'Hz), a inércia dos nicleos atomicos é
muito grande para acompanhar as rapidas variacoes do campo elétrico I/ da luz; mas os
elétrons, com massa muito menor, podem acompanhar a vibracao desse campo. Como a
energia fornecida pelo campo E aos elétrons normalmente nao é suficiente para arranca-
los dos atomos, os elétrons, forcados por E, acabam vibrando em torno do niicleo com a
mesma freqiiéncia de E, podendo ser considerados como dipolos elétricos oscilantes. Esses
reirradiam a energia eletromagnética segundo o padrao de radiacao de um dipolo elétrico
oscilante, representado na figura 1.6. Nessa figura, de (a) até (d) é evidenciado graficamente
como origina-se esse padrao. E possivel observar como as linhas de forca do campo E mudam
a medida que as cargas (+) e (-) do dipolo alternam a posi¢do. Longe do dipolo as linhas
de forga criam uma estrutura de lobulos que propagam-se para fora a medida que o dipolo
oscila ((e) na figura). A linha mais forte nessa figura representa a variagdo do campo E

irradiado pelo dipolo na direcao considerada. A freqiiéncia do campo irradiado é a mesma
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do campo incidente que forca o dipolo a oscilar. A intensidade do F irradiado é maxima
sobre o plano que corta o dipolo ao meio e a intensidade do E irradiado é nula na direcao

do eixo do dipolo.

Figura 1.6 — Esbogo do padrao de radiagio de um dipolo elétrico oscilante,

usado na exemplificacao da polarizacao por espalhamento

Convém lembrar que o elétron (com massa m.), devido ao K da mola, tem uma
freqiiéncia natural de oscilagao wy = \/K/m,. . Dependendo da freqiiéncia angular w da luz
incidente, sobre o a&tomo, é preciso considerar dois casos: w = wy (ressonancia) e w # wy . Na
ressonancia, num meio denso, as condigoes sao propicias para a absorcao de energia da luz
pelo 4tomo, pois a amplitude da oscilacao do elétron ¢ maxima nessa situagao. Isso favorece
a colisao desse elétron com os atomos vizinhos (0 meio é denso) e dessa forma a energia da
luz incidente é absorvida, sendo transformada em calor (oriundo das colisdes) no material.
Para w # wy essa chance de colisdo diminui, pois os elétrons vibram em relacao ao nicleo
com uma amplitude menor. Assim, esses elétrons podem ser considerados como dipolos
elétricos oscilantes, re-emitindo a energia da luz incidente na forma de onda (E = FEycoswt)
conforme o padrao de radiacdo de um dipolo elétrico oscilante (figura 1.6(e)).

O processo consiste, entao, na retirada de energia de uma onda incidente e a posterior

re-emissao de uma fracao dessa energia.



APENDICE II

MATRIZ DE ESPALHAMENTO

Espalhamento é o processo fisico de interagao de uma particula com uma onda eletro-
magnética. A partir desse processo, a energia incidente é irradiada em todas as direcoes. Na
atmosfera, as particulas responsaveis pelo espalhamento da luz variam muito em tamanho.
Quando as particulas sao muito menores que o comprimento de onda da radiagao incidente,
o espalhamento é referido como espalhamento de Rayleigh. Quando as particulas espalhadas
possuem tamanho comparavel ou maior que o comprimento de onda da radiagao incidente, o
espalhamento é chamado de espalhamento de Mie. A intensidade de radiacao espalhada de-
pende tanto do tamanho da particula, como do comprimento de onda da radiacao incidente.
Quando as particulas sao muito pequenas, a tendéncia é que o espalhamento seja simétrico
em todas as dire¢oes (espalhamento isotropico). Quando o tamanho da particula aumenta, a
intensidade de energia espalhada na direcao frontal é maior e o espalhamento é nao simétrico
(espalhamento anisotropico). Quando um raio de luz incide sobre um determinado volume
de particulas, cada particula espalha a luz que provavelmente ja foi espalhada por outra
particula (espalhamento miltiplo). Para a execucao de calculos de miltiplo espalhamento
para atmosferas planetarias, devem ser conhecidas as propriedades de espalhamento simples
das particulas que constroem a atmosfera.

Um evento de espalhamento simples, na teoria vetorial, é descrito por uma matriz
4 x 4 que transforma os parametros de Stokes de um feixe de luz incidente para um feixe de

luz espalhada, isto é,

I.sp = F(cos ©) L. (IL.1)

Essa multiplicacao matricial representa uma mudanca na direcao da radiacao. No
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modelo de espalhamento de Rayleigh o componente V de Stokes ¢ nulo. E para uma com-
binacao de espalhamento isotropico e de Rayleigh o campo de radiagao polarizada pode ser
descrito apenas pelos dois primeiros componentes do vetor de Stokes (J e Q).

Com respeito ao caso especial de espalhamento de Mie, Herman [Herman, 1965| e
Domke, em 1975, representaram explicitamente as constantes de espalhamento em termos
de coeficientes complexos basicos da série de Mie. Além disso, em 1980, Herman e co-
trabalhadores usaram relagoes de ortogonalidade para deduzir as constantes de espalhamento
no contexto de espalhamento de Mie. Para a modelagem considerada no capitulo 3, Siewert
seguiu essa aproximagao posterior para um modelo mais geral de espalhamento.

Assim, primeiramente na equagao vetorial (3.1), a matriz de fase é relacionada a

matriz de espalhamento F(cos ©) por [Chandrasekhar, 1950] [Hovenier, 1971]:

P(u,p', o —¢') = L(m — i2)F(cos ©)L(—11), (I1.2)

com, O o angulo entre os raios de luz antes e depois do espalhamento, e L(m — i) e L(—i;)
matrizes de transformacao linear, requeridas para rotar os planos meridianos antes e depois

do espalhamento para um plano de espalhamento local, dadas por

1 0 0 0
0 cos2a —sin2a 0
L(r —a) = L(—a) = : (IL.3)
0 sin2a cos2a 0
0 0 0 1

a = 17 representa o angulo entre o plano de espalhamento e um plano meridiano antes do
espalhamento (angulo entre o plano meridiano OP;Z e o plano de espalhamento OP; P» na
figura I1.1), enquanto o = i é o angulo entre o plano de espalhamento e o plano meridiano
depois do espalhamento (angulo entre os planos OP, P, e OP»Z na figura I1.1).

As expressoes explicitas (3.6) e (3.7), para os componentes de Fourier C™(u, i') e

S™(w, i), na representacao analitica da matriz de fase (3.5), sao obtidas [Siewert, 1982] a
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partir da matriz de espalhamento na forma considerada por Hovenier [Hovenier, 1971]:

ar(§) w(€) 0 0
F(§) = A ! : (11.4)
0 0 az(§) ()
| 0 0 —=b2(§) au(§)]

onde £ = cos ©. Cada elemento dessa matriz s6 depende do angulo de espalhamento O, que

pode ser relacionado aos angulos polar e azimutal através da relagao
§=cosO = ' + (1= p)?(1 = ' *)'/? cos(¢' — ). (IL5)

Duas importantes propriedades dessa matriz de espalhamento sao reciprocidade e
simetria especular. Assim, essa matriz de espalhamento é valida se quaisquer das seguintes
hipoteses for satisfeita: (1) cada particula no conjunto tem um plano de simetria (por e-
xemplo esferdides homogéneos, os quais incluem esferas homogeéneas), e as particulas sao
randomicamente orientadas; ou (2) o conjunto contém particulas cujas particulas especu-
lares ocorrem em ntmero igual e em orientacao randomica; ou (3) as particulas sdo muito

menores que o comprimento de onda.

Figura II.1 — Geometria do espalhamento
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Para o modelo de espalhamento considerado, valem as relagoes [van de Hulst, 1957|:
bi(£1) =by(£1) =0 e ag(£l) = £az(£1). (I1.6)
E, para particulas esféricas, sao verdadeiras:

a(§) =ar(§) e as(§) = as(f). (IL7)

Agora, seguindo Siewert, a matriz F(£) é normalizada tal que:

/ " a(e)de =2, (11.8)

1

e as seis fungdes que compoem essa matriz, estimadas fungoes reais para £ € [—1,1], sdo

expandidas na forma:

a1(§) = Bepe(§), Bo=1, (IL.9)

D=

a2<5>=§ | {aeki© + aT2O), (1.10)
a3<5>=§ = (0 s a10), ()
ay(§) = géem(é), (11.12)

b1<f>=g; = e (1.13)
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2

e P2 (6); (I1.14)

L

ba(§) = Z

=2

(¢ —2)!
€+ 2)!

pe(€) denota o (-ésimo polinomio de Legendre, PZ(£) as fungoes associadas de Legendre, e
R2(€) e TZ(€) as combinagoes das fungoes esféricas generalizadas.
A seguir, como os polindmios de Legendre e as funcoes associadas de Legendre

satisfazem as relacoes de ortogonalidade

/_1 pe(§)per (§)dE = <2€L+1> Og,er (I.15)
[ GG (%il> e (116)

respectivamente, sao deduzidas, de (I1.9) e (I1.12)-(I1.14), as seguintes expressoes integrais

para as constantes que definem a lei de espalhamento:

= (”T“) [ mmee (1)
5 = (”T“) [ asomere (1.13)
= <2€2+1) Ei;;i: é/:lbl(g)Pf(g)dg (IL.19)
= (2@1) Ei;g: ;/:Ibg(g)Pg(g)dg. (I.20)
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Para o calculo de (I1.17) a (I1.20) podem ser usadas as formulas de recorréncia para

os polinémios de Legendre,

(+ Dpea(§) = 20+ 1)Epe(§) — lpea(§),  £20, po(§) =1,

e para as funcoes associadas de Legendre,

((=1)P2(€) = (20+1)EPA(E) —(14+2)(1=020) P21 (€), €22, P5(€) =3(1-¢€%).

Agora, da relagao de ortogonalidade |Gel'fand e Sapiro, 1956]

20+ 1

+1 ) 2
(_1)m—p ) an,,p(f),])ﬁm,p(g)df = <—> 5€,€’7 676/ > SuP(‘m’a ‘p‘)a

sao determinadas:

N|=

_ +1
= <%2+ 1) a1 [ {a©RO + o1
o = (2@ 1) | [ AORE© + w@TH Yo

E, da formula recursiva [Gel'fand e Sapiro, 1956]

mp(20+ 1)

e | Poal®)

S PEI(E) = (204 DEPL, (6) — £ PL(E) - [

com

ef;%p: (H%) [(€+m+1)(€—m+1)(€+p+1)(€—p+1)}é,

Jun

£ = (5) [+ mE—m)e+ p)(e—p)]",

(I1.21)

(I1.22)

(11.23)

(11.24)

(I1.25)

(11.26)

(11.27)

(I1.28)
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sao estabelecidas, para ¢ > 2:

()

=

(C+3)(¢=1)| Ria(€)

_ 2 +2 : ) 420+ 1) |,
= 20+ 1)ER(E) — (T) (C+2)(0=2)| Ry_(§) - T 1) 17 (§)(11.29)
(-1 :
(m) (L+3)(=1)| T8
= (204 1)ETF(E) — <H72) (L+2)(C—2)| T7 () - % R7(€).(IL.30)

Essas equagoes (I1.29) e (I1.30), com R3(€) = Y(1+¢€%) e TZ(€) = v/6 £, podem ser
usadas para os calculos de (I1.10), (II.11), (I1.24) e (IL.25).

A seguir sdo reproduzidas as tabulagGes (matriz e coeficientes de espalhamento) a-
presentadas na referéncia [Vestrucci e Siewert, 1984], para o problema resolvido no capitulo
4. Além destes resultados, Vestrucci e Siewert também fizeram tabulac¢oes para um caso de

teste, introduzido por Kuscer e Ribari¢, da teoria de Mie.

€& a1(§) =a2f)  az(§) = aa(§) b1(€) b2(&)
—1  2.973(-1) —2.973(—1) 0.0 0.0
—0.8  2.698(—1) —2.532(—=1)  —7.035(—2)  1.801(—2)
—0.6 2.687(—1) —1.946(—1)  —1.479(—1)  2.257(—2)
—0.4  3.003(—1) ~1.097(—1)  —2.333(-1)  1.600(—2)
—0.2  3.760(—1) 1.833(—2)  —3.252(—1)  8.548(—4)
0 5.155(—1) 2.138(—1)  —4.181(—1) —1.979(—2)
0.2 7.499(—1) 5.110(—1)  —5.005(—1) —4.197(—2)
04 1.128 9.590(—1)  —5.506(—1) —6.029(—2)
0.6 1.722 1.627 —5.309(—1) —6.721(—2)
0.8 2643 2.612 —3.800(—1) —5.212(—2)
1 4.052 4.052 0.0 0.0

Tabela I1.1 — Matriz de espalhamento [Vestrucci e Siewert, 1984].



¢ ay Be Ve o € Ge
0 0.0 1.0 0.0 0.7120634246 0.0 0.0
1 0.0 1.4552931819 0.0 1.7601411931 0.0 0.0
2 3.3091220464  1.0540263128  —0.7552491518  1.0668243107  0.0420726875  2.5773207443
3 0.9633758276  0.3975899378  —0.3619934319  0.3965110389  0.0850671555  0.7574437604
4 0.2474124256  0.1165930161  —0.1155748816  0.0957641237  0.0154318420 0.1638177665
5 0.0452636955  0.0238747702 —0.0249815879  0.0176508810  0.0031534874  0.0278314781
6 0.0068892608 0.0039501033 —0.0041675362  0.0026154886  0.0004010299  0.0038897248
7 0.0008798202  0.0005388807 —0.0005739043  0.0003271332  0.0000460147  0.0004642654
8 0.0000987255  0.0000637172  —0.0000677900  0.0000358314  0.0000042875  0.0000490224
9 0.0000099029  0.0000066697  —0.0000070926  0.0000035142  0.0000003617  0.0000046647
10  0.0000009071  0.0000006329  —0.0000006712  0.0000003148  0.0000000272  0.0000004075
11 0.0000000769  0.0000000553  —0.0000000585  0.0000000261  0.0000000019  0.0000000331
12 0.0000000061  0.0000000045  —0.0000000047  0.0000000020  0.0000000001  0.0000000025
13 0.0000000005  0.0000000003 —0.0000000004  0.0000000001  0.0000000000  0.0000000002

Tabela I1.2 — Coeficientes de espalhamento [Vestrucci e Siewert, 1984].
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APENDICE III

REPRESENTACAO MATRICIAL ALTERNATIVA PARA A
APROXIMACAO Sy

A aproximagao Sy (3.33), em fun¢do dos componentes de Fourier dos parametros

J, Q, U, V de Stokes, é dada pelo conjunto acoplado de equagoes (II1.1)-(II1.4) abaixo:

L

d
o T () T () = 5 D B ()

l=m

N
Be Y wPP () ()
1=1

70 3 o (RY (1) Qi (7) = T7 (U () )

L
w _ T
+ 2D P m) [ﬁewwm,lw(w(uo)m,z—Tmomk,g) ¢ o, (L)
l{=m

d - -
n = QR (7) + Qi () = %Z{RZ” (tn) [w WPy (1) Ty (7)
1=1

l=m

+au i w, (RE”(/M) Q) = T (m)%?,i(ﬂ)

N

Gy w (TZ”(M) (T) - RZ”(MZ)U;?E) +e > w PP ()Vis(r)

=1 =1

+T7" (fin)

}

} e o, (I11.2)

L
w
‘f‘E ;{RT(ﬂn) ['WPZZ(MO)QkJ + (67 <R2n([1/0>9k72 — T?(NO)Qkﬁ)

+T7" () | Ce (T?(MO)QM - Ry (MO)Qk,S) + Py (10) Uk a
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d z =
/uLnEu,Tn(T) + UIZZH(T) = % Z{—T?(Mn) [74 Z sz?(Mz)jﬁ(T)

l=m 1=1

+aoy ﬁ: w, (R? (1) Q () = T (m)%?,i(ﬂ)]

+RY (jtn) [Ce > wn (T () Qp(7) + R (U ) = e D w0 () V()

=1 1=1

}

+RY (t1n) [@(—Tz“mo)% R} (1) 3 ) - €€P7(M0)Qk,4] } e o, (I1L.3)

+% Z{ [WPe (£10)S21 + v <Re (10) 2 — T7" (110) S, 3)
=

L

Mn%vg}nﬁwvg}n(r)_ 5 Z (4in) [eesz( T7 (1) Qi (7)

=

AR (UL ) + 6 Zwmmw;w)]

1=1

L
w -
+5 E Py (pen) [64<—T?(M0)Qk’2+R?(M0)Qk,3) + 0Py (o) Qpa | €m0, (II1.4)
l=m

onde, Qy,, 1 =1,---,4, & 0 1-ésimo componente de € em (3.42) ou (3.43), e, Py (1), R} (1)
e T} (1) sdo as versdes normalizadas de P (), Ry (1) e T, (p).
Apos a divisao dos sistemas acoplados (II1.1)-(I11.4) pelas diregoes discretas p,, a

aproximacao Sy também pode ser descrita pela equacao matricial

LI ()~ MOT () = S7(7) (1L5)

quando a matriz M™ é dada por
w
M™ = [gAAmW - A} , (LIL6)
com A e W matrizes bloco-diagonais,

A= diag{A* AL LA, A*}, (11L.7)
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W = diag{W* W, W, W*}, (111.8)

cujas sub-matrizes sao dadas por

1 1 1
A, = diag{— : }, (I11.9)

e

W, = diag{w1 LWy wN}, (IT1.10)

respectivamente; e, A™ é uma matriz bloco, quadrada de ordem 4N, agora composta por

dezesseis sub-matrizes de ordem N,

1 A Al AL
I R - e M (I1L.11)
st Apn Az Az
Usando a notagao
L
20 =" cof () gy (1), (IIL.12)
{=m

onde, ¢, € {ozg, Bey e, 00, €0, Cz}, e, fi"(1) e g;*(u) assumem os valores das fungoes

normalizadas Py (1), R} (1) e T}*(11), sao definidos abaixo os componentes A}} da matriz

A

_:Pl]}"ﬁ =P . =PiPwN i
=B =B =B
m o . . . .
m=| ] (IT1.13)
=PnP1 =ZPNnP2 | =ZPnNPNx
L—8 =B B i




=RiP1 =Ri1P2
= S

m

21 —
—“RyP1  =RpyP2
| = =y
=T1P1  =T1P2
=5 =5
mo__
31 —

=TnP1  =TnP2
=5 =y

m __
41 —

—P1R; =P1R2
=y =y

m
12 —

—=PyR1  =PnyR2
= =y

—RiRy =TT, —R1Ro =T To

mo__
22 —

’:‘RN]Rl ':‘TN Tl ':‘]RN]RQ ’:‘TN TZ
(_a + 2, cevke 4 2,

=R1PN
=

“RyPN
=y

=T1Pn
el

=TnPN
—v

—P1Ry

=PNRy
=y

’:‘RlRN ’:‘Tl TN T
(z2m 42

—RyRN ’:‘TN TN
(s8vex 4 2]
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(I11.14)

(I11.15)

(111.16)

(IL.17)

(I11.18)



[ (=R, | =RiT1 =TiRy | =Ri1T2
(ua +_C =, +HC

mo__
32 T
—TyR1 —RyT: —TyR2 =R N T2
_<ua + = = + =¢
—=P1Ty  =P1T2
—e —e
mo__ _
42 —
—=PnyT1 =PnT2
_‘—‘e —e
=P1T1 =P1T2
=y S
mo__
13 —
=PNT1 =PnT2
[ (=riTy | =TiR: =R T2 | =TiRe
mo__
23 T
’:‘RNTl ':‘TNR1 ’:‘]RNTQ ’:‘TN]RQ
_<_a + =¢ Sy + =¢
[ (=111 | =RiR =T1T2 | =RiR2
<Ha + =¢ = + =¢
m __
33

=TxnT, =RyR; —=TxnTs —RyR2
(ua + = S + =¢

101

=TiRy o =RiTy) |
(zpe 4 =2

. (IIL19)
(E’ENRN _{_EIENTN)-
EPlTN-
, (111.20)
EPNTN
:]P’1TN—
=
T
:[ g;] , (II1.21)
—PNTN
= ]

=T Tn —Ri1Ry T
(51 =%

. (I11.23)

—TnTN —RyRn
(1o =
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0 0
m __
14 —
0 0
=TiP1 =T.P2
—e —e
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24 —
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—e e
mo_
34 —
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| =6 =5
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—e
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—=TiPNn
—e

—TnPN
—e

—R1 PN
—e

Z“RNPN
—e

=P PN

—PnPN
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(I11.24)

(111.25)

(111.26)

(I11.27)

(I11.28)



Nesta situacao, o vetor Z;'(7) é dado por

IiM(r) =

onde
Ti(1) = [Jk’f‘l(T)
Qi (r) = [ 1 (7)
U (t) = | U (7)

Vi'(1) = [V;Z’fl ()

sao sub-vetores de ordem N.

O vetor fonte, S;*(7), agora é descrito como

Sr(r) = %AM" Qe o,

com a matriz

m
11

m
21
N =
m
31

m
41

T (r) (7
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(111.29)

(111.30)

(I11.31)

(111.32)

(I11.33)

(111.34)

(111.35)



tendo por elementos

m _ | =P1iPo  —=P2lPo
11 — |—8 =3

m _ | =RiPy  =Ra2Po
21 7 | =y —y

m _ _ | =TiPo =T2Po
31 — —y =y
m __
n = [O 0

m __ |=P1Ry —=P2Rg
12 — | =y —y

27721 — [(EEIRO +E?1TO) (E]SQRO—FE?QTO)

:;721 - _ [(EEIRO + E?ﬂ“o) (EE:ZKO + EH§2T0)

mo_ [:P1To =P2To
— =
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(I11.36)

(111.37)

(I11.38)

(111.39)

(I11.40)

(I11.41)

(I11.42)

(I11.43)



m _ _ [=P1iTo =P2To
13 — —y —y
m __ —R1To —T1Ro —R2To —=T2Rg
23 — [(‘—‘a + —¢ ) (‘—‘a + —C )

372 — [(EIlTO + E]?IRO) (EEQTO + 512_{2]1@0)
mo__ [’:PlRO =P2Ro
43 7 [ e —e
m [0 0
24 — € €

mo__ [’:TlPo —=T2Po

m _ _ | =Ry =R2Po
34 — € —e

m _ | =P1iPo  =P2lPo
44 — (=95 )
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(I11.44)

(I11.45)

(I11.46)

(I11.47)

(I11.48)

(I11.49)

(111.50)

(ITL.51)

Para a determinagao das fungoes (II1.12), as fungoes normalizadas P}* (1) podem ser

calculadas através da relagao recursiva (3.111). Ja as func¢oes normalizadas R} (u) e T} (u),
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podem ser obtidas de

() = L ; Z ) (I11.52)

TP () = W ;an ), (ITL.53)

com Y;'() e Z;*(1) dadas em (3.112) e (3.113).
A solucio LTSy de (IT1.5) segue as mesmas decisoes tomadas no capitulo 3, exce-
tuando que nos sistemas algébricos, para o calculo das condi¢oes de contorno desconhecidas,

as sub-matrizes dos coeficientes devem ter ordem %



