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RESUMO

Neste trabalho busca-se desenvolver processos de contextualizacdo de alguns
conteudos de geometria trabalhados no ensino basico, fazendo uso da Historia da
Geometria como conhecimento mediador e inspirador. Foram realizadas pesquisas
a obras que tratam da Histéria da Geometria, dando destaque ao Teorema de
Pitagoras, ao Teorema de Euler, a teoria dos quadrados dentados e ao calculo de
areas. Também € comentada uma experiéncia envolvendo calculo de areas que,
durante o processo de desenvolvimento, apresenta aspectos dos quadrados
dentados. A partir do estudo realizado, foram produzidas propostas de ensino
direcionadas a definicdo de area, ao ensino do Teorema de Pitagoras, ao conceito
de poliedro convexo e a uma possivel interpretacdo da raiz quadrada do numero
dois. As propostas, apos sua producao, foram submetidas a analise competente de
dois professores com experiéncia no ensino da matematica e também na disciplina
da Histéria da Matematica na universidade, disciplina essa geralmente oferecida a
cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica. Foram realizadas entrevistas
a esses professores buscando resgatar e valorizar suas experiéncias no campo do
ensino de geometria, assim como suas opinibes a respeito das propostas
produzidas neste Trabalho de conclusdo. A analise das entrevistas gerou
interessantes aprimoramentos nas propostas, o que levou a interessantes
consideragoes.

Palavras-chave: 1. Historia da Matematica. 2. Histéria da Geometria. 3. Ensino da
Geometria. 4. Teorema de Pitdgoras. 5. Conceito de Area. 6. Conceito de Poliedro.
7. Teorema de Euler.



ABSTRACT

This work seeks to develop processes of contextualization of some contents of
geometry that are worked in basic education, making use of the History of Geometry
as knowledge mediator and inspiring. Surveys were performed in works dealing with
the History of Geometry, highlighting the Pythagorean Theorem, the Euler theorem,
to the theory of dentate square and the calculation of areas. It is also commented an
experiment involving calculation of the area which, during the development process,
has aspects of square indentations. From the study, were produced proposals of
teaching directed to area definition, the teaching of the Pythagorean Theorem, the
concept of a convex polyhedron and a possible interpretation of the square root of
two. The proposals, after its production, were submitted to two competent teachers
with experience in teaching mathematics and also in the discipline of History of
Mathematics at the University, discipline that usually offered in Licentiate courses
and Bachelor of Mathematics. Interviews were conducted with these teachers
seeking to rescue and to value their experience in teaching geometry, as well as his
views on the proposals produced in this work of conclusion. The analysis of
interviews generated interesting improvements in the proposals, which led to
interesting considerations.

Keywords: 1.History of Mathematics. 2. History of Geometry. 3. Teaching Geometry.
4. PythagoreanTheorem. 5. Concept of Area. 6. Concept of Polyhedro. 7. Euler
Theorem.
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1 INTRODUCAO

Sabemos que praticamente qualquer curso de Licenciatura em matematica
dispde de alguma disciplina de Histéria da Matematica, entdo perguntamos: por que
a histéria da matematica faz parte da formacao do aluno de licenciatura? Claro que a
resposta a essa pergunta envolve uma gama de fatores dos quais ndo daremos
conta em sua totalidade, nem cabe aqui associar tal pergunta a uma Unica resposta,
0 que queremos fazer € adota-la como uma pergunta inspiradora deste trabalho de
conclusdo. Entdo, propomos uma investigacdo de passagens histéricas que
envolvam situagdes que possam inspirar possiveis metodologias de ensino para a
Geometria, associando, assim, a histéria dessa area da Matematica a propostas de
pratica de ensino. Também pretendemos analisar a teoria (ou alguma teoria) que
trata dessa associagdo no processo de ensino-aprendizagem, aproveitando talvez a
oportunidade para estudar alguns tépicos da geometria. Esperamos, com isso,
responder a questao proposta, agora num nivel mais objetivo: de que forma pode-se
usar a histéria da geometria como ferramenta de contextualizacdo e de construcao
de significado, durante o processo de ensino da geometria?

Nao ha apenas uma forma de utilizarmos a histéria no ensino, mas podemos
escolher fazer o uso da histéria de determinado conteddo como suporte para
elaborar métodos de ensino do préprio conteudo. Sabemos que histéria da
geometria contempla o registro dos fatos passados relativos a descobertas
cientificas no campo da geometria. Esses registros incluem técnicas,
demonstragdes, figuras e informagbes utilizadas ou verificadas pelos antigos
pensadores. Todo esse material fica definido como bem cultural no campo da
histéria, sendo, muitas vezes, ultrapassado por avancgos cientificos mais modernos e
deixado, consequentemente, no esquecimento. Ocorre que esses conteludos,
mesmo ja superados, contém, como comentamos, uma imensa gama de
informagbes que acreditamos ser Util no campo pedagdgico. Por isso, estamos
propondo uma reconsideracao histérica de parte dessa informacgéo, desta vez nao
apenas como uma simples revisdo, mas como uma procura de ideias, sugestbes e

técnicas matematicas Uteis no campo do ensino da geometria.



Nosso objetivo, portanto, é propor a histéria da geometria como campo util e
talvez necessario, em diversos aspectos, ao ensino da geometria, na perspectiva de
somar algumas possibilidades de contextualizagdo pratica ao carater dessa
disciplina, as vezes encarado como sendo excessivamente teérico e abstrato. A
metodologia de trabalho inclui pesquisas e leitura de livros, artigos e outros meios de
disseminacao da informacao relativos a geometria, a histéria da geometria e a
didatica de ensino de geometria e inclui, também, entrevistas a dois professores com
experiéncia no ensino da geometria.

No préximo capitulo pretendemos fazer uma primeira visita no campo da
histéria da geometria, explorando algumas publicagdes que tratam da histéria da
geometria. Desta vez, com uma atencdo especial as possibilidades pedagdgicas.
Estaremos comentando ideias sugeridas, fazendo novas sugestdes em fungéao do
que pode ter ocorrido no passado e comentando as possibilidades de impacto que
iSso acarretaria nas nossas consideragées sobre o ensino da geometria. Mais
especificamente, pensaremos nas possibilidades de estudo do Teorema de
Pitdgoras oferecidas pela histéria.

O terceiro capitulo sera o ponto onde explicaremos nossos métodos de
pesquisa, a entrevista, a andlise dos materiais, os eventos esperados. Trataremos
do porqué de realizarmos este trabalho. Também faremos uma breve analise dos
métodos da entrevista com auxilio de estudos sobre Histéria Oral.

No quarto capitulo esbogaremos nossas propostas de ensino, embasadas na
pesquisa de alguns materiais de interesse. O capitulo divide-se em trés se¢des que
abordam o Teorema de Pitagoras, o Teorema de Euler e a raiz quadrada de dois
vinculada ao conceito de area.

No quinto capitulo contaremos com nossos dados finais: as entrevistas ja
realizadas. Essas entrevistas foram realizadas por reconhecermos o valor do
conhecimento e da experiéncia dos entrevistados no campo em estudo e,
consequentemente, contarmos com suas contribuicées na avaliagdo das propostas
de ensino (capitulo 4), previamente disponibilizadas a eles. Assim, expandimos a
discussao sobre as possibilidades de pesquisa no campo da histéria da geometria
na perspectiva educacional, contando com excertos extraidos da transcricdo das

entrevistas.
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Por dltimo, faremos nossas consideragdes finais, que nao devem ser
encaradas exatamente em termos de uma concentracdo de resultados, pois esses
se encontram no decorrer de todo o trabalho. As consideragdes sao breves, mais

provocativas do que finalizadoras de questodes.
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2 HISTORIA DA GEOMETRIA: uma perspectiva para o ensino

Podemos nos perguntar como construir um alicerce para a construgcao de uma
casa ou de um edificio qualquer, de tal forma a garantir que ele seja retangular? Se
dirigirmos essa pergunta a um professor de matematica ele dara sugestbes de
formas como isso pode ser feito, mas se quisermos saber “como realmente se faz”
temos mais chance de obter resposta se perguntarmos, por exemplo, a um
engenheiro civil. S6 que o aluno podera perguntar isso ao professor, isso é fato.
Convém-nos, quando isso ocorrer, fazer um bom proveito da curiosidade do aluno,
com uma resposta interessante, porem nem sempre temos qualquer resposta
quando a pergunta trata de problemas cotidianos dos quais ndo temos qualquer
experiéncia. Veremos que a histéria da matematica pode se apresentar como fonte
util de informagdes que poderdo dar suporte para respostas a essas interrogagdes.
Assim como também pode servir de fonte inspiradora de um bom planejamento
didatico.

Navegagao quer dizer astronomia e astronomia quer dizer geometria: eis
porque 0s antigos povos navegadores do Mediterraneo tiveram que tornar-

se optimos gedmetras. Mas mesmo a arquitetura quer dizer geometria; e,
sobretudo, quer dizer geometria a agrimensura. (RADICE, 1985, p. 23).

Os textos “A matematica de Pitagoras a Newton” (RADICE, 1985) e
“Aprendendo pelas raizes: alguns caminhos da matematica na histéria” (TENORIO,
1995) tratam da historia da geometria, trazendo passagens que mostram como 0s

povos antigos resolviam alguns de seus problemas geométricos.

Sabemos com certeza que, ja muitos e muitos séculos antes de Pitagoras,
no Egipto, na Caldeia, eram dados exemplos de tridngulos rectangulos
sobre os quais se podia controlar praticamente a verdade da relagao dita
mais acima. Por exemplo, se os dois catetos tém de comprimento 3 e 4
(metros ou centimetros, etc., aquilo que se queira assumir como unidade de
medida), verifica-se com a experiéncia que a hipotenusa é de comprimento
5 (utilizando a mesma unidade de medida). (RADICE, 1985, p.29).

Uma interessante situacdo que exemplifica a estratégia dos povos antigos
trata da forma como os egipcios demarcavam terrenos retangulares. Ora, os
terrenos tinham que ser divididos entre as pessoas em areas uniformes. Como a
area de retangulos é de facil calculo, por que nao dispor os terrenos em areas

retangulares!? Entdo, vemos no texto como os egipcios antes do tempo de Pitagoras



montavam um esquadro que permitia demarcar os angulos retos das areas que se
desejava que fossem retangulares. Vemos entdo uma técnica primitiva de montar
um tridngulo retangulo de lados com medidas 3, 4 e 5, usando uma corda com 12
nés. (TENORIO, 1995).

Conforme mostrado abaixo, adaptado de Tendrio (1995, p.13-14), podemos

observar nessa disposicdo um total de 12 nés:
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Figura 1: Tridngulo retdngulo com 12 nés posicionados

Esse tipo de problema inspira uma série de possiveis atividades em sala de
aula. Podemos pensar em uma atividade pratica de montar um esquadro com a
turma para verificar com que precisao a sala é retangular, por exemplo. Ou entdo
separar a turma em grupos e propor-lhes a construcdo de um esquadro com
recursos minimos (somente com a corda e sem ferramentas como régua, compasso,
transferidor, etc.). Talvez pintar a corda em vez de dar nés. Vejamos como isso é
possivel: podemos observar nessa disposicdo de 12 nds, acima, certas
regularidades: observe que podemos dispor essa mesma corda como um triangulo

equilatero:

Figura 2: Tridngulo equilatero com 12 nés posicionados

Também podemos partir desse triangulo equilatero e facilmente remontar o
triangulo acima. Apenas trocando o né que é esticado servindo de vértice,
13



alternamos entre essas duas formas: triangulo retdngulo e equilatero. Entéao,
percebemos que € possivel marcar os 12 nés em uma corda ja disposta como um
triangulo equilatero sem necessidade de uma régua com medicdes numéricas,
desde que saibamos como “partir a corda ao meio”, ou seja, se tivermos uma corda
com dois n6s quaisquer, em que saibamos marcar um no6 central entre esses dois
nds (o ponto médio). Podemos, por exemplo, dobrar a corda ao meio encostando os
dois nds e a dobra indica o ponto médio onde deve ser marcado o terceiro nod.
Entdo, basta marcar um n6é no ponto médio entre cada dois vértices e depois
novamente marcar pontos médios entre todos os pontos ligados por segmentos até
que tenhamos um tridngulo equilatero com 12 ndés como indicado acima. Agora,
como poderiamos partir de uma corda qualquer, sem ndés, ndo emendada, e sem
régua para medicdes numéricas? Ora, podemos, por exemplo, procurar um jeito de
montar um tridngulo equilatero e, apds, seguimos o procedimento acima. Entao,
podemos dobrar duas vezes a corda para dividi-la em trés partes com a mesma
medida, conforme a figura 3. Claro que isso ja é algo um pouco mais complicado,
pois fica mais dificil ter precisao:

9
[ X J

Figura 3: Corda dobrada em dois pontos

Entdo juntamos as pontas montando um tridngulo com trés lados iguais
(equilatero). Mas antes podemos marcar os demais n0s e montar diretamente o
triangulo retangulo. Observe que essa estratégia de dobrar mais de uma vez sugere
formas diferentes de se marcar os nés ou ainda possibilita a montagem de outros
triangulos retangulos cujos lados formem os chamados ternos pitagéricos. Um terno
pitagdrico € um conjunto de trés numeros inteiros a,b e ¢ que satisfazem a equacgao:
a?+b?=c? Aqui vemos a importdncia de se estudar os ternos pitagéricos. Seria
importante que tivéssemos maior a fontes que aprofundem a histéria desses ternos.
No momento é interessante notar que podemos gera-los facilmente usando essa
identidade:

(a* —=b*)* + (2ab)* = (a* +b*)?

14



Basta escolher quaisquer dois numeros inteiros a e b e substituir na
identidade acima e teremos um terno pitagérico. Conforme se comenta em fontes
pouco especificas (sites publicos da internet como wikipédia, por exemplo), Euclides
tira conclusdes a respeito dos ternos pitagéricos, as quais nao pretendemos abordar
neste trabalho, mas convém considerar que essa expressao permite elaborar novas
disposicdes de nds para compor um tridngulo retangulo. Ora, partindo de um terno
pitagoérico qualquer, podemos imaginar a montagem do triangulo desse terno, com o
espacamento entre os nos igual a unidade de medida de comprimento.

Essas ideias juntamente com o método dos egipcios nos fornecem sugestoes
de como podemos abordar em sala de aula problemas semelhantes aos dos
egipcios. Como montar um esquadro e porque pode ser importante estudar solugoes
nos inteiros para o Teorema de Pitagoras. Uma pergunta segue-se provavelmente
nos pensamentos de alguns alunos e pode ser feita a nds professores: por que o
triangulo de lados 3, 4 e 5 tem um angulo reto entre os lados que medem 3 e 47
Entdo, ndés professores perguntamos: se o0s egipcios sabiam disso antes de
Pitagoras, sera que ha uma forma simples de provar que o caso especifico do
triangulo de lados medindo 3, 4 e 5 unidades de distancia € retangulo?

No momento ndo temos registros de como eles sabiam disso; o texto de
Tenorio (1995) indica como evento empirico, isto €, ndo temos registros literarios,
mas nao sabemos se isso nao estava provado, ao menos para 0 caso desse
triangulo especifico. Existem muitas demonstracdes para o Teorema de Pitagoras,
mas geralmente sdo complicadas para turmas de alunos com pouca base algébrica:
demonstragdes que envolvam varidveis e letras, portanto poderiamos tentar uma
estratégia de convencimento para o caso especifico do tridngulo de medidas 3, 4 e
5. Se tomarmos um triangulo com um angulo de 90 graus entre dois de seus lados
que tenham medidas 3 e 4 e se concluirmos que isso garante que o terceiro mega 5,
esta provado. Observe que tudo o que temos que provar é que o quadrado
construido sobre a hipotenusa de um tridngulo de lados 3 e 4 perpendiculares é
igual a 25. Isso se observa rapidamente ao dispor-se quatro desses triangulos

convenientemente em uma grade quadriculada como na figura abaixo:
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Figura 4: Quadrado contendo os triangulos retangulos

Ora, temos acima um quadrado formado pela hipotenusa de tridngulos de
lados 3 e 4 perpendiculares. Sua area devera ser a soma das areas de todos 0s
quatro triangulos demarcados no interior na figura acima, somados ainda a area da
unidade central. Para facilitar as coisas, podemos juntar os triangulos dois a dois
formando retangulos, conforme ilustracao abaixo, e calcular as areas das figuras,

contando os pequenos quadradinhos (unidades de area) de cada retangulo:

12 + 12 + 1 = 25
Figura 5: llustracdo com nova disposi¢éao de triangulos

Entdo, concluimos nosso resultado facilmente, observando que o caso
especifico do triangulo acima parece ser mais aceitavel a um aluno sem
conhecimentos de algebra do que a demonstragéo do préprio Teorema de Pitagoras,
vélido para todo triangulo retangulo. A prova acima propde varias conclusées
apenas olhando os desenhos. Ndo estamos dizendo que € mais conveniente essa
demonstragdo do que a demonstracao do préprio Teorema de Pitagoras, estamos
dizendo que as situagbes histéricas nos inspiram a elaborar métodos de

demonstragdo que envolvam caminhos diferentes dos sugeridos em livros didaticos,
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talvez menos eficientes, mas ainda assim diferentes, portanto bem sugestivo, além
de nos abrir mais opgdes.

Se de fato os egipcios ja conheciam exemplos de triangulos retangulos,
conforme comentou Radice (1985), a possibilidade dos egipcios terem descoberto
uma demonstragdo na antiguidade é algo razoavel. Nao podemos também
desconsiderar que 0s egipcios costumavam dividir as terras em ‘[...] faixas
retangulares aproximadamente equivalentes.” (TENORIO, 1995, p.12) usando o
esquadro, com a corda em disposicao de 12 nés, conforme comentado
anteriormente. Entdo vem uma consideracgdo: se ha registro de existirem esses
esquadros no Egito antigo, € um pouco inacreditavel que os egipcios apostem sua
agricultura, suas terras, num método meramente “empirico”, correndo o risco de
serem imprecisos e causar prejuizos aos proprietarios de terras. Por isso, achei
conveniente refletir sobre a demonstracao de tal método da corda.

O que nés observamos até aqui é a possibilidade de que exista uma
simplicidade demonstrativa por trds de raciocinios matematicos aparentemente
abstratos. Bons exemplos dessa simplicidade podem estar escondidos nos registros
histéricos de povos muito antigos que tinham problemas e que precisavam resolvé-
los. Mas, é fato que havia muita especulacdo matematica na época. Como, por
exemplo, o que hoje chamamos de z alguns judeus admitiam, segundo Radice
(1985, p. 36), serigual a 3, um tanto vago e impreciso nos dias de hoje. A histéria do
namero z exemplifica casos de aplicagdo matematica pouco rigorosas. Entdo, cabe
considerar: seria o fato de os egipcios considerarem triangulo de lados 3, 4 e 5

retAngulo um mero golpe de sorte especulativa?
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3 O CAMINHO DA PESQUISA

Para a realizacao deste trabalho optamos por realizar a pesquisa de materiais
que contassem parte da histéria, de tal forma que durante as leituras fossem
captados excertos interessantes, curiosos ou sugestivos. Como em qualquer outra
pesquisa, ndo necessariamente se sabe o que sera encontrado durante seu
processo, o que pode nos levar ao inesperado, dependendo de muitos fatores
externos. Essas pesquisas poderiam nos direcionar por varios caminhos, mas
estavamos interessados em pesquisar em Histéria da Geometria aquilo de que
houvesse mais necessidade ou algo que fosse pouco explorado no ensino, fugindo,
assim, das questdes mais usuais, que estdo excessivamente exploradas no campo
do ensino da matematica. Mas, que fosse interessante e, de preferéncia, envolvente.
Por isso, coube-nos a tarefa de escolher o tema e o caminho que se apresentasse
mais conveniente, entdo escolhemos temas, obras, artigos e leituras que
acreditamos se enquadrarem no nosso interesse de pesquisa.

Essas obras foram exploradas de modo a selecionar passagens que fossem
sugestivas em termos pedagogicos. Entdo essas passagens foram associadas a
propostas elaboradas dentro do tal ambito sugestivo. O Teorema de Pitagoras foi
escolhido dentre outros motivos pelo fato de possuir um grande numero de
demonstrag¢des na histéria, o que auxiliou na escolha de uma que fosse aplicavel a
alguma atividade no ensino béasico. O Teorema de Euler, por ser uma questao
complicada e controvertida, mas trabalhada no ensino basico de forma tédo resumida,
até mesmo nos livros didaticos direcionados a este nivel de ensino. A raiz de dois,
por geralmente ser explorada mais no ambito dos irracionais do que na questéo da
sua existéncia e dimensionalidade e, principalmente, por nos surpreender durante a
leitura com uma excelente ideia impressa numa figura tdo simples.

Uma vez selecionados os temas e os materiais de leitura, surgia aos poucos a
ideia de propostas que ndo fossem exatamente planos de aula, mas meétodos a
considerar no ensino da matematica, fatos e figuras uteis e, claro, uma discussao
pedagdgica acerca de cada assunto. Ha sempre a preocupacédo de que o que €
escrito ndo seja compreendido como se deseja, jA que nossos pensamentos nao

tém exatamente a forma de um texto, mas sim de ideias, de acdes e de fatos.



Coube-nos, portanto, expressar as propostas preocupando-nos em rebater
ambiguidades de interpretacdo e falta de detalhes, assim como, em lidar com
descontinuidades ou ideias vagas; mesmo assim, sabemos que apesar de nossos
esforcos sempre fica “algo para tras”. Por isso, sentimos a necessidade de submeter
estes escritos a andlise critica competente de professores com experiéncia na
pesquisa e ensino dos campos tratados aqui.

As entrevistas foram parcialmente gravadas para evitar perdas de tempo com
escritos a mao, que, as vezes, atrapalham as conversas, além de nos fazer
esquecer as ideias de que queremos falar. Elas ocorreram como conversas sobre
matematica, ensino e métodos, pensando sobre como melhorar as propostas, como
acrescentar propostas novas ou ainda adaptagbes da proposta inicial que fiz as
novas propostas. De fato as entrevistas oportunizaram a conversa com profissionais
com experiéncia e conhecimentos relativos ao ensino da matematica e a histéria da
matematica o que garantiu o alcance dos nossos objetivos. Eles trouxeram suas
concepgdes, criticas, duvidas e algumas contribuicbes importantes a serem
agregadas as propostas pedagodgicas.

No momento em que entrevistamos estas pessoas estamos evidentemente
resgatando, direta ou indiretamente, seus métodos, sua opinido e seu passado
profissional, o que nos remete diretamente a histéria oral. E claro que durante esse
resgate estamos estudando ndo exatamente uma outra histéria, mas a propria

historia vivida desta vez de outra forma.

A histéria oral, hoje, tem caracteristicas especiais uma vez que nao conta
com fontes que se constituem a priori, ou seja com fontes ja estabelecidas
— textos ja escritos, “documentos prontos” — mas, que se constituem no
decorrer da pesquisa. Seus documentos sdo “arquivos orais provocados”
que, entretanto, como os outros “lugares de meméria” resgatam a posteriori
o passado. (GARNICA, 2006, p.172).

Uma vez que estejamos diante de depoimentos de entrevistas que podem ou
nao ter comprovacao documental extra (digo extra porque a entrevista em si vale
como documento), cabe-nos assegurar a consideracdo e o respeito aquilo que é
ouvido. Chegamos a um ponto em que s6 porque ndao podemos provar a veracidade
das experiéncias relatadas ndo significa que sejam invalidas. Ndo necessariamente
uma histéria ndo catalogada é uma historia ndo vivida. Quando buscamos histéria
oral estamos procurando exatamente aquilo que certas fontes documentadas nao

d&o conta, a histéria ndo catalogada. E neste contexto que a histéria oral trabalha.
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Entendemos que o professor entrevistado e o “seu duplo” — inventado a
partir de sua memoéria — sao “dois individuos” — criador e criatura — um
concreto e outro construido, um vivido e outro tornado texto. Entendemos
que a criatura traz em “seu corpo” as marcas do vivido pelo criador, carrega
consigo os siléncios repletos de significados — que s6 o criador pode
conhecer e explicar — as lembrangas transformadas ou equivocadas e,
ainda, seus esquecimentos voluntarios ou ndo. (GARNICA, 2006, p. 177).

O resgate da memoria que buscamos consiste em revelar o vivenciado
profissionalmente, algo que nem sempre pode se fazer apenas com falas e textos.
Também nao esperamos reviver as experiéncias dos entrevistados com exatidao no
momento das entrevistas, esperamos ouvir uma versao sintetizada de lembrangas
do ocorrido.

A funcao social da memoria consiste na possibilidade de que as pessoas —
valendo-se da linguagem oral ou escrita — podem narrar fatos,
circunstancias, contextos, cenarios e objetos, ndo presentes — partes do
passado — fazendo-os transitar além dos limites fisicos do corpo de quem
narra e depositar-se na memodria do “outro”, ou em outros “lugares da
meméria”. Assim, a meméria & nosso elo com o passado. Por meio dela
procuramos recuperar experiéncias, pontos de vista e emocbdes de

professores que, na concepgao da historiografia tradicional,
permaneceriam invisiveis e calados. (GARNICA, 2006, p. 173).

Em qualquer entrevista corremos o risco de que os entrevistados possam
relatar fatos dos quais nao participaram, locais onde nao estiveram, pensamentos
gue nunca tiveram. Nada disso deve ser “levado ao pé da letra”. Durante qualquer
entrevista as pessoas acabam conversando e se distraindo com partes da conversa
que tenham chamado atencao, sdo desvios que podem ou nao ter relevancia nos
nossos objetivos. As vezes, tenta-se dizer algo, mas ndo se tem palavras, ocorre
que dizemos algo que ndo exemplifica a situagao levando-nos a possiveis erros de
interpretacao.

Em Michael Pollak — que se apdia em Halbwachs — embora a meméria seja
aparentemente um fenémeno individual, € sobretudo um fenédmeno coletivo

e social, ou seja, um fenémeno que se constréi coletivamente e que se
transforma e se modifica constantemente. (GARNICA, 2006, p.175).

Como qualquer construcdo coletiva, a memdria sofre transformagdes no
contexto de quem a descreve, isso vale tanto para quem fala como para quem o

interpreta o que é falado, o que pde em cheque entrevistado e entrevistador.

Pollak, dando-nos a certeza da presenga dessa “memdria herdada” — de
acontecimentos, personagens e lugares nao vividos ou conhecidos — da
presenca forte do imaginario dos narradores em suas narragdes, ajuda-nos
a entender, nos depoimentos, suas “distor¢goes da realidade”, vendo-as ndo

20



como “mentiras” mas como proje¢des ou transferéncias de outros
acontecimentos, personagens ou lugares. (GARNICA, 2006, p. 176).

Nao esperamos uma entrevista que aborde exatamente 0 que queremos, sem
abrir espaco a outras ideias. E fato que pretendemos abordar propostas de ensino ja
elaboradas num ambito avaliativo, mas essa abordagem pode envolver a elaboracao
de novas propostas, ampliacbes destas propostas ou de minhas préprias ideias a
respeito de propostas sugeridas pelos entrevistados. Qualquer trabalho quando
iniciado nao necessariamente anda num caminho previsto, muito menos seria
correto antecipar seu destino. Existe a questdo da prépria experiéncia em realizar
este trabalho, que nos levou a novos ambientes, a novas interpretagbes e novas
consideragdes a respeito das propostas. O desenvolvimento desse trabalho pode
depender das entrevistas mais do que esperamos. Essa dependéncia, apesar do
desconforto causado pela incerteza, é evidéncia da originalidade, do enriquecimento
de possibilidades e de que ha um nivel do avan¢o o qual fazemos aos poucos
durante sua producdo. E nesse ambito que ocorrem as entrevistas: envolvendo
histéria oral, as questdes as quais esperavamos, a principio, dar énfase, as
questdes as quais realmente é dado énfase, as versdes sintetizadas das lembrancas
dadas pelo entrevistado, as versdes daquele que entrevista, e existe ainda aquela
versdo, que ndo comentamos aqui, daquele que € a versao do entrevistador, esse

sera o desafio que estamos encaminhando ao leitor.
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4 PROPOSTAS DIDATICAS PARA O ENSINO DE GEOMETRIA COM ENFASE
NA HISTORIA

O uso da histéria da matematica tem-se constituido um eficiente método no
ensino da matematica. No ambito deste trabalho, cabe destacar as alternativas para
definir conceitos, envolvendo ficgdes, contos ou fatos histéricos propriamente ditos.
As passagens histéricas podem mostrar-se interativas, curiosas, talvez dotadas de
sentido, ou ainda, carregadas de significado ou com aspecto mais realista que o
“‘conteddo resultado”. De modo geral, apresentam-se com uma riqueza de
informagbes académicas. Mas, mais do que isso, assim como varios autores que
tratam do uso da histéria da matematica no ensino:

Acreditamos que atividades com perspectivas histéricas humanizam o
estudo da disciplina, mostrando a Matematica como ciéncia em construgao
e em constante interagdo com outras ciéncias, sendo, a nosso ver, uma
fonte de conhecimentos favoraveis a aprendizagem. Reconhecemos, desta
forma, que recorrer a histéria da Matematica potencializa o aluno a
internalizar o novo material de forma significativa realizando a passagem
do légico ao psicolégico. (NUNES, 2010, p.542).

O ensino da geometria, assim como o de tantos outros ramos da matematica,
pode ser favorecido pela histéria das teorias (incluindo aqui as conjeturas
explicitadas, os problemas resolvidos e o0s nao resolvidos, o processo de
formalizagdo) que constituem esse campo de conhecimento. Ha quem acredite que
o maior problema do ensino da matemética no Brasil seja a construcdo dos
conceitos matematicos. Nessa perspectiva, a histéria da matematica coloca-se como
forte aliado, pois elucida problematicas que tém por solugdo a definicdo ou a
redefinicdo dos conceitos. Além disso,

[...], dar énfase a situag@o problematica que deu origem a um conceito que
se queira apresentar pode acentuar a légica dos assuntos estudados,
identificando também suas relagdes com outras disciplinas e com outros
conceitos matematicos que estejam relacionados de alguma forma ao
assunto em estudo. A interpretagdo e a compreensdo de um conceito
matematico, a nosso ver, podem ser facilitadas quando, ao invés de o
apresentarmos como verdade perfeita e acabada, destacarmos as ideias

primeiras que originaram tais conceitos, com suas imperfei¢cdes e continua
constru¢do. (NUNES, 2010, p. 543).

Pretendemos, neste capitulo, contemplar referéncias que abordam a histéria
da geometria, elaborando propostas de ensino inspiradas nessas leituras.

Tentaremos, assim, tratar de forma alternativa alguns conceitos da geometria, que,



as vezes, mostram-se pouco ou insuficientemente explorados durante o ensino

basico.

4.1 Uma proposta pedagodgica inspirada na historia do Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras € considerado, por varios estudiosos, um dos
teoremas mais importantes e atraentes da historia antiga da matematica. Varios
resultados importantes em geometria tedrica, bem como na solugado de problemas
praticos relacionados a medidas, foram descobertos através dele ou, no minimo, o
utilizam. Certamente, ele € um dos mais famosos e Uteis teoremas da geometria
elementar. (GASPAR, 2003).

Conforme Gaspar (2003), o Teorema de Pitdgoras, apesar de receber o nome
de “Teorema de Pitagoras” foi desenvolvido em diversas civilizacbes como, por
exemplo, na antiga babildénia, nas antigas civiliza¢cdes indiana, chinesa e egipcia,
com alguns casos de desenvolvimento, datando, certamente, antes mesmo da
época de Pitagoras. Ao observar alguns casos da histéria do Teorema de Pitagoras,
a autora destaca dois “aspectos de aplicagdao”: o computacional, que se refere ao
quadrado algébrico das medidas dos lados, € 0 geométrico que se refere as areas
dos quadrados escritos sobre os lados do triangulo retangulo.

Ao ler varios textos historicos sobre o Teorema de Pitagoras parece
predominar o aspecto geométrico, mas quando exploramos o0s métodos de
abordagem no ensino basico, parece predominar o aspecto computacional,
constatagao apresentada também por Gaspar (2003):

O estudo do Teorema de Pitdgoras no ensino fundamental e médio em
geral se restringe ao aspecto computacional. Minha experiéncia no trabalho
com a geometria em cursos de formagao de professores mostra que sdo
raros aqueles que percebem ou ja trabalharam em sala de aula com o
aspecto geométrico do Teorema. Em geral, quando pergunto sobre qual é

o Teorema de Pitagoras, a resposta é dada pela equagéao a2 + b2 = c2
(p-270).

Tentaremos, portanto, desenvolver nesta se¢cdo uma abordagem de aspecto
geomeétrico, tendo em vista uma demonstracao histérica do teorema em estudo.

Quando falamos de Ensino Fundamental, estamos falando de criangas. Nao
podemos esperar sempre um bom rendimento para a aprendizagem em uma

atividade demonstrativa formal para esse nivel de ensino. Provavelmente nao
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consigamos demonstrar o Teorema de Pitagoras a criangas de 12 anos de tal forma
que a maioria entenda, mas também nao consideramos justo ensina-las a decorar e
aplicar a férmula sem saber do que se trata. Mas, podemos investir em atividades
geomeétricas focadas nesse teorema, fornecendo um razoavel apoio aos estudos de
geometria e do proprio Teorema de Pitagoras nas séries mais avangadas que
envolvam demonstragfes. Existem muitas notas histéricas que relatam a
demonstracdo desse teorema, gracas a essas notas temos registrado varias formas
de demonstra-lo. Podemos entdo escolher alguma e organizar interessantes
atividades.

Faremos aqui a descricdo de uma possivel atividade, inspirada numa
demonstragdo chinesa citada em Gaspar (2003). Segundo a autora, Liu Hui
apresenta no capitulo IX associado ao nome gougu (triangulo retangulo) de Jiuzhang
Suanshu - o mais antigo trabalho escrito especifico de matematica na China que
sobrevive até hoje — uma demonstragéo interessante do Teorema de Pitagoras.

O diagrama original de Liu Hui esta perdido desde o século Xlll, mas a
reconstrugdo [Figura 4.8] feita pelo matematico Gu Guanguang ajuda a
entender como a demonstracao foi feita:

X oA
- A
oA A T
G s
4//

v

Figura 4.8

(GASPAR, 2003, p.296-297)

Abaixo um esquema que da a ideia da demonstracdo do Teorema de
Pitagoras:

[

Figura 4.10

(GASPAR, 2003, p.298)
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Observamos que o triangulo verde representa o tridngulo retdngulo de lados
a, b e c. com os trés quadrados escritos sobre seus lados, porém os trés quadrados
nao se encontram na forma tradicional apresentada na maioria dos livros, que

geralmente é assim:

Figura 6: Representacdao geométrica do Teorema de Pitagoras

Apenas temos a hipotenusa e um dos catetos voltados “para dentro” do
triangulo na Figura 4.10 de Gaspar (2003), de tal forma que, na construgdo a
esquerda, o espaco que corresponde ao interior do quadrado que esta sobre a
hipotenusa (ou seja, cujo lado tem medida igual a da hipotenusa do triangulo) fica
parcialmente preenchido por parte dos quadrados que estdo sobre os catetos, ja, na
construcao a direita, a parte restante do quadrado da hipotenusa é preenchido com
0 que sobrou dos quadrados sobre os catetos na figura da esquerda. O mais
interessante é que a autora afirma:

E possivel provar, usando propriedades de paralelismo e de congruéncia
de triangulos, que as figuras removidas se encaixam completamente nos
locais indicados. E importante, em um curso de formagao de professores

levantar esta questao e discuti-la a partir do conhecimento que os alunos
tém da geometria euclidiana. (GASPAR, 2003, p.298).

Também podemos observar, na Figura 4.10, para onde sédo deslocados os
triangulos indicados por I, Il e Ill. O mais interessante € que eles permanecem na
“mesma posi¢cao” (ndo sdo girados), isto € sdo apenas transladados.

Baseados nessa demonstracdo chinesa, podemos propor a uma turma de
Ensino Fundamental uma atividade de desenho e recorte, que pode ser feita com
poucos materiais, dentre eles, régua e compasso. Essa atividade inclui instrugdes
ordenadas (dadas pelo professor aos alunos), onde propomos as construcdes, com
uso de régua e compasso, de um triangulo retangulo qualquer e de quadrados cujos

lados tém medidas iguais aos lados do triangulo. Tais figuras devem ser construidas
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na mesma posicao do tridngulo chinés. Mesmo as construgcdes dos angulos retos
poderdo ser feitas por meio de instrucées do professor. Trata-se, portanto, de uma
atividade empirica, sem necessidade de uma formalizacdo axiomatica que a
anteceda. Por isso, quase todo processo depende das instrucbes do professor,
mesmo que o0s alunos ndo saibam do que se trata inicialmente, ficar4 de surpresa
para o final. Caso o professor se sinta mais seguro podera orienta-los a utilizar um
esquadro, porém estara desperdicando uma boa oportunidade de colocé-los em
contato com o raciocinio estratégico das construgcdes com régua € compasso
resumindo as construgbes angulares retas a operacionalizagdo de uma ferramenta
pronta: o esquadro. ApGs a construcao das figuras, pode-se sugerir aos alunos que
recortem com a tesoura os triangulos |, Il e Ill, desafiando-os a usarem as pecas
para completar os espacos vazios do quadrado que esta sobre a hipotenusa.
Acredito ser importante ressaltar que o tridngulo retangulo inicialmente
construido deva ser aleatorio, permitindo que cada aluno monte livremente. Também
€ importante acentuar esse triangulo, pintando-o ou contornando-o, assim como na
figura 4.10, e chamando a atencao de que ele é a figura “dominio da fungédo”, de
forma que os quadrados sejam considerados “dependentes”, construidos apds o
triangulo. Apesar de essa atividade correr o risco de ser interpretada apenas como
um quebra cabecga, coloca o aluno em contato com a classica construgao por meio
de régua e compasso, permitindo-lhe ter uma importante experiéncia geométrica.
Cabe considerar aqui o sentido provocativo da atividade, pois poderao perguntar-se:
“porque no final as figuras encaixam-se completando exatamente o quadrado da
hipotenusa?”. Entendemos, portanto, que a perspectiva de ensino baseada na
historia da matematica, explorada através de uma atividade informal e motivada pelo
empirismo, pode conduzir a uma aprendizagem mais significativa, em comparagao
com uma perspectiva de ensino de matematica baseada no rigor matematico.

Encontramos apoio para tal proposta no argumento de que

[...] o desenvolvimento histérico dos conceitos pode ser considerado como
uma sequéncia de (pelo menos) dois estagios: um estagio intuitivo e um
estdgio maduro; varios séculos podem passar entre estes estagios. No
primeiro estagio o foco é simplesmente operacional, o ponto de vista
estrutural ndo é o principal. Do ponto de vista educacional, uma situagao
semelhante pode ser indicada: em um primeiro estagio os alunos abordam
0s conceitos por intuicdo, sem uma compreensdo completa do assunto.
Entdo a aprendizagem torna-se melhor e melhor até que ela amadurece.
(GRUGNETTI, 2000, apud GASPAR, 2003, p.20).
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Assim, defendemos que a aprendizagem de matematica ocorre por uma
espécie de “amadurecimento”, como o citado acima. Esse “amadurecimento” tanto
maior sera quanto maior for o contato que o aprendiz tiver com a matematica
escolar. Esse contato nem sempre é otimizado quando ocorre através de atividades
repetitivas como, por exemplo, resolugdo de listas de exercicios com exercicios
muito semelhantes em sua estrutura e estratégia de resolucdo. O que estamos
propondo € um contato multiplo: o aluno pode entrar em contato com régua,
compasso, esquadro (talvez), geometria elementar e o Teorema de Pitagoras, assim
como com sua demonstracao. Além disso, operacionaliza uma aplicagao estratégica
de resolugdo geométrica ao menos provocativa, mesmo que nao totalmente
compreendida pelos alunos. Nao podemos deixar de considerar 0 mais importante,
ou seja, ndo estamos sugerindo apenas a aplicacao da proposta exatamente como
mostrada aqui, mas também o estudo dela. Nao estamos priorizando o preparo de
um aluno para resolver inidmeros problemas, todos iguais, como é o caso das listas
de exercicios presentes na maioria dos livros de Ensino Fundamental. Tampouco
estamos interessados em defender ou criticar essas listas. A intencdo desta
proposta é ressaltar o acréscimo de métodos, pouco explorados, aos atuais métodos
ja existentes, ndo se trata de comparar, mas sim de acrescentar. Pois acreditamos
que se quisermos pesquisar sobre a compatibilidade entre o que é comum e o que é
incomum no ensino de qualquer ramo da matematica, ndo podemos desprezar a
ideia de tentar buscar articulagdes historicas. Ainda mais se considerarmos que 0
que é incomum hoje e aqui ndo necessariamente foi incomum sempre e em

qualquer lugar.

4.2 Teorema de Euler na perspectiva de Imre Lalatos

Vemos em Lakatos (1978) que uma reflexdo historica do chamado Teorema
de Euler revela fatos riquissimos, que podem ser tratados separados dos estudos
formais desse mesmo teorema. Para andlise de tal trabalho €& fundamental
explicitarmos uma das ideias sobre formalismo apresentada por Lakatos:

O formalismo desliga a histéria da matematica da filosofia da matematica,

uma vez que, de acordo com o conceito formalista de matematica, nao ha
propriamente histéria da matematica. (LAKATOS, 1978, p.14).
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Geralmente nos estudos do Teorema de Euler, em escolas de ensino basico
e superior, lidamos com seu estudo formal, portanto com seu resultado final ja
estabelecido e amadurecido nas arduas criticas que surgiram no decorrer da
histéria. Criticas essas que alteraram aos poucos tanto seu enunciado quanto os
conceitos nos quais se baseia. Ndo € comum encontrarmos pesquisas que abordem
as implicagdes da histéria desse teorema no tratamento formal de seu préprio
enunciado. A abordagem do Teorema de Euler no Ensino Médio, nas escolas
brasileiras, geralmente ocorre de forma aligeirada: poucas péaginas dos livros (nem
todos) que apresentam a Geometria Espacial, tratando-o como um teorema muito
simples, com poucos exercicios. Vemos que raras vezes ele € demonstrado e,
quando o €, isto ocorre de forma razoavelmente empirica, baseado em lemas pouco
trabalhados, que dependem mais da imaginagao do que da logica. Esta rarefacao do
assunto talvez decorra do fato de que supervalorizar a importancia dos estudos
formais da matematica pode ser pouco produtivo no ensino. Mas, teria outra forma
de abordar esse assunto? Conforme Lakatos (1978, p.15):
O “formalismo” € o baluarte da filosofia do positivismo légico. De acordo
com o positivismo l6gico, o enunciado sé é significativo se for ou
“tautolégico” ou empirico. Uma vez que a matematica ndo-formal nao é
“tautolégica” nem empirica, deve ser destituida de significado, puro

desproposito. Os dogmas do positivismo légico tém sido prejudiciais para a
histdria e filosofia da matematica.

A falta de argumentag6es mais trabalhadas a respeito de certos detalhes da
demonstracao frequentemente torna impossivel uma compreensao consideravel do
proprio enunciado do teorema, por exemplo, por um leitor que esteja iniciando seus
estudos do Teorema de Euler. Claro que, neste caso, ndo € complicado interpretar a
equacao V-A+F=2, nem a questado da convexidade, mas a associa¢ao entre os dois
torna-se uma tarefa nao trivial. E natural que, a primeira vista, ndo consigamos ver
uma relacao entre convexidade e a equacdo de Euler. Afirmar que “verifica-se V-
A+F=2 para um poliedro” e que “um poliedro € convexo” sao afirmacdes
interpretaveis de imediato, porém sao psicologicamente nao articuladas por serem
de naturezas diferentes, o que torna complicado associa-las numa perspectiva
formal. Quando surgem problemas formais desse tipo podemos buscar
contextualizacdo numa teoria menos rigorosa, que nos ajude a ampliar a
familiaridade com os problemas. Acreditamos que, dessa forma, podemos
estabelecer a ligacao entre os dois conceitos e que essa ligacdo possa ser ampliada
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pelo menos numa perspectiva histérica. Aproveitamos ainda para observar que a
matematica passa por crises as vezes incompreensiveis para alguém que observe o
conteudo apenas como produto final, numa perspectiva tao pacifica e acabada como
a que se vé num livro didatico de Ensino Médio.

Segundo Lakatos (1978, p.20), Euler testou a conjectura: “Para todo poliedro
vale a relacao V-A+F=2." com sélidos regulares e outros sélidos. Com base nisso a
conjectura foi langada. Isto sugere que a equacgéo, baseada nas observagbes de
Euler, foi proposta sem dar uma importancia imediata ao conceito de convexidade e
que, conforme Lakatos (1978), tal equagdo ndo pode ser provada imediatamente.
Algum tempo depois Cauchy lan¢ca uma prova, mas tal prova apresentava lemas ndo
provados, portanto abria novas frentes para a critica, de modo que “O préprio Euler,
[...], desistiu da prova, visto que notou a dificuldade mas ndo pode fazer aquela
‘minima observacao’(/bid, p.26), observacdo essa que se referia a um dos lemas
nao provados.

A expansao do teorema a todos os poliedros definia-se em uma conjectura
que dependia do conceito de poliedro, que logo se mostrara um problema, mesmo
para Euler:

Observado pela primeira vez por Euler [1758a]. Seu problema original era a
classificagao dos poliedros, cuja dificuldade foi acentuada no sumario
editorial: “Enquanto em geometria plana os poligonos (figurae rectilineae)
podiam ser classificados muito facilmente de acordo com o nimero de
lados, o qual é evidentemente sempre igual ao niumero de angulos, em
estereometria a classificagdo dos poliedros (corpora hedris planis inclusa)

representa problema muito mais dificil, visto que somente o nimero de
faces € insuficiente para esse fim. (LAKATOS, 1978, p.19).

Vejamos alguns conceitos que foram langados para poliedros: Definicao 1,
devida a Legendre: “Poliedro € um solido cuja superficie consiste de faces
poligonais.” (LAKATOS, 1978, p.29). Definicdo 2: “Poliedro é uma superficie que
consiste de um sistema de poligonos.” (/bid, p.30), ou seja, considera-se que um
ponto pode mover-se continuamente sobre toda a sua superficie. Essa definicdo
resulta dos “[...] ensaios de Jonquiéres lidos na Academia Francesa contra os que
pretendiam refutar o Teorema de Euler.” (/bid, p.30). Definicdo 3: Poliedro é um [...]
sistema de poligonos dispostos de tal modo que (1) exatamente 2 poligonos se
encontram em cada aresta e (2) Seja possivel ir de dentro de qualquer poligono para
o interior de qualquer outro poligono por uma via que jamais cruza qualquer aresta

num vértice.”(Ibid, p.31). Tal definicao surge “[...] para impedir tetraedros gémeos [...]
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Encontramos essa perturbadora definicdo reproduzida em alguns manuais
modernos do modo usual autoritario do ‘acredite se quiser”. (/bid, p.31).

Cada uma das definicdes acima restringe a anterior, ou melhor, o conjunto de
todos os poliedros da definicao 3 estdo contidos nos da definicdo 2 que, por sua vez,
estdo contidos nos da definicdo 1. E, se incluirmos a definicdo de poliedros
convexos, estaremos restringindo ainda mais os objetos em estudo.

No caso de um poliedro auténtico, através de qualquer ponto arbitrario no
espago havera pelo menos um plano cujo corte transversal com o poliedro

consistird de um unico poligono. No caso dos poliedros convexos, todos os
planos satisfardo essa exigéncia. (LAKATOS, 1978, p.37).

Essas definigdes foram surgindo nessa sequéncia, em funcéo da existéncia
de certos sélidos denominados “poliedros” em que ndo se verificava a relacado de
Euler. E interessante notar que o conceito de poliedro era ajustado nédo para a teoria
dos solidos ou outros estudos matematicos geométricos mais gerais, mas para
satisfazer a relacao de Euler.

Praticamente houve uma crise envolvida, talvez, por interesses politicos
dentro da matematica que redefinia o conceito de poliedro em funcdao de um
problema particular. Vemos entdo que uma simples lei como V-A+F=2, direcionada
(até mesmo restringida) aos poliedros convexos, que parece de tdo facil aplicacao
no Ensino Médio, passou por uma complexa rede de transformacdes e ajustes. E,
por ironia, ainda precisamos lidar com o fato de a restricdo ter sido excessiva, ou
seja, acabamos deixando de fora varios poliedros ndo convexos que satisfazem a
relacao de Euler. Agora perguntamos novamente: qual a ligagdo entre convexidade
e a relacdo de Euler na perspectiva historica? Do que foi dito até aqui, podemos
concluir que a unica ligacao é a de que o conceito de poliedro convexo € apenas
uma super-restricdo ao campo dos poliedros, de modo a contemplar, de forma
segura, aqueles que obedecem 2 relagdo de Euler. E 0 mesmo que dizer: A soma de
dois numeros naturais ndo pode ultrapassar 100, desde que definamos os numeros
naturais como N={1,2,3,4,5,6}.

Ainda poderiamos perguntar: como abordar o Teorema de Euler, na escola,
numa perspectiva histérica? A histdria, como uma ciéncia ndo-formal, deixa uma
margem de possibilidades, sem definir qual a melhor. Mas podemos usar as
informacdes disponiveis num ambito criativo. A prépria obra de Lakatos pode ser

classificada como uma ficcao escolar. Nela, 1é-se a sugestdo de que a histéria da

30



matematica possa se repetir na sala de aula. Se nao esperarmos uma turma tao
aplicada, como a da ficcdo criada pelo autor, podemos propor questbes que
envolvam andlise de conceitos. Por exemplo, tomamos o sélido delimitado por um
par de cubos, o sélido formado por dois tetraedros com uma aresta em comum, o
solido formado por dois tetraedros com um vértice em comum, o sélido chamado
“Poliedro estelado” de Kepler ou ourico, O “tunel” da Figura 9 em Lakatos (1978,
p.35), o sdlido da Figura 11 em Lakatos (/d, p.37), um cubo simples, um cilindro...,
entdo podemos propor a uma turma de Ensino Médio a seguinte questdo: quais
desses solidos sé@o poliedros, conforme as definigdes 1, 2 e 3, e quais sé&o poliedros
convexos? Mais ainda, para quais se verificam a relacdo de Euler? Por fim,
deixamos a seguinte provocacao: seria a relagdo de Euler uma propriedade geral
dos “poliedros”, supondo como verdadeira, uma de cada vez, cada uma das

definigbes indicadas?

16V + 12F - 24A = 4 6V + 8F - 11A =3
Sdlido delimitados por Sdlido formado por dois
um par de cubos tetraedros com uma

aresta em comum

N

/V + BF - 12A = 3 "Quricocacheiro" ou dodecaedro

Solido formado por dois 12V + 10F - 20A = 2
tetraedros com um
wartice em comum

el AN

N7

Figura 7: Alguns poliedros abordados na obra de Lakatos
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Figura 8: O “tunel”: um poliedro especial

Este tipo de atividade, aparentemente um pouco desobjetivada e
desorganizada, foge um pouco do padrao de exercicios que estamos acostumados,
ela coloca o aprendiz numa situagdo onde ele deve analisar conceitos com muita
atencao, desenvolvendo a capacidade de ser minucioso nas leituras, cuidadoso,
detalhista, que sado capacidades fundamentais para um matematico. Estamos
lidando com conceitos, mais do que com as contas do Teorema de Euler, estamos
induzindo os alunos a colocarem-se na mesma posicao dos antigos pensadores
matematicos. Com pouca pesquisa sobre a histdria da geometria podemos propor
atividades diversificadas, com conceitos e ideias alternativas, as vezes ja em desuso
por alguns séculos, ou nem tanto.

Assim, novamente saimos do ambito usual das listas de exercicios ao propor
uma atividade diferenciada. Nao estamos dizendo que essa deva substituir outras
atividades mais tradicionais, mas sim que pode ser adicionada a elas. Cada
metodologia tem seus objetivos, os quais podem variar de modo a se

complementarem.
4.3 Area de figuras planas e raiz quadrada de dois

Os numeros irracionais sempre estiveram presentes nos estudos do ensino
basico, tanto nos livros didaticos como no curriculo da maioria das escolas. Existe
uma importancia no trato desse conceito, dentre outros motivos, pelo fato de ser
considerado como base para construcdo dos numeros reais. As dificuldades
pedagdgicas no trato desse conceito devem-se provavelmente ao fato de que ele se
refere a uma negagéo: Os numeros irracionais sdo todos os reais que ndo sao
racionais. Qualquer iniciante nos estudos do ensino basico perguntar-se-ia: Mas,

entdo, o que eles sdao? Embora existam, conforme os matematicos, infinitos
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irracionais e, mais do que isso, existam “mais irracionais do que racionais na reta”, a
questao de encontrar nimeros que nao possam ser representados como razao de
dois inteiros nao nulos, de fato, ndo é trivial. Convencer alguém que um numero é
racional pode resumir-se a encontrar dois inteiros cuja divisdo de um pelo outro o
tenha como resultado. Mas, convencer que um dado numero é irracional envolve
provavelmente uma demonstracdo bem mais prolongada.

Um aluno iniciante pode supor muitas coisas sobre 0s irracionais apenas pelo
vislumbre de sua definicdo. Provavelmente ele perguntaria para que servem esses
nameros na pratica? Também podem surgir questées pedagdgicas adjacentes, com
referéncia a posicdo dos irracionais na reta, ou ainda, com relacdo a proépria
existéncia de uma posicdo determinada. Certamente esse é um conceito cuja
abordagem no campo pedagdégico é bastante complexa e polémica. MIGUEL (1993)
também observa precariedade na abordagem do tema dos ndimeros irracionais.

A razéo de nossa escolha ter recaido sobre esse tema deve-se ao fato de,
tradicionalmente, as passagens dos textos didaticos para a escola
secundaria referentes a ele reduzirem-se a um amontoado de regras de
operar com radicais para 0s quais, na maioria das vezes, nao se
apresentam justificativas convincentes e que acabam por constituir-se, aos

olhos dos estudantes, em conhecimentos pouco Uteis, pouco desafiadores
e desligados dos demais temas presentes nos programas de matematica.

(Ibid, p.168).

Vemos, portanto, que esse conceito tem sido abordado geralmente do ponto
de vista numérico e nao histérico. Se considerarmos o contexto histérico de
surgimento e de formalizagcdo dos numeros irracionais veremos que alguns
problemas pedagogicos de abordagem ocorrem semelhantemente a problemas
desencadeados durante o processo histérico. Percebemos, conforme Miguel (1993),
que a histéria da matemética revela o surgimento dos numeros irracionais
geralmente por problemas préprios da geometria. A figura abaixo é baseada no
problema proposto numa “...] passagem do livro ‘Menom’ de Platdo, no qual
Socrates solicita ao escravo de Menom para construir um quadrado cuja area seja
igual ao dobro da area de um quadrado dado.”(/bid, p.201).
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(Ibid, p.201).

Vemos nessa figura que a solucdo é um quadrado construido sobre a
diagonal do quadrado dado (ABCD). Observamos que um aluno que tenha nocdes
de area podera calcular facilmente a hipotenusa de um triangulo retadngulo de
catetos unitarios ADB sem recorrer ao Teorema de Pitagoras, usando simplesmente
a definicdo de area, concluindo assim que a diagonal do quadrado ABCD mede a
raiz quadrada da area do quadrado DIHB que é dois, portanto DB mede raiz
quadrada de 2. Repare que trabalhamos até aqui independentes do Teorema de
Pitagoras. Uma importancia fundamental da geometria, que pretendemos atingir aqui
para os irracionais € permitir sua visualizagéo, visualizagdo essa “do tal numero
chamado raiz de dois”: 0 aluno vera que um segmento que meca raiz de dois € um
pouco maior que o unitdrio e mede menos que duas unidades. Entdo, vemos que
uma pequena busca histérica revigora a construgcdo de um numero até entao
encarado como apenas axiomatico e abstrato.

Basicamente, o fato de construimos os nimeros reais numa reta ja demonstra
a forte dependéncia cognitiva da geometria, apresentada pelos nameros reais. O
exemplo acima ndo s6 apresenta a possibilidade de se trabalhar com ndmeros que
sejam raizes quadradas de quaisquer numeros inteiros, como sugere que 0s
mesmos possam ter uma forma visual; no caso em estudo, 0 numero que representa
raiz quadrada de dois € visto como medida de comprimento.

Miguel (1993) também se refere frequentemente a algo definido como
“‘quadrado dentado” em comparagdo com o classico “quadrado liso”. Essas figuras,
desenhadas numa grade quadriculada, propdem basicamente a visualizagdo da
ideia de area, j4 que a area € determinada pela quantidade de quadradinhos no
interior da figura. Sobre o tema o autor afirma:

Vamos chamar de quadrado dentado qualquer quadrado cujos lados

tenham uma forma de uma escadinha, composta de varios degraus ou
dentes. (MIGUEL, 1993, apéndice, p.12).
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O foco dos estudos referentes aos quadrados dentados parece estar na
formacado de um quadrado a partir de dois outros, conforme algumas regras. Abaixo

uma citacdo sobre o0 assunto:

Nao se sabe exatamente quando, onde e nem como foi feita essa
descoberta... mas os povos antigos deram uma resposta afirmativa a
questao anterior; isto é, afirmaram que €& sempre possivel construir um
Unico quadrado que ocupe a mesma area que a de dois quadrados dados,
juntos. (MIGUEL, 1993, Apéndice, p. 10).

Abaixo segue um curioso exemplo que sugere um método para geragao de
um quadrado liso equivalente a dois lisos iniciais A e B.

(MIGUEL, 1993, p. 220)

Conforme o autor, 0 método consiste na divisdo dos lados A e B em n e n+1
partes iguais obtendo n2 e (n+1)?

[...] quadradinhos de tamanhos diferentes que, dispostos como num
tabuleiro de xadrez, produzem o quadrado dentado heterogéneo procurado.
Ligando as extremidades das diagonais desse quadrado dentado
heterogéneo [...], obtemos o quadrado liso procurado. Eis ai o Teorema de
Pitdgoras em um grau possivel de generalizacdo. (MIGUEL, 1993,
apéndice, p. 221).

O estudo relativo a quadrados dentados, apresentado por Miguel (1993),
culmina, portanto, com a elaboracdo de um método que transforma quadrados
dentados em lisos, fato que o conduz a pressupostos dos povos antigos, como o
citado acima, acerca do Teorema de Pitagoras.

Vamos fazer, a seguir, um breve relato de uma atividade a respeito das
grades quadriculadas, que foi aplicada numa turma de segundo ano de Ensino
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Médio, na disciplina de Estagio em Educacdo Matematica Ill, no segundo semestre
de 2011. Era uma atividade sobre o calculo de areas como uma introdugcdo a
geometria e durou aproximadamente 2 periodos de 50 minutos cada. A atividade

consistia na resolucéo da folha de questdes que segue abaixo:

Exercicios:

1) Calcule a area das figuras: 5
b) -~ St - C)-- 4 ; - d) b
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2)Calcule a area, mega a base ¢ a altura de cada um dos paralelogramos ¢ tridngulos abaixo
¢ encontre relagdes entre esses nMeEros:
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3)As dreas das figuras ao lado sdo iguais?

Justifique sua resposta determinando-as.

Figura 9: Atividade proposta a alunos de Ensino Médio
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A estratégia basica recomendada para a medi¢cdo da area era a contagem
dos quadradinhos, mas quando houvesse um segmento de reta diagonal deveria se
partir a figura em triangulos retangulos, as vezes ultrapassando os limites da figura,
portanto sendo necessario ndo s6 somas de areas, mas também subtracao.
Também foi dito que a area de um triangulo retdngulo era igual a area do “retangulo
inteiro” partido ao meio, ou seja, dividido por dois. Observamos que, com base
nessa estratégia, é possivel calcular todas as areas.

Também foi apresentada outra estratégia, que € dificil de explicar, mas é bem
simples de entender: consiste em fazer o completamento (transformacao) de uma
figura usando partes dela mesma, de forma a ndo alterar a area. Por exemplo, no
item 4.b podemos recortar os tridngulos indicados em verde e colocé-los na posi¢ao
dos vermelhos, obtendo a figura da direita que, por isso, tem area igual a da
esquerda:

[ ]
[ ]

L ] ®

Figura 10: Atividade de transformar figuras conservando a area

O que queremos ressaltar aqui sdo os resultados da experiéncia. Ocorreu que
os alunos, na sua totalidade, usaram o segundo meétodo (de recortar figuras).
Percebemos também que as folhas foram preenchidas na forma de “escadas”, como
nos quadrados dentados. Dentre os que fizeram a atividade havia pouquissimos
casos de erros, que eram isolados, provavelmente causados por desatencédo. Havia

interessantes marcag¢des como as indicadas na figura abaixo:

N
DL

>

Figura 11: Construcéao feita por um aluno
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Poderiamos indagar porque eles preferiram calcular a area de um triangulo
retangulo fazendo os varios recortes trabalhosos acima, sabendo que teriam, ainda,
de compor equivaléncias para contar as unidades de area, no lugar de calcular a
area do retangulo inteiro com um simples produto e, apés, dividir o resultado por
dois.

Talvez o método das escadas, apesar de ser mais trabalhoso, fornegca uma
melhor visualiza¢do da area, pois a figura formada fica com uma forma semelhante a
anterior, dando mais seguranca ao aluno, enquanto o método de dividir o retangulo
ao meio pode parecer mais abstrato e pouco atrativo, pois a visualizagdo do aluno
corresponderia a duas pecgas grandes cuja congruéncia seja menos visualizavel.

O fato € que o método dos quadrados dentados assemelha-se as marcagoes
em escada acima, fato que nos leva a acreditar que a histéria “repete-se” no
pensamento do aprendiz. Os conceitos “visualizaveis” (aqueles de que lembramos
ao fazer um desenho mental) parecem sempre ser mais facilmente assimilados do
que os “abstratos” (aqueles de que lembramos geralmente associando o
pensamento a escrita literal do conceito), ou seja, as imagens matematicas podem
dizer mais do que a linguagem matematica. Ainda sobre essa ideia de visualizagao,
também vale considerar que, conforme mencionado, sugerimos um método que
possivelmente permita a imediata visualizagdo da medida igual a raiz quadrada de 2,
acredito que a dependéncia de um espécie de “ambiente visual’ proposto pela
geometria talvez explique porque a geometria foi um dos primeiros ramos
matematicos a ser explorado pela humanidade, conforme a histéria da matematica

nos conta.



5 AVALIANDO AS PROPOSTAS DE ENSINO

As entrevistas foram feitas com intencao de reforco e aperfeicoamento aquilo
que foi escrito no capitulo anterior. Os dois professores entrevistados nédo foram
identificados, o importante aqui, que queremos apontar, sdo suas consideracdes.
Mas, conforme as informag¢des que coletamos, podemos afirmar que ambos séo
professores de matematica e, mais do que isso, tém experiéncia de ensino de
disciplinas diretamente associadas a matematica e a histéria da matematica, no
meio académico.

As entrevistas ndo foram lineares, ocorreram na forma de uma interessante
conversa sobre matematica, por isso durante as transcricées registramos somente
aquilo que consideramos significativo para os objetivos que temos aqui. Seguimos
um roteiro de questbes na forma de perguntas, que foi usado, na verdade, mais
como guia de assuntos, ou seja, nao necessariamente fizemos as perguntas na
mesma escrita do roteiro. Claro que, também, ndo necessariamente as questdes
foram tratadas na mesma ordem em que se encontram no roteiro. H4 questdes no
roteiro que nao foram significativamente tratadas com todos os professores, talvez
nem comentadas aqui, em contrapartida foram significativamente tratadas questoes
além do roteiro. Deixo claro que o roteiro s6 foi usado, na maior parte das
entrevistas, como mero lembrete de assuntos. A seguir, comecamos a analise das

entrevistas.
5.1 Analisando as propostas com base na primeira Entrevista

Sobre a proposta inspirada na demonstracdo chinesa do Teorema de
Pitdgoras mencionamos:

GM: [...]. O que vocé acha que poderiamos melhorar nessa proposta?
PR1:[...], a pergunta que eu te fago, que eu ndo sei se é facil ou dificil, ndo pensei muito, se
seria possivel avangar mais a ponto de os alunos conseguirem justificar que essas figuras
se encaixam perfeitamente. Mas é bem interessante.

A questdo de expandir a atividade € algo a considerar. Uma atividade
aplicavel no ensino basico, ndo pode ser considerada finalizada e incompativel com

outros niveis de aprofundamento. Podemos pensar em expandi-la no sentido de



adapta-la a um nivel mais amplo, a alunos mais avangados, ou mais velhos, assim
como expandi-la no sentido de elaborar continuagdées do conteiddo no mesmo nivel
de ensino. A sugestdo do professor com a ideia de adaptar a atividade a
justificativas de, por exemplo, congruéncia é, de fato, cabivel em qualquer sentido
adotado para uma possivel expansédo da atividade. A histdria da matematica deixa
claro que as demonstracdes, no ambito da légica, sdo o alvo principal de qualquer
matematico. Ao menos justificativas para ocorréncias extraordinarias devem ser
pensadas para aquilo que trabalhamos em aula. Esta atividade € aplicada no ambito
de “adivinhe o segredo” com objetivo da “provocagado”, por isso nossa trajetéria
terminou antes de um possivel momento para justificativas, o que deixou margem
para expansoes, cabendo considerar, talvez, ndo s6 a possibilidade, mas também a
necessidade de amplia-la no ambito do tratamento dos motivos do exato encaixe de
cada figura.

O professor chamou a atencao para uma figura mostrada no trabalho:

Conforme o professor:

PR1: Isso ndo é bem Pitagoras porque isso ndo é bem um quadrado. Mas se tu fizesse um
processo de limite, isso eu acho que tu ndo falaste aqui. Tu poderias pensar o que
aconteceria se o n fosse muito grande. Para um n muito grande esse quadrado dentado fica
quase se confundindo com o quadrado que esta pontilhado. Entao ao tomar o n tendendo
para o infinito, um n muito grande, tu poderias provar o Teorema de Pitagoras [...] que esse
quadrado aqui, a area dele é a soma das dreas desses dois. Porque tu pegaste esse
quadrado dentado e decompbds numa area sombreada e numa area branca [...], quando
pegaste um n muito grande, mais precisamente tendendo para o infinito, daria o quadrado
pontilhado que tu construiste sobre a hipotenusa do tridngulo retangulo. Quer dizer, eu acho
que tu poderias usar esta ideia. Se tu ndo quiseres dizer “tender para o infinito” entao diz
“para um n muito grande’. Isso poderia te dar um novo processo, uma outra maneira de
demonstrar o Teorema de Pitagoras [...] Quer dizer: essa atividade poderia explorar o que
acontece quando o n vai ficando muito grande, cada vez maior. Que o quadrado dentado
comecga a se aproximar de um quadrado mesmo.
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Aqui vemos uma situacdo em que o professor entrevistado segue um
pensamento analogo ao usado para a metodologia desse trabalho, assim como
fizemos com os textos lidos (destacando figuras sugestivas e elaborando ideias e
propostas), o professor entrevistado fez esse trabalho, ele destacou essa figura e
sugeriu a possibilidade que estda comentada. De fato, € uma interessante
possibilidade a elaboragcdo de uma proposta de demonstragdo do Teorema de
Pitagoras baseado nessa figura. Nas argumentagdes do professor vemos a
preocupacao na independéncia do conceito de limite quando ele sugere considerar
um numero muito grande para o valor de n no lugar de fazer n tender ao infinito.
Essa busca por independéncia dos conceitos pode estar diretamente associada ao
pensamento pedagdgico, ja que ocorre uma preocupagdo com 0S pré-requisitos
conceituais dos alunos, ao mesmo tempo em que buscamos simplicidade nas
afirmacoes.

A ideia de explorar o Teorema de Euler relaciona-se a necessidade de
apontar a polémica sugerida pela obra de Lakatos. A questdo pedagdgica do
Teorema de Euler no ensino basico pode levar-nos a muitas discussdes, conforme
sugerido pela obra. Por ser um campo pouco explorado, o Teorema de Euler no
ensino, resolvemos dar uma secdo a ele neste trabalho de conclusdo, mas néo o
desenvolvemos amplamente como poderia € merecia ser desenvolvido. Deixamos
uma interessante provocacao a trabalhos posteriores perguntando como deveria ser
tratada essa questdo pedagogica, que historicamente esta repleta de retrocessos

em torno do conceito de poliedro associado ao Teorema de Euler.

PR1: [...] No texto tu mencionaste o caso de pegar um tetraedro e “encostar” num outro,
acho que esse tipo de coisa € interessante, até para levar para os alunos, da para construir
uma coisa assim, é facil contar o numero de faces, de vértices e arestas [...] convexo é uma
propriedade forte demais, mas ela garante que vale a formula de Euler, mas tem muitos
outros que vale, que ndo sdo convexos. Porque a condigdo de convexo elimina todos
aqueles que a gente quer eliminar, mas elimina outros que valem.

A obra de Lakatos ressalta o fato da clara ideia da exclusdo de muitos
poliedros para os quais nao se verifica 0 Teorema de Euler, fazendo apelo a uma
reconceitualizagdo que vai excluindo poliedros indesejaveis, misturados a
desejaveis, até chegar no restrito caso do poliedro convexo. A respeito disso

comentamos:
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GM: O senhor acha que é viavel esse tipo de atividade, associar essas figuras estranhas,
quando se comenta o Teorema de Euler?

PR: Certamente, acho que sim. No momento que tu estuda o Teorema de Euler, se estuda
poliedros onde vale, seria interessante estudar poliedros onde nao vale.

Sobre a proposta envolvendo a raiz quadrada de dois, o professor afirma:

PR1: [...]. Uma coisa que eu acho interessante é que se da conta de que nao precisa do
Teorema de Pitagoras. Porque nesses tridngulos aqui, além de serem retdngulos, os catetos
sdo iguais. Realmente trabalhamos sem depender do Teorema de Pitdagoras. Isso aqui ndo
demonstra que raiz de dois & irracional. Teria que, por alguma outra maneira, saber isso.
Permite visualizar esse numero, mas ndo é uma demonstragdo de que ele é irracional. Com
isso aqui tu estas mostrando um segmento que tem essa medida. E que é um numero com
o qual a gente precisa trabalhar.

Essa interessante consideracdo refere-se a tornar mais precisa a posicao
pedagdgica desse tipo de proposta, com objetivo de conceituar raiz de dois, de
forma a estabelecer os pontos positivos considerando também o que ela nao
aborda, fica claro que ela ndao aborda se raiz de dois é ou nao irracional. O que,
assim como na proposta anterior, sugere a necessidade de uma ampliagdo dos
métodos ou de uma adaptagdo a outra proposta, na intencdo de elaborar uma
continuacao direcionada aos irracionais. A motivagdo € notavelmente trabalhada
nessa proposta, no momento em que o aluno percebe que a raiz quadrada de dois
pode ser representado por uma medida que existe naturalmente, o que ressalta,
conforme comentado pelo professor, a necessidade de aprendermos a trabalhar

com ela.

5.2 Analisando as propostas com base na segunda Entrevista

Essa entrevista foi feita parcialmente por escrito. A conversa relativa a
primeira questdo foi tratada pessoalmente, enquanto as questdes 2, 3 e 4 foram
respondidas por escrito. Comecemos com alguns comentarios sobre a proposta de

Gaspar:

PR2: Outra coisa que eu gostaria de comentar é que isso aqui que tu chamas de conceitos
visualizaveis também muda conforme a cultura. Por exemplo, os gregos, quando estudavam
geometria, ja estavam mais familiarizados com essas figuras, com a notagéo, etc. Eu ndo
sei se a geometria é tao universal assim que tu vés e enxergas sempre a mesma coisa,
acho que precisas ter uma certa “educacdo do olho”, para enxergar essa figura, que tu
trazes aqui. Para enxergar um deslocamento, é preciso uma certa educagcdo do olho. A
pessoa que néo tem educagdo pode enxergar...

GM: ...um monte de riscos de figuras.
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PR2: Isso, eu nem percebi, por exemplo, que aqui tem um angulo reto. Nem enxergar um
quadrado. Enxerga s6 um angulo reto aqui, outro aqui...

GM: Sim

PR2: Claro que isso pbe em destaque o papel do professor. O professor tem que estar la
fazendo essa mediacgédo, ver se o sujeito enxergou de verdade esse quadrado, que isso aqui
€ um quadrado. Mas eu achei bem interessante os teus exemplos e a discussdo que estas
fazendo.

De fato, a professora levou-nos a considerar um importante detalhe que faz
diferenca na pratica: a questao da visualizacdo, que foi comentada, mas nao foi
abordada de forma ampla. Comentamos algo no texto referente a ultima proposta,
que nao era essa que se refere a demonstracdo chinesa para o Teorema de
Pitagoras. A questao de visualizacdo complicada, ou seja, a pessoa vé aquilo que
quer ver. O que uma pessoa V€ nao necessariamente é o que outra pessoa vé, o
que nos leva a necessidade de considerar um componente: O sujeito. Essa proposta
deixa a cargo do aluno a montagem e também as conclusées que vai tirar. Pode
ocorrer que ao montar a figura o aprendiz conclua apenas que as pecas se
encaixam sem observar nenhuma relagdo com as areas, e ainda sem perceber que
as pegas se encaixam exatamente porque sdo e sempre serdo congruentes. Por
iSs0O a propomos como uma atividade provocativa, aberta a ampliagbes. Na
entrevista anterior sentimos a necessidade de ndo desconsiderar justificativas, aqui
sentimos a necessidade de pensar no ponto de observagao do sujeito. Sao ideias
diferentes, mas complementares, que poderiam nos levar a melhores processos de

contextualizaggo.

PR2: [...]. Também tenho acordo com a atividade que propbes para poliedros. Acrescento
que esse tipo de atividade requer ndo apenas ou ndo tanto que alunos e professores sejam
minuciosos, mas que o foco seja colocado sobre as explicagbes e relagbes: quais
propriedades dos poliedros estdo relacionadas a numero de faces, vértices e arestas? E
possivel generalizar a relacdo para todos os poliedros? Esta seria uma boa questao para
investigacao.

Quando colocamos o foco sobre as tais relagbes e explicacdes, estamos cada
vez mais na raiz dos conceitos, ja que o Teorema de Euler é justamente, conforme a
histéria, o modelador dos conceitos de poliedro considerados. E importante,
portanto, pensar no quanto cada conceito afeta as relagdes entre o nimero de faces,
vértices e arestas, mesmo que o0 pensamento seja subjetivo. Generalizar a relagéo a
todos os poliedros pode ser pensado para cada conceito de poliedro isoladamente,

com destaque para o que se considera ser um poliedro.
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PR2: Qutra questao que tenho trabalhado com meus alunos em Geometria Il é: quais sdo os
poliedros convexos que podem ser construidos com um dado numero de faces? Como
saber se esgotamos a lista? [...]
Neste semestre, examinei essa questao com os alunos pedindo que construissem poliedros.
Na atividade de construgdo eles foram percebendo, por exemplo, que é facil aumentar o
numero de faces cortando "cantos" do poliedro ou girando uma das bases de um prisma; e
logo perceberam, por exemplo, que nao é possivel construir um poliedro convexo de cinco
faces triangulares.

Eis aqui mais uma atividade inspirada na obra de Lakatos, paralela a nossa,
desta vez ja aplicada pela professora. Curiosamente essa proposta parece propor

um exercicio para criacdo, por exemplo, de “monstros”’

, apesar de a proposta nao
se referir exatamente a poliedros nao convexos, ja que se propde pensar em criar
figuras que atendam a certas propriedades. Mas poderiamos pensar na mesma
questado para poliedros ndo convexos, isso abriria uma margem de possibilidades
pedagogicamente interessantes, que nos permitiria entrar no ambiente dos
“monstros”. E uma ideia um tanto provocadora elaborar poliedros, convexos ou nao,
que atendam a certas condigcdes, e pode complicar-se no momento em que
tentamos esgotar toda uma lista de possibilidades, ainda mais se pensarmos em:

como provar que tal lista foi esgotada?

PR2: Aproveitei a discussdo sobre o Teorema de Euler também para chamar a atengdo de
que a definigdo do que é poliedro ndo é algo trivial. Como o livro adotado na disciplina nao
define poliedro, propus uma discussao sobre possiveis definicdes.

by

Este é um interessante ponto relacionado a atividade que propomos, a
questdo do conceito de poliedros. Na verdade a maioria dos livios ndo da uma
definicao satisfatéria de poliedro, e as coisas complicam quando entra em jogo o
Teorema de Euler.

Agora sobre a proposta envolvendo raiz quadrada de dois temos o

comentario:

PR2: Sobre a figura dos dois quadrados, ela ajuda bastante a entender a existéncia de um
numero cujo quadrado € dois. Agora, a irracionalidade € mais complicado. Como convencer
alunos da incomensurabilidade dos segmentos? E preciso recorrer a um raciocinio por
absurdo e isso sempre é complicado.

Isto confirma e reforca o que foi comentado na outra entrevista, além de

observarmos que raciocinio por absurdo poderia ser 0 nosso método para desfechar

' O termo “monstros”, usado frequentemente na obra de Lakatos, refere-se aos poliedros para os
quais nao se verifica a equagao V-A+F=2.
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um primeiro estudo da raiz quadrada de dois, j4 que se baseia numa estratégia que
poderia servir para verificar a irracionalidade das raizes de outros numeros.
Sobre o fendmeno ocorrido na atividade relacionada a grade quadriculada,

que aplicamos com uma turma, a professora comenta:

PR2: Meu palpite sobre a "escada" é que os alunos preferem em geral trabalhar com
unidades que podem ser contadas. Isso tem a ver com o modo como nossa mente é
educada para contar.

Importante observagdo, bem cabivel se considerarmos a forma como
definimos inicialmente area no ensino basico, que se da, na maioria das vezes, por
meio das unidades quadradas, apesar das férmulas trabalhadas subsequentemente.
Como as unidades quadradas sdo as unidades de area, nada mais natural do que

monta-las e conta-las.
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6 CONSIDERAGCOES FINAIS

Elaborar propostas associadas ao ensino de geometria baseadas em fatos
histéricos ou, mais especificamente, na histéria da geometria ndo €, como vimos,
uma questao trivial. As propostas que séo elaboradas correm o risco de nao darem
conta de todos os conhecimentos que se deseja trabalhar, deixando a cargo de
possiveis propostas paralelas o papel de complementar, ampliar ou justificar
situagdes que ocorrerdo possivelmente junto as atividades ja elaboradas. A tarefa de
trabalhar conceitos no ensino assume destaque quando trabalhamos com histéria,
uma vez que os conceitos sejam elaborados por algum motivo ndo muito aparente e
estejamos com intencédo de nao deixar abstrato, nada mais natural do que recorrer a
fonte que, muitas vezes, é a prépria histéria. E fato que uma proposta nova,
envolvendo questdes incomuns, é passivel de avaliacao de profissionais experientes
que as vezes podem prever certas situacdes para as quais nao estejamos dando
uma merecida atencao.

E interessante observar que os préprios professores ao lerem os fatos
trazidos nas propostas, puderam pensar com vistas a elaboracao de mais propostas,
ou melhor, “enxergaram” possibilidades apenas vendo as figuras. E o que ocorreu,
por exemplo, com a figura que associou os quadrados dentados ao triangulo
retangulo. Informamos-nos que certo fato funcionava escolhendo um n qualquer e o
professor entrevistado sugeriu que o n fosse levado ao infinito e isso possibilitaria a
demonstracdo do Teorema de Pitagoras. Entdo vemos o quanto os fatos historicos
séo por si sé provocadores, ja que 0 que provocou o comentario ndo foi exatamente
minha proposta e sim a figura e algumas consideracées que extrai da obra
pesquisada naquela parte do texto.

A complicagdo de avaliar propostas por meio de entrevistas reside na
necessidade de disposicao dos professores entrevistados, para que as leiam antes.
Uma leitura detalhada a ponto de pensar em novas possibilidades de escrevé-las,
sem duvida, exige uma forma rara e especial de disposicdo por parte dos
entrevistados. Cabe considerar a avaliagdo como uma parte muito delicada quando
se faz por meio de entrevistas, ja que nao seria justo interpretar as falas dos

entrevistados de forma radical, supondo consideracbes que podem nao



corresponder exatamente aquilo que o entrevistado pretendia passar naquele
momento. Assim, acaba sendo realizada uma andlise possivel, sem que seja
entendida como a melhor ou a mais verdadeira.

Os conteudos explorados neste trabalho sdo apenas uma pequena fragao dos
conteudos trabalhados no ensino basico e ja nos deu um razoavel trabalho tratar
dessas questées com algum aprofundamento. Mesmo assim, esse aprofundamento
nao foi o suficiente, deixamos de lado, por exemplo, as demonstragdes do Teorema
de Euler para ressaltar o conceito de poliedro. O ensino de Teorema de Euler
merece um aprofundamento maior do que o tratado aqui € muito maior do que o que
vem sendo tratado no ensino bésico. Ficando como sugestdo a trabalhos
subsequentes a possibilidade de elaborar propostas que deem conta da histéria da
demonstragcdo do Teorema de Euler e de seu impacto no ensino. O Teorema de
Pitagoras é um teorema que apresenta uma enorme gama de demonstracdées na
histéria da matematica, cada uma sujeita a inspirar propostas para o ensino.

Por fim, concordamos que a forma como somos educados influi na nossa
compreensao da matematica e a histéria pode sugerir um desenvolvimento dos
conteldos bem diferente daquela a que estamos acostumados, uma nova
atmosfera. Cabe-nos nao rebaixar ao esquecimento ou mesmo descartar aquilo que
se tornou aparentemente ultrapassado, uma vez que altera indubitavelmente nosso

futuro e amplia e expande nosso presente.
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APENDICE

Roteiro de entrevista por assuntos:

1) O que vocé acha da proposta inspirada na obra de Gaspar, sobre construgdo com
régua e compasso, da demonstra¢do chinesa, com quadrados sobre catetos seguida
da recortagem e colagem das pecgas |, Il e lll para o completamento do quadrado
sobre a hipotenusa? Quais os “pros” e “contras” e o que poderia melhorar, em sua
opiniao?

2) Sobre a proposta inspirada em Lakatos, que trata do conceito de Poliedros:
Associar as figuras apresentadas na obra as definicbes dadas a poliedro pelo
“professor” em Lakatos, em sua opinido, € uma proposta viavel, quais as vantagens
e desvantagens, o que poderiamos melhorar nela?

3) Para alunos do ensino basico, vocé acha interessante definir raiz quadrada de
dois usando a figura abaixo? Quais os prés ou contras, em sua opiniao? O que vocé
acha que poderia melhorar?

E | F

!
|
i
i

4) Quanto a atividade final que trabalha a definicdo de &rea, vimos que os alunos
encontraram triangulos semelhantes aos iniciais porém com “escadas”, sugerindo os
quadrados dentados explorados por Anténio Miguel. Porém numa resolucao mais
complicada, enquanto a mais simples seria completar o triangulo como um sé
retangulo, dividindo-o ao meio. Porque vocé acha que isso ocorreu? Teria essa
ocorréncia algum significado? O que vocé achou da lista de questbes sobre areas
proposta a turma?
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