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RESUMO

SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DA ENERGIA ESTACIONARIA E BIDIMEN-
SIONAL PARA SIMULACAO DE ESCOAMENTO PLENAMENTE DESENVOLVIDO
EM PLACA PLANA PARALELA PELO METODO DA GILTT

Neste trabalho é apresentado um avanco na técnica GILT T (Generalized Integral and Laplace
Transform Technique) solucionando analiticamente um sistema de EDO’s(Equacoes Difer-
enciais Ordindrias) de segunda ordem resultante da transformacao pela GITT(Generalized
Integral Transform Technique). Este tipo de problema usualmente aparece quando esta
técnica é aplicada na solucao de problemas bidimensionais estacionarios. A principal idéia
consiste na reducao de ordem do problema transformado em outro sistema de EDO’s line-
ares de primeira ordem e a solucao analitica deste problema, pela técnica da transformada
de Laplace. Como exemplo de aplicagao é resolvida a equacao da energia linear bidimen-
sional e estacionaria. Sao apresentadas simulacoes numéricas e comparacoes com resultados

disponiveis na literatura.



ABSTRACT
GENERALIZED INTEGRAL TRANSFORM WITH LAPLACE TRANSFORM IN SOLU-
TION OF APPLIED PROBLEMS

In this work, we report the recent advance in the GILTT technique, regarding the issue of
solving analytically the linear second order ordinary GITT transformed equation. This kind
of problems usually appears in the GITT solution of steady-state problems. The main idea
consists in the reduction of order of the transformed problem into a linear first order ordi-
nary differential equation and solution of the resulting problem, analytically, by the Laplace
transform technique. We specialize the application to the solution of the linear steady-state
two-dimensional energy equation in parallel-plane channel. We also present numerical sim-

ulation and comparisons with available results in the literature.
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LISTA DE SIMBOLOS

1. Caracteres Arabicos

A: operador diferencial genérico.

A(y(t)): matriz de coeficientes do problema transformado nao linear.

B: operador diferencial genérico.

B(y(t)): matriz de coeficientes do problema transformado nao linear.

E(t): matriz de coeficientes do problema transformado com coeficientes varidveis.
E,: matriz constante com os valores médios de E(t).

F(t): matriz de coeficientes do problema transformado com coeficientes varidveis.
F,: matriz constante com os valores médios de F'(t).

matriz de coeficientes do problema transformado com coeficientes constantes.

SIS

matriz definida pela equacgao 2.31.

F: matriz de coeficientes do problema transformado com coeficientes constantes.

k: coeficiente de condutividade térmica do fluido.

L: operador diferencial associado ao problema de Sturm-Liouville.

N: nimero de autovalores ou ordem de truncamento da férmula da inversa.

N;: quadrado da norma L?(a,b) e do problema da temperatura do fluido.

Pe: numero de Péclet Pe = Re Pr.

Pr: numero de Prandtl Pr = .

Re: nimero de Reynolds Re = %

S fonte genérica tanto para EDP genérica como para os problemas
transformados genéricos.

T(x,y): temperatura dimensional.

UY): perfil de velocidades adimensionais para escoamento plenamente desenvolvido.

Xoo: matriz de autovetores da matriz de coeficientes dos problemas transformados
com coeficientes constantes.

Z(0*): vetor definido pela equacao 2.74.

Z1(X): vetor definido pela equagao 2.60.

Zy(X): vetor definido pela equacao 2.61.

X



Z(X): vetor definido pela equacao 2.73.

Z(s): vetor definido pela equacgao 2.73 e transformado por Laplace.
ti(X): temperatura transformada dos problemas difusivos-advectivos.
w;(t): varidvel dependente transformada.

ho: distancia do centro do escoamento até a placa, dimensional.
u(y): componente transversal da velocidade dimensional.

Th: condicao de entrada para a temperatura dimensional.

Ty: temperatura dimensional na placa.

1. Caracteres Gregos

Dgy: matriz diagonal de autovalores da matriz dos problemas transformados.
o difusividade térmica do fluido a = ﬁ.
i delta de Kronecker.
Aou \i: autovalor dos problemas de Sturm-Liouville.
TR viscosidade do fluido.
v viscosidade cinematica do fluido.
Y ou YPm: autovetor do problema de Sturm-Liouville.
p: densidade do fluido.
0;(X,Y): temperatura adimensional genérica.
01(X,Y): temperatura adimensional do problema do capitulo 3.
0:(X,Y): temperatura adimensional do problema do capitulo 4.
0,(X): vetor temperatura transformado pela GITT do problema do capitulo 3.
05(X): vetor temperatura transformado pela GITT do problema do capitulo 4.
@1(3): vetor temperatura transformado pela GITT e pela tranformada
de Laplace do problema do capitulo 3.
62(5): vetor temperatura transformado pela GITT e pela tranformada

de Laplace do problema do capitulo 4.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, modelos mateméaticos que representam satisfatoriamente os
problemas em Fisica-Matematica, especificamente na Transferéncia de Calor e Massa, na
Teoria do Transporte de particulas neutras e na dispersao de poluentes na camada li-
mite planetaria, tém sido resolvidos tanto por métodos numéricos, quanto analiticos e
semi-analiticos. O surgimento e o conseqiiente avanco dos computadores, propiciou im-
portantes avancos nos métodos numéricos. No entanto, a utilizacao de tais métodos en-
volve um alto custo computacional. O uso da computacao simbdlica associada aos métodos
analiticos trouxe importantes melhorias, quer seja reduzindo custos computacionais, quer
seja fornecendo resultados mais precisos. Esta associacao resultou nos chamados métodos
hibridos analitico-numéricos que vém sendo usados com freqiéncia cada vez maior. Dentre
os hibridos, destacamos a Técnica Transformada Integral Generalizada (Generalized Integral
Transform Technique, GITT).

Existe uma vasta literatura a respeito da GITT, entre os quais podem ser citados
os trabalhos de [Cotta, 1993], [Cotta et al., 1992], [Cotta e Mikhailov, 1997], [Aparecido e
Cotta, 1990], [Cotta et al., 1990], [Wortmann, 1995], [Cotta, 1994a], [Cotta, 1994b], [Guerrero
et al., 2001], [Guerrero et al., 1999], [Pimentel et al., 1998], [Ruperti et al., 1998], [Thum
et al., 1998], [Aparecido e Ozisik, 1998], [Cheroto et al., 1999], [Pimentel et al., 1999], [Neto
et al., 1990], [Guerrero e Cotta, 1992, [Machado e Cotta, 1994], [Monticelli et al., 2003],
[Guerrero e Cotta, 1995], [Mikhailov e Cotta, 1994]. E interessante mencionar que esta
técnica surgiu como uma evolugao da transformada integral cldssica [Mikhailov e Ozisik,
1984] que é aplicada em EDP’s(Equagoes Diferenciais Parciais) difusivas. Sua principal
vantagem em relacao a antecessora é que ela permite a abordagem de problemas difusivo-

advectivos.
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A GITT, aplicada a problemas governados por equacgoes diferenciais parciais linea-
res oul nao, consiste na expansao do potencial original em uma base determinada a partir de
um problema de Sturm-Liouville associado ao problema a ser resolvido. Uma vez efetuada
esta expansao, o problema é integrado na dimensao em que foi expandido de forma a fazer
uso da propriedade de ortogonalidade da base usada. O sistema de EDQO’s resultante deste
procedimento é conhecido como problema transformado. Uma vez encontrada a solucao do
problema transformado, pode-se obter a solucao do problema original através da formula da
inversa.

O problema transformado ¢ dependente do problema original. No caso de EDP’s
nao lineares, a nao linearidade é carregada para o problema transformado. Também esta
diretamente associado a relacao entre o nimero de dimensoes das EDP’s e de transformacoes
integrais sobre elas aplicadas. Como resultado disto, o problema transformado pode ser tanto
um sistema algébrico, como um sistema EDO ou até mesmo um sistema EDP.

Se o problema transformado, apds a aplicacao da GITT, resultar num sistema
algébrico, este pode ser resolvido por métodos numéricos tais como, Eliminacao Gaus-
siana, Decomposicao LU, QR, etc. Se resultar num sistema EDP, pode-se aplicar nova-
mente a GITT, desde que sejam satisfeitas as condicoes de sua aplicabilidade. Se o problema
transformado for um sistema de EDQ’s, a sua variavel independente é aquela que nao pode
ser ou ainda nao foi transformada. Conforme pode ser visto nos trabalhos citados acima,
na GITT os problemas transformados lineares e nao-lineares sao resolvidos numericamente
com o auxilio de pacotes de subrotinas numéricas comerciais ou livres, sendo por isso carac-
terizada como analitico-numérica.

De modo a entender mais facilmente a aplicacao da GITT, sao apresentados, re-
sumidamente, os passos basicos da GITT:

- escolher um problema auxiliar relacionado a EDP;

- expandir o potencial original com o uso da férmula da inversa;

- integrar a equacao expandida em relagao a variavel independente da base usada na ex-
pansao;

- resolver numericamente o sistema de equacoes resultante;

- usar a féormula da inversa para restituir o potencial original.

A tinica aproximacgao na aplicacao da GITT em problemas lineares, além da solugao
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numérica do problema transformado, é o truncamento do somatério infinito da férmula
da inversa o que torna possivel estimar e controlar o erro da solucao. De acordo com a
literatura, a GITT, quando comparada aos métodos puramente numéricos, apresenta baixo
custo computacional e excelente acuidade nos resultados. Conforme [Cotta, 1993], isso se
deve, principalmente, a maior manipulagao analitica do problema e a nao necessidade de
discretizacao do dominio.

Por outro lado, a transformada de Laplace tem sido empregada com sucesso na
solucao analitica de sistemas de EDQ’s, principalmente na area da Teoria dos Transportes,
que tratam das aproximacoes Sy da Equacdo do Transporte (LTSy), bem como de suas
variacoes LTPy, LTAy. Para maiores detalhes pode-se consultar [Segatto et al., 1999a,
[Gongalves, 1999], [Brancher et al., 1998], [Cardona e Vilhena, 1994], [Cardona e Vilhena,
1997], [Gongalves et al., 2000], [Segatto et al., 1999b], [Segatto e Vilhena, 1999], [Zabadal
et al., 1995], [Brancher et al., 1999], [Barichello, 1992], [Oliveira, 1993]. Em vista disso,
recentemente, Wortmann [Wortmann et al., 2000], [Wortmann, 2003] propds o uso da trans-
formada de Laplace e diagonalizagao na solucao dos problemas transformados pela GITT.
Este procedimento ficou conhecido como GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique). A GILTT é uma ferramenta mateméatica muito poderosa na solu¢do dos mais
diversos problemas fisicos difusivo-advectivos. Segundo a literatura, a GILTT apresenta
um custo computacional baixo e uma boa precisao dos resultados se comparada aos métodos
hibridos ou puramente numéricos. Isto se deve ao avancgo analitico na solu¢ao do problema.
A partir dai outros trabalhos tém empregado a GILTT na solucao de seus problemas fisicos,
dos quais podem ser citados [Thum, 2001], [Buske et al., 2003], [Buske, 2004].

Tudo o que ja foi comentado a respeito da GITT nesta introducao, a menos da
solucao do problema transformado, ¢ valido para a GILTT. O procedimento adotado pela
GILTT segue os seguintes passos: 1) Efetua-se a transformagcao integral da GITT nor-
malmente até a obtencao do problema transformado, constituido pelo sistema de EDQO’s.
2) A transformagao de Laplace é aplicada no sistema resultando em um sistema algébrico.
3) A matriz de coeficientes do sistema transformado é decomposta nos seus autovalores e
autovetores. 4) Esta matriz, uma vez fatorada, é invertida para se obter a soluc¢ao do sistema
algébrico. A inversao é encontrada analiticamente e sem custo computacional por se tratar

de matriz diagonalizada. 5) A transformada de Laplace é também invertida analiticamente



e a solucao analitica do sistema de EDQO’s ¢ finalmente encontrada.

O uso da GILTT, remete a solugoes de problemas difusivo-advectivos governados
por EDP’s lineares de uma forma totalmente analitica ou semi-analitica, no caso de nao-
lineares. A Equacao da Energia, a Equacao da Conservacao das Espécies Quimicas, etc,
sao exemplos em que a aplicagao da GILTT resulta em solugoes analiticas. J& no caso
de EDP’s nao lineares, como as Equagoes de Navier-Stokes, a solugao é obtida iterativa-
mente, visto que a nao linearidade é carregada para o problema transformado. Conforme
Wortmann [Wortmann, 2003], a solu¢ao do problema transformado, constituido de um sis-
tema de EDO’s nao lineares segue os seguintes passos: 1) Lineariza-se o sistema de EDO’s
admitindo-se valores para os coeficientes nao-lineares; 2) Resolve-se o sistema de EDO’s
linearizado utilizando a transformada de Laplace e Diagonalizacao conforme descrito acima;
3) Com a solugao obtida no passo dois recalculam-se os coeficientes nao lineares para uma
nova linearizacdo; 4) Repetem-se os passos dois e trés até que a solugdo encontrada seja
igual ao valor admitido no calculo dos coeficientes; 5) Uma vez solucionado o sistema de
EDO’s nao-linear, a formula da inversa pode ser usada para obter o potencial original. E
importante observar que cada iteracao é resolvida analiticamente.

Em todos os trabalhos que utilizam a GILTT na solucao de suas EDP’s; tais como
[Wortmann et al., 2000], [Wortmann, 2003], [Thum, 2001], [Buske et al., 2003], [Buske,
2004], os problemas transformados sao constituidos de sistemas de EDO’s de primeira or-
dem. Neste trabalho, pretende-se resolver um problema através da GILTT, cujo problema
transformado é constituido de um sistema de EDQ’s lineares de segunda ordem. Para tanto
é utilizado um método de reducao que permite a obtencao de outro sistema de EDQO’s que
apresenta como principais caracteristicas ser de primeira ordem e ter o dobro do ntimero de
equacoes.

Para exemplificar o exposto, é resolvido um problema de conveccao forcada entre
placas planas paralelas com perfil hidrodinamico desenvolvido e perfil térmico em desen-
volvimento. A solucao deste problema é obtida a partir de dois equacionamentos diferentes
detalhados a seguir.

No primeiro, o termo difusivo na direcao axial ao escoamento é desprezado. Este
procedimento é classico em problemas de conveccao forcada para nimeros de Péclet elevados

(Pe > 0) porque a contribui¢do da difusdo axial é varias ordens de grandeza menor que
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aquele do termo difusivo na direcao transversal ao escoamento. Sabidamente, os resultados
obtidos a partir da solugao da equacgao simplificada nao diferem significativamente daqueles
obtidos pela equacao que contempla a conducao axial. No outro equacionamento, nenhum
termo é desprezado.

Do ponto de vista fisico, estas duas abordagens sao redundantes. Porém, a técnica
da GITT aplicada a primeira apresenta como problema transformado um sistema de EDQO’s
de primeira ordem. J4 na outra, a transformacao resulta num sistema de EDQO’s de segunda
ordem, cuja solucao analitica é a principal novidade deste trabalho.

O objetivo da inclusao destes dois equacionamentos ¢ didatico. No primeiro o leitor
pode familiarizar-se com o uso da GILTT. Comparando o primeiro com o segundo, pode-se
perceber claramente a contribuicao que se pretende dar neste trabalho. Além do mais, como
os problemas sao fisicamente equivalentes os resultados do primeiro servem de comparagao
passo a passo para o segundo facilitando a construcao do cédigo computacional.

No capitulo 2 é descrita a teoria da GILTT. Sao apresentados detalhadamente os
passos da aplicacao da GITT e da transformada de Laplace associada a diagonalizacao
na solucao do sistema de EDQO’s genéricas com coeficientes constantes, variaveis e nao-
lineares. Também descrevem-se os passos do método de reducao de ordem a partir de um
sistema de EDQO’s genéricas de segunda ordem. O capitulo termina com uma modificacao
para a férmula da inversa da GITT que permite uma melhora consideravel na precisao dos
resultados.

O capitulo 3 apresenta o problema a ser resolvido pelo uso da GILTT. Pretende-se
obter a temperatura média de mistura de um problema difusivo-advectivo bidimensional e
estacionario entre placas planas paralelas, na regiao de escoamento plenamente desenvolvido.
De modo a obter a solucao de uma maneira mais direta, detalhes dos procedimentos sao
apresentados nos apéndices I e II. A EDP utilizada para a solucao deste problema é a da
energia bidimensional e estaciondria com termo difusivo somente na direcao transversal. A
GITT ¢ aplicada sobre a EDP e a condicao inicial removendo a variavel espacial y. O
resultado é um sistema de EDO’s de primeira ordem para a variavel x. Este é resolvido
pela técnica da transformada de Laplace associada a diagonalizacao de matrizes. Uma vez
obtido o potencial transformado, o potencial original é calculado pela férmula da inversa.

O capitulo 4 apresenta o problema a ser resolvido pelo uso da GILTT associado a
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reducao de ordem de EDQO’s de segunda ordem. Novamente, obtém-se a temperatura média
de mistura de um problema difusivo-advectivo bidimensional entre placas planas paralelas,
na regiao de escoamento plenamente desenvolvido. A EDP utilizada para a solucao deste
problema ¢é a da energia bidimensional e estacionaria com termos difusivos nas diregoes axial
e transversal.

Os resultados sao comparados com a referéncia [Shah e London, 1978] para validacao
dos métodos e do cdédigo computacional. Além do mais, simulacoes sao realizadas para outros

niumeros de Péclet. Por fim, observacoes sao feitas para futuros trabalhos.



CAPITULO 2

0S METODOS UTILIZADOS

Neste capitulo sao mostrados os métodos utilizados neste trabalho. Primeiramente
é apresentado o método da GILTT que se caracteriza pela combinacao de GITT e trans-
formada de Laplace aplicada ao seu problema transformado. Sao apresentadas solucoes
para problemas transformados a coeficientes constantes, varidveis e nao-lineares. Segue com
o método de reducao de ordem de EDQ’s. Por fim, é apresentada a féormula da inversa

modificada.

21 A GILTT

2.1.1 A GITT

Nesta secao serao mostrados, resumidamente, os passos basicos para obtencao da
solucao de um problema unidimensional transiente pela técnica da GITT, a menos da
solugao do problema transformado. Para problemas multidimensionais, o procedimento é
analogo. A andlise serd em geometria cartesiana.

Seja a equagao
Au(z, t) = S, em a<zr<b e t>0, (2.1)

sujeita as condicoes de contorno homogeéneas,

Ju(a, t)

e +asu(a, t) =0 e (2.1a)

a1



du(b, t)

b
U o

+ bou(b, t) = 0. (2.1b)

onde A é o operador diferencial parcial associado ao problema unidimensional transiente, S
é o termo fonte e ay, as, by e by sao constantes dependentes das propriedades fisicas.

Por apresentar carater espectral, este método, tem como principio expandir a variavel
u(z, t) em uma base apropriada. Com o objetivo de determind-la, faz-se uso de um pro-
blema auxiliar, conhecido como problema de Sturm-Liouville. Para obté-lo, decompoe-se o

operador A na seguinte forma
Au(z, t) = Bu(z, t) + Lu(z, t), (2.2)

onde L é um operador associado ao problema de Sturm-Liouville e B é o operador associado

aos termos restantes. Assim, L apresenta a seguinte forma

Lp(, ) = V. [k(@)V (A, )] + q(x) (A, 2). (2.3)

As fungdes k(x), ¢(x), e ¥(z) devem ser reais e continuas, e ainda k(z) > 0 em todo o

intervalo (a, b), definido nos problemas representados pelas equagoes 2.1 e 2.4

LA, ) + N (X, 2) =0 em a <z <Db, (2.4)
alw + sz()\, a) =0 e (2.43)
blw + b\, b) = 0. (2.4D)

O problema 2.4 é chamado de problema de Sturm-Liouville e é a forma geral dos chamados
problemas auxiliares, na teoria da GITT. As constantes a1, as, by € by devem ser as mesmas
do problema original 2.1. A equacao 2.4 pode ser escrita para um \; qualquer, uma vez que

parametro A é independente das constantes ay, as, by e bs.

Liyi(x) + Npi(x) = 0 (2.5)
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onde: ¥;(z) = ¥(\;,x). As fungoes 1;(x) e os valores \; sdo conhecidos, respectivamente,
como as autofuncoes e autovalores do operador L. Sendo assim, elas formam uma base para
o operador L. Como os operadores L e B constituem o operador A, os operadores A, L e B
pertencem ao mesmo espaco operacional. Conseqiientemente, toda base de L também o é
para os operadores A e B.

As autofuncoes gozam da seguinte propriedade da ortogonalidade [Ozisik, 1980,
0, ©# 7,

/ Yi(z) Yj(x) du = 6; 5 = o (2.6)
u 1, 1=3j.

1
NZN?
itV

Onde N; é o quadrado da norma L?(a,b) expressa por

N,:/@bf(m) du. (2.7)

Esta base é utilizada na expancdo da variavel u(z, t). Sendo assim, a solugdo da

equagao 2.1 apresenta a seguinte forma

u(z, t) = % (2.8)

)

a qual é conhecida como férmula da inversa, onde w;(t) é a varidvel transformada.
A variavel transformada é obtida da férmula da inversa 2.8, aplicando o seguinte

operador

1
1
N2

/u Vi) du, (2.9)

e fazendo uso da propriedade da ortogonalidade.

Apos efetuar todas as integrais, o resultado é um problema transformado que para
este exemplo é um sistema de EDQO’s, cuja variavel dependente é o potencial transformado
m. Solucionando o sistema de equacgoes, a variavel m fica determinada. Esta, junta-
mente com as autofungoes ;(z), obtidas no problema de Sturm-Liouville, sdo substituidas
na férmula da inversa 2.8 para se obter o potencial original u(zx, t).

E possivel perceber que a ordem de truncamento do somatdério da féormula da inversa

2.8 é muito importante para a determinacao do potencial original u(z, t). Cada termo do

somatoério corresponde a uma equacao no problema transformado. Se ela for muito alta,
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o custo computacional da solucao do problema é sensivelmente comprometido. Uma maior

quantidade de autovalores também dificulta a convergéncia do algoritmo iterativo. Por outro

lado, se esta ordem for muito baixa, a precisao dos resultados ficard prejudicada.

Por uma questao didatica, a seguir serao resumidos os principais passos para se

obter a solugao de uma equacao pela GITT:

a)

Determina-se o problema auxiliar identificando-se o operador L na equagao que se quer
resolver. Na equacao 2.3 este operador esta representado na sua forma mais completa.
Entretanto, algumas de suas parcelas podem ser nulas dependendo do problema a ser

resolvido. Porém, deve-se ter em mente que:

a.1) A funcao k(z) nao pode ser nula, ainda que seja uma funcdo identidade.

a.2) Deve-se procurar levar para o problema auxiliar o maximo de informagoes do pro-
blema original. Em tltima analise, quanto mais informacao se consegue carregar
para a base de autovalores, menor sera o nimero de termos necessarios para o
truncamento da equagao 2.8. A base carregard mais informacao na medida em

que menos termos do operador L forem nulos.

As condicoes de contorno aplicadas as varidveis dependentes do problema auxiliar
devem ser as mesmas que aquelas aplicadas as variaveis dependentes do problema
principal. Obs: caso o problema principal nao tenha condigoes de contorno homogéneas

deve-se fazer o uso de filtros.
Resolve-se o problema auxiliar.

Usa-se o operador definido na equagao 2.9 para transformar a equagao original resul-

tando em um sistema de equagoes transformado.
Resolve-se o sistema de equacoes transformado.

Trunca-se a equagao 2.8, também conhecida na literatura como Férmula da Inversa
da GITT, em um valor suficientemente grande de termos para a obtencao da solugao

final do problema.

Para finalizar esta se¢ao, serao feitas algumas observacoes sobre quais os problemas

que podem ser solucionados pela GITT. Existem duas condigoes basicas:
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a) O operador diferencial da equagao que se quer resolver tem que ter um termo laplaciano.

Isto equivale a dizer que a fungao k(z) da equagao 2.3 é nao nula.

b) As varidveis que se quer transformar tém que ter dimensao finita, ou seja, tém que
estar contidas dentro do intervalo a < = < b citado na equacao 2.4. Esta limitagao
pode ser contornada em, alguns casos, com a utilizacao de uma formulacao parabdlica.
Este artificio é usado em escoamentos viscosos, cuja coordenada axial tem dimensao
semi-finita. Para isso, estima-se um valor de b grande o suficiente para se admitir que

o comportamento da solucao seja aproximadamente o mesmo que para x no infinito.

2.1.2 A TRANSFORMADA DE LAPLACE NA SOLUCAO DE PROBLEMAS
TRANSFORMADOS

Nos mais diversos problemas resolvidos pela GITT, a solugao do problema transfor-
mado é obtida numericamente. Na GILTT, que tem como principal caracteristica o avanco
analitico na solucao do problema transformado, pode-se obter tanto solucoes analiticas como
solucoes semi-analiticas. Para obté-las, faz-se uso da Transformada de Laplace associada a
diagonalizagao de matrizes.

O problema transformado de primeira ordem, na sua forma mais geral, é constituido

de equacoes do tipo

A(y(1))-y'(t) + By (1) .y(t) = f(t) 0<t<oo, (2.10)
sujeita a condicao inicial
y(0) = vo. (2.10a)

Onde A(y(t)) e B(y(t)) sao matrizes de ordem (N x N), y(t) é um vetor de incégnitas com
N componentes, yp ¢ um vetor condicao inicial com N componentes para t =0 e f(t) é um
vetor fonte qualquer com N componentes.

O sistema transformado, homogéneo ou nao, pode ser separado nos trés seguintes

grupos:

a) nao-lineares, como o mostrado na equagao 2.10;
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b) lineares de coeficientes varidveis, ou seja, quando

Aly(t)) = E(t) e Blyt) = F(1), (2.11)

onde E(t) e F(t) sao matrizes de ordem (N x N), cujos elementos sao fungoes conheci-

das;

¢) e, por ultimo, ainda podem ser lineares com coeficientes constantes em que

A)=E e B(y@t) =F, (2.12)
onde E e F sao matrizes de ordem (N x N), cujos elementos sdo constantes.

O tipo de problema transformado esta diretamente relacionado as equagoes que
regem o problema original, bem como sobre quais variaveis a transformacao integral foi apli-
cada. Conforme Wortmann [Wortmann, 2003] , a relagao entre EDP’s e problemas transfor-
mados é dada como segue: a) problemas originais nao-lineares carregam suas nao linearidades
para os seus respectivos problemas transformados; b) a transformacao de equagoes com coe-
ficientes varidveis pode gerar sistemas transformados também com coeficientes varidveis; c)
se a(s) varidvel(eis) independente(s) dos coeficientes varidveis for(em) aquela(s) em que a
transformacao integral foi aplicada, o problema transformado tera coeficientes constantes.
d) se nao for(em) transformada(s) pela transformada integral ( a varidvel ¢ na equacgao 2.1,

por exemplo ), o sistema de EDQO’s resultante é de coeficientes varidveis.

Solucao Analitica do Sistema de EDO’s Lineares - Coeficientes Constantes

O objetivo deste topico é apresentar um procedimento analitico, desenvolvido por
Wortmann [Wortmann, 2003], com intuito de resolver um sistema de EDO’s lineares ho-
mogeéneo com coeficientes constantes. Para isso, faz-se uso da Transformada de Laplace
associada a diagonalizacao. Esta ferramenta matematica, corresponde ao avango analitico
na GILTT, o que a diferencia da GITT.

Para melhor entender o procedimento de solugao do problema transformado, o exem-

plo a seguir é analogo ao problema transformado do capitulo 3. O referido sistema de EDQO’s
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escrito em notacao matrical é
Eyf(t)+ Fy(t) =0 0<t< oo, (2.13)
sujeita a condigao inicial
y(0) = vo. (2.13a)

Onde E, F sdo matrizes de ordem (N X N), cujos elementos sao constantes, y'(¢f) é um
vetor diferencial de incégnitas com N componentes, y(t) é um vetor de incognitas com N

componentes e yy ¢ um vetor condicao inicial para t = 0 com N componentes.

Fazendo G = E~1.F, obtém-se

y'(t) +Gyt) =0 0<t< oo, (2.14)

y(0) = yo. (2.37a)

Aplicando-se a Transformada de Laplace, resulta em

sy(s) —yo+ G.y(s) =0 (2.15)

ou

(s I+ G).y(s) = yo- (2.16)
A barra superior indica o potencial transformado, s, a variavel independente transformada e
I, a matriz Identidade (N x V). O passo seguinte é decompor a matriz G em seus autovetores

e autovalores da seguinte forma

G = Xav'Dav‘X&)la (217)

onde X,, é a matriz de autovetores e D,,, a matriz diagonal de autovalores de GG. Este
fatoramento s6 é possivel uma vez que todos os autovalores da matriz G' sao distintos. Isto

pode ser verificado no c6digo numérico.
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Substituindo a equacao 2.17 em 2.16 tem-se
(3 I+ Xav-Dav-X;]l)'y(s) = Yo, (218)

Fazendo I = X,,.X,,!, pode-se colocar a matriz dos autovetores e sua inversa em evidéncia

(5 Xoo. X} + Xaw-Daw. X)) .5 (5) = 50 (2.19)

e entao

Xao-(s I+ Dgy). X' y(s) = wo. (2.20)

Multiplicando-se os dois lados da equagao 2.20 por X!, em seguida por (s [+D,,) ™"

av

e finalmente por X,,, pode se isolar a varidvel y(s) e a equacao passa a ser

Y(s) = Xau-(s I + Do) 1. X 0. (2.21)
Aplicando-se a Transformada Inversa de Laplace, obtém-se
L™y(s) = L™ Xav-(s I + Daw) ™. X, 0} (2.22)

Sendo a matriz X,, e os vetores yo constantes, pode-se escrever

y(t) = Xoo. LH(s T + Do) ' 1. X 500 (2.23)
Finalmente faz-se
y(t) = Xav-Eau(t)- X0, 10, (2.24)
onde
E.(t) = L™(s I + D)~ '}. (2.25)

Mantendo o procedimento adotado por Wortmann [Wortmann, 2003], a matriz
E.,(t) pode ser melhor avaliada. Primeiramente a matriz (s I+ D,,) serd escrita em notagao

explicita. Em seguida, proceder-se-a sua inversao e a obtencao da Transformada Inversa de



Laplace. Portanto

8+d1

0
(s I+ Dgy,) =

0

S+d2

s+dy

15

(2.26)

em que d; sdo os autovalores da matriz G (eq 2.37) ou ainda os elementos da matriz diagonal

D,,. Da élgebra matricial, a inversa de uma matriz diagonal é a inversa dos seus elementos,

entao

(s I+ Dgy) =

s+dq

s+do

Falta apenas a Transformada Inversa de Laplace

E,t)=LY(sI+Dy) 'y=L"

ou

E.t) =LY (s I+ D,) '} =

A transformada inversa dos elementos da matriz acima é

1
L—l
{S + dZ

}:e_tdi'

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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Finalmente, a matriz F,,(t) é escrita como

e td 0 .. 0
0 e td2 0
Eo(t) = ' _ ' _ ) (2.31)
0 0 ... etdn

Finalmente, substituindo a matriz 2.31 na equagao 2.24, obtém-se a seguir a solugao

do problema 2.13

e th 0 . 0
B 0 et® .. 0 .
y(t) = Xao- ' ‘ . ‘ X Yo (2.32)
0 0 ... e tdn

Geralmente o cdlculo da matriz inversa dos autovetores, X ., requer um custo com-

av

putacional elevado na obtencao da solucao dada pela equacao 2.24 ou 2.32. Para contornar
este inconveniente, e diminuir o tempo computacional na determinacao desta matriz, pode-se
adotar o procedimento detalhado a seguir.

Usando a equacao 2.24 e fazendo-se
g = Xa_yl'y(b (233)
resulta

y@) = Xav-Eav<t)~€- (234)

A equacao 2.34 pode ser avaliada para um t qualquer. Esta pode ser avaliada em

t = 0, uma vez que é conhecida a condigao inicial do problema, a saber yg. Assim, resulta
Yo = Xav-Eav(O)-g' (235)
Da matriz 2.31, tem-se que FE,,(0) = I, assim a equagao 2.35 fica

Yo = Xav-f- (236)
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Logo, as equagoes 2.33 e 2.36 sao equivalentes. Portanto, é vantajoso resolver o
sistema de equagoes lineares (eq. 2.36), uma vez que o custo computacional é inferior, ao

invés de se calcular a matriz inversa dos autovalores X !.

Solucao Analitica do Sistema de EDO’s Lineares - Coeficientes Variaveis

Agora, extende-se esta metodologia na solugao de um sistema de EDQO’s lineares
mais geral, sendo que os valores de entrada das matrizes F e F' variam com o tempo. Para

alcancar este objetivo, consideremos
Et).y'(t)+ F(t).yt) =0 0<t< oo, (2.37)
sujeita a condigao inicial
y(0) = vo. (2.37a)

Para resolver este problema pela transformada de Laplace, é apresentada uma
aproximacao gradual das matrizes E(t) e F(t). Até agora, levando em considerac¢ao o in-
teresse de encontrar uma solugao para o tempo variando de zero até um tempo prescrito
T, divide-se o intervalo (0, 7') em subintervalos (¢,_1,t,) paran =1 : J, onde J denota o
namero de subintervalos. Para cada subintevalo, toma-se valores médios para os valores de
entrada das matrizes F(t) e F(t). Assim, a equagao 2.37 fica simplificada para um conjunto

recursivo de problemas

B (t) + Foya(t) = 0, (2.38)

para t no subintervalo (t,_1,t,), n variando de 1 até J e as matrizes F, e F,, possuem
elementos constantes. Fazendo uso da solucao do problema anterior, equacao 2.24, a solugao

do problema 2.38 é

.. 1
Yo = Xavy- | S | Kavw Y-, (2.39)
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para t no intervalo (¢,_1,t,) e a condi¢ao inicial y(,—1) dada pela solucao calculada anterior-
mente em ¢, 1 para t no intervalo (¢, o,t,_1).

A solucao desta mesma equacao também pode ser obtida da forma detalhada a
seguir. Na tentativa de encontrar solucoes analiticas para o sistema de EDQO’s lineares,
resultante da aplicagao da GITT, a seguir é apresentada uma aproximacao analitica alter-
nativa para resolver o problema 2.37. E o método da decomposicao proposto por Adomian
[Adomian, 1988]. Para aplicar o método da decomposigao, deve-se reescrever a equacao 2.38

CcOo1mo

By'(t) + Fy(t) = A(t).y'(t) + B(t)y(t) (2.40)
Alt)=E(t)+E (2.41)

B(t)=F(t)+F (2.42)

Aqui E e F sdo matrizes constantes apropriadamente escolhidas. Agora expandindo

a solucao da equacao 2.40 na série truncada

y(t) = 3 wlt) (2.43)

e substituindo a expansao 2.43 na equacao 2.40 resulta

P P

ED up(t)+ FOY up(t) = A(t). Y uj(t) + B(1). ) uk(t) (2.44)

Da equacao 2.44, pode-se construir o seguinte conjunto recursivo de EDQO’s lineares

matriciais com matrizes constantes

B’ (t) + Faug(t) = 0, (2.45)
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Eou'(t) + Fou(t) = A(t).ug'(t) + B(t).ue(t), (2.46)

FEouy'(t) + Foug(t) = A(t).ur '(t) + B(t).uq(t) (2.47)

Bty (t) + Foan(t) = AW) tny '(£) + B(t) i1 (L), (2.48)

para n = 1 : P. Pode-se verificar nas equagoes acima que os termos do lado direito do
conjunto recursivo de equagoes, 2.45 a 2.48 sao conhecidos. Portanto, para obter a solugao

destas equacoes, resolve-se o seguinte problema com matrizes constantes e fonte, a saber
By (t) + Fay(t) = S(), 0<t< oo, (2.49)
o qual tem uma soluc¢ao bem conhecida,

y(t) = yn(t) yo + yn(t) * S(t), 0<t< oo, (2.50)

enquanto que a solugdo homogénea yy(t) é dada pela equagao 2.32. Aqui a (x) significa

convolucao. Portanto, a solucao da equacao genérica 2.48 tem a forma

e td 0o ... 0
0 et .. 0 .
y(t) = Xav- ) . ] ) .Xav y0+
0 0 ... etdn
] . _ : (2.51)
e~th 0 0
t 0 etd 0
/{wa) e Xoo() 1S (t — )}t
0 : : :
0 0 ... etdn

e, conseqilentemente, a solucao da equacao 2.37 é bem determinada pelas equacoes 2.43 e
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2.51.

Solucao Analitica do Sistema de EDO’s Nao-Lineares de Primeira Ordem

Neste topico pretende-se mostrar, resumidamente, os passos para resolver um sis-

tema de EDQO’s nao lineares. Para isso, considera-se
A(y(1).y/(t) + B(y(t)-y(t) =0 0<t< oo, (2.52)
sujeita a condicao inicial
y(0) = vo. (2.52a)

Conforme a literatura [Wortmann, 2003], primeiramente, escreve-se os coeficientes

A e B em funcao de y;* que é uma aproximagao de y para um valor ¢; de t. Assim, tem-se

y(ts) ~ y”, (2.53)

A(y(t) =~ A(y") e Bly(t)) = B(y;") (2.54)

ondei=0,1,2,... e tp = 0. Em seguida, resolve-se analiticamente, como ja visto nesta secao,

o seguinte sistema de EDQ’s lineares com coeficientes constantes

A(y")y'(t) + B(yi?).y(t) =0 O<t<ty (2.55)
sujeito a condicao inicial
y(0) = y(to) (2.55a)

para t = t;. A solucao y(t1) obtida é usada para corrigir o valor de y{”. Novos coeficientes

A(y?) e B(y;*) sao calculados e o sistema de equagoes 2.55 é resolvido outra vez. Este



21

procedimento é repetido tantas vezes quantas forem necessérias até que

y(t1) — (") < € (2.56)

onde €., € a tolerancia de convegéncia admitida. Com a solucao convergida para ¢y, repete-se

0 mesmo processo para outros valores de t. A expressao geral para o i-ésimo valor de t, é
A(y")-y'(t) + B(y").y(t) = 0 0<t<(ti—ti) (2.57)
sujeita a condicao inicial
y(0) = y(ti-1) (2.57a)

Para obter a convergéncia de um algoritmo iterativo como descrito acima, Wortmann
[Wortmann, 2003] utiliza um procedimento adaptativo para os autovalores e outro para o
tamanho do incremento na variavel nao transformada.

Na secao 2.1.2 a andlise se limitou a problemas homogéneos. Para problemas com
fonte, o procedimento é andlogo aquele apresentado na solucao da equacgao 2.40, ou seja,
problemas nao-homogéneos tém como solucao a solucao do problema homogéneo mais uma

integral de convolucao.

2.2 Solugao Analitica do Sistema de EDQ’s Lineares de Segunda Ordem -
Reducao de Ordem de EDQO’s

Neste topico é que reside a principal novidade deste trabalho. Aqui sera mostrado
o método de reducao de ordem de EDQO’s de segunda ordem. Através deste método, o
problema transformado constituido de um sistema de EDQO’s lineares de segunda ordem fica
reduzido a um sistema de EDQ’s lineares de primeira ordem. Este é resolvido aplicando a
transformada de Laplace conforme ja mostrado na secao 2.1.2.

A seguir é detalhado o procedimento adotado para este método. Para que se possa
fazer uso dele na solucao do problema transformado, mais adiante no capitulo 4, considera-se

o seguinte sistema de EDQO’s de segunda ordem:

Cy'(x)+ Dy (x)+ Ey(x) =0 (2.58)
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sujeita as seguintes condi¢oes de contorno

WO = i, PO (2.58(a, b))

dx =R

onde C, D e E sao matrizes de ordem (N x N) com elementos constantes, y(z) é um vetor
incégnita com N componentes, y(0) é um vetor condigdo de contorno em x = 0 com N
componentes, y'(R) é um vetor condi¢ao de contorno em x = R com N componentes, f;(t)
e f2(t) sao fungoes vetoriais quaisquer com N componentes.

Multiplicando a equacao 2.58 pela matriz inversa C~!, resulta

y"(x) + F.of (x) + Gy(z) = 0. (2.59)

onde F=C'DeG=C"1E.

O primeiro passo, ¢ definir novas variaveis como segue

Z\(z) = y(z), (2.60)

Zy(x) =y'(x), (2.61)

Assim, Z;(x) e Zy(x) tornam-se vetores incégnitas com N componentes.

Em seguida deriva-se as equagoes matriciais 2.60 e 2.61 resultando em

Zi(x) = y'(). (2.62)

Zy(x) = y"(x) (2.63)

Das equacoes 2.61 e 2.62 resulta a seguinte equagao matricial de ordem N

Zi(x) = Zu(w), (2.64
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ou

Zi(x) = Zy(x) = 0. (2.65)

Usando as equagoes 2.60, 2.61 e 2.63 acima e substituindo-as na equacao 2.59 resulta outra

equacao matricial de ordem N

Zy(x) + F.Zy(x) + G.Zy(x) = 0. (2.66)

As equagoes matriciais 2.65 e 2.66 constituem o seguinte sistema de equagoes ma-

tricial de primeira ordem

Z(x) +0Z5(x) +0Z1(x) — Za(z) =0

(2.67)
0Z1(x) + Zi(x) + G.Z1(x) + F.Zy(x) = 0,
sujeitas as seguintes condicoes de contorno
Z1(0) = f1(t
1(0) = fi(t) (2.674)

Zy(R) = fa(t).

Em notacao matricial, o sistema 2.67 e as condigoes de contorno 2.67a ficam

Z(z) 0 -1 7y () 0
+ . =|]. (2.68)
Zy() G F Zy(x) 0

20| _[ao] 200

Z>(R) fa(t)

Das definicoes 2.69 e 2.68, pode-se definir a seguinte EDO na forma matricial

Z'(x)+ H.Z(z) = 0, (2.70)
com condigao inicial

Z(0%) = f(t), (2.70a)
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onde

7'(z) = , (2.71)
Z(x)

we |V , (2.72)
G F

Z(x) = %) : (2.73)
ZQ(JI)_

Z(07) = A , (2.74)
fa(t) ]

sendo Z(x) o vetor de incognitas de 2N componentes e H a matriz de ordem (2N x 2N).
Pode-se verificar que a condigao inicial, equacao 2.70a, é um vetor de 2N componentes
constituido de N condigoes de contorno em x =0 e N em x = R.

Uma vez obtida a EDO de primeira ordem, o passo seguinte consiste em aplicar a
transformada de Laplace associada a diagonalizacao de matrizes. Assim, segue-se 0s passos
definidos na secao 2.1.2.

Aplicando-se a Transformada de Laplace na equacao 2.70, resulta em

sZ(s)—Z(0")+H.Z(s) =0 (2.75)

ou

(s I+ H).Z(s) = Z(0%). (2.76)

A barra superior indica o potencial transformado, s a variavel independente transformada e

I a matriz Identidade de ordem (2N x 2N). O passo seguinte é decompor a matriz H em



25

seus autovetores e autovalores da seguinte forma

H = X4p.Dap. X,.} (2.77)

onde X,, é a matriz de autovetores e D,, a matriz diagonal de autovalores de H. Substituindo

a equacgao 2.77 em 2.76, tem-se

(s I + Xop-Dan. X.)1).Z(5) = Z(0%). (2.78)

Fazendo I = X,,. X!, pode-se colocar a matriz dos autovetores e sua inversa em evidéncia

fazendo

(8 Xow- X+ Xaw-Dan. X)) Z(s) = Z(0%), (2.79)
e entao
Xow-(s T+ Dy). X1 Z(s) = Z(0%). (2.80)

Multiplicando-se os dois lados da equagao 2.80 por X!, em seguida por (s [+D,,) ™"

av

e finalmente por X,,, pode se isolar a varidvel Z(s) e a equagao passa a ser

Z(8) = Xgu-(s I + Dgp) 1.X.1Z(0%). (2.81)
Aplicando-se a Transformada Inversa de Laplace, obtém-se
L™YZ(s)} = L™ Xaw-(s [ + Day) ™" X5 2(07)}. (2.82)
Sendo a matriz X,, e os vetores Z(0*) constantes, pode-se escrever
Z(2) = Xoo- LTH(s I + Do) '} X1 Z(0%). (2.83)
Finalmente faz-se

Z(2) = Xop-Eow(2). X} Z(0%), (2.84)
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onde

Eu(z) = L7H(s T + Day) ™'}, (2.85)

sendo, E,,(z) é uma matriz diagonal, cujos elementos valem e=%%,

Conforme a equagao 2.84, o resultado obtido é para a varidvel Z(z), com 2N com-
ponentes, que é constituida pela equacao 2.73. Assim, temos solu¢ao para a varidvel Z;(x)
e Zs(x), cada uma delas com N componentes. No entanto, a solugdo da equagao 2.58, com
N componentes, deve ser dada para y(z) = Zi(x). Portanto, das duas solugdes obtidas, a
tnica solugao utilizada é Z;(z). Sendo asssim, a solugao final da equagao 2.58 é Z;(x).

Até aqui, todos os métodos discutidos para solucionar os problemas transformados
implicavam em matrizes nao degeneradas, ou seja, matrizes cujos autovalores sao distintos
e nao-nulos. No caso de se tratar de problemas transformados com matrizes degeneradas, a
fatoracao em autovalores e autovetores nao é possivel. Para contornar tal inconveniente, a
inversa da matriz simbdlica pode ser obtida pelo método da decomposicao de Schur. Neste
caso a inversa da transformada de Laplace é obtida pela expansao de Heaviside para auto-

valores com multiplicidade maior que 1.

2.3 FORMULA DA INVERSA MODIFICADA

Neste trabalho usou-se uma férmula de inversao analitica diferente daquela tipica-
mente usada na GITT e descrita pela equacao 2.8. Fez-se uso de uma fémula da inversa mo-
dificada, proposta por Wortmann [Wortmann, 2003], que necessita de uma quantidade menor
de autovalores para obter a precisao desejada em termos de bases senoidais e cossenoidais.

O erro na aproximacao de fungoes por séries que utilizam tais bases é devido ao
truncamento do somatorio. Quanto maior o ntimero de termos, mais precisa é a solugao. No
entanto, maior serd o custo computacional. O erro se evidencia principalmente quando se
quer aproximar fungoes constantes ou nao suaves.

Na figura 2.1 pode ser visto o erro na aproximagao de fungoes por séries como o
da equacao 2.8, que utiliza base cossenoidal e cujo somatorio foi truncado. Esta mostra a
condi¢ao de entrada da temperatura adimensional (eq. 3.3c) para o problema do capitulo

3, ou seja, 0(0,y) = 1, e duas aproximagoes. Truncou-se o somatério da férmula da inversa,
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(eq. 2.8) em 10 termos e outra em 9 termos.
s
1.15

1.1

l.05

AVEAY CAV B E

095

Figura 2.1 — Comparagao das aproximagoes da equagao 3.3c¢ usando a férmula

da inversa (eq. 2.8) cujo somatério foi truncado em 10 e 9 termos.

Como pode-se verificar na figura 2.1 as curvas das aproximacgoes oscilam de forma
alternada na parte mais & esquerda do gréfico. Conforme Wortmann [Wortmann, 2003], isso
sugere que a média entre as duas aproximacoes ¢ muito mais proxima da curva que se quer
aproximar do que cada uma delas individualmente. Sendo assim, a férmula da inversa 2.8

com somatorio truncado em N foi substituida pela seguinte féormula da inversa modificada:

i=1 =1
. : 2.86
u<a% t) ~ AQ 2 AQ , ( )
ou simplesmente,
= ) dil@)) | un() dw(o)
u(z, t) ~ g R + 2 iv : (2.87)
i=1 Ny 2Nz

Na figura 2.2 pode ser visto o erro na aproximacao de func¢oes por séries usando
a equacao 2.87, que utiliza base cossenoidal e cujo somatério foi truncado. Esta mostra a
mesma condigdo de entrada da temperatura adimensional (eq. 3.3c) da figura 2.1 para fins
de comparagao, ou seja, 6(0,y) = 1, e duas aproximagoes. Também truncou-se o somatério
da férmula da inversa, (eq. 2.87) em 10 termos e outra em 9 termos. Pode-se ver que na
figura 2.2 o erro das duas aproximagoes ¢ menor na maior parte do dominio de interesse do
que na figura 2.2. Isto foi verificado para diversos ntimeros de autovalores na solucao dos

problemas descritos nos capitulos 3 e 4. Assim, pode-se confirmar que a férmula da inversa
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modificada (eq. 2.87) neste trabalho foi mais eficiente do que a férmula da inversa (eq. 2.8),
tipicamente usada na GITT.
B

1.15

Figura 2.2 — Comparacio das aproximagoes da equacao 3.3¢ usando a férmula

da inversa (eq. 2.87) cujo somatorio foi truncado em 10 e 9 termos.



CAPITULO 3

PROBLEMA DIFUSIVO-ADVECTIVO COM TERMO DIFUSIVO
TRANSVERSAL

Neste capitulo pretende-se mostrar o uso da GILTT na solucao da equacao da
Energia bidimensional. Assim, faz-se uso da transformada de Laplace associada a diago-
nalizacao de matrizes na solugao de um sistema de EDQ’s de primeira ordem, resultante
da aplicagao da GITT no dominio espacial y. Considera-se um problema de convecgao
forcada entre placas planas paralelas com perfil hidrodinamico desenvolvido e perfil térmico

em desenvolvimento. Impde-se as seguintes hipdteses simplificadoras:
a) regime estaciondrio,
b) escoamento laminar e desenvolvido,
c¢) fluido incompressivel,
d) propriedades fisicas constantes,
e) condugao axial desprezivel,
f) dissipacao viscosa desprezivel,
g) conveccao livre desprezivel,

h) pressao atmosférica constante.

3.1 O MODELO MATEMATICO

Baseado nas hipdteses acima, o problema ¢é representado, matematicamente, pela
equacao da Energia bidimensional e estacionaria, escrita em coordenadas cartesianas como

segue:
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==

T =00

Figura 3.1 — Definigao do problema - convecgao forcada permanente

OT (x,y) 0?T(x,y)
Dl S IVl N R A 3.1
pcp u(y) ax K ayQ ) ( )

emque 0 <z < Re0 <y < h, Ondepéa densidade do fluido, C, o calor especifico
a pressao constante e k o coeficiente de condutividade térmica do fluido. As condigoes de

contorno e inicial sao dadas por

@9 _  Pah) =T, (3.1(a, b))

T00,y) =1 . (3.1 ¢)

Ao introduzir as varidveis adimensionais que se seguem, as equacoes acima adquirem

a forma adimensionalizada:

y = 2 .
B (3.2)
x u
X =— U=— 3.2(b
z L, (3.2(b, )
Uohw
Pe = RePr Re = : (3.2(d, e))
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T -1, v
b= Pr=" (3:2(t, )
K L .
a = , v=—, 3.2(h, i
e ; (320, 1)

onde o indice zero refere-se a um valor e h,,, a altura da placa.

Em termos desses grupos adimensionais, a equacao da Energia fica

90.(X,Y) 1 9%,(X.Y)

Y = 3.3
u) 0X Pe oyz 7’ (3:3)
e as condigoes de contorno adimensionalizadas, tornam-se
a91 (X7 Y)
oY Yo 0 ) 91( ) ) 0 ) (3 3(&, b))
0:(0,Y)=1. (3.3¢)

Antes de aplicarmos o formalismo da GILTT nas equacoes 3.3, o termo velocidade
da equagao 3.3, U(Y) sera substituido pela expressao que representa a velocidade do flu-
ido na regiao do escoamento plenamente desenvolvido. Na literatura, a velocidade para o

escoamento plenamente desenvolvido entre placas planas é dada por

UY)=-(1-Y?). (3.4)

DO W

Assim, o problema passa a ser representado matematicamente pela seguinte equagao

3 o 001(X,Y) 1 9%,(X,Y)
(1 - e et el A i et Rl 3.5
2 (1 Y ) 0X Pe oYz (3.5)
e suas condigcoes de contorno e inicial, tornam-se
001(X,Y
XY)) . (X, 1) =0, (3.5(a, b))
Y Y=0

6.(0,Y)=1. (3.5 ¢)
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3.2 METODO DE SOLUCAO: GILTT

3.2.1 GITT

O problema descrito pela equacao 3.5 e as suas condicoes de contorno e inicial
estao apropriadas para a aplicacao da GITT. A equacgao apresenta o termo Laplaciano e as
condicoes de contorno em Y sao homogéneas. Assim, a transformacao integral é aplicada
no problema, seguindo os passos descritos na secao 2.1.1. Inicialmente, deve-se identificar o
operador L (eq. 2.3), na equagao (3.5). A maneira mais facil é comparar estas duas equagoes
e fazer k(y) = 1 e q(y) = 0 na equagao 2.3. O operador L aplicado a variavel ¢;(Y) seria

entao identificado da seguinte forma

Lfu(v)y = o) (3.6)

Os termos restantes da equacao 3.5 corresponderiam ao operador B da equagao 2.2. Definido

o operador L e usando a equacao 2.5, determina-se o seguinte problema auxiliar

d*1i(Y)
dY?

FA2(Y)=0, 0<Y <1, (3.7)

com as respectivas condi¢oes de contorno

dyyi(Y)

v =0 wi(1) =0. (3.7(a, b))

O problema 3.7 é conhecido como problema de Sturm-Liouville. Sua solucao analitica

é dada por [Ozisik, 1980]
(V) = cos(\; YY), (3.8)
onde
. ™ .
Ai:(22—1)§ e 1=1,2,3,--- (3.8 a)

Conforme a equacao 2.8, a férmula da inversa pode ser definida como segue
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onde t;(X) é a temperatura transformada e N; o quadrado da norma, definida conforme a

equacao 2.7 e que neste exemplo particular se torna

N; = /1 YY) dY. (3.10)

O seguinte passo consiste em expandir a varidvel §(X,Y) da equagao 3.5, substi-
tuindo a equacao 3.9 na mesma. Deste procedimento, resulta
3 0 |~ 1 (1
“(1-Y?) —
-5 5 >(

T T
i=1 \ N} N?

(2

1
- PedY?

(3.11)

=1

t:i(X) ¢1(Y>>

ti(X) wz’(Y)>

Apos efetuar todas devidas operacoes na equacao 3.11, deve-se aplicar o operador

intregal definido na equacao 2.9, que para este exemplo se torna

1
1
N?

/0 vi(Y)dY. (3.12)

A integracao, o uso da propriedade da ortogonalidade e demais detalhes podem ser observa-
dos no apendice 1.
O resultado da aplicacao da Transformada Integral é a seguinte equagao matricial

o0

Z ((5. A ) t’(X) +i )‘?51‘4'
1,7 4,3/ Vi < Pe

=1

DN o

t(X) =0 (3.13)

onde ' representa a derivada de primeira ordem. O vetor ¢;(X) representa a temperatura

transformada, A; ; e o operador delta de Kronecker sao definidos como

1 1
A= [ YR ay (3.13 1)
NzNZ Jo
I 0, i# 7,
0ij=—1—71 [ vi(Y)(Y)dY = T (3.13 b)
NZ? N]2 0 ]_’ 1= ]

Como pode ser notado, a equacao 3.13 corresponde a um sistema de EDQ’s lineares
de primeira ordem. Para sua solucao analitica serda empregada a transformada de Laplace e
diagonalizacao de matrizes. Cabe lembrar que a solugao analitica do problema transformado

caracteriza a GILTT empregada neste trabalho. E exatamente este procedimento que dife-
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rencia a GILTT de sua antecessora, a GITT. Esta ultima resolve o problema transformado
numericamente.

Para tanto, é preciso que a condi¢ao inicial (eq. 3.5 ¢) também deva ser transformada
pela GITT. Assim, tomara a forma vetorial, tornando-se consistente com o sistema de

EDO’s (3.13), que é vetorial. Os detalhes podem ser vistos no apéndice II e o resultado é

tj(0) = Qj, (3.14)

onde
1
Q, = i/ (V) dY. (3.14 a)
N7 Jo

O procedimento de solucao do sistema de EDO’s pela transformada de Laplace
associada a diagonalizacao de matrizes foi descrito na secao 2.1.2. Baseado nisso, o sistema

de EDQO’s 3.13 é resolvido conforme pode ser visto na préxima segao.

3.2.2 Solucao do Sistema de EDQO’s Transformado

O primeiro passo é truncar o sistema de EDQO’s 3.13 em uma ordem grande o
suficiente para garantir a precisao dos resultados. O seguinte passo é reescreveé-lo na seguinte

forma

CO,"(X)+D6(X)=0, (3.15)
com condicio inicial
0,(0) = Q, (3.15 a)
onde
01(X) = {t;(X)}, (3.15 b)

Q ={a,}, (3.15 ¢)
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1 1
G =—1 [ ¥(Y)dy, (3.15 d)
N2 Jo
J
C ={ciyh, (3.15 ¢)
3 [0.9]
cij =5 ) (G = Aiy), (3.15 f)
=1
D = {d;;}, (3.15 g)
o A26ig
dij =) 5 (3.15 h)
=1

sendo C' e D matrizes de ordem N e ©;(X) é o vetor incégnita com N componentes.
Seguindo o que foi apresentado na se¢ao 2.1.2, a matriz de coeficientes C' é invertida

fazendo
0,'(X)+ EO6:(X) =0, (3.16)
onde F = C~1.D. Aplicando-se a Transformada de Laplace, resulta em
$©1(s) — 0,(0) + E.By(s) =0 (3.17)
ou
(s I+ E).0:(s) = 0,(0). (3.18)

As duas barras superiores indicam o potencial transformado por Laplace, s a variavel in-
dependente transformada e I a matriz Identidade de ordem (N x N). O passo seguinte é

decompor a matriz £ em seus autovetores e autovalores da seguinte forma

E = X4p.Day. X} (3.19)

onde X,, é a matriz de autovetores e D,, a matriz diagonal de autovalores de F.
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Substituindo a equacao 3.19 em 3.18 tem-se

(s I + Xap-Dap. X1).01(5) = ©4(0). (3.20)

Fazendo I = X,,.X,.!, pode-se colocar a matriz dos autovetores e sua inversa em evidéncia

fazendo
(5 Xup- X! 4+ Xuw.Dap. X221).01(s) = ©4(0) (3.21)

e entao
Xow.(5 T+ Dap). X 01(s) = ©,(0). (3.22)

Multiplicando-se os dois lados da equacao 3.22 por X!, em seguida por (s [+D,,) ™"

av ?

e finalmente por X,, pode se isolar a variavel @_1(3) e a equagao passa a ser
01(5) = Xaw.(s [ + Do) 1. X1.0,(0). (3.23)
Aplicando-se a Transformada Inversa de Laplace, obtém-se
L70,(s)} = LY Xoo.(s T + D) L. X21.0,(0)}. (3.24)
Sendo a matriz X,, e os vetores @1(0) constantes, pode-se escrever
O1(X) = Xoo. L H(s T + Do) ' }.X,.1.0:(0). (3.25)
Finalmente faz-se

O(X) = Xop-Eun(X).X,, .0(0) (3.26)

: av

onde

Ew(X) = L{(s I+ Do) '}, (3.27)

ou ainda, E,,(X) é uma matriz diagonal, cujos elementos valem e~ 4.

Obtido o resultado na equagao 3.27, a férmula da inversa (eq. 3.9) é usada para
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obter o potencial original 6;(X,Y).

3.3 RESULTADOS

Os resultados das simulagoes sao mostrados a seguir. Sao comparados com resul-
tados encontrados na literatura [Shah e London, 1978]. Foram obtidos para Re = 2000 e
Pr =0.72, ou seja, Pe = 1440.

Na tabela 3.1 é mostrado a convergéncia numérica dos resultados da temperatura
média de mistura obtidos para diferentes distancias no dominio em X e em funcao de diferen-
tes nimeros de autovalores. Utilizou-se Re = 2000 e Pr = 0.72, ou seja, Pe = 1440. Pode-se
verificar que a convergéncia numérica da solucao para as regioes mais proximas da entrada
do escoamento plenamente desenvolvido é mais lenta do que para as regioes mais afastadas.
Isso se deve a forma do perfil de temperatura admitido como condicao de entrada, que como
pode ser visto na definicao do problema, é constante. E importante lembrar que este perfil é
aproximado por uma expansao em cossenos. Bases cossenoidais necessitam de mais termos
ao aproximar fungoes constantes quando comparadas a aproximacao de fun¢des nao cons-
tantes, para um mesmo erro de aproximacao. Na medida que se avanca no dominio, este
perfil decresce suavemente, portanto nao constante e torna-se mais facilmente aproximado

pela base usada.

X Numero de Autovalores

5 10 20 30 40 60 80 100
0,04608 0,999574 0,999469 0,999083 0,998885 0,998842 0,998834 0,998831 0,998830
0,4608  0,997239 0,995499  0,994631 0,994600 0,994591 0,994586 0,994584 0,994584
4,608 0978063 0,975232 0,975065 0,975046 0,975042 0,975039 0,975039  0,975039
46,08  0,886772 0,886132 0,886049 0,886040 0,886038 0,886037 0,886037 0,886037
460,8  0,498346 0,498082 0,498048 0,498045 0,498044 0,498044 0,498044 0,498044
4608 0,002185 0,002184 0,002184 0,002184 0,002184 0,002184 0,002184  0,002184

Tabela 3.1 — Temperatura média de mistura em funcio do niimero de autova-

lores para véarios valores de X.

Na tabela 3.2 pode-se ver a comparacao dos valores obtidos para a temperatura

média de mistura (eq. 3.28) com referéncia [Shah e London, 1978]. O programa foi rodado
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para 100 autovalores. A tabela apresenta as comparacoes para Pe = 1440.

Pe = 1440

X 0p(X) ref. desvio
0,02304  0,99926 0,99926 0,00000
0,09216 0,99814 0,99814 0,00000
0,18432 0,99705 0,99705 0,00000
0, 34560 0,99552  0,99553 0,00001
1,15200 0,99004 0,99004 0,00000
1,84320  0,98640 0,98640  0,00000
3,45600  0,97936 0,97937 0,00001
11,5200 0,95424  0,95425 0,00001
18,4320 0,93761 0,93761 0,00000
23,0400 0,92773 0,92774 0,00001
46,0800 0,88603 0,88604 0,00001
92,1600 0,82065 0,82065 0,00000
138,240  0,76647 0,76648 0,00001
184, 320 0,71860 0,71860 0,00000
930,400  0,67503 0,67503  0,00000
921, 600 0,27241 0,27241  0,00000
1382, 40 0,14901 0,14902 0,00001
1843, 20 0,08151 0,08152 0,00001
2304, 00 0,04459 0,04459 0,00000
4608,00  0,00218 0,00218  0,00000

Tabela 3.2 — Comparacdo da temperatura média de mistura obtida com a re-

feréncia [Shah e London, 1978].

A temperatura média de mistura, 05(X), mostrada na tabela 3.2 é definida na

literatura [Shah e London, 1978] pela seguinte equagao

015(X) = UL /0 1 UY)6,(X,Y)dY (3.28)

m

e a velocidade média, U,,, é

U, = / Uv)ay (3.29)
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Na tabela 3.2 pode-se verificar que os resultados obtidos na solugao da equacao da
energia com termo difusivo na direcao transversal apresentam otima concordancia com os
resultados da referéncia [Shah e London, 1978]. Para 100 autovalores, a diferenca absoluta
méaxima foi de 0,00001 em alguns pontos do dominio em X, sendo que em outros pontos os
valores coincidem com a referéncia para a precisao adotada.

A figura 3.2 apresenta a distribuigdo de temperatura na regiao de escoamento ple-
namente desenvolvido. Os resultados foram obtidos para o ntimero de Péclet, Pe, valendo
1440.

A medida que o fluido escoa axialmente entre as placas planas, este vai diminuindo
sua temperatura. Analisando a figura 3.2 na diregao axial (X'), pode-se perceber importantes
variagoes na temperatura. Verifica-se uma queda acentuada ao longo de X, principalmente
proximo a parede (Y = 1), devido ao fato de a temperatura ser unitéria na entrada e nula na
parede. Analisando em diregao ao centro do escoamento (Y = 0), a queda da temperatura
ao longo de X ¢ gradualmente menos acentuada. Isso ocorre porque a informacao da parede,
ou seja, a troca de calor entre o fluido e a parede, leva um certo tempo até chegar ao centro
do escoamento.

A figura 3.3 apresenta o perfil de temperatura média de mistura, para Pe valendo

1440.

Figura 3.2 — Temperatura do fluido para Pe = 1440.

Por fim, pode-se considerar que os resultados da temperatura média de mistura
)
obtidos por este método sao satisfatorios na comparagao com os resultados da referéncia

[Shah e London, 1978], tabela 3.2. Juntamente com a andlise da convergéncia numérica da
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1000 Z000 2000 000

Figura 3.3 — Temperatura média de mistura do fluido para Pe = 1440.

solucao, tabela 3.1 pode-se validar tanto a GILTT como o coédigo computacional para a
solugao deste problema.

Por ultimo, cabe ressaltar que foram obtidos resultados para diferentes valores de
Péclet, Pe. Assim, sera possivel o melhor entendimento da influéncia do nimero de Péclet

na equacao da energia. Tais resultados sao apresentados no capitulo 4.



CAPITULO 4

PROBLEMA DIFUSIVO-ADVECTIVO COM TERMOS DIFUSIVOS AXIAL
E TRANSVERSAL

4.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

Nesta secao pretende-se mostrar o uso da GILTT na solucao da equacao da Energia
bidimensional, associada a um método de reducao de ordem de EDO’s. Assim, o sistema
de EDO’s de segunda ordem, resultante da aplicagao da GITT no dominio espacial y, é
reduzido a um de primeira ordem em x. Em seguida aplica-se a transformada de Laplace as-
sociada a diagonalizacao de matrizes. Considera-se um problema de conveccao forcada entre
placas planas paralelas com perfil hidrodinamico desenvolvido e perfil térmico em desenvolvi-
mento. Diferentemente do problema anterior, aqui serd levada em consideracao a conducao
axial para a aplicabilidade destes métodos. Impoe-se as mesmas hipdteses simplificadoras
do problema anterior a menos da conducao axial que aqui é levada em consideragao. Isso
permite obter um problema transformado representado por sistema de EDQO’s de segunda

ordem, o que propicia a aplicacao do algoritmo de redugao de ordem proposto.

4.2 O MODELO MATEMATICO

Baseado nas hipdteses acima, o problema é representado, matematicamente, pela
equacao da Energia bidimensional e estacionaria, escrita em coordenadas cartesianas como

segue:

OT(x,y) _ (aQT(wvy) . 82T(w>) | (4.1)

pCp U(y) ax 8ZE2 ayg

emque 0 <z < Rel0 <y <h, Ondepéa densidade do fluido, C, o calor especifico

a pressao constante e k o coeficiente de condutividade térmica do fluido. As condicoes de
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contorno sao dadas por

oy =1, ZTEN g (4.1(a, b))
=R

0T (z,y) B B

7 0,  T(z,hy) =Th. (4.1(c, d)

Em termos dos grupos adimensionais apresentados no capitulo 3, a equacao da

Energia fica

00:(X.Y) 1 [0%0,(X)Y)  0%6:(X,Y)
M=% ~ P ( oxz oz ) (42)
e as condicoes de contorno adimensionalizadas, tornam-se
00,(X,Y)
0:(0,Y)=1 —_— = 4.2(a, b
2<07 ) ) 0X n 07 ( (a7 ))
02(X,Y
WX Y)| . (X, 1)=0. (4.2(c, d))
oY Vo

Novamente o termo velocidade da equacao 4.2, U(Y') serd substituida pela expressao
que representa a velocidade do fluido na regiao do escoamento plenamente desenvolvido entre

placas planas, ou seja,

UYy) =

N W

(1-Y?). (4.3)

Assim, o problema passa a ser representado matematicamente pela seguinte equacao

3 o 002(X,Y) 1 0%05(X,Y)  0%0,(X,Y)
)= e T e ) (4.4)
e suas condicoes de contorno
B 005(X,Y) B
92(07 Y) =1, X . =0, (44(&, b))
M =0, 0,(X,1)=0. (4.4(c, d))

Y Y=0
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4.3 METODO DE SOLUCAO: GILTT

4.3.1 GITT

[gualmente ao capitulo anterior, o problema descrito pelas equacoes 4.4 satisfazem as
condicoes basicas necessarias, secao 2.1.1, para a aplicacao da GITT. Visto que a equagao
apresenta termo Laplaciano em Y e condicoes de contorno homogéneas nesta direcao, a
transformacao integral é aplicada em relagao a Y. Para tal, segue-se os passos descritos na
segao 2.1.1. Inicialmente, deve-se identificar o operador L (eq. 2.3), na equagao (4.4).

Para a equacao 4.4 a parte referente a aplicagao da GITT, ou seja, escolha do
problema auxiliar, sua solu¢ao, determinacao da férmula da inversa e da expressao para
calcular a norma dos autovalores é idéntica ao capitulo anterior e nao sera repetida.

Aplicando a férmula da inversa (eq. 3.9) na equagao 4.4, resulta em

=1 NZ%
(4.5)
1.0 = 1 9?2 |& 1
Pe X2 [; (N; ti(X) W’(Y)> T oye 2 (N; ti(X) %’(Y)) }-

Usando novamente o operador integral 3.12, pode-se tomar os momentos da equacao
acima cujos detalhes podem ser observados no apéndice III.
O resultado da aplicacao da transformacao integral é a seguinte equacao matricial

de segunda ordem

S 0 - 33 (6, - A B0 - S A0 gy — 0 16
> e 1K) 5 2 (= A pe )= 40

i=1 =1

onde ' e ” representam as derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente. O vetor
m representa a temperatura transformada e A; ; corresponde a seguinte matriz dada pela
equagao 3.13a e ¢;; pela equacao 3.13b.

As condigbes de contorno em X (eqs. 4.4 (a, b)) também devem ser transformadas

pela GITT. Os detalhes podem ser vistos no apéndice IV. O resultado é

50)=Q; e ‘ =0, (4.6(b, ¢))




onde

1
Qj = Ll/ P (Y)dY.
N2 Jo
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(4.6 d)

Como pode ser notado, a equacgao 4.6 corresponde a um sistema de EDQ’s lineares

de segunda ordem. Sua solugao analitica, conforme j4 foi dito anteriormente sera obtida pela

combinagao das técnicas de reducao de ordem e transformada de Laplace.

4.3.2 Solugao do Sistema de EDQO’s Transformado com Reducao de Ordem

O primeiro passo ¢ truncar o sistema de EDQO’s 4.6 em uma ordem grande o sufi-

ciente para garantir a precisao dos resultados. O seguinte passo é reescrevé-lo em notagao

matricial como pode ser visto abaixo
CO,"(X)+ D6y (X)+ EOy(X) =0,

com condigoes de contorno

onde

Q - {%’,j}a

1
1
Nj

qi; =

/ (V) dy,

C ={cij},

(4.7)

(4.7(a, b))

(4.7 ¢)

(4.7 d)



D ={d;;},
3 oo
dij =—5 > (05— Aig)
=1

E = {62’]}7

o0 2
o A3
T T LT pe
=1
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(4.7 h)

(4.7 1)

(4.7])

(4.7 k)

sendo C, D e E matrizes de ordem (N x N) e ©5(X) o vetor incégnita de N componentes.

Seguindo o que foi apresentado na secao 2.2, multiplica-se toda a equagao 4.7 pela

matriz inversa C' !, resultando em

0,"(X)+ F.0,'(X) +G.04(X) =0.

onde F=C1'DeG=C1E.

Inicia-se por definir as seguintes varidveis

Assim, Z1(X) e Z2(X) tornam-se vetores incégnitas com N componentes.

A derivada das equacoes 4.9 e 4.10 resulta em

Zy(X) = ©:'(X).

Zy(X) = 0,"(X)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Comparando as equacoes 4.10 e 4.11 pode-se escrever
Z(X) = Zx(X), (4.13)
ou
Z1(X) — Zy(X) = 0. (4.14)

Usando as equacoes 4.9 e 4.10 e 4.12 e substituindo-as na equacao 4.8 resulta na equacao

matricial de ordem N abaixo

Zh(X) + F. Zy(X) + G. Zy(X) = 0. (4.15)

As equagoes 4.14 e 4.15 constituem o seguinte sistema de equacoes matriciais de

primeira ordem

ZUX) +0Z4(X) +0Zy(X) — Zo(X) =0

(4.16)
0Z(X)+ Zy(X)+G. Z1(X)+ F. Zy(X) =0,
sujeitas as condigoes de contorno
Z1(0) =
10=q (4.16 a)

Em notacao matricial, o sistema de equagoes 4.16 fica

Z(X) 0 —I| |z(x) 0
+ . =|]. (4.17)
Z4(X) G F| |Zy(X) 0

20 _ e (4.18)

Z5(0) 0

De acordo com o sistema matricial acima, pode-se definir a EDO na forma matricial

representada abaixo

Z'(X)+ H.Z(X) =0, (4.19)
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com condigao inicial

Z(0") = M, (4.19 a)
onde
Z1(X)
7'(X) = , (4.20)
Z5(X)
0 —I
= , (4.21)
G F
Z1(X)
Z(X) = , (4.22)
Z5(X)
M = @ ) (4.23)
0

sendo Z(X) o vetor incognita com 2N componentes e H a matriz bloco de ordem (2N x 2N).
Pode-se verificar que a condicao inicial, equacao 4.19a, é um vetor de 2N componentes
constituido de N condigoes de contorno em x =0 e N em x = R.

O seguinte passo consiste em resolver a EDO 4.19 com o uso da transformada de

Laplace de forma andloga a se¢ao 2.1.2. A solucao final é

Z(X) = Xop.-Euo(X).X 1. Z(0%), (4.24)

onde F,,(X) é uma matriz diagonal, cujos elementos valem e~ %,

Conforme a equacgao 4.24, o resultado obtido é para a variavel Z(X), com 2N com-
ponentes, que é constituida pela equacao 4.22. Assim, temos solugao para a varidvel Z;(X)
e Z5(X), cada uma com N componentes. No entanto, a solu¢ao da equacao 4.8 deve ser para
0,(X) = Z,(X). Portanto, das duas solucdes obtidas, a tinica solucdo utilizada é Z;(X).

Sendo asssim, a solu¢ao final da equagao 4.8 é Z;(X).
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Uma vez obtido o resultado do problema transformado 4.7, a férmula da inversa 3.9

é usada para obter o potencial original 05(X,Y).

4.4 RESULTADOS

Os resultados encontrados na solugao do problema 4.4 sao apresentados a seguir.
Conforme ja comentado na introducao deste trabalho, para Pe > 0 a solucao obtida para
o problema resolvido neste capitulo nao deve diferir significativamente daquela obtida no
problema resolvido no capitulo 3. Como forma de validagao do método aqui empregado e do
c6digo computacional, novamente, comparam-se os resultados com os da referéncia [Shah e
London, 1978]. Para efeito de simples ilustragdo escolheu-se mostrar as que se referem aos
seguintes valores de parametros adimensionais: Re = 2000, Pr = 0,72, ou seja, Pe = 1440.
Da mesma forma que no capitulo anterior, neste também fez-se simulagoes para outros valores
de Péclet, levando em consideragao a equacao da energia com difusao axial e transversal.

Na tabela 4.1 é mostrada a convergéncia numeérica dos resultados da temperatura
média de mistura obtidos para diferentes distancias no dominio em X e em funcao de dife-
rentes nimeros de autovalores. Novamente pode-se verificar que a convergéncia numérica da
solucao para as regides mais préximas da entrada do escoamento plenamente desenvolvido é
mais lenta do que para as regioes mais afastadas. Este problema ja foi comentado no capitulo

3.

X Numero de Autovalores

5 10 20 30 40 50 60
0,04608 0,999574 0,999470 0,999114 0,998979 0,998962 0,998961  0,998961
0,4608  0,997240 0,995510 0,994677  0,994663 0,994662 0,994661  0,994661
4,608  0,978066 0,975243 0,975088 0,975078 0,975077 0,975077 0,975077
46,08  0,886775 0,886138 0,886060 0,886055 0,886055 0,886055 0,886055
460,8  0,498347 0,498084 0,498053 0,498051 0,498051 0,498051  0,498051
4608 0,002185 0,002184 0,002184 0,002184 0,002184 0,002184 0,002184

Tabela 4.1 — Temperatura média de mistura em funcdo do ntmero de autova-

lores para varios valores de X.

A tabela 4.2 compara os valores obtidos para a temperatura média de mistura com
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a referéncia [Shah e London, 1978]. O programa foi rodado para 60 autovalores. Para fins

de comparacao, os valores foram obtidos para as mesmas distancias usadas na obtencao dos

resultados do problema anterior.

Pe = 1440

X O25(X) ref. desvio
0,02304 0,99940 0,99926 0,00014
0,09216  0,99826 0,99814 0,00012
0,18432  0,99715 0,99705 0,00010
0,34560  0,99561 0,99553 0,00008
1,15200 0,99010 0,99004 0,00006
1,84320  0,98645 0,98640 0,00005
3,45600  0,97941 0,97937 0,00004
11,5200  0,95427 0,95425  0,00002
18,4320 0,93763 0,93761 0,00002
23,0400  0,92775 0,92774 0,00001
46,0800  0,88605 0,88604 0,00001
92,1600 0,82066 0,82065 0,00001
138,240  0,76648 0,76648 0,00000
184,320  0,71861 0,71860 0,00001
230,400  0,67504 0,67503 0,00001
921, 600 0,27241 0,27241 0,00000
1382,40  0,14902 0,14902 0,00000
1843,20  0,08151 0,08152 0,00001
2304, 00 0,04459 0,04459 0,00000
4608,00  0,00218 0,00218 0,00000

Tabela 4.2 — Comparacio da temperatura média de mistura obtida com a re-

feréncia [Shah e London, 1978].

A temperatura média de mistura, fo5(X), mostrada na tabela 4.2 é a mesma que

foi utilizada no capitulo 3, dada pelas equacoes 3.28 e 3.29.

Na tabela 4.2 pode-se verificar que o desvio é novamente um pouco mais substancial

para as regioes mais proximas da entrada do escoamento plenamente desenvolvido do que

para as regioes mais afastadas, como ja era esperado.

A figura 4.1 apresenta a distribuicao de temperatura na regiao de escoamento ple-
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namente desenvolvido, ao passo que a figura 4.2 mostra o perfil de temperatura média de
mistura.

Em termos de resultados graficos, as figuras 4.1 e 4.2 coincidem com as figuras 3.2
e 3.3, respectivamente, o que era esperado. Tais motivos foram discutidos no inicio desta
secao. Uma vez que os resultados sao coincidentes, a andlise feita no capitulo 3 para os

graficos 3.2 e 3.3 serve também para as figuras 4.1 e 4.2.

000 2000 2000 2000

Figura 4.2 — Temperatura média de mistura do fluido para Pe = 1440.

Por fim, o que se queria realmente com a solucao deste problema era mostrar a
eficiéncia do método de reducao de ordem associado a GILTT, além de validar o cédigo
computacional. Isto ficou provado com a comparacao dos resultados numéricos e graficos

acima.
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4.5 RESULTADOS ADICIONAIS

Neste topico sao apresentados resultados das simulagdes para outros valores do
nimero de Péclet, Pe. As figuras 4.3 e 4.4 apresentam a distribuicao de temperatura na
regiao de escoamento plenamente desenvolvido. Os resultados mostrados nelas, foram obti-
dos para o numero de Prandlt, Pr, valendo 0,005, Reynolds, Re, 200, ou seja, Péclet, Pe,
1. No entanto, o resultado apresentado pela figura 4.3 foi obtido a partir da solucao da
equagao da energia com termo difusivo somente na dire¢ao transversal resolvida no capitulo
3. Ja a figura 4.4 apresenta o resultado obtido a partir da solucao da equacao da energia
com termos difusivos nas diregoes axial e transversal resolvida neste capitulo. Os resultados
foram plotados em um dominio reduzido de forma a evidenciar as diferencas de solucao para
as duas equacoes. Comparando as duas figuras pode-se perceber claramente que a solugao
da equacao com termos difusivos axial e tranversal apresenta valores de temperatura mais
elevados do que a solucao da equagao com somente termo difusivo tranversal. Isso ocorre
porque o termo de difusao axial contribui para uma maior transferéncia de energia, fenomeno

que é potencializado para pequenos valores do ntmero de Péclet, Pe.

Figura 4.3 — Temperatura do fluido para Pe = 1.

A tabela 4.3 apresenta os resultados da temperatura média de mistura com o niimero
de Péclet valendo 1 para as duas equacoes. Através dela, pode-se notar que a diferenca entre
as duas solucoes torna-se ainda mais evidente do que os resultados graficos mostrados pelas
figuras. Nesta tabela manteve-se o mesmo dominio de interesse dos resultados para o nimero
de Péclet valendo 1440, de modo a se ter nocao do quanto estas solucoes diferem daquelas da

referéncia [Shah e London, 1978]. A partir de um determinado ponto no dominio os valores
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Figura 4.4 — Temperatura do fluido para Pe = 1.

obtidos pelas duas solugoes possuem precisao melhor do que aquela adotada, sendo por isso
apresentados como nulos na tabela.

As figuras 4.5 e 4.6 também apresentam a distribuigao de temperatura na regiao
de escoamento plenamente desenvolvido. No entanto, seus resultados foram obtidos para o
namero de Prandlt, Pr, valendo 1, o niimero de Reynolds, Re, 2000, ou seja, o nimero de
Péclet, Pe, 2000. Enquanto a figura 4.5 apresenta resultados obtidos a partir da solugao da
equagao da energia com termo difusivo somente na direcao transversal, a figura 4.6 mostra re-
sultados obtidos a partir da solucao da equagao da energia com termos difusivos nas direcoes
axial e transversal. Observando os resultados graficos a diferenga absoluta entre as duas
solugoes é imperceptivel. Isso ocorre porque a diferenca absoluta entre as solugoes para as
duas equacoes é muito menor que para os outros valores do nimero de Péclet, Pe, inferiores.

A tabela 4.4 apresenta os resultados para a temperatura média de mistura, cujo
numero de Péclet é 2000. Através dela, a comparacao entre as solugoes das duas equagoes
para um determinado numero de Péclet tornam-se mais evidentes do que os resultados
graficos ilustrados pelas figuras citadas acima. Pode-se notar que a diferenca entre as tem-
peraturas médias de mistura das duas equagoes ¢ muito menor para o valor do nimero de
Péclet valendo 2000 do que para 1440 e 1. Além do mais, os resultados da solucao da equacao
com difusao axial e transversal permanecem mais elevados do que os resultados da solucao da
equacao com somente difusao transversal, como era esperado. Pode-se concluir que quanto
maior o valor do nimero de Péclet, menor serd a diferenca absoluta entre as solugoes das

duas equacgoes. Isso implica que a partir de um determinado niimero de Péclet, mais elevado,
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Pe=1
X 015(X)  O3(X) | 6O2p(X)-015(X) | ref.

0,02304 0,90814 0,97356 0,06542 0,99926
0,09216 0,77258 0,89968 0,12710 0,99814
0,18432 0,64415 0,81175 0,16760 0,99705
0,34560 0,47455 0,68078 0,20623 0,99553
1,15200 0,10376 0,28981 0,18605 0,99004
1,84320 0,02819 0,14037 0,11218 0,98640
3,45600 0,00134 0,02589 0,02455 0,97937
11,5200 0,00000 0,00000 0,00000 0,95425
18,4320  0,00000 0,00000 0,00000 0,93761
23,0400 0,00000 0,00000 0,00000 0,92774
46,0800 0,00000 0,00000 0,00000 0,88604
92,1600 0,00000 0,00000 0,00000 0,82065
138,240 0,00000 0,00000 0,00000 0,76648
184,320  0,00000 0,00000 0,00000 0,71860
230,400 0,00000 0,00000 0,00000 0,67503
921,600 0,00000 0,00000 0,00000 0,27241
1382,40 0,00000 0,00000 0,00000 0,14902
1843,20 0,00000 0,00000 0,00000 0,08152
2304,00 0,00000 0,00000 0,00000 0,04459
4608,00 0,00000 0,00000 0,00000 0,00218

Tabela 4.3 — Comparacio entre as temperaturas médias de mistura das duas

equagoes da energia.

o termo difusivo axial torna-se desprezivel na solugao da equacao da energia. E por isso que
em quase todos os trabalhos cientificos realizados, cujos valores do nimero de Péclet sao
mais elevados, a equacao da energia nao apresenta o termo difusivo axial.

Comparando as temperaturas médias de mistura entre as trés tabelas, primeiramente
para a equacao da energia com termo difusivo transversal e depois para a equagao da energia
com termos difusivos axial e transversal, pode-se notar que os resultados com valor do niimero
de Péclet maior apresentam temperaturas médias de mistura mais elevadas. Além do mais,
implica que a medida que eleva-se o valor do nimero de Péclet, a temperatura média de

mistura também aumenta.
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Por fim, apresenta-se a tabela 4.5 para mostrar a diferenca absoluta entre a solugao
do capitulo 3 com a deste capitulo, ja apresentadas, para o valor do nimero de Péclet valendo
1440. Pode-se notar que as diferencas absolutas entre elas encontram-se entre as diferencas
absolutas das solucoes para o niimero de Péclet valendo 1 e 2000, como era esperado. Esses

resultados validam tanto o método da GILTT como o cédigo computacional.

Figura 4.6 — Temperatura do fluido para Pe = 2000.



Pe = 2000
X 015(X)  Oop(X) | 0:5(X)-015(X)|  ref.
0,02304  0,99940  0,99950 0,00010 0,99926
0,09216  0,99850 0,99858 0,00008 0,99814
0,18432  0,99763  0,99770 0,00007 0,99705
0,34560  0,99640 0,99646 0,00006 0,99553
1,15200  0,99199  0,99203 0,00004 0,99004
1,84320  0,98906  0,98909 0,00003 0,98640
3,45600  0,98340 0,98343 0,00003 0,97937
11,5200  0,96317 0,96319 0,00002 0,95425
18,4320  0,94976  0,94978 0,00002 0,93761
23,0400  0,94180 0,94181 0,00001 0,92774
46,0800  0,90814 0,90815 0,00001 0,88604
92,1600  0,85529  0,85530 0,00001 0,82065
138,240  0,81142 0,81143 0,00001 0,76648
184,320 0,77258 0,77259 0,00001 0,71860
230,400  0,73715 0,73716 0,00001 0,67503
921,600  0,38189 0,38190 0,00001 0,27241
1382,40  0,24734 0,24735 0,00001 0,14902
1843,20  0,16020 0,16020 0,00000 0,08152
2304,00  0,10376 0,10376 0,00000 0,04459
4608,00  0,01182 0,01182 0,00000 0,00218

Tabela 4.4 — Comparacio entre as temperaturas médias de mistura das duas

equagoes da energia.
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Pe = 1440
X 015(X)  Oop(X) | 0:5(X)-015(X)|  ref.
0,02304  0,99926  0,99940 0,00014 0,99926
0,09216  0,99814  0,99826 0,00012 0,99814
0,18432  0,99705 0,99715 0,00010 0,99705
0,34560  0,99552 0,99561 0,00009 0,99553
1,15200  0,99004 0,99010 0,00006 0,99004
1,84320  0,98640 0,98645 0,00005 0,98640
3,45600  0,97936 0,97941 0,00005 0,97937
11,5200 0,95424  0,95427 0,00003 0,95425
18,4320  0,93761 0,93763 0,00002 0,93761
23,0400  0,92773 0,92775 0,00002 0,92774
46,0800  0,88603 0,88605 0,00002 0,88604
92,1600  0,82065 0,82066 0,00001 0,82065
138,240  0,76647 0,76648 0,00001 0,76648
184,320  0,71860 0,71861 0,00001 0,71860
230,400  0,67503 0,67504 0,00001 0,67503
921,600  0,27241 0,27241 0,00000 0,27241
1382,40  0,14901 0,14902 0,00001 0,14902
1843,20  0,08151 0,08151 0,00000 0,08152
2304,00  0,04459 0,04459 0,00000 0,04459
4608,00  0,00218  0,00218 0,00000 0,00218

Tabela 4.5 — Comparacio entre as temperaturas médias de mistura das duas

equagoes da energia.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO

Neste trabalho buscou-se contribuir para o avanco da GILTT. Foi resolvido analiti-
camente um problema transformado, resultante da aplicacao da GITT na EDP, constituido
de um sistema de EDQO’s lineares de segunda ordem. Para isso, empregou-se um método
analitico de reducao de ordem de EDO’s. Esta nova metodologia permite a GILTT obter
solucoes analiticas para EDP’s advectivas-difusivas bidimensionais e estacionarias, o que
até entao nao havia sido resolvido pela GILTT.

A GILTT tem se caracterizado por apresentar solugoes totalmente analiticas ou
semi-analiticas. Neste trabalho, os dois problemas lineares resolvidos pela GILTT resul-
taram em solugoes totalmente analiticas. A tnica aproximacao efetuada foi o truncamento
do somatdrio infinito da férmula da inversa, (eq. 2.8), de modo a constituir o sistema de
EDQ’s. Para obtencao dos resultados, no primeiro problema trabalhou-se com uma ordem
de truncamento (IV), ou seja, nimero de autovalores, até 100, enquanto que no outro pro-
blema a ordem de truncamento foi de 60. Com esta ordem, os codigos computacionais con-
vergiram numericamente de forma amplamente satisfatéria para varios valores de X. Porém,
proximo da entrada a convergéncia foi mais dificil do que para valores de X mais afastados,
onde ela foi obtida para menos autovalores. Os resultados para a temperatura média de mis-
tura, tabelas 3.2 e 4.2, apresentaram boa concordancia com a literatura. Comparando com a
referéncia [Shah e London, 1978), a diferenca absoluta méxima para a temperatura média de
mistura para o primeiro problema foi de 0,00001. Para o segundo, esta foi de 0,00014. Os
demais resultados obtidos para os diferentes valores de Péclet também mostraram-se muito
satisfatorios.

Acredita-se que os objetivos deste tabalho foram alcancados a contento. A tarefa

de resolver analiticamente problemas de segunda ordem transformados pela GITT foi con-
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cluida. Os resultados obtidos pela nova metodologia foram numericamente validados com
acuidade satisfatoria, o que garante a correcao dos célculos bem como do coédigo computa-
cional. O autor entende ainda que foi dado mais um passo para o desenvolvimento da técnica
da GILTT proposta recentemente. Para trabalhos futuros, propoe-se que a metodologia aqui
apresentada seja desenvolvida para problemas de segunda ordem transformados pela GITT

com coeficientes variaveis e nao-lineares.
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APENDICE I

Transformacao Integral da Primeira Equagao da Energia

Neste apéndice serd aplicada a transformacao integral na equacao 3.11, cuja variavel

01(X,Y) foi expandida com auxilio da férmula da inversa 3.9.

—~

L1)

T ti(X) W))
N?

3 ( L) mm)
i=1 Nf

Aplicando os operadores diferenciais e reorganizando os termos, resulta em

3 — i( 3 — Y2 (Y I —— (Y
QZt;( - —EZt ;\i( ) :EZ@(X)T/’N(; ). (1.2)
i=1 i=1 ; i=1 .

Z K3

)

Integrando toda a equacao acima com o operador 3.12 o resultado é

o0

5215 /wl % 1dY—§z:;t;(—X)/0 %( )%( ):

; NZ NQ
/ %” ") 4 (Y)

Usando a equacgao 3.13a e 3.13b, a equacao torna-se

3 20X = 5 3 AT = o SoA(K

w
w

(1.3)

/wZ”N N2 ) (1.4)

ou
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O termo a direita da equacao 1.5, ou seja,

[N

1 1
- (Y);(Y)dY _
[ wenm (16)

(2

pode ser simplificado utilizando o problema auxiliar (eq. 3.7), escrito da seguinte forma

d*;(Y)

R S Y L.7
dY2 )\Z 77Z}Z(Y) ( )
Substituindo 1.7 na equacao 1.6
—)\2 1
N7 Np Jo

e usando a propriedade da ortogonalidade, equagao 2.6, o resultado da integral 1.8 é —\? ¢ ;.
Detalhes desta propriedade da ortogonalidade podem ser vistos na referéncia [Wortmann,

2003]. Assim, a equacao 1.5 pode ser reescrita da seguinte forma vetorial

3 o0 1 o
3 D (05— Auy) H(X) = ~ Py > A6 t(X) (1.9)
=1 =1
ou
AN / Aoy
52 (G = Aig) £i(X) + )~ H(X) =0. (1.10)
=1 =1

Usando as equagoes 3.15a, 3.15b, 3.15¢, 3.15d e 3.15e, a equacao .10 em notacgao

matricial fica

C'8,'(X)+ D6, (X) =0. (L11)



APENDICE II

Transformacao Integral da Condigao de Entrada para o Sistema de EDO’s

Transformado

Neste apéndice serd aplicada a transformacao integral na condicao de entrada 3.5c,

ou seja,
0:(0,Y)=1. (IL.1)

Fazendo uso da féormula da inversa 3.9 para expandir a varidvel (X, Y") e substituindo-

a na equagao II.1 obtém-se

S

Y)) - (I1.2)

l\:)\»—t

ou

t:(0

i ; —1. (IL.3)
=1 2

Z

Integrando a equagao acima com o operador 3.12 o resultado é

itz /¢’ oy ¥)dy /wﬂ ) . (IL.4)

i=1

Usando a propriedade da ortogonalidade, equacgao 2.6, a equacao I1.4 pode ser rees-

crita da seguinte forma vetorial

>

=1

t:(0) 6 /% ) (IL.5)
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ou

t;(0) = /01 %(;\;ﬂ (11.6)

Usando a equacao 3.14a, a equacao acima fica

50) = Q. (IL7)

Utilizando as equagoes 3.15a, 3.15b, 3.15¢ e 3.15d, a equacgao I1.7 em notacao ma-

tricial fica

0,(0) = Q. (IL.8)



APENDICE III

Transformacao Integral da Segunda Equacgao da Energia

Neste apéndice sera aplicada a transformacao integral na equacao 4.5, cuja variavel

05(X,Y) foi expandida com auxilio da férmula da inversa 3.9.

i=1 NE
(ITL.1)
1,0 |1 2 [ (1
Peloxe [; (N; ti<X)1/fi(Y)> +W 2 (N—;t@(X)wz(Y)) }.

Aplicando os operadores diferenciais e reorganizando os termos, resulta em

3¢ 3¢ V2euY) 1 (¢ w(Y) | < ¥ "(Y)

2N 1 = SR IS (X)L N ()

2 ; f 2 X:: NZE Pe (; () N? 12:1: ) N? )
(II1.2)

Integrando toda a equacao acima com o operador 3.12 o resultado é

3 = Yi(Y )Y 3 & V2(Y )1/1]( )
— t; 1 1 S t;<X) =
2 ; / 5 E 2 ; /0 Ni2 NjQ
(111.3)
1 [« Poi(V)y(Y) | < P (V) g(Y)
o tz ”(X) 1 1 + tz X 1 1
Pe Z 0 N§ NE ; ( ) 0 Nzi NJE
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Usando a equacao 3.13a e 3.13b, a equacao torna-se

3 - L (V) 4(Y)
2N (X)) - 2 AZ T 51 (X)) + ti(X)/ AAERSRAEAS
(I11.4)

O 1ltimo termo do segundo membro da equagao I11.4, ou seja,

/ U "(Y) (Y)Y (IIL.5)

1
2

w\»—‘

pode ser simplificado utilizando o problema auxiliar (eq. 3.7), escrito da seguinte forma

PUY)
! = — )\, I11.6
Substituindo I11.6 na equacao II1.5
_)\2
% / Ui (Y) (Y (I11.7)

e usando a propriedade da ortogonalidade, equagao 2.6, o resultado da integral II1.7 é —\2 ¢ ;.

Assim, a equacao II1.4 pode ser reescrita da seguinte forma vetorial

520t (X) = 5D Ay t(X) = & (Z 0ig 1(X) = Y Nid; tl<X>> (IIL8)
i=1 i=1 i=1 i=1
ou
- 0i j 3 — N2
Lt//)(—— 5Z—Azt/X— ZZ’]tZ‘X:O. .
> e TR = 53 (g = ) B0 - L 75 600 (11L.9)
Usando as equagoes 4.7c, 4.7f, 4.7¢g, 4.7h e 4.7i, a equacao I11.9 em notagao matricial
fica

CO,"(X)+ D6y (X)+ EOy(X) =0. (I11.10)



APENDICE IV

Transformacao Integral das Condigoes de Contorno em X para o Sistema de

EDO’s Transformado

Neste apéndice serd aplicada a transformacao integral nas condi¢oes de contorno em

X, (eq. 4.4(a, b)), ou seja,

62(0,Y) =1 (IV.1)
(§]
905(X,Y)
SIS EA - IV.2
X |y_pn 0 (1v.2)

Primeiramente, sera aplicada a transformacao integral na condicao de contorno IV.1.
Fazendo uso da féormula da inversa 3.9 para expandir a variavel 05(X,Y') e substituindo-a na

equacao IV.1 obtém-se

l\:)\»—t

i < Y)) =1 (IV.3)

ou

~1. (IV.4)

> a2

i=1 z

Integrando a equacao acima com o operador 3.12 o resultado é

o

th /¢ N2N2 ¥)dy /% Z . (IV.5)

Usando a propriedade da ortogonalidade, equagao 2.6, a equacao IV.5 pode ser
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reescrita da seguinte forma vetorial

Ooti( 0ij /% i (IV.6)

1
- 2
=1

ou
/ % ; (IV.7)
N?

Usando a equacao 4.6d, a equacao acima fica
t;j(0) = Q;. (IV.8)
Usando as equacoes 4.7a, 4.7c, 4.7d e 4.7e, a equacao IV.8 em notagao matricial fica
0,(0) = Q. (IV.9)
O préximo passo é aplicar a transformacao integral na condicao de contorno IV.2,

ou seja,

905(X,Y)
9X

=0. (IV.10)
X=R

Utilizando a férmula da inversa 3.9 para expandir a varidvel 6,( X, Y") e substituindo-

a na equacao IV.10 obtém-se

[ij ( ph (Y)) =0 (IV.11)
> H(X) wi(f) =0 (IV.12)
N2

=1 i

Integrando a equacao acima com o operador 3.12 o resultado é

- V(Y
t( i =0. (IV.13)
2 [

M\»—A

Usando a propriedade da ortogonalidade, equacao 2.6, a equacao IV.13 pode ser



reescrita da seguinte forma vetorial

ou

Z ti(X)0;; =0

=1
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(IV.14)

(IV.15)

(IV.16)



APENDICE V

Relacao entre os Grupos Adimensionais deste trabalho e com os da referéncia

[Shah e London, 1978]

Com intuito de simplificar a solugao dos problemas descritos nos capitulos 3 e 4,
adimensionalizou-se os referidos problemas. Porém, o grupo adimensional usado neste tra-
balho é diferente daquele empregado na referéncia [Shah e London, 1978].

Neste trabalho o grupo adimensional usado é representado pelas equagoes: 3.2, 3.2(b,
c), 3.2(d, e), 3.2(f, g) e 3.2(h, i). Na referéncia [Shah e London, 1978] foi utilizado o seguinte

grupo adimensional:

y = Dy (V.1)
ﬁ:&;a ”:£3 (V.1(b, ¢))
Re = %Dh , Pe = RePr (V.1(d, e))
ezgigb ngz“?, (V.1(E g))
y:%, a:j%, (V.1(h, 1))

onde u,, é a velocidade axial média do fluido, D} o diametro hidraulico.
A seguir pretende-se determinar a relagao para a varidavel X entre os dois grupos
adimensionais. Isso se faz necessario para efetuar a comparacao dos valores da temperatura

média de mistura obtidos neste com os da referéncia [Shah e London, 1978].
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Das equacgoes V.1b, V.1d, V.le e V.1g resulta

. x
T Dy, Re Pr (V-2)

ou ainda

T

(=) (2] .

xr =

K

Isolando a varidavel x das equagoes V.3 e 3.2b fica, respectivamente

z* Dy, 2 uy, G,

K
e
r=Xh,. (V.5)
Igualando as equagoes V.4 e V.5 tem-se
* 2
X VD tmpCy (V.6)
hy K
Fazendo uso das equagoes 3.2e, 3.2g e 3.2(h, i) obtém-se
oy
Pe = (“0 ) . <”pcp) (V.7)
v K
ou
Pe— YolwpCy (V.8)
K
Multiplicando a equagao V.6 por h, tanto no numerador como no denominador
resulta
*D 2 w
X = U D tmhup Gy (V.9)
h2 K

Sabendo-se que uy = u,,, pode-se verificar que a equacao V.9 contempla a equacao V.8.
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Substituindo a equacao V.8 na equacao V.9 obtém-se

T* Dh 2 Pe
Assumindo que h,, = 1 e D), = 4 para placas planas paralelas, a equacao a ser

utilizada para fins de comparagao com a referéncia [Shah e London, 1978] é

X =16 2" Pe. (V.11)



