UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
ESCOLA DE ENGENHARIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA ELETRICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA ELETRICA

JEFERSON VIEIRA FLORES

PROJETO DE CONTROLADORES PARA
O SEGUIMENTO DE REFERENCIAS
PERIODICAS EM SISTEMAS COM
ATUADORES SATURANTES

Porto Alegre
2012



JEFERSON VIEIRA FLORES

PROJETO DE CONTROLADORES PARA
O SEGUIMENTO DE REFERENCIAS
PERIODICAS EM SISTEMAS COM
ATUADORES SATURANTES

Tese de doutorado apresentada ao Programa
de Po6s-Graduacdio em Engenharia Elétrica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul como
parte dos requisitos para a obten¢do do titulo de
Doutor em Engenharia Elétrica.

Area de concentracio: Controle e Automagio

ORIENTADOR: Prof. Dr. Jodo Manoel Gomes
da Silva Jr.

Porto Alegre
2012



JEFERSON VIEIRA FLORES

PROJETO DE CONTROLADORES PARA
O SEGUIMENTO DE REFERENCIAS
PERIODICAS EM SISTEMAS COM
ATUADORES SATURANTES

Esta tese foi julgada adequada para a obtengdo do
titulo de Doutor em Engenharia Elétrica e apro-
vada em sua forma final pelo Orientador e pela
Banca Examinadora.

Orientador:
Prof. Dr. Joao Manoel Gomes da Silva Jr., UFRGS

Doutor pela Université Paul Sabatier de Toulouse — Toulouse,
Franca

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Reinaldo Martinez Palhares, UFMG
Doutor pela Universidade Estadual de Campinas — Campinas, Brasil

Prof. Dr. Daniel Ferreira Coutinho, UFSC
Doutor pela Universidade Federal de Santa Catarina — Floriandpolis, Brasil

Prof. Dr. Jorge Otavio Trierweiler, UFRGS
Doutor pela Universidade Técnica de Dortmund — Dortmund, Alemanha

Prof. Dr. Luis Fernando Alves Pereira, UFRGS
Doutor pelo Instituto Tecnoldgico da Aerondutica — Sdo José dos Campos, Brasil

Prof. Dr. Walter Fetter Lages, UFRGS
Doutor pelo Instituto Tecnolégico da Aerondutica — Sao José dos Campos, Brasil

Coordenador do PPGEE:
Prof. Dr. Alexandre Sanfelice Bazanella

Porto Alegre, abril de 2012.



DEDICATORIA

A Dinara e Betina



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar gostaria de agradecer ao meu orientador, Prof. Jodo Manoel Gomes
da Silva Jr, por ter embarcado comigo neste desafio. Sem a sua disposi¢do e conhecimento
a conclusdo desta tese seria impossivel. Agradeco também ao Prof. Luis Fernando Al-
ves Pereira pela ajuda e pelo 6tima parceria de trabalho que estabelecemos ao longo do
doutorado.

Agradeco a todos os membros da Baia 1, permanentes ou tempordarios: ao Bender e a Ilca
por me ensinarem quais sdo as dificuldades de fazer um doutorado; ao Mauricio pelas
discussdes que ajudaram a fazer esta tese andar; ao Manoel, Ivan, Ricardo e Tassiano
pelos cafés e momentos divertidos e, especialmente, ao Diego e a Luciola, por todos os
momentos que passamos juntos desde o mestrado. Sem vocés minha vida teria sido muito
menos divertida.

Finalmente, um agradecimento especial a minha familia, razdo de tudo que eu faco: a
minha esposa Dinara, que leu a tese, me aguentou nos fins de semana fazendo simulagao
ou artigos, me acompanhou em todos os momentos, bons e ruins; a Betina, por completar
o que faltava na minha vida; aos meus pais e a minha irma, pelo apoio e pelas jantas ao
longo do doutorado.



RESUMO

Este trabalho aborda o problema de seguimento e rejei¢ao de sinais peridédicos em
sistemas lineares sujeitos a saturac@o nos atuadores. Para garantir o seguimento/rejei¢ao,
dois controladores baseados no principio do modelo interno sdo considerados: o primeiro
baseia-se no modelo interno em sua formulagdo cldssica, isto €, um controlador dinAmico
contendo um nimero finito de modos (marginalmente) instaveis da referéncia/perturbacao
¢ introduzido na malha de controle, em uma abordagem chamada de controladores res-
sonantes; a segunda abordagem considera o controlador repetitivo, onde um elemento de
atraso € inserido na malha de controle em um laco de realimentacao positiva, fazendo o pa-
pel do modelo interno de ordem infinita. Nos dois casos, o objetivo principal € a obtencao
de condi¢des na forma de inequagdes matriciais lineares (do inglés, Linear Matrix Ine-
qualities - LMIs) para a sintese simultanea de uma realimentacao de estados estabilizante
e do ganho do lago estatico de anti-windup. Partindo do pressuposto que as referéncias
e perturbacdes pertencem a um certo conjunto admissivel, estes ganhos garantem que as
trajetdrias do sistema em malha fechada inciadas em um certo conjunto elipsoidal con-
vergem para outro conjunto elipsoidal invariante contido na regido de operagao linear do
sistema. Nesta regiao, a presenca do modelo interno na malha de controle garante o segui-
mento e a rejeicdo dos sinais de interesse. Nas duas abordagens sao propostos problemas
de otimizac¢do visando a maximizagao do conjunto invariante de estados admissiveis e/ou
a maximizag¢do do conjunto de referéncias/perturbacoes admissiveis. Extensoes da meto-
dologia para sistemas de tempo discreto também sdo apresentadas.

Palavras-chave: Seguimento de referéncias, rejeicao de perturbacoes, sinais perio-
dicos, controlador ressonante, controlador repetitivo, saturacao de controle, anti-
windup, LMI.



ABSTRACT

This work addresses the tracking/rejection problem of periodic signals for linear sys-
tems subject to control saturation. To ensure the tracking/rejection, two internal model
based controllers are considered: the first one considers the internal model in a classical
framework, i.e. a dynamic controller containing a finite number of (marginally) unstable
modes of the reference/disturbance signal is introduced in the control loop. In this work,
this approach is called resonant controller. The second approach considers the repetitive
controller, where a delay element is introduced in the control loop in a positive feedback
loop, playing the role of an infinite order internal model. In both cases, the main objective
is to obtain conditions in the form of LMIs to simultaneously compute a stabilizing state
feedback gain and an anti-windup gain. Assuming that the references and disturbances
signals belong to a certain admissible set, these gains guarantee that the trajectories of the
closed-loop system starting in a certain ellipsoidal set contract to another invariant ellip-
soidal set inside the linearity region of the closed-loop system. In this region the presence
of the internal model ensures tracking/rejection of the considered periodic signals. In both
frameworks, optimization problems aiming at the maximization of the invariant set of ad-
missible states and/or the maximization of the set of admissible references/disturbances
are proposed. Extensions of the proposed framework to discrete-time systems are also
presented.

Keywords: Reference tracking, disturbance rejection, periodic signals, resonant
controller, repetitive controller, control saturation, anti-windup, LMI.
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1 INTRODUCAO

Muitos sinais encontrados na Engenharia sdo periddicos ou podem ser aproximados
por um sinal periddico quando analisados em um intervalo de tempo adequado. Isto
se verifica, por exemplo, para uma variedade de sinais associados a miquinas elétricas,
manipuladores robdticos, controle ativo de vibragdo, sistemas de poténcia, unidades de
disco 6tico ou maquinas realizando tarefas repetitivas (PIPELEERS; DEMEULENAERE;
SWEVERS, 2009). Com o aumento das exigéncias de produtividade e qualidade, o con-
trole preciso destes sistemas tornou-se um desafio significante, tanto de forma tedrica
quanto prética. Nestes casos, pode-se destacar o problema de seguimento de referéncias
e/ou a rejeicdo de perturbacdes periddicas.

De uma grande variedade de op¢des encontradas na literatura, uma das abordagens
mais utilizadas para a garantia de seguimento robusto de referéncias sdo os controladores
baseados no Principio do Modelo Interno (PMI), onde o controlador (ou a planta a ser
controlada) deve apresentar os modos instdveis ou marginalmente estiveis dos sinais de
referéncia e/ou perturbacdo (CHEN, 1970). E assim, baseado no PMI, que surge a neces-
sidade da introducdo de uma acdo integral para a garantia de seguimento de referéncias
constantes. Considerando diretamente o seguimento de referéncias periddicas, os sinais
de interesse podem ser descritos como uma soma de senoides através da sua representa-
cdo por Séride Fourier. Assim, o PMI se verifica com a introducdo de um controlador
contendo os modos correspondentes as harmdnicas do sinal desejado. Devido ao fato do
controlador resultante inserir picos de ressonancia nas frequéncias destas senoides, estes
controladores sdo conhecidos na literatura relacionada a fontes ininterruptas de energia
(do inglés, Uninterruptible Power Supply - UPS) como controladores ressonantes. Outra
abordagem muito utilizada quando os sinais de interesse sdo periddicos sdo os chamados
controladores repetitivos. Esta abordagem baseia-se no fato de que qualquer sinal pe-
riédico pode ser gerado por um sistema contendo um elemento de atraso correspondente
ao periodo 7 da referéncia em um lagco de realimentacdo positiva. Neste sentido, se o
sistema € estavel em malha fechada, entdo o seguimento perfeito (ou quase perfeito) de
qualquer referéncia periddica com periodo 7 € garantido. O elemento de atraso faz o papel
de um modelo interno de ordem infinita, introduzindo picos de ressonancia em todas as
frequéncias multiplas inteiras da frequéncia fundamental wy = 27 /7. Apesar da aparente
simplicidade, a introducao de um elemento de atraso na malha de controle faz com que
a sintese do controlador ndo seja uma tarefa trivial, uma vez que devem ser considerados
os efeitos do elemento de atraso na estabilidade do sistema em malha fechada. A garantia
da estabilidade de sistemas com atraso é outro tépico bastante explorado na literatura de
sistemas de controle. Os efeitos do atraso no sistema como um todo podem variar de
uma pequena perda de desempenho até a instabilidade. De uma maneira geral, a garan-
tia da estabilidade de sistemas com atraso pode ser feita no espaco das funcgdes, através
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dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii, ou no espaco euclidiano, através das fun¢des de
Lyapunov e da abordagem de Razumikhin. Além disso, as condi¢cdes podem ser obtidas
tanto de forma dependente quanto independente do valor do atraso (GU; KHARITONOV;
CHEN, 2003).

E importante considerar também que os atuadores utilizados na inddstria apresentam
uma série de limitacdes fisicas ou de seguranca nas amplitudes dos sinais que estes atu-
adores podem entregar ao sistema. Quando estes limites s@o violados, o sistema passa
a comportar-se como se ndo existisse um controlador, o que, na maioria dos casos, im-
possibilita o cumprimento dos requisitos de desempenho estabelecidos durante a etapa de
projeto. Os efeitos mais comuns da violagdo destes limites sdo a perda de desempenho,
o surgimento de trajetdrias indesejadas como ciclos-limite e, no pior caso, a instabilidade
do sistema. Assim nasce a motivacdo e o interesse pelo estudo de sistemas sujeitos a
saturacdo, no sentido de considera-las explicitamente no projeto do controlador, a fim de
evitar estes comportamentos indesejaveis, ou, pelo menos, de poder avaliar os seus efei-
tos sobre a estabilidade, o desempenho e a robustez do sistema em malha-fechada. A
maneira mais usual de reduzir os efeitos da saturacdo sdo os chamados compensadores
anti-windup, onde os estados do controlador previamente projetado sem considerar os
efeitos da saturac@o sao corrigidos com a diferenca entre o sinal de controle calculado e
o sinal de controle efetivamente entregue a planta. Os primeiros trabalhos a tratar deste
problema foram (LOZIER, 1956) e (FERTIK; ROSS, 1967), os quais contribuiram para a
abertura de um novo campo de pesquisa para vdrios autores nas décadas seguintes.

Por outro lado, a presenca da saturacio do sinal de controle faz com que a estabilidade
entrada-estado do sistema dependa da amplitude dos sinais de referéncia/perturbagdo con-
siderados, restringindo assim a gama de sinais para 0s quais o seguimento/rejei¢ao serd
garantido. Da mesma forma, se o sistema em malha aberta ndo for estavel, entdo existe um
conjunto restrito de condi¢des iniciais para os quais € possivel garantir a estabilidade do
sistema saturado. Assim, € de extrema importancia caracterizar os conjuntos de estados
iniciais e de referéncias e perturbacdes admissiveis.

E no contexto dos problemas discutidos acima que este trabalho se insere, propondo
uma metodologia sistematica de sintese de controladores para o seguimento/rejei¢do de
sinais periddicos em sistemas com atuadores saturantes. Tendo em vista este objetivo
geral, pode-se destacar os seguinte objetivos especificos:

e Obtenc¢do de condi¢des na forma de inequacdes matriciais lineares (do inglés, Li-
near Matrix Inequalities - LMIs) para a sintese simultanea de um controlador esta-
bilizante e do lago de anti-windup, a partir de uma abordagem no espaco de estados
para a descricdo do sistema;

e Caracterizacdo dos dominios de estabilidade do sistema e dos sinais de referén-
cia/perturbacdo admissiveis.

A garantia de seguimento/rejeicdo dos sinais periddicos é feita considerando duas
diferentes implementacdes do PMI: controladores ressonantes e controladores repetitivos,
tanto para sistemas de tempo continuo como para sistemas de tempo discreto.

Este trabalho serd apresentado da seguinte forma: no Capitulo 2, alguns conceitos
basicos serdo apresentados em conjunto com uma revisdo bibliogréfica sobre os temas
mais relevantes abordados ao longo do trabalho. Neste capitulo, pode-se destacar os
conceitos de estabilidade de sistemas dindmicos com e sem atraso temporal, um estudo
sobre as formas de se levar em conta os efeitos da saturagdo no sistema e, principalmente,
a apresentagdo dos controladores ressonantes e repetitivos.
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O Capitulo 3 trata do problema de seguimento e rejei¢do de sinais periddicos consi-
derando a introdug@o dos controladores ressonantes na malha de controle. Um especial
destaque serd dado para a formalizacao problema de interesse, o qual sera utilizado em
toda sequéncia do trabalho. Exemplos numéricos serdo utilizados para ilustrar a influén-
cia do laco de anti-windup no desempenho do sistema em malha fechada e demonstrar a
possibilidade de aplicacdo da metodologia em uma planta real. J4 no Capitulo 4, o foco
sdo os controladores repetitivos, onde condi¢des LMI independentes do valor do atraso
s@o obtidas através de fungdes de Lyapunov quadréticas e da abordagem de Razumikhin.
As duas abordagens consideradas tratam de sistemas de tempo continuo.

Os Capitulos 5 e 6 apresentam abordagens relativas aos sistemas de tempo discreto.
No Capitulo 5 € feita uma extensdao das metodologias propostas tanto para o controlador
ressonante quanto para o controlador repetitivo. Por sua vez, no Capitulo 6 é explorada
uma configuracdo de anti-windup alternativa, baseada na técnica conhecida como condi-
cionamento linear. Neste caso, serd proposto um problema de andlise para a determinacdo
dos conjuntos de condi¢des iniciais e/ou referéncias admissiveis. O exemplo de um disco
Otico serd utilizado para demonstrar a melhoria no desempenho decorrente da técnica de
condicionamento linear. O presente trabalho serd finalizado com um capitulo de conclu-
sOes e perspectivas e um apéndice com a extensao dos resultados dos capitulos anteriores
para sistemas com incertezas paramétricas limitadas em norma.
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2 PRELIMINARES E REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serd apresentada uma breve revisao bibliografica e uma série de con-
ceitos basicos relativos aos assuntos que serdo abordados nos desenvolvimentos apresen-
tados na sequéncia deste trabalho. Os principais topicos abordados sdo: a estabilidade
de sistemas dinamicos, com destaque para as técnicas baseadas na Teoria de Lyapunov
e em LMIs; os sistemas sujeitos a saturacdo, onde € apresentada a abordagem por nao-
linearidade de setor e sdo discutidas as principais técnicas de compensacao anti-windup;
e o problema de seguimento de referéncias e rejeicdo a perturbagdes, a partir de duas
técnicas baseadas no PMI para sistemas de tempo continuo e tempo discreto.

2.1 Estabilidade de sistemas dinamicos

No projeto de sistemas de controle realimentados, diferentes tipos de especificacdes
podem ser utilizadas como, por exemplo, tempo de acomodac¢ido, maximo sobressinal
(overshoot) e erro de regime permanente. Por outro lado, a estabilidade é o requisito
fundamental de todo sistema de controle, uma vez que se o sistema em malha fechada for
instavel as demais especificacdes sobre a resposta transitéria e sobre o comportamento do
sistema em regime permanente obviamente ndo serdo atingidas. A seguir serdo mostradas
algumas metodologias para a garantia da estabilidade de sistemas dindmicos com e sem
atraso, com um enfoque especial para as abordagens baseadas na Teoria de Lyapunov e
nas técnicas baseadas em LMIs.

2.1.1 Estabilidade no sentido de Lyapunov

O conceito de estabilidade de um sistema (ndo-linear) esta normalmente relacionado
a um ponto de equilibrio. Um dos métodos mais usuais para a caracterizacao da estabi-
lidade de um ponto de equilibrio € estudd-la no sentido de Lyapunov. O principio bésico
deste método é que o ponto de equilibrio serd considerado estdvel se todas as trajetdrias
iniciadas em uma vizinhanca deste ponto se manterdo proximas ou tenderdo assintotica-
mente para este ponto. Alguns autores (SASTRY, 1999) consideram este método como
uma generalizacdo do conceito de medir a “dissipacdo de energia” do sistema. Com o ob-
jetivo de formalizar esta anélise, pode-se enunciar o seguinte teorema relativo ao método
direto de Lyapunov.

Teorema 1 (KHALIL, 1992) Seja © = 0 um ponto de equilibrio para o sistema & = f(z)
onde f(-) : R" — D e D C R"™ é um dominio contendo v = 0. SejaV?: D — R uma
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fungdo continuamente diferencidvel tal que

V() = 0eV(x(t)) >0em D — {0}
V(z(t)) < 0emD.

Se isto se verifica, entdo v = 0 é um ponto de equilibrio estdvel. Além disso, se
V(z(t)) <0em D — {0},
entdo x = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.

Associado a andlise de estabilidade assintotica pelo método direto de Lyapunov, um
problema adicional pode ser determinar o quao afastado do ponto de equilibrio pode-se
inciar uma trajetéria de forma que a mesma convirja assintoticamente a este ponto. Este
problema da origem a defini¢do de regido de atracdo de um dado ponto de equilibrio,
formalmente definida como:

Definicao 2.1.1 (KHALIL, 1992) A regido de atracdo de um dado ponto de equilibrio x.
€ o conjunto de todos os pontos para os quais as trajetorias do sistema iniciadas nestes
pontos convergem assintoticamente para o equilibrio. Matematicamente, a regido de
atracdo é definida como segue:

Ra={x € R"o(x,ty) — zc s€t — 0}
onde ¢(x,t) é uma trajetoria do sistema inciada em x no tempo t = ty, isto é, x(to) = .

A determinacdo exata da regido de atracdo de um ponto de equilibrio nao é uma ta-
refa trivial, podendo até mesmo ser impossivel. Nestes casos, faz-se necessdrio o uso de
estimativas que caracterizam da melhor forma possivel esta regido. Uma das estimativas
mais comuns, apesar de conservadora, € através de dominios de Lyapunov. Um dominio
de Lyapunov € definido com uma curva de nivel da func@o de Lyapunov, ou seja,

Q.={z e R"|V(z) <c}.

Se uma fun¢do de Lyapunov garante estabilidade assintdtica em um dominio D e ainda
se 2. C D, entdo toda trajetéria iniciada em €2, permanece confinada a este conjunto
e ainda tende ao ponto de equilibrio quando ¢ — oo. Assim, 2. é uma estimativa da
regido de atracdo do ponto de equilibrio. Outra maneira de estimar a regido de atracdo é
determinando as trajetdrias que definem o seu limite. Estas estimativas sdo obtidas através
da utilizacdo de simula¢des numéricas, estando fora do escopo deste trabalho.

Considerando um caso mais geral, pode-se determinar regides onde todas as trajetérias
do sistema inicializadas dentro de um dado conjunto permanecem confinadas em seu
interior. Este tipo de conjunto é conhecido como conjunto invariante, conforme definido
a seguir.

Definicao 2.1.2 (KHALIL, 1992) Um conjunto M é dito invariante em relacdo ao sistema
T = f(x) se
z(0) e M = x(t) € M Vt e R.

O conjunto M serd dito positivamente invariante se
z(0) e M = x(t) e M Vt > 0.
Finalmente, o conjunto M serd contrativamente invariante se

z(0) e M = x(t)e M Vt>0e tlim (x(t)) = x,
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onde x. € um dado ponto de equilibrio no interior de M.

No que se refere a sistemas com saturagdo, os conjuntos invariantes podem ser usados
como estimativas da regido de atra¢do de um dado ponto de equilibrio. Em (BLANCHINI,
1999), € feita uma extensa andlise sobre conjuntos invariantes € suas aplicacdes a sistemas
de controle.

2.1.2 Sistemas sujeitos a atrasos nos estados

A andlise de sistemas com atraso vem sendo objeto de grande interesse nos ultimos
anos, ja que esta € uma caracteristica inerente a muitos processos reais. Normalmente,
a presenca de atrasos no modelo do sistema é conhecida por causar uma série de efeitos
indesejados, sendo os mais corriqueiros a perda de desempenho e a instabiliza¢ao do sis-
tema. Porém, em condicdes especiais, o atraso pode ser introduzido no sistema em malha
fechada de forma proposital, visando o seguimento de referéncias periddicas (ver Se¢ao
2.3.1.3) ou até mesmo a estabilizacdo do sistema (MICHIELS; NICULESCU; MOREAU,
2004). Em ambos os casos, o estudo do comportamento e da estabilidade do sistema nes-
tas condi¢Oes torna-se essencial. Para isto, pode-se aplicar o método direto de Lyapunov
tanto no espaco das funcdes, através dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii, quanto no
espaco euclidiano, através da abordagem de Razumikhin (GU; KHARITONOV; CHEN,
2003).

Considere a seguinte equacao diferencial funcional:

o(t) = f(t,x), t > to (1)

comz(t) € R", f: RxC — R™e com z4(+) sendo o segmento de z(+) restrito ao intervalo
[t — 7,t], onde T € 0 atraso mdximo encontrado no sistema. A relagdo (1) indica que a
derivada da varidvel de estado z no instante ¢ depende de ¢ e de xz(v) parat — 7 < v < t.
Desta forma, para determinar a evolucao futura dos estados € necessario especificar os
valores iniciais de x(¢) em um intervalo finito de tamanho 7, ou seja, de ty — 7 até .
Neste caso, a condi¢do inicial deixa de ser um ponto no espago R" para ser uma fungio
neste mesmo espaco. Geralmente, a condicao inicial z,, € representada por uma fungdo
continua ¢(¢) definida no intervalo [—7, 0] (GOMES DA SILVA JR.; LEITE, 2007), ou
seja,
xt0<9) = m(tﬂ + 9) - ¢(‘9)7 -T S 0 < 0. (2)
As condi¢Oes de andlise de estabilidade e/ou sintese de controladores para sistemas
com atraso podem ser classificadas como condi¢des dependentes ou independentes do va-
lor do atraso. No caso de condi¢des independentes do atraso, a estabilidade do sistema €
garantida para qualquer valor de atraso, normalmente resultando em relacbes mais sim-
ples. Por outro lado, do ponto de vista de estimativa da regido de atracdo do sistema,
estas condicdes tendem a apresentar resultados conservadores. J4 condi¢des dependentes
do atraso levam diretamente em conta o valor 7, onde o resultado obtido € valido apenas
em determinadas condi¢des (normalmente para todos atrasos no intervalo [0, 7]). Resul-
tados provenientes destas condi¢Oes tendem a ser menos conservadores, principalmente
quando o atraso € pequeno (XU; LAM, 2008), (FRIDMAN; SHAKED, 2003a). A seguir
serdo detalhadas apenas as condi¢des independentes do atraso, as quais serdo utilizadas
na sequéncia deste trabalho.

2.1.2.1 Abordagem de Lyapunov-Krasovskii

A andlise de estabilidade para sistemas sem atraso requer a constru¢ao de uma funcao
candidata de Lyapunov V' (x(t)), a qual pode ser encarada como uma medida do desvio do
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estado z(t) em relac@o a solugao trivial (normalmente considerada como a origem). Neste
caso, é necessdrio o conhecimento de z(t) a fim de caracterizar a evolugdo dos estados
do sistema. Do mesmo modo, para sistemas com atraso € necessdrio o conhecimento de
x(t) no intervalo [t — 7, t] (dado por z;) a fim de caracterizar a evolucdo dos estados do
sistema. Assim, € natural esperar que a fun¢do de Lyapunov correspondente também de-
penda de x, através do funcional V' (¢, z;). Desta forma, este funcional estaria relacionado
ao desvio de x; em relacdo a solugdo trivial. Este tipo de funcional é conhecido como
funcional de Lyapunov-Krasovskii. Mais especificamente, pode-se definir V' (¢, ¢), onde
¢ € uma funcdo que descreve o comportamento de z; no intervalo [—7, 0]. Uma caracteri-
zacdo mais precisa desta andlise € apresentada no teorema a seguir. Por tratar-se de uma
abordagem consolidada na literatura de sistemas com atraso, a prova deste teorema sera
omitida, podendo ser encontrada, por exemplo, em (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003)
e referéncias.

Teorema 2 (Teorema de Lyapunov-Krasovskii) Suponha que Vi, V5, V3 sdo funcéoes
continuas ndo-decrescentes tais que Vi(r) e Va(r) sdo positivas para r > 0 e ainda
V1(0) = V5(0) = 0. Se existe um funcional continuamente diferencidvel V : R x C — R
tal que

Villlel) < V(t, ¢) < Va(llel)

V(t,¢) < =Vs(|lo])

entdo a solugdo trivial é estdvel. Se V3(r) € positiva para r > 0 entdo a solugdo trivial é
assintoticamente estdvel.

A titulo de exemplo da aplica¢do do Teorema 2, considere o sistema linear no espago
de estados com um tnico elemento de atraso dado por

(t) = Ax(t) + Agz(t — 7). 3)

Entdo a garantia da estabilidade independente do atraso baseada em um funcional de
Lyapunov-Krasovskii é formalizada no teorema a seguir.

Teorema 3 A solucgdo trivial associada ao sistema (3) é assintoticamente estdvel se exis-
tirem matrizes simétricas P > 0 e S > 0 tais que

PA+ ATP+ S PAd]
<0

[ Pa s o

Prova. Considerando o funcional de Lyapunov-Krasovskii
t
V(t,z) = x(t)" Px(t) +/ z(0)" Sz(0)do
t—1
e calculando a sua derivada temporal ao longo das trajetdrias do sistema, segue que
V(t,x) = z(t)T (PA+AT P)x(t)+22(t) T PAgx(t—7)—x(t—1) T Sx(t—7)+z(t)T Sz (t).
Escrevendo agora V (t, z;) = 97 Mt com ¥ = [z(t)” 2(t—7)"]" segue que, se a condigio

(4) é satisfeita, entdo tem-se M < 0, o que implica em V' (¢,2;) < 0. A condic¢do do
Teorema 2 também € verificada uma vez que

Amin(P) [6(0)]1> < V (£, ) < Qmaz(P) + TAmaz(S)) | 6]
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2.1.2.2 Abordagem de Razumikhin

A abordagem de Lyapunov-Krasovskii necessita a manipulagao de funcionais, o que
pode deixar a sua aplicacdo relativamente complicada, dependendo de quanto a comple-
xidade destes funcionais aumenta. Em alguns casos, estas dificuldades podem ser con-
tornadas através da abordagem de Razumikhin, que utiliza basicamente fungdes em vez
de funcionais. A ideia principal desta abordagem € a utilizacdo de uma estimativa do
limitante de V'(z(t)) no intervalo [—7, 0] através da fungio

V(zy) = max V(z(t+6)). ®)

oe[—,0]

Se V(x(t)) < V(x), entdo V(x(t)) > 0 ndo faz com que V (z;) cresca. Na verdade,
para garantir que V'(z(t)) ndo seja crescente, € necessdrio apenas que V (z(t)) ndo seja
positiva quando V' (z(t)) = V' (z;). A formulacdo precisa das ideias apresentadas é dada
a seguir.

Teorema 4 (Teorema de Razumikhin) Suponha que U,,U,,Us sdo funcoes continuas
ndo-decrescentes tais que U, (r) e Ux(r) sdo positivas para r > 0, Uy (0) = Uy(0) = 0
e ainda que U, seja estritamente crescente. Se existe uma fungdo continuamente diferen-
ciavel V : R x R" — R tal que

Ur(llzl]) < V(x(t)) < Us(l|zl]), parat € Rex € R"
e ainda que a derivada de V' ao longo das trajetorias do sistema satisfaz
V(x(t)) < =Us(l|lz(t)]]) se V(x(t +6)) < V(x(t)) V0 € [-7,0],

entdo a solugdo trivial é estdvel. Se Us(r) é positiva parar > 0 e ainda se existe uma fun-
¢do positiva ndo-decrescente Uy (1) parar > 0, entdo a solugdo trivial € assintoticamente
estdavel se a relagdo

V(a(t)) < =Us(llz(0)]]) e V(x(t +0)) < Us(V ((1)))
é verificada V0 € [—7,0].

Assim como no Teorema de Lyapunov-Krasovskii, a prova deste teorema é mostrada
em (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003). Considerando o caso com apenas um atraso
definido em (3), pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5 A solugdo trivial associada ao sistema (3) é assintoticamente estdvel se exis-
tir a matriz simétrica positiva definida P > 0 e o escalar « tais que

[ PA+ATP+aP PA,
M= ATP —ap | <Y ©

Prova. Considere a fun¢do de Lyapunov quadrética V (z(¢)) = z(t)T Pz(t). Como a
relacdo (6) implicaem P > 0, pode-se concluir que para algum e suficientemente pequeno
a relacio V (z(t)) > e||z||* é verificada. Calculando agora a derivada temporal de V ao
longo das trajetdrias de (3) segue que

V(zt) = z@t)"(PA+ ATP)x(t) + 22(t)" PAgz(t — 7).
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Se x, satisfaz
V(z(t+0)) < pV(x(t)) Vo € [—T,0]

para algum p > 1, entdo segue que, para algum a > 0,

V(zt)) < z(t)T(PA+ ATP)x(t) + 2z(t) ' PAyx(t — 1)
+ afpr(t)T Px(t) — x(t — 7)T Px(t — 7). (7)
Escrevendo 97 M) com ¥ = [z(t)T x(t — 7)T]T, segue que, se a condigdo (6) € satisfeita
entdo existe um o = p — 1 > 0 suficientemente pequeno tal que
r(t)T(PA+ ATP)x(t) 4+ 22(t)" PAgz(t — 1)
+ alz(t)' Po(t) — o(t — 1) Pa(t — 7)] < —20ax(t)” Px(t).

ou, equivalentemente, tem-se

o) (PA+ ATP)x(t) + 2x(t)" PAgx(t — 7)
+a(l+ 8)x(t) Po(t) — ax(t — 1) Pa(t — 7) < —Sax(t)” Px(t).

Considerando p = 1 + 4, entdo se M < 0 segue que V(z(t)) < 0se V(z(t+0)) <
pV(x(t)), V0 € [—7,0]. Ainda, a condi¢io V (x(t)) < —e ||z(t)||* do Teorema 4 também
¢ verificada para ¢ = do.

2.2 Sistemas lineares com atuadores saturantes

Nesta secdo serdo apresentados alguns conceitos importantes sobre sistemas sujeitos
a saturacdo do sinal de controle e como os efeitos desta restricdo podem ser incorporados
na descri¢ao do sistema. Além disto, uma breve discussao sobre os métodos de projeto de
lacos de anti-windup € apresentada, tanto para sistemas lineares onde o Unico elemento
nao-linear € a saturagdo quanto para sistemas sujeitos a atrasos nos estados.

2.2.1 Sistema de interesse

Considere o sistema linear invariante no tempo descrito por

@(t) = Ax(t)+ Bult) + By(t) (8)
y(t) = Ca(t)

z 7z

onde x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada de controle, y(t) € R? é a
safda do sistema e ¢(t) € R! € um vetor de sinais exdgenos (normalmente referéncias e
perturbagdes). As matrizes A, B, B, e C sdo constantes e de dimensdes compativeis.
Considere agora que o controlar utilizado é uma realimentacao estatica dos estados do
sistema na forma
u(t) = Fa(t), F € R™™.

Se nenhuma restri¢do € aplicada ao sinal de controle, o sistema (8) apresenta um
comportamento linear em malha-fechada dado por

#(t) = (A + BF)x(t) + Byq(t).

Como este sistema € linear, pode-se caracterizar a estabilidade interna e externa do
sistema baseado nos autovalores da matriz (A + BF'). Se o sistema ¢é estabilizdvel e
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controldvel, entdo a matriz de ganho F' pode ser escolhida de tal forma que os autovalores
da matriz de (A + BF’) sejam posicionados em qualquer lugar do semi-plano esquerdo
do plano complexo.

Considere agora que o sinal de controle € limitado em sua amplitude, ou seja, cada
componente do vetor u(t) estd restrita entre um valor maximo e minimo. Assim, u(t)
deve pertencer ao conjunto poliedral definido por

U= {ueR™ —uu < up < e, 1= 1,7+ ,m} )

com ug(; > 0 paraVi = 1,...,m. A lei de controle efetivamente aplicada ao sistema €
representada por u(t) = sat,,(Fz(t)), onde cada componente de u(t) é dado por

—Up(i) S€ F(l ( ) < —Up(i)
up(t) = Fa(t ) se —ugp) < Foz(t) <uopy ,i=1,---,m (10)
Up(;) SE€ F( ( ) > Up(4)

Assim, o sistema com restri¢do de controle pode ser escrito na forma
#(t) = Ax(t) + Bsat,,(u(t)) + Byq(t). (11)

Observe que o sistema (11) nao é modificado caso o sinal BFz(t) seja somado e
subtraido em seu lado direito, de tal forma que

i(t) = Ax(t) + BFx(t) + Bsaty,(Fx(t)) — BFxz(t) + Byq(t). (12)

Definindo agora a ndo-linearidade do tipo zona-morta descentralizada como V¥, (u(t)) =
u(t) — saty, (u(t)), ou seja,

uy(t) — uoey se ug(t) > g
W,y (U () = 0 se —uoq) < uep(t) <uo ,i=1,---,m, (13)
U(i) (t) -+ Uo(7) se U(i) (t) < —Uo(3)

pode-se reescrever (12) na forma
i(t) = (A+ BF)x(t) — BU,,(Fxz(t)) + Byq(t). (14)

E através de (14) que serd analisada a estabilidade do sistema saturado. Resultados de
estabilidade baseados em nao-linearidades do tipo zona-morta descentralizada serdo apre-
sentados na Secdo 2.2.2.2.

Finalmente, pode-se definir a chamada regido de operacdo linear ou apenas regiao
linear do sistema (14), representada por

Nesta regido, o valor de F(Z-)m(t) ndo viola os limites de controle —ug;) € ug(;), fazendo
com que o sistema (11) apresenta um comportamento localmente linear. Em (TARBOU-
RIECH et al., 2011) s@o apresentadas algumas propriedades importantes sobre a regido
linear:

e Sem suposi¢des adicionais, ndo existe a garantia de que as trajetdrias do sistema
inicializadas em S(F’, uo) permanecem confinadas a esta regido. Neste caso, estas
trajetérias podem deixar S(F, ug), fazendo com que alguma das entradas de con-
trole sature e que o comportamento do sistema deixe de ser linear;
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e Esta regido é simétrica se os limites de saturacao forem simétricos;
e S(F,up) é compacta se m = n e ndo-limitada em alguma dire¢do caso m < n;

e Se (A + BF) é Hurwitz, entdo sempre ¢ possivel calcular conjuntos invariantes
contidos no interior da regido linear.

Estas propriedades serdo de fundamental importancia para a formula¢io do problema
de interesse a ser resolvido ao longo deste trabalho. Esta formulacao serd apresentada na
Sec¢do 3.2.

Um problema bastante comum na literatura de sistemas com saturagdo € o problema
de tolerancia a perturbacdes. Neste caso, um sinal exégeno pode originar trajetdrias que
convergem a outros pontos de equilibrio, a ciclos-limites ou até mesmo a trajetérias diver-
gentes (TARBOURIECH et al., 2011). Um sinal exdgeno ¢(t) é dito admissivel se toda
trajetdria do sistema iniciada em uma dada regido admissivel € limitada. Normalmente o
conjunto de perturbagdes admissiveis € caracterizado em funcdo de limitantes na ampli-
tude do sinal ¢(t) (q(t) € L) ou na sua energia (¢(t) € Ls). Este problema também é
conhecido como problema de estabilidade entrada-estado (KHALIL, 1992). Denotando
por X o conjunto de condic¢des iniciais admissiveis, por /R o conjunto para os quais as
trajetérias do sistema ficam limitadas e por Q o conjunto de perturbagcdes admissiveis,
entdo pode-se definir o seguinte problema de tolerancia a perturbagdes:

Problema 1 Dados os conjuntos Q e X, garantir que, para qualquer sinal q(t) € Q e
condigdo inicial tal que ©(0) € X, todas as trajetérias de (14) sdo limitadas, isto é, ficam
confinadas no interior de 'R.

De uma forma geral, as regides associadas ao problema de tolerancia a pertubacdes sao
ilustradas na Figura 1.

Figura 1: Regides associadas ao problema de tolerancia a perturbagdes

2.2.2 Modelos de saturacao

A fim de considerar os efeitos da saturacdo na estabilidade do sistema em malha fe-
chada, sdo encontradas diferentes abordagens na literatura. Se a saturacdo for o tinico
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efeito ndo-linear presente no sistema considerado, a forma como esta ¢ modelada esta
diretamente ligada ao conservadorismo das solucdes obtidas. Além disto, a partir de uma
modelagem adequada, € possivel obter condi¢des de estabilidade diretamente na forma de
LMIs, evitando assim o uso de procedimentos iterativos. As modelagens mais usuais sao:
por ndo-linearidade de setor (HINDI; BOYD, 1998); politépica (MOLCHANOV; PYAT-
NITSKIY, 1989); por regides de saturagdo (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH,
1999) e por incerteza paramétrica limitada em norma (GOMES DA SILVA JR; TAR-
BOURIECH, 2000). Uma visao geral sobre algumas destas modelagens e sua aplicagao
na determinagdo da estabilidade de sistemas pode ser encontrada em (TARBOURIECH
et al., 2011).

A modelagem baseada em nao-linearidades de setor serd amplamente utilizada nos
capitulos seguintes, uma vez que esta permite a formulagdo do problema de anti-windup
diretamente na forma de LMIs, o que ndo era possivel com as outras abordagens (ver
Secdo 2.2.3 que trata diretamente do problema de anti-windup ). Além disso, esta for-
mulagdo resulta em um nimero menor de LMIs em relacao a abordagem politopica, onde
€ necessdrio testar a estabilidade do sistema para 2" vértices da inclusdo politopica que
representa o sistema em malha fechada. A condic¢do de setor modificada e sua relagao
com a condic¢do de setor cldssica serdo apresentadas a seguir.

2.2.2.1 Condigdo de setor cldssica

Uma fungdo ¢ : [0;00) x R™ — R™ ndo-linear, sem memoria, descentralizada,
continua por partes e localmente Lypschitz € dita uma ndo-linearidade de setor se ela
satisfaz as condi¢des definidas a seguir.

Definicao 2.2.1 (KHALIL, 1992) Sejam K, e Ky duas matrizes diagonais tais que K =
K, — K seja positiva definida. Entdo ¢(t, ) pertence ao setor (K1, K3), Ya € © C R™,
se

[p(t, a) — Kia(t)] [p(t, a) — Kya(t)] <0, ¥Vt >0 (16)

¢ verificada, onde © ¢ definido como a regido de validade da condicdo de setor. Se © estd
estritamente contido no R™, entdo a condicdo de setor (16) é satisfeita localmente. Se ©
corresponder a todo espago R™, entdo a condicdo de setor é satisfeita globalmente.

Por exemplo, para um sistema SISO (do inglés Single-Input, Single-Output - SISO)
com um elemento ndo-linear do tipo zona-morta descentralizada definida em (13), segue
que « = Fua(t) e p(t,a) = ¥, (Fxz(t)). Pode-se observar a partir da Figura 2 que
a condic@o de setor (16) é verificada globalmente se K1 = 0 e Ky = 1 (setor (0,1)).
Neste caso, © corresponde a todo R"™. Por outro lado, se K1 = 0e Ky = b, b < 1,
entdo (16) € verificada apenas localmente, onde o conjunto © pode ser definido como
© ={z e R";|Fz(t)| < a}.

Para o caso de sistemas MIMO (do inglés, Multi-Input, Multi-Output - MIMO), pode-
se definir o conjunto

S(Fup) ={x e R"; [Fyz| S ug,, i =1, ,m} 17)
onde "
A 0(4) .
Uy = , 0 Ay <1, i=1,---,m.
R

Relativo a este conjunto, pode-se destacar as seguintes propriedades:
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(a) Global (b) Local

Figura 2: Condicdo de Setor cléssica - ndo-linearidade do tipo zona-morta descentrali-
zada.

e Se \jy =0, Vi = 1,---,m, entdo o conjunto S(F,uy) corresponde a regido de
operacdo linear do sistema definida em (15), isto &, S(F,uy) = S(F, ug);

e Se \jy — 1, Vi = 1,---,m, entdo o conjunto S(F,u;) aumenta de tamanho de
forma a abranger todo o espaco R".

Utilizando o conjunto S(F, u)) como regido de validade © da ndo-linearidade zona-
morta, se x(t) € S(F,uy), entdo (13) é uma ndo-linearidade de setor com K; = 0 e
K5 = A. Neste caso, A é uma matriz diagonal onde A ;) = Ay e a(t) = Fx(t). Desta
forma, a condicao de setor (16) pode ser reescrita como (HINDI; BOYD, 1998), (GOMES
DA SILVA JR.; TARBOURIECH; REGINATTO, 2002)

U (Fo(t)T [V, (Fx(t)) — AFz(t)] < 0. (18)

Caso A = I,,,, entdo S(F, u}) abrange todo o espaco R", o que implica que a condi¢do de
setor (18) € verificada globalmente.

2.2.2.2 Condigdo de setor modificada

A condi¢do de setor modificada pode ser vista como uma generaliza¢do da condi¢cdo
de setor cldssica, aplicada exclusivamente para nao-linearidades do tipo zona-morta (GO-
MES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005). A ideia principal € substituir o produto A F’
em (18) por uma matriz genérica G € R™*", introduzindo assim um grau de liberdade
adicional as condicdes resultantes. Assim como a condi¢do de setor classica é definida
em fungdo do conjunto de validade S(F,uy), a regido de validade da condigdo de setor
modificada € definida como

S(F — G, ug) = {r € R";

(F(i) - G(i))ZL‘| S COIOE 1= 1, cee ,m}. (19)

Baseado no conjunto S(F — G, ug), o seguinte lema pode ser enunciado relativo a
condicdo de setor modificada:

Lema 1 (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005) Se z(t) € S(F — G, ), entdo
a relagdo
W (Fa(t) TV (F(t)) — Go(t)] <0 (20)

é verificada para toda matriz T' € R"™*™ diagonal definida positiva.



29

A prova formal deste lema pode ser encontrada em (GOMES DA SILVA JR; TARBOU-
RIECH, 2005) ou (TARBOURIECH; PRIEUR; GOMES DA SILVA Jr., 2006). Como
dito anteriormente, a condi¢ao de setor cldssica é um caso particular da condi¢do (20)
onde G = AF'. Relembrando que a condig@o de setor cldssica ¢ satisfeita de forma global

se A = I,,, entdo segue que a condicdo de setor modificada é satisfeita globalmente se
G="F.

Observacao 1 Uma das grandes vantagens da condicdo de setor modificada em rela-
cdo as abordagens anteriores é que esta permite a obtencdo de condicoes diretamente
na forma de LMIs para a sintese do laco de anti-windup, evitando assim a utilizacdo de
procedimentos iterativos. Isto ndo é possivel com a utilizagdo da condigdo de setor clds-
sica (18). Maiores detalhes neste sentido sdo apresentados em (GOMES DA SILVA JR;
TARBOURIECH, 2005).

2.2.3 Problema de anti-windup

A sintese de malhas de anti-windup € um dos tépicos mais explorados no que se refere
ao estudo de sistemas com saturacdo. Um 6timo ponto de partida nesta drea € o survey
(TARBOURIECH; TURNER, 2009), onde os autores discutem as principais técnicas de
anti-windup e apresentam perspectivas para trabalhos futuros.

Inicialmente, o problema de windup foi detectado em malhas de controle com a¢do
integral, sendo depois expandido para qualquer diferenga entre a saida e a entrada de um
elemento nao-linear na malha de controle (DOYLE; SMITH; ENNS, 1987). No caso da
acdo integral, quando o sinal de controle esté saturado, o erro continuard a ser integrado,
fazendo com que o valor da parcela integral do controlador torne-se elevado. Para que o
sistema volte a operar na regido linear, é necessario que o erro inverta o seu sinal e perma-
neca nesta condicao até que o integrador descarregue esta carga excessiva acumulada. Em
alguns casos, este tempo pode ser longo, o que prejudica o desempenho em malha fechada
do sistema. Para minimizar os efeitos da satura¢do no desempenho do sistema em ma-
lha fechada normalmente s@o utilizados controladores conhecidos como compensadores
anti-windup.

A sintese de malhas de anti-windup normalmente é realizada em duas etapas: pri-
meiro, um controlador que nao leve em conta os efeitos da saturacdo € projetado visando
o atendimento de quaisquer requisitos de desempenho especificados para o sistema em
malha fechada. Na segunda etapa, um novo compensador que ird atuar apenas quando
ocorre a saturacdo € projetado a fim de minimizar, na medida do possivel, a perda de
desempenho do sistema quando o sinal de controle satura. Neste tipo de problema, o ob-
jetivo do laco anti-windup é a melhoria de desempenho ou a maximizacao dos dominios
de estabilidade do sistema. Para alcangar estes objetivos, a compensac¢ao de windup pode
ser feita tanto de maneira estética quanto dinamica. Uma das possiveis topologias de con-
trole contendo um lago de compensacdo de windup mais usual é apresentado na Figura
3, onde v(t) = sat,,(u(t)). Note que a diferenca entre o sinal de controle calculado e o
sinal de controle efetivamente entregue a planta € utilizada como uma entrada adicional
no controlador, corrigindo os seus estados de forma a minimizar os efeitos da saturagao
no desempenho do sistema em malha fechada.

Visando recuperar o desempenho de controladores PID, pode-se citar as técnicas ad
hoc como o back calculation de (FERTIK; ROSS, 1967), os “integradores inteligentes”
de (KRIKELIS, 1980) e o anti-reset windup de (ASTROM; WITTENMARK, 1984). As
primeiras tentativas de se analisar formalmente a estabilidade de lacos de anti-windup
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Anti-windup [<€——————

| e

—| Controlador | Planta

Figura 3: Topologia de controle com lago de anti-windup

foram os trabalhos (GLATTFELDER; SCHAUFELBERGER, 1983) e (KAPASOURIS;
ATHANS; STEIN, 1988), onde foram aplicados os critérios do circulo e de Popov e em
(CAMPO; MORARI, 1990), onde a analise de estabilidade é baseada no teorema dos
pequenos ganhos escalonados (scaled small gain theorem). Outros métodos utilizados
incluem andlise por funcdes descritivas (ASTROM; RUNDQWIST, 1989), anélise de ga-
nhos incrementais (ROMANCHUK; SMITH, 1996) e a técnica de subespagos invariantes
(KAPOOR; TEEL; DAOUTIDIS, 1998).

Em (WALGAMA; STERNBY, 1990), os autores observam que diversas técnicas de
anti-windup apresentam caracteristicas de observagdo de estados. Baseado em observa-
coes semelhantes, (KOTHARE et al., 1994) unifica as principais técnicas de anti-windup
conhecidas, onde o laco de anti-windup pode ser determinado a partir de uma fatoragao
coprima do controlador nominal. Em (MIYAMOTO; VINNICOMBE, 1996), os autores
propdem uma técnica que permite realizar o projeto baseado em desempenho H,. Re-
sultados menos conservadores foram obtidos pelo chamado anti-windup L, onde uma lei
de controle nao-linear € utilizada a fim de compensar os efeitos da saturagao.

Do ponto de vista deste trabalho, as técnicas mais relevantes sdao aquelas baseadas em
LMIs. Em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; REGINATTO, 2002), os domi-
nios de estabilidade do sistema sdo caracterizados explicitamente, tendo como objetivo
a maximizagdo da estimativa da regido de atracdo da origem. A modelagem dos efei-
tos da saturagdo foi obtida através da condi¢do de setor classica. Em (CAO; LIN; HU,
2002), uma formulagdo baseada em BMIs relaxadas € proposta, usando agora como mo-
delo de saturacdo condig¢des politopicas menos conservadoras. A sintese de anti-windup
estatico baseada na condi¢ao de setor modificada € considerada em (GOMES DA SILVA
JR; TARBOURIECH, 2005) para sistemas com e sem atraso nos estados. Em (GOMES
DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2006) as mesmas ideias sdo estendidas para sistemas
de tempo discreto, considerando a sintese de lacos de anti-windup estaticos e dindmicos.
Neste tipo de modelagem, a estrutura da condicao de setor cldssica apresentada na Secao
2.2.2.1 é relaxada, adicionando graus de liberdade ao sistema e permitindo a obtencdo de
condi¢des diretamente na forma de LMIs. Usando ideias similares, (LU; LIN, 2011) con-
sidera uma abordagem baseada em multiplas fun¢des de Lyapunov para a determinagdo
dos dominios de atrac¢do do sistema.

Resultados relativos a sintese de compensadores dinamicos de anti-windup através de
técnicas LMI sdo apresentados em (GRIMM et al., 2003) e (HU; TEEL; ZACCARIAN,
2008) considerando o problema de tolerancia a perturbacdes. Em (GRIMM et al., 2003)
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este problema é abordado de forma global, ou seja, supondo sistemas assintoticamente
estaveis. Ja em (HU; TEEL; ZACCARIAN, 2008) o objetivo é a minimizagao do ganho
L, do sinal de pertubag@o na saida controlada para um dado conjunto de condig¢des inciais
admissiveis. Em (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2006), a sintese de um
compensador anti-windup dinamico € considerada para o caso discreto e em (GOMES
DA SILVA JR.; LIMON; ALAMO, 2005) a sintese simultanea do controlador e dos lagos
de anti-windup € proposta para sistemas com sinal de controle limitado em amplitude e
taxa de variacao.

Compensadores anti-windup dinamicos também podem ser implementados através
da técnica conhecida como condicionamento linear (linear conditioning), que consiste
em alterar o comportamento do sistema através de uma fungdo de transferéncia linear
que atue durante e imediatamente apos a ocorréncia de saturacdo. Em (WESTON; POS-
TLETHWAITE, 2000) o comportamento das topologias de condicionamento linear foi
interpretado em termos de uma tdnica fung@o de transferéncia M (s). Esta funcéo de trans-
feréncia € representada como um dos elementos da fatoracdo coprima da planta, ou seja,
G(s) = N(s)M~'(s). A interpreta¢do da técnica de condicionamento linear como uma
fatorizacdo coprima da planta € o dual da teoria unificada de Kothare (KOTHARE et al.,
1994), onde a sintese de lagos de anti-windup € interpretada como uma fatoracao coprima
do controlador. Uma grande vantagem da metodologia proposta em (WESTON; POS-
TLETHWAITE, 2000) € que a sintese do compensador anti-windup pode ser feita inde-
pendentemente do controlador considerado. Em (TURNER; POSTLETHWAITE, 2004)
é proposta uma formulagdo LMI para a determinagio de M (s) e em (TURNER; HERR-
MANN; POSTLETHWAITE, 2007a) é abordado o problema de sintese robusta de lagos
de anti-windup . Em (TURNER; HERRMANN; POSTLETHWAITE, 2007b) € apresen-
tada uma visdo geral sobre esta técnica, abordando o problema de sintese de controladores
anti-windup de ordem plena e de ordem reduzida. Em (LI et al., 2011) o problema espe-
cifico de rejei¢ao a perturbagdes ¢ tratado, onde a funcdo de transferéncia da perturbacao
para laco ndo-linear € incorporada explicitamente no calculo do anti-windup. Extensoes
para sistemas de tempo discreto foram apresentadas em (TURNER; HERRMANN; POS-
TLETHWAITE, 2003).

O problema de sintese de malhas de anti-windup em sistemas com atrasos € tratado
em (PARK; CHOI; CHOO, 2000), (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005), (GOMES DA
SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2006) e (BENDER; GOMES DA SILVA JR;
TARBOURIECH, 2011). Em (PARK; CHOI; CHOO, 2000) é apresentado um método de
sintonia de um laco de anti-windup dindmico, considerando apenas atrasos nas entradas
e saidas da planta. Ja em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2006),
a condicao de setor modificada € utilizada, permitindo a obten¢ao de condi¢des tanto lo-
cais quanto globais para a garantia da estabilidade do sistema com atraso e saturagdes.
Neste caso, um lago de anti-windup estatico € introduzido com o objetivo de maximizar
a regido de condicdes iniciais admissiveis. As condi¢des de estabilidade (dependentes e
independentes do atraso) sdo obtidas através dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii e
sdo formuladas diretamente através de LMIs. Em (BENDER; GOMES DA SILVA JR;
TARBOURIECH, 2011) é proposta uma metodologia de sintese de compensadores anti-
windup dinamicos tanto racionais quanto ndo-racionais, onde condi¢cdes LMI foram obti-
das através de funcionais de Lyapunov-Krasovskii. Nos desenvolvimentos dos capitulos
seguintes a garantia de estabilidade serd baseada na abordagem de Razumikhin. No que
diz respeito a esta abordagem e sistemas com saturacdo pode-se destacar os trabalhos
(CAO; LIN; HU, 2002) e (GHIGGI et al., 2008). Em (CAO; LIN; HU, 2002) sdo apre-
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sentadas condicdes de estabilidade utilizando uma modelagem politépica menos conser-
vadora. Estas condi¢Oes sdo obtidas tanto através dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii
quanto pela abordagem de Razimukhin. Ja em (GHIGGI et al., 2008), a abordagem de
Razumikhin € utilizada em conjunto com a condi¢do de setor modificada apresentada na
Secdo 2.2.2.2 para a sintese de controladores e lacos de anti-windup tanto estaticos quanto
dindmicos. Além disso, foram apresentados resultados para o problema de tolerancia a
perturbacdes e de projeto de controladores para sistemas com atrasos incertos e variantes
no tempo.

2.3 Seguimento de referéncias e rejeicao de perturbacoes periodicas

O projeto de controladores que garantam seguimento de referéncias e a rejeicao de
pertubacdes € de grande interesse pratico, configurando-se como um dos principais topi-
cos de estudo para um série de autores ao longo dos anos. Nesta se¢ao serdo apresentadas
as duas principais metodologias de seguimento/rejei¢ao utilizadas ao longo deste trabalho,
ambas baseadas no PMI e com um enfoque voltado para o seguimento/rejei¢do de sinais
periddicos. Estas metodologias serdo apresentadas tanto para sistemas de tempo continuo
como para sistemas de tempo discreto. Esta sec@o encerra-se com uma breve visao geral
sobre as demais técnicas comumente utilizadas no problema de seguimento/rejeicao.

2.3.1 Principio do Modelo Interno

A ideia por trds do PMI € gerar no interior da malha de controle um sinal com as
mesmas caracteristicas dos sinais a serem seguidos e/ou rejeitados. Segundo (CHEN,
1970), o controlador (ou a planta a ser controlada) deve conter todos os modos instdveis
(principalmente os criticamente ou marginalmente estaveis) dos sinais de referéncia e
perturbacdo a fim de garantir o perfeito seguimento/rejeicdo. Assim, assumindo que o
sinal de referéncia é definido por

r(s) = _Ouls) 1)

O(5)¢e(s)’

onde ¢(s) é um polindmio cuja as raizes sdo os modos instdveis e marginalmente esta-
veis! de r(s), ¢o(s) contém os modos estdveis® de 7(s) € ¢,,(s) é um polindmio qualquer
correspondente ao numerador de 7(s), entdo o seguimento serd garantido se a fungio de
transferéncia ®(s) = 1/¢(s) for inserida no caminho direto do lago de controle.

Na topologia de controle apresentada na Figura 4 considera-se que o controlador C'(s)
tem como principal fun¢d@o garantir a estabilidade do sistema em malha fechada, podendo
também ser usado para garantir especificacdes de desempenho transitério. Supondo que
o controlador e a planta podem ser escritos em fun¢@o dos polindmios em s do seu nume-
rador e denominador como

C(s) = e G(s) =

segue que o sistema em malha fechada serd estdvel se as raizes de ¢(s)D.(s)D,(s) +
N.(s)N,(s) estiverem estritamente contidas no interior do semiplano esquerdo do plano

ITodas as raizes de ¢(s) pertencem ao semiplano direito fechado do plano complexo.
2Todas as raizes de ¢.(s) pertencem ao semiplano esquerdo aberto do plano complexo.
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complexo. Ainda baseado na Figura 4 € possivel mostrar que o sinal de erro pode ser
escrito em fun¢do do sinal de referéncia como

1

) = T 3(5)0(5)G0)

r(s)
ou, equivalentemente,

o)~ GIDLIDY)
G5 D) Dys) + Nels) Ny 5)

Substituindo (21) na relacao anterior segue o sinal de erro € representado por

De(s)Dy(s) n(5)
¢(5)De(s)Dy(s) + Ne(s)Np(s) de(s)

Note que tanto as raizes de ¢(s)D.(s)D,(s)+ N.(s)N,(s) quanto as raizes de ¢.(s) estdo
contidas no semiplano esquerdo aberto do plano complexo, de tal forma que o Teorema
do Valor Final (HAYKIN; VAN VEEN, 2002) pode ser aplicado. Assim, o erro em regime
permanente do sistema em malha fechada é dado por

e(oc0) =limse(s) =lims Dc(s)Dy(s) Pn(s)
(00) = lims e(s) = s D 5)D, () + Nols)N,(5) o0 (5)

e(s) =

= 0.

O mesmo raciocinio pode ser feito para o sinal de perturbacéo d(s). Estes conceitos serdo
ilustrados nos exemplos a seguir.

Exemplo 2.3.1 Suponha que
0.1s+1
G(s) =
(s) s+1

e que se deseja seguir uma referéncia constante de amplitude unitdria, isto é, r(s) = 1/s.
A partir de r(s) pode-se escrever ¢(s) = s e ¢.(s) = ¢,(s) = 1. Para que esta referéncia
seja seguida com erro nulo segue que ®(s) = 1/s e que o sistema em malha fechada seja
estdavel. Neste caso, foi projetado o seguinte controlador através do método do Lugar
Geomeétrico das Raizes (LGR)

s+ 60
s+40°

C(s) = 2480

Assim, o sinal de erro é descrito por

(s + 1)(s + 40)
(s + 10.23)(s + 69.53)(s + 209.2)

e(s) =

ou, aplicando o Teorema do Valor Final,

: : (s+1)(s+40)
¢(00) = lims e(s) = lim 5 (s + 10.23)(s + 69.53) (s + 209.2)

Exemplo 2.3.2 Suponha que
~ 01s+1

s+ 1

G(s)
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e que se deseja seguir uma referéncia que é uma combinacdo de um sinal senoidal e de
uma exponencial decrescente tais que

1

") = G

A partir de r(s) segue que ¢(s) = s> + 4, ¢.(s) = s+ 5 e ¢n(s) = 1, ou seja, para
que esta referéncia seja seguida com erro nulo em regime permanente é necessdrio que
O(s) = 1/(s* + 4) seja introduzido na malha de controle e que o sistema em malha
fechada seja estdvel. Neste caso, isto é garantido para

s+ 125 + 136
(s +11)(s +20)’

C(s) = 12000

o qual foi projetado através do LGR. Assim, o sinal de erro pode ser escrito como

(s+1)(s+ 11)(s + 20)

) = T 5)(s 7 0.0)(2 + 13.755 + 173.5)(s2 + 8.3225 + 947.9)

ou, aplicando o Teorema do Valor Final,

e(o0) = £%s e(s)
e(00) = lim s (5 +1)(s + 11)(s + 20)

= 0.
s—=0 (s+5)(s+9.9)(s? + 13.75s + 173.5)(s? + 8.322s5 4 947.9)

Para o caso particular de um sinal senoidal de frequéncia wy, o PMI pode ser analisado
a partir da resposta em frequéncia considerando as fun¢des de transferéncia da referéncia
para a saida do sistema (7}.(s)) e da perturbagdo para saida do sistema (7,(s)). Para a
configuracdo de controle da Figura 4, tais funcdes de transferéncia sdo dadas por

y(s) _ Gls)

d(s) 14 0(s)C(s)G(s)’

respectivamente. A introdugdo de ®(s) no caminho direto da malha de controle implica
em |P(jwo)C (jwo)G(jwo)| = oo. Logo, segue que

Td(S) =

| PUwo)Cjwo)G(Jwo) | L
o)) = ’1 + @(jwo)C(jwo)G(jwo) =1 <L (o) =07,
. - G(]WO) _ . _no
algen)] = ‘1 + @ (jwo)C(jwo) G(jwo) =0, £L(jeo) = 0%

E ficil notar que se o médulo de 7, (jwo) € unitdrio em uma dada frequéncia, a com-
ponente do sinal de referéncia nesta frequéncia € replicada na saida do sistema. Para o
caso da perturbagdo, se o médulo de 7;(jwy) € nulo, entdo a contribui¢do da componente
de frequéncia wy do sinal de perturbacdo na saida do sistema também € nula, garantido
desta forma a rejei¢do deste sinal.

Uma das vantagens desta formulagdo € que a garantia de seguimento/rejei¢ao € in-
sensivel as variagdes paramétricas da planta, garantindo assim seguimento com erro nulo
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r(s) * &(8) |Modelo Interno Controlador * Planta |Y®
- O(s) C(s) [*8F_Gls)

Figura 4: Sistema em malha fechada - modelo interno

e rejeicdo de perturbacdes de maneira robusta. Considerando agora a planta sujeita a
incertezas aditivas da forma Ga(s) = G(s) + AG(s), é facil notar que

P (jwo)C (jwo)(G (jwo) + AG (jwo))
1+ ®(jwo)C (jwo) (G (jwo) + AG(jwo))

G(jwo) + AG(jwo)
1+ ®(jwo)C(jwo)(G(jwo) + AG(jwo))

continuam sendo verificadas se os polos de ®(s) ndo forem zeros do sistema incerto
G(s) + AG(s) e ainda se o sistema em malha fechada é robustamente estivel. Este
mesmo raciocinio pode ser estendido para sistemas de tempo discreto, através da utiliza-
cdo da Transformada Z.

Umas das primeiras metodologias que utilizaram o PMI € a chamada abordagem ser-
vocompensador (servocompensator approach) de (FRANCIS; WONHAM, 1975) e (DA-
VISON, 1976), onde o controlador proposto consiste de um compensador que garante
o seguimento/rejei¢do, adicionado a um controlador estabilizante. Posteriormente, este
trabalho foi estendido para sistemas ndo-lineares em (BYRNES; ISIDORI, 2000) e re-
feréncias. Atualmente, o principio do modelo interno vem sendo utilizado associado a
outras técnicas como controladores repetitivos (ver Se¢do 2.3.1.3), controladores por mo-
dos deslizantes (LU; HWANG, 2009), inversdo estivel do modelo da planta (WANG;
CHU; TSAO, 2009) e controle adaptativo (JIANG; LIU, 2009). Na se¢des seguintes estes
conceitos serdo aplicados ao caso particular de sinais periddicos, onde a implementagao
classica (CHEN, 1970) do PMI € o assunto das Secdes 2.3.1.1 e 2.3.1.2. Nas Secdes
2.3.1.3 e 2.3.1.4 serdo apresentadas alternativas para a implementacdo do PMI, através
controladores repetitivos.

T, (juwo)| = ‘ ‘ 1

Tu(j)| = ] ‘ o

2.3.1.1 Controladores ressonantes de tempo continuo

O PMI pode ser utilizado para o seguimento/rejei¢do de um sinal periddico genérico,
como uma onda triangular ou até mesmo uma onda quadrada, através da expansdo deste
sinal em Série de Fourier de Tempo Continuo (do inglés, Continuous-Time Fourier Series
- CTFS). Supondo que a frequéncia fundamental dos sinais de referéncia e perturbacio sao
denotadas por w,(;) = %, %, j = 1,--- 1, respectivamente,
entdo estes sinais podem ser representados através da sua expansao em CTFS (HAYKIN;
VAN VEEN, 2002) por

1=1--- P € Wagj) =

+00 +oo
7"(1) (t) — Z a”"(i)kl ejklw'r(i)t7 d(]) (t) — Z a’d(])kz e]kQWd(j)t. (22)

k1=—00 ko=—00
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A partir desta representagdo, pode-se definir os conjuntos Ko,y € Z € Koq(j) € Z dos
indices ki e Ky tais que a,(;),, 7# 0 e aq(j),, 7 0, respectivamente. Considerando agora
apenas as componentes nao-nulas dos sinais 7(;y(t), ¢ = 1,--- ;ped(t), j=1,--- 1,
pode-se definir os polindmios

¢r(z)<3) = H (8+jk1wr(i))7 i=1,-,p

k1€kopr (i)
dan(s) = ] (s +ikewag), j=1,-- 1
kQGKod(]‘)
de tal forma que o minimo multiplo comum entre ¢,(;)(s), i = 1,--- ,p e ¢q(;)(s), i =

J,- - ,l sejarepresentado por
¢(s) = 8" +ais" +as" P+ 4 ay

Seguindo a ideia apresentada no inicio da Sec¢do 2.3.1, deve-se introduzir o compensa-
dor ®(s) = 1/¢(s) na malha de controle a fim de implementar o PMI, desde que nenhum
dos zeros do sistema seja uma raiz de ¢(s). Este procedimento fica mais claro no exemplo
a seguir.

Exemplo 2.3.3 Considere que deseja-se seguir o sinal r(t) = 2cos(2t) + 4cos(bt) e
rejeitar o sinal d(t) = 1.4cos(2t) + 2cos(8t). Note que estes sinais sdo periddicos e
podem ser representados através da CTFS como

r(t) = 2095 oIt 4 o128 4 9635 d(t) = e I8 4 0.7e77% 4 0.7e7% 4 €78,

Neste caso, para o sinal de referéncia segue que w, = lrad/s e Ko, = {—5,—2,2,5} e
para o sinal de perturbagdo tem-se wy = 2rad/s e Kog = {—4,—1,1,4}.
A partir destes coeficientes € possivel escrever os polinémios ¢,.(s) e ¢q(s) na forma:

r(s) = (s = 75)(s = j2)(s + 72) (s + j5) = (s* +2°)

s% 4 5%)
¢a(s) = (s — j8)(s — 72)(s + j2)(s + j8) = (s* + 2%)(s?

(s* +8%).

Seguindo a formulagdo apresentada, o polindmio ¢(s) é composto pelo minimo miilti-
plo comum dos elementos de ¢,.(s) e ¢q(s), ou seja, os elementos repetidos devem ser
desconsiderados tais que

d(s) = (5% + 22) (s> 4 5%)(s* + 8%) = s° + 935 + 19565 + 6400.
Desta forma, através do PMI, se o termo

1

b —
() = 579357 7 195652 1 6400

for inserido na malha de controle, entdo o perfeito seguimento de r(t) e a rejeicdo de
d(t) sdo garantidos, desde que o sistema seja estdvel em malha fechada e a planta a
ser controlada ndo possua zeros nas posicoes s = +352,+755, +58. Na Figura 5 pode-
se observar que de fato ®(s) apresenta picos de ganho infinito (normalmente chamados
de picos de ressondncia) nas frequéncias wi, = 2rad/s, wo, = Srad/s e w3 = 8rad/s,
associadas as raizes s1 = —j2, So = j2, S3 = —JD, S4 = j9, S5 = —j8, e s¢ = j8 de
D(s).
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Figura 5: Diagrama de Bode (magnitude) de ®(s)
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Considerando uma abordagem no espago de estados, a fungdo de transferéncia ®(s)
pode ser realizada através do controlador dindmico (CHEN, 1970)

§(t) = Ag&(t) + Bee(t) (23)
onde
p—upla p—upla
A¢ = diag{I",T",...,T'} Be = diag{A\, A, ..., A}
com ) - o
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
' = : : : e = : (24)
0 0 0 1 0
R R —ay | | 1]

Neste caso, o sistema (23) possui dimensao pv, onde as matrizes [ e A sdo repetidas p
vezes em uma estrutura bloco-diagonal, isto é, o compensador dinimico & (t) =T&(t) +
Ae;(t), 1 =1,--- ,péinserido em cada canal de erro. Para ndo sobrecarregar a notagio,
considera-se £(t) € R onde py = pu.

Observacao 2 Por se tratar de uma realizagcdo no espaco de estados, a representacdo do
PMI através das matrizes I" e A em (24) ndo é inica. Em (BONAN et al., 2010) é utilizada
um forma diagonal para a composicdo das matrizes I e A tais que

[ Aey 0 0 0 B
0 Acr2) 0 0 B,,
I'= : : : eA=1| (25)
0 0 Ag—1y 0 B,
0 0 0 Acr(s) | | Ber |
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onde os elementos A, ;) e B,y sdo matrizes definidas por

0 1 . 0
Acr(i):|:_@2 0:|7Z:1"'57 Bcr:|:1:|

7

As frequéncias ©; utilizadas na composicdo das matrizes A,y correspondem as frequén-
cias ndo repetidas que compdem os sinais de referéncia e perturbacdo. Esta formulacdo
serd considerada no exemplo de uma fonte ininterrupta de energia (do inglés, Uninter-
ruptible Power Supply - UPS) apresentado na Secdo 3.5.2.

Observacdo 3 Cada um dos elementos s* +w;, em ¢,.()(s) € da(j)(s) introduz um pico de
amplitude infinita (ressondncia) em wy, na resposta em frequéncia do controlador, isto é,
o ganho do controlador torna-se infinito nesta frequéncia (como no exemplo ilustrado
na Figura 5). Seguindo a nomenclatura consolidada entre os autores que tratam de
aplicagoes prdticas como as UPS ((TEODORESCU et al., 2006), (COSTA-CASTELLO;
GRINO; FOSSAS, 2007), (LENWARI et al., 1996) e referéncias), optou-se por denominar
esta implementacdo do PMI de controlador ressonante. Assim estabelece-se uma dife-
renga clara entre esta abordagem e os controladores repetitivos que serdo apresentados
na sequéncia deste trabalho.

Observacao 4 O PMI da forma como foi proposto apresenta limitacoes quando o sinal
a ser seguido/rejeitado é um sinal periodico genérico, ou seja, com niimero infinito de
harmonicas. Isto exigiria que um niimero infinito de modos fosse considerado na for-
mulacdo de ®(s), resultando assim em um controlador de ordem infinita. Uma maneira
de contornar este problema é inserir apenas as harmonicas de maior contribuicdo na
composicdo do sinal, as custas de um erro de seguimento associado as harmonicas ndo
compensadas. Uma escolha adequada de ®(s) pode resultar em valores de erro dentro
dos limites aceitdveis para uma grande variedade de aplicacoes prdticas. Para o caso de
sinais periodicos genéricos os controladores repetitivos se configuram como alternativa
aos controladores ressonantes, conforme serd descrito na Se¢do 2.3.1.3.

Por outro lado, na presenca da saturac¢io do sinal de controle, o PMI ndo € mais uma
condicdo suficiente para a garantia de seguimento/rejeicao. Neste caso, outros efeitos de-
vem ser considerados, uma vez que alguns sinais de referéncias/ou perturbagdao podem
levar a trajetdrias que ndo apresentem erro nulo de seguimento ou até mesmo a trajetdrias
divergentes. Estes problemas foram em parte tratados nos trabalhos (TARBOURIECH;
PITTET; BURGAT, 2000), (CAO; LIN; WARD, 2004) e (FLORES; ECKHARD; GO-
MES DA SILVA JR, 2008) para referéncias constantes. Em (TARBOURIECH; PITTET;
BURGAT, 2000), a topologia de controle utilizada considera a introducdo de uma acao
integral e de um lago de anti-windup conforme proposto inicialmente em (KRIKELIS;
BARKAS, 1984). Uma metodologia para a sintese de uma realimentacdo de estados
estabilizante e do ganho de anti-windup é proposta, com o objetivo de garantir que as
trajetdrias do sistema em malha-fechada nao deixem um conjunto elipsoidal, desde que
as condig¢des iniciais pertencam a este conjunto e que as referéncias e perturbacdes do
sistema pertengcam a um dado conjunto admissivel. Além disso, assume-se que o ponto
de equilibrio associado ao perfeito seguimento de referéncia estd no interior da regido li-
near do sistema. Finalmente, uma comparagdo entre a solucdo via equagdes algébricas de
Riccati (do inglés, Algebraic Riccati Equation - ARE) e LMIs é apresentada considerando
um modelo politopico para representar os efeitos da saturacao no sistema.
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Seguindo as mesmas ideias, mas utilizando um modelo politépico menos conserva-
dor, estes resultados foram melhorados em (CAQO; LIN; WARD, 2004). Mesmo com este
modelo menos conservador, as condi¢des resultantes ainda foram apresentadas na forma
de BMIs (do Inglés, Bilinear Matrix Inequality - BMI), necessitando assim de procedi-
mentos iterativos para a determinagdo do ganho estabilizante e do lago de anti-windup.
Em (FLORES; ECKHARD; GOMES DA SILVA JR, 2008) e (FLORES, 2008. 114f)
os efeitos da saturacdo no sistema foram considerados através da condi¢do de setor mo-
dificada apresentada em (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005), permitindo
assim a obten¢do de condi¢Oes LMIs para a sintese simultanea do controlador e do lago
de anti-windup. Além disso, os autores apresentam uma configuragdo de controle mais
simples e mostram, por meio de exemplos, que os resultados obtidos sdo menos conser-
vadores. Finalmente, é apresentada uma anélise sobre os pontos de equilibrio do sistema
saturado para sistemas SISO. Foi mostrado que para sistemas assintoticamente estaveis
em malha aberta € necessaria a utilizacdo de restri¢cdes adicionais sobre a amplitude dos
sinais de referéncia e perturbacdo a fim de evitar a existéncia de pontos de equilibrio que
ndo garantam o erro nulo. Até o momento, nenhuma extensao para sistemas MIMO desta
andlise foi publicada.

No contexto de sinais variantes no tempo pode-se citar os trabalhos (QUEINNEC;
TARBOURIECH; GARCIA, 2006) e (FLORES; GOMES DA SILVA JR.; SBARBARO,
2009). Em (QUEINNEC; TARBOURIECH; GARCIA, 2006) sdo apresentadas condicdes
na forma de LMIs considerando os seguintes casos: se o sinal de referéncia € nulo, entdo a
origem do sistema € assintoticamente estdvel; se o sinal de referéncia € variante no tempo
com uma taxa de variacdo conhecida, entdo garante-se que as trajetorias do sistema ficam
confinadas em uma dada regido para toda referéncia no interior de um dado conjunto ad-
missivel (andlogo ao problema de tolerancia a pertubagdes apresentado anteriormente);
se o sinal de referéncia € (ou passa a ser) constante, entdao o perfeito seguimento deste
sinal € garantido. A mesma linha de trabalho de (FLORES, 2008. 114f) foi utilizada
em (FLORES; GOMES DA SILVA JR.; SBARBARO, 2009) para estabelecer condi¢des
que garantam o seguimento/rejeicdo de sinais periddicos em sistemas sujeitos a satura-
cdo e incertezas. Neste caso, uma abordagem com multiplos elipsoides foi considerada
para a obtencdo de condi¢Oes na forma de “quasi” LMIs que garantam a estabilidade do
sistema em malha fechada. Este trabalho serviu de ponto de partida para os resultados
apresentados no Capitulo 3 e no Apéndice A.

2.3.1.2 Controladores ressonantes de tempo discreto

Supondo que um sinal de tempo discreto periddico pode ser representado por uma
soma finita de exponenciais complexas (através da sua expansdo em Série de Fourier
de Tempo Discreto (do inglé€s, Discrete-Time Fourier Series - DTFYS)), para atender ao
PMI o controlador resultante devera apresentar um ntimero finito de polos em posi¢des
correspondentes a frequéncia fundamental do sinal e aos seus componentes harmonicos.

Considere que a frequéncia fundamental dos sinais de referéncia e perturbagdo siao
dados por 2,.;) = %, i=1-,peQyy = %’ j = 1,--- 1, respectivamente.
Supondo agora que estes sinais sdo representados através da sua expansdo em DTFS
(HAYKIN; VAN VEEN, 2002), segue que cada componente dos vetores de referéncia

e perturbagdo pode ser escrita como:

T(Z)(k) — Z ar(i)hl ejhlﬂr(i)k’ d(]) (k) — Z ad(j)h2ejh2ﬂd(j)k- (26)

h1€<Nr(i)> h2€<Nd(j)>
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A partir desta representa¢do, pode-se definir os conjuntos Ho,;) € Z € Hoa(j) € Z dos
indices Ny e hy tais que a,(;), 7 0 € aqg),, 7 0, respectivamente. Considerando apenas
os modos ndo-nulos que compdem os sinais r(;(k), i = 1--- ,pedg;)(k), j=1---,1,
pode-se definir os polindmios

br(iy(2) = H (z— ¥y i =1... p

hi€Hor()
¢d(j)(z) = H (z — ede(i)hQ), j=1,---.1
h2€Hoa(s)
Seja agora o minimo miltiplo comum entre ¢,;y(2), i = 1--- ,p e ¢q;)(2), J =

1--- [ representado por
P(z) =1+aiz +- a2

Seguindo a mesma ideia apresentada para sistemas de tempo continuo, a func¢do de trans-
feréncia ®(z) = 1/¢(2) deve ser inserida na malha de controle a fim de garantir o segui-
mento/rejeicdo dos sinais de interesse. No espago de estados, a realizagdo de ®(z) pode
ser obtida através do seguinte sistema dinamico:

{(k+1) = AcL(k) + Bee(k) (27)
onde
p—upla p—upla
A¢ = diag{I",T",...,T'} Be = diag{A\, A, ..., A}

e — — — —
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

r= 5 A=

0 0 0 1 0

| — QX Q1 Qg . —Oq i 1 i

Como no caso anterior, (27) é um sistema de dimensdo pv, onde as matrizes I' e A sdo
repetidas p vezes, em cada um dos canais de erro. Novamente considera-se (k) € RP°
com py = pu.

Considerando sistemas com saturacio, pode-se destacar (TARBOURIECH; QUEIN-
NEC; PITTET, 2000), onde os resultados de (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000)
sdo estendidos para sistemas de tempo discreto e referéncias variantes no tempo. Neste
trabalho, um método sistematico para o cdlculo de um controlador estabilizante e dos
conjuntos de estados admissiveis € proposto através de BMIs. Porém, a garantia de segui-
mento/rejei¢do s6 € verificada para sinais com taxa de variacdo limitada. Em (FLORES;
GOMES DA SILVA JR., 2010) s@o apresentados resultados para a sintese simultanea
de um controlador estabilizante e de um laco de anti-windup para o caso de referéncias
constantes. Resultados menos conservadores e condi¢des LMIs mais simples que as apre-
sentadas em (TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTET, 2000) foram obtidas através da
utilizacdo das coordenadas do erro e da condi¢do de setor modificada para o caso de refe-
réncias constantes. Novos resultados para a sintese simultanea foram obtidos em (FLO-
RES; SARTORI; GOMES DA SILVA JR., 2010), considerando o caso de referéncias e
perturbacdes periddicas. Estes resultados sao detalhados no Capitulo 5.
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2.3.1.3 Controlador repetitivo de tempo continuo

O controlador repetitivo foi inicialmente proposto em (INOUE; NAKANO; IWA,
1981) como uma forma alternativa de garantir o seguimento de referéncias periddicas
e arejeicdo de perturbacdes também de natureza periddica. A grande vantagem deste tipo
de controlador € que o seguimento/rejei¢do € garantido para qualquer sinal com periodo
fundamental 7, independente de seu contetido harmonico. A ideia bésica por tras deste
controlador (que também da origem ao seu nome) € o armazenamento do erro de segui-
mento durante um periodo completo e a consequente realimentacdo deste sinal de erro no
sistema através de um controlador apropriado (YAMAMOTO, 1993). Esta sequéncia se
repete a cada periodo do sinal de entrada. Normalmente, este comportamento € obtido
através da introdu¢do de um elemento de atraso na malha de controle com o mesmo valor
do periodo fundamental em um lago de realimentagcdo positiva, conforme mostrado na
Figura 6. Neste caso, a funcao de transferéncia do erro para a saida do controlador é dada
por

= (28)

6(3) + yTC(S)

—S8T

A

Figura 6: Configuracao basica do controlador repetitivo.

Substituindo s = jw e 7“7 = cos(wT) — j sin(wT) segue que (28) € equivalente a

1
Gre(jw) = — . 29
() 1 — cos(wT) + jsin(wT) 29
Observe que para valores de frequéncia w = 2k7/7 rad/s, k = 0,1,---, (29) pode ser
escrita como
2km 1 1

Gre(y = = —
U T ) 1 —cos(2%7) + jsin(#%7r) 1 — cos(2k) + j sin(2kT)

Logo, o controlador proposto apresentard ganho infinito para sinais com frequéncia funda-
mental wy = 27”rad/s e também para todos os sinais que apresentem frequéncias multiplas
inteiras de wy. Seguindo a ideia apresentada na Se¢do 2.3.1, segue que |7, (jw)| = 1 e
|Ty(jw)| = 0 para todo w = kwg, k=0,1,---.

Uma forma alternativa de entender a ideia bdsica associada aos controladores repe-
titivos é fazendo uma analogia com os controladores ressonantes apresentados na se¢ao
anterior. A partir da teoria que estabelece tal principio sabe-se que, para garantir o se-
guimento de um sinal de referéncia na forma r(¢) = sin(w;t), o sistema deve ser estavel
em malha fechada e, adicionalmente, o controlador ou o processo a ser controlado deve
conter um termo na forma ®,(s) = m em sua fun¢do de transferéncia, apresentando
assim um par de polos complexos em s = +jw;. A presenca destes polos implica que
o ganho de ®(jw;) seja infinito na frequéncia w;. De forma andloga, se o objetivo de
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controle é, por exemplo, garantir o seguimento de 7(t) = sin(w;t) e, adicionalmente, re-
jeitar a interferéncia das k — 1 primeiras harmonicas de w;, o controlador resultante que
implementa o PMI deve ser da forma

1 1 1
2+ w?s?+ (2w)? 82+ [kw]?

B(s) = (30)

Como pode-se observar, a funcio de transferéncia (30) apresenta k pares de polos com-
plexos sobre o eixo imagindrio e ganho infinito em w; e em cada um dos £ — 1 mdl-
tiplos inteiros desta frequéncia. Assim, para o caso de referéncias periddicas, pode-se
considerar o controlador repetitivo como uma implementa¢do do PMI onde wy = w; e
k — oo. Para fins do PMI, o controlador repetitivo gera o mesmo efeito de um contro-
lador com a estrutura de (30), porém com ordem infinita, ou seja, apesentando polos em
s = £jkwy, k = 0,---,00. Observe que este modelo de ordem infinita € consequéncia
do elemento de atraso.

Considerando a introducdo de (30) na malha de controle e a partir de uma anélise base-
ada no LGR, nota-se que é impossivel estabilizar tal sistema se a funcdo de transferéncia
de lago apresentar um numero finito de zeros (ver Figura 7). Além deste problema de
estabilizacdo, do ponto de vista pratico, o ganho infinito em altas frequéncias do contro-
lador repetitivo pode amplificar ruidos inerentes ao processo ou ainda excitar dinamicas
nao-modeladas que podem degradar o desempenho do sistema em malha fechada ou até

mesmo leva-lo a instabilidade.
i.lm_/

\

Re

Figura 7: LGR ilustrativo.

Com o objetivo de contornar estes problemas de estabilizacao, (HARA et al., 1988)
propds a introducdo de um filtro passa-baixas de primeira ordem (denotado por Q(s))
em série com o elemento de atraso na malha de realimentacdo do controlador repetitivo.
Esta metodologia (conhecida como Q-filter repetitive control) permite que o sistema seja
estabilizavel as custas de um erro de seguimento diretamente relacionado ao valor da
frequéncia de corte do filtro ()(s). Este erro deve-se ao fato que o ganho ndo é mais
infinito em todas frequéncias multiplas da frequéncia fundamental e, principalmente, pelo
ganho ser muito pequeno nas altas frequéncias. Neste caso, a estrutura do controlador
repetitivo € alterada conforme apresentado na Figura 8.

A inclusdo do termo Q(s) = w./(s + w.) em série com o elemento de atraso resulta
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e(s)+ yTC(S)

We
S+ we

— ST |a

Figura 8: Estrutura bésica do controlador repetitivo com o filtro Q(s).

na seguinte funcdo de transferéncia:
1

_ _We ,—Ts°
1 o€

Gl (s) = 31)

Na Figura 9 é mostrado o diagrama de Bode de G, (s) para valores distintos de w,. Note
que, apesar do ganho nas frequéncias w = %7” ndo ser infinito, o controlador de fato
apresenta picos de ganho elevado nestas frequéncias. Quanto maior for o valor do ganho
nestes picos, menor serd o erro de seguimento para a harménica considerada. Além disso,
pode-se observar que para valores pequenos de w,. existe um erro nas frequéncias onde
estdo localizados estes picos. Isto resulta em um erro na fase do sinal de saida, fazendo
com que este sinal esteja defasado em relac@o ao sinal de entrada. A relacdo que descreve

a fase de G/,.(s) € dada por
G (jw) = atan (i) — atan (w T wcS@ﬂ(wr)) .

We — wecos(wT)

We

Note que para w — 0 a contribui¢do de fase do controlador repetitivo ¢ —90° e para
w >> w, a contribuicdo de fase € praticamente nula. J4 na faixa entre estes valores, a
contribui¢do de fase do controlador repetitivo em multiplos da frequéncia fundamental
(onde ela deveria ser zero para o controlador repetitivo ideal) pode ser significante. Note
também que esta defasagem também tende a diminuir conforme o valor de w. aumenta.

Na Figura 10 sdo apresentados os polos de G (s) para diferentes valores de w.. Re-
lembrado, caso w. — ©0, os polos do controlador repetitivo estdo exatamente sobre o
eixo imagindrio. Pode-se observar que, conforme w, diminui, os polos se afastam do eixo
imagindrio, deixando de ser imagindrios puros (modos oscilatdrios) para assumir valores
complexos (modos oscilatérios amortecidos).

E importante ressaltar que a maioria dos trabalhos que consideram o controlador re-
petitivo adota uma abordagem baseada em funcdes de transferéncia e propdem metodo-
logias baseadas no dominio da frequéncia. Por outro lado, existe um crescente interesse
em abordagens no espaco de estados, especialmente com o surgimento de novas técnicas
para o tratamento de sistemas com atraso. Um dos primeiros trabalhos neste sentido foi
(DOH; CHUNG, 2003), apresentando condi¢des LMIs apenas para a sintonia da frequén-
cia de corte do filtro passa-baixas. Posteriormente, este trabalho foi estendido e analisado
em (DOH; RYOO; CHUNG, 2006), (DOH; RYOO, 2008) e (CHEN; CHANG; ZHANG,
2010).

O trabalho (DOH; CHUNG, 2003) parte de uma possivel realizagao do controlador
repetitivo (com o filtro passa-baixas) dada por

Tre(t) = —weltye(t) + weye(t — 7) + e(t)

yrc(t> - wcxrc(t - 7—) -+ €(t>, (32)
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Figura 9: Diagrama de Bode de G, (s) com wy = 1rad/s.
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onde z,.(t) € R. Esta realizagdo no espago de estados resulta na mesma fun¢@o de trans-
feréncia definida em (31). Vale ressaltar que o filtro Q(s) tem um papel fundamental
na realiza¢do do controlador no espago de estados, uma vez que € este filtro que intro-
duz a dinmica responsdvel pela determinagdo de i,..(t). Neste caso, o sistema original
é combinado com (32) de forma a obter z(t) = [z(t)T z,.(t)T]’. A partir do sistema
aumentado, condi¢des independentes do atraso sdo obtidas através de um funcional de
Lyapunov-Krasovskii com o objetivo de garantir a estabilidade do sistema em malha fe-
chada. Nesta mesma linha de trabalho pode-se destacar (ZHAO et al., 2009) e (CAl et al.,
2009). Em (ZHAO et al., 2009), um algoritmo iterativo € responsavel pela sintese do
controlador e pelo célculo de w.. Em (CAI et al., 2009) o controlador repetitivo € apli-
cado para sistemas com atraso, de tal forma que o problema de seguimento de referéncias
¢ substituido pelo problema de estabilizacdo do sistema que representa a dinamica do
erro. Além disso, a teoria de (HARA et al., 1988) € estendida para tornar possivel a sua
aplicacdo para func¢des de transferéncia ndao-racionais.

No contexto de controladores repetitivos para sistemas MIMO pode-se destacar os
trabalhos (SADEGH, 1995), (WEISS; HAFELE, 1999), (OWENS; LI; BANKS, 2004),
(DANG; OWENS, 2006). Em (WEISS; HAFELE, 1999) ¢ apresentada uma metodolo-
gia de sintese destes controladores considerando uma abordagem H,.,. Em (OWENS; LI;
BANKS, 2004) e (DANG; OWENS, 2006), os autores apresentam uma anélise de estabili-
dade baseada na teoria de Lyapunov e provam que estabilidade exponencial do sistema em
malha fechada € garantida se o sistema MIMO linear for positivamente real/estritamente
positivamente real ou se o sistema ndo-linear for passivo/estritamente passivo. Por outro
lado, nenhum destes trabalho considera saturag¢do do sinal de controle.

O controlador repetitivo esteve sempre ligado a aplicagdes préticas, sendo largamente
utilizado na rejeicao de perturbacdes em discos 6ticos (DOH; RYOO; CHUNG, 2006), no
controle de vibracdo em barras engastadas (CHAO et al., 2009), controle ativo de ruido
(STALLAERT et al., 2010), entre outros. Uma das aplicagdes mais comuns do controla-
dor repetitivo sdo as UPS, onde este controlador € responsadvel por garantir o seguimento
da senoide de referéncia mesmo na presenca de grande contetido harmonico proveniente
das cargas nao-lineares (normalmente uma conjunto retificador-capacitor-resistor) conec-
tadas ao sistema. No contexto de controladores repetitivos visando o controle de UPS,
pode-se destacar (ZHANG et al., 2003), (ESCOBAR et al., 2007), (ESCOBAR et al.,
2008), (ZHOU et al., 2009) e referéncias. Em (ESCOBAR et al., 2007), a estrutura de
controle cldssica do controlador repetitivo é adicionada a um laco de realimentaciao nega-
tiva. Através desta estrutura modificada, apenas as harmonicas impares sdo compensadas.
Em (ZHOU et al., 2009) € proposto o chamado controlador repetitivo de dois modos, con-
siderando dois geradores de referéncia em paralelo, compensando assim as harmonicas
pares e impares. Assim como na teoria bdsica de controladores repetitivos, a maioria dos
trabalhos relacionados ao controle de UPS consideram uma abordagem frequencial. No
decorrer deste trabalho, um modelo de uma UPS inspirado no modelo proposto em (PE-
REIRA et al., 2009) serd utilizado como exemplo de simulag¢do. Partindo deste modelo,
em (BONAN et al., 2011) sdo apresentados resultados praticos da implementacao do con-
trolador repetitivo no controle de sistemas UPS. Em (FLORES et al., 2011) € proposta
uma metodologia de chaveamento entre condi¢des distintas de w,. com o intuito de obter
uma boa resposta transitéria associada a um pequeno erro do sinal de saida. A estabi-
lidade do sistema em malha fechada e a satisfacdo de requisitos de desempenho foram
garantidas através de condi¢Oes LMIs.

No contexto de restricdes de controle e o projeto de lagos de anti-windup, ndo foram
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encontradas referéncias relativas ao controlador repetitivo em tempo continuo. Algumas
das referéncias encontradas (GHOSH; PADEN, 2000), (QUAN; CAI, 2010) tratam de
sistemas nao-lineares genéricos ou s@o aplicadas em conjunto com outras metodologias
de controle como os controladores adaptativos. Esta aparente falta de referéncias serviu
como motivagdo dos resultados que serdo apresentados no Capitulo 4 deste trabalho.

2.3.1.4  Controlador repetitivo de tempo discreto

Assim como no caso de sistemas de tempo continuo, para sistemas de tempo discreto
também € possivel gerar sinais periddicos através de um elemento de atraso com valor
igual ao periodo fundamental N dos sinais a serem seguidos/rejeitados. Este elemento
de atraso € inserido na malha de controle através de uma realimentacdo positiva, como
apresentado na Figura 11.

e(z) + yrc(i)

Figura 11: Configuragdo basica do controlador repetitivo de tempo discreto.

O controlador resultante pode ser representado pela funcdo de transferéncia

. yr‘C(z) - 1
Gre(2) = () 1% (33)

tal que G,..(z) apresenta N polos igualmente espacados sobre o circulo de raio unitério
centrado na origem do plano complexo, nas posi¢des z = e | = 0,1,--- N/2,
com ) = 27 /N (TOMIZUKA; TSAO; CHEW, 1989). Seguindo a formula¢ao do PMI
apresentada na Secdo 2.3.1.2, GG,.. pode ser realizada no espacgo de estados por (27), desde
que as matrizes [ e A sejam substituidas por

| Ov=1y Iv—yy | Ov=1,1
I'= 1 0(1,N71) e\ = 1 . (34)

Note que a dimensao deste novo controlador é dependente do periodo fundamental dos
sinais de interesse. Logo, se este periodo é composto de um ndmero elevado de amos-
tras, o controlador resultante acabard apresentando dimensdo elevada, podendo originar
problemas numéricos ou de implementagao.

Uma das abordagens mais utilizadas no que se refere a controladores repetitivos de
tempo discreto sdo os chamados Profotype Repetitive Controller (PRC) (TOMIZUKA;
TSAO; CHEW, 1989). Esta metodologia considera um controlador de ordem similar
a ordem da planta, formado por uma parcela correspondente ao termo repetitivo e outra
parcela com uma aproximacgao da inversa da fun¢do de transferéncia da planta, assumindo
que esta seja estavel. A formulacdo destes controladores € apresentada a seguir.

Considere um sistema SISO de tempo-discreto descrito na forma

A(z Ny (k) = 27 B(z7)[u(k) + d(k)]
Az =1+mz a2+ a,z" (35)
B(z™') =bo+ b1z + bz 4 bz
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onde u(k), y(k), e d(k) sdo a entrada, a saida e um sinal de perturbacdo, respectivamente.
Este sistema pode ser representado através de sua funcdo de transferéncia

Pz = —Z_Ai(_zl_) )

Assume-se que o sistema em malha aberta € assintoticamente estdvel e que o polino-
mio B(z7!) pode ser dividido em dois termos tais que B(z!) = B*(271)B“(z7!). Neste
caso, B¢(z7') e B*(z!) contém, respectivamente, os zeros canceldveis e ndo-canceldveis
de P(z7'), ou seja, todas as raizes de B¢(z~!) estdo localizadas no interior do circulo de
raio unitario do plano complexo e ainda todas as raizes de B“(z!) estdo fora ou sobre
este mesmo circulo.

Assim, o PRC considera a introdu¢do de um controlador com fung¢ao de transferéncia
dada por
G ke NTA(T) BY(2)

) S TN B

(36)

u(, —J 2
P2 g 1B

onde B“(z) é obtido substituindo-se os elementos z~! em B“(z7') por z. Com esta
estrutura de controle, os polos e zeros canceldveis do sistemas sdo de fato cancelados pelo
controlador, enquanto B“(z) elimina o efeito da fase resultante dos zeros ndo-canceldveis.
Supondo B*(z71) = by + bruz ™t + -+ bpuz M e 2 = € = cos(Q) + jsen(§2) segue
que

h h
BY(z71) = bo, + Z bpucos(kQ2) — j Z brusen (kL)

k=1 k=1

h h
B"(z) = bg, + Z brucos(kQ2) + j Z brusen (kL)

k=1 k=1
tais que a multiplicagdo de B“(z~')BY(z) resultante desta escolha particular de controla-
dor € dada por

N 2 2
bou + Z brucos(kQ) | +

k=1

B'(="")B"(z) =

h
Z brusen (k)
k=1

Note que a multiplicagdo B“(>~') B“(z) resulta em um nimero real, compensando assim
a contribuicao de fase dos zeros nao-canceldveis da planta.

Segundo (TOMIZUKA; TSAO; CHEW, 1989), o parametro p estd diretamente rela-
cionado ao tempo de convergéncia do erro para zero. Neste caso, as seguintes escolhas de
p (ou de um limitante superior para este valor) sdo sugeridas pelos autores:

e p = B“(1)? se todas as raizes de B“(>~!) estiverem no semiplano esquerdo fechado
do plano complexo;

e p = B“(—1)? se todas as raizes de B“(z~!) estiverem no semiplano direito fechado
do plano complexo;

o p = (|bou| + |[b1a] + - - - + |bra|)? caso contririo.
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Além disso, os autores mostram que a interconexao de (35) e (36) € assintoticamente
estavel se 0 < K, < 2.

Como o PRC ¢ baseado em cancelamentos de polos e zeros, estes controladores ten-
dem a ser bastante sensiveis a incertezas e variagdes paramétricas na planta. Seguindo
as ideias derivadas do controlador repetitivo para sistemas de tempo continuo, (CHEW;
TOMIZUKA, 1990a) modifica a estrutura do PRC através da introdu¢do de um filtro
passa-baixas em série com o elemento de atraso, as custas de um erro de seguimento
tolerdvel. Esta nova implementa¢do do PRC € conhecida como Zero-Phase Repetitive
Controller (ZPRC).

O ZPRC pode ser implementado por

Q(z, 2 Vk 2z NTA(27 1) BY(2)

el = QG e B

(37)

k O (2
k. ==, p> max |B“(e7?)|".

P Qel0,r]
onde Q(z, 27!) denota o filtro passa-baixas em série com o elemento de atraso, normal-
mente representado na forma

Q(z,z7") (90 +q1 + qoz ).

200+ @

Devido a sua implementacao simples, o ZPRC tornou-se o foco de uma série de traba-
lhos desde o seu surgimento: em (TSAO; TOMIZUKA, 1994) ¢ apresentada uma relagao
entre o filtro passa-baixas e as dindmicas nao-modeladas, propondo uma condi¢do para
estabilidade robusta tanto em sistemas de fase minima quanto em sistemas de fase ndo-
minima. Através da defini¢do de uma matriz inversa de cancelamento de fase, (JEONG;
FABIEN, 1999) apresenta uma extensdao do ZPRC para sistemas MIMO; Em (SMITH;
TOMIZUKA, 2000) sao estudados os custos de implementac¢ao dos controladores repeti-
tivos. Recentemente, o ZPRC vem sendo estudado em conjunto com aplicacdes praticas
como em (JIANG et al., 2011) e (LIN; CHEN, 2011).

O problema de saturag@o do sinal de controle no contexto dos ZPRC foi brevemente
estudado nos trabalhos de (MA, 1990), (RONNBACK; HILLERSTROM; STERNBY,
1993) e (SBARBARO; TOMIZUKA; BARRA, 2009). Em (MA, 1990) ¢ mostrado que
0 ZPRC é robusto em relacdo a um grupo de ndo-linearidades que satisfazem uma deter-
minada condi¢do de setor. Além disso, € apresentada uma andlise de estabilidade para
ndo-linearidades do tipo saturagdo. O problema de anti-windup para controladores repe-
titivos de tempo discreto foi inicialmente analisado em (RONNBACK; HILLERSTROM;
STERNBY, 1993), onde uma estratégia de anti-windup foi desenvolvida para o controle
de uma bomba peristaltica. Em (SBARBARO; TOMIZUKA; BARRA, 2009) a natureza
periddica dos sinais em regime permanente na presenca de restricdes € garantida através
do método de iteracdes de Picard e o ganho de anti-windup é sintetizado de forma a re-
cuperar o desempenho em malha fechada quando o controlador estd saturado. Como uma
descricao por funcdes de transferéncia € utilizada, nao € possivel caracterizar os conjun-
tos de condi¢des iniciais e referéncias/perturbacdes admissiveis. Contribui¢des relativas
a sintese de lacos de anti-windup para sistemas de tempo discreto também serao apresen-
tadas no Capitulo 5 e 6.
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2.3.2 Outras metodologias

Além das metodologias apresentadas até agora, vdrias outras técnicas sdo utilizadas a
fim de garantir o seguimento de referéncias e/ou rejei¢ao de perturbagdes. Esta secdo tem
como objetivo apresentar brevemente algumas delas, em conjunto com algumas referén-
cias cldssicas que podem auxiliar o leitor no entendimento destas metologias.

Uma das técnicas de controle mais difundidas para a garantia de seguimento/rejeigao
sdo os controladores preditivos baseados em modelo (do inglés, Model Predictive Control
- MPC). Neste caso, o modelo do processo € utilizado para predizer o comportamento
futuro do sistema e uma sequéncia de a¢des de controle em malha-aberta é calculada
através da solu¢dao de um problema de otimizacdo. O primeiro elemento desta sequéncia é
entdo utilizado como entrada de controle e os demais elementos sao descartados. Através
de uma abordagem de horizontes deslizantes, um problema de otimizac¢do € resolvido a
cada periodo de amostragem e as medidas do sistema sdo consideradas na correcdo da
predicao do modelo, conferindo assim um cariter de malha-fechada a estratégia. Note
que se o objetivo for o seguimento e/ou a rejeicdo entdo o PMI devera ser utilizado. Uma
grande vantagem deste tipo de técnica € a facilidade de incorporar restri¢des ao problema
de otimizagdo. Suas maiores dificuldades sdo estabelecer a garantia de factibilidade do
problema de otimizacdo e a garantia da estabilidade do sistema (RAWLINGS, 2000).
Uma andlise mais profunda sobre este tipo de controle sob restri¢des pode ser encontrada
em (MACIEJOWSKI, 2002) e (CAMACHO; BORDONS, 1997).

Nesta mesma linha de pesquisa, pode-se destacar os chamados condicionadores de
referéncia (reference governor), estratégia de controle muito utilizada na década de 1990
e inicio dos anos 2000, através de uma série de trabalhos (GILBERT; KOLMANOVSKY,
1999), (GILBERT; KOLMANOVSKY, 2002), (ANGELI; CASAVOLA; MOSCA, 2000)
e (BLANCHINI; MIANI, 2000). Uma visdo geral sobre estes controladores pode ser en-
contrada em (REGINATTO, 2000. 190f). Este tipo de abordagem permite tratar de forma
separada os problemas de desempenho em regime permanente e de satisfacio de restri-
coes. Isto pode ser obtido através da introdu¢do de um elemento de controle que atua entre
o sinal de referéncia e a entrada do sistema em malha-fechada. O projeto deste tipo de
controlador normalmente € feito em duas partes: em uma primeira etapa, um controlador
¢ projetado para o sistema sem levar em conta as restricdes, com o objetivo de garantir
os requisitos de desempenho e estabilidade. A caracteristica ndo-linear do sistema (restri-
coes) fica exclusivamente confinada ao condicionador de referéncia. O condicionador de
referéncia ajusta as transi¢des do sinal de controle de tal maneira que as restricoes sejam
respeitadas para um grande nimero de sinais de referéncia e condic¢des iniciais. O sinal
de controle € gerado como uma sequéncia de sinais admissiveis no que diz respeito a vio-
lagdo das restricdes, tais que a saida do sistema tenda otimamente em direcao ao valor da
referéncia. Apesar de apresentar uma formulacdo genérica para o sinal de referéncia, os
exemplos apresentados consideram apenas sinais constantes.

A abordagem conhecida com Regulagdo de Saida baseia-se em um controlador com-
posto por uma realimentacio de estados linear, que desconsidera a saturacao, adicionada
de um elemento ndo-linear. Pode-se provar que, para um dado elemento ndo-linear e ndo-
negativo na realimentacdo, o sistema seguird assintoticamente uma referéncia constante e
ainda seu estado ficard confinado a um certo conjunto elipsoidal. A maioria dos trabalhos
nesta drea tratam o problema tanto na forma de realimentacdo de estados quanto na forma
de realimentacdo de erro. Destes trabalhos destacam-se (LIN; STOORVOGEL; SABERI,
1996), onde a teoria de regulacdo de saida de (FRANCIS, 1977) ¢ aplicada ao caso com
saturacdo em conjunto com a noc¢do de estabilidade semi-global. Em (TURNER; POS-
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TLETHWAITE; WALKER, 2000) o trabalho de (LIN; STOORVOGEL; SABERI, 1996)
¢ estendido para o caso multivaridvel. Em (HU; LIN, 2000) € caracterizada uma regiao
de regulabilidade assintética, isto €, um conjunto de condi¢des iniciais do sistema e da
referéncia/perturbacdo para o qual a regulacdo de saida ainda € possivel. Os maiores pro-
blemas deste tipo de solugdo sdo a determina¢do de um termo nao-linear adequado a fim
de recuperar o desempenho do controlador nominal e ainda a falta de robustez no cdlculo
do seguimento de referéncia. Esta formulagdo € aplicada principalmente para sinais de
referéncia e/ou perturbacao constantes.

Finalmente, pode-se destacar os controladores de estrutura varidvel (do inglés, Varia-
ble Structure Control - VSC). Nos VSCs permite-se que o controlador altere sua estrutura,
isto é, chaveie entre um dado conjunto de fun¢des continuas no espago de estados do sis-
tema. O grande desafio do VSC é como selecionar os parametros das funcdes as quais o
controlador ird chavear e ainda qual l6gica de chaveamento deve ser adotada. A recom-
pensa decorrente da introdu¢do de um controlador mais complexo € a possibilidade de
combinar propriedades interessantes de cada uma das estruturas de controle. Dos VSCs
existentes, pode-se destacar o controlador por modos deslizantes (do inglés, Sliding Mode
Control - SMC). O SMC possui suas raizes no controle via relé, surgindo na antiga Unido
Soviética no final dos anos 50, mas nunca publicado fora deste pais até o final dos anos
70, quando os trabalhos (ITKIS, 1976) e (UTKIN, 1977) abriram as portas do SMC para
o mundo. Apos estes trabalhos, a lista de publicacdes envolvendo SMC cresceu rapida-
mente, fazendo com que esta metodologia de controle se consolidasse tanto no campo
de sistemas lineares quanto no dos sistemas ndo-lineares. Uma nog¢do geral desta meto-
dologia pode ser encontrada em (PERRUQUETTI, 2002) ou (EDWARDS; SPURGEON,
1998). O uso do SMC ¢é conhecido por apresentar uma série de vantagens, tanto de pro-
jeto quanto de robustez. Destas destacam-se a relativa simplicidade de projeto, podendo
ser feito em duas etapas, a invariincia para incertezas de modelo e perturbacdes externas
e ainda uma grande variedade de objetivos de controle como regulagdo, seguimento de
trajetdria, seguimento de modelo e observacdo de estados. Do ponto de vista do SMC, o
principal objetivo da lei de controle € levar a trajetéria ndo-linear dos estados da planta
em direcao a uma superficie pré-especificada no espaco de estados em um tempo finito
t, € manter estas trajetdrias sobre a superficie V¢ > t,. Esta superficie é conhecida como
superficie de chaveamento ou superficie deslizante. E ela que define a propriedade de cha-
veamento do sinal de controle, de tal forma que os vetores tangente as trajetorias dos esta-
dos do sistema apontem em sua dire¢do. Uma das maiores limitagdes desta metodologia
€ o efeito conhecido como chattering, encontrado no sinal de controle. Nas proximidades
da superficie deslizante o controlador tende a chavear rapidamente entre os controladores,
inserindo desta forma harmoénicas de alta frequéncia na planta. Este chaveamento pode
provocar falhas nos atuadores ou ainda excitar dinamicas nao modeladas.

2.4 Comentarios finais

A partir da revisao de bibliografia apresentada neste capitulo foi mostrado que o pro-
blema de seguimento e rejei¢do de sinais periddicos em sistemas com saturacdo ainda
¢ um topico pouco estudado no contexto das abordagens baseadas no PMI. Note que a
Unica abordagem que apresenta um nimero maior de trabalhos relativos a saturacio e a
sintese de lagcos de anti-windup sao os controladores repetitivos de tempo discreto, sem
no entanto apresentar uma metodologia sistemadtica de sintese do lagco de anti-windup ou
caracterizar os conjunto de condic¢oes iniciais e referéncias/perturbacdes admissiveis. Nos
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capitulos seguintes serdo apresentadas as contribuicdes deste trabalho para contornar estes
problemas.
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3 ABORDAGEM BASEADA EM CONTROLADORES RES-
SONANTES

Este capitulo trata do problema de seguimento e rejei¢do de sinais periddicos conside-
rando a introducao dos controladores ressonantes de tempo continuo na malha de controle,
conforme apresentado na Se¢do 2.3.1.1. O problema de interesse serd formalizado, ser-
vindo de base para os desenvolvimentos deste capitulo e dos capitulos seguintes. De uma
forma geral, a metodologia proposta visa a obtencdo de condicdes LMIs para a sintese si-
multanea de uma realimentacao de estados estabilizante e do lago de anti-windup, além de
apresentar uma estimativa dos dominios de estabilidade do sistema e de referéncias e per-
turbacdes admissiveis. Exemplos numéricos serdo utilizados para ilustrar alguns aspectos
relevantes da metodologia proposta.

3.1 Preliminares

Considere o sistema linear invariante no tempo sujeito a satura¢ao no sinal de controle
descrito por
©(t) = Ax(t) + Bsaty,(u(t)) + Bad(t)
y(t) = Cux(t)
e(t) = y(t) —r(t)

onde x(t) € R™ é o vetor de estados do sistema, u(t) € R™ é a entrada de controle,
y(t) € RP é a saida a ser regulada, d(t) € R' é um vetor de perturbagdes, r(t) € R? é o
vetor de referéncias a ser seguido e e(t) € R? € o erro de seguimento da referéncia.

Assume-se que as matrizes A, B, B, e C' sdo matrizes constantes de dimensdes apro-
priadas, B e C' sdo de posto completo e que o nimero de entradas € maior ou igual ao nu-
mero de saidas (m > p). Além disso, assume-se que os pares (A, B) e (C, A) sdo contro-
laveis e observaveis, respectivamente, € que a saturagdo dos atuadores € definida por (10).
A suposi¢do de m > p € uma condicdo necessdria para a garantia do seguimento/rejei¢ao
através do PMI. Por exemplo, com apenas um sinal de controle seria possivel atingir o
perfeito seguimento em um sistema com duas saidas apenas em casos especiais, onde a
estrutura do sistema € particular. Para a maioria dos sistemas reais isto nao seria possivel
(CHEN, 1970, pagina 500).

Seguindo a formulagdo apresentada na Secéo 2.3.1.1, a fungdo de transferéncia ®(s)
que implementa o PMI pode ser realizada no espaco de estados através do controlador
dindmico

(38)

§(t) = Ael(l) + Bee(t) + BeEe(satu, (u(t)) — u(t)), (39)

onde as matrizes A¢ e B, foram definidas em (24) e {(t) € R?.
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Além disso, o termo FE.(sat,,(u(t)) — u(t)) em (39) corresponde a um compensador
anti-windup estético, introduzido a fim de reduzir possiveis efeitos indesejados causados
pela saturacdo dos atuadores (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005), (TUR-
NER; POSTLETHWAITE, 2004). E. € RP*™ ¢ a matriz de ganho anti-windup, a ser
determinada.

Com o objetivo de introduzir (39) na malha de controle € considerado o vetor de
estados aumentados

A(t) = [ w(t) } € R,
A partir de (38) e (39) segue que
2(t) = Az(t) + Bysaty, (u(t)) + Ba(sat,, (u(t)) —u(t)) + Byq(t), (40)

onde q(t) = [r(t) d"(t)]" € R,

A 0 | [ B
A = nXpo B, =
{ BeC o Ae |7 | Opoxm } ’
0 | [0 By
B — VEC, V — nxm ’ B — nxp :| )
? [ Be |77 [ =B Opoxt

Partindo do pressuposto que todos estados estdo disponiveis para realimentacdo, é
introduzida uma realimentagao estética de estados na forma

u(t) = Fra(t) + FRé(t) = Fz(t), F e Rmx(ntro) 41)

com o objetivo de estabilizar o sistema (40). Esta estrutura particular de controle, ilustrada
na Figura 12 supondo v(t) = sat,,(u(t)), leva ao sistema em malha fechada descrito por

(t) = (A+ByF)2(t) — (Br + Bo) Uy, (F2(1) + Byg(t), 42)
EC <
’—&xﬁ—L }4®
r(t)+_e(t)s £(t) . (0
4 %er]tsrgidn?;_’ I:2 () ot Planta >

Figura 12: Controlador ressonante - sistema em malha fechada
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Observacao S Na formulacdo apresentada neste trabalho a saida do compensador anti-
windup é somada na entrada do controlador nominal (TURNER; POSTLETHWAITE,
2004), (GRIMM; TEEL; ZACCARIAN, 2004). Uma solugdo alternativa seria considerar
a compensagdo anti-windup como uma entrada adicional no controlador (GRIMM et al.,
2003), (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005), conforme ilustrado na Figura
3. Neste caso, a dimensdo da matriz E. deve ser ajustada de forma a evitar conflito de
dimensdes na composi¢do do estado aumentado z(t). Cabe ressaltar que os resultados
apresentados a seguir podem ser reformulados de maneira quase direta para o tratamento
desta configuracdo alternativa de anti-windup.

3.2 Formulacao do problema

Considerando a interconexao de (38) e (39), devido ao elemento de saturacdo, o PMI
ndo é mais uma condicdo suficiente para a garantia de seguimento/rejeicdo. Neste caso,
o sistema em questdo € nao-linear, fazendo com que a sua estabilidade entrada-estado
dependa dos valores de amplitude dos sinais de referéncia e perturbacao.

Note também que a saida esperada € variante no tempo e que esta € uma combinacao
linear dos estados do sistema. Logo, ndo é mais possivel se estabelecer um ponto de
equilibrio para os estados do sistema, mas sim uma trajetoria de equilibrio associada ao
seguimento/rejeicao. A caracterizacdo desta trajetéria ndo € trivial e depende dos sinais
de referéncia e perturbacdo considerados. Uma alternativa para contornar este problema
¢ a utilizacdo de uma abordagem multi-elipsoidal, conforme apresentado a seguir.

Considere os seguintes conjuntos:

e Z; = Conjunto de condicdes iniciais admissiveis;
e Q, = Conjunto de referéncias e perturba¢des admissiveis;

e Jy = Conjunto contido na interse¢do do conjunto de condic¢des iniciais admissi-
veis com a regido de operacao linear do sistema, ou seja, Jy C Zy N S(F, ug).

Baseado nestes conjuntos, € possivel formular o seguinte problema:

Problema 2 Calcular uma realimentacdo de estados (41) e um lagco de anti-windup tais
que, para todas as condi¢des iniciais no interior de Z e para todas as referéncias e
perturbagdes tais que q(t) esteja no interior de Qy, entdo as trajetérias do sistema (42)
iniciadas em Z, convergem para Jy C Z0NS(F, ug) em um tempo finito t, e permanecem
no interior deste conjunto para todot > t;.

Desta forma, se as trajetérias do sistema ficam confinadas no interior da regido de
operagdo linear para todo tempo ¢ > t;, entdo o sistema com saturacao passa a comportar-
se como um sistema puramente linear. Assim, a funcdo zona-morta descentralizada em
(42) assume valor nulo, resultando em

2(t) = (A +B1F)z(t) + Byg(t).

Neste caso, a presenca na malha de controle de um controlador que implemente o PMI
garante o seguimento dos sinais de referéncia e/ou a rejei¢do dos sinais de perturbagdo.
Desta forma ndo € necessario impor condi¢des sobre os pontos de equilibrio do sistema ou
a utilizagdo das transformacdo de coordenadas consideradas em (TARBOURIECH; PIT-
TET; BURGAT, 2000), (CAO; LIN; WARD, 2004) e (FLORES; ECKHARD; GOMES
DA SILVA JR, 2008).
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Um problema de otimizacdo implicito ao Problema 2 € a determinacido de uma re-
alimentacdo de estados estabilizante e do laco de anti-windup tais que os tamanhos dos
conjuntos Z, e/ou Q, sejam maximizados. Neste caso, € necessdria a escolha de um crité-
rio de medida para o tamanho destes conjuntos, conforme apresentado em (BOYD et al.,
1994).

No presente trabalho, os conjuntos Zy, Q, e J, foram escolhidos como conjuntos
elipsoidais definidos por:

Zy = QP 1) ={zcR"Pz<1},P=P" >0,
Jo = QJ 1) ={zeR"2TJz<1},J=nP, n>1,
Q = QR 1) ={¢eR:¢"Rg<1},R=R" >0.

Note que a escolha de J = nP, n > 1 faz com que o conjunto Jy seja uma versao
contraida do conjunto Z;. Serd visto na sequéncia deste trabalho que o parametro 7 é
determinado através de um procedimento de otimizagdo de forma a garantir que J, estad
contido no interior da regido de operagao linear do sistema. Além disso, é importante
destacar que estes dois conjuntos podem ser associados a mesma fun¢do candidata de
Lyapunov V' (z(t)) = z(t)T Pz(t). As regides consideradas neste problema sdo ilustradas
na Figura 13, onde todas as trajetdrias iniciadas na regido em cinza convergem para o
interior do conjunto elipsoidal Jj e ficam confinadas ao interior deste mesmo conjunto.

X, 4

Regi&o contrativa
para todo r(t),d(t)
no interior de Q,

Figura 13: Regides associadas a abordagem multi-elipsoidal.

Observacao 6 O problema da forma como foi proposto pode ser visto como um problema
de tolerdncia a perturbagées andlogo ao Problema 1. Neste caso, a suposi¢do de q(t) €
Q(R,1) implica em uma restricdo quadrdtica que reflete uma limitacdo na amplitude
de q(t) (TARBOURIECH et al., 2011). Note que restrigcoes tais que q(t) € Lo, podem
ser representadas diretamente desta maneira. Por exemplo, se a matriz R é uma matriz
diagonal, entdo cada um dos termos que compdem o vetor q(t) estdo limitados de tal
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forma que
1 .
laj()lec € —5=, j=1-"-,p+1

Ry j)
Para as regides da Figura 1, os conjuntos Q)(P, 1) e Q(nP, 1) correspondem diretamente
aos conjuntos X e R, respectivamente. Neste caso, o conjunto para o qual é garantido
que as trajetorias sdo limitadas estaria no interior do conjunto de condicées iniciais
admissiveis.

3.3 Resultado principal

O teorema a seguir apresenta condi¢Oes para a determinagdo dos ganhos F' e £, de tal
forma que o Problema 2 seja resolvido.

Teorema 6 Se existirem matrizes W € ROFTrox(ntro) o R e ROADX@H) gimétricas
definidas positivas, matrizes Y € Rmx(ntpo) X e R™*(HP0) o M € RP*™ yma matriz
L € R™™ diagonal definida positiva e escalares positivos \ e 1 satisfazendo'

Sim{AW +B;Y}+ AW -B,L-VM+ X" B,

* —2L 0 <0 (43)
* * —A\R
W *
>0,i=1,...,m (44)
{ Yiy — Xa) u%(i) }
nW % } .
>0,i=1,....m (45)
[ Y ug(i)

onde \ = \(—1 + 3n), entdo os ganhos F = YW ™' e E. = ML~ sdo tais que todas
as trajetorias de (42) inciadas em Q(P,1), W = P~%, tendem para o conjunto 2(J,1) C
S(F,up) em um tempo finito t, e permanecem neste conjunto ¥t > 1, desde que as
referéncias e perturbagées sejam tais que q(t) € Q(R,1).

Prova. Calculando a derivada temporal da func¢@o candidata de Lyapunov V (z2(t)) =
z(t)T Pz(t) ao longo das trajetdrias do sistema (42) segue que

V(zt) = z0)T(A+BF)'P+ P(A+ B F))z(t) + 22(t)' PByg
—22()" P(By + By) W, (Fz(t))

Baseado nos resultados de (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005) apre-
sentados na Segdo 2.2.2.2, se z(t) € S(F — G, uy), entdo W, (Fz(t)) ' T[W,,(Fz(t)) —
Gz(t)] < 0 é verificada para qualquer matriz 7" € R™*™ diagonal definida positiva.
Logo, se

V(z(t)) — 2, (Fz(t) TV, (Fz(t)) + 2V, (Fz(t) ' TG=(t) < 0,

entdo V (z(t)) < 0 desde que z(t) € S(F — G, uy).

Para garantir que as trajetdrias do sistema em malha fechada iniciadas em Q(P, 1)
convergem para §2(nP, 1) em um tempo finito ¢; e permane¢am neste conjunto V¢ > ¢y,
necessita-se que V' (z(t)) < 0 seja garantido para todo z(t) e ¢(t) tais que z(£)" Pz(t) < 1

1Y(i) € X(;) denotam a i-€sima linha das matrizes Y e X, respectivamente.
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(2(t) dentro de (P, 1)), z(t)TnPz(t) > 1 (2(t) forade Q(nP, 1)) e q(t)" Rq(t) < 1 (¢(t)
dentro de Q(R, 1)). Utilizando o S-procedure (BOYD et al., 1994), isto pode ser obtido
se existir um escalar positivo A tal que

V(z(t) =294 (F2(t)) T (Vo (F2(t) = G2(t) + M1 — 2(t)"P=(t)) (46)
+3AM(z(t) ' Pz(t) — 1) + A(L = ¢" (t) Rq(t)) <0,

Q(P,1) € S(F — G, ug). (47)

Logo, escrevendo o lado esquerdo de (46) na forma

[ 207 W (F2()" ¢" [M | Oy (F2(t)) |,

Sim{P(A+B,F)} —A(1—-3n)P —P(B;+B,) + GT'T PB,
M — * —2T O 5
* * —-AR

entdo € suficiente que M < 0 para que (46) seja verificada. Pré- e pés-multiplicando
M por diag{P~",T~', I} e realizando as mudancas de varidveis W = P~! X =
GP YL, Y=FP ' L=T"1 M=FET"'e)\=\~1+ 3n) segue que

Sim{AW +B,Y}+ AW -B,L-VM+XT B,
M = * —2L 0
* * —AR

Desta forma, tem-se que (43) implica em M < 0 de tal forma que (46) € verificada.

A garantia que (44) ¢ atendida implica que (P, 1) estd no interior da regido S(F' —
G, up). Logo, a partir dos resultados de (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH,
2005), para todo z(t) € Q(P, 1) segue que a ndo-linearidade W, (F'z(t)) satisfaz a condi-
¢do de setor modificada ., (F'z(t))TT[V,,, (Fz(t)) — Gz(t)] < 0. Este fato, em conjunto
com (43), implica que existe um escalar . > 0 tal que a relagdo

V(1) < —uV(2(8)) <0,

se verifica Vz(t) € ® = {z € R"™0; TPz < 1,272 > 1} e Vq(t) € q(t)TRq(t) <
Desta forma, V' (z(t)) < e "V (2(0)), Vz(t) € ®eVq(t) € Q(R,1), t > 0. Como J =
nP, entdo existe um valor de tempo ¢ = ¢; o qual V' (2(¢1)) = %, ie., z(t)TnPz(t,) = 1.
Além disso, como V (z(t)) < 0 é verificada na superficie de Q(.J, 1), tem-se que todas
as trajetérias entram em €2(.J, 1) e permanecem em seu interior, V¢ > t;. Finalmente, a
relagdo (45) implica que 2(.J, 1) esta no interior da regido de operagdo linear S(F, u).
|

Baseado no Teorema 6, pode-se enunciar o seguinte coroldrio para a garantia do erro
nulo de seguimento.

Corolario 1 Se o sistema (38) ndo possui zeros de transmissdo em s = Ljw,(; S
1,...p,es = ijwd(j)kQ, g =1,...1, e se as condicoes (43), (44) e (45) do Teorema 6
sdo verificadas, entdo ¥z(0) € Q(P, 1) e para todo sinal de referéncia periddico r(t) e
perturbagdo d(t) definido em (22) tais que q(t) € Q(R, 1), segue que lim;_...e(t) = 0.
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Prova. A partir do Teorema 6, se z(0) € Q(P,1) e q(t) € Q(R, 1), as condi¢des (43), (44)
e (45) garantem que as trajetorias convergem para a regiao de operacao linear do sistema
em malha fechada e permanecem no interior desta regido, a partir de algum tempo finito
t = t1. Neste caso, o comportamento do sistema € linear para todo ¢ > ¢;. Além disso,
se nenhum dos modos da referéncia e perturbacio sdo zeros de transmissdo do sistema,
entdo segue que nenhum polo do compensador (23) € cancelado (ver (CHEN, 1970) pp.
504-505). Baseado no PMI, segue que lim;_...e(t) = 0. m

Observacao 7 O coroldrio anterior assume que ndo hd cancelamento dos polos do con-
trolador ressonante por parte dos zeros da planta. Suponha agora que a planta apresenta
h pares de zeros em uma determinada harménica wy, do sinal de referéncia e/ou perturba-
cdo. Neste caso, o seguimento e a rejeicdo podem ser garantidos através da introducdo de
h+1 pares de polos correspondentes a esta harménica. Do ponto de vista do controlador
repetitivo, a harmoénica wy, seria considerada h + 1 vezes na composigdo de ¢(s).

3.4 Problema de otimizacao

Baseado no Teorema 6, pode-se propor um problema de otimizagao para a obten¢do
dos ganhos F e E, tendo como objetivo a maximizac¢do do tamanho dos conjuntos (P, 1)
e/ou Q(R,1).

Os tamanhos de Q(P,1) e Q(R,1) podem ser medidos em relagdo aos conjuntos
poliedrais Xp = conv{xy,x2,...,%xs} € Dp = conv{d;,ds,...,d,s}, onde os vértices
x; € RV =1,...,fed; € RPY j =1 ... s correspondem a diregdes nas quais
os conjuntos deverdo ser maximizados, conhecidas a priori. Logo, o objetivo do problema
de otimizagdo é maximizar escalares « > O e § > 0 de tal forma que aXp C Q(P,1) e
fDr C Q(R, 1) sejam maximizados. A solugdo deste problema pode ser obtida através
do seguinte problema de otimizac¢ao:

PO1: min (1 — k)y + ko

sujeito a
T
TOx '
> =
|:Xi W}_O, 1=1,...,f (48)
dTRd; <6, j=1,....s (49)

Relacdes (43), (44) e (45).
0 = \/Lg, a minimizagdo de v e 4 implica na maximizagdo de

Assumindo o = e
< 1 pode ser escolhido de forma a priorizar a maximizacgao de

ae . Oescalar 0 <
Q(P,1) ou (R, 1).

Supondo que um dos conjuntos € conhecido, pode-se definir os seguintes subproble-
mas de otimizagao:

L
VY
K

POla: Maximizagdo de Q(P, 1) para (R, 1) dado. Neste caso, basta resolver o pro-
blema de otimizagdo PO1 assumindo x = 0 e 0 = 1 em (49);

PO1b: Maximizagio de (R, 1) para um conjunto (P, 1) dado. Neste caso, basta re-
solver o problema de otimizacdo PO1 assumindo k = 1 e v = 1 em (48);
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Note que para valores fixos dos escalares A e 7, as relacdes (43), (44) e (45) sdo de
fato LMIs. Logo, a solucdo 6tima de PO1 pode ser determinada por uma varredura nestas
duas varidveis, ou seja, fixa-se A e  em um grid e determina-se o valor de (1 — k)7 + k¢
para cada um dos pontos do grid. Os valores de A\ e 1 que resultam no menor valor do
critério de otimizagdo sdo considerados parametros 6timos. A necessidade de fixar estes
dois parametros deu origem ao termo “quasi” LMIs adotado neste trabalho.

Observacao 8 Considerando a aplicagdo do S-procedure em (46), pode-se considerar
V() 4+M(1=2()TPz(t)) 4+ (2(t)TnPz(t) — 1)+ Xs(1—¢" () Rq(t)) < 0 onde My, s
e \3 sdo escalares positivos. No desenvolvimento apresentado, foi realizada uma escolha
particular de \i, Ay e A3, tais que \y = A3 = X\ e \y = 3\. Esta escolha particular
introduz algum grau de conservadorismo nos resultados, em troca de uma reducdo do
custo computacional jd que é necessdria a varredura em apenas duas varidveis (\ e 1)
para a solugcdo do problema de otimizagdo apresentado nesta mesma secao.

3.5 Exemplos numéricos

A seguir serdo apresentados trés exemplos numéricos, sendo:

Exemplo 1: Exemplo SISO de dimensao unitdria (n = m = p = [ = 1). Este exemplo
tem como objetivo ilustrar as regides consideradas na formulagdo do problema,
ilustrando que de fato as trajetorias do sistema em malha fechada convergem para a
regido linear e ficam confinadas em um conjunto invariante no interior desta regiao;

Exemplo 2: Modelo da UPS inspirado em (PEREIRA et al., 2009). Neste exemplo serd
analisado o erro de seguimento conforme o ndmero de harmonicas do sinal de per-
turbacdo consideradas na formulag@o do controlador ressonante é aumentado;

Exemplo 3: Exemplo MIMO apresentado em (FLORES et al., 2012). Neste caso, o ob-
jetivo de estudo € a melhoria no tempo de resposta e a reducdo do conservadorismo
das solucdes obtidas considerando a introdug¢@o ou ndo do lago de compensacgado de
anti-windup.

Todos os exemplos foram implementados em Matlab (versdao R2010b) e Simulink.
Além disso, os problemas de otimizacao apresentados foram resolvidos através do solver
mincx do LMILab. Nos exemplos de simulagdo onde sdo apresentadas as saidas do
sistema e os sinais de referéncia, a escala de amplitude foi escolhida de forma a priorizar
a visualizagdo do seguimento. Neste caso, o sinal y(¢) pode assumir valores bem maiores
do que aqueles apresentados nas respectivas figuras.

3.5.1 Exemplo 1 - sistema SISO

Neste exemplo, o objetivo ¢ ilustrar os elipsoides Q(P, 1) e Q(nP, 1), além das tra-
jetdrias do sistema em malha fechada resultante. Neste caso, o sistema aumentado deve
apresentar no maximo dois estados, de forma que as trajetérias sejam visualizadas no
plano z(t) x £(t). Por este motivo foram escolhidos os seguintes escalares para a repre-
sentacdo do sistema (38):

A=-2 B=1 B;=1C=5euy=2

O sinal de referéncia a ser considerado € uma questdao que requer cuidados. O sinal
periodico mais simples que se pode seguir com a formulacdo apresentada neste capitulo
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seria um sinal senoidal, resultando assim em &(t) € R?. Desta forma, o plano z(t) x £(t)
seria tridimensional, o que dificulta a visualizagdo das trajetorias do sistema. Visando
contornar este problema, foram escolhidos como sinais de referéncia e perturbacao sinais
do tipo salto (degrau)® com amplitude definida a partir do conjunto (R, 1). Assim, a
garantia de seguimento/rejei¢do € obtida com a introdu¢do de um integrador na malha de
controle, resultando em £(t) € R.

As dire¢des de maximiza¢do X = conv{x,} e Dr = conv{d;} foram escolhidas
sendo x; = [1 0] e d; = [1 0.5]7. Desta forma, o conjunto (P, 1) é maximizado na
direc¢do correspondente ao estado da planta e o conjunto (R, 1) é maximizado em uma
direcdo tal d,je = 0.57 04

Supondo v = 0.5 e fazendo uma varredura em \ e 1 segue que o valor 6timo de
min (1 — k)7y + k4 € obtido para A = 1.0258 x 1072 e n = 199.9634, resultando em
a = 0.6761, § = 0.2437,

| 217t —2.7022 R
| —2.7022  4.4331 |’

F =] —28.0263 36.6786 | e E, = 0.4334.

Na Figura 14 ¢ apresentada a simulacao do sistema (42) considerando 7,,,, = 0.2437,
dmaz = 0.1219 € 2z(0) = [1.3607 0.8925]7. Para determinar os valores maximos de
referéncia e perturbago foi utilizada a relagdo (49). Neste caso segue que d} Rd; = §
ou, considerando 3 = 1/v/9, (3d,)T" R(8d,) = 1. Assim, na direciio d;, o maximo sinal
de referéncia e perturbacao tal que ¢q: € O0(R, 1) é dado por ge. = (di. Neste
exemplo Gpa, = 0.2437[1 0.5]7, resultando nos valores de 7,4, € dynar apresentados.
Da mesma forma, a escolha de condigo inicial apresentada faz com que z(0)T Pz(0) =
1, isto é, z(0) € O0Q(P,1). Pode-se observar que o sistema permanece saturado por
aproximadamente 0.5s e que de fato € possivel seguir o sinal constante com erro nulo.

A Figura 15(a) apresenta o plano de fase do sistema aumentado considerando z(t) =
[z(t)T £(t)T]T, onde estdo destacados os elipsoides (P, 1), Q(nP, 1) e a regido de ope-
racdo linear do sistema. Além disso, € apresentada a evolucdo da trajetéria do sistema
iniciada em 2(0) = [1.3607 0.8925]7, onde observa-se que depois de um certo tempo
esta trajetdria de fato entra em Q(n P, 1). No detalhamento deste conjunto apresentado na
Figura 15(b) fica claro que a trajetdria correspondente nio deixa o interior de Q(n P, 1).

Seguindo este mesmo raciocinio, na Figura 16(a), é apresentado o plano de fase do
sistema para varias trajetorias iniciadas na fronteira de €2(P, 1). Neste caso, é possivel
observar os mais distintos comportamentos como trajetérias que sao iniciadas na regiao
linear e deixam esta regido depois de um certo tempo (trajetéria na cor magenta) e trajetd-
rias iniciadas fora da regido linear que cruzam esta regido em um certo tempo (trajetoria na
cor marrom). O detalhe de (1P, 1) apresentado na Figura 16(a) mostra que todas estas
trajetdrias convergem para uma mesma trajetéria de equilibrio no interior de (P, 1).

P x 108

0.5969 —1.1938
—1.1938 2.3876

3.5.2 Exemplo 2 - UPS

Nesta secdo € considerado um sistema UPS seguindo a modelagem apresentada em
(PEREIRA et al., 2009). Este modelo foi escolhido por retratar de forma fiel a plataforma
experimental instalada no Laboratério de Sistemas de Controle, Automagao e Robdtica -
LASCAR da Universidade Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS. Assim, o objetivo é
mostrar que a metodologia proposta pode ser efetivamente aplicada em plantas reais.

2Observe que um sinal constante (tipo salto ou degrau) pode ser visto como um sinal senoidal de frequén-
cia zero.
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Figura 14: Sistema SISO - controlador ressonante - simulagdo do sistema (42) para 7,4, =
0.2437, dpar = 0.1219 € 2(0) = [1.3607 0.8925]7.

Considere o conversor CC-CA ilustrado na Figura 17. Para este sistema, a tensao
entre as chaves S1 e S2 é a varidvel controlada através de um sinal com modulag¢do por
largura de pulso (do inglés, Pulse Width Modulation - PWM). Considerando o modelo
médio deste conversor de poténcia, o sistema UPS pode ser representado no espago de
estados por

y(t) = Cu(t)

onde o estado z(t) € R? é composto pela corrente no indutor L e pela tensdo no capacitor
C', respectivamente, u(t) € o sinal com modulagdo PWM, y(t) ¢ a tensdo de saida e i4(t)
€ uma corrente de distirbio, adicionada ao modelo a fim de considerar os efeitos de cargas
nao-lineares conectadas a saida do sistema (normalmente representada por um conjunto
retificador-capacitor).

Baseado na teoria elementar circuitos, as matrizes A, B, By e C que caracterizam
(50) sao dadas por

(50)

B 1 Kpum 0
A= Ly % ., B = Ly ,Bd:[_ii,eC:[Ol]
c; TGy Cr

onde Ry denota a resisténcia interna do indutor L, Y, denota a admitancia nominal da
carga considerada, L € a indutancia do filtro de saida e C'; € a capacitancia deste mesmo
filtro.

Os valores numéricos considerado sao os mesmos utilizados em (BONAN et al.,
2011), ou seja, Ly = 1mH, Ry = 15.0m€Q, Cy = 300.0uF e Yy = 0.2071. A ten-
sdo do barramento CC foi arbitrada em 600V, resultando desta forma em uma excursao
de controle de uy = 300V (resultante da configuracdo em meia-ponte (half-bridge) do
inversor).

O sinal de referéncia é um sinal senoidal com periodo 7 = 1/60s (60Hz) e amplitude
maxima de 155.5635V (110Vzyss), simulando a senoide padrao fornecida pela rede elé-
trica. O sinal de perturbacao é um sinal periédico com o mesmo periodo da referéncia e
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Figura 15: Sistema SISO - controlador ressonante - trajetoria de (42) iniciada em z(0) =
[1.3607 0.8925]7.
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(a) Regides consideradas

0.15

(b) Detalhe Q(nP, 1)

Figura 16: Sistema SISO - controlador ressonante - trajetdrias de (42) iniciadas na fron-

teira de Q(P, 1).
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Figura 17: Topologia UPS.

elevado contetido harmonico, de forma que sua amplitude médxima seja de 50A. Baseado
nos resultados experimentais de (BONAN et al., 2010), o perfil do sinal de perturbacio
que sera utilizado nos exemplos deste capitulo é apresentado na Figura 18(a). Na Figura
18(b) € apresentado o espectro deste sinal, onde sdo mostradas as amplitudes das 7 pri-
meiras harmonicas (obtidas através da CTFS). Pode-se observar que este sinal € composto
principalmente por componentes multiplas impares da frequéncia fundamental f = 60Hz.
O efeito da inclusdo de cada uma destas harmonicas no erro de seguimento/rejeicao € o
objetivo principal deste exemplo.

Perturbacao

i i i i
o
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600 660 720 780 840
Tempo f(Hz)

(a) Perturbacdo (A) (b) Contetdido Harmonico

Figura 18: UPS - sinal de perturbagido e seu conteido harmonico.

O problema de otimizacdo escolhido foi maximizar o conjunto de condi¢des inicias
para um dado conjunto de valores mdximos dos sinais de referéncia e perturbagdo, ou
seja, a solugdo de POla. Neste caso, como o conjunto €2(R, 1) é conhecido, entdo fixou-
se d = 1 e k = 0, de forma a maximizar apenas (P, 1). As dire¢des de otimizagdo foram
arbitradas de tal forma que x; = [1 1 01x,,]" € d; = [155.5635 50]7".

Nas Figuras 19-21 sdo apresentados os resultados para a solu¢do de POla conside-
rando a varredura em A e 7. Os pontos em azul escuro s@o pontos onde ndo foi possivel
encontrar solucio para POla e a barra colorida indica o valor do inverso do critério de
otimizagdo (1 — k)y + kd. Além disso, em cada figura é destacado o ponto que resulta
no menor critério de otimizacdo. Os dados apresentados na Figura 19 foram obtidos con-
siderando apenas a introdu¢do da frequéncia fundamental no modelo interno. Na Figura
20 é considerada a frequéncia fundamental e sua terceira harmonica e na Figura 21 €
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considerada a frequéncia fundamental e suas terceira e quinta harmonicas.

Nao foi possivel obter solu¢do para o POla quando ocorre a adi¢do de harmonicas
de maior ordem. Isto se deve, provavelmente, a um problema de condicionamento nas
matrizes do sistema aumentado. O termo independente de ¢(s) (denotado por a,) cor-
responde a multiplicacdo do valor ao quadrado de cada uma das frequéncias considera-
das, isto é, a, = wiw3---w?. Assim, para apenas a frequéncia fundamental segue que
a, = (2760)? = 1.4212 x 10°; para a frequéncia fundamental e terceira harmonica tem-
se a, = (2760)%(27180)2 = 1.8179 x 10'!; finalmente, para a frequéncia fundamental,
terceira e quinta harmonicas segue que a, = (2760)?(27180)%(27300)% = 6.4591 x 10'7.
O ndmero de condicionamento da matriz A em (42) tem a mesma ordem de grandeza que
y.

6 X:2.163
Y:3.327

:1.754e+004

Figura 19: UPS - controlador ressonante - varredura em A\ e 7 considerando apenas a
frequéncia fundamental.

12000

10000

8000

6000

6l 4000
X: 5.
Y:2.939
|Z: 1.289e+004

[] 2000

Figura 20: UPS - controlador ressonante - varredura em A e 7 considerando a frequéncia
fundamental e terceira harmonica.

Para cada um dos casos ilustrados nas Figuras 19-21, os valores do ganho F'e E, re-
sultantes da solucdo de PO1la para os valores 6timos de \ e 7 sdo apresentados na Tabela 1.
Note que o elemento F'(1,3) de cada um dos ganhos é da mesma ordem de grandeza que
a,, ou seja, podem assumir valores extremamente altos dependendo do nimero de harmd-
nicas considerado. Normalmente, ganhos de valor elevado podem ocasionar problemas
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Figura 21: UPS - controlador ressonante - varredura em A e 7 considerando a frequéncia
fundamental, terceira e quinta harmonica.

de implementa¢do como a amplificacdo de ruidos inerentes ao processo. Na Figura 22
sdo apresentados os erros de seguimento considerando a simulacdo do sistema para os
ganhos da Tabela 1. Pode-se observar que de fato a introducdo de mais harmonicas dimi-
nui o erro associado a perturbacdo. No melhor cendrio possivel (wy, 3wy € Swyp), 0 erro
maximo de seguimento em regime permanente é de 12.25V ou 7.5% em relagéo ao valor
de referéncia.

Tabela 1: UPS - ganhos dos controladores ressonantes
Frequéncia fundamental (wy)
E. =20.2129 | F =] -0.1000 —0.1038 1.6788 x 10° 227.3145 |

Frequéncia fundamental e terceira (wg € 3wg)
F= [ —0.0773 —0.1159 1.0493 x 10" 2.9986 x 108
- 6.1761 x 10° 357.9318 |

Frequéncia fundamental, terceira e quinta harmonica (wg, 3wg € Swp)
. — 19.8569 F= [ —0.1951 —0.5172 1.0884 x 10'® 3.1892 x 10" ...
c T - 8.8518 x 102 7.0720 x 10° 7.3826 x 10° 2.3830 x 103 }

E. = 23.5886

Considerando wy, 3wy € bwy na composi¢cdo do controlador ressonante, a simulacao
do sistema para uma condig¢do inicial z(0) = [8.5331 x 10? 8.5331 x 10? 0;x,,]” (de tal
forma que 2(0)” Pz(0) = 1) é apresentada na Figura 23. Pode-se observar que, apesar
dos valores elevados do ganho, o sistema permanece saturado por pouco tempo.

Conforme mencionado na Observacdo 2, é possivel implementar as matrizes I' e A
do PMI na forma diagonal. Nesta formulacdo nio ocorre a multiplicagdo das frequén-
cias elevadas ao quadrado, resultando em matrizes mais bem condicionadas e reduzindo a
chance de ocorréncia de problemas numéricos. Os resultados da solu¢do de POla consi-
derando esta implementacdo sao apresentados na Tabela 2. Pode-se observar que valor do
maior elemento de £ encontrado é da ordem de 10°, compativel com os resultados sem
saturacdo apresentados em (PEREIRA et al., 2009).

Na Figura 24(a) é apresentado o erro de seguimento para os controladores da Tabela
2. Note que o erro de seguimento diminui conforme um nimero maior de harmonicas
¢ introduzido no controlador ressonante. Por outro lado, a introdu¢cdo de harmodnicas
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Figura 22: UPS - Erros de seguimento para diferentes configuracdes do controlador res-
sonante.
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Figura 23: UPS - controlador ressonante - simulacdo considerando a frequéncia funda-
mental, terceira e quinta harmonica.
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Tabela 2: UPS - ganhos dos controladores ressonantes - forma diagonal

wo
A=12254 | n=50.7756 | a = 1.8405 x 107
E, = 35.8321 F=1]-00415 —0.0118 303.0611 10.7085 |
Wo € 3&)0
A=20417 | 1 =60.1819 | a = 1.4687 x 10

F=]-0.0495 —0.0273 803.9544 25.9517 ---
+9.4992 x 10 22.2580 |
wWo, 3(4)0 € 5(,00
A =2.8766 | n=81.5307 | o = 7.8475 x 10°
F=]-0.0820 —0.0853 5.3886 x 10° 95.7108 -- -

E.=299718

Fe = 184504 - 4.3658 x 10* 785262 9.9858 x 10* 40.8439 |
wo, 3&)0, 5&)0 € 7&)0
A =1.8173 [ n=150.3879 | o = 1.7145 x 10°
F=[-0.5044 —0.9306 6.0828 x 107 1.0249 x 10% ---
E,=21.7398 | --- 4.0445 x 10° 827.8357 7.6100 x 10° 691.9992 - --
1.7127 x 105 443.3392 |
wo, 3&)0, 5(4)0, 7(.(}0 ngg
A =10.1062 | n=231.3879 | a = 1.4633 x 10°
F=[-02123 —0.4604 2.0109 x 10* 424.3290 ---
E.=9.82066 | --- 1.1148 x 10° 345.0753 9.1249 x 10* 322.1445 ---

. 2.7061 x 10° 435.8002 1.3720 x 10% 255.7283 ]

maiores que 7wy pouco contribuem para a diminui¢do deste erro (ver Figura 24(b)). No
melhor cendrio possivel (wy, 3wy, dwy, Twy € Ywy) 0 erro maximo de seguimento em
regime permanente é de 1.72V ou 1.1% em relag¢@o ao valor de referéncia. Outro critério
de desemepenho diretamento associado ao erro de seguimento € a distor¢cdo harmodnica
total (do inglés, Total Harmonic Distortion - THD), a qual mede a fracdo de harmdnicas
diferentes da fundamental que estio presentes no sinal de saida. Os resultados percentuais
de THD para o controlador ressonante na forma diagonal € apresentada na Figura 25,
onde € possivel observar que o valor de THD diminui drasticamente conforme o nimero
de harménicas consideradas aumenta, passando de 20% para o caso onde apenas wy €
considerada para menos de 1% para o caso onde sdo consideradas wy, 3wy, Swy, Twp €
9wy. Valores de THD menores que 5% atendem as normas que regulam o funcionamento
dos sistemas UPS (ANSI/IEEE, 1986). Também € possivel observar que ndo hd uma
melhora significativa na THD quando a nona harmonica € considerada.

Na Figura 26 € apresentada a simulag@o do sistema considerando wy, 3wy, dwy, Twy €
9wy para z(0) = [1.4633 x 10® 1.4633 x 10° 01x,,]". Apds um breve periodo saturado, o
seguimento com erro de 1.1% € atingido em menos de meio periodo do sinal de referéncia.
Vale observar que em nenhum momento foi imposta qualquer restricdo sobre a resposta
temporal do sistema. Mesmo assim, o fato do sistema atingir o regime permanente em
menos de um ciclo do sinal de referéncia estd de acordo com as normas que regem o com-
portamento dos sistemas UPS. Outro parametro utilizado para medir a qualidade do sinal
entregue a UPS € o valor RMS (do inglés, Root Mean Square) do sinal de saida, o qual
deve ser o mais préximo possivel de 110Vz,5. Nas Figuras 27(a) e 27(b) € apresentado
o valor RMS da saida para as configuragdes do controlador ressonante apresentadas na
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Tabela 2. Note que o aumento do nimero de hamodnicas no controlador ressonante de fato
faz com que o valor RMS da saida se aproxime do valor RMS do sinal de referéncia. No
melhor caso, a diferenga entre estes valores é da ordem de 0.0015%.

3.5.3 Exemplo 3 - sistema MIMO

Nesta secao serd considerado o sistema multivaridvel apresentado em (FLORES et al.,
2012), sendo as matrizes A, B, B, e C que definem o sistema (38) representadas por

0 10 0 1 0 -51 1 7
~100 =30 0 0 17 0 11 0

A= 0 0o 37 1 "Bl o 1 |'B=| 3 23|
0 0 0 —19 1 1 1 0

C:[lo 20 0 01 euO:[m]
0 10 0 O )

Os sinais de referéncia e perturbacg@o considerados sdo ry(t) = 7 sen(2nt), ro(t) =
fgsen(27r§t), di(t) = d}sen(27r‘§t) e do(t) = czgsen(%r‘/?gt). Para estes sinais de
referéncia e perturbacio segue que ¢,.(s) = (s2 + (27)%)(s? + (v27)?) e ¢a(s) = (s* +
(v27)?)(s* + (2¢/57/5)?), resultando em

6(s) = (s> + (2m)°)(s* + (V2m)*) (s> + (2V/5m/5)%).

Neste exemplo serd apresentada uma comparagdo dos resultados supondo F,. # 0 e
E. = 0, com o objetivo de determinar quais as vantagens da introducao do compensador
de anti-windup. Para o caso sem o laco de anti-windup é necesséario resolver o problema
de otimizacgdo PO1 considerando nula a matriz M em (43). As dire¢des Xr = conv{x;}
e Dr = conv{d;} foram escolhidas de tal forma que x = [1 1 1 1 05467 ed =
2 11 05T

Para E. # 0 a solugdo de PO1 considerando ~ = 0.1 atinge o seu valor 6timo para
A =9.8901 x 1075 e n = 45000, resultando em o = 151.8844, 3 = 2.8714,

110.0043 17.0715

Ee=1 454869 11.3595

_ [ —41121 —4.3989 22850 x 1070 —0.1240  4.4486 x 10°  1.9194 x 10°
T | 3.05048 —3.3849 6.2991 x 107°  —0.4008 —4.5348 x 105 —1.9744 x 10°

- 3.3922 % 10°  3.1178 x 104 1.5251 x 10>  32.6358 —5.6550 x 10°
—3.5536 x 10° —3.3550 x 10* —1.8045 x 10> —49.4549 1.1475 x 107

- —2.4260 x 105 —4.2528 x 10° —3.8772 x 10* —1.8321 x 10° —34.3372
5.0336 x 105  9.1145 x 10°  8.6381 x 10*  4.5601 x 10®  117.3255 |~

F

Na Figura 28 ¢ apresentada a simulacdo do sistema para E. # 0, 7y = 5.7431, 7y =
2.8715, dy = 2.8715, dy = 1.4358 e 2(0) = 154.0723[1 1 1 1 0y,¢]". Estes valores de
condigdo inicias e referéncias/perturbagdo implicam em z(0) Pz(0) = 1 e q(t)T Rq(t) <
1. Note que os sinais de controle ficam saturados por aproximadamente meio periodo do
sinal de referéncia e que o perfeito seguimento dos sinais de referéncia € obtido em cerca
de um periodo deste mesmo sinal.
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Figura 24: UPS - erro de seguimento para o controlador ressonante - forma diagonal.
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Figura 25: UPS - controlador ressonante - THD considerando wy, 3wy, 5wy, 7wy € 9wy -
forma diagonal
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Figura 26: UPS - controlador ressonante - simulagdo considerando wy, 3wy, dwy, 7wy €
9wy - forma diagonal
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(b) Detalhe do valor RMS da saida

controlador ressonante - valor RMS dos sinais de saida apresentados na
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Controle 1
|
S o o

Controle 2
[6)] o [6)}

Figura 28: Sistema MIMO - controlador ressonante - simula¢do considerando E. # 0 e
2(0) = 154.0723[1 1 1 1 014¢)"

Da mesma forma, PO1 foi resolvido para o caso sem compensacao anti-windup, ou
seja, considerando E,. = 0. Os resultados obtidos para os valores 6timos A = 7.970x107°
e n = 70000 foram o = 4.9420, § = 0.4354 e

7| 699507  —732.6506 7.8670 x 107° 0.3106 3.4125 x 10° 1.2512x 107
T | 334.3085 —209.2080 4.1270 x 107% 2.1203 4.9694 x 10% 1.7157 x 108

- 1.8233 x 108 1.3273 x 107 4.8300 x 10° 6.9644 x 103 —5.7835 x 10
2.3062 x 107 1.5161 x 105 4.8673 x 10*  587.7740  —7.9163 x 108

—2.0858 x 109 —2.9610 x 105 —2.0619 x 107 —6.7611 x 10° —6.7419 x 103
—2.6366 x 108 —3.3181 x 107 —1.9044 x 105 —3.7490 x 10* 608.8171

A primeira contribui¢cdo da introdugdo do lago de anti-windup na malha de controle é
indireta, indicada pela redu¢do do conservadorismo do resultados. Isto pode ser observado
pelo tamanho dos conjuntos (P, 1) e Q(R, 1) obtidos através da solu¢do de PO1. Para o
caso com a compensagio de anti-windup, os valores de o e 3 s30 bem maiores do que os
valores obtidos para £, = 0. Isto ocorre porque hd uma redu¢do no numero de graus de
liberdade (expresso na forma de varidveis LMI) para a solu¢cdo de PO1 quando £, = 0.

A outra contribui¢do do lago de anti-windup pode ser observada comparando as simu-
lagdes apresentadas nas Figuras 29 e 30. Estas simulacOes foram realizadas considerando
os mesmos sinais de referéncia e perturbacio da Figura 28 e condi¢do inicial dada por
2(0) = [4.9420 4.9420 4.9420 4.9420 0,6)". Valores de condi¢do inicial maiores
que 4.9420 fazem com que as trajetorias do sistema sem o lago de anti-windup divirjam.
Note que este valor € mais de trinta vezes menor do que o valor mdximo que € garantido



74

para o caso com F. # 0, ou seja, para £. # 0 é possivel aplicar uma condi¢do inicial
2(0) = 154.0723[1 1 1 1 0;x6)" com a garantia de que as trajetérias ndo divergem. Para
os resultados apresentados na Figura 29, pode-se observar que os dois sinais de controle
permanecem saturados por uma fracao de tempo desprezivel e que o perfeito seguimento
¢ atingido em menos de meio periodo. A partir da Figura 30 pode-se observar que sem
a compensacio de anti-windup o desempenho do sistema piora consideravelmente uma
vez que o sinal de controle u; () permanece saturado por cerca trés quartos do periodo do
sinal de referéncia.

Na Tabela 3 sdo mostrados os valores de o e 3 para diferentes valores de . Pode-se
observar que para x = 0 apenas o conjunto €2( P, 1) é maximizado, resultando em um valor
infimo para (3. O contrdrio acontece para x = 1, quando apenas (R, 1) é maximizado.
O valor de x = 0.1 utilizado no exemplo desta secdo foi escolhido de forma a obter um
compromisso entre a condicao inicial do sistema e os valores de referéncia e perturbagcao
maximos admissiveis. Os valores de A e 1 apresentados na mesma tabela correspondem
aos valores que resultam no menor critério min (1 — k)y + k0.

Controle 1

o
|

Controle 2
o

Tempo

Figura 29: Sistema MIMO - controlador ressonante - simulagio considerando E. # 0 e
2(0) = [4.9420 4.9420 4.9420 4.9420 01,67

3.6 Comentarios finais

Neste capitulo foi apresentada uma metodologia de sintese de realimentacao de esta-
dos estabilizante e do lago de anti-windup a partir da introducao dos controladores resso-
nantes na malha de controle. Baseadas em de uma funcao de Lyapunov quadrética foram
obtidas condi¢bes “quasi” LMIs que garantem que as trajetdrias do sistema em malha



Controle 1

Controle 2
o ()]

|
(¢)]

1.5

2 25 3
Tempo

Tempo

Tempo

o

1.5

2 25 3
Tempo

75

Figura 30: Sistema MIMO - controlador ressonante - simulacdo considerando £, = 0 e
2(0) = [4.9420 4.9420 4.9420 4.9420 01,¢]7

Tabela 3: Controlador ressonante - influéncia de « nos valores « e 3

ko A n | a 3

0 | 1.0354 x 102 30000 | 355.7622  6.7256 x 109
0.1 || 9.8901 x 10=% 45000 || 151.8844 2.8714
0.3 || 1.1058 x 10~ 40000 || 140.0581 2.9407
0.5 || 1.0200 x 10~* 42000 || 116.7919 3.0376
0.7 || 1.4404 x 10~* 27000 |  86.8786 3.3849
0.9 || 1.3888 x 10~ 25000 | 61.4632 3.7045

1 || 1.6490 x 10~* 18000 || 6.8114 x 10° 4.0937
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fechada iniciadas em um dado conjunto elipsoidal convergem para um outro conjunto in-
variante no interior da regido de operacao linear do sistema. Além disso, foi proposto um
problema de otimizacao para o cdlculo destes ganhos visando a maximizag¢ao dos con-
juntos de condig¢des iniciais e/ou referéncias e perturbagdes admissiveis. Trés exemplos
numéricos ilustraram a metodologia proposta destacando: as trajetérias do sistema em
malha fechada; a possibilidade de aplicacdo da metodologia em problemas reais; os bene-
ficios da utilizacao do lagco de anti-windup no desempenho do sistema em malha fechada
e no conservadorismo dos resultados obtidos. Os resultados tedricos apresentados neste
capitulo foram publicados em (FLORES; GOMES DA SILVA JR.; SBARBARO, 2009).
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4 ABORDAGEM BASEADA EM CONTROLADORES RE-
PETITIVOS

Neste capitulo, o seguimento de referéncias e a rejeicao de perturbagdes serd garantido
através da utilizacdo dos controladores repetitivos. A formulacao destes controladores no
espaco de estados serd modificada de forma a considerar sinais de referéncia e pertur-
bacdo com frequéncias nao-multiplas de uma mesma frequéncia fundamental. Como no
capitulo anterior, o problema a ser resolvido € a obtencado de condi¢des na forma de LMIs
para a sintese simultdnea de uma realimentacdo de estados estabilizante e do lago de anti-
windup tais que todas as trajetoria iniciadas em um conjunto elipsoidal convirjam em um
tempo finito para outro conjunto positivamente invariante no interior da regido de opera-
cdo linear do sistema. Para a obten¢do destas condi¢des, foi considerada a abordagem de
Razumikhin independente do valor do atraso.

4.1 Controlador repetitivo multi-periodico

Para sistemas SISO onde os sinais de referéncia e perturbacio sao multiplos de uma
mesma frequéncia fundamental, pode-se considerar a formulacdo do controlador repeti-
tivo no espaco de estados apresentada em (32). Por outro lado, (32) apresenta como saida
do controlador uma combinac@o do estado x,.(t) atrasado e do sinal de erro, o que difi-
culta a realizacdo de uma realimentacao de estados tanto da planta como do controlador
repetitivo. Por este motivo, pode-se considerar a seguinte realiza¢do no espaco de estados
do controlador repetitivo:

Tre(t) = —wWekre(t) + were(t — 7) + e(t)
D
Yre(t) = Te(t)
onde z,.(t) € R. Segue que a fun¢io de transferéncia de e para y,. ¢ dada por
re 1 1
am(s) = Yreld) _ . (52)
e(s) Stwel— e

Note que as caracteristicas originais do controlador repetitivo com filtro Q(s) sdo
mantidas, sofrendo apenas uma penaliza¢io em altas frequéncias. Seguindo um raciocinio
andlogo ao apresentado na Secdo 2.3.1.3, pode-se concluir que quanto maior o valor de
w. menor tende a ser o erro de seguimento associado.

No caso onde os sinais de referéncia e perturbacio ndo sao multiplos de uma mesma
frequéncia fundamental, pode-se definir o conjunto 7 = {7y, --- , 7, } como o conjunto
de todos os periodos ndo-multiplos (inteiros) dos sinais de referéncia e perturbacdo. Como
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exemplo de composi¢do deste conjunto, suponha que o objetivo de controle seja seguir
os sinais 71 (t) = 7Tsen(2mt) e ro(t) = sen(rt) e rejeitar o sinal d(t) = 4sen(v/27t). A
partir destes sinais pode-se definir 7,,, = 1s, 7, = 2se 74 = V/2s, 0s quais resultariam em
T = {1,v/2}. O elemento 7,., nio foi considerado na composicio de 7 uma vez que este
periodo é miltiplo inteiro de 7,, (7., = 27;,).

Desta forma, pode-se considerar uma implementaciao em cascata de n, controladores
repetitivos “sintonizados” em cada um dos elementos de 7, conforme apresentado na
Figura 31, onde

1 1
G (s) = - yi=1,,n,
‘ s—i—wcll—ﬁ—w’e 7is’
e(s Tre, (S Tpey (S Tre, 1 (S Zpe,, (S
e ] e AL T

Figura 31: Representacdo em cascata do controlador repetitivo.

A funcao de transferéncia resultante desta configuracdo de controle é

o1 1
GE (s) = 53
£(s) = st@l—ﬁz — (53)

O PMI para sistemas MIMO define que para a obten¢ao do perfeito seguimento e/ou
rejeicdo de diferentes sinais de referéncia e perturbacdo, todos os canais de erro devem
contar com os modos instdveis ou marginalmente estdveis de todos os sinais de referéncia
e perturbacdo envolvidos (CHEN, 1970). Logo a funcao de transferéncia (53) devera ser
inserida em cada um dos j-ésimos canais de erro tais que

Yre;(s) A 1 1 .
Ireits) =1, ,p.
ej(s) H S + We; 1-— 5+:chle T8’ ) J p

Esta representacdo multi-periédica do controlador repetitivo pode ser realizada no
espaco de estados através da equagao

E(t) = AgE(t) Z Age,6(t — 7)) + Bee(t), (54)

onde as matrizes A; e B, sdo dadas por

p—upla p—upla
7\

—— - ~
Af = dZCLg{P, F, N ,P}, Ad& = diag{Fdi, sz’, N ;Fdi}’ Bg = Ip (9 A

1 —We, 0 0 0
0 1 —w, -~ 0 0
A: O ER”TXI, F: ERnTXnT
: 0 0 enp—1 0
| 0] 00 1 We,.
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ecom 'y, € R"*" ¢ = 1,--- n, sendo uma matriz diagonal com elementos dados
por Iy, . = we, se j = i e 0 caso contrdrio. Por exemplo, as matrizes I'y, e I', seriam
representas por
We, 0 0 o 0 --- 0
0O 0 --- 0 0 wey -+ 0
Lo, = N A N
0O 0 --- 0 0O 0 --- 0

respectivamente. De forma andloga ao controlador (23), (54) é uma equagdo de dimensao
pn., onde as matrizes I', ['y, e A sdo repetidas p vezes em uma estrutura bloco-diagonal.
Por simplicidade, serd considerado £(¢) € RP™ com p, = pn,.

Por outro lado, os efeitos da saturacdo sobre o desempenho do sistema em malha
fechada precisam ser levados em conta. Com o objetivo de reduzir a perda de desempenho
e ainda adicionar graus de liberdade ao problema de estabilizac@o a ser formulado, um
compensador anti-windup estético € adicionado a (54), resultando em

E(t) = Ack(t) + Z Aug€(t — 1) + Bee(t) + BeBo(saty, (u(t)) —u(t))  (55)
onde E. € RP*™ ¢ uma matriz de ganho anti-windup a ser determinada.

4.2 Preliminares

Considere o sistema linear invariante no tempo sujeito a restri¢des no sinal de controle
(38) apresentado na Secdo 3.1. A partir deste sistema e da relacdo (55) pode-se definir o
vetor de estados aumentado

2(t) = [z(H)" €] e R
de tal forma que as relagdes (38) e (55) podem ser escritas como

3(t) = Az(t +ZAd 2(t — 73) + Bysaty, (u(t)) — BoWy, (u(t)) + Byg(t),  (56)

=1

onde ¢(t) = [r(t)T d(t)T]T € RPH,

A 0 0 0
A _ nXxXpr A = nxn nxXpr
{ _B£C A§ } P { Oprxn Adfi ] ’

_ B _ _ Onxp o 0n><p Bd
Br= {Opfxm ] B = Ve V= { B }qu_ { Be Opoxt |

Para estabilizar o sistema aumentado (56) é considerada uma realimentacao estdtica
de estados na forma

u(t) = Fra(t) + FRé(t) = Fz(t), F e Rmxnter), (57)

a qual origina o seguinte sistema em malha fechada:

i) = (A + B F)z(t) + Z Agz2(t —7;) — (B 4 Ba) Wy, (u(t)) + Byg(t).  (58)
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A condig¢do inicial do sistema aumentado (58) € denotada por ¢,, correspondendo ao
valor da fun¢@o ¢, () restrita ao intervalo [—7, 0], 7 = max{ry,--- ,7,, }, ouseja, z(0) =
¢.(0), ¥ € [—7,0]. O sistema em malha fechada resultante é apresentado na Figura
32, onde v(t) = sat,,(u(t)). A estrutura de controle proposta é exatamente a mesma
apresentada na Figura 12, apenas com a troca do bloco que implementa o controlador
ressonante pelo bloco que implementa o controlador repetitivo MIMO definido em (55).

E. [«
> (50) *d(t)
" + |Controlad +
T(t) e(t) I'ggpre(z)tizvgrﬂ F2 Planta y(t)
- MIMO +hu(t) v(t)

(t)

Figura 32: Controlador repetitivo - sistema em malha fechada.

4.3 Formulacao do problema

Como foi visto na Se¢do 2.3.1.3, as frequéncias de corte w,,, @ = --- ,n, tem papel
preponderante no erro de seguimento do sistema em malha fechada. Por este motivo, o
Problema 2 apresentado na Secdo 3.2 pode ser reformulado em funcdo destas varidveis
como

Problema 3 Calcular o ganho estabilizante F', o ganho de anti-windup E, e as frequén-
cias de corte w,,, i = 1,...,n, tais que, Vz(0) € Z, e Vr(t),d(t) com q(t) € Q,,
todas as trajetorias do sistema (58) iniciadas em Z, convergem para o conjunto Jy C
S(F,ug) N Z9 em um tempo finito t; e permanecem no interior deste conjunto Nt > t;.

Baseado no Problema 3, os seguintes sub-problemas podem ser enunciados:

P2: Dados w,,,? = 1,...,n,, determinar os ganhos /' e E,. que maximizam o tamanho
dos conjuntos admissiveis Z, e/ou Qp;

P3: Dados Zj e/ou Q, determinar os ganhos F' e E, tais que w,,, % = 1,...,n, assumam
os maiores valores possiveis. Este sub-problema estd diretamente relacionado com
a minimizagdo do erro de seguimento.

As demais consideragdes relativas ao modelo interno e a escolha dos conjuntos 2y, Jo
e Qp sdo as mesmas apresentadas na Se¢do 3.2.
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4.4 Resultado principal

O resultado principal deste capitulo serd apresentado em duas partes: primeiro, serd
enunciado um lema que garante a convergéncia das trajetdrias iniciadas em Q(P, 1) para
Q(nP, 1) e que este conjunto € invariante Vq(t) € (R, 1), considerando a abordagem de
Razumikhin; a partir deste lema serd enunciado um teorema que apresenta condi¢des para
a determinacao dos ganho F' e F., tais que o Problema 3 seja resolvido.

Lema 2 Considere o sistema (58) e a fungdo de candidata de Lyapunov V(z(t)) =
2()TPz(t). Se

, Va(t)lg(t)" R(t) <1
Vi(z(t) <0< Vz(t)|z()TPz(t) < 1ez(t)InPz(t) > 1 (59)
Vz(t)|z(t + 0)TPz(t + 0) < ex(t)T Pz(t),0 € [—7,0]

come > 1en > 1entdo, Vo, € QP,1), isto é, Vz(t +6) € Q(P,1) V0 € [—7,0],
a trajetoria correspondente nunca deixa Q)(P, 1) e converge para Q(nP, 1). Além disso,
Q(nP, 1) é um conjunto positivamente invariante.

Prova. Esta prova segue ideias similares as apresentadas em (FRIDMAN; SHAKED,
2003b), relativas a uma abordagem de Razumikhin. Seja z; a restri¢ao de z(¢) no intervalo
[t — 7,1] e defina

V(z) = sup V(z(t+90)). (60)
—7<6<0

Considere ¢(t) € (R, 1) e suponha que ¢, = zy € Q(P,1) e que zy ¢ intQ(nP, 1),
isto é, VO € [—7, 0] segue que z(0) ¢ int2(nP,1). Logo, existe § = 6, € [—7,0] tal que
V(2(6p)) = V(20) e, neste caso, duas situacdes podem ocorrer:

a) 0y < 0e V(2(t)) < V(2(6y)), Vt € [0y, 0]:

Neste caso, dada a continuidade das trajetorias do sistema, existe um escalar r > 0
suficientemente pequeno e € > 1 tais que, para 0 < t < r, r < 6y + 7, tem-se
eV (z(r)) < V(z(6y)), ou seja, z(t) € Q(P,1). Supondo agora que eV (z(r)) =
V(2(y)), baseado em (59) segue que V (z(r)) < 0, o que implica em V' (z(r +
At)) < V(z(r)) < 1 para At — 0. Seguindo esta linha de raciocinio, tem-se que
V(zggrs+nt) < V(20), 0 que implica em z(t) € Q(P, 1), Vt € [0y, 0y + 7).

O comportamento da fun¢do de Lyapunov neste intervalo € apresentado na Figura
33. Pode-se observar que em ¢t = 6, a fungdo de Lyapunov V' (z(¢)) atinge o seu
valor mdximo dentro do intervalo [—7,0], ou seja, é equivalente a V' (z,). Neste
item é mostrado que, no intervalo [0,7), V (z(¢)) ndo ultrapassa o valor eV (z(6y)).
No instante ¢ = 7 segue que V (z(r)) = €V (2(6y)), implicando assim em V (z(r +
At)) < 0 com At — 0.

b) 90 =0:

Neste caso, V(z) = V(2(0)), de tal forma que 2(6)7 Pz(0) < €z(0)T Pz(0) para
€ > 1 e, a partir de (59), segue que V(z(At)) < V(2(0)) < 1 para At — 0, isto é,
z(At) € Q(P, 1).

Como o sistema € invariante no tempo, deslocando o intervalo [—7, 0] para um inter-
valo qualquer [t — 7,t] e refazendo esta mesma andlise conclui-se que Vi(zz) < V(20)
e V(ziiar) < V(zo) para At — 0, o que implica em z(t) € Q(P,1), Vt > 0. Além
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V(=(1))

A

V(z(r)) = e V(2(6o))

B\

ﬁ
~Y

—T 60

Figura 33: Tlustracdo de V'(z(t)) - Lema 2

disso, se z; € Q(P,1)e z ¢ intQ(nP,1), entdo segue que V(z;) é decrescente e que
V(zips1a:) < V(z) para At — 0, o que garante que as trajetérias convergem para a
regido Q(nP, 1).

Suponha agora que z;, € Q(nP,1)eque 2(t;)"nPz(t;) = Le z(t;+0) " nPz(t,+0) <
1, V0 € [—7,0]. Neste caso, ez(t1)TnPz(t1) > z(t; + 0)TnPz(t; + 6). Logo, baseado
em (59), segue que V (z(t1)) < 0, o que implica que z(t; + At) € Q(nP, 1) com At — 0.
Isso conclui a prova de que o conjunto 2(nP, 1) é positivamente invariante. m

Baseado no Lema 2, o seguinte teorema fornece condicdes independentes do valor do
atraso para a determinacao dos ganho F' e E. que resolvem o Problema 3.

Teorema 7 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W € RHpr)x(npr)
S; € Retpr)x(rter) j = 1 ... n_e R € ROHDXCH) atrizes Y e R7™*(vten)
X € R™x(ter) o M € RPX™, uma matriz diagonal definida positiva L € R™ ™ ¢
escalares A > 0 e ) > 1 satisfazendo

H(W,Y,S) —B,L—VM+XT B,

* —2L 0 <0 (61)
* * —A\R
W *
207 .:1a"'7m (62)
{ Yo — Xo)y g } /
nWw % ] .
207 :17"'7m (63)
[ Yy  ugg) /
S;—W>0,i=1,---,n, (64)

com H(W,Y, S) = Sim{AW + B.Y} + [(—=1+3n) A+ n]W + 377", Ay, S;A7, entdo
os ganhos F =YW ™' e E, = ML sao tais que:

1. Todas as trajetorias de (58) iniciadas em (P, 1) convergem para Q(nP,1) C
S(F,ug) onde P =W~1;
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2. Q(nP,1) é um conjunto invariante, ¥q(t) € Q(R, 1).

Prova.
Calculando a derivada da fungdo candidata de Lyapunov V(z(t)) = z(¢)T Pz(t) ao
longo das trajetdria do sistema (58), segue que

V(2(t)) =2(t)T Sim{P(A + B F)}z(t) 4+ 22(t Z PA, =(t

20 PB4 Ba (F() + 2:(0) PB ().

Segundo (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003), a desigualdade EG+GTET < EPET+
GT P~1G se verifica para quaisquer matrizes F e G de dimensdes apropriadas e P defi-
nida positiva. Aplicando esta propriedade ao termo 2z(¢)" Y77 PA 4, z(t —7;) da relagdo
anterior segue que

V(z(t)) <z(t)'(Sim{P(A + B{F)} + i PA, S A} P)z(t)

—22(t)TP(By + By) VU, (F2(t)) + 22(t)" PByq(t)
+ ZT: 2(t —7)TS 2 (t — 7).

Se (64) é verificada, entdo tem-se que S; ' < P, o que implica em z(t —7;)7'S; ' 2(t —
7;) < z(t — 7)1 Pz(t — ;). Neste caso, é possivel mostrar que

nr

Z 2t — 1) 'St —7) < Z 2(t — 1) Pz(t — )
i=1 i=1
e que

V(z(t) < =(t +Z (t—7)"Pz(t — ) (65)
com =

Z(t) =2(t)" (Sim{P(A +B.F)} + nz PA4S;ALP)z(t)

— 22(t)" P(By + Ba) W, (Fz(t)) 4 22(t)" PByg(2).
Supondo agora que
E(t) +06(t) +n.2(t)"Pz(t) <0 (66)
onde
O(t) = — 2V, (Fz(t)) ' T(V,, (Fz(t)) — Gz(t)) + M1 — z(t)T P2(t))
+3A(2() " P2(t) — 1) + A1 — q(t)" Rq(1)),

entdo 3§ > 0 tal que Z(¢) + O(t) + en, 2(t)T Pz(t) < —on,z(t)" Pz(t) com e = 1 + 4.
Seguindo este argumento, se (66) € satisfeita, entdo

E(t) + Ot +Z (t — )" Pz(t — )

=1

—(e+ On.z(t)TPz(t) + Z (t — )" Pz(t — 7). (67)

=1
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Conforme visto na Se¢do 2.2.2.2, se z € S(F — G, uyp), entdo a condi¢do de setor
modificada U, (Fz(t))TT[¥,,(Fz(t)) — Gz(t)] < 0 € verificada para qualquer matriz T
diagonal definida positiva. Se z(t) € S(F —G,ug) € z(t) e q(t) so tais que z ()" Pz(t) <
1L, z(t)TnPz(t) > 1eq(t)T Rq(t) < 1, entdo segue que O(t) > 0. Por outro lado, supondo
agora que z(t + 0)TPz(t +0) < ez(t)T Pz(t), 0 € [-7,0], tem-se

nr

> a(t—m) ' Pa(t—7) < nz ez(t)TPz(t) = nrez(t)T Pz(t). (68)

i=1 i=1

De (67) tem-se que Z(t) < —(e + 0)n,z(t)T Pz(t) — O(t). Logo, se (66) € satisfeita,
pode-se concluir a partir de (65) e (68) que

V(z(t)) < —(e + 0)n,z(t)T P=(t) — O(t) + ZT 2(t — ) ' P2(t — 1)
< —6n.2(t)T Pz(t) <0, )

Vz(t) tal que z(t+0)T Pz (t+0) < ez(t)T Pz(t), 0 € [7,0], 2(t) € Q(P, 1)NS(F -G, up),
2(t) ¢ intQ(nP,1) e Vq(t) € QR,1).

Baseado no Lema 2, pode-se concluir que se ¢, € Q(P, 1), ento a trajetéria corres-
pondente nunca deixa Q(P, 1) e converge para o conjunto 2(nP, 1) desde que Q(P, 1) €
S(F — G, ug). Note que pré- e pés-multiplicando (61) por diag{ P, T, I}, segue que (61)
implica em (66) para P =W leT = L1

A relacdo (62) é responsdvel por garantir que (P, 1) estd incluso em S(F' — G, ug) e
(63) implica que §2(nP, 1) estd contido no interior da regido de operagdo linear S(F, ug).
|

Baseado no Teorema 7, pode-se enunciar o seguinte coroldrio para a garantia do erro
nulo de seguimento.

Corolario 2 Se o sistema (38) ndo possui zeros de transmissdo em s = +jkw;, k =
0,1,2,---, 1 =1,--- ,n,, e se as condigcoes (61), (62), (63) e (64) do Teorema 7 sdo
verificadas, entdo ¥z(0) € Q(P, 1) e para todo sinal de referéncia periédico r(t) e per-
turbagdo d(t) tais que q(t) € Q(R, 1), segue que lim;_.~e(t) = €, onde € é um erro de
seguimento tolerdvel associado ao valor de w,,, i = 1,--- ,n,.

Prova. O resultado do Teorema 7 garante que as trajetorias do sistema em malha fechada
convergem para a regido Q(nP,1) C S(F,up). Usando a mesma argumentagdo baseada
na abordagem de Razumikhin € possivel mostrar que existe um tempo finito ¢; tal que
z(t) € Q(nP, 1), Yt > t;. Observe também que a verificacdo de (61) forca com que
H(W,Y,S) < 0. Este fato garante que o sistema (58) € assintoticamente estavel e se
comporta linearmente (ou seja, nenhum dos sinais de controle violam o limite de satu-
ragdo) em (nP,1). Logo, dado que a planta ndo apresente nenhum zero nas posi¢des
s = +jkw;, k=0,1,2,..., ¢ =1,2,--- ,n,, o PMI pode ser aplicado, resultando as-
sim no seguimento das referéncia e/ou rejeicao das perturbagdes com um erro residual
dependente do valor de w,, conforme discutido na Secdo 2.3.1.3. m

Observacao 9 A abordagem de Razumikhin a partir de uma fun¢do candidata de Lya-
punov quadrdtica permite as andlises de invaridancia e contratividade baseadas em con-
juntos elipsoidais (curvas de nivel da funcdo de Lyapunov), o que desempenha um papel
Jundamental para lidar com o comportamento ndo-linear introduzido pelo saturacdo.
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Neste contexto, o uso de funcionais de Lyapunov-Krasovskii (e a possivel obtencdo de
condicoes dependentes do valor do atraso) é mais complicado e permanece um problema
em aberto pelas seguintes razoes:

1. Dificuldade em caracterizar uma forma geométrica tratdavel para curvas de nivel
do funcional;

2. Ndo é possivel garantir que Jy C S(F,ug) através de LMIs, onde [J, também é
uma curva de nivel do funcional;

3. Ndo é direta a garantia de que as trajetorias convergem para este conjunto (e con-
sequentemente que ele é positivamente invariante).

4.5 Problema de otimizacao

Baseado no Teorema 7, pode-se propor dois problemas de otimizacao para a obtencao
dos ganhos F' e E. a fim de resolver os problemas P2 e P3. O tamanho dos conjuntos
Q(P,1) e Q(R, 1) é medido de forma andloga ao capitulo anterior (Se¢do 3.4), ou seja,
baseado nos conjuntos Xz € Dy formados por dire¢des conhecidas a priori.

Supondo w,,, ¢ = 1---,n, conhecidos, a solu¢do do problema P2 envolve a maxi-
mizagdo dos escalares o > 0 e § > 0 tais que aXp C Q(P,1) e fDr C Q(R,1). Este
objetivo pode ser alcancado através da solucdo do seguinte problema de otimizacao:

PO2: min (1 — k)Y + ki

T
|:fy }I}/:| Zoa izla"'afa

X;
dJTRdj <wp, g=1,...,s,
Relacdes (61), (62), (63) e (64).

sujeito a

Para o = % e = \/iﬁ, a minimizagdo de v e p implica na maximizacdo de e 3. A
escolha do pardmetro x segue os mesmos principios discutidos na Secdo 3.4, ou seja, de
acordo com a prioridade em maximizar o conjunto de condi¢des iniciais ou o conjunto de
referéncias e perturbacdes admissiveis.

Para resolver o problema P3 considera-se os escalares v e ;4 dados e a maximizacao
de w,,, 1 =1,--- ,n,; como segue:

PO3: max Z Pile,
=1
T
vYOx .
|:Xi W:| Zoa Z_ly"'7f7
dedj <p, g=1,...,s,
Relacdes (61), (62), (63) e (64).

onde p; > 0, ¢+ = 1---,n, sdo fatores escalares que representam os pesos de cada
frequéncia no critério, o que permite priorizar a maximizacao de uma das frequéncias em
detrimento de outra.

Note que para A, 1) e frequéncias de corte w,, fixos a priori, as relagdes (61)-(64) sao
efetivamente LMIs. Para reduzir o nimero de varidveis de varredura pode-se considerar
todas as frequéncias de corte iguais, ou seja, w,, = We, © = 1---  n.. Nos exemplos

sujeito a
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de simulagdo foi observado que esta escolha particular tem pouca influéncia no valores
6timos resultantes da solu¢do do problema de otimizacdo PO2. Desta forma, em PO2 dois
parametros devem ser fixados, s e w.. Para os demais parametros \ e n é realizada uma
varredura em busca de valores que resultem no menor critério de otimizagao.

De qualquer forma, a escolha de s e w. ndo deve ser feita de forma arbitrdria: como
mencionado anteriormente, x deve ser escolhido de acordo com a prioridade em maxi-
mizar (2(P,1) ou (R, 1). Por outro lado, altos valores de w, implicam em erros de
seguimento pequenos. De uma maneira geral acaba por se estabelecer um compromisso
entre os valores de w, e o tamanho dos conjuntos admissiveis, sendo que altos valores de
w,. resultam em pequenos valores para os tamanhos de a e 3.

4.6 Exemplos numéricos

Neste capitulo sdo considerados os mesmos exemplos discutidos na Secdo 3.5. A ndo
ser que explicitamente mencionado, as matrizes e parametros que descrevem os sistemas
sdo idénticos aos considerados nas Secdes 3.5.1, 3.5.2 e 3.5.3.

4.6.1 Exemplo 1 - sistema SISO

Devido as restri¢des inerentes aos controladores ressonantes (cada modo senoidal in-
sere dois estados no sistema aumentado), na Secao 3.5.1 foi considerado um sinal cons-
tante como sinal de referéncia. No caso do controlador repetitivo, supondo sistemas SISO
e que todos os sinais envolvidos s@o multiplos inteiros de uma mesma frequéncia fun-
damental, apenas um estado adicional € inserido no sistema aumentado. Desta forma,
assume-se que os sinais de referéncia e perturbacao sdo ondas triangulares de mesmo pe-
riodo (7 = 10s) e amplitudes a serem determinadas através da solu¢do do problema de
otimizagao PO2.

Para v = 0.5 os valores de A\ e 7 que resultam no menor critério (1 — k)y + k¢
sdo 0.0021 e 39.7959, respectivamente. Para estes valores, segue que o = 0.9769, 5 =
0.1298,

x 108

p_ 1.0431 —0.6910 } R— { 11772 —2.3543

—0.6910  0.7538 T | —2.3543  4.7086
F=[-9.0048 108751 | e E, = 4.9901.

Considerando 7,,,, = 0.1298, d,,.. = 0.0649 (calculados como descrito na Secdo
3.5.1) e 2(0) = [1.5386 1.6096]" (tais que Gna. € OQ(R, 1) e 2(0) € OQ(P, 1)), segue
que a simulacdo do sistema em malha fechada é apresentada na Figura 34. Note que o
sinal de controle atinge os dois limites de saturagdo antes de permanecer confinado ao
interior de S(F, ug). Este comportamento é melhor visualizado na Figura 35.

Na Figura 35(a) € apresentado o plano de fase do sistema aumentado supondo z;(t) =
x(t) e zo(t) = £(t), além dos elipsoides (P, 1), Q(nP, 1) e a regido de operagdo linear
do sistema calculados a partir da solugdo de PO2. Nesta mesma figura € apresentada a
evolugio da trajetéria do sistema iniciada no ponto 2(0) = [1.5386 1.6096]”. Note que
esta trajetoria € iniciada fora da regido de operacao linear, atravessa esta regido, voltando a
fazer com que o sinal de controle sature e, uma vez no interior de €2(n P, 1), fica confinada
a este conjunto. No detalhamento deste conjunto apresentado na Figura 35(b) fica claro
que a trajetdria correspondente nao deixa o interior de Q(n P, 1).

Seguindo este mesmo raciocinio, na Figura 36(a) € apresentado o plano de fase do
sistema para vdrias trajetorias iniciadas na fronteira de €2(P, 1). Neste caso, é possivel
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Figura 34: Sistema SISO - controlador repetitivo - simulagdo do sistema (42) para 7,4, =
0.1298, dypar = 0.0649 € 2(0) = [1.5386 1.6096].

observar os mesmos comportamentos obtidos para os controladores ressonantes, isto €,
trajetdrias iniciadas na regido linear e que deixam esta regido depois de um certo momento
e trajetdrias iniciadas fora da regido linear que cruzam esta regido em um certo tempo. O
detalhe de 2(n P, 1) apresentado na Figura 36(a) mostra que de fato todas estas trajetdrias
convergem para o interior de {2(P, 1).

Comparando as duas abordagens propostas, segue que os resultados obtidos para o
controlador repetitivo sdo menos conservadores, uma vez que os valores de a e (3 sdo
maiores do que os apresentados na Secdo 3.5.1. Além disso, vale ressaltar mais uma vez
que o controlador repetitivo garante o seguimento/rejeicao de qualquer sinal periédico
com periodo miltiplo de 7 = 10s.

4.6.2 Exemplo 2 - UPS

Seguindo o procedimento adotado na Secao 3.5.2, o problema de otimiza¢do de in-
teresse € maximizar o conjunto de condicoes iniciais para um dado conjunto de valores
maximos dos sinais de referéncia e perturbacdo. Assim, PO2 pode ser escrito em uma
formulacdo andloga a POla, ou seja, fixando-se 6 = 1 em (49) e k = 0, de forma a ma-
ximizar apenas (P, 1) (uma vez que §2(R, 1) é conhecido). As dire¢des de otimizacdo
foram novamente arbitradas de tal forma que x; = [1 1 01y, ] e d; = [155.5635 50]”.

Nas Figuras 37-39 sdo apresentados os resultados para a solugdo de PO2 conside-
rando a varredura em A\ e 1 e supondo w. = 50rad/s, w., = 60rad/s e w., = Gb6rad/s,
respectivamente. Os pontos destacados em azul escuro sdo pontos onde ndo foi possivel
encontrar solu¢do para o problema de otimizacao proposto. Note que o espaco de valores
de A e, principalmente, 1 para os quais € possivel achar uma solucido para PO2 diminui
drasticamente conforme w, aumenta. Para valores de w. maiores que 66rad/s ndo foi pos-
sivel encontrar um conjunto de parametros A e 7 tais que PO2 fosse factivel. No caso
dos controladores ressonantes este efeito nao € tdo pronunciado, onde o erro de segui-
mento foi utilizado como critério para a escolha do nimero maximo de harmonicas e nao
a impossibilidade de encontrar uma solucao.
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(a) Regides consideradas

-03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(b) Detalhe Q(nP, 1)

Figura 35: Sistema SISO - controlador repetitivo - trajetéria de (42) iniciada em z(0) =
[1.5386 1.6096]7.
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(b) Detalhe Q(nP, 1)

Figura 36: Sistema SISO - controlador repetitivo - trajetdrias de (42) iniciadas na fronteira
de Q(P,1).
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Figura 37: UPS - controlador repetitivo - varredura em \ e 7 considerando w,. = 50.
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Figura 38: UPS - controlador repetitivo - varredura em \ e 7 considerando w,. = 60.
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Figura 39: UPS - controlador repetitivo - varredura em \ e 7 considerando w,. = 66.

Os valores dos ganhos F' e F, resultantes da solucao de PO2 para os valores 6timos
de A\ e n apresentados nas Figuras 37-39 podem ser encontrados na Tabela 4. Na Figura
40 sdo apresentados os erros de seguimento considerando a simulacdo do sistema para os
ganhos da Tabela 4. Pode-se observar que o menor erro possivel (no caso w. = 66rad/s)
ainda € cerca de dez vezes maior que o erro obtido para o controlador ressonante.

Tabela 4: UPS - ganhos dos controladores repetitivos

w. = 50

E,=243.0228 | F =] —0.0679 —0.0856 252.4432 |
w. = 60

E.=133.9604 | F = [ —0.1293 —0.2695 1.1197 x 10° |
w. = 606

E.=135584 | F =] —01932 —0.6172 3.4072 x 10° ]

Considerando w,. = 66rad/s, a simulagdo do sistema para uma condi¢@o inicial z(0) =
[414.8182 414.8182 0y4,,]" (de tal forma que 2(0)” Pz(0) = 1) é apresentada na Figura
41. Pode-se observar que existe uma defasagem entre o sinal de referéncia e a saida do
sistema, resultante da frequéncia de corte do filtro passa-baixas ndo ser suficientemente
grande. Esta diferenca na fase ja foi mencionada quando o Diagrama de Bode do contro-
lador repetitivo foi apresentado (ver Figura 9). Esta defasagem é o principal responsavel
pelo erro pontual na casa de 10% apresentado na Figura 40 e ndo a deformacio da saida
decorrente no conteddo hamonico como no caso do controlador ressonante. Como pode
ser observado na Figura 42 a diferenca entre o valor RMS do sinal de referéncia e o sinal
de saida é muito pequena, na casa de 0.0118%. Finalmente, na Figura 43 é apresentada
a THD do sinal de saida para os diferentes valores de w. considerados. Note que a THD
€ menor que 5% para os trés valores de w,. apresentados. Para w. = 66rad/s, os resul-
tados de THD e erro RMS do controlador repetitivo sdo da mesma ordem de grandeza
quando comparados ao controlador ressonante com as frequéncias wy, 3wy € dwy. Para
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Figura 40: UPS - erros de seguimento para diferentes frequéncias de corte.

esta escolha partircular de UPS, ambos controladores satisfazem os requisitos da norma
(ANSI/IEEE, 1986).

4.6.3 Exemplo 3 - sistema MIMO

Considere o sistema (38) com as mesmas matrizes A, B, B,, C e limites de saturacdo
uo apresentadas na Secdo 3.5.3. Os conjuntos de periodos dos sinais de referéncia e
perturbagdo sdo definidos como 7, = {1, \/5} e Ty =A V2, \/5}, respectivamente. Neste
caso, a unido de 7, e 7y resultaem 7 = {1,/2,v/5}.

De forma andloga ao apresentado no capitulo anterior, o objetivo deste exemplo é
ilustrar a influéncia do lago de anti-windup no desempenho do sistema em malha fechada.
O objetivo de otimizag¢do é maximizar os conjuntos (P, 1) e (R, 1) nas dire¢des Xp =
{x},x=1[1 111 01x6)" eDg ={d},d=1[2 1 1 0.5]7. Além disso, assume-se
que todas as implementacdes do controlador repetitivo apresentam a mesma frequéncia
de corte do filtro passa-baixas, isto €, w,, = w,, 1 =1,---, 3.

A partir destes dados, o problema de otimizagdao PO2 foi resolvido considerando uma
varredura nos parametros 7 e A, supondo w. = 3 e k = 0.1. Os valores 6timos para o
critério de otimizagdo de PO2 foram obtidos para n = 6578.9 e A = 2.7263 x 107,
resultando em: o = 98.0685, 5 = 1.0372,

B - 73.5427 7.9865}

34.3475 6.5939

_[01364 —2.9942 0 —0.0240 27.7543  60T.6818
~ | 34752 0.0308 0 —0.0504 —19.0174 —249.0004

4365.9351  —35.4740 —802.2777 —5748.4454]

F

- —1975.8114  40.3454  646.7448  4872.0296
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Figura 42: UPS - controlador repetitivo - valor RMS dos sinais de saida para diferentes
valores de w.,.
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Figura 43: UPS - controlador repetitivo - THD do sinal de saida para diferentes valores
de w.,.

Supondo agora o caso sem o compensador anti-windup, ou seja, removendo o termo
relativo a matriz M em (61), o problema PO2 foi resolvido considerando os mesmos
valores de w,. e x do exemplo anterior. Neste caso, segue que a solucdo 6tima é obtida
paran = 5055.6 e A = 5.6444 x 107°, resultando em: o = 1.2896, 3 = 0.0298,

r_ 58.3798  —80.3093 0 0.1040 117.4589  1438.1500
~ | 216.8853 —176.8838 0 0.4299 —11.0505 —5716.0010

1.5734 x 10"  335.7198  9038.8082 5.7688 x 10*
—2.0780 x 10* 1241.6451 35956.6139 2.2478 x 10°

Para ilustrar o desempenho do sistema em malha fechada com os ganhos computados
considera-se que os sinais de referéncia e perturbagio r1(t), ro(t), di(t) e do(t) sdo ondas
triangulares periddicas com amplitudes iguais a 2.0745, 1.0372, 1.0372 e 0.5186 e perio-
dos iguais a 1s, \/33, V2s e v/5s, respectivamente. Neste caso os valores mdximos de
referéncia e perturbagdo foram calculados por um procedimento andlogo ao apresentado
na Se¢do 3.5.1 tais que ¢ . R¢mae = 1. Os resultados de simulagdo com e sem a com-
pensacdo anti-windup sao apresentados nas Figuras 44 e 45, respectivamente, supondo
uma condigdo inicial £(0) = [98.0685 98.0685 98.0685 98.0685]7 e £(0) = 0px1 (tais que
2(0)T Pz(0) = 1). Assim como no caso dos controladores ressonantes, a contribui¢io do
compensador anti-windup se da de duas maneiras: o sistema com F, # 0 deixa a regido
saturada em um tempo menor se comparado com o caso com F, = 0, melhorando de
forma significativa a resposta transitoria do sistema; além disso, existe um aumento nos
valores de « e 3 (ou seja, os conjuntos admissiveis obtidos sdo maiores), resultantes do
grau de liberdade adicional decorrente da matriz M na relacdo (61).

A relagdo entre o tamanho dos conjuntos (P, 1) e (R, 1) e os valores de w, e k
pode ser observada na Tabela 5, onde os valores de o e (3 para diferentes configuragdes
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Figura 45: Sistema MIMO - controlador repetitivo - simulac¢do considerando £, = 0 e
2(0) = 98.0685[1 1 1 1 0yx6)7
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destes parametros sdo apresentados. Note que de fato a escolha de x e w, influenciam
diretamente no tamanho dos conjuntos resultantes.

Tabela 5: Controlador repetitivo - influéncia de x e w, nos valores de « e 3

we =3
k|| 0.00 0.20  0.40 0.60 0.80 1.00
a || 139.03 87.63 71.03 50.23 37.83 0.00
G 0.00 1.04 126 183 3.17 4.31
We =25
k| 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

o | 5dL.17 19.77 17.14 1417 6.10 0.00
g1 000 037 049 063 1.12 1.47

Na Tabela 6 € apresentada a solu¢ao de PO2 para diferentes combinagdes das frequén-
cias de corte w,,. Neste caso . denota qualquer combinagio w. = [We, We, Wey]- Além
dos resultados do problema de otimizagdo (« e ), também sdo apresentados nesta tabela
os erros maximos das saidas do sistema quando este atinge seu regime permanente, deno-
tadas por y1,,(t) e y,, (t). Estes valores sdo calculados em relagdo percentual a partir dos
valores maximos dos sinais de referéncia (tais que ¢(¢)” Rq(t) = 1), ou seja,

was(lr () =y O o g qggmexrat) = vl

M mas T2maz

Como esperado, o erro de seguimento em cada um dos sinais de referéncia diminui con-
forme os valores de w,, associados a estes sinais aumentam. O mesmo se verifica para a
rejeicao de perturbacdo. Note que os valores de av sdo pouco suscetiveis a combinagdo
de w,, em w, sendo fundamentalmente determinado por max(w,,). Assim, a combinacdo
we; = w. € a mais indicada se a maximizagdo de §2(P, 1) é o principal objetivo do pro-
blema de otimizagdo. Para os valores de [ ndo é possivel estabelecer um relacao direta,
provavelmente devido ao fato que o conjunto 2(P, 1) tem maior peso no problema de
otimizacao (o valor de « escolhido € k = 0.1).

Cline (0) = 100

Tabela 6: Controlador repetitivo - influéncia de w,, nos valores de «, (3 e erro de segui-
mento

we | « B ] 10 () €2, (%)
[2 2 2] || 124.6608 1.4232 || 40.2984  68.5070
[2 3 2] | 101.7321 0.9825 || 23.5852  44.8618
[2 2 3] || 100.3329 1.0854 || 13.4725  22.2324
[3 2 2] | 111.5572 1.5523 || 29.9339  53.6972
[2 3 3] || 103.4630 1.3683 | 12.8973  6.1588
[3 2 3] | 104.5475 1.6717 || 11.9657  10.1464
33 2] ] 99.6830 1.2581 || 15.9074  33.3702
[3 3 3] | 98.0685 1.0372 || 11.3890  6.0057

4.7 Comentarios finais

Neste capitulo foi mostrada uma abordagem que considera a introdu¢ao dos controla-
dores repetitivos na malha de controle. A partir de uma funcao de Lyapunov quadratica
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e da abordagem de Razumikhin foram obtidas condicdes “quasi” LMI para a sintese si-
multanea do controlador estabilizante e do laco de anti-windup. Através do exemplo da
UPS foi observado que o controlador repetitivo apresenta um maior erro de seguimento
quando comparado ao controlador ressonante com varios modos. Este erro se deve prin-
cipalmente a um valor baixo de w,, de tal forma que o sinal de saida do controlador esta
defasado em relacdo ao sinal de referéncia. Por outro lado, analisando o valor RMS e a
THD do sinal de saida € possivel concluir que as duas metodologias apresentam resulta-
dos equivalentes. Além disso, foi mostrado que as trajetdrias do sistema aumentado ficam
de fato confinadas no interior de um conjunto elipsoidal invariante e que o laco de anti-
windup melhora o desempenho do sistema em malha fechada e reduz o conservadorismo
das solugdes propostas. Os resultados iniciais deste trabalho considerando sistemas SISO
e incertezas limitadas em norma foram apresentados em (FLORES et al., 2010a). A ex-
tensdo para sistemas MIMO da forma como foi apresentada neste capitulo foi publicada
em (FLORES et al., 2012).
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5 EXTENSOES DO RESULTADOS PARA SISTEMAS DE
TEMPO DISCRETO

Neste capitulo, os resultados dos capitulos anteriores sdo estendidos para sistemas de
tempo discreto. Em um primeiro momento serd apresentada uma abordagem genérica
idéntica aquela apresentada no Capitulo 3, considerando os controladores ressonantes da
Secdo 2.3.1.2. Esta mesma abordagem serd considerada para a implementagdo do con-
trolador repetitivo de tempo discreto apresentado na Secao 2.3.1.4. Exemplos numéricos
serdo utilizados para ilustrar a solu¢io proposta.

5.1 Preliminares

Considere o sistema de tempo discreto sujeito a restricdes no sinal de controle descrito

por:
z(k+1) = Ax(k)+ Bsat,,(u(k)) + Bad(k)

y(k) = Cux(k) (69)

e(k) = r(k) —y(k)
sendo (k) € R™ o vetor de estados do sistema, u(k) € R™ o vetor de entradas de
controle, d(k) € R! o vetor de perturbagdes, y(k) € RP o vetor de safdas do sistema,
e(k) € R o vetor de erro de seguimento e (k) € R? o de referéncias periddicas que se
deseja seguir. As consideragdes relativas a A, B, By, C' e o nimero de entradas e saidas
sdo as mesmas apresentadas na Segdo 3.1.

Seguindo a formulagdo apresentada na Secao 2.3.1.2, o PMI para sistemas de tempo
discreto pode ser implementado através da introdu¢do na malha de controle do sistema
dindmico

E(k+ 1) = AE(R) + Bee(k) + BeBe(sat, (u(k)) — u(k)) (70)
onde {(k) € R™ e E,.(sat,,(u(k))—u(k)) corresponde a um lago de anti-windup estatico.
E. € RP*™ ¢ a matriz de ganho anti-windup, a ser determinada.

A introdu¢@o do modelo interno no sistema em malha fechada é considerada através
do vetor de estados aumentado z(k)T = [z(k)T £(k)T] € R™P0o. A partir do sistema
(69) e de (70), segue que

2(k+1) = Az(k) + Bysaty, (u(k)) + Ba(sat,, (u(k)) — u(k)) + Byq(k) (71)
onde q(k) = [rT (k) d*(k)]" e

B A Onspo [ B
A‘{—Bgc Ag ]Bl_[oqgm}
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Onxm :| |: On>< Bd :|
B,=VE, V= B, — P .
’ [ B ! Be Oy

Partindo do pressuposto que todos estados estdo disponiveis para realimentacdo, é
introduzida uma realimentacdo de estados

u(k) = Fiz(k) + Foé (k) = Fz(k), F € Rm*(nfro), (72)
tal que o sistema (71) pode ser reescrita como

2(k+1) = (A + By F)z(k) — (By + By)W,, (Fz(k)) + Byg(k) (73)

5.2 Formulacao do problema

O problema de interesse no caso discreto ¢ andlogo ao Problema 2 apresentado na
Secdo 3.2. Porém, nestes sistemas a garantia que as trajetorias convergem para ./ ndo
implica que este conjunto € um conjunto positivamente invariante.

Considerando os sistemas de tempo continuo, a solucdo apresentada nos Capitulos 3
e 4 utiliza o S-procedure para garantir que a derivada da funcgéo de Lyapunov V' (z(t)) =
2T(t)Pz(t) seja negativa na regido dada pela diferenca entre os conjuntos Zj e Jy. Assim,
quando uma trajetdria iniciada no interior 7, atinge a fronteira deste conjunto, o fato de
V(z(t)) < 0 forga que a trajetéria retorne ao interior do conjunto, isto é, se z(t;) €
O0nP,1), z, € ntQ(nP,1) e V(2(t;)) < 0, entdo z(t; + At) € intQ(nP, 1), At — 0.
Desta forma a invariancia de 7, é garantida de forma implicita. Este comportamento é
ilustrado na Figura 46(a).

Para sistemas de tempo discreto, uma solugdo andloga consiste em fazer que AV (z(k))
seja negativa na regido dada pela diferenca entre os conjuntos Z, e Jy. Considerando uma
trajetdria inciada em 7y, pode acontecer que exista uma amosta k; tal que z(k1) ¢ Jy e
z(k) € Jo, k < k1 (ver Figura 46(b)). Como AV (z(k)) < 0, entdo garante-se que existe
um ko > ky tal que z(ko) € Jp. Seguindo este raciocinio, pode-se observar que a garan-
tia de que as trajetdrias convergem para J, ndo implica diretamente na invariancia deste
conjunto.

A A
V(2(t)) <0 Vq(t) € Qo _ _ _ Zo AV (2(k)) <0 Yq(k) € Qo _ _ Zo
/s 4 .- 1 P v .Z(kl)\
’ A A 1 ’ ¢ . 1
/ Z(O)' " / / 2(03 /
/ ;' I «(kS s
[ Jo [P 4 I Jo /
/s ’
\ 7’ \ 7
\ _gd \ _
S o = - ~ - L
(a) Continuo (b) Discreto

Figura 46: Regides elipsoidais - sistemas de tempo discreto

Desta forma, é necessdria a utilizacdo de condi¢des adicionais que forcem que 7
seja positivamente invariante, prevenindo assim que as trajetérias “saltem” para fora do
conjunto em uma dada amostra. A necessidade da utilizacdo destas condi¢des adicionais
seréd analisada na Secdo 5.3.
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5.3 Resultado principal

O seguinte teorema estabelece condicdes para determina¢do dos ganhos F'e E,. a fim
de solucionar o Problema 2:

Teorema 8 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W € R tro)x(ntpo) o
R € ROHDX®HD  matrizes Y € R™*(tpo) - X ¢ R™*(4p0) o M € RPX™ ywma matriz
diagonal definida positiva L € R™*™ e escalares A > 0 e n > 1 satisfazendo

—\W * * *
X —2L * *
0 0 AR« | <V (74)
AW +B,Y -BL-VM B, -W
w *
>0, i=1,....m (75)
{ Vi) — X upu 1
nW % } .
>0,i=1,....m (76)
[ Y ug(z’)

com A = \N(1 — 3n) + 1, entdo os ganhos F = YW ™' e E. = M L™! sdo tais que:

1. Todas as trajetorias de (73) iniciadas em Q)(P, 1) convergem em um niimero finito
de amostras para Q(nP,1) C S(F,uq) e Q(nP,1) é um conjunto positivamente
invariante, ¥q(k) € Q(R, 1),

2. (A + By F) é Schur-estdvel.

Prova. Considere a fungio candidata de Lyapunov quadrética V (z(k)) = z(k)T Pz(k).
Como deseja-se mostrar que todas as trajetdrias inciadas em (P, 1) convergem para
Q(nP,1),Vq(k) € Q(R, 1), é necessdrio provar que AV (z) = V(z(k+1))—=V (z(k)) <0,
Vz(k) € Q(P,1), z(k) ¢ Q(nP,1)eVq(k) € Q(R,1). Isto pode ser verificado através da
aplicacdo do S-procedure (BOYD et al., 1994), ou seja, se existe o escalar A > 0 tal que

AV (2) + A1 = 2(k)" Pz(k)) + 3\ (z(k) 'nPz(k) — 1) + M1 — q(k)" Rq(k)) < 0. (77)

Com o objetivo de levar em conta os efeitos da saturagdo na estabilidade do sistema em
malha fechada, considera-se a condi¢ao de setor modificada apresentada na Se¢do 2.2.2.2.

Se z(k) € S(F — G, up) entdo segue que W, (Fz(k))TT[V,,(Fz(k)) — Gz(k)] < 0¢é
verificada para qualquer matriz 7' € R™*™ diagonal definida positiva. Logo, se
AV (2) + M1 — z(k)' Pz(k)) + 3\(z(k)'nPz(k) — 1) — 2W, (Fz(k)) TV, (Fz(k))
+ 20, (F2z(k)'TG2(k) + M1 — q(k)" Rq(k)) < 0 (78)
¢ satisfeita, entdo segue que AV (z) < 0, Vz(k) € S(F — G,up) N QP 1), z(k) ¢
QnP,1),Yq(k) € Q(R, 1).
Como A > 0, note que uma condicao suficiente para que (78) seja verificada é que
AV (2) + (=1 + 3n)Az(k)" Pz(k)) — 2W. (F2(k) T, (Fz(k))
+ 20, (Fz(k)'TG2(k) — q(k)" ARq(k) < 0. (79)
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Calculando V (2(k + 1)) = z(k + 1)T Pz(k + 1) é possivel escrever (79) na forma
9T MY < 0onde ¥ = [2(k)T U, (Fz(k)T q(k)T]T e

ATPA — \P * *
M= | B"TPA+TG B'PB - 2T * (80)
B;FPA B:{PIB% BgPBq — AR
com A = A+ B;FeB = —(B; + By). Isolando alguns termos em (80) pode-se
reescrever M como
—AP GTT 0 AT
M= | TG -2 0 |+ |B" |P[A B B,].
0 0 — AR BqT

Assim, através da aplicacdo do complemento de Schur, segue que M < 0 € equivalente a

AP G'T 0 AT

TG 2T 0 BT
0 0 —-AR Bf
A B B, —-P!

M = < 0. (81)

Note que pré- e pés-multiplicando (81) por diag{P~', T~ I, I} e considerando a
mudanca de varidveis W = P71, X = GP LY = FP Y, L =T"'eM = E, T,
segue que a satisfacdo de (74) implica em M < 0 e que (77) é verificada para todo
z(k) € S(F — G, uyp).

A relagdo (74) implica que as trajetdrias iniciadas em (P, 1) tendem para Q(nP, 1)
em um numero finito de amostras, isto é, existe um escalar p > 0 tal que AV(z) <
—uV(z(k)) < 0é garantida Vz(k) € S(F — G,uo) NQUP, 1), z(k) & Q(nP,1),Yq(k) €
Q(R,1). Logo, € possivel mostrar que V (2(k)) < u=*V (2(0)), vz(0) € Q(P, 1), 2(0) ¢
Q(nP,1). Neste caso, pode-se concluir que existe um nimero finito de amostras k; tal
que 1MV (2(0)) < n~t, ou seja, z(k;) € Q(nP, 1).

Para garantir a invaridncia de Q(nP, 1) é necessério que z(k + 1)'nPz(k + 1) <
1, Vz(k) € Q(nP,1) e Vq(k) € Q(R,1). Esta condi¢do pode ser verificada através da
aplicacao do S-procedure se existirem os escalares positivos v; e v, verificando

2(k+ 1) Pz(k+1) — 1+ v1(1 — 2(k)T'nPz(k)) + 1u(1 — q(k)" Rq(k)) < 0. (82)
Desta forma, (82) é verificada se

2k + 1) P2(k+1) — m2(k)TP2(k) — %q(k)TRq(k) <0, (83)

1t v+ <0 (84)

Supondo agora que Q(nP,1) C S(F,ug), se z(k) € Q(nP, 1), entdo segue que
V., (Fz(k)) = 0. Como (74) é equivalente a (81), esta relagdo implica em

P'MDH <0 (85)
com ¥ = [z(k)T 0 ¢(k)"]T. Por outro lado, (85) pode ser expandida como

2(k)"ATPAz(k) — Xz(k)" Pz(k)) + 2q(k)"B] PAz(k) + q(k)"B. PByq
—q(k)"ARq(k) <0 (86)
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Assim, se z(k) € Q(nP, 1) entdo z(k+1) = Az(k) +B,q(k) e pode-se concluir que (86)
¢ equivalente a

2(k+ D Pz(k+1) — [1L+ A1 = 3n)]2(k)" Pz(k) — A\q(k)"Rq(k) <0, =X <0
(87)

Considerando agora 11 = 1 + A(1 — 3n) e v, = A7, tem-se que (74) implica em (83).
Esta escolha particular de v, e v, também implica em 14 + v — 1 = A(1 — 2n). Como
por defini¢do > 1, entdo segue que A(1 — 2n) < 0 e, consequentemente, que (84) é
verificada. Baseado neste raciocinio segue que se (74) é verificada, entdo Q(nP, 1) € um
conjunto positivamente invariante Vq(k) € Q(R, 1).

Se (75) for verificada, entdo segue que (2( P, 1) estd no interior de S(F'— G, ug) e que a
condigdo de setor modificada W, (Fz(k))'T[¥,,(Fz(k)) — Gz(k)] < 0 é valida. Final-
mente, (76) implica que 2(nP, 1) estd no interior da regido de operagdo linear S(F ug).
Isto conclui a prova do item 1.

Como a satisfacdo de (74) implica em M < 0, a partir de (80) segue que (A +
B F)"P(A+B1F)—[1+A(1—3n)]P < 0,aqual é equivalente a (A + B, F)" P(A +
B,F) — P+ A(3n — 1)P < 0. Como por definicdo A > 0 e n > 1, entdo tem-se que
A(3n — 1)P > 0 e, consequentemente, que (A + B, F') é Schur-estavel. Isto conclui a
prova do segundo item do teorema. ®

Baseado no resultado do Teorema 8 e no PMI, entdo o seguinte corolédrio pode ser
enunciado em relacdo ao seguimento/rejei¢do de sinais periddicos.

Corolario 3 Suponha que o sistema (69) ndo apresenta zeros de transmissdo nas mesmas
posicdes das raizes de ¢(z). Se I e E. sdo calculados a partir das condi¢ées do Teorema
8 entdo, Vz(0) € Q(P,1) e para os sinais periédicos r;(k), i = 1--- ,p e d(k),
j =11 sdo tais que q(k) = [r(k)T d(k)"]" € Q(R,1), entdo segue que e(k) — 0
quando k — oc.

Prova. Partindo do fato que as trajetdrias iniciadas em Q( P, 1) convergem para 2(nP, 1) C
S(F,up), Yq(k) € Q(R, 1), entdo para k maior que um dado k; o comportamento do sis-
tema € linear. Logo, a presenca do modelo interno no sistema em malha fechada garante
o perfeito seguimento de r(;) (k) e a rejeicdo de d(;) (k). m

Observacao 10 O resultado apresentado no Teorema 8 permite a sintese simultdnea do
ganho estabilizante F' e do ganho do lago de anti-windup E.. As condi¢des apresenta-
das podem ser diretamente adaptadas para a abordagem cldssica de anti-windup onde o
ganho F (ou qualquer outro compensador dinamico) é calculado em um primeiro passo
desconsiderando os limites de saturacdo. Em um segundo momento, o ganho de anti-
windup entdo pode ser calculado a partir das condigcoes do Teorema 8 supondo F' dado
(e substituindo a matriz Y por F'W nas relagcées (74) - (76)). Desta forma é possivel con-
siderar controladores estabilizantes de estrutura mais complexa do que a realimentacdo
estdtica de estados, como por exemplo o ZPRC.

5.4 Problema de otimizacao

Baseado no Teorema 8, pode-se propor um problema de otimizacdo andlogo ao pro-
blema PO1 apresentado na Secdo 3.4 para o célculo de F' e E.. Novamente, o tamanho
dos conjuntos (P, 1) e (R, 1) serd medido com base nos conjuntos Xz e D forma-
dos por direcdes conhecidas a priori. Assim, o procedimento adotado € maximizar os
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escalares « > 0 e 5 > 0 de tal forma que aXr C Q(P,1) e fDg C (R, 1) sejam maxi-
mizados. Este objetivo pode ser alcancado a partir da resolu¢io do seguinte problema de
otimizacao:

PO4: min (1 — k)y + K

sujeito a
L N f (88)
x W= ce=1,...,
dRd; <6, j=1,....s (89)

Relacdes (74), (75) e (76).

Considerando o = % ef = \%, a minimiza¢@o de v e d implica na maximizacdo de
ae 3. Oescalar 0 < k < 1 pode ser escolhido de acordo com a prioridade na maximiza-
caode Q(P, 1) ou Q(R,1).

Note que, para escalares fixos A\, e 7, as relacdes (74), (75) e (76) tornam-se LMIs.
Logo, o valor 6timo destes parametros serd determinado por uma varredura nestas duas

varidveis, em busca do menor valor para o critério de otimizagao de PO4.

5.5 Exemplos numéricos

Nesta secao serd considerado um exemplo SISO com o objetivo de ilustrar a influéncia
do lago de anti-windup no desempenho e conservadorismo das solucdes obtidas, de forma
andloga ao que foi apresentado nas Se¢des 3.5.3 e 4.6.3. Serdo consideradas implementa-
coes baseadas tanto no controlador ressonante quanto no controlador repetitivo.

5.5.1 Exemplo 1 - controlador ressonante

Considere o sistema em malha aberta (69) definido pelas seguintes matrizes:

04 1 0 1
A:[ 0 0‘9},32{1},1}9{1:{1}0:[10 0] eup=1.

O sinal a ser seguido € uma referéncia senoidal de periodo NV, = 50 amostras e amplitude
definida através da solu¢@o do problema de otimizacdo PO4. Para este exemplo, nenhum
sinal de perturbacio € considerado. Note que o espectro deste sinal apresenta 50 com-
ponentes, porém todas as frequéncias diferentes da frequéncia fundamental apresentam
coeficientes da DTF'S nulos. Assim, um controlador ressonante com apenas dois estados
€ suficiente para a garantia do seguimento e/ou rejeicao.

Com o objetivo de maximizar apenas (2(R, 1), ou seja, considerando k = 1 ey = 1,
entdo o problema de otimizagao PO4 foi resolvido considerando a solucdo de problemas
LMI sobre um grid em 1) e X nas dire¢des Xr = {x}, x = [20200 0|7 e Wr = {w}, w =
[1 0]T. Os valores 6timos foram obtidos para n = 102.5749 e A = 6.5205 x 1075,
resultando em 3 = 9.9526,

E.=203.6853 e F' =[—0.0686 — 0.2572 — 0.0042 0.0043].

Considerando agora o sistema em malha fechada sem a compensacao anti-windup, ou
seja, removendo o termo relativo a matriz M em (74), os resultados para = 90.6725 e
A =7.3796 x 107° sdio 3 = 1.7614 e

F =[-0.0247 —0.2435 — 0.0014 0.0012].
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Para fins de simulagdo, foram consideradas as condigdes iniciais z(0) = [20 20]” e
£(0) = [0 0] tais que a relagdo z(0)T Pz(0) = 1 seja satisfeita. Como ndo hd perturbagdo
atuando no sistema, a amplitude do sinal de referéncia pode ser calculada através de
Tmaz = v/ R(1,1) = 9.9526 (tal que anmeqmw = 1). Na Figura 47 € apresentada a
saida simulada e o sinal de controle resultante para os casos com e sem compensagao
anti-windup. Note que a contribuicdo associada ao lago de anti-windup se da em duas
partes: nos resultados de simulagao, o sistema com F,. # 0 deixa a regido saturada em um
tempo menor quando comparado ao caso com £. = 0. Neste caso, o periodo transitério
com E, # 0 é menor, implicando assim em um tempo menor de convergéncia para o sinal
de referéncia; além disso, ocorre uma reduc@o no conservadorismo de (74) decorrente do
grau de liberdade adicional introduzido pela matriz de anti-windup (termo V' M em (74)).
Esta reducao no conservadorismo € no sentido de que um conjunto maior de referéncias
e perturbagdes admissiveis € obtido.

10 /\ /\
s r(t)
he)
| 0 S B - - —Y@E #0
n A T S N S S R A R | ey y(H@E =0
-5 I _
-10¢ I uii t i i i i \/1 \/1 i
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Amostras
1 N — T
r 11 u()@E _#0
051 : . - - —U()@E_=0

Controle

-1 i i i i i i i
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Amostras

Figura 47: Sistema de tempo discreto - maximizagdo de €2(R, 1) - simulacdo da saida e
sinal de controle para (k) = 9.9526sin(2¢k), d(k) = 0, z(0) = [20 20]" e £(0) = [0 0]".

Na Figura 48 é apresentada um comparacio entre os casos com F, = 0 e F, # 0
tendo como objetivo a maximizagdo de Q(P, 1) (i.e. Kk = 0 e § = 1) nas dire¢des Xr =
{x}, x =[1100]7 e Wg = {w}, w=1[0.10]T. Os valores 6timos da solu¢io de PO4
foram obtidos para n = 975.5329 e A = 6.8362 x 1079, sendo o = 57.2569,

E.=70.4956 ¢ F' = [—-0.1213 — 0.3036 — 0.0078 0.0086].

Considerando E, = 0 os resultados para n = 7.1124 e A = 4.9171 x 107* sdo o =
23.4315e
F =[-0.0092 — 0.0652 — 0.0005 0.0005].

Note que novamente a contribui¢do associada ao lago de anti-windup pode ser observada
no tempo em que o sinal de controle permanece saturado (menor tempo de convergéncia
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para a referéncia) e no valor de « resultante da solu¢cdo de PO4 (redu¢do do conservado-
rismo).
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Figura 48: Sistema de tempo discreto - maximizagdo de (P, 1) - simulagdo da saida e
sinal de controle para r(k) = 0.1sin(3k), d(k) = 0, 2(0) = [10.1493 71.1566]" e
£(0) =[o0]".

5.5.2 Exemplo 2 - controlador repetitivo

Nesta secdo € considerado o mesmo exemplo numérico da secdo anterior, sendo al-
terado apenas o periodo do sinal de referéncia. Como a implementacdo do controlador
repetitivo discreto € dependente do periodo do sinal de referéncia, este periodo foi redu-
zido de 50 para 10 amostras.

Para a implementacdo do controlador repetitivo foi considerado o controlador dina-
mico (70) com as matrizes [ e A apresentadas em (34), ou seja, para N, = 10 amostras

tem-se que
r— |00 o | qa_]| O |
1 O 1

A solucdo do problema de otimizagdo PO4 para k = 0 e § = 1 (maximizagdo de
Q(P, 1)) atinge seu valor 6timo paran = 99 e A = 5.1703 x 107>, resultando em a =
52.7361, E. = 0.9434 e

F:[ —0.0738 0.0497 0.0271 —0.0688 0.0487 0.0016 ---
- —0.0030 0.0030 —0.0021 0.0022 —-0.0015 —0.0045}

A solucdo do mesmo problema sem levar em conta o lagco de anti-windup (e mesmos
valores de e §) tem seu valor 6timo obtido paran = 105 e A = 6.0546 x 107°. Nestas
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condicdes, os resultados sdo o« = 24.7251 e

F:[0.2109 —-0.1929 -0.0003 -0.0771 0.0543 0.0207 ---
- 0.0014 —-0.0027 -0.0014 —0.0002 0.0032 0.0084}.

Nas Figuras 49 e 50 sdo apresentadas as simulagdes do sistema para (k) = 0.1sin(3%k),
d(k) = 0e 2z(0) = [52.7361 52.7361 0;x10)7 (de tal forma que z(0)T Pz(0) = 1).
A inclusdo do laco de anti-windup implica em uma reducao no tempo de acomodacgdo do
sistema em malha fechada de cerca de 100 amostras, além da reduc¢ao do conservadorismo
observada em todos exemplos até agora. A escala de amplitude do sinal de saida foi
escolhida de forma a evidenciar o seguimento do sinal de referéncia (limitada entre 0.2
e —0.2), porém o sinal de saida atinge valores maximos da ordem de 5000. O objetivo
destas figuras € ilustrar o momento em que o sinal de controle deixa de saturar e, apds
isto, quanto tempo o sistema leva para atingir seu regime permanente.
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Figura 49: Sistema de tempo discreto - maximizacao de €2(P, 1) - controlador repetitivo
e laco de anti-windup.

5.6 Comentarios finais

Este capitulo apresentou uma extensao das metodologias apresentadas nos capitulos
anteriores para sistemas de tempo discreto. Com uma tinica abordagem € possivel realizar
a sintese simultanea do controlador estabilizante e do laco de anti-windup tanto para os
controladores ressonantes quanto os controladores repetitivos. Além disso, foi mostrado
que o conjunto para o qual as trajetdrias convergem € de fato um conjunto invariante. Por
meio de exemplos foi ilustrado o comportamento da solugdo proposta, evidenciando as
vantagens da introducao do compensador anti-windup. Os resultados deste capitulo foram
publicados em (FLORES; SARTORI; GOMES DA SILVA JR., 2010) e submetidos para
publicacdo em (FLORES; SARTORI; GOMES DA SILVA JR., 2012).
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Figura 50: Sistema de tempo discreto - maximizacéo de €2(P, 1) - controlador repetitivo
sem laco de anti-windup.
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6 SINTESE DE MALHAS DE ANTI-WINDUP UTILIZANDO
CONDICIONAMENTO LINEAR

Nos capitulos precedentes, tratou-se do projeto conjunto de uma realimentagdo de es-
tados mais um anti-windup estatico. O foco principal do projeto foi a maximizacao dos
conjuntos de condigdes iniciais e referéncias/perturbacdes admissiveis. Nenhum critério
com relacdo ao desempenho do sistema em malha fechada foi considerado. Neste capi-
tulo, serd apresentada uma metodologia de sintese de lacos de anti-windup dinamicos para
sistemas de tempo discreto considerando a técnica de condicionamento linear apresentada
em (WESTON; POSTLETHWAITE, 2000). Através desta metodologia, o compensador
anti-windup € projetado a posteriori, ou seja, depois de projetado o controlador estabili-
zante. Neste caso, o compensador anti-windup tem por objetivo principal a minimizagao
da perda de desempenho nominal (i.e. do sistema linear em malha fechada) quando ocorre
a saturacao do sinal de controle. Por outro lado, a caracterizagdao dos conjuntos admissi-
veis ainda é importante no sentido de determinar a amplitude dos sinais de referéncia e
perturbacao admissiveis.

O seguimento e a rejeicdo dos sinais de interesse € garantido através da introducdo
do ZPRC (ver Sec¢do 2.3.1.4) na malha de controle, projetado a priori sem considerar a
saturacdo do sinal de controle. O procedimento adotado consiste numa abordagem em
duas etapas como segue: em um primeiro momento um compensador anti-windup de or-
dem plena é projetado considerando a abordagem proposta em (TURNER; HERRMANN;
POSTLETHWAITE, 2003), garantindo assim a estabilidade assintética global do sistema
e a minimizacao da perda de desempenho quando ocorre a saturacao, desde que o sistema
em regime permanente opere no interior da regido linear. Esta suposicdo de que o sistema
em regime permanente opera na regido linear se reflete diretamente em uma restricao so-
bre os valores maximos dos sinais de referéncia e perturbacao. Por outro lado, nenhuma
consideracdo sobre os sinais de referéncia e perturbacdo admissiveis € apresentada na
literatura corrente sobre condicionamento linear. Para contornar este problema, em um
segundo momento, € resolvido o problema de determinacdo dos conjuntos de condicdes
iniciais e perturbacdes admissiveis para os quais € garantido o seguimento de referén-
cias e a rejeicdo de perturbagdes, seguindo a abordagem multi-elipsoidal apresentada no
Capitulo 5. Exemplos numéricos serdo utilizados para ilustrar a metodologia proposta.

6.1 Abordagem via condicionamento linear

6.1.1 Formulacao geral

A metodologia de compensagao anti-windup apresentada em (TURNER; HERRMANN;
POSTLETHWAITE, 2003) tem como objetivo sintetizar o compensador O(z) seguindo a
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topologia de controle da Figura 51. Nesta configuracdo, os sinais gerados pelos compen-
sador anti-windup sio injetados tanto na saida quanto na entrada do controlador K (z).

r(z) ld(z)

— + _u(z) um@ a(2) y(2)

Figura 51: Estrutura genérica de anti-windup (TURNER; HERRMANN; POS-
TLETHWAITE, 2003).

Seguindo a formulagado apresentada em (TURNER; HERRMANN; POSTLETHWAITE,
2003), considera-se que a planta G(z) = [G1(z) G2(z)] pode ser representada no espago
de estados por

x(k+1) = Ax(k)+ Buny(k)+ Bad(k)

y(k) = Cu(b) e

onde z(k) € R™ & o vetor de estados do sistema, u,,(k) € R™ é o vetor de entradas
de controle, d(k) € R! é o vetor de perturbacdes e y(k) € RP o vetor de saidas do
sistema. As fungdes de transferéncia G1(z) ~ (A, By, C,0) e Ga(z) ~ (A, B,C,0) re-
presentam as fun¢des de transferéncia de perturbagdo e do sinal de controle para a saida
do sistema, respectivamente. Como esta abordagem tem como objetivo a obten¢do de re-
sultados que garantam a estabilidade interna global (estabilidade assintética), assume-se
que a planta é assintoticamente estavel, isto €, todos os autovalores da matriz A estao es-
tritamente no interior do circulo de raio unitdrio centrado na origem do plano complexo.
A configuragdo de controle apresentada na Figura 52 é um caso particular da configura-
¢do apresentada na Figura 51 considerando um parametro livre M (z) a ser determinado.
Conforme apresentado em (WESTON; POSTLETHWAITE, 2000), a maioria das topolo-
gias de condicionamento linear podem ser analisados do ponto de vista da Figura 52 e da
matriz M (z).

Considere também que o controlador estabilizante /{(z) = [K;(z) K»(2)], represen-
tado no espacgo de estados por

z.(k+1) = Awxe(k)+ Byy(k) + Ber(k)

vk = Cuze(k) ) O

foi projetado de forma a atender certos requisitos de desempenho associados ao sistema
em malha fechada sem a ocorréncia de saturacdo. Neste caso, x.(k) € R" é o vetor de
estados do controlador, r(k) € R? denota o sinal de referéncia periddica que se deseja
seguir e K1(z) ~ (A¢, Ber, Ce, 0) € Ks(2) ~ (Ac, Bey, Ce, 0) representam as fungoes de
transferéncia da referéncia e do sinal de saida do sistema para a saida do controlador,
respectivamente. No contexto desta tese, K (z) é a func@o de transferéncia do controlador
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Figura 52: Configuracdo de controle via condicionamento linear (TURNER; HERR-
MANN; POSTLETHWAITE, 2003).

repetitivo de fase nula (ZPRC) apresentada na Secao 2.3.1.4, ou seja,

B ke NTIQ(z, 27 A(2 7)) BY(2)
Rl = ) = GG B )

92)

p> max |BU(e ).
Qel0,n]

As matrizes A., B.,, B. e C. do controlador podem ser obtidas através de qualquer

uma das formas canoOnicas (controldvel ou observavel) usualmente empregadas para re-

presentar um sistema no espaco de estados a partir de sua fun¢ado de transferéncia (CHEN,

1970). Supondo que a entrada do ZPRC € o sinal de erro de seguimento definido como

e(k) = r(k) — y(k), é facil notar que Ky = —K>, B,, = B. e B, = —B..

Em (WESTON; POSTLETHWAITE, 2000) foi mostrado para sistemas de tempo
continuo que esta metodologia apresenta um certo desacoplamento entre o laco de anti-
windup, o sistema nominal e o controlador. O mesmo se verifica para o caso de sistemas
discretos. Através de manipulacdes nos blocos do sistema representado na Figura 52 é
possivel mostrar que esta configuracio de controle € equivalente a configuracdo apresen-
tada na Figura 53. Neste caso, toda a dindmica nao-linear do sistema é “desacoplada”
do lagco nominal, podendo ser interpretada como uma perturbacdo na saida do sistema.
A partir desta nova representacdo € possivel dividir a configuragcdo de anti-windup em
trés partes distintas, denominadas de laco de controle nominal, laco ndo-linear e filtro de
perturbacao. Cada uma destas partes € responsavel por caracterizar uma parte do compor-
tamento do sistema em malha fechada, como segue:

1. Lacgo de controle nominal: Este laco representa o comportamento que resultaria do
sistema linear caso a saturagdo ndo estivesse presente;

2. Laco nao-linear: Este lago concentra a parcela nao-linear decorrente da saturacao,
dependendo da nao-linearidade zona-morta e da matriz M. Este laco gera o sinal @
quando 1y, viola os limites de saturagdo;

3. Filtro de perturbagdo: Esta parte determina como o sistema se recupera depois que
a saturacdo deixa de ocorrer. O termo G5(z)M (z) é o principal responsdvel pelo
tempo de recuperagdo da saida do sistema quando a saturacao cessa.
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Lago de controle nominal

Figura 53: Forma alternativa para o diagrama de blocos da Figura 52.

Nesta abordagem, o objetivo do lago de anti-windup € garantir que a resposta do
sistema saturado se desvie o minimo possivel daquela projetada para o sistema sem sa-
turacdo. Assim, o desempenho do laco de anti-windup pode ser medido através do sinal
ya(k). Como y(k) = yun(k) — ya(k), entdo y4(k) mede diretamente o desvio do sis-
tema saturado em relacdo ao desempenho nominal projetado. Desta forma, o problema
de anti-windup pode ser definido como segue.

Problema 4 (TURNER; HERRMANN,; POSTLETHWAITE, 2003) Determinar um com-
pensador de anti-windup ©(z) tal que o sistema em malha fechada da Figura 53 seja
internamente estdvel e que se'

1. dist(un,U) = 0Vt > 0, entdo yq,(k) = 0Vt > 0;
2. dist(wn,U) € Lo, entdo yq(k) € Loy;
3. O operador T, : Wy, — Yyq € bem definido e apresenta ganho L finito.

O primeiro item do problema trata da operagdo nominal do sistema, isto €, se o sinal
de controle ndo satura, entdo o sinal y4(k) é nulo. Neste caso, a saida do sistema corres-
ponde a saida do sistema linear. O segundo ponto do problema for¢a que, se a energia
acumulada enquanto o sistema estd saturado for limitada, entdo o sinal y,(k) também tera
energia limitada. A suposicao dist(uy,,U) € Lo significa que a energia de controle “ex-
cedente” com relacdo ao sinal de controle que € efetivamente entregue a planta (saturado)
¢ limitada. Basicamente, esta hipdtese implica que o sinal de controle converge para U,
ou seja, em algum momento o sinal de controle saird da condi¢io de saturag@o e o sis-
tema em malha fechada passara a operar na regido linear. Esta restri¢do se reflete no valor
maximo dos sinais de referéncia e perturbagdo admissiveis, uma vez que em regime per-
manente estes sinais ndo podem fazer com que o sinal de controle sature. Entretanto, esta
limitacdo nos sinais de referéncia e perturbacio ndo € abordada nas principais referéncias
de condicionamento linear, ndo deixando claro como determinar sinais de referéncia e
perturbacdo a fim de satisfazer dist(uy,,U) € L. Finalmente, o terceiro item estabelece

10 conjunto U = {u € R™; —ug(y < Uy < Ug(), ¢ = 1, ,m} foi definido na Se¢do 2.2.1.
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que existe limitante superior para o ganho do sinal u;;,, no sinal y,(k). A minimizacao
deste ganho estd associada diretamente ao desempenho do laco de anti-windup.

Por outro lado, é possivel estabelecer uma relagdo entre a restricdo dist(uy,, U) €
L, e a abordagem multi-elipsoidal proposta: € facil notar que se as trajetdrias iniciadas
em um dado conjunto elipsoidal convergem para um conjunto invariante no interior de
U YVt > t, entdo obrigatoriamente dist(u(k),U) € Lo. Na sequéncia deste trabalho serd
mostrado como a abordagem multi-elipsoidal do Capitulo 5 pode ser aplicada em conjunto
com a técnica de condicionamento linear para a determinagdo dos sinais de referéncia e
perturbacao admissiveis.

6.1.2 Determinacio de M (z)

Para que os polos de Go(z) ndo apare¢cam no filtro de perturbacgdo representado por
Go(2)M (z), estes polos devem ser cancelados pelos zeros de M (z). Este raciocinio per-
mite analisar M (z) como um fatora¢@o coprima (a direita) de G(z2), isto é,

Como G5(z) € estavel, entdo M (z) é bi-estdvel e o filtro de perturbacdo G(2)M(z) é
dado por N(z). A partir desta estrutura de anti-windup pode-se mostrar que com uma es-
colha apropriada de M (z), o sistema em malha fechada serd globalmente assintoticamente
estavel no sentindo interno e que se as hipéteses listadas no Problema 4 sdo satisfeitas,
entdo ©(z) (na configuragdo de anti-windup da Figura 51) resolve o referido problema
(WESTON; POSTLETHWAITE, 2000).

A escolha de M(z) = [ corresponde ao chamado IMC (do inglés, Internal Model
Control - IMC) anti-windup proposto em (KOTHARE et al., 1994). Por outro lado, M (2)
pode ser visto como um grau de liberdade de projeto a fim de melhorar o desempenho do
lago de anti-windup, isto é, recupere o desempenho nominal do sistema mais rapidamente.
Como se trata de um compensador de ordem plena, a fatorag@o escolhida deve ter a mesma
dimensdo e 0 mesmo espago de estados de G»(z). A partir da configuragdo apresentada na
Figura 53, esta fatoragcao coprima pode ser caracterizada por (ZHOU; DOYLE; GLOVER,
1996)

) [ ) e

onde K deve ser escolhido de forma que A+ B K seja Schur-estavel. Segundo (WESTON;
POSTLETHWAITE, 2000) esta configuracdo de compensacdo anti-windup possui a im-
portante caracteristica de que o laco ndo-linear e o filtro de perturbacdo sao independentes
do controlador, de forma que o condicionamento linear funciona para qualquer controla-
dor estabilizante. O projeto de M (z) envolve a escolha de K tal que o tempo de acomo-
dacdo e o amortecimento dos polos do filtro de perturbacdo sejam melhorados, mantendo
a estabilidade do lago ndo-linear. Em (TURNER; HERRMANN; POSTLETHWAITE,
2003) € apresentado o seguinte teorema para a determinacio de K:

Teorema 9 Existe um compensador anti-windup ©(z) que resolve o Problema 4 se existir
a matriz simétrica definida positiva W € R"*", a matriz diagonal definida positiva L €
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R™*™ a matriz X € R™*" e o escalar i tal que
w —-XT 0 wct WAT + XTBY

x  —2L 1 0 LBT

* * —ul 0 0 < 0. (94)
* * * i 0

* * * * 4

Além disso, se esta LMI é satisfeita, entdo K = XW ! é tal que ||ya|l2 < v||wiim||2, v =

VI

A prova deste teorema € apresentada em (TURNER; HERRMANN; POSTLETHWAITE,
2003), considerando apenas o lagco ndo-linear. Se o laco ndo-linear € assintoticamente es-
tavel, entdo o sinal y,(k) tende a zero quando o controle deixa de saturar, atendendo ao
primeiro e segundo pontos do Problema 4. Como por suposi¢do o sistema nominal € es-
tavel, entdo o sistema como um todo também serd estavel. Esta prova é baseada em uma
fungio de Lyapunov quadratica V (z,(k)) = x.(k)" P,z,(k) e um termo de desempenho
L, entre os sinais yq(k) e u;n,(k), caracterizado pelo ganho v. Este termo é responsavel
por atender o terceiro item do problema.

Note que a minimizac¢do de ; implica na minimizagdo do ganho L5 entre os sinais
win(k) € y4(k), minimizando assim o desvio de y(k) em relagdo a y;;, (k). Além disso,
note que apenas as matrizes A, B, By e C' sdo utilizadas na LMI (94). Assim, a determi-
nacdo do compensador anti-windup independe do controlador K (z) considerado, sendo
resumida a determina¢@o de um ganho estético K.

6.2 Determinacao dos conjuntos admissiveis (2(P,1) e Q(R, 1)

Como apresentado anteriormente, a abordagem de condicionamento linear é uma
abordagem global no sentido do conjunto de condi¢des inicias e parte do pressuposto
que a dist(uyn,U) € Loy, ou seja, o sinal de controle nominal deixa de saturar em algum
momento. Esta restricao acaba se refletindo em uma limitacao na amplitude maxima dos
sinais de referéncia e perturbacdo admissiveis. Nesta se¢do, a abordagem apresentada
no Capitulo 5 sera utilizada para determinar o conjunto de condi¢des iniciais e estados
admissiveis considerando a introdu¢do do condicionamento linear na malha de controle.

A partir da Figura 52 € possivel reescrever o sistema (90), o controlador (96) e o laco
de anti-windup definido em (93) através das relacdes

{ z(k+1) = Ax(k)+ Bsaty,(uin(k) — uqa(k)) + Bad(k) 95)
y(k) = Cx(k)
{24621 = ) - B 430 + Bt o
Ye(k) = Ceme(k)

zo(k+1) = (A+ BK)ze(k) + BV, (win(k) — ua(k))

ua(k) K O7)
= To(k
i | = €]

com x, € R" e K determinado a partir da condi¢do do Teorema 9. A partir destes
sistemas € possivel definir o vetor de estados aumentado

z2(k) = | z.(k) € R2Hne
x4 (k)
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tal que
2(k+1) = (A+BF)z(k) — (B; + Bo) ¥, (Fz(k)) + Byg(k) (98)

onde q(k) = [rT(k) d*(k)]" e

A Onxnc Onxn B On><m
A = _BCC Ac _BCO s Bl = OnCXm s B2 - OncXm 5
Onxn Onxnc A + BK 0n><m _B
Onxp Bd
B,=| Be Opi | eF=[0p C. —K |
Onxp Oncxl

Note que o sistema (98) € representado de uma forma andloga ao sistema (73), conside-
rando que o ganho F' de realimentacio do estado aumentado agora é conhecido e dado
por F.

A determinacao dos conjuntos de condi¢des iniciais e/ou referéncias admissiveis pode
ser feita através do seguinte teorema.
Teorema 10 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W € RZnHne)x(2n4nc)
e R € RODX0HD) yma matriz X € R™* @) yma matriz diagonal definida positiva
L € R™*™ e escalares A > 0 e n > 1 satisfazendo

—\W * * *
X —2L * *
0 0 BV ©9)
(A+BF)W —(Bi+By)L B, -W
w *
>0,i=1,....,m (100)
{ Fu — Xw u(23(i) ]
nW % } .
>0,i=1,...,m (101)
[ F) “3@)

com A = \(1—3n)+1, entdo todas as trajetorias de (98) iniciadas em Q(P, 1) convergem
em um tempo finito para Q(nP,1) C S(F,ug) e Q(nP,1) é um conjunto positivamente
invariante, ¥Yq(k) € Q(R, 1).

Prova. A prova deste teorema segue os mesmos passos utilizados na prova do Teorema
10 considerando que o ganho F e a matriz B, sdo dados do sistema aumentado. m

Baseado no resultado do Teorema 10 e no fato que a inclusao do ZPRC na malha de
controle faz com que o PMI se verifique, entdo o seguinte coroldrio pode ser enunciado
em relacdo ao seguimento/rejei¢do de sinais periddicos.

Corolario 4 Suponha que o sistema (69) ndo apresenta zeros de transmissdo nas mesmas
posigdes das raizes de ¢(z). Se o controlador estabilizante K (z) e o compensador anti-
windup O(z) sdo tais que as condi¢bes do Teorema 10 sdo verificadas, entdo Vz(0) €
Q(P,1) e supondo que os sinais periodicos r;)(k), i =1--- ,pedgy k), j=1---,1,
sdo tais que q(k) = [r(k)T d(k)T)T € Q(R, 1), entdo segue que e(k) — ¢ quando k —
00, onde € é um erro de seguimento tolerdvel associado filtro passa-baixas Q(z, z74).
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Prova. Partindo do fato que as trajetdrias iniciadas em Q( P, 1) convergem para 2(nP, 1) C
S(F,up), Vq(k) € Q(R, 1), entdo para k maior que um dado k; o comportamento do sis-
tema € linear. Logo, a presen¢a do ZPRC na malha de controle garante o seguimento de
r(;) (k) e arejei¢do de d(;) (k) com um erro € dependente do filtro Q(z,z7'). m

A partir dos Teoremas 9 e 10, a sintese de lacos de anti-windup através da técnica de
condicionamento linear tal que os conjuntos (P, 1) e (R, 1) sejam maximizados pode
ser obtida através das seguintes etapas:

Etapa 1 - Projeto do compensador anti-windup.: Nesta etapa, o objetivo é determinar
o ganho K (e, consequentemente, o compensador anti-windup ©(z)) tal que o o
ganho £, do sinal u;;, (k) em y4(k) seja o menor possivel. Isto pode ser resolvido a
partir do seguinte problema de otimizagao:

POSa: min p
sujeito a (94).

Etapa 2 - Determinacdo dos conjuntos admissiveis: A partir do valor de K obtido na
etapa anterior, € possivel caracterizar completamente o sistema aumentado (98).
Assim, o problema de interesse agora € determinar quais sa3o 0s maiores conjuntos
Q(P,1) elou Q(R, 1) que satisfazem as condi¢cdes do Teorema 10. Isto pode ser
resolvido através do seguinte problema de otimizagao:

PO5b: min (1 — k)y + ké
sujeito a

T
{7 ;}3}20, i=1,...,f

X
dfRd; <6, j=1,....s
Relagdes (99), (100) e (101).

onde x; e d; s@o as dire¢cdes de maximizacdo conhecidas a priori. Este problema de
otimizacdo (e as devidas consideracdes sobre x, v e §) é idéntico ao problema de
otimizacao PO4 apresentado na Se¢do 5.4.

6.3 Exemplos numéricos

Nesta secao serda considerado o exemplo SISO de um disco 6tico apresentado em
(CHEW; TOMIZUKA, 1990b). O controlador utilizado é o ZPRC apresentado na Se-
cdo 2.3.1.4 e serdo exploradas duas configuracdes de lago de anti-windup: um laco de
anti-windup estatico, onde somente o ganho E, € sintetizado e a técnica de condiciona-
mento linear apresentada neste capitulo. O objetivo de controle serd a maximizacdo do
conjunto de condigdes iniciais para um dado conjunto Q(R, 1).

O disco 6tico modelado em (CHEW; TOMIZUKA, 1990b) pode ser representado por

—0.0972 — 0.08482 71
1 —1.60542=1 4 0.77912—2

de tal forma que, A(z7!) = 1-1.60542"'+0.7791272, B*(27') = —0.0972—0.0848z"",
B“(z_l) = 1ed = 3. Ainda baseado no resultados de (CHEW; TOMIZUKA, 1990b)

Gz hH =27
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segue que Q(z,271) = 0.25(271 4+ 2 + 2), de tal forma que 0 ZPRC € representado pela
seguinte funcdo de transferéncia

B —42712 — 15782713 + 5727271 4+ 0.188271% — 3.1162 716

~ 1.555 4+ 1.357271 — 0.3882715 — 1.1172716 — 1.0672~17 — 0.339z 18

Por sua vez, estas funcdes de transferéncia podem ser representadas no espago de
estados pelas matrizes

Gzpre(z7h)

1.6054 —0.7791 0 0 1 o 17
1.0000 0 0 0 0 0
A= 0 1.0000 0 0|’ B=Bq= 0|’ ¢ —0.0972
0 0 1.0000 O 0 —0.0848
e
AC _ |: AC(l,l) AC(LQ) } ’ B, = |: 1 :|
C<211) 6(2?2> 017><1
C.= [ O1x11 —2.5720 —1.0149 3.6824 0.1214 —-2.0039 0 O ]
onde A, ,, = [ —0.8724 013 0.2500 0.7181 0.6862 |, A, = 0.2181, A, =
Ii7e Ac(m) = 017x1. Os sinais de referéncia e perturbagdo sio sinais senoidais de periodo

N, = N4 = 16 amostras e amplitude unitdria. Assumindo o limite de satura¢do dado por
ug = 2.5, trés configuracdes distintas para o lago de anti-windup sdo consideradas: ZPRC
sem compensacdo anti-windup; ZPRC com lago de anti-windup estético e, finalmente,
ZPRC com compensacao anti-windup via condicionamento linear. Para todos os casos,
as dire¢des de maximizagdo foram arbitradas em Xp = {x},x = [1 1 1 1 01457 e
Dg={d},d=[1 1]7.

ZPRC com laco de anti-windup estatico: Neste caso, o problema PO4 apresentado
no capitulo anterior é resolvido supondo o ganho F' um dado do problema tal que F =
[01x4 C.] (seguindo as ideias apresentadas na Observacdo 10). Neste caso, os valores
6timos para k = 0 e 6 = 1 (maximizagdo de (P, 1)) foram obtidos para n = 10.1 e
A = 0.00049, resultando em o = 1.1570 x 10* e E, = —0.0213. A simulagdo do sistema
considerando (k) = d(k) = sin(35k) e 2(0) = 1.1570 x 10*[1 1 1 1 Oyxs]” é
apresentada na Figura 54. Note que o sinal de controle permanece saturado por cerca de
1500 amostras e que o seguimento/rejeicao € atingido quase imediatamente apos o sinal
de controle ficar confinado ao interior da regido de operagdo linear do sistema.

ZPRC sem compensacao anti-windup: Neste caso € considerado apenas o problema
de andlise, onde sdo calculados os conjuntos de condi¢des iniciais admissiveis, ou seja,
trata-se da solugdo de PO5b supondo x = 0, § = 1 e F = [0;4 C.]. Neste caso, os valo-
res 6timos de 77 e A sdo 15.1 e 0.0005, respectivamente, resultando em o = 1.1058 X 10%.
A simulacdo do sistema supondo os mesmos sinais de referéncia/perturbagdo e condigdes
iniciais da Figura 54 é apresentada na Figura 55. Comparando com o caso anterior, a
remocao do laco de anti-windup resulta em um menor valor de o (aumento do conser-
vadorismo) e uma piora significativa do desempenho do sistema, sendo que o sinal de
controle permanece saturado por aproximadamente 3200 amostras.

ZPRC com compensacao anti-windup via condicionamento linear: Para esta con-
figuracdo de anti-windup foi utilizado o procedimento em duas etapas discutido neste
capitulo. Assim, o primeiro passo ¢ a determina¢do do lago de anti-windup, isto €, de-
terminar o ganho K a partir da solucdo do problema de otimizacdo POS5a. Neste caso, o
valor de K resultante é

K =] —-0.8336 0.8075 —0.0043 3.6867 x 107° ] .
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Figura 54: ZPRC com lago de anti-windup estatico - simulacdo da saida e sinal de controle
para r(k) = d(k) = sin(32k), z(0) = 1.1570 x 10*[1 1 1 1]7 e £(0) = O15x1.
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Figura 55: ZPRC sem lago de anti-windup - simulagcdo da saida e sinal de controle para
r(k) = d(k) = sin(32k), (0) = 1.1570 x 10*[1 1 1 1]7 e £(0) = O15x1.
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Em um segundo momento, o problema de andlise foi resolvido com o objetivo de de-
terminar os conjuntos admissiveis. Neste caso, o valor 6timo (supondo x = 0e d = 1)
obtido para A\ = 0.00057 e n = 5.09 é o = 1.1182 x 10*. A simulacdo do sistema
supondo os mesmos sinais de referéncia/perturbagdo e condi¢des iniciais da Figura 54 é
apresentada na Figura 56. O valor de « obtido é menor que o apresentado para o caso com
compensacdo de anti-windup estitico, uma vez que na compensacao anti-windup estatica
o ganho de anti-windup E. é projetado com o objetivo especifico de maximizar os con-
juntos admissiveis. Para o caso do condicionamento linear o compensador anti-windup
foi projetado de forma a minimizar o desvio de y(k) em relagdo a v, (k), priorizando
o desempenho do laco de anti-windup. O valor de « obtido para o caso do condiciona-
mento linear € muito parecido com o valor obtido para o caso do ZPRC sem compensacao
anti-windup. Por outro lado, hd uma grande melhoria no desempenho do sistema, o qual
deixa de saturar apés aproximadamente 100 amostras. Na Figura 57 s@o apresentados
os sinais u(k), uq(k) e yq(k) envolvidos na compensacdo via condicionamento linear.
Note que, conforme apresentado na descri¢do da metodologia, os sinais ug(k) e yq(k)
continuam agindo no sistema mesmo depois que o sistema passa a operar na regido de
operacdo linear. O detalhe das trés metodologias no momento em que o seguimento €
atingido € apresentado na Figura 58, onde (apesar de imperceptivel) existe um pequeno
erro de seguimento associado ao filtro Q(z, z™1).

Saida

Il Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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Figura 56: ZPRC com compensacdo anti-windup via condicionamento linear - simulacao
da saida e sinal de controle para r(k) = d(k) = sin(32k), 2(0) = 1.1570x 10*[1 1 1 1]©
€ 5(0) = 018><1-

6.4 Comentarios finais

Neste capitulo, foi apresentada a técnica de compensacdo anti-windup baseada na
metodologia conhecida como condicionamento linear. Uma das desvantagens desta me-
todologia é que os valores méximos dos sinais de referéncia e perturbacdo admissiveis
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Figura 57: ZPRC com compensagdo anti-windup via condicionamento linear - Sinais
u(k), uq(k) e ya(k).
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Figura 58: ZPRC - detalhe das trés simulagdes.
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nao sdo formalmente caracterizados. Assim, a metodologia multi-elipsoidal apresentada
no Capitulo 5 foi utilizada para a determinacdo dos conjuntos de condic¢des iniciais ad-
missiveis considerando compensacgao anti-windup através da técnica de condicionamento
linear. Em uma abordagem em dois passos, onde primeiro um compensador anti-windup
¢ determinado visando o melhor desempenho possivel para o sistema saturado e depois,
baseado neste compensador, sdo determinados os conjuntos admissiveis. Considerando o
ZPRC como controlador nominal, exemplos numéricos mostram que a técnica de condi-
cionamento linear melhora de forma expressiva o desempenho do sistema saturado sem
introduzir um conservadorismo excessivo no tamanho dos conjuntos admissiveis.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O ponto de partida deste trabalho foi o desenvolvimento de um abordagem multi-
elipsoidal, de forma a contornar os problemas de caracterizacdo dos pontos de equilibrio
do sistema saturado discutidos em (FLORES, 2008. 114f). A partir desta abordagem
foi possivel formular o problema de seguimento e rejeicdo de sinais periddicos da forma
como ele é apresentado no Capitulo 3, ou seja, formular resultados que garantam a con-
vergéncia das trajetdrias do sistema em malha fechada para o interior de um conjunto in-
variante contido na regido de operacgdo linear do sistema. Os problemas propostos foram
resolvidos para sistemas de tempo continuo da seguinte forma: foram obtidas condi¢des
na forma de “quasi” LMIs para a sintese simultdnea do controlador estabilizante e do
laco de anti-windup, ou seja, estas condi¢des sdo LMIs supondo que alguns pardmetros
sdao conhecidos a priori. Esta restricdo ocorre nos escalares resultantes da aplicacao do
S-procedure, de forma a garantir que as trajetorias convergem para o conjunto invariante
no interior da regido linear; a metodologia proposta foi aplicada tanto para os controla-
dores ressonantes quanto para os controladores repetitivos. No caso dos controladores
repetitivos foi escolhida uma abordagem de Razumikhin independente do valor do atraso
introduzido por estes controladores; finalmente, os conjuntos admissiveis foram plena-
mente caracterizados, permitindo assim determinar condi¢des iniciais € valores maximos
dos sinais de referéncia e perturbagdo para os quais o seguimento € garantido. Também
foram obtidas condi¢des para sistemas incertos com incerteza limitada em norma, con-
forme apresentado no Apéndice A.

Foram escolhidos trés exemplos de simulagdo com o objetivo de ilustrar as peculiari-
dades das solugdes propostas. Através de um exemplo simples de dimensao unitéria foi
mostrado que as trajetdrias do sistema de fato ficam confinadas a um conjunto elipsoidal
contido no interior da regido de operacdo linear. O exemplo de uma fonte ininterrupta
de energia foi utilizado para uma comparac@o sobre o erro de seguimento entre 0s con-
troladores repetitivos e ressonantes. A partir deste exemplo foi possivel concluir que os
controladores ressonantes com quatro harmonicas apresentaram os melhores resultados,
tanto no valor RMS quanto na THD do sinal de saida. Porém os resultados do controlador
repetitivo ndo foram tdo distantes, atendendo aos requisitos das normas que regulam o de-
sempenho dos sistemas UPS com um controlador de estrutura muito mais simples. Este
controlador apresentou uma pequena defasagem entre os sinais de entrada e saida, preju-
dicando assim a medida do erro pontual porém sem prejudicar as medidas de THD e valor
RMS. Esta defasagem deve-se aos valores relativamente baixos da frequéncia de corte
do filtro para os quais é possivel garantir o seguimento/rejeicdo. Em todos os exemplos
considerados, a contribuicdo do laco de anti-windup se deu de duas formas: na redugdo
do conservadorismo das condi¢des propostas, refletida no maior tamanho dos conjuntos
admissiveis e na melhoria do desempenho transitorio do sistema, reduzindo consideravel-
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mente o tempo em que o sistema permanece saturado.

Na segunda parte deste trabalho as ideias apresentadas foram aplicadas para sistemas
de tempo discreto. Em uma abordagem conjunta foi possivel tratar tanto dos controlado-
res ressonantes quanto dos controlares repetitivos, conforme visto nos exemplos numéri-
cos. Além disso, outras possibilidades de controladores e configuragdes de anti-windup
foram apresentadas. Foi proposta uma metodologia para a determina¢do dos conjuntos
de condig¢des inicias e referéncias/perturbacdes para os compensadores anti-windup base-
ados na técnica de condicionamento linear. Neste caso, o controlador nominal estudado
foi 0 ZPRC, estabelecendo uma comparagdo entre os casos sem laco de anti-windup, anti-
windup estatico e anti-windup via condicionamento linear através de um exemplo de um
disco 6tico. Foi mostrado que de fato a técnica do condicionamento linear apresenta os
melhores resultados em termos de desempenho transitério.

As principais contribui¢des deste trabalho foram:

e Proposi¢cdao da abordagem multi-elipsoidal, onde é garantido que as trajetérias do
sistema convergem para um conjunto invariante no interior da regido de operacio
linear;

e Formulacdo do problema de sintese simultdnea considerando os controladores res-
sonantes na malha de controle e sua possivel aplicagdo para sistemas UPS;

e Formulacao em tempo continuo do controlador repetitivo multi-periédico e a meto-
dologia de sintese simultianea do lago de anti-windup e do controlador estabilizante;

e Apresentagdo de uma metodologia sistematica de sintese de lacos de anti-windup
considerando o ZPRC, permitindo a caracterizacio de conjuntos de condigdes ini-
ciais e referéncias/perturbacdes admissiveis.

Os resultados apresentados nos capitulos anteriores apontam para algumas perspecti-
vas de continuacao deste trabalho, apresentadas a seguir.

e Condicoes dependentes do valor do atraso: Um das grandes vantagens dos con-
troladores repetitivos € que o atraso inserido no sistema € conhecido e de valor
fixo. Desta forma, estes controladores se configuram como candidatos ideais para
as técnicas dependentes do valor do atraso. Por outro lado, estas técnicas sdo nor-
malmente baseadas nos Funcionais de Lyapunov-Krasovskii, os quais impdem uma
série de restricdes na caracterizacdo da abordagem multi-elipsoidal. Estas restri-
¢oes foram brevemente discutidas no Capitulo 4. Até agora foram obtidos apenas
resultados mais conservadores do que os resultantes da abordagem de Razumikhiin
supondo um funcional de estrutura simples. Além disso, estes resultados sdo for-
temente dependentes do tipo de funcional considerado. A obtenc@o de condi¢des
menos conservadoras resultaria em um aumento do tamanho dos conjuntos admis-
siveis e, possivelmente, no valor de w,. considerado;

e Aplicacdo da técnica de condicionamento linear para sistemas de tempo continuo:
Os resultados de tempo discreto acenam para uma grande melhoria no desempenho
do sistema quando se considera a técnica do condicionamento linear para a reducao
do efeito de windup. Além disso, a sintese do lago de anti-windup € feita de forma
independente do controlador nominal considerado. Do ponto de vista dos con-
troladores repetitivos, ndo seria necessario considerar o atraso caracteristico deste
controlador na sintese do compensador anti-windup, permitindo assim a obtencdo
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de um melhor desempenho transitério. Em uma segunda etapa as condi¢des de es-
tabilidade dos Capitulos 3 e 4 poderiam ser utilizadas como condi¢ao de andlise
para a determinagao dos conjuntos admissiveis;

e Aplicacdo das metodologias para sistemas reais: As metodologias desenvolvidas
neste trabalho apresentam potencial para aplicagdo em duas plantas reais instaladas
no LASCAR. Para o sistema UPS € necessdria apenas a validacdo dos resultados
de simulagdo apresentados neste trabalho na plataforma experimental adquirida em
parceria com a empresa CP Eletronica. Como a implementacdo do controle € feita
através de uma placa DSPACE, € possivel aplicar tanto os resultados de tempo dis-
creto quanto os resultados de tempo continuo. Alguns resultados preliminares (sem
considerar a saturagdo) relativo ao controle de sistemas UPS ja foram publicados
em (FLORES et al., 2010b), (BONAN et al., 2011) e (FLORES et al., 2011). Outra
possibilidade de aplicacao real trata do problema de controle ativo de vibragdes em
uma barra engastada. Neste caso o objetivo de interesse € a rejeicao de perturbacdes
periddicas, associadas aos modos de vibracao da barra;

e FExtensdo da abordagem multi-elipsoidal para outros controladores: A metodolo-
gia apresentada € de certa forma genérica, diferindo apenas no tipo de controlador
utilizado para a garantia de seguimento/rejeicao. Acredita-se que € possivel aplicar
esta metodologia a outros controladores como o VSC. Neste caso, as trajetorias do
sistema seriam levadas a um conjunto invariante na regido de operacao linear do
sistema e no interior deste conjunto seria projetada uma superficie deslizante que
governa o comportamento do sistema linear;

e Sintese de observadores de estado ou controladores dindmicos: As abordagens de
tempo continuo apresentadas neste trabalho consideram que todos os estados do
sistema estdo disponiveis para a realimentacdo. Em algumas aplicacdes praticas
isto nem sempre ocorre, implicando assim em uma limita¢do da técnica proposta.
Assim, uma alternativa seria considerar a sintese de observadores de estados ou con-
troladores dindmicos, onde apenas a informac¢do da saida do sistema é considerada.
Por outro lado, a influéncia da dinamica do observador de estados na caracterizacdo
dos conjuntos admissiveis é uma questdo a ser investigada formalmente.
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APENDICEA ABORDAGEM BASEADA EM CONTROLA-
DORES RESSONANTES PARA SISTEMAS COM INCER-
TEZA LIMITADA EM NORMA

Este apéndice tem como objetivo estender os resultados do Capitulo 3 para sistemas
com incertezas nos parametros do sistema. Estas incertezas foram modeladas como in-
certezas limitadas em norma, seguindo a abordagem apresentada em (DOH; CHUNG,
2003). A formulacao aqui apresentada pode ser estendida para incorporar o tratamento de
incertezas para os controladores repetitivos e para sistemas de tempo discreto. Resultados
alguns resultados neste sentido foram previamente publicados em (FLORES; GOMES
DA SILVA JR.; SBARBARO, 2009) e (FLORES et al., 2010a).

A.1 Estrutura de controle

Considere o sistema linear incerto, em tempo continuo, invariante no tempo e descrito
por
#(t) = (A+ AA)x(t) + Bsaty,(u(t)) + Bad(t)
y(t) = (C+AC)z(t) (102)
e(t) = r(t)—y)
onde x(t) € R™ é o vetor de estados do sistema, u(t) € R™ € a entrada de controle, y(t) €
R? ¢ a saida a ser regulada, d(t) € R! é um vetor de perturbagdes, r(t) € RP é o vetor
de referéncias a ser seguido e e(t) € R? é o erro de seguimento da referéncia. Assume-se
que as matrizes A, B, By e C sdo matrizes constantes de dimensdes apropriadas, B e C'
sao de posto completo e que o nimero de entradas € maior ou igual ao numero de saidas
(m = p).
As matrizes AA e AC representam matrizes de incerteza nos pardmetros do modelo,
definidas como (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1996)

AA [ Hpy -
[ac] =l ]== 2

onde = é uma matriz desconhecida cujos elementos satisfazem {Z € R ; Z(t)TZ(t) <
I} e Hy, Hpy e I, sdo matrizes reais, conhecidas e que caracterizam a estrutura das
incertezas.

Baseado nos resultado da Se¢do 2.3.1.1 o controlador ressonante € o lago de anti-
windup estatico podem ser escritos como

E(t) = Ae(t) + Bee(t) + BeEu(sat,, (u(t)) — u(t)), (104)
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onde A¢ e B sdo definidos por (23).
Com o objetivo de introduzir o controlador ressonante na malha de controle € consi-
derado o vetor de estados aumentados

A1) = [ 2(?) } € R™H.
A partir de (102) e (104) segue que
2(t) = (A + AA)z(t) + Bysaty, (u(t)) + Ba(saty, (u(t)) — u(t)) + Bygq(t), (105)

onde ¢(t) = [rT(t) d*(t)]T € RPT,

A:{ A O”XPO],AA:HEE,H:[ Hp 1,ET:{ E, 1

—B:.C A BeH,y 0L, 00
B 0 0 B
B, = ,By,=VE,, V= "Xm},B:{W d].
' [ OPOXm } ’ [ B£ ! Bé Opoxl

Partindo do pressuposto que todos estados estdo disponiveis, € introduzida a realimen-
tagdo do estado aumentado u(t) = Fz(t), F € R™*("*P) com o objetivo de estabilizar
o sistema (105). Esta escolha particular de controlador leva ao sistema em malha fechada
descrito por

A(t) = (A + AA + B F)z(t) — (By + By) U, (F2(t)) + Byg(t). (106)

A.2 Resultado principal

O teorema a seguir apresenta um condicdo para a determinacdo dos ganhos F' e E,. de
tal forma que o Problema 1 seja resolvido.

Teorema 11 Se existirem matrizes W € R tpo)x(ntpo) o R ¢ ROTDXWH) gimétricas
definidas positivas, matrizes Y € Rmx(ntpo) X e R™*(+P0) o M € RP*™ yma matriz
L € R™*™ diagonal definida positiva e escalares positivos \, 1 e v satisfazendo

He{AW +B,Y} + \W +vHH? WET -B,L-VM+ X" B,

* —vl 0 0
* * —2L 0 < 0107)
* * * —A\R
w *
>0,i=1,...,m (108)
{ Yoy — Xy upg }
nW % } .
>0,72=1,...,m (109)
[ Y u%(i)

onde N = \(—1 + 3n), entdo os ganhos F = YW ™' e E. = ML™" sdo tais que todas
as trajetorias de (106) inciadas em Q( P, 1) tendem para o conjunto Q(nP, 1) C S(F,ug)
em um tempo finito t, e permanecem neste conjunto Nt > ty, desde que as referéncias e
perturbagdes sejam tais que q(t) € Q(R, 1).
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Prova. Considerando A = A + AA e calculando a derivada temporal da funcdo de
Lyapunov candidata V' (z(t)) = z(t)T Pz(t) ao longo das trajetérias do sistema (106),
segue que

V(z(t) = z)T((A+BiF)TP+ P(A+BiF))z(t) + 22(t)" PB,gq
—22(t)TP(B; + By) U, (F2(t))

Baseado nos resultados de (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005) apresen-
tados na Se¢d02.2.2.2,se z € S(F—G, uy), entdo W, (Fz(¢))TT[V,,(Fz(t))—Gz(t)] <
0 é verificada para qualquer matriz 7" € R™*™ diagonal definida positiva. Logo, se

V(2(t)) — 2U,, (Fz(t)) T, (Fz(t)) + 2W,, (Fz(t)) ' TG=(t) < 0

entdo V(z(t)) < 0 desde que z(t) € S(F — G, up).

Para garantir que as trajetdrias do sistema iniciadas em Q( P, 1) convergem para Q(nP, 1)
em um tempo finito ¢, e permanecam neste conjunto V¢ > ¢, necessita-se que V (z(t)) <
0 seja garantido para todo z(t) e ¢(t) tais que 2(¢)"Pz(t) < 1 (ie., z(t) dentro de
QP 1)), z(t)"nPz(t) > 1 (ie., z(t) fora de Q(nP,1)) e q(t)TRq(t) < 1 (.e., q(t)
dentro de (R, 1)). Utilizando o S-procedure (BOYD et al., 1994), isto pode ser obtido
se existir o escalar positivo A, tal que

V(2(t)) =29y (F2(t)) T (Vo (F2(1)) — G2(t)) + A(1 — Z( )" Pz(1))

FA(2(8)TP2(t) — 1) + A1 — ¢ () Ra(1)) < (1o

Q(P,1) € S(F — G, ug). (111)

Logo, escrevendo o lado direito de (110) na forma

[ 207 Wy (F2(t)" ¢" [M | Wy (F2(1)) |,

He{P(A+ByF)} —\(1-3n9)P —P(B,+B,)+G'T PB,
M = * =27 0 ,
* * —)\R

entdo € suficiente M < 0 para que (110) seja verificada. Pré- e pés-multiplicando M
por diag{ P!, T~ I} e realizando as mudangas de varidveis W = P~ J =nP, X =
GP Y, Y=FP ' L=T"1eM=ET" segue que

He{(A+AA)W +B,Y}+\W -B,L-VM+XT B,
M = % —2L 0
% * —AR

Considerando ainda AA = HZE, entdo tem-se que a relagio WETZH" + HZEW <
vHHT +v'WETEW € verificada (ver (MAHMOUD, 2000)). Logo, através do comple-
mento de Schur, segue que (107) implica em M < 0 de tal forma que (110) € verificada.

A satisfagdo de (108) implica que Q(P, 1) estd no interior da regido S(F' — G, uy).
Logo, a partir dos resultados de (GOMES DA SILVA JR; TARBOURIECH, 2005), para
todo z(t) € (P, 1) segue que a ndo-linearidade ¥, (F'z(t)) satisfaz a condi¢do de setor
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modificada W, (Fz(t))TT[W,,(Fz(t)) — Gz(t)] < 0. Este fato, em conjunto com (107),
implica que existe um escalar x> 0 tal que a relac@o

V(z(1) < —uV(2(1) <0,

é garantida Vz(t) € ® = {z € R0, 2T P2 < 1,27J2 > 1} e Vq(t) € q(t)" Rq(t) < 1.
Desta forma, V(z(t)) < e "V (z(0)), Vz(0) € ® e Vq(t) € Q(R,1). Como J = nP,
entdo existe um valor de tempo ¢t = t; o qual V' (z(t1)) = % ie., z(t1)nPz(t;) = 1.
Além disso, como V(z(t)) < 0 é verificada na superficie de Q(.J, 1), tem-se que todas
as trajetérias entram em 2(.J, 1) e permanecem em seu interior, V¢ > t;. Finalmente, a
relagdo (109) implica que €2(./, 1) estd no interior da regido de operagdo linear S(F) ug).
u

Exemplos numéricos relativos aos resultados apresentados neste apéndice e sua ex-

tensdo para os controladores repetitivos foram previamente publicados em (FLORES;
GOMES DA SILVA JR.; SBARBARO, 2009) e (FLORES et al., 2010a).



