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,, Vielleicht in den meisten Fdillen, wo wir die Antwort auf eine Frage vergeblich suchen, liegt
die Ursache des Mifilingens darin, daf$ wir einfachere und leichtere Probleme als das vorgelegte
noch nicht oder noch unvollkommen erledigt haben. Es kommt dann Alles darauf an, diese
leichteren Probleme aufzufinden und ihre Losung mit moglichst vollkommenen Hilfsmitteln und
durch verallgemeinerungsfihige Begriffe zu bewerkstelligen.

D. Hilbert

(Trecho de seu discurso no Congresso Internacional de Mateméticos
Paris, 1900)
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Resumo

Este trabalho apresenta os conceitos envolvidos na definicao de um complexo
eliptico sobre uma variedade compacta M e desenvolve a teoria de Hodge neste
complexo. O principal resultado em questao é o teorema de Hodge. No caso mais
simples, dados dois fibrados vetoriais £ — M, F' — M e um operador diferencial
eliptico L : T'(E) — I'(F), agindo nas segoes destes fibrados, o teorema de Hodge
garante que a dimensao de seu nicleo M(L) é finita e que podemos decompor

I'(E) = N(L) & Im(L"),

onde Jm(L*) é a imagem da adjunta de L. Para a demonstracao apresentada aqui,
sao empregadas as propriedades dos espagos de Sobolev H,,,(E) das segoes de E.
Certa énfase é dada na obtencao de propriedades globais a partir de resultados
locais.



Abstract

This work presents concepts involved in the definition of an elliptic complex
on a compact manifold M and develops the Hodge theory over this complex. The
main result at hand is the Hodge theorem. In the simplest case, given two vector
bundles E — M, F' — M and an elliptic differential operator L : T'(E) — I'(F),
acting on sections of these bundles, the Hodge theorem ensures that the dimension
of its kernel 91(L) is finite and that we can decompose

I'(E) = N(L) & Im(L"),

where Jm(L*) is the range of the adjoint of L. In the proof presented here, we
employ properties of the Sobolev spaces H,,(E) of sections of E. We give an
emphasis to obtaining global properties from local results.
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Introducao

Os diversos objetos empregados em matematica sao usualmente organizados em
categorias naturais distintas, com eventuais niveis hierarquicos que caracterizam
uma determinada area de estudos.

Dessa maneira, temos, por exemplo, conjuntos numéricos, grupos, modulos
e homomorfismos identificando diretamente a Algebra. De interesse da Analise,
temos fungoes em abertos de R™ com alguma classe de regularidade, os espacos
formados por essas fungoes e operadores diferenciais ai agindo. O estudo de vari-
edades, invariantes de espagcos topolédgicos e deformacgoes continuas caracterizam
a Topologia.

Entretanto, podemos citar muitos resultados que ultrapassaram alguns des-
ses niveis e cuja descoberta refletiu-se no desenvolvimento de areas integradoras
de conceitos anteriormente independentes, como Geometria Algébrica, Topologia
Algébrica e Topologia Diferencial.

Dentre estes, destacam-se teoremas como o de Riemann-Roch, relacionando a
dimensao do espaco das fungoes meromorfas a topologia da superficie de Riemann
onde estao definidas, e o teorema de Hirzebruch, que relaciona a assinatura de
uma variedade a integral de uma classe caracteristica sobre a variedade (ambos
descritos em [10]).

Mais surpreendente ainda foi a generalizagao destas proposigoes sob a forma do
interessante Teorema do fndice, primeiramente demonstrado por Michael Atiyah e
Isadore Singer em 1963 (][9] e [10]). Ele expressa a igualdade entre uma propriedade
analitica de um operador diferencial eliptico (o indice analitico) e a integral de
classes caracteristicas associadas a seu simbolo (o chamado indice topoldgico do
operador).

Além de unificar tantos conceitos e resultados, o teorema do indice apresenta
diversas ramificagoes, incluindo aplicacoes a fisica de particulas (por exemplo,

[13]).

O indice de um operador diferencial L é a diferenca entre as dimensoes dos
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nicleos de L e de seu adjunto L*:
Ind(L) = dim[N(L)] — dim[N(L")]

Logo, para que o indice exista, estes espacos devem ter dimensao finita. As-
sim, a primeira exigéncia para que o teorema de Atiyah-Singer faca sentido é a
existéncia de um indice para operadores elipticos. Esta condicao é assegurada
pelo teorema de Hodge, objeto de estudo principal desta dissertacao.

Em sua forma mais simples, o teorema de Hodge afirma que, dado um operador
eliptico L : C*(M) — C*°(M) agindo sobre as fungoes diferenciaveis definidas em
uma variedade compacta M, entao os nucleos (L) e 9U(L*) sdo espagos vetoriais
de dimensao finita. Além disso, existe uma decomposicao ortogonal

C*(M) =N(L) ® Im(L").
Este teorema esta diretamente associado a equagao diferencial
L*u=f.

A primeira parte garante que, caso existam, as solugbes formam um espaco
afim de dimensao finita, igual a dim[9¥(L*)]. Para ver isso, basta perceber que se
ug € solugdo, entao todas as solugdes sao da forma uy + v, com v € MN(L*), devido
a linearidade do operador.

J& a decomposicao assegura uma condi¢ao necessaria e suficiente para que
existam tais solugoes. Especificamente:

Jutal que L'u=f <= feIm(L") < fLNL)

No caso mais geral, o teorema afirma resultados analogos, substituindo fungoes
por secoes de fibrados vetoriais e operadores elipticos por laplacianos de complexos
elipticos, como sera apresentado adiante.

Obter resultados sobre operadores diferenciais em variedades, inevitavelmente,
requer estender resultados locais (isto é, que valem em abertos de R™) para versoes
globais, sobre toda a variedade. Essa passagem exige o dominio de manipulacao
de ferramentas tanto analiticas quanto topoldgicas.

Assim, é natural que, ao escrever sobre o assunto, autores com maior famili-
aridade ou interesse em algum aspecto especifico nao se preocupem em ressaltar
ou explorar sutilezas referentes a outras areas.

O presente trabalho assume a proposta de ser uma introducao aos belos resul-
tados acima discutidos, apresentando uma demonstracao do Teorema de Hodge
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com certo grau de detalhamento. Espera-se que nuances da obtencao dos resulta-
dos globais a partir dos locais fiquem devidamente esclarecidas.

No Capitulo 1, temos uma breve descricao das definicoes e propriedades que
supoe-se previamente conhecidas. No capitulo 2, apresentamos os resultados lo-
cais que serao posteriormente utilizados, a saber, alguns teoremas sobre espacos
de Sobolev e operadores elipticos em R™. No capitulo 3, estendemos as proprie-
dades locais para uma variedade compacta. Ainda neste capitulo encontra-se a
demonstracao do Teorema de Hodge, seguida de algumas aplicagoes e discussao
final.

A estrutura principal da demonstracao do teorema de Hodge se assemelha a
que pode ser vista em [1], com maior distingao na globalizagao de resultados locais.
Os resultados locais sao tipicos de livros de equagoes diferenciais parciais, podendo
ser encontrados em [4] e [5]. Alguns trechos especificos e parte da notagao sao
baseados em [3] e os exemplos ao fim do Capitulo 3 sao apresentados como em [2].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo descrevemos alguns objetos cujas propriedades basicas sao em-
pregadas em todo o trabalho, estabelecendo, também, a notacao utilizada. Os
resultados aqui apresentados devem ser entendidos como pré-requisitos, cujas de-
monstragoes em detalhe podem ser encontradas nas referéncias bibliograficas cor-
respondentes.

1.1 Notacao

Ao longo do texto serao adotadas notacoes que priorizam a simplicidade da es-
crita, naturalmente permitindo interpretacoes incorretas, principalmente quando
comparadas a outros trabalhos em &reas relacionadas. Fica aqui estabelecido seu
uso especifico.

Sejam x = (x1,...,2,) € ¥y = (y1,...,yn) elementos de R™. Representamos o
produto interno canonico de R" e a norma associada por:

Yy =211 + .+ Ty, e x| = (xx)1/2

Analogamente, em C* adotamos a notacao:

fw=Zw +..+ 5w, e |z|=(Z2)V?
na qual z; € C ¢ o nimero complexo conjugado a z; € C.

Tanto em R™ quanto em N”, expressamos os elementos da base canonica por
e; =(0,...,1,...,0),1 < j < n, com apenas a j-¢sima componente nao-nula e igual
al.

Dado um multi-indice a = (o, ..., ;) € N* = {0, 1,...}", definimos os niimeros
inteiros

lal i =a1+ ... +a, e al:=aol. .ap,!

6
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e associados a «, denotamos, para x € R",

p=afialn e D= (=i)N0)™ . (0,)

n

onde 0; é o operador derivada parcial na direcao e; e o imaginério puro ¢ € C foi
acrescentado ao operador diferencial D com objetivo de simplificar a expressao
para a transformada de Fourier da derivada (1.5). Assim, por exemplo, D% =
—10;.

Atribuimos ao espaco N™ uma ordem parcial < dada por
a<lf <= o<p 1<Ii<n

e estendemos a notacao de coeficiente binomial da seguinte forma: sejam « e 3
multi-indices tais que a > e j € N com j > |al, entdo

()=t o ()5

Para ilustrar o emprego de multi-indices, temos a féormula da expansao multi-

nomial: ,
(ng>a => (Z)za, (1.1)

|laf=j
onde z = (z1, ..., z) € C*.
Denotaremos, ainda, a bola aberta de raio R e centro y por Br(y) = {z €
R™ | |x — y| < R} e a esfera S"™' := 0B1(0) = {z € R" | |z| = 1}.

Quando estivermos trabalhando com desigualdades para fazer estimativas, os
coeficientes envolvidos que nao dependam das variaveis em questao serao aglutina-
dos e sempre escreveremos C' para representar qualquer combinacao de constantes
positivas. Assim, por exemplo,

f(x) < Cy(x) e g(z) < Ch(z) = f(x) < Ch(x).

1.2 Funcoes Suaves

Dado um aberto U C R", denotamos por C*(U) o conjunto das funcoes | vezes
diferenciaveis f : U — R tais que as derivadas (01)*'...(0,)*" f sejam continuas
para quaisquer multi-indices |a| < .

Estaremos principalmente interessados nas fungoes [ vezes diferenciaveis u =
(u1,...,up) : U — C*. Neste caso,

u € CY(U,C*) «— D% := (D%uy, ..., D®uy,) é continua V|a| < [.
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Nos dois casos, denominamos funcdo suave, com imagem em R ou C*, um ele-
mento de C=(U) := (), CY(U) ou de C>=(U,C*) := (N, C(U, CF), respectivamente.

Empregando a notagao da se¢ao anterior, dadas f,g € C*(U) e u,v € C®(U, CF)
temos a regra de Leibnitz:

()= ¥ (%) 0o (12)

BHy=a

a partir da qual podemos demonstrar as duas outras versoes

D (fu)y=Y_ (O‘)Dﬁ fD"u

Bty=a 7
D) = Y (O‘><_1)lﬁmumv.
B+y=a K

Basta aplicar (1.2) para as componentes fu; e @;v;, observando que DPu,;, =
J V) J

No subespaco de C°(U, C*) dado pelas funcoes limitadas, temos a norma do
supremo:

[tflos == sup [u(z)].
zelU
Podemos estender essa definigao para o subespaco de C'(U, C*) no qual

lulloos :=sup Y [DPu(a)]

7€V 151<1

é finito.

Se U ¢ um dominio (aberto conexo), toda sequéncia {u;}52, C CY(U,C*) que
seja de Cauchy na norma |||« converge para um elemento v € C'(U,CF). Ou
seja, o subespaco de C'(U,C*) onde ||.||o, estd definido é completo na norma
|.|ls- Isto acontece, pois se uma sequéncia de fungdes diferencidveis e suas de-
rivadas convergem uniformemente, entao a derivada do limite das fungoes existe
e é igual a funcao limite das derivadas, como pode ser encontrado no capitulo V,
segao 6, de [6].

1.3 A Classe de Schwartz

Definicao 1.1. Denominamos Classe de Schwartz S, o espaco vetorial das funcgoes
f : R" — C suaves, tais que, dados multi-indices o e (3, exista uma constante
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C =C(a, B) que faca valer
|2°DP f(z)| < C Va € R™. (1.3)
Isto €, todas as derivadas de f decrescem mais rapidamente que qualquer po-
linomio.
No caso mais geral, definimos o conjunto
St = {u=(uy,..,u) : R* = C* | u; € S}.

O suporte de uma fungao real é o fecho do conjunto de pontos nos quais a
funcao é diferente de zero. Denotamos o conjunto das fungoes suaves com suporte
compacto em R™ por C®(R"). E facil ver que C°(R") C S, pois multiplicar por
polinomios e derivadas s diminui o suporte.

Por outro lado, considere os espagos LP, das fungoes mensuraveis f tais que

1o o= ([ i) <o

Tomando, em (1.3), # = 0 e escolhendo, no lugar de z®, um polinémio adequado,
por exemplo (1 + |z]?)*/?,2s > n, mostra-se que S C LP. O raciocinio envolve o
seguinte calculo, que sera util posteriormente:

/ dx B / dz +/ dx
g (14 ]z[?)8 Br(o) (1 +|z[?)* Re\Br(0) (1 + |2]?)*

o pn=lgy > dr
— C + vol (S e o c/ 7 .
+UO( )/R (1 —|—7"2)8 — R 74237n+1 <00

(1.4)

A 1ltima integral converge para todo R > 0, pois 2s —n + 1 > 1.

A convolucao entre duas funcées f, g : R — C é dada por

(fx9)(x) = . flx—y)gly)dy = . fy)g(r —y)dy.

A primeira aplicacao interessante da classe de Schwartz é o seguinte resultado,
que representa a relevancia da convolugao em Analise:

Lema 1.2. Se f € [P (1 <p <), e g €S, entao para qualquer multi-indice c,
fxgeC®(R") e DY(fxg) =[x (D).
A demonstracao envolve limitar D“g pela inversa de um polinémio adequado,

de forma que a integral da convolucao convirja uniformemente, comutando assim
com a derivada. Ela pode ser encontrada no Capitulo 0 de [4].

A classe de Schwartz também é o ambiente natural para se desenvolver a
Transformada de Fourier.
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1.4 A Transformada de Fourier

Definicao 1.3. A uma funcao f € S associamos sua Transformada de Fourier,

F(f):=f:R* = C, via

N

fley=m e [ e e ds

Se u € S* definimos 1 = (1, ..., ).

Utilizaremos a transformada de Fourier como uma ferramenta para limitar
derivadas, nos valendo de suas principais caracteristicas, listadas no seguinte lema.

Lema 1.4. A transformada de Fourier é um isomorfismo linear de S em S com
as propriedades:

(a) Transformada da derivada: Seja X : & — S o operador multiplicagao,
(Xf)(x) =z*f(x). Entao,

— ~

Def(€) =€ f(€) e Xof(€) = (=1)*D*f(€). (1.5)

(b) Férmula da Inversao:
fla) = F(f)-a) = o) [ ) ayag (1.6

(¢) Transformada do produto: fg = (2)~"/2f * §.
(d) Teorema de Plancherel: (f,g)z2 = (f, ) 2.

A propriedade (a) garante que F leva S em S, podendo ser demonstrada
via integragao por partes e o teorema da convergéncia dominada. A férmula da
inversao (b) mostra que F é, de fato, um isomorfismo. Utilizando-se (b) e o
Teorema de Fubini, demonstra-se (c¢) e (d). Demonstragoes em detalhes podem
ser encontradas em [5] (na se¢ao 4.3) e com mesma notagao adotada aqui em [3]
(81.1).

Os itens (a) e (b) do Lema 1.4 se aplicam diretamente para funcoes u € S*,
pois valem para cada coordenada u;. Para estender (c), podemos tomar uma das
funcoes em S* e aplicar multiplicacao e convolucao em cada coordenada, assim

Fu=(Fus, o, fup) = 1) 2 % i, ..., f +0y) = (20)2f x 0.
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Quanto a (d), basta tomar o produto interno em L? das fung¢ées com imagem em
CF, utilizando o produto hermitiano canonico de C¥:

(u,v)2 = / ) a(z)v(z) de = ; / ) (), (z) dx
b = i _
=3 [ a@u©d= [ i d = (oo

1.5 Variedades Diferenciaveis

Um atlas sobre um espaco topolégico X é uma colecao de sistemas de coordenadas
locais {x) : Uy — R" | Uy aberto}, tal que |J, Uy = X.

Definicao 1.5. Uma Variedade Diferenciavel de dimensao n € um espaco to-
polégico, M, de Hausdorff, com base enumerdvel e munido de um atlas {xy : Uy —
R"} tal que as mudangas de coordenadas xx o x," = x,(Ux N U,) — 2A(Ux NU,)
sao difeomorfismos.

Nesta dissertacao, trabalharemos com variedades C*°, isto é, tais que as mu-
dancas de coordenadas sao suaves.

As condigoes topoldgicas impostas nesta defini¢ao, isto é, que M seja de
Hausdorff com base enumeravel, sao fundamentais, pois garantem a existéncia
de parti¢oes da unidade (estritamente) subordinadas a qualquer cobertura por
abertos.

Mais especificamente, dada uma cobertura aberta {U,} de M, existe uma
familia de fungoes suaves {p, : M — R} tais que:

1) para cada A, ¢y > 0 e o suporte de ¢, estd contido em Uy;

2) para todo p € M, existe uma vizinhanca V de p tal que apenas uma
quantidade finita de ¢,’s tem suporte intersectando V;

3) para qualquer p € M, temos ), pi(p) = 1. Devido a (2), faz sentido
falarmos na soma ), ¢a(p), pois ela envolve, em cada ponto, uma quantidade
finita de termos nao nulos.

A prova da existéncia de partigoes da unidade suaves baseia-se em obter um
refinamento {U;} da cobertura dada, formado por dominios de sistemas de co-
ordenadas z; : Uy — R" tais que z;(U;) = B3(0) e a familia {z;'(B,(0))} cobre
M. Ou seja, cobrimos a variedade com sistemas de coordenadas na bola de raio
1 de R™, de forma que podemos estender as aplicagoes para uma vizinhanca com
imagem na bola de raio 3. Neste caso, as parti¢oes da unidade sao construidas
com auxilio de uma funcao de classe C* que vale 1 na bola B;(0) e 0 fora de

Ba(0).
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Essas construgoes serao utilizadas no capitulo 3 e podem ser vistas em detalhes,
com todas as demonstracoes necessarias, no capitulo VIII de [§].

Parti¢oes da unidade sao as ferramentas béasicas para a construcao de objetos
em variedades, como campos de vetores nao triviais e métricas riemannianas.

Uma construgao elementar sobre uma variedade diferencial é o fibrado tangente
associado a ela. Isto é, a cada ponto de uma variedade p € M, olhamos para
o conjunto T'M, das classes de equivaléncia de curvas passando por p, onde a
equivaléncia entre duas curvas ocorre quando os vetores tangentes das imagens
das curvas por um sistema de coordenadas sao iguais em R". Podemos atribuir a
T'M, uma estrutura de R-espaco vetorial n-dimensional que independe do sistema
de coordenadas. A unido TM = | _,, T M, denominamos fibrado tangente de
M.

O fibrado tangente, contudo, é apenas um exemplo particular de fibrado veto-
rial sobre uma variedade M.

peEM

1.6 Fibrados Vetoriais

Definicao 1.6. Um Fibrado Vetorial de dimensao k € uma aplicacao 7w : E — M
entre as variedades diferencidveis E e M, tal que exista uma cobertura de M por
abertos {U\} e difeomorfismos hy : 7 1(Uy) — Uy x C* que facam comutar o
sequinte diagrama:

YUy %U/\X(Ck

No diagrama, m(p, z) = p. Além disso, exige-se que as mudangas de coordenadas
haoh, '+ (UxNU,) x C" — (UyNU,) x C*

sejam da forma hy o h;l(p, z) = (p,gau(p)2), onde as fungdes de transicdo gy,
UyNU, = GL(C*) sdo suaves.

Denominamos, na definicao acima, F o espaco total e M o espaco base, mas
por simplicidade de notagao vamos nos referir usualmente a £ como um fibrado
sobre M. Denotamos por E, := 7~ !(p) a fibra sobre o ponto p. Podemos atribuir
uma estrutura de C-espaco vetorial com dimensao k a cada fibra E,, utilizando
uma trivializacdo local hy e a estrutura de espaco vetorial de C*. A condicao
sobre a forma da mudanca de coordenadas hy o h;l garante que essa estrutura
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independe da trivializacao escolhida. Dessa forma, a aplicacao linear invertivel
9ru(p) € GL(C*) basicamente representa a mudanca de base em FE, correspon-
dente & mudanca de coordenadas hy o h;l em M.

Podemos fazer a defini¢ao acima na categoria dos espagos topoldgicos e fungoes
continuas sem supor que os conjuntos sao variedades e que as aplica¢oes sao suaves,
mas essa generalizagao nao nos interessa aqui.

Entendemos por homomorfismo entre os fibrados 7 : E — M e 7 : E — M
uma funcio diferencidvel h : E — E que faz comutar o diagrama:

h ~
E E
M
e tal que a restrigao a cada fibra A/ B, E, — E, é uma aplicacao linear. Quando h
é ainda um difeomorfismo e cada restrigao hl p, € um isomorfismo linear, dizemos

que h é um isomorfismo de fibrados.
Uma se¢ao do fibrado 7 : £ — M ¢é uma fungao s : M — E tal que

A

comuta. Ou seja, s atribui a cada ponto p € M um vetor s(p) € E,. Denotamos
o espago de todas as segoes suaves de um fibrado F por I'(F). Naturalmente,
['(E) é um espaco vetorial com respeito a soma e multiplicagdo por escalar ponto
a ponto (a segao nula estd bem definida, pois as mudangas de coordenadas sao
lineares).

O exemplo mais elementar de fibrado é o fibrado trivial M x C* — M, com
projecao (p, z) — p. Neste caso, I'(E) se identifica com o espago das fungoes suaves
de M em CF. Quando um fibrado E — M é isomorfo ao fibrado M x C¥ — M
ele é denominado trivial. Como para qualquer fibrado as trivializagoes locais
hy : 7 1(Uy) — U, x C* sao, por definicao, isomorfismos de fibrados, segue que
cada fibrado 7= (Uy) — Uy, é trivial.

O ja citado fibrado tangente 7'M, com fibra T'M,, sobre o ponto p € M, é um
fibrado vetorial real de mesma dimensao da variedade M. As trivializacoes locais
sao dadas por coordenadas locais e suas derivadas, (p,v) — (zx(p), DzA(p)v) de
forma que temos as fungdes de transicao gx,(p) = D(zx 0z, ")(p). Cada segao de
TM é chamada de campo de vetores tangentes a M.
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Um exemplo mais interessante, trata-se da dlgebra exterior. Seja T'M; o dual
ao espago tangente no ponto p e considere a dlgebra tensorial T(T'M;), isto é, a
dlgebra livre gerada pelos vetores cotangentes no ponto p. Sendo {dz’ };?:1 uma
base de T'M; dada por um sistema de coordenadas em p, T(TM;) ¢é gerado por
expressoes do tipo dr’' ® - - - ® dx?'. Podemos quocientar a algebra tensorial pelo
ideal gerado por elementos do tipo w ® w e obter a dlgebra exterior no ponto p,
A(TM,). Dessa forma, A(T'M,) é gerado por expressoes como dz’t A --- A da’t,
sujeitas a relagoes de linearidade e anticomutatividade. Escreveremos também
dr? = (dx')" A -+ A (dz"™)™, onde subentende-se que (dz/)° = 1 e (dz’)! = 0
sempre que [ > 1.

Atribui-se a unido A(M) := () A(T'M,) uma estrutura natural de fibrado
vetorial real com dimensao 2". O espago das sec¢oes suaves deste fibrado, denotado
Q(M) := T'(A(M)) é conhecido como a algebra das formas diferenciais em M.
Podemos obter uma decomposi¢ao A(M) = @),_, A*(M), onde cada subfibrado
A¥(M) com dimensao (Z) ¢ gerado localmente por combinagoes de tamanho, &, ou
seja, temos uma base local {dz” | |y| = k}. Neste caso, o espago das se¢oes suaves
¢ denotado por QF(M) = T'(A¥(M)), conhecido como o conjunto das k-formas
diferenciais em M.

A construgao da algebra das formas diferenciais, bem como suas propriedades,
pode ser encontrada em livros basicos de geometria diferencial, por exemplo [11].

Uma M¢étrica Hermitiana no fibrado 7 : £ — M, é uma aplicacao que a cada
ponto p € M atribui em E, uma forma bilinear com imagem em C, antilinear na
primeira entrada, positivo definida, isto é, um produto hermitiano. A existéncia
de uma métrica hermitiana em qualquer fibrado, decorre do fato de que podemos
atribuir uma métrica hermitiana em cada aberto U, via trivialicoes locais, utili-
zando o produto hermitiano canonico de C*. Cada uma dessas métricas locais se
estende suavemente para toda a variedade se a multiplicarmos por uma funcao
suave que va a zero fora do respectivo aberto U,. Uma métrica global pode ser
definida como a soma das métricas locais com auxilio de uma particao da unidade
adequada.

1.7 Complexos de Cadeias

A &lgebra das formas diferenciais (M) tem uma estrura mais fina que a apresen-
tada anteriormente, dada pelo operador derivada exterior d* : QF(M) — Q¥ (M).
Em coordenadas locais, uma k-forma se escreve como:

w(p) = Y wy(p)da”.

[vI=k
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Neste caso, a derivada exterior é dada pela (k + 1)-forma:

d*w(p) = Z Zﬁjwv(p)dxj A dz”.

7=k =1

Percebe-se, imediatamente, que d* é linear. Como as derivadas segundas comu-
tam, 9;0,w, = 9,0;w., e o produto exterior ¢ alternado, dz? A dz! = —da' A da?
segue que d**1 odF = 0.

Assim, temos a sequéncia de espacos vetoriais e operadores lineares

s QR I k) s R (M) s -

tais que a imagem de uma aplicacio est4 contida no nicleo da seguinte: Jm(d*~!) C
MN(d*). Essa sequéncia é conhecida como Complexro de de Rham e trata-se de um
particular complexo de cocadeias.

Definigao 1.7. Um Complexo de Cadeias (C,,ds) € uma sequéncia de modulos
ligados por homorfismos de modulos

—2 Ou— 1 9 )
coe e k2 B2 okl Ok ok TR okl

tais que 0 o dg+1 = 0. O conceito dual, um Complexo de Cocadeias (C*®,d*) é
uma sequéncia de modulos com homomorfismos

_ dk—l dk dk+1
—)Ck 1_>Crk:_>cvk+1_>ck+2_>_”
tais que d* o d*~1 = 0.

Associado a um complexo de cadeias (C,,ds) temos o seu k-ésimo grupo de
homologia, definido como o quociente:

Hk(C., 5.) = ‘ﬁ(ék)/ﬁm(dkﬂ)

Analogamente, definimos o k-ésimo grupo de cohomologia de um complexo de
cocadeias (C*,d*) por:

H*(C*,d*) := N(d*) /TIm(d* ).

Quando os mddulos de um complexo de (co)cadeias sdo espagos vetoriais, os
grupos de (co)homologia também o sao. Este é o caso no complexo de de Rham,
para o qual temos os espagos de cohomologia associados H%, (M), que denomina-
mos a cohomologia de de Rham da variedade M. A cohomologia de de Rham de
uma variedade é um importante invariante topoldgico, associado, por exemplo, a
condicoes de integrabilidade de certas equagoes diferenciais.

Se certo complexo de cocadeias é composto de espagos de secoes em fibra-
dos vetoriais e os homomorfismos sao operadores diferenciais, dizemos que é um
complexo diferencial.



Capitulo 2

Analise Local

Apresentamos, aqui, as propriedades locais dos objetos de interesse deste traba-
lho. Mais especificamente, introduzimos o conceito local de Operador Diferencial
Eliptico, para o qual vale o teorema de Hodge.

Inicialmente, definimos espacos de Sobolev, para onde estenderemos a atuagao
dos operadores, pois suas propriedades serao de extrema utilidade.

De particular importancia, ressaltamos o Teorema de Rellich, sobre a com-
pacidade da inclusao de espacos de Sobolev, e a Desigualdade a Priori, com a
qual percebe-se a vantagem de trabalharmos com os operadores elipticos nestes
espacos.

Para empregarmos os resultados locais nos teoremas apresentados no Capitulo
3, poderemos tomar condigbes bem restritas sobre os abertos e as fungoes neles
definidas. Dessa forma, nao priorizamos, neste capitulo, maior generalidade.

2.1 Espacos de Sobolev

Seja U C R™ um aberto e C°°(U; C*) o espago vetorial das fungoes suaves u : U —
C*. Definimos em C*(U, C*) a norma ||.||,, por

Jul2, = 3 /U‘Do‘u(m)rdx. (2.1)

la|<m

Note que o lado direito da igualdade acima, quando ¢é finito, é meramente a soma
dos quadrados da norma L*(U) das fungoes D*u. Decorre que (2.1) determina
uma norma no subespaco de C*(U, CF) onde est4 definida. Em particular, é uma
norma no espago C°(U, CF) das fungoes suaves com suporte compacto em U.

Definigao 2.1. Denotamos por H,,(U) o completamento, na norma ||.|m, do

16
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supespago de C®(U,C*) para o qual (2.1) estd definida. H,,(U) é chamado de
Espaco de Sobolev de ordem m sobre U.

O completamento de C°(U, C*) com a norma ||.||m € um subespago de H,,(U)
que serd denotado por H° (U).

Segue desta definigao que H,,(U) e H2 (U) sao espagos de Hilbert com respeito
ao produto interno

(U, v), = Z /UDau(:U)Dav(a:) dx.

la|<m

Caso u € H,,(U) N C>=(U,CF), entdao u € H,,_1(U) pois a soma em (2.1) para
|| w|[m—1 exclui os termos com || = m, sendo menor que ||ul|,,. Consequentemente,
existe uma constante C' tal que ||ul/;,—1 < C||lul|, para qualquer u € H,,(U), ou
seja, a inclusao H,,(U) = Hp—1(U) é continua.

Iremos obter uma definigdo equivalente para a norma ||.||,,, mais natural para
se trabalhar com estimativas. Intuitivamente, ela apenas descreve o fato de que
controlar a m-ésima derivada de uma funcao u é equivalente a controlar sua trans-
formada de Fourier 4, vezes um polinémio de grau m.

Proposigao 2.2. Seja |||, a aplicacio definida no espago de Schwartz S® por
o= [ lgPymlace) g (2.

Entao, existem constantes ¢ e C tal que para qualquer u € C2(U,CF) com
|ull?, < oo, vale
cllullp, < llullm < Cllull, (2.3)

e, portanto, |||\, define uma norma em H° (U) equivalente a ||.||m-

Observacao. A fim de aplicarmos a transformada de Fourier em elementos de
C>=(U, C*), identificamos aqui as inclusdes

C(U,C) C CF(R™,CF) C S,
estendendo uma funcio u € C°(U, C*) como zero fora de U.

Demonstracao. Devido as propriedades da transformada de Fourier (Lema 1.4),

temos
2 —_—
i, = 3 [ [prut@)] o= 3 10wl = 3 157l

|| <m |a|<m || <m

= > [ewerde= [ (3 el

laj<m laj<m
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de forma que basta mostrar que existem constantes ¢ e C, tais que

c(L+IEP)™ < Y [P <+ g (2.4)
|o|<m
Por um lado,

S e = 3 S P fe < i > ( Jiety e

|a|<m J=0 |al=j
Z|£PJ<Z( >|£!2J— 1+ ke,
7=0

onde utilizamos a expansao multinomial (1.1) e o fato que qualquer coeficiente
binomial é maior ou igual a 1, portanto podemos multiplicar cada termo pelo
coeficiente desejado, aumentando o resultado da soma.

Analogamente, do outro lado,

a+ierr =3 (" )|s|2f<m']§;<za>

(2.5)

7=0
cm3 Y (é) (€)™ < mt 30 S [ e
7=0 |a|]=j =0 |al=j
<m)?Y N e =(m)? Y P
=0 |a|=j la|<m

de onde seguem (2.4) e a proposicao.

2.1.1 Operadores Diferenciais em H,,

Mostraremos, a seguir, que operadores diferenciais agindo em C*(U, C*) podem
ser estendidos como operadores continuos sobre H,,(U).

Seja L(C* C*) o espago dos operadores lineares de C* em C*. Dado T €
L(Ck CF), escreveremos TD? . C=(U,CF) — C*°(U,C*) para representar a
aplicacao que leva u € C°°(U, C*) na funcao

(TDPu)(z) := T (D u(x)).
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Considere agora aplicacoes lineares dependentes de z. Isto é, funcoes a : U —
L(C* CF). Neste caso, dada u € C°°(U, C*¥) denotamos por aD’u a funcio

(aDPu)(z) := a(x)(D"u(z)).

Fica subentendido, quando necessdrio, o isomorfismo £(C*,C*) ~ C*¥, trans-
portando todas as definicdes que fizemos em C** para as lineares.

Seja U aberto limitado. Um operador diferencial de ordem r é uma aplicagao
da forma

L= agD":C™(U,C" — C>=(U,CH),
1B1<r

com ag suave. Dizemos que L estd definido em uma vizinhanga do fecho de U,
que denotaremos U, quando as aplicacoes ag : U — L(CF ,C*), se estendem sua-
vemente para uma vizinhanca de U. Isto é, quando forem restri¢oes de aplicacoes
suaves de R” em CF.

Proposicao 2.3. Nas condicoes descritas acima, se U for limitado, L se estende
como um operador continuo L : H,,(U) = Hpm—r(U) para qualquer m > r.

Demonstragao. Como as funcoes ag estendem-se suavemente para uma vizinhanga
de U, entdo todas as suas derivadas sdao continuas em U, que é compacto. Logo,
existe uma cota M tal que |D%ag(x)| < M para quaisquer multi-indices |a| <
m,|B| <rexeU.

Se u € H,,(U) N C>®(U,CF), entao

ull?,_, = “ az(x) DPu(x i x
I .agn;r/zf‘D PECEEER
<C Z Z/U’Do‘(agDﬁu)(x) 2dx,

o] <m—r |B|<r

onde usamos que, dado N € N, para qualquer conjunto {v; € C* | 1 < j < N} de
N vetores em C* temos v
I
j=1

uma vez que, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz duas vezes:

N N N N 2
‘ vl =) vw <) fusllul = (ZM\)
j=1

=1 J,l=1 J=1

=1 Jj=1

9 N
SN ol (2:6)
j=1

2
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Assim, pela regra de Leibnitz (1.2)

L, < 3% /

la|<m—r[B|<r

<C Z Z Z /U‘D’YG/B(ZL')Dﬁ—i_nU({E)P dx

la|<m—r |B|<r y+n=a

<C Z Z Z]\/[Q/U|Dﬁ+"u(9c)|2 dx

la|<m—r |f|<r n=a

3 (3) DYas(x)D"DPu(x) 2 dx

yHn=a

Nas somas acima, |B| < r e |n| < |a] < m —r, dessa maneira, |5+ n| < m, o que
implica

2
Ll <€ 3 [ |prut@)] de = Clul (27)

laj<m

e a constante final C' = C(L, U, m) nao depende da fungao u.

Dado um elemento u € H,,(U), existe uma sequéncia de Cauchy de fungoes
suaves {u;}22,, convergindo a u na norma ||.|[,. Mas, devido a (2.7), {Lu;}32, é
de Cauchy na norma ||.||,,_, portanto converge para um elemento Lu € H,,_,.(U).

O

2.1.2 Teorema de Sobolev

Veremos agora o que os espacgos de Sobolev impoem sobre a diferenciabilidade de
seus elementos.

Teorema 2.4 (Sobolev). Seja U um dominio (aberto conexo). Para qualquer
[ € N satisfazendo | < m —n/2 temos que HO (U) C C'(U).

Demonstracio. Considere, inicialmente, u € C>®(U) C S*. Entao, pela férmula
da inversao (1.6)

ol = |em e [ g < 2o [l

m—1

> |a(&)] dg

m—1

= (2n) " [ (L4 IER)F +1eP)
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Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com a norma equi-
valente de Sobolev dada pela expressao (2.2) temos

P <c ([ avigr-taopa) ([ o)

(2.8)
< Cllul?, / (14 [EP) ™ de < Cllul?, ..

A integral na ltima linha é limitada, como mostramos anteriormente, esco-
lhendo s = m — [ na desigualdade (1.4). Observe que 2s = 2(m — 1) > n.

Como u ¢ arbitraria, podemos aplicar a desigualdade anterior em DPu,Vf €
N". Segue-se que

|DPu(z)| < ClIDPullm-t < Cllllm-r+151 < Cllullm

sempre que || < [, portanto:

lulloos := sup D [D u(z)] < Clullm (2.9)

reR”™
1BI<!

Isto significa que uma sequéncia de Cauchy na norma ||.||,,, é também de Cau-
chy na norma ||.||s, portanto convergente para uma fungao em C'(U) (conforme
discutido na §1.2).

0

Como consequéncia do teorema de Sobolev, temos o seguinte resultado, de
verificagao imediata.

Corolario 2.5. Se uma funcdo u : U — C* pertence a HC, (U) para qualquer m,
entao u € suave. Ou seja,

(H0.(U) € C=(U).

O teorema acima também vale em H,,(U), o que podemos obter observando
que diferenciabilidade é uma caracteristica local. Mais especificamente, basta
multiplicar u € H,,(U) por uma funcao localizadora ¢ com suporte na vizinhanga
de um ponto, de forma que ¢u € HY (U). Esse raciocinio serd desenvolvido com
mais detalhe no Teorema 2.13.
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2.1.3 Teorema de Rellich

Para o préximo resultado, precisaremos de mais uma relacao e um lema.
Existe uma constante C' tal que dados & e n arbitrarios em R™,

L+ g < CA+ | =n*) (A + nl*) (2.10)
Para verificar essa desigualdade, veja que, da desigualdade triangular

€] < 1€ —nl + |n].

e da inequagao (2.6) segue

€% < (1§ = nl + [n1)* < 21§ = nl* + [nl*).

Obtemos finalmente,
L€ <201+ |€ = nl* + [nf*) < 201+ [ = nf* + [n* + € = nl?|nl*).

Mas o lado direito da desigualdade acima é exatamente o lado direito de (2.10)
com C' = 2.

Lema 2.6 (Arzela-Ascoli). Seja {u;}32, C C'(R",C*) uma sequéncia unifor-
memente limitada de fungoes, isto €, |u;| < M,Vj € N, tais que suas deriva-
das primeiras também formam uma sequéncia uniformemente limitada {0;u; };?‘;0.
Entao, existe uma subsequéncia {uj }7%, C {u;}32, e uma fungdo continua u, tal
que uj, — u uniformemente em compactos de R".

Este lema é um resultado classico em andlise. A prova baseia-se em mostrar
que a limitagao uniforme das derivadas implica, pelo teorema do valor médio, a
equicontinuidade da sequéncia {u;}52,. Isto é, dado x € U e ¢ > 0 o teorema do
valor médio garante que, para y suficientemente préximo a x e qualquer 57 € N:

|uj(y) — wj(z)| < sup sup {|Gu;(z +t(y — z)[}Hy — x| <e.
i tel0,1]
Entao, o lema segue do fato de que uma sequéncia limitada e equicontinua de
fungoes admite subsequéncia convergente em compactos. O resultado pode ser
visto em livros de espagos métricos, como no capitulo 9, se¢ao 7, de [7].

Teorema 2.7 (Rellich). Dados um aberto limitado U e uma sequéncia de fungoes
{u;}320 € Hy,(U), uniformemente limitada na norma ||.||m, entdo existe uma sub-
sequéncia {u;, }2y C {u;}52, convergente na norma ||.|[,—1. Ou seja, a inclusio
HO(U) — HY _(U) é um operador compacto.
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Demonstracao. Como U é limitado, podemos tomar um elemento ¢ € C°(R™)
com ¢|,; = 1. Entao, estendendo as funcées como zero fora de U, temos u; = ¢u;
e, pelo Lema 1.4

;= (2m) 720 x 1.
Segue-se que

a;(6)] < C / 1€ — )l ()| .

de onde, por (2.10) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(1+ €)™, (€)] SC/(l + 1€ = nP)"21S(€ — )| (1 + [n*)™|d; (n)| dn
A 1/2 1/2
<c(fasmprismean) ([ mriampan)
<Clolmllujllm < C

Devido ao Lema 1.2 sabemos que d;i; = (2m)~" 20, @j. Analogamente a
estimativa anterior, obtemos
96| Nujllm = ClIXillmllwsllm < C,

m

(14 2™ 0ud, (6)] < c\

onde foi usado o fato que X;¢p € C°(R").

Dessa forma, as sequéncias 1, e 0;4; sao uniformemente limitadas. Portanto,
podemos empregar o teorema de Arzela-Ascoli, (Lema 2.6), e obter uma sub-
sequéncia {u;, }7°, que convirja uniformemente em compactos.

Afirmamos que {uj, };°, converge na norma ||.||,,—1. Para ver isso, basta notar
que para qualquer R > 0,

= [ I - )R
Br(0)

+/ (1+ €)™ (1 + [617) M (ay, — a.) (€] dg
R™\Bp(0)

(2.11)
< sup |ay, — a5,|? (14 &)™t de
Br(0) Br(0)
+ m“% — uj, |l

Na tltima desigualdade utilizamos que [£| > R = (1 +|¢*)7! < (1+ R?)~L.
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Assim, dado € > 0, toma R > 0 tal que 1+ R? > 8M /e, onde M > ||u;||’3,V;.
Fixado R, temos que {1, };°, converge uniformemente no compacto Bg(0). Entao
existe V € N tal que

€

i,s >N = sup |i,, —a;,|> < :
Br(0) ’ ’ 2 fBR(o)(l + |€[2)m dg
Logo,
e 20wy lI* + flus]?)
laj —wsllmoy € 5 +e=— g —— <¢ (2.12)
O

2.2 Operadores Elipticos

A partir de agora, trabalharemos sempre em um aberto limitado U C R", com
operadores diferenciais definidos em uma vizinhanca de U. Como dito anterior-
mente (§2.1.1), isto significa que, se o operador L é dado por

L= agD?:C™(U,C" — C™(U,Ch),
1BI<r

entao as fungoes ag se estendem suavemente e, nestas condigoes, a Proposigao 2.3
garante que L : H,,(U) = Hy—r(U) é continuo para qualquer m > 7.

Definicao 2.8. Um operador diferencial L = Z\mgr agDP é denominado Opera-
dor Eliptico em U se, para todo & € R™", & # 0 e para todo x € U, a aplicagdo

linear
Z ag(x)€e? . C* — C*
|Bl=r

¢ invertivel.

A funcao definida em U, polinomial em ¢ € R™ e com imagem em L(CF,CF),
dada por o (&) = Zw':r agé? é chamada de Simbolo Principal do operador L.

A definicao de operador eliptico aqui apresentada estende o conceito bem co-
nhecido de elipticidade quando ag : U — C. Neste caso, um operador ¢ eliptico
se para todo z € U e £ € R” seu simbolo principal é nao nulo. Este, por usa vez,
generaliza o operador laplaciano A = z;;l(aj)% que é o arquétipo de operador
eliptico.

Quando |5| = 2, podemos dizer que § = ¢e; +¢; € N*, 1 < i,5 < n. Neste
caso, tomando ag(x) = d;;I), onde I : C* — C* é a identidade, temos que

—A = ZaﬁDﬁ.

181=2
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Decorre trivialmente que oa(€) = —|€|* I, é invertivel, de forma que o laplaciano
permanece eliptico perante a definicao 2.8.

2.2.1 Desigualdade a Priori

Nos encaminhamos, agora, para obter a Desigualdade a Priori (teorema 2.11),
cuja demonstracao dependerd de versoes mais restritas, a serem apresentadas pre-
viamente.

Proposicao 2.9 (Coeficientes constantes). Seja L = ZlﬁIST azD® um opera-
dor eliptico com coeficientes ag constantes e ordem r. Entao, dado m > r existe
uma constante C = C (L) tal que para qualquer u € S*

[ellm < CU[Lullm—r + [ullm—) (2.13)

Demonstracao. Seja Ly = szr agDP, a parte que contém os termos de maior
grau. Observe que Vu € S*,

Lou(§) = 3 asDPu(e) = (Y- as”)as).

|8l=r |Bl=r

Por outro lado, a elipticidade de L garante que para qualquer & € S" !,
lo(€)] # 0, de forma que temos o infimo nao-nulo

0 < A:= inf ,
lglzlbL(S)l

logo, V¢ € R,
Al < | Y aﬁ€6‘~
|B]=r

Acima, o simbolo pode ser considerado em qualquer ponto x € U, pois é constante.
Obtivemos, dessa forma,

Alglra(e)] < [Zou(©)|. (2.14)

Como €] < 1= (1+[P)  <2el<[f = 1+ < 27¢*, temos
também que
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L oraeras= [0 eyl

s [ g ePyae) g
B (0)
(2.15)
< / (1+ €2 (e ale) P de
R"\B1(0)

n / IRl dg

Estes integrandos sao sempre positivos, de forma que as integrais dentro e
fora da bola B;(0) sdo menores que as integrais em todo R™. Assim, aplicando a
desigualdade (2.14),

ol < ¢ ([ s lepy e de + )

< Cl|Loullm—r + lully 1) < CULoullmr + l[ullm-1),

(2.16)

na qual usamos que a inclusao H,,(R") < H,,,—(R™) é continua, ou seja, ||u||;m—r <
C|u||m—1. Para obtermos a desigualdade procurada, basta comparar Ly com L:

[ullm < C([[ L + (Lo — L)tllm—r + [[te[lm-1)
< C|Lullm—r + (L = Lo)tt[lm—r + [[ttllm—1),

mas L — Ly = ZIBIST—I agD? é um operador diferencial de ordem 7 — 1, logo induz
uma aplicagao continua L — Lo : Hp—1(U) = Hpm—r(U). Ou seja,

(L = Lo)u|lm—r < Cllul[m-1,

de onde segue (2.13).
[

Antes de estendermos o resultado para operadores com coeficientes variaveis
para qualquer aberto U, vamos obté-lo em bolas com raio pequeno, onde é mais
facil fazer comparacoes com um operador constante.

A partir de agora a transformada de Fourier deixa de ser uma ferramenta ade-
quada, pois, ao contrario de operadores diferenciais com coeficientes constantes,
transformar um operador qualquer nao resulta em uma aplicagao simples, como
a multiplicagao por um polinomio.
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Proposicao 2.10 (Vizinhanga de um ponto). Seja L eliptico em uma vizi-
nhanga de U, com U aberto convexo e limitado. Entdo, dados m > r e qualquer
p € U existe um raio R > 0 tal que para qualquer funcdo suave u : U — CF com
suporte em Bg(p) vale

[ullme < CULul[m—r + |t]lm-1) (2.17)
e a constante C' = C(L, m,p) ndo depende de u.

Demonstracao. A ideia, naturalmente, é comparar L com o operador eliptico de
coeficientes constantes L, = Z| Bl<r a[g(p)Dﬁ . Entao, teremos que estimar o ope-

rador
L—L,= Z(aﬁ - ag(p))Dﬁ.
1Bl<r
Mas as fungdes suaves ag(xz) — ag(p) se anulam em = = p. Entao, devido a
convexidade do aberto, o teorema fundamental do calculo nos permite escrever

n

ag(e) —ag(p) = Y _(x: — p;) Aj(w),

j=1
onde Ag : U — L(CF,C*) sdo suaves em uma vizinhanca de U. Logo, lembrando
que X; é o operador tal que (X;u)(z) = z;u(x),

b= (S A0 ) =Y w1
i=1 8I<r i=1

onde cada Q' é um operador diferencial de ordem 7.
Dados R > 0 qualquer e u suave com suporte em Bg(p),

=)@l = 3 [ D= p)Qute)

2

la|<m—r
2
a\ s ;
= Z D (x; — pi)D"Q'ul| du.
la|<m—r Br(p)NU 5+’Y_ i
S6 que DP(z; — p;) = 0 exceto quando 3 = e; ou B = 0. O primeiro caso s6 ocorre

se ¢; < « e entao temos v = a — ¢;. O segundo implica v = .. Assim,

Z /B |D* 4 Q'u(x)|* do

la|<m—r

ei<a (2.19)
+ / |z; — pi]2|DaQiu(;E)]2 dx |.
Z Br(p)nU

la|<m—r

(X — p)Qull?,_, < 0(
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O primeiro termo do lado direito envolve as derivadas de Q‘u apenas até a
ordem m —r — 1, pois |a — ¢;| = |a] — 1, entdo ele é menor que ||Q'ul|?,_,_,. Para
o segundo termo, como = € Br(p) = |x; — p;| < R, basta apenas estimar

2

3 (i‘) 3" D7ALDP D u(x)

n+i=«a |BI<r

<C Z Z {D"A%DHBU(m)‘Z.

nHA=a |B|<r

[D*Qu(x)|* =

Contudo, as aplicacoes Aiﬁ sao suaves numa vizinhanga de U, logo todas as suas
derivadas estao limitadas em U. Decorre que

ID°Qu(z)]P <C Y Y D ula).

ntA=a |B|<r
Como, na inequagao (2.19), |a| < m —r, entao
A+ Bl < In+ A+ 18] < o] +7 < m.
Portanto, a partir de (2.19),

66 - poQuull, < (Il + 8 S [
B

la|<m

< Cllulli + Blull;)

’Dau(x) ‘2 dx)

r(P)NU

e, aplicando na igualdade (2.18),
(L = Lp)ulm—r < C(ltllm-1 + Rllulm)- (2.20)

E importante perceber que a constante obtida com as contas acima nao de-
pende de R nem de wu.

Aplicamos a estimativa (2.13) da proposi¢ao anterior ao operador eliptico de
coeficientes constantes L,

”u”m < C(HLpuHm—T + Hu”m—l)
< C(lLullm—r + (L = Lp)ullm—r + |lul[m-1) (2.21)
< C(|Lullm—r + Rllullm + Jullm-1)-
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Na tltima etapa, utilizamos a desigualdade (2.20). Dessa maneira, podemos
obter R < 1/(2C) tal que se u é uma fungao com suporte em Bgr(p) as contas
acima implicam em

[ullm < C([Luflm—r + lullm-1) + 1/2[te]lm,
ou, equivalentemente,
1/2|ullm < CULtllm—r + [Jeflm-1), (2.22)

que é a estimativa desejada.
O

Teorema 2.11 (Desigualdade a Priori). Seja U aberto convezo e limitado

e L operador eliptico em uma vizinhanca de U. Entdo, existe uma constante
C =C(L,m), tal que

[ullm < C([Luflm—r + l[ullm-1) (2.23)
para qualquer u suave em wma vizinhanca de U.

Demonstracao. Dados U e L, a colecao de abertos {Bgr(p) | p € U}, na qual
R = R(p) é determinado, pela proposigao 2.10, é uma cobertura do fecho de U,
que é compacto. Tomando uma subcobertura finita {Bgr(p;)} e uma particao
da unidade suave subordinada {y,}, temos que u = Zj @;ju, onde o suporte da
funcao suave p;u estd contido em Br(p;).

Podemos, entdo, aplicar a desigualdade (2.17) para cada ¢;u, obtendo:

lullm <Y lestellm < C D (100 lm—r + lo5ullm—1). (2.24)
j j

A constante C pode ser tomada como o maximo das constantes para cada 7, pois
temos uma quantidade finita delas. Estimaremos cada termo de (2.24) separada-
mente.

Fixado j, considere o comutador,

[L, ;] == Loj — ¢;L.

Afirmamos que [L, ¢;] é um operador diferencial de grau r — 1. Basta ver que,
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dada u € C>=(U,CF),

Lipju)(x) = ) ag(x)D’(p5u)(x)

|BI<r

_ Za,@(x)( > (f)DMD%) (@

1BI<r y+n=p

2.25
= Y () (soj(:r)D%(xH 3 (B)Dwmmu(x)) (225)
5 n

|BI<r y+n=
770

— L)+ 3 Y (ﬁ)aﬁ@)mw(x)mu@).

|B|<r y+n=p
770

Portanto,
[L, jlu(z) = L(pu)(z) — ¢;Lu(z)

=y > (5)%1)7%1)%(13).

|B|<r y+n=08
770

Entretanto, nas somas acima, |G| < r ey # 0, logo || > 1 e, assim, obtemos que
o operador diferencial tem grau

Inl =18l =y <r—1

Concluimos, da proposicao 2.3 que

1L, o5]ullm—r < Cllullm-1,
de onde

||L(90ju)”m—r < ”@jLu”m—T + ||[L790j]u||m—7’

(2.26)
< llejLullm—r + Cllullm-1.

Retomando a inequagao (2.24), precisamos estimar o termo ||¢;ul|m—1. Ob-
serve que qualquer ¢, é suave com suporte compacto, logo, existe uma constante
M tal que |D"p;| < M para qualquer || < m — 1.
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Resta apenas calcular:

losulls s = / Depu(z)| de

|| <m—1
(:) Dp; D u(z)

"X Lo
<C Y Z/ |D’790] ()| DVu()|? da

2

dx

nt+y=a

(2.27)

la]<m—1
la|<m—1n+y=a Y Br(P;)N
2 ¥ 2
<C M |DYu(x)|” de.
|a|<m—1n+v=a

Na expressao acima, || < |a| < m — 1, logo,

lojulz <C Y / D) dz = Ollull%,. (2.28)

|a|<m—1

Exatamente o mesmo raciocinio pode ser aplicado com Lu no lugar de u. Segue
de (2.26) que
I1L(pju)lm—r < Cl| Ltullm—r + luflm-1)- (2.29)

Aplicando as estimativas (2.28) e (2.29) em (2.24) e tomando o méaximo das
constantes, obtemos finalmente
[ullm < C([ Luflm—r + l[ullm-1)-
O
Observagao. O teorema acima ainda se aplica caso tenhamos u € H,,(U) que
seja limite, na norma ||.[;,, de uma sequéncia {u;}7<, de fungoes suaves em vizi-
nhanca de U. Confirmamos esta afirmacao aplicando a desigualdade a priori nas
funcoes wu;, observando que
[ellm < llw = wllm + [lwllm
< lu = wllm + C(|[ Lwllm—r + [[wllm-1)
< lu = wllm + CUL(w = w)llm—r + [ Lvllmr + o = wllmy + [[t]lm-1)
< Ol Lullm—r + Nullm— + [lo = wlfm)-
Logo, para qualquer € > 0, escolhemos [ tal que

[ellm < CU[Lullm—r + lullm— + ), (2.30)

que ¢é equivalente a (2.23).
Em particular, a desigualdade a priori vale para qualquer v € H2 (U).
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2.2.2 Regularidade de Solucgoes

Obteremos, a seguir, uma das propriedades mais impressionantes dos operadores
elipticos, a garantia de suavidade das solugoes de equagoes do tipo Lu = v, com
v suave.

Primeiramente, lembrmos do resultado bem conhecido da teoria de equagoes
diferenciais que garante que uma fungio f € C?*(U) harmonica, ou seja, que

satisfaz Af =377 97 f = 0, é necessariamente C*°(U). O teorema também vale
para o caso que consideramos solu¢ées fracas (aqui entendidas como elementos de
H(U)).

De fato, como veremos no teorema 2.13, o operador A também pode ser subs-
tituido por qualquer operador eliptico e a fun¢ao nula por qualquer fungao suave
e, ainda assim, a mesma regularidade estara garantida.

A técnica que utilizaremos (como em [4]) envolve uma caracterizagao de H2 (U)
em termos de quocientes diferenciais, como apresentaremos agora.

Considere uma funcao v : U — CF. Para cada 1 < j < n representamos da
seguinte maneira o quociente diferencial:

u(x + hej) — u(x)

J —
Aju(z) = L ;

no qual x € U e h € R\ {0} sdo tais que x + he; € U.

Proposicao 2.12. Seja uma funcao uw € HY(U). Entio, u € HY . ,(U) se, e
somente se, V7, 1 < j <mn,

lim sup || A w|, < oo. (2.31)

h—0
Observagao. Como estamos trabalhando com fungoes que se anulam fora de U,
a fungdo Aju(x) estd definida para quaisquer z € U e h € R\ {0}. Basta supor

u(zx + hej) = 0 sempre que x + he; ¢ U.
Relembrando a defini¢ao de limite superior para uma fungao f : R\ {0} — R,

limsup f := lim sup{f(h)},

h—0 e=0 |p|<e

percebe-se que para a condigdo (2.31) ser satisfeita, é suficiente que as normas
| A u||m sejam uniformemente limitadas em h.

Demonstracao. Antes de mais nada, vamos provar que

lim sup || Adull,, = [|5ull,. (2.32)
h—0
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Para tanto, veja que

Fafu)(©) - %(m)—"ﬂ [ ettt do - a<5>) - L
2™ gen(h;/2)
o h ’ U(f),
g
o sen(hé;/2)

F(Au)(©)] =22 fage) |

Quando h — 0 temos o limite cldssico 2h~'sen(h¢;/2) — &; de onde podemos
facilmente ver que as fungoes 2|h 'sen(h&;/2)| sdo superiormente limitadas por
|€;]. Assim, caso a funcao

(14 €)™ &a(€)* = (1 + €)™ d5u(€)

seja integravel, isto é, se ||0;ul|/, < oo, podemos aplicar o teorema da convergéncia
dominada para obtermos:

Josull2 = [ (+1l e dg

sen(hg;/2)
h

2

[a(6)[ dg (2.33)

o 2\m 1;
— [ ey i
= lim [ (14 [£P)"|F(ALu) ()] d€ = limsup || Ajul/?.

Caso contrério, ||0;jul|/, = co. Entao, dado N € N, podemos tomar R > 0 tal que

/ (1+ [€2)™|&;a(6) de > AN.
Br(0)

Como sen(z)/z — 1 para z — 1, existe § > 0 tal que V|| < R e V|h| <,

5 sen(hfj/Q)' - 161
h - 27
Portanto,
sen(hé;/2) 2

a(€)[* dg

Il z [ @l
Br(0)

X (2.34)
L 2\me 121502
25, O lePIGPe de > N
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de onde segue que limsup,,_,, [|Alul’,, = 0o e em qualquer um dos casos assegu-
ramos a igualdade (2.32). Agora podemos demonstrar a proposigao.
Se u € HY 1 (U), entdo

Joul2 < 3 / D0yl

la|<m

(2.35)
/ DCY u(z) da: = Clul)?,4; < oo

|o| <m+1

Aplicando a relagao (2.32), decorre (2.31).
Agora, se ||0;ul|), = limsup,,_, || A ul|, < oo para qualquer 7, 0 < j <mn,

lullZes = [ (1€ i) de
= [ IR Pl P de

=/n(1+\€|2)m|ﬁ(€)|2d€+/n1+\§| (Zé) (O de
— I+ Y [ eGP

n
= Jlull + D 195ullis < co.

J=1

Logo, u € HY, ., (U).
[

Teorema 2.13. Considere uma fun¢io u € H,,(U) em um aberto, U C R", e
um operador diferencial eliptico L = Z\ﬁIST aBDfB, r < m, definido em alguma

vizinhanga de U. Se Lu € C*(U,CF), entio u € C=(U,C*).

Demonstracao. Como diferenciabilidade é um conceito local, mostraremos que,
dado p € U e uma vizinhanca de p convexa e conexa, V C U, tal que o fecho de
V esteja contido em U, entao ul,, € C>(V,CF).

Sejam p € V C U como acima. Tome ¢ € C*(U) tal que p = 1 em V.
Considere a fungdo pu : U — C*. Naturalmente, (ou)|,, = u, portanto, basta
mostrar que gu € C*®(U,C*).

Afirmamos que pu € HC, (U). Para confirmar, note que se {u; }3°, C C°°(U, CF)
é uma sequéncia convergindo para u na norma ||. ||, entao {pu;}2, C C>(U,C*)
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é uma sequéncia convergindo para pu na norma ||.||,. Isto decorre da limitagao
de ¢ e todas suas derivadas, que implica em

lpw = pullm = llp(w = w)llm < Cllur = ulfm.

Assim, poderemos aplicar a proposi¢ao 2.12, para mostrar que pu € HY, ,(U)
caso consigamos limitar uniformemente ||A7 (ou) |-

De acordo com a observagao logo apds o teorema 2.11, a desigualdade a priori
(2.23) vale para a fungio AJ(pu), de onde segue:

1AL (o)l < CUILAL (@) v + 187, (910)]1n-1)

. . ‘ 2.36
< O L) s+ L A0+ I8 ) ),
na qual utilizamos o comutador [L, Ai] = LA{L — A%L. Vamos analisar separada-
mente cada termo no lado direito da desigualdade acima.

No primeiro termo, aparece a fun¢ao L(pu) = ¢@Lu + [L,plu. Mas Lu €
C>=(U,C*), logo pLu € C>(U,C*). Ao longo da prova do teorema 2.11, foi
demonstrado que [L, ¢| é um operador de ordem r — 1, entao, se u € H,,(U), segue
que [L, plu € Hp—ri1(U). Mais ainda, como ¢ e todas suas derivadas tém suporte
compacto em U, temos que [L,plu € HY _ 1 (U). Assim, L(pu) € HO,_, 1(U) e,
pela proposicao 2.12, .

limsup || A} L(¢u) || m—r < 00. (2.37)
h—0

| O segundo termo envolve o operador [L, A}] = Z‘mg[ag,Ai]Dﬁ, pois D" e
A} comutam. De fato:
AiDBU(I) _ DPu(z + hej) — DPu(x) _ Dﬁu(x + he;) —u(x)
ok h
= DPAJu(z).

Vejamos a atuacdo dos coeficientes [ag, A7] em uma fungio v € H,  (U):

ag(x)(x + hej) — v(x)] — ag(x + hej)o(x + hej) + ag(x)o(z)
h

[ag, A7 Jv(z) =
= — Alag(z)v(z + he;).

Pela suavidade de ag, no limite h — 0 obtemos A ag(x) — d;ag(x). Observando
também que a norma da funcao transladada v(x + he;) é igual a ||v||;,—,, resulta
que: '
lim sup [[[ag, AzJv]lm—r < Cllv][m—r
h—0
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Aqui, a constante estd associada a limitacao das derivadas de ag. Fazendo agora
v = DPypu, segue que:

limsup | [L, AW lmr < C Y Dot < Cllpullm < 00, (2.38)

h—
|BI<r

Por tltimo, no terceiro termo do lado direito da desigualdade (2.36) aparece a
fungao pu € HY (U). Novamente, pela proposicio 2.12:

lim sup || A (¢u) |1 < 00. (2.39)
h—0

Aplicando (2.37), (2.38) e (2.39) em (2.36),

lim sup || A7 (ou) || < o0 (2.40)
h—0

e, portanto, gu € H ., (U). Indutivamente, temos que

pu € H?n-i—j(U) — puE ng+j+1(U)
para todo j € N, ou seja, pu € HY(U), VN > m.
Aplicamos agora o teorema de Sobolev (teorema 2.4), para garantir que gu €
C'(U,C*), para qualquer [ € N, logo ul,, € C*°(V,C*).
O



Capitulo 3

Teorema de Hodge

Neste capitulo, apresentamos o resultado principal deste trabalho, o Teorema da
Decomposicao de Hodge (teorema 3.14), seguido de algumas aplicagoes.

As duas primeiras secoes estendem, respectivamente, as definicées de Espaco
de Sobolev e de Operadores Diferenciais para o contexto de Fibrados Vetoriais.
Suas propriedades sao diretamente obtidas dos teoremas locais, o que exige a
realizacao de algumas contas envolvendo mudancas de coordenadas.

Como o objetivo aqui é, justamente, explicitar a passagem do local para o
global, alguns desses cédlculos e estimativas acabam sendo mais extensos e aparen-
tando maior complexidade do que a geralmente encontrada em livros que apre-
sentam tais resultados.

3.1 Espacos de Sobolev em Fibrados

Nesta secao estaremos sempre trabalhando com um fibrado vetorial 7 : £ — M,
de dimensao k, sobre uma variedade diferenciavel compacta M, n-dimensional.
Para maior simplicidade de notagao, omitiremos o centro de bolas em R"™, que
estejam centradas na origem, By := Bg(0).

3.1.1 Restricoes Locais e Definicao

Assim como foi discutido nas secoes 1.5 e 1.6, podemos tomar uma cobertura
{U,} de M com sistemas de coordenadas locais x, : Uy — Bz C R" tais que as
imagens inversas das bolas de raio 1 ainda cobrem M. Associadas a essa cobertura,
obtemos (diminuindo o tamanho dos abertos, caso necessario) trivializagdes locais,
hy : 7 Y(Uy) — Uy x C*, do fibrado 7 : E — M. Devido & compacidade de M,
iremos supor que a cobertura é finita.

37
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Considere uma segao s : M — FE. Utilizaremos a seguinte notagao para sua

restricao local:

s ::7r20h,\osox;1:Bg—>Ck.

A

Acima, my : Uy x C¥ — CF é a projecao na segunda coordenada. Assim, s* é

simplesmente a composi¢ao:

-1
Bs 25 Uy = 7 (Uy) 25 Uy x CF 25 CF,
ilustrada na Figura 3.1.

\

\\’\‘;

Bs

Figura 3.1: A restricdo local s* é a aplicacdo que faz o diagrama acima comutar.

Para restricoes locais se aplicam os resultados do Capitulo 2, uma vez que
tratam-se de funcoes definidas em abertos de R™ com valores em C*.

A partir de agora, denotaremos as normas em H,,(B1) e Hy,(B3) por [.[],, , e
[[-,5,.5- Tespectivamente. Caso v € C*>(Bs,CF), temos:

2
o= 3 [ [pre] ae e ol = [
3

lo|<m B lo|<m

2

D%(z)| dx,
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de forma que, para qualquer elemento u € H,,(Bs3),

el s < Nl s (3.1)

No lado direito estamos identificando u com sua restricdo u|g € Hp(B1), de
forma que [[ull,,, ; := H“|31Hm,1'

Definicao 3.1. O espaco das secoes de Sobolev de ordem m do fibradon : E — M,
denotado H,,(E), é definido como o conjunto das se¢oes s : M — E tais que todas
as restri¢oes locais s* estejam no espago de sobolev H,,(Bs).

Atribuimos, para s € H,,(E) sua norma

sl := D [15*,.., - (32)
A

3.1.2 Equivaléncia de Normas em #,,(E)

A norma local |[[.[[,, ;, utilizada na expressdo (3.2) para definir a norma global

em H,,(E), poderia ser substituida por ||.|,, 5, resultando em uma norma global

equivalente. Isto acontece porque tanto a familia de abertos {Uy = z,'(Bs)}
quanto a familia {x,'(B;)} cobrem a variedade. Mais especificamente, temos o
seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Ezistem constantes ¢ e C' tais que, para qualquer s € H,,(E),
cllsllm <D |5, < Clsllm: (3.3)
A

Demonstracao. A constante ¢ = 1 satisfaz a proposicao, pois decorre da inequagao

(3.1) que
sl =D 115 < D2 1505
A A

Para mostrar a segunda desigualdade, fixemos, primeiramente, um indice v.
Vamos demonstrar que existe C' tal que

||SV||m,3 S CZ HS)\”mJ
A

apenas para o caso em que s* € C°°(Bs, C¥), o caso geral decorre como limite.
Assim, podemos decompor a norma em duas parcelas:

112, = Z/ s de =12+ X [

la|<m jaj<m ¥ B3\B1

2
Des¥( ‘ dr. (3.4)
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Como os abertos {z;'(B;)} cobrem a variedade, em particular eles cobrem a
imagem inversa z, (B3 \ B;). Entao temos uma inclusao

v, (Bs\ By) C | (&3 (B1) N, (B3 \ By)) .

Considere certo indice p tal que z,'(B1) Nz, ' (Bs \ By) # (. Denotemos por
I e IT as imagens dessa intersecgao pelas cartas x, e x,. Isso significa que

ICBg\Bl (§] IICBl

Essa situacao estd representada na Figura 3.2.

Ck
_*) v
rid $ ( )_guus (y)
[/
(ck

Figura 3.2: As regioes mais escuras representam a interseccao z,, YBy) Nz, Y(Bs\ By)
e suas imagens por x, e x,. As restricoes locais se transformam pela mudanca de
coordenadas da variedade x,, o x, I e pela funcdo de transicio G-

O conjunto Bs\ B; se decompoe em uma quantidade finita de regides como 1,
logo, para estimarmos o ultimo termo da equacao (3.4) precisaremos estimar uma
soma finita de expressoes do tipo

dz.

Lembrando que as mudancgas de coordenadas do fibrado (conforme §1.6) tém
a forma

UPRS hu o h;l(p7 Z) = guu(p)z = guu(p)ﬂé(pa Z),
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segue que, para qualquer x € I,

s'(x) =myohy,os0x, () =m0h,0 (h;1 Ohu)osox;l(x)
= gw(:z;;l(x))ﬂg ohyoso (x;l ox,)o0 x, () (3.5)
= gup(a, ' (x))s" (2, 0 2, ' ().

Isto é, as restrigoes locais mudam de coordenadas na imagem com a aplicacao
linear g,, e no dominio com o difeomorfismo z, o z,'. Voltando ao termo que
queremos limitar,

> [ =3 [

laj<m laj<m

2

dz.

[(gu 0@, )s" (02, 1)) (2)

A funcao de transicdo g,, ¢é suave em uma vizinhanca do compacto x, (1), por-
tanto todas suas derivadas sao limitadas, de onde

Z/‘D“”x dx<02/)msﬂ o )<x))2dag

laf<m laj<m

<C > / |D*s*(y)|* |det[D(z, o z,")(y)]| dy.

|a|<m

(3.6)

Na ultima linha, utilizamos a mudanga de coordenadas y = z, o z,*(z). Pela
continuidade do determinante, e suavidade da mudanca de coordenadas, temos
que det[D(z, o x;l)(y)] é limitado em I1. Como II C By, segue-se, finalmente:

3 / Do) dr < Y [P ay < (3.7)
|| <m la|<m

Fixando outros fndices \ tais que z3'(B;) Na, (B3 \ B1) # 0, decompomos
Bs \ By em regides como I e pelo mesmo argumento que levou a estimativa (3.7),

obtemos
>

|| <m

s de <O Y[,
A
e a igualdade (3.4) implica em

105 < C 3 (15 = Clislon (3.8)
A

que conclui a demonstracao.



3.1. Espacos de Sobolev em Fibrados 42

3.1.3 Teorema de Rellich Global

Naturalmente, a inclusdo continua dos espagos de Sobolev locais H,,(B;) —
H.m—1(By) se estende para a inclusao continua H,,(E) < H,,—1(E), pois:

5llm-1 =ZA:H8AHm 1 S Z}ISWM = llsllo

Teorema 3.3 (Rellich Global). A inclusio H,,(E) < Hpm-1(E) é compacta.
Isto €, qualquer sequéncia {s;}32y C Hm(E) uniformemente limitada na norma
|/l admite subsequéncia {s;,}7°, convergente na norma ||.|/m-1.

Demonstracao. A ideia da demonstracao consiste em aplicar o teorema de Rellich
local para cada um dos abertos da cobertura, obtendo uma subsequéncia que
convirja localmente e, por consequéncia, globalmente. Para tanto, atribuimos
uma ordem total estrita qualquer para o conjunto finito dos indices da cobertura
{Ux}, M < -+ < An.

Considere a fungao ¢ € C°(B3) que vale 1 em By e 0 fora de By. Para qualquer
j € N e qualquer restricao s} € Hm(Bs), é imediato ver que ¢s} € Hy,(Bs), j
que se anula fora do compacto B, C Bs. A sequéncia {(bs 2o € unlformemente

limitada na norma ||.||,, 5, pois ¢ e todas suas derivadas sao hmltadas de onde

1653]],n.5 < Cll55ll.n5 < CZ 1531, < Cllsillm < C:

Assim, para \q, aplicamos o teorema local de Rellich, teorema 2.7, na sequéncia

A1 oo 0
limitada {gf)s °y C H,,(Bs) para obtermos uma subsequéncia {¢s 2_o con-
vergente na norma [[-1l,,_1 5~ Fixando esses indices e considerando agora Ag, apli-
camos o teorema 2.7 na sequeéncia limitada ~{gz§s’\2 °°_y € nos restringimos a uma

2100
nova subsequéncia convergente {qbs Gy—0-

Seguindo o mesmo raciocinio ate Ay, obtemos um subconjunto de indices
{71} C N tal que para qualquer \, a sequéncia {¢52}f§0 ¢ de Cauchy na norma

H‘Hm—1,3'
A

Como, para quaisquer j e \, vale gbsj‘ = $;

150010 = 085 s < 1085115 (3.9)

em By, a desigualdade (3.1) implica

Decorre que

ZH% 5l 11—2\\¢

Mas o termo do lado direito vai a zero, portanto, {sj, };°, é de Cauchy na norma
|.llm—1, sendo a subsequéncia procurada.

(3.10)

”sz — Sjillm ‘m 1,3°

O
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3.2 Operadores Elipticos em Fibrados

Ao longo dessa secao, considere fixos os fibrados g : F — M, k dimensional e
mr : F'— M, | dimensional. Suas trivializagoes locais serao denotadas, respecti-
vamente,

Y 7 (Uy) = Uy x C* e mY 7' (Uy) — Uy x CL

Temos também as fungoes de transigao associadas gfu e gfw definidas na in-
terseccao dos abertos Uy e U,, dominios de sistemas de coordenadas locais em
M.

3.2.1 Simbolos de Operadores Diferenciais

Definicao 3.4. Um Operador Diferencial de ordem r agindo nas se¢oes de E com
imagem nas se¢oes de I, € uma aplicagdo linear L : T'(E) — T'(F) que localmente
se escreve como combinacao linear de derivadas com ordem menor ou igual a
r. Isto é, dado o sistema de coordenadas, xy : Uy — R" e a se¢io s € T'(E),
com restri¢do local s* : By — C*, temos a secdo Ls € T'(F), cuja restricao local
(Ls)* : B3 — C' ¢ dada por:

(Lo)x) = > aj(x)D%sM(x).
18|<r
Supomos as fungoes ag : By — L(C*, CY) suaves.

Como Ls é uma secao do fibrado F', suas coordenadas devem se transformar
de forma andloga a transformacao determinada em (3.5):

(Ls)*(x) = gru(zy " (2)) (L) (2 0 23 (2)) (3.11)

Inserindo, na igualdade acima, as expressoes para (Ls)* e (Ls)* e a transformacao

sMx) = ga, (3 (2))s" (@, 0 23 (2))

¢é possivel encontrar a regra de transformacao para os coeficientes ag. Essa conta
envolve a aplicacao da regra de Leibnitz e uma generalizacao da regra da cadeia
para muitas varidveis (que pode ser encontrada em [12], Lemma 3), resultando
em uma expressao geral da forma

B 9%y
|7|<Zﬂ:|<r ags ( ) (DTG P (m)'
7I<]a



3.2. Operadores Elipticos em Fibrados 44

A expressao P,,(dy/0x) é um polinomio homogeéneo de grau |y| nas derivadas
parciais 9¢ly7 /02¢ com ordem menor que |a|. Como na secdo anterior, y :=
z,0z; ' (z). Perceba que os coeficientes ag transformam-se na imagem pela fungao
de transicao gi/\ e no dominio pelas derivadas da funcgao gfu, combinados com
derivadas da mudanga de coordenadas. Dessa maneira, no diagrama

(Ck ag S (Cl

WEI(U/\ N Uu) 9% 9 WI;I(UA N Uu)

o retangulo central falha em comutar devido a termos associados a transformacao
do operador D7 via regra da cadeia.
A transformacao acima nao nos interessa no caso geral. Contudo, se estivermos
considerando apenas os indices com ordem mais alta, |y| = r, ndo héd derivadas
E  ciranli .
de gy,,, simplificando um pouco a expressao:

0 Jo(1) a Jo(r)
Y) =g D@ gt D Z gxl ' ymn

|Bl=r €jy+ +€g777 ! oES,
1 , 0 , )
e g“)\ Z aﬁ g)\# Z _| Z dyjo(l) _1 e dy.]a(r) ~
7! ox ox
|8|=r ejyttei, =y o€Sy
1 4 . P
— glM Z aﬁ g)\u Z ﬁ Z dyjo(l) R ® dy]o’(r) (@)
|Bl=r ej+tej =y o€S,
(3.12)
Nas igualdades acima, o estd variando nas permutagdes do conjunto {1,...,7}.

Na ultima linha, denotamos

8 f— a PRy a “ .. a “ .. a
oxf  \oxl’  oxl’  oxm Toxn )’

onde o termo 9/0z' se repete [ vezes.

Dentre os resultados mais elementares sobre transformacoes de coordenadas,
temos que as derivadas parciais {9/02'}, que podem ser identificadas com vetores
tangentes, se transformam, perante a mudanca de coordenadas y = x,, o x;l, da
mesma maneira que as componentes de uma 1-forma na base dual {dz’}. Isto
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segue imediatamente da dualidade da base, isto é da?(d)) = 67 Isso sugere com-

pararmos a expressao anterior, que estd associada a transformacao de derivadas

parciais, com a transformacao de componentes de uma 1-forma. Assim, dada uma
) — g gd J o :

I-forma § = 3, &{day, = >, §,dy’, temos que:

€ = ()P () = 5(33)6 ~ (W)ﬁ" ®¢(5s)

No tltimo termo esta presente o produto de r copias da mesma 1-forma &, logo
é invariante frente a qualquer uma das r! permutacoes de seus termos. Segue que,

®§ _ Z §j1 dyjl Q- ® Z é’]rdy]r
_ = Z (Z fja(l)dy]“(l)> (Z é—jo‘('r)dy‘]a(r))
r!

oESr o) Jo(r)
— ' 2 2 /‘ 2 : 5 N ]U (r) dy]o'(l) ® ® dyjo'(r)
T Jjr OESy

Se definirmos v = e;, + -+ + ¢;, podemos reescrever as somas em j; COmMo uma

soma em 7. Observando que fj"“’ . £J"(” 531 5& = &} decorre:

& = % Y. D Gdyrh e @dy (%)

" yl=r e, +Fej. =y 0ES,

- Z Z % Z dy's 0 @ - - - @ dyo (%) 7,

ly|=r ej +--tej =y~ o€S,

(3.13)

na qual estd presente o mesmo termo que apareceu em (3.12).
Essa observacao justifica a consisténcia da seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.5. Dado o operador diferencial L : T'(E) — I'(F), definimos seu
Simbolo Principal, como o homomorfismo de fibrados o, : TM* ® E — F que
associa para cada vetor cotangente & € TM e cada elemento v € E), um elemento
or(§)v € F,, com coordenadas locais

(0(E)0) = ap(aa(p))&io* € C.

|8l=r
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Para nos certificarmos de que a expressao acima define, efetivamente, um ve-
tor o(§)v € F,, é necessario verificar que as coordenadas se transformam de
acordo com as funcoes de transicao gfu. Mas isto decorre da transformacao de

coordenadas de v,

N = gh(p)v*

e da discussao anterior, sintetizada nas relagoes (3.12) e (3.13). Dessa maneira,

(0L<€)U)>\ = Z%( ) g ot

|B|=r
1
_ A
= w5
|B|=r Iy|=r €iy +teir =y
. 0
x Z dy’e0) & - - @ dylo™ (890 )@ (g)\'uvlt)
O'GST‘
(3.14)
- Z I (%A Z a3(x) gy, %
Iyl=r |B|=r

1 , , 0
. .7(7(1) . -]G(T‘) - Y o M
PO e CA)
€j, ++ej.=y oSy
= g5, > a(y) & v = gh(on(Ev),
Iyl=r
como queriamos.

As defini¢oes acima generalizam as definigoes do Capitulo 2, pois este trata
de abertos no R"”, isto é, apenas uma vizinhanca U, = U no atlas. Neste caso
podemos omitir o indice A\. Além disso, uma secao do fibrado U x C* ¢ uma funcao
w: U — CF. Assim, um operador diferencial é dado por

Lu(z) = Z ag(x)DPu(z)
I81<r

e seu simbolo principal
on(§) =) agt’,
|B|=r
como no capitulo anterior.
Estendemos também a caracterizagao de elipticidade da maneira ébvia:

Definicao 3.6. Um Operador Diferencial Eliptico L : I'(E) — I'(F) é um ope-
rador diferencial cujo simbolo, para cada p € M e { € T My nao nulo, induz um

isomorfismo or,(€) : £, = F,.
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Segue-se da definigdo que, caso exista um operador eliptico L : I'(E) — I'(F),
entao, necessariamente, as dimensoes dos fibrados E e F sao iguais, k = [. Neste
caso as matrizes aj(z) sdo quadradas.

Observe, também, que um operador eliptico L : I'(E) — I'(F') é localmente
eliptico, isto é, o operador local L* : O*°(Bs, C*) — C*(Bs, C*) dado por

Lu(z) = aj(z)Dlu(x) (3.15)

18I<r

é eliptico. Entao, os resultados locais sobre operadores elipticos do capitulo ante-
rior se aplicam a L.

Antes de estudarmos as propriedades de operadores elipticos, demonstraremos
um ultimo resultado geral sobre simbolos.

Proposicao 3.7. Considere operadores diferenciais L : T'(E) — I'(F) e L' :
[(F) — I'(G) quaisquer. Fizado p € M e £ € TM;, o simbolo da composigao
L'L: F(E) — F(G) satisfaz: UUL(&) = 0'[/(5)0](5) : Ep — Gp.

Demonstracao. Para simplicidade de notacao, vamos tomar uma trivializacao lo-
cal mas omitir o indice associado. Assim, os operadores ficam expressos em coor-

denadas como
L= aD’ e L'=Y 0D’
o] <7 |B1<r!

e a composta, no mesmo sistema de coordenadas:

L= 3 aD0:0%) =3 3 an Y (‘;‘)Dﬂbﬁmpﬁ

la|<r |B|<r! la|<r |B]|<r! n+y=«

-y Y T (3)aaD”b5D7+ﬁ.

loo| <r |B|<r” nty=a

(3.16)

Para calcularmos o simbolo principal de L'L, basta considerarmos as derivadas de
maior ordem, 7 + . Neste caso temos |5| =1’ e |a] = |y| = r, que implica v = «
e n = 0. Logo,

orn(€) =Y D aabgt™ =Y anf Y bst’ = o (€)on(©),

laf=r|B|=r' |laf=r |Bl=r"

como queriamos demonstrar. O
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3.2.2 Operadores Elipticos em H,,(FE)

Como era de se esperar, um operador diferencial L : I'(E) — I'(F') de ordem 7 se
estende para uma aplicagao continua L : H,,(E) — Hp—r(F'), sempre que m > r.

Para nos certificarmos disso, basta observar que dada uma secao s € H,,(E),
por definicio s* € H,,(Bs), portanto, a proposi¢ao 2.3 assegura que L*s* €
Hom—r(Bs). Aqui, entendemos o operador L* : C*°(Bs, C*) — C>°(Bs, C*) deter-
minado pela relagao (3.15).

Definimos, finalmente, a se¢ao Ls € H,,,_.(F) pelas coordenadas locais (Ls)* :=
L s*. Observe que a transformacao dos coeficientes ag, perante uma mudancga de
coordenadas, assegura a relacio (Ls)* = gfﬂ(Ls)“, conforme discussao que segue
(3.11). Assim, garantimos que Ls estd bem definida.

Além disso,

|L5Hm T Z” LS m rl — CZHS)\”ml _CH ||m

Segue-se abaixo a generalizacao dos resultados locais da secao 2.2.

Teorema 3.8 (Desigualdade a priori global). Dado um operador eliptico L :
I(E) — I'(F) de ordem r, existe uma constante, C' = C(L, M, m), tal que para
qualquer se¢ao suave s € I'(E) temos

[[8[lm < CCILS|[mr + [|5[lm-1)-

Demonstracdo. Lembramos que o operador L se expressa localmente em termos
de operadores elipticos L, definidos em Bs, que é uma vizinhanca de B;. Da
mesma forma, as restricoes locais s* sdo suaves em Bjs. Assim, podemos aplicar o
teorema 2.11 no aberto By, para cada restricao.

A partir da definigao da norma |||, (3.2):

sl = 3212y < 32€ (NE g 4 15 )
A A
< (NS s+ X 317
A A

< C(ILsm—r + [I5]lm-1)-
O

Teorema 3.9 (Regularidade de solugoes fracas). Dada uma se¢ao s € H,,(F)
e um operador eliptico L : I'(E) — I'(F'). Se Ls € I'(F), entdo s € I'(E).
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Demonstracao. Analogamente a demontracao do teorema anterior, basta aplicar
o teorema 2.13 em cada restricao local s* € H,,(Bs). Neste caso,

L's* € C®(B;,CF) = s* € C™(Bs, CF).

Isso mostra que a secao local s| y, € suave para qualquer A. O teorema segue
do fato que diferenciabilidade é uma propriedade local.
O

Temos ainda um ltimo resultado sobre a atuacao de operadores elipticos em
secoes de Sobolev que serd necessario para a demonstragao do Teorema de Hodge.

Teorema 3.10. Seja L : Hy(E) — Hor(F) um operador eliptico de ordem 7.
A imagem L(H,(E)) € fechada em Hp,—r(F).

Demonstracao. Podemos nos restringir ao complemento ortogonal do nicleo de

L, que denotaremos
Voi=N(L)",

uma vez que L(V) = L(H,(F)). Note que V é fechado em H,,(E) e que o
operador L, restrito a V, é injetivo.
E suficiente mostrar que existe uma constante C' tal que, para qualquer v € V,

[0l < Cll L[, (3.18)

pois, entao, dada uma sequéncia { Lw; }32, C L(V), convergente na norma ||.{|,,—,
a desigualdade acima garante que {w;}32, C V' é de Cauchy na norma ||.|[,,,. Logo,
ela converge para algum w € V, de onde {Lw;}32, converge para Lw € L(V),
garantindo que L(V') é fechado.

Suponha que néo exista alguma constante que satisfaga (3.18). Entao podemos
obter uma sequéncia {v;}32, C V tal que [|vj|lm > jl|Lvjllm—r, ou, equivalente-

Mas a sequéncia {v;/[[vj|lm}52, € limitada em #H,,(£). De fato, todos os ele-
mentos tém norma igual a 1. Pelo teorema 3.3, existe uma subsequéncia conver-
. oo
gente na norma ||.|l,—1. Denotemos essa subsequéncia por {7;}52,.
Aplicando o Teorema 3.8, temos que

1

m—r J

15 = Bjlln < C L@ = D)l + 150 = Tjllm—1)
1 1
< C(— +

P 0= Bl
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Assim, {9;}32, é de Cauchy na norma ||.|[,,,, convergindo para um elemento
0 € V. Como ||0;|m = 1, para qualquer j, também temos ||9],,, = 1. Segue que
L0y < LD = 03) [l + | L0j [[m—r < N0 = Tjl|m + 1/
Portanto, Lv = 0 e a injetividade de L restrito a V garante que v = 0. Mas

isso é um absurdo, pois ||9],, = 1. Decorre que existe C' satisfazendo (3.18).
[

3.3 Complexos Elipticos

Associado a um operador diferencial L : T'(F) — I'(F') temos o complexo diferen-
cial:
0 — I'(E) 25 I(F) — 0, (3.19)

no qual o primeiro operador é a inclusdo do zero 0 — 0 € I'(F), e o dltimo ¢ a
projegao no zero s — 0, Vs € I'(F). Qualquer composi¢ao em (3.19) se anula,
como pode ser facilmente verificado.

Para qualquer ponto p € M e qualquer vetor cotangente { € T'M;, obtemos,
a partir deste complexo, uma sequéncia

0— B, 2% o, (3.20)

formada pelos simbolos dos operadores em (3.19).

No caso em que L for um operador eliptico, o(§) é um isomorfismo. Mas
isso é equivalente a dizer que a sequéncia (3.20) é ezata, isto é, que a imagem de
qualquer aplicacao na sequéncia é igual ao nicleo da aplicagao seguinte.

A observacao acima motiva a seguinte definicdo, que generaliza o conceito de
operador eliptico:

Defini¢ao 3.11. Um Complexo Eliptico é um complezo diferencial (I'(E®),d*),
dado por uma sequéncia finita de operadores diferenciais agindo sobre segoes de
fibrados, d* : T(E*) — T(E*Y), tal que, para quaisquer p € M e € € TM; a
sequéncia dos simbolos associada

ok—1(8) dk(ﬁ)\

o k+1(8)

k—1 k@
---—>Ep Ep

k+1 k+2
Ep EP

¢ exata, ou seja, Im(og(€)) = N(og+1(§)), Vk.
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3.3.1 Laplacianos de um Complexo Eliptico

Dado um complexo diferencial (I'(E*®), d*), fixemos uma métrica hermitiana em
cada fibrado E*. Tomando uma medida ; em M, podemos atribuir um produto
hermitiano a I'(E*) por

<81,82>k ::/ 51 - Sodp.
M

Na integral acima, Sy - so representa a funcao que associa a cada ponto p € M o
produto hermitiano em EY entre s1(p) e sa(p).

Estando os espacos I'(E*) munidos de produto interno, podemos obter a ad-
junta & aplicagao d*, isto é, o tinico operador diferencial §; : ['(E¥) — ['(E*~1) tal
que

(615, 5)F71 = (5,d"s).

Naturalmente, d;_; o &, = 0, pois para quaisquer § € ['(E*) e s € T'(E*2),
(611015, )" 72 = (6,5, d"2s)F L = (5, d"1d"2s) = 0.

Assim, (I'(E*),d,) forma um complexo diferencial de cadeias, chamado de
complexo adjunto ao complexo eliptico (I'(E*®), d®).

Definicao 3.12. Denominamos os operadores Ay, = 8p1d* + d*~16;, Laplacianos
do Complexo Eliptico (I'(E®),d®). As segoes s € ['(E¥) tais que Ars = 0 sdo
chamadas de secoes harmonicas.

Proposicao 3.13. As sequintes afirmacoes sobre o complexo diferencial (I'(E®), d®)
sao equivalentes.

(1) (T(E*®),d*) € um complexo eliptico;

(2) os laplacianos Ay : T(E*) — T'(E*) sdo operadores elipticos;

(3) 0 operador d+ 6 := @, (d** + 6ax) : @, T(E*) — @, T(E*F1) € eliptico.

Demonstragdo. Fixando § € T'M;, utilizaremos a notagao simplificada para o
simbolo

ok = oge (&) : Ef — BN,
com adjunta

op = 05,,,(&) E’;f“ — E;f.

Como o simbolo ¢ linear e preserva a composigao (pela proposigao 3.7), segue-
se que
on, = 0a, (&) = 0pok + Ok_10,_;. (3.21)

Da equagao acima decorre que M(oa,) D N(ox) N N(oj_;). Mais ainda, se
v € N(oa,), entdo
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0=7:-0a,0=T7"0,0,0+7T"0_10}_10V
= 0RV - O)pV + O} _4U - 01V
= |owol* + [of_yvf?,
de onde ov = 0;_,v = 0, portanto N(oa,) = N(ok)NMN(0o;_,). Agora provaremos
as equivaléncias (1) < (2) e (2) < (3).

Seja (I'(E*),d*) um complexo eliptico. Queremos mostrar que oa, ¢ um iso-
morfismo. Tomando v € NM(o,, ), temos que v € N(ox) = Im(ox_1), pela eliptici-
dade do complexo. Isto significa que existe v’ € E]’;*l tal que v = o}_10’. Sabemos
também que v € N(o;_,), logo o}_ 010" = 0. Portanto,

[v]? = |op_1V'|? = op_ 1V - Op_ 10 = oy o510 -V =0, (3.22)
garantindo que oa, : E;f — EI’f é injetiva, logo um isomorfismo. Isso prova
(1) = (2).

Por outro lado, se Ay é eliptico, o, é um isomorfismo. Basta mostrar que
N(op) C TIm(op_1), pois d* o d*~1 = 0 implica em oxop_; = 0. Assim, dado
w € N(oy), defina v = agiw. Entao,

W = 0,0,W + Op_10;,_W.
O segundo termo no lado direito ja estd em Jm(oy_1) e o primeiro é zero, pois
de o,w = 0 decorre que
0 = 0,0LOKW + O)0k—104_1W = O0,0%W
de onde segue
|orop|? = ofop - orop = oR - oporoR = 0, (3.23)
concluindo (2) = (1).
Para demonstrarmos a equivaléncia (2) < (3), observamos que
(d+0)" = P (dsy. + 55) = P (o1 + 6ox 1)
k k
¢é a adjunta de d + 9. Consequentemente,
(d+0)(d+4)" = @(dzk + Oar,) @(d%—l + dax—1)
k k
= @(d%d%—l + Oondor—1 + dog—202%—1 + 02202k 1) (3.24)
k

= @(521@61%71 + dog—200k—1) = @ Aop_1.
k k
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De forma anéloga,

(d+0)"(d+0) = D An. (3.25)
k
As contas acima se traduzem, em termos dos simbolos, por

* *
Od+60d+s6 = @ ONye € Oa150d+s = @ OAsi-1> (3.26)
k k

de onde podemos concluir que o4.5 é um isomorfismo se e somente se todos os
oA, sao isomorfismos.

]

3.3.2 Teorema da Decomposicao

Aplicaremos agora a teoria desenvolvida para operadores elipticos atuando sobre
espacos de Sobolev de fibrados em um complexo eliptico.

Para tanto, seja r o maior grau dentre os operadores do complexo. Fixando al-
gum m > 2r, podemos estender qualquer laplaciano associado como uma aplicacao
Him(E) = Hpm—2,(E), pois sua ordem serd no maximo 2r. Este é o procedimento
desenvolvido no primeiro item do teorema abaixo.

Denotamos por L*(E) = Hy(E), o espaco de Hilbert das se¢oes com quadrado
integravel, identificadas a menos de conjuntos de medida nula. No segundo item

do teorema abaixo, utilizaremos m = 2r, estendendo os laplacianos para aplicacoes
Hor(E) — LA(E).

Teorema 3.14 (Decomposi¢ao de Hodge). Seja (I'(E*®),d®) um complexo
eliptico de fibrados vetoriais sobre a variedade compacta M. Entao:

(a) M(Ay) := {s € T(E*) | Ags = 0} é um espago vetorial de dimensao finita,
para qualquer k;

(b) Os espagos L*(E*) e T(E*) admitem as sequintes decomposigoes ortogo-
nais:

L*(E®) = N(AR) @ Ap(Hor (EX)) (3.27)

T(E") = M(AL) © Tm(Ay). (3.28)

Acima, Ap(Ho (E®)) € a imagem da aplicagio Ay : Hor(E®) — L*(E*) e Jm(Ay)
é a imagem de Ay, : T(E*) — T'(EF);

(c) A aplicagao natural s — [s] do espaco das formas harmoénicas M(Ag) no
espaco de cohomologia H*(T'(E®),d®) é um isomorfismo.
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Demonstragio. (a) Observamos que os ntcleos das aplicagoes Ay : T'(EF) —
L(E*) e Ay : Hin(E®) — Hpn_or(E¥), denotados 91; e My, respectivamente, sao
iguais.

E imediato ver que 9M; C My, pois T(E¥) C H,,(E*). Por outro lado, se
s € My entdo s € H,,(E*) é solucio fraca de Aps = 0. Decorre do teorema 3.9
que s € 9y C I'(E*). Logo, M(Ax) := 9y = Ny.

Assim, basta mostrar que o fecho da bola unitéria, B = {v € 9(Ax) | [|[v|lm <
1}, é compacto.

A restrigao da inclusao H,,(E*) < H,,_1(E*) ao nicleo, que denotaremos por
it M(Ar) = Hm-1(Ex), é injetiva, continua e sua inversa, onde estd definida,
é continua. A continuidade da inversa decorre da desigualdade a priori, que em
M(Ay) assume a forma

Il < Clls s

Segue-se que o mapa ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem.
Além disso, pelo Teorema de Rellich (Teorema 3.3), a inclusao H,,(E¥) —

H,_1(E*) é um operador compacto, de onde a imagem da bola fechada, i(B), é

relativamente compacta. Como i é um homeomorfismo, i(B) também ¢é fechada,
logo compacta, e, portanto, B é compacta.

(b) Primeiramente, verificamos que o ntucleo de Ay é o complemento ortogonal

de A(Ha, (E*)) em L2(E¥), isto é
N(AR) = Ap(Hor (EF)) " = {v € L(E*) | (v,w) =0 Vw € Ap(Har(EY))}.
Temos a inclusdao M(Ax) C Ar(Har(E*))*, pois tomando uma segao s € M(Ay,)
e qualquer Aps’ € Ay (Ha (EF)), segue que
(5, Aps"y = (5,d"710,8") 4 (5, 6pp1d"s’) = (Ops, O8") + (d¥s, d"s)

3.29
= (d"0ps, 8 + (61 dFs, s') = (Aps, s = 0. (3.29)

Para verificarmos a inclusdo contrdria, M(Ay) 2O Ag(Har(E®))*, considere
alguma secio t € I'(E*) N L?(E*) ortogonal ao espago Ay (Ha,(E*)). Entao para
qualquer § € I'(E*),

(Agt, 3) = (t, AyS) = 0.

A inclusao resulta do fato de que I'(E*) é denso em L?(E¥).
Assim, concluimos que

LX(E") = Dx(Hor(BY)) & Ap(Har(BY))" = Ar(Har(EF)) & N(A).

Mas pelo teorema 3.10, a imagem do operador eliptico Ay, : Ha, (E¥) — L2(E*) é
fechada, logo
L*(E") = N(Ay) @ Ap(Har(EY)).
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Para provarmos (3.28), observamos que L?(E¥) D T'(EX). Assim, dada uma
secao suave s € ['(EF), utilizamos a decomposicao (3.27), para obtermos sy
harmonica e Ags; € Ap(Har(EF)) tais que

s = sy + Agsy.
Mas isso significa que Aps; = s — sy € suave. Pelo teorema 3.9 isso implica que

sy € D(E¥). Logo, Ags; € Jm(A}) e a decomposicio estd demonstrada.

(c) A aplicagao estd bem definida, pois cada segao harmonica s estd em DN(d"),
o que pode ser confirmado pela conta usual:

0= (Ags,s) = (d" s, 8) + (6p1d"s, s) = ||0ws||* + ||d¥s]|>. (3.30)

Assim, s define uma classe de cohomologia [s] = s+Jm(d*~!). Desejamos mostrar
que a aplicagao linear M(Ay) — H*¥(T(E®),d*) é um isomorfismo.

Para a injetividade, considere alguma secdo no ntcleo, isto é d*~'t € Jm(d*~1)
harménica. Mas a equacao (3.30) garante também que uma se¢ao harmoénica esté
em N(d), logo 6,d*~t = 0. Isso significa:

|dF= 1|12 = (dF= ¢, d" ) = (0pd" 't t) = 0.

Portanto, d*~'t = 0 de onde concluimos a injetividade.

Para verificarmos a sobrejetividade, seja s € T'(E*) com d*s = 0. Precisamos
encontrar alguma secao harmonica cuja classe de equivaléncia na cohomologia seja
igual a [s]. Pela decomposigao (3.28) podemos escrever s = sy + Agsy, com sg
harmonica e s; € I'(E*). Desta decomposicao decorre que d*Ays; = dfs —d*sy =
0. Consequentemente,

0 = d*(d* 10y + Opy1d¥)s; = d*0py1d¥ sy,
de onde segue que
0 = (d"0p1d"s;, d"s1) = (Op1d" sy, Opsrd”sy),
ou seja, Op41d¥s; = 0. Logo,
0 = (Opq1d"sy, s7) = (d¥sp, d¥sp),
portanto, d¥s; = 0. Assim,
Agsy = (d* 165 4 Sp1d®)sp = d" 7 (Sps1), (3.31)

isto 6, Ags; € IJm(d*~1), sendo igual a zero na cohomologia. Finalmente, [s] =
[sg], isto é sy > s, e a aplicacdo M(Ay) — HF(T'(E*®),d®) é sobrejetiva.
0
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O teorema acima se aplica também para o caso de um complexo eliptico com
apenas um operador, resultando no seguinte caso particular.

Coroléario 3.15. Seja L : T'(E) — I'(F) um operador eliptico levando se¢oes do
fibrado E — M em secoes de ' — M, sobre variedade compacta M. FEntao, o
nicleo N(L) tem dimensdo finita e ezxiste uma decomposicao ortogonal:

[(E) =MN(L) & Im(LY),
na qual L* € o operador adjunto a L.

Demonstracao. Como discutido anteriormente, o operador define um complexo
eliptico:

0 — I'(E) 25 I(F) — 0.
O nucleo do laplaciano associado L*L : I'(E) — I'(F) tem dimensao finita, pelo

teorema 3.14. Isso significa que (L) = MN(L*L) tem dimensao finita.
A decomposicao (3.28) se torna, neste contexto,

D(E) = N(L) & Jm(L*L).

Obviamente, Jm(L*L) C Jm(L*), entdao I'(E) = MN(L) + Im(L*). Mas se L*s €
Jm(L*) e h € M(L), entdo

(L*s,h) = (s,Lh) =0,

garantindo que a decomposicao é ortogonal.

3.4 Algumas Aplicacgoes

A partir de agora, desenvolveremos todas as contas acima nos exemplos parti-
culares do complexo de de Rham e sua complexificacao, visando o teorema da
assinatura. O capitulo termina com uma discussao sobre o indice, que fornece
mais uma possivel motivagao para se estudar os resultados apresentados aqui.

3.4.1 Complexo de de Rham

O desenvolvimento do teorema de Hodge ocorreu inicialmente com o complexo de
de Rham, que motiva a notagao utilizada para um complexo diferencial arbitrario.
Este complexo foi apresentado no Capitulo 1 como um complexo diferencial

dk—l

s O S k() S M (M) -



3.4. Algumas Aplicacoes 57

no qual os operadores sao conhecidos como derivacao exterior. Localmente, para
uma k-forma w € QF(M), temos:

d*w(p) = Z Zﬁjwv(p)dxj A dx”. (3.32)

=k =1
A cohomologia associada é a cohomologia de de Rham:
Hbp (M) := N(d¥)/Tm(d" ).

A teoria desenvolvida nesse trabalho trata de fibrados vetoriais complexos. Por
isso, utilizaremos a complexificacdo do complexo de de Rham. Assim, considere
o produto tensorial QF(M) ® C, que basicamente estende a multiplicacao por
escalares reais em QF(M) para permitir multiplicacio por escalares complexos.
Aplicacoes lineares definidas nas formas se estendem para a complexificacao. Por
exemplo, temos a derivada exterior d* : QF(M) ® C — Q¥ (M) @ C definida por

d"(w® 2) = (d*w) ® 2

paraw € Q¥(M) e z € C. Ao longo desta secao, iremos omitir o produto tensorial
por C na notagao, considerando apenas que as formas diferenciais tém imagem
nos complexos. Na secao seguinte a distin¢ao entre formas reais e complexas sera
necessaria.

Como era de se esperar, a teoria desenvolvida pode ser aplicada no complexo
de de Rham (complexificado) devido ao seguinte resultado:

Proposigao 3.16. O complezo de de Rham (Q2*(M),d*) de uma variedade com-
pacta M é um complexo eliptico. O simbolo principal dos operadores d* e de seus
adjuntos 0y, sio ogx(§) =1 ext(§) e 04, (€) = —i int(§).

Observagao. Dado um vetor cotangente § € T'M;, a multiplicagdo exterior
ext(&) : AF(M), — A*1(M), é a aplicagao linear

wi ext(§w =& Aw.

De forma dual, a multiplicagao interior int(¢) : A¥(M), — A*~1(M), é a linear
que definimos da seguinte maneira. Tome uma base {dz’ }?:1 de T M, logo temos
as bases {dz7 | |y| = k} e {dx" | |n| = k — 1} de A*(M), e AF"1(M),. Com
respeito a estas bases, definimos a multiplicacao interior por

(—D)Nda7=%  seq; =1
0 do contrario,

int(dz?)dx” = {



3.4. Algumas Aplicacoes 58

onde N é o ntimero de (dx')" diferentes de 1, para [ < j. Isto é, int(dz?) anula as
formas que nao possuem o termo dz’ e para as demais apenas cancela o termo dz’
mantendo o sinal correspondente a sua posi¢ao. Estendemos a multiplicagao inte-
rior para todas as formas linearmente. Para que a definicao independa do sistema
de coordenadas, é necessario utilizarmos uma métrica nas formas e supormos que
a base {dz’} ¢é ortonormal.

Demonstragdo. Na expressao local (3.32), a fungao djw, = —iD%w, é a com-
ponente de dfw na base da’/ A dz?, isto é, sua restricdo local. Assim, fixando
§ € TM,, temos o simbolo

ogx(§)w(p) = Z Ziﬁjww(p)d:cj Adx) = iZéjdxj A Z w(p)dx”
Ik i=1 i |k (3.33)

=i{ ANw(p) =i ext({w(p).

Poderiamos agora demonstrar a elipticidade do complexo diretamente, a par-
tir da definicao, mas para explicitarmos os simbolos dos operadores envolvidos
utilizaremos a proposicao 3.13 e mostraremos que os laplacianos associados sao
operadores elipticos. No caso de Ay = 6;d° : Q°(M) = C°(M,R) — C*(M,R),
ja sabemos que isso é verdade, pois este trata-se do laplaciano usual operando
em funces. Os demais A, = 0p1d* + d* 19, sdo denominados operadores de
Laplace-de Rham. Esta observacgao é a justificativa do motivo pelo qual denomi-
namos os operadores A, laplacianos em qualquer complexo, pois eles generalizam
o laplaciano usual.

Fixada uma métrica nas 1-formas, determinamos uma métrica nas k-formas
pelo determinante de tamanho &

(da?r dx™)y -+ (dadr dx'*)
(dx?* A -~ Ada?* da™ A - A dar) = : :
(dadv dzly - (dadv dx'v)
Assim, fixados multi-indices |n| = k e |y| = k — 1, considere o produto interno

(da", dz? A dz7). A primeira coluna do determinante serd da forma [(dx!, da?)],
com j fixo e [ variando. Caso estejamos trabalhando com uma base ortonormal,
essa coluna serd nula exceto se dz! = da’ para algum [. Isso quer dizer que se
n; # 1, entao (dz",dz? A dz") = 0. Caso contrario, podemos retirar a linha e a
coluna que contém o termo (dx!, dz7) = 1, reduzindo-o para um determinante de
tamanho k£ — 1 e acrescentando um sinal que indica quantos [’s menores que j
aparecem no determinante. Ou seja, em qualquer um dos casos,

(dz", dx? A dx”) = ( int(da?)dx", dz”).
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Por linearidade, isso quer dizer que para quaisquer § € TM;, w € AR(M), e
€ AFY (M),

(w,1 ext(§)T) = (—i int(§)w, 7). (3.34)
Isso quer dizer que a aplicagdo adjunta a og-1(§) é
o5, (&) = —i int(€). (3.35)

Finalmente, temos que:
OAy = Ogh—16,45,,1d¢ = Oqi—10¢, + 05, 0gr = ext Int + int ext
Seja { = >, §;dx’. Entao,
o, (§)(dz™) Z Z &€jlext(da’) int(da?) + int(dz') ext(dz?)]dz?.  (3.36)
J

Podemos separar a soma em j em duas partes, uma para j tais que v; = 1 e outra
quando 7; # 1. No primeiro caso, ext(dz?)dz” = 0 e no segundo int(dz?)dz? = 0.
Desse modo, ficamos com:

oa, (&) (dx7) Zfl [ Z ¢iext(dz’) int(dz’) + Z &;int(dat) ext(dx])] dz”.

;=1 v #1

Agora separamos a soma em [ em trés partes: [ = j;l# jey=11%#je
v # 1. Vamos analisar cada caso separadamente,

= [Z &ext(dx?) int(da’) + Z &int(da’) ext(dxj)} dx”

=1 Cis
= 3" dwd A (-)Vda + Y Eint(dad)dad A da?
V=1 771
= D &du" + ) Eda = [¢ffda.
'y]-:l ’Yj?él

B = [Z Z &éjext(da’) int(dz’) + Z Z &&;int(da’) ext(da?)|da”

vi=17=1 vi#FL =1
Z Z &f]dx A ( Ndx” “+ Z Z &€ int( da: Ydx? A dx”
v=ln= £l =

= > > ggint(dat)da’ Ada? == g&dad A int(dat)da?

v #FL =1 vFL =1



3.4. Algumas Aplicacoes 60

C= [Z Z &&jext(dat) int(da’) + Z Z &&;int(da") ext(dxj)] dx”

vi=1m#1 v;#1 vi#1
= > > Ggdat A(=1)Nda ™ + >N " g¢ int(dat)dal A da?
=1 m#1 Y71 ni#1
= Z Z & dat N (=1)Nda™% = Z Z &&;dat A int(da?)dx”
vi=17n#l vi=1y#1
Permutando os indices mudos j e [, percebemos que B = —C', consequente-
mente, op, (£)dz? = A+ B+ C = [£|*dx”. Por linearidade,
on (&) = € Tar(ary, » (3.37)

onde Ipk(ap, ¢ a identidade de A*(M),. Assim, se & # 0, 0a,(€) : AF(M), —
A¥(M), é um isomorfismo, de onde segue que o complexo é eliptico.
O

Agora podemos aplicar o teorema 3.14 no complexo (2°(M),d®) e obter o
teorema original, enunciado por Hodge em 1935.

Teorema 3.17 (Hodge). Seja M variedade riemanniana compacta, de dimensao
n e Ay : QF(M) — QF(M) os operadores de Laplace-de Rham associados. Entdo:
(a) M(Ag) € um espago vetorial de dimensao finita;
(b) O espago das k-formas diferenciais admite uma decomposi¢cao ortogonal:

QF (M) = N(A) @ Tm(d* 1) @ Tm(0py1);

(c) A aplicagio M(Ag) — HX(M) que leva uma k-forma harménica w em sua
classe [w] na cohomologia de de Rham é um isomorfismo.

Observagao. Na decomposicao do item (b) escrevemos Jm(d*™!) & TJm(5xy1)
ao invés de Jm(Ay), mas esses dois conjuntos sao iguais. A inclusdo IJm(A;) C
Jm(d* 1) @ Im(dy11) é 6bvia, o que significa:

QF (M) = N(AL) + Im(d*™) @ Tm(0ry1).

Mas se w € M(Ay), isto é, Agw = 0, temos que d*w = 0 = frw, como visto na
igualdade (3.30). Portanto, w é perpendicular a Jm(dxy1) e Im(d*1), visto que:

(W, 6p17) = (d"'w,7) = 0 = (Gpw, T') = (w, d"'7) (3.38)

para qualquer 0,17 € Jm(6py 1) e d* 17 € TJm(dF ).
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Se a variedade riemanniana M ¢é orientavel, isto é, se existe uma n-forma
volume v € Q"(M) que nado se anula em nenhum ponto, a dlgebra das formas esta
munida de isomorfismos % : (M) — Q"~*(M), definidos por

wA*T = (w- TV,

para quaisquer w,7 € QF(M). Na expressio acima, - é o produto interno em
A¥(M) induzido pela métrica riemanniana. A aplicagao x é denominada operador
de Hodge. Fixando um sistema de coordenadas locais tal que {d2/}7_, seja um
conjunto ortogonal e organizando os indices de forma que v = daz* A --- A da”,
temos que

dx" A\ *pdx’ = 5gd:r1 A Adx™.

Assim, concluimos que xpdx? = ¢(v)dz?", onde ¢ é um multi-indice tal que
v+~ > (1,...,1), ou seja, é complementar a . O sinal ¢(n) = +1 é tal que

s(y)dz? Adx"" = dxt A A da™
Por outro lado *,_xdz"" = ¢(v°)dz?, onde o sinal ¢(y¢) = £1 ¢é tal que
(Y)dz" ANdx? = daxt A - Ada™

Como o produto exterior é antissimétrico, dz? Adz?" = (—1)F=Fdz7* Adx7. Tsso
quer dizer que ¢(7%)s(y) = (=1)*"=*) de onde:

Sk = (—1)FO=R), (3.39)

Como supomos M compacta e sem bordo, o teorema de Stokes diz que

/ d" 1w =0
M

para qualquer w € Q"~1(M). Em particular, dados a € QF(M) e 8 € Q"+ 1(M),
pelas propriedades da derivada exterior:

0= / A" aAB) = / d*a N B+ (—1)’€/ aANd"FB. (3.40)
M M M
Logo, tomando 7 € QF(M) e w € Q*(M) quaisquer,

/ T A %0 1w = / (T Oprw)v = (T, Opy1w) = (dF1,w) = / (d"r - w)v
M M

M

= / d*"r A xpqw = (=1)FH! / AP w w.
M M
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Pela arbitrariedade das formas escolhidas, isso quer dizer que
g Orar = (—1)F " g,
ou, aplicando a equagao (3.39),
Op = — (=)D o d T (3.41)

Finalmente podemos demonstrar a ultima decorréncia do teorema de Hodge
para o complexo de de Rham que apresentaremos.

Teorema 3.18 (Dualidade de Poincaré). Seja M variedade riemanniana com-
pacta orientdvel. A aplica¢ao xi induz um isomorfismo x; : M(Ar) — N(A,_x)
e, consequentemente, HE, (M) ~ H}Z"(M).

Demonstracao. Da relacao (3.41) concluimos que:
*kAk = *i (dk_lék + §k+1dk) = (—1)k(5n_k+1 *L—1 5k + (—1)k+1dn_k_1 Kia1 dk
= G d" T o +d T, kg = Dy %

Dessa maneira, o operador de Hodge leva formas harmonicas em formas harmonicas,
pois se w € M(Ay), entao

An—k * W = *kAkw =0. (342)

Naturalmente, a aplicacao linear %5 : JU(Ax) — N(A,_), assim definida, possui
a inversa (—1)* s - N(A,_1) — M(AL), logo é um isomorfismo.
Nestas condigdes, a afirmacio H%,(M) ~ H7*(M) é uma decorréncia direta
do teorema de Hodge.
[

3.4.2 Teorema da Assinatura

Seja M uma variedade riemanniana compacta orientavel com dimensao 4/ e Ay o
2[-ésimo operador de Laplace-de Rham. Neste caso, defina a bilinear 5 : 91(Ay;) X
M(Ay) — R que associa para «, 5 € M(Ay) o valor

Bla, B) = /Momﬁ-

Como as formas sao pares, a A § = § A a, de onde B é simétrica. Pela definicao
do operador de Hodge, temos também que

B(o, B) = (o, %2/3),
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que é a composicao de um produto interno com um isomorfismo, logo B é nao-
degenerada. Neste caso, lembrando que o teorema de Hodge garante que a di-
mensao de DM(Ay) é finita, podemos falar da assinatura de B, isto é, a diferenga
entre a dimensao do subespaco para o qual B é estritamente positiva e a dimensao
do subespaco onde é estritamente negativa. Neste contexto, a equagao (3.39) se
torna

(%21)? = Hopxy = 1,

na qual I : M(Ay) — N(Ay) é a identidade. Assim, podemos decompor D(Ay;)
em dois subespacos associados aos autovalores 1 e —1 de xo;. Denotamos eles por

N, = {w S ‘)?(Agl) | Ko = w}
N_ = {W c ‘ﬁ(AQZ) | *ow = —w}.

E imediato verificar que dados v € M, e 7 € N_ entdo B(v,v) > 0 e B(t,7) < 0.
Definimos Sig(M) como a assinatura de B. Pelas observagoes acima,

Salientamos acima que a dimensao esta sendo calculada considerando-se a estru-
tura de R-espago vetorial.

Nas condigoes acima, isto é, com M orientavel de dimensao 4/, e considerando
a complexificagao da algebra das formas, @, 2*(M) ® C, temos a aplicagao

7 = P QR (M) @ C — QY F (M) @ C.

O expoente no imaginario puro foi escolhido de forma que 74,7, = 1, que obtemos
calculando:

K(k—1)—+21

-(4l—k)(4dl—k—1)+21
(=R)l—k=1)+2

TA—-kTE = 1
_ Z-k(k+1)+2l+k(kfl)+2l SO (_1)k2(_1>k(4l7k) -1

* (3.44)

Definimos, entao, uma aplicacao idempotente:
Ti=&7: Q(M)eC— QM) C.

Como 72 = 1, podemos decompor a algebra das formas nos autoespacos associados
aos autovalores 1 e —1,

QM)@C=Q,(M)+Q_(M),
onde

QM) ={weQM)®C|Tw=w}
Q(M)={weQ(M)C|Tw=—w}.
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Denotando D := @ (d* + ;) : QM) @ C — Q(M) ® C, temos que
Dr = @y (A4 4 Ga )7 = @i E D2 (@R L0 Y
— @ PEDRA R s § ()R kg 0]
— @y [PV (2D g D22k k) (3.45)
= @y [iDEDRA RN gk
= @ (—Tr10k — Tep1d®) = —7D.

Isso quer dizer que se restringirmos D aos autoespagos de 7, teremos uma troca
entre os autovalores 1 e —1, resultando em aplicagoes

D.=D:Q. (M) = Q_ (M) e D_=D:Q_(M)— Q,(M). (3.46)

Como D ¢ auto-adjunto decorre que D_ = D . Além disso, a conta acima garante
que 7 leva o ntcleo de D em si mesmo.

Teorema 3.19 (Assinatura). Seja M wvariedade riemanniana compacta com di-
mensao 4l. Sejam Sig(M) e Dy definidos como acima. Entdo,

Sig(M) = dimc[N(D,)] — dime[9(D*)] (3.47)

Demonstragao. Os nicleos de Dy e D = D_ sao somas em k de interseccoes
Ne(dF) N Ne(dx) e estes sdo iguais a Ne(A), conforme equagio (3.30). Aqui,
estamos considerando os nicleos na complexificagao (M) @ C, esse é o motivo
do indice C.

Para expressarmos o lado direito de (3.47) em termos dos nticleos D¢ (Ay),
gostariamos de decompor cada D¢ (Ay) em autoespagos de 7 associados aos valores
1 e —1. Mas, com excegao de k = 2, estes espacos nao sao invariantes pela agao
de 7, ja que

T mc(Ak) — mc(AM_k).

Por essa razao, trabalharemos com as somas Mc(Ag) + Ne(Agy k), que sdo inva-
riantes. Assim, definimos

Me(Ak) + Ne(Du-r)]+ e [Me(Ai) + Ne(Ay—p)]-

da maneira ébvia: Tw = w e Tw = —w, respectivamente. Por conseguinte,
20-1
dimc[R(Dy)] — dimc[M(D})] =Y dime[Me(Ar) + Ne(Aur)]+
k=0
2-1

+ dime[Ne (Do)l = > dime[Ne(Ax) + Ne(Ay_p)]-

— dimc[m(c<AQl)]_
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Para calcularmos a dimensao do espago [Nc(Ag) + Ne(Ay_k)]+, observamos
que dados u € Nc(Ax) e v € Ne(Ay—k), a informagao u +v € [Ne(Ag) +
MNc(Ay—r)]+ € equivalente a:

u+v=7(ut+v)=TU+TU.

Como Tu € Nc(Ay—k) e Tv € Ne(Ag) e esses dois espagos s@o linearmente in-
dependentes, isso quer dizer que v = Tu. Analogamente, se u + v € [Nc(Ag) +
Nc(Ay_)]- concluimos que v = —7u. Isso mostra que as aplicagoes lineares

¢ft s Ne(Ag) = [Me(Ar) + Ne(Au—k)]+

definidas como ¥ (u) = u & Tu sdo sobrejetivas. E imediato ver que cada ¢% ¢
injetiva, logo um isomorfismo.
Finalmente, observando que a dimensao real de um R-espaco vetorial é igual
a dimensao complexa de sua complexificagao, obtemos que
201

dime[W(D2)] — dime[N(D})] = Y _ dime[Ne(Ap)] + dime[Me(Az)]+

20-1

=) dime[Me(Ar)] — dime[Me(Ax)] -

= dimRm+ — dimR’ﬁ_ = Slg(M),

devido a equagao (3.43).

3.4.3 O Indice de um Complexo Eliptico

Como discutido anteriormente, o corolario 3.15 garante que associado a um ope-
rador eliptico temos um nimero dim[J(L)] que determina a dimensao do espago
de solucoes da equacao diferencial:

Ls=f.

Tal nimero nao é facilmente calculavel no caso geral. Contudo uma férmula pode
ser obtida para outro ntmero associado ao operador eliptico L, seu indice:

Ind(L) = dim[0(L)] — dim[N(L*)].

A verificacao do fato dim[I(L*)] < oo é andloga a demonstracao do coroldrio
3.15. La aplicamos o teorema 3.14 ao laplaciano L*L do complexo

0 — I(E) =5 I(F) — 0.
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Se aplicarmos o mesmo teorema ao laplaciano LL* : I'(F) — I'(F'), obtemos a
finitude da dimensao do nucleo de L*, e portanto Ind(L) < oc.

No caso geral, dado um complexo eliptico (I'(E®),d®) definimos seu indice
como a soma alternada das dimensoes dos nicleos dos laplacianos associados:

Id(T(E*), d*) = S (=1 dim[I(AD)] = S diml I (Aaw)] = 3 dim[R(Agg 1))

Utilizando as equagoes (3.24) e (3.25) da proposi¢ao 3.13, temos que

Ind(T'(E*),d*) = dim[N(DrAgk)] — dim[N(DrAgk_1)]
= dimMN((d +6)*(d+9))] — dim[N((d + §)(d + )")]
= dim[N(d + §)] — dim[N((d + 6)*)]
= Ind(d + 9),

(3.48)

onde o operador (d + ) = @, (d** + da) : B, T(E*) — @, T(E*1) é eliptico,
pela proposicao 3.13. Assim, o indice de um complexo eliptico pode ser equiva-
lentemente calculado como o indice de um operador eliptico apropriado.

A férmula do indice, obtida por Michael Atiyah e Isadore Singer em 1963 de-
termina o indice de um operador eliptico (ou complexo, pela observagao acima)
em termos de informacao topoldgica determinada pelo operador. Nao vamos apre-
sentar este resultado, pois isso exigiria definir classes caracteristicas e apresentar
alguns conceitos de K-teoria.

Voltemos para o complexo de de Rham. O item (c) do teorema de Hodge
diz que os nucleos dos laplacianos sao isomorfos aos espacos de cohomologia do
fibrado, neste caso, a cohomologia de de Rham. Assim,

Ind(Q*(M),d*) = > (—1)*dim[H (M) (3.49)

As dimensoes dos espacos de cohomologia sao conhecidas como niimeros de Betti
b, = dim[H%,(M)] e representam, intuitivamente, a quantidade de “buracos
(k + 1)-dimensionais”da variedade. Sua soma alternada resulta na caracteristica
de Euler-Poincaré da variedade x (M) que também pode ser obtida como a soma
alternada da quantidade de k-células em uma triangularizagao de M. Dessa ma-
neira,

Ind(Q* (M), d*) = y(M).

O teorema de Atiyah-Singer, neste caso, pode ser expresso pela formula de Gauss-
Bonnet, que determina y (M) como a integral de componentes do tensor de cur-
vatura de M. Mais especificamente é a integral da classe de Euler associada a
conexao de Levi-Civita.
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Ja no exemplo seguinte, temos o operador eliptico Dy : Q. (M) - Q_(M) e a
expressao para seu indice

Ind(D,) = Sig(M).

Aqui, a formula de Atiyah-Singer é dada pelo teorema de Hirzebruch, que expressa
o invariante topoldgico Sig(M) em termos de classes caracteristicas.

Definigoes mais precisas e resultados citados acima podem ser encontrados nos
artigos originais de Atiyah e Singer ([9] e [10]), como também nas referéncias [2] e
[3], com diferentes objetivos e grau de detalhamento. Desenvolver tal teoria foge
do objetivo desse trabalho, pois se trata de um universo inteiro de relagoes cujas
consequéncias ainda estao sendo descobertas e que tém o teorema de Hodge como
apenas porta de entrada.
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