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RESUMO

Este trabalho trata dos problemas de otimizagdo de minimizagdo de volume com restrigao
de flexibilidade e freqiiéncia natural e minimizagdo de flexibilidade com restri¢ao de volume. Os
problemas sdo resolvidos para estruturas bidimensionais e tridimensionais.

As equagdes diferenciais de equilibrio sdo solucionadas de forma aproximada através do
método dos elementos finitos, em um subespaco de dimensao finita.

O método utilizado no estudo ¢ o da otimizagao topologica, o qual consiste em encontrar
dentro de um dominio pré-existente uma distribuicdo ideal de material. Sdo avaliadas técnicas
como programacao linear e critério de 6timo. Em ambos os casos sdo utilizadas sensibilidades
calculadas analiticamente.

Para a otimizagdo com restricdo modal, problemas caracteristicos como autovalores
repetidos e normaliza¢do do autovetor sdo tratados.

Ferramentas usadas na otimizagao topologica, como método da continuagdo, penalizagdo
e filtragem sao discutidos.

Sao abordados também problemas e caracteristicas inerentes ao processo de otimizacao
topoldgica, tais como instabilidades de tabuleiros, dependéncia de malha e sensibilidade da
topologia a diferentes condi¢des de contorno.

Os resultados obtidos permitem avaliagdes referentes a otimizagdo topologica
(geometrias, ou seja, topologias resultantes) sob diferentes condigdes, utilizando-se as

ferramentas discutidas nesse trabalho.
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ABSTRACT

“TOPOLOGY OPTIMIZATION OF CONTINUUM STRUCTURES UNDER
COMPLIANCE, VOLUME AND NATURAL FREQUENCY CONSTRAINTS”

This work presents the problem of volume minimization with compliance and natural
frequency constraints and minimization of compliance with volume constraint. The problems are
solved to the two-dimensional and tri-dimensional continuous structures.

The equilibrium differential equations are solved using the finite element method,
approximating the solution in a finite dimensional space by a system of linear equations.

The approach chosen for the optimization was the topology optimization technique,
formulated as finding the best material distribution over a fixed domain. Two techniques were
evaluated for solution of the optimization, optimality criteria and sequential linear programming.
In all cases, the sensibility analyses are solved using analytic calculations.

The sensibilities analysis applied to compliance and volume are straightforward.
However, the modal problem presents some difficulties in the optimization technique, like for
example, repeated eigenvalue and the normalization of the eigenvector.

Optimization tools like “the continuation method”, penalization and neighborhood filter
are studied and used.

Characteristics and problems of the topology optimization, like checkerboards patterns,
mesh and boundary conditions dependency are also studied.

The results obtained permit to evaluate the final topology, under different conditions and

using the tools discussed in this work.
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1. INTRODUCAO

No passado, os projetos nas industrias eram, em geral, desenvolvidos com célculos
estruturais mais rudimentares, baseando-se de maneira intensa em experiéncias anteriores. Apos
a etapa de projetos eram entdo realizados os testes e validagdes experimentais. Algumas
empresas possuem metodologias proprias para a concepcao de seus produtos, utilizando analise
estrutural como ferramenta. Desta forma, a etapa de tentativa e erro em protdtipos ¢ feita por
simulagcdo computacional, que quase sempre, € mais barata e mais rapida.

Uma nova concepcdo de engenharia se baseia naquilo que a natureza e as tendéncias
gerais sempre buscam: o 6timo. Porém, em se tratando de uma ciéncia exata, fala-se da busca do
otimo assistido por ferramentas adequadas para tanto.

Este trabalho consiste no estudo e desenvolvimento de ferramentas para a otimizagao
estrutural. Entretanto, para que se possa obter uma estrutura otimizada, faz-se necessario o
conhecimento de todas as ferramentas envolvidas no processo. As equacdes de equilibrio de um
problema estrutural de grande porte sdo usualmente resolvidas de forma discreta. O Método dos
Elementos Finitos ¢ utilizado em grande escala. Os primeiros estudos sobre elementos finitos
foram desenvolvidos na década de 40, pelos trabalhos de Courant [Courant, 1943], com a criagao
do elemento triangular de deformagdes constantes. A denominacdo “Elemento Finito” foi feita
pela primeira vez por Clough [Clough, 1960]. Com o passar do tempo, os elementos foram
ganhando formulacdes mais sofisticadas e hoje, a pesquisa e a utilizacdo desse método ja ¢
bastante difundida.

Outro topico explorado pelo trabalho, a solugdo do equilibrio modal, também possui
estudos bastante antigos e conhecidos. Inumeros métodos de solucdo ja foram implementados
para a obtengdo das freqiiéncias e modos de vibragdo, essenciais para caracterizar a resposta
dindmica dos componentes.

Dentre os tipos de otimizagdes estruturas mais comuns estdo: a otimizagdo dimensional, a
otimizagdo de forma e a otimizacdo topologica (escolhida para o trabalho). As duas primeiras
consistem basicamente em extremizar uma funcdo alterando varidveis como propriedades
(momento de inércia, por exemplo) e forma, respectivamente.

A otimizagdao topoldgica possui uma filosofia um pouco diferente das anteriores.
Topologia diz respeito ao numero de ligagdes entre pecas. Matematicamente, sdo caracteristicas
invariantes sob transformacdes conformes de coordenadas. Na natureza discreta, ¢ como cada
elemento de um meio se conecta com os demais. Em outras palavras, ¢ como determinar a

conectividade 6tima de uma estrutura. Desta forma, parte-se de um dominio de projeto pré-



estabelecido e determina-se aquele que extremiza a funcdo objetivo, respeitando as restricdes
estabelecidas (se houver).

As primeiras otimizagdes topologicas, conforme referéncias anteriores [Cardoso, 2000],
datam de 1904, com o trabalho de Michell, baseado nos estudos de Maxwell, 1869, os quais
realizam a minimizac¢ao de volume de uma estrutura formada por barras.

A solugdo do problema de otimizacao deste trabalho ¢ feita utilizando critério de 6timo e
programacao linear. Karush, 1939, Kuhn e Tucker, 1951, propuseram estudos que sao
conhecidos hoje como o critério de 6timo de KKT. Os primeiros estudos com critérios de 6timo
na forma discreta se deram na década de 70, com Haftka, entre outros, apud [Cardoso, 2000].

A programacdo matematica se fez bastante util com o desenvolvimento dos
computadores. A programacao linear, principalmente, torna-se pratica quando existe um grande
numero de variaveis de projeto.

Os trabalhos de otimizagao topologica mais difundidos tratam da minimizag¢do do volume
com restri¢do de flexibilidade, e vice versa. Entretanto, necessidades de mercado e tecnologica,
assim como curiosidades de pesquisadores forgaram o estudo de outras extremizagdes e
restri¢des, tais como tensao, freqiiéncia natural e flambagem.

O problema de minimiza¢do de volume com restricdo modal apresenta algumas
caracteristicas bastante interessantes no que diz respeito ao calculo de autovalores e autovetores.
Sabe-se que os modos normais de um problema modal podem ser dados de varias formas,
bastando apenas respeitar a proporcionalidade dos membros dos autovetores. Na otimizagao,
entretanto, deve-se tomar cuidados com essa propriedade, pois na maioria dos casos, utiliza-se o
autovetor no célculo da fungdo objetivo e/ou restricdes. Assim, dependendo da normalizacdo
adotada para o autovetor, podera haver erros nos calculos de otimizagao.

De forma geral, os problemas mais comuns referentes a otimizagdo topologica sdo a
dependéncia de malha (dominio), os minimos locais e, principalmente, a instabilidade de

tabuleiro [Sigmund e Petersson, 1998].



2. OBJETIVOS E ORGANIZACAO DO TRABALHO

O objetivo principal do trabalho ¢ estudar o problema de otimizacdo que envolve a
minimiza¢do do volume com restri¢cdes de freqii€ncia natural e flexibilidade, para estruturas bi e
tridimensionais. Objetiva-se também o estudo do problema classico de minimizacdo da
flexibilidade com restrigdo de volume, a fim de testar as ferramentas adotadas no trabalho e
compara-las com as existentes na literatura.

Para a obtencao dos objetivos expostos, fez-se necessario o estudo desde os fundamentos
tedricos que envolvem a mecanica dos solidos até o tema otimizagdo propriamente dito. Assim, o
trabalho esta organizado da seguinte forma:

Nos dois primeiros capitulos estdo resumidos o contetido e os objetivos do trabalho.

No terceiro capitulo estdo expostos os fundamentos tedricos da mecanica dos sélidos
necessarios para o trabalho, tais como: uma revisao sobre a mecanica dos sélidos e o método dos
elementos finitos, utilizado para a solucdo das equagdes de equilibrio; a solu¢ao do problema de
autovalor, base do desenvolvimento da restricio modal para o problema de minimizagdo de
volume.

No quarto capitulo sdo estudados aspectos gerais do problema de otimizagao, tais como
conceitos gerais (funcdo objetivo, varidveis de projeto, restricoes e sensibilidade), formulagao do
problema, condi¢des de KKT e técnicas de solugdo (critérios de 6timo e programagao linear).

No quinto capitulo, ¢ tratado o assunto da otimizagao topologica, como conceitos gerais €
problemas associados ao método.

O sexto capitulo trata da implementacdo do conceito de otimizacdo topoldgica, os quais
envolvem as andlises de sensibilidade e as dedugdes dos problemas de otimizagdo presentes no
trabalho.

Os capitulos restantes apresentam os resultados obtidos, bem como as conclusdes e
sugestoes de melhoria.

Nos apéndices I e II sdo mostrados respectivamente as formulagdes dos elementos finitos
utilizados e os detalhes do programa implementado. No apéndice III ¢ apresentado o método de

Jacobi para solucao de autovalores [Bathe, 1996] e no apéndice IV tem-se o método de Lanczos.



3. FUNDAMENTOS TEORICOS DA MECANICA GERAL

3.1. MECANICA DOS MEIOS CONTINUOS

A formulagdao do problema de otimizacdo faz com que as varidveis de projeto, fungao
objetivo e restri¢cdes aplicadas dependam de forma direta ou indireta das equagdes de equilibrio.
Adotou-se para esse trabalho a teoria da elasticidade infinitesimal linear, restrita a pequenas
deformacdes [Boresi et al, 1978].

Admitiu-se, portanto, que as deformacgdes resultantes dos carregamentos prescritos sao
infinitesimais e encontram-se no regime eldstico, havendo linearidade de material (relacdo
constitutiva isotropica) e geométrica.

As equagdes de equilibrio sdo escritas em fun¢do das forgas de corpo e das forgas de

superficie. Assim, se o corpo esta em equilibrio, para o caso estatico, tem-se:

jgds+jgdv=9 (1)

onde b representa as forgas de corpo e ¢ as de superficie. As tensdes de Cauchy (g) sao

representadas por:

N
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()
onde n ¢ o vetor normal a superficie.

jggdﬁ j@dv =0 3)

Partindo-se da condicdo de que a quantidade de for¢a que esta entrando em toda a

superficie ¢ igual a variacdo da for¢a interna, tem-se:

IV -odv+ _[l_)dv =0 4)

j(v-ng)dv:(_) (5)



Para que o corpo esteja em equilibrio, cada parte do mesmo deve obedecer a seguinte

relacdo:
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A relagdo entre o campo de deslocamentos u (apresentado na Figura 1) e deformagdes € o

que se mostra na equacao (7).

1 ou Ou,
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onde g; refere-se a componente do tensor de deformagdes infinitesimais na direc¢do j, ortogonal

a0 €ixo i.

Figura 1: Deformacio e tensor de tensdes.

As tensdes apresentadas na equagdao (2) e as deformacdes da expressao (7) estdo

relacionadas pela expressao (8).

®)

IS
Il

o
1)



onde C ¢ o tensor constitutivo de 4* ordem das propriedades elasticas. Como para o trabalho foi

adotada a relacdo constitutiva isotropica linear, a equacdo (8) pode ser escrita da seguinte forma:

o,| [A+2u4 2 A 0 0 0]]e,
0, A A+2u A 0 0 0f}|&,
O | _ A A A+2u 0 0 0||&, )
(o 0 0 0 u 0 012,
0., 0 0 0 0 u 0]|2¢,
o,] L O 0 0 0 0 uj|2¢,

onde A e u sdo as constantes de Lamé.

Para os casos bidimensionais, adotaram-se as teorias do Estado Plano de TensoOes e

Estado Plano de Deformagdes.

3.1.1.ESTADO PLANO DE TENSOES (EPT)

No EPT sao necessarias basicamente duas condigdes:
e Uma das dimensdes (no caso da Figura 2, a direcdo definida pelo eixo 3) deve ser
bastante inferior as demais, as quais formarao um plano;

e As cargas devem necessariamente estar contidas no plano mencionado.

Logo, as tensdes fora do plano sdo nulas, como pode-se observar na expressao (10).

0,;,=0,;,=0,;=0

10
&, #0 (19)
Simplificando a expressao (9), tem-se:
ol [(A+2u  p o 0]lg,
Onr=| H A+2u 0 (1€, (11)

O, 0 0 ul|2e,

As constantes de Lamé, para esse caso, passam a ser:



A= VE2 (12)
1-v
E
”_G_2(1+v) (9

onde £ e v sao respectivamente o Modulo de Elasticidade Longitudinal e o coeficiente de

Poisson e G corresponde ao mddulo de Elasticidade Transversal.

7
7/
g

e
1\

Figura 2: Estado plano de tensdes.

3.1.2.ESTADO PLANO DE DEFORMACOES (EPD)

Para que tenha-se um EPD definido, ¢ necessario que as deformagdes fora do plano de

analise (como representa a regido em cinza da Figura 3) sejam nulas.

£y, =83=6;=0
0, #0

(14)



Figura 3: Estado plano de deformacdes.

Desta forma, o tensor de deformacdes passa a ser:

A relagdo entre tensao e deformacao é semelhante ao caso obtido no EPT

on| |A+2n  p 0flg,

On(=| H A+2u 0 |y&y
o, 0 0 ul2¢,
e as constantes de Lamé sdo:
vE

(I+v)(1-2v)

(15)

(16)

(17)

(18)



3.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

Problemas de geometria e carregamento complexos, como os freqlientemente
encontrados na industria, sdo de dificil solugdo analitica, devido a impossibilidade (em geral) de
formulacao por expressdes algébricas. Sem davida, o MEF ¢ a ferramenta numérica mais
utilizada na atualidade para a solucdo de andlises estruturais. Por essa razdo, serd empregado no

trabalho.

3.2.1.HISTORICO

Os primeiros trabalhos na area de estruturas foram desenvolvidos entre 1850 e 1875, por
autores como Navier, St. Venant, Maxwel, Castigliano, Mohr, dentre outros.

Aproximadamente em 1920, Maney (EUA) e Ostenfeld (Dinamarca) iniciaram estudos na
area da analise matricial de estruturas, trabalhando com barras e resolvendo os deslocamentos
das mesmas.

No inicio dos anos 40, McHenry, Hrenikoff e Newmark realizaram trabalhos substituindo
um meio continuo por barras. Argyris, Turner, Clough, Martin e Topp foram os primeiros a
aproximar um meio continuo por elementos com propriedades simplificadas, apud [Selke et al,
1990].

Porém, o primeiro “elemento finito continuo” propriamente dito foi desenvolvido por
Courant [Courant, 1943]. Ele criou o até hoje conhecido CST (tridngulo de deformagdes
constantes).

Por volta dos anos 50, trabalhos como de Argyris e Kelsey [Argyris e Kelsey, 1960]
foram responsaveis por unificar conceitos como analise estrutural e mecéanica do continuo, base
para os problemas de analise matricial.

Também nos anos 50, apareceram os primeiros computadores digitais, os quais sao
fundamentais na solugdo de problemas matriciais.

A denominacdo “Elemento Finito” foi feita pela primeira vez por Clough [Clough, 1960].

A partir destes trabalhos possibilitou-se a solu¢do de um problema continuo da mecanica
dos so6lidos por métodos numéricos, desde que a discretizagdo do mesmo seja possivel.

Nos dias de hoje, as formulagdes de elementos e solucdes ja sdo suficientes para a
solucdo da maioria dos problemas de engenharia. A maior preocupacdo, portanto, fica por conta
do desenvolvimento das ferramentas de discretizagdo (construtores de malhas, cargas e

condig¢des de contorno) e visualizadores, conhecidos com pré e pds-processadores.
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3.2.2.REVISAO DO METODO

Partindo-se da forma bilinear do funcional de energia IT, tem-se:

IT=B(u,v)+ f(u) (19)
onde
B(u,) =% e (u)Ce(v)de (20)

corresponde a parcela da energia de deformagdo, C ¢ o tensor constitutivo de 4* ordem das
propriedades elasticas, € € o vetor deformacdo, u e v sdo os componentes do vetor deslocamento

€

f(u)==[b-u-dQ+ [t-u-dr 21)

corresponde a parcela do trabalho das forcas externas. O primeiro e o segundo termos da
equagdo (21) correspondem respectivamente ao trabalho das forcas de corpo e ao trabalho das
forgas de superficie.

Minimizando-se o funcional de energia (19) em relacdo ao campo de deslocamentos e

igualando a zero,

Al=0 (22)
obtém-se:

[o" 8edQ— [b"6udQ~ [¢' SudT =0 (23)
Q Q T

Se a equacao (23), que tem dimensdo de energia, for satisfeita, os deslocamentos sdo
validos e o corpo estd em equilibrio. A expressdo citada representa a formulagdo geral dos
elementos finitos, onde da primeira parcela determina-se a matriz de rigidez e das demais, o
vetor de cargas.

Na forma matricial, a equagdo (23) pode ser escrita como:

Ku=f (24)
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onde K corresponde a matriz de rigidez global, u ao vetor de deslocamentos e f ao vetor de
cargas do problema. Uma descrigdo melhor elaborada do método dos elementos finitos,

correlacionando os elementos e suas fun¢des de interpolagdo, encontra-se no APENDICE 1.

3.3. O PROBLEMA MODAL

A equagao do movimento ¢ dada por [Tamagna, 1993]:
(M {5} +[C N+ [K [{x) ={F] (25)

onde /M], [C] e [K] correspondem respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e

rigidez e {x}, {x} e {x} aos vetores aceleragdo, velocidade e deslocamento e F a carga de

excitacao do sistema.

Simplificando a equagdo (25) para o caso de vibragdo livre, sem amortecimento, tem-se:
[M]{x}+[K]{x}=0 (26)

As solugdes para deslocamento e aceleracdo sdo apresentadas respectivamente nas

equagoes (27) e (28).
{x}={g}e"” (27)
{¥} =—w*{g}e"” (28)

Substituindo-se as equagdes (27) e (28) na equacao (25)
—o*[M{g}e” +[K]{g}e” =0 (29)

e dividindo-se a equacdo (29) por e tem-se:

([K]-@*[M]){g}=0 (30)
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Se o determinante de ([K |-’ [M ]) resultar em um valor diferente de zero, obtém-se

entdo a solucdo trivial (31). Caso contrario, obtém-se a solucao proposta pela expressao (32).

{9}=0 31)
det([K]-@*[M])=0

ou (32)
det([K]-A[M])=0

Trata-se, portanto, de um problema de autovalores, para A =@".
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4. OTIMIZACAO ESTRUTURAL

4.1. INTRODUCAO

Tanto na natureza, quanto nas organizagdes humanas (empresas, por exemplo), procura-
se sempre o aperfeicoamento para os objetos e as acdes realizadas. Nota-se portanto, a busca
pelo 6timo, que consiste em encontrar dentro de um problema, a melhor decisdo ou solugdo.

Adaptando-se o conceito de aplicagdo de otimizagdo para organizacdes empresariais
descrito por Secchi [Secchi, 2001], os trés niveis que podem ser otimizados sao:

e nivel gerencial;

e nivel de projeto e processo;

e nivel produtivo.

Este trabalho preocupa-se em estudar basicamente o problema que envolve o nivel de
projeto. Entretanto, a concepcao de um produto de diferentes formas ira, sem davida, influenciar
outras esferas da organizagdo de uma empresa. Por exemplo, um mesmo produto, injetado sob
pressdo, poderia ter sua massa minimizada com diferentes topologias, ou seja, poderia ter
diferentes formas geométricas (diferentes numeros de furos de alivio ou diferentes formas para
os alivios) com similar quantidade de material. O fato de uma pega ter mais ou menos furos
internos implica no custo de ferramental, facilidade (portanto, tempo) de producido, etc. Nota-se
portanto que a otimiza¢do de massa, por exemplo, ndo necessariamente otimiza o maior objetivo
de uma empresa (maximizagdo do lucro). Logo, deve-se ter em mente, antes de qualquer
concepeao de projeto, como a condugdao do mesmo ira influenciar todo o ciclo de uma empresa.

Como pode-se observar no paragrafo anterior, o controle da complexidade de uma
estrutura otimizada, pode, em determinadas circunstincias, ser mais importante que a otimizagao
de uma unica grandeza (no exemplo citado, minimizacdo da massa). Um excelente apanhado

sobre o controle de complexidade encontra-se feito por Cardoso [Cardoso, 2000].

4.2. CONCEITOS BASICOS

Os componentes basicos do problema de otimizacdo estdo bem descritos por Secchi

[2001], os quais sao:



14

e Funcdo Objetivo: representa o objeto, quantificado matematicamente, a ser

maximizado ou minimizado.

e O modelo do processo: representa a forma como serdo tratadas (equacionadas) a

fungdo objetivo e as varidveis de projeto, bem como as restricdes (igualdade e

desigualdade).

e Restricdes: representam os limites impostos para o sistema.

4.2.1.FUNCAO OBJETIVO

Fungdo objetivo € um escalar que representa o lucro, custo, energia, producdo, distancia,
etc., em termos das varidveis de decisdo do processo ou sistema em andlise. Em outras palavras,
¢ a funcao matemadtica cujo maximo ou minimo deseja-se encontrar.

Em um determinado processo, podem existir inumeras variaveis de projeto. O
eqiiacionamento destas, ou seja, formacdo da funcdo objetivo, pode ser feito considerando-se

uma varidvel de projeto, ou mais delas, denominadas respectivamente por f(x) ou

Fx)=[A(), fo(3),r £ (0]

As fungdes objetivos presentes nesse trabalho envolvem volume e trabalho externo.

4.2.2.VARIAVEIS DE PROJETO

Sao as variaveis independentes (parametros) da fun¢ao objetivo.

Para que o projeto seja tido como admissivel, ¢ necessario que os valores assumidos
como variaveis de projeto satisfacam todas as restrigdes impostas.

As variaveis de projetos podem ser do tipo discreta, assumindo apenas alguns valores
dentro de um conjunto, como mostra a expressao (33); ou continua, assumindo valores dentro de

um intervalo, como mostra a expressao (34).

{xe X|x=(k1,k2,...,kN)} (33)
{)CE Xlkmin <x< kmax} (34)

I3

Caso haja mais de uma varidvel de projeto, € interessante que as mesmas sejam
escolhidas de forma independente umas das outras, para que nao se criem dificuldades para o

problema [Arora, 1989].
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4.2.3.RESTRICOES

Sao os limites impostos as varidveis de projeto (restri¢des laterais) ou as funcgdes das
variaveis de projeto (restri¢des gerais). As restrigdes podem se dar na forma de igualdade ou
desigualdade.

O problema de otimizagdo sujeito a restricdes de igualdade e desigualdade pode ser

escrito por:

Extremizar S(x)

Sujeito a:  hj(x) =0, j=1,2,...m (35)
gi(x) <0,j=1,2,...p
xeXc "

onde /;(x) representa as restrigoes de igualdade e gj(x) as restri¢oes de desigualdade.
Uma restrigdo de desigualdade ¢ chamada ativa em um ponto viavel x se gj(x) = 0. Caso
contrario, esta restricdo ¢ chamada inativa. O conjunto dos pontos vidveis ¢ definido pela

expressao (36).

K={xe X cR"| h(x)=0,g(x)< 0} (36)

4.2.4. MAXIMOS E MINIMOS

Os maximos e minimos de uma fungdo objetivo descrita por S: X < R" — R podem ser
basicamente de dois tipos:
e Minimo/maximo global: também chamado de absoluto. Pode-se dizer que x* ¢ um
minimo global de S'se S(x*)<S(x)Vxe X ;
e Minimo/maximo local: também chamado de minimo/méximo relativo. Pode-se dizer

que x* ¢ um ponto minimo local de S se existe € >0, tal que S(x*)<S(x)Vxe que

||x—x*||<8.

Uma fungdo ¢ dita convexa, [Rockafellar, 1997], quando:
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[lox,+(1-a)x)<af(x,)+(1-a) f(x,) 37)

O<axl

onde x; € x, sdo pontos do dominio. A equagdo (37) diz que uma reta que une dois pontos de uma
funcdo deve ter todos os seus pontos acima do grafico dessa fung¢ao, no intervalo de x; a x,, como

mostra a Figura 5.

micimo global

Stx) \

micicimos locais

/

-

miinimaes lacais

miinime global

Figura 4: Minimos e maximos de uma fungio objetivo.

Stx)

Xg ax; t{i-e)x, X x

Figura 5: Func¢ao convexa.

As fungdes ndo-convexas: ocorrem quando ha diferentes pontos de minimo ou méaximo

(minimos e/ou maximos locais). Cada ponto de extremo representa uma solugao diferente para a



17

funcdo. Esta caracteristica ocorre com freqliéncia nas penalizacdes presentes no processo de

otimizagio topoldgica (assunto que sera abordado no CAPITULO 5).

Stx)

Figura 6: Funciio nio convexa.

4.3. TIPOS DE PROBLEMA

Os problemas de otimizacao podem ser classificadas basicamente em trés tipos:

e Otimizacao dimensional (size optimization): consiste na extremiza¢ao de uma funcao

objetivo qualquer com varidveis de projeto ligadas a caracteristicas geométricas
diretas de uma peca ou estrutura. E bastante aplicado nos casos onde ha estruturas
formadas por barras, vigas ou placas, onde utilizam-se variaveis de projeto como
espessuras, areas de sec¢ao, ou, no caso de vigas, propriedades diretas como momentos
de inércia. No exemplo da Figura 7, ilustra-se a extremizagdo de um funcional

utilizando como varidveis de projeto, os valores das areas das vigas.

f
— X —+ ¥
I I I I I I ] | [ I I I
L Ly
0 Q
Secdo xx Secdo y-y

Figura 7: Representacio de um processo de otimiza¢cio dimensional.

e Otimizacdo de forma (shape optimization): neste tipo de problema, as dimensodes que

formam os contornos das geometrias sdo usadas como parametros. Usam-se
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geralmente raios, medidas lineares e outras entidades geométricas como Splines. Um
dos grandes problemas desse tipo de analise s3o as distor¢des de malha causadas
pelas alteragdes dos parametros utilizados (alteragao das dimensdes da geometria).
Uma solucao ¢ a utilizacdo de malhas adaptativas, conforme menciona o trabalho de

Salagamane e Belegundu [Salagamane e Belegundu, 1995].

_/ R,
O)
R R,

I Ag, |

Figura 8: Parametros usados em uma geometria que sofrera otimizagao de forma.

e Otimizagdo topoldgica (fopology optimization): busca a melhor distribuigdo de

material dentro de um dominio de modo a minimizar ou maximizar um funcional

dentro das restri¢des estabelecidas (este item sera detalhado no CAPITULO 5).

%
2

Figura 9: Ilustracio do processo de otimizacio topolégica, onde os elementos pintados e vazios representam

P

respectivamente a presenca e a auséncia de material.
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44. FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO
4.4.1. FUNCIONAIS SEM RESTRICOES

Para uma fung¢do S(x) ter um maximo ou um minimo local (ou global) ¢ necessario que
algumas condic¢des sejam atendidas [Secchi, 2001].

e (Condicdo necessaria de 1* ordem:

A fungdo S(x) deve ser diferenciavel e igual a zero em x*.

VS(x*)=0 (38)

e (Condicdo necessaria de 2% ordem:

Para que x* seja um ponto de maximo ou minimo da fungdo S(x) ¢ necessario que a

funcdo, duas vezes diferencidvel em x*, tenha:

H(x*)=V2S(x¥) (39)

onde H(x*) ¢ a matriz Hessiana e deve ser positiva (ou negativa) semi-definida.

e (Condicdo suficiente:

Para que x* seja um ponto de maximo (ou minimo) local de S(x), ¢ necessario que a

matriz hessiana H(x*) seja negativa (positiva) definida.

4.4.2. FUNCIONAIS COM RESTRICOES

Um artificio para terem-se condi¢des necessarias € suficientes no problema de otimizagao
com restri¢des, ¢ transforma-lo em um problema sem restri¢des, utilizando-se a fun¢do auxiliar

de Lagrange, L(x,A, 1), definida pela equagdo (40).

L(x, A, )= S(x)+ A h(x)+ 1" g(x)

=0 (40)

Se a funcao de Lagrange ¢ estacionaria em x*, significa dizer que:

V.L=V,L=V,L=0 (41)
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4.5. CONDICOES DE KARUSH-KUHN-TUCKER (KKT)
A condicdo de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ¢ necessaria para que o ponto seja de

maximo ou minimo [Haftka e Giirdal, 1992]. Suas premissas sao:

Os gradientes das restri¢des de desigualdade ativas e das restrigdes de igualdade

[ ]
devem ser linearmente independentes, tal que:

V L(x*, A%, u*) = VS(x*) +(A%) VA(x*) + (u*)" Vg(x*) =0 (42)
h(x*)=0 (43)
g(x*)<0 (44)
1*g,(x)=0,/=1,2,..p (45)
(46)

u*=0

A fungdo de Lagrange deve ser estaciondria em x — equagao (41);

x* deve ser um ponto viavel (viabilidade primal);,
os multiplicadores de Lagrange que denotam desigualdade devem ser maiores ou

iguais a zero — equacao (46);
os multiplicadores de Lagrange das restricdes inativas devem ser iguais a zero, o que

¢ chamado de condi¢do de complementaridade — equagao (45).

2 £ (=0 S(x)fcnnst gl(x)=0
2 *, Tangent to gl(x)
",
)
!
1
1

X

u;[Ve (x*)]
.-‘h"-u
VsS4
Feasible = ng(x*) e
. ol
region %, ?gl(x*) /f,

gl(x)EU -
j J LA

g — —

_—

E
=, S(x)

-
/ decreases _
/ g,00=0

4
gl(x)=0 /S(x)=cunst
x

Figura 10: Representa¢io geométrica das condi¢des de KKT



21

A Figura 10, obtida de Secchi [Secchi, 2001], representa as condigdes de KKT para duas

restrigdes ativas.

4.6. TECNICAS DE SOLUCAO

A solugdo de um problema de otimizagao vai depender da sua complexidade. As técnicas
existentes podem ser classificadas em duas categorias [Kirsch, 1989].

e Me¢étodos analiticos;

e M¢étodos numéricos.

Neste trabalho foram utilizados ambos os casos. No primeiro, usou-se critério de 6timo e

no segundo, programacao linear.

4.6.1.CRITERIO DE OTIMO (CO)

Ha dois tipos de critério de 6timo: um de cunho heuristico, como o critério da saturacao
de tensdes (fully stressed design) e outro de cunho analitico, através de manipulagdes das
equagdes do problema, adotado nesse trabalho. Desta forma, os métodos de otimizagao
empregados que utilizam os critérios de 6timo necessitam uma nova formulacdo a cada alteracdo
conceitual do problema. Por exemplo, o critério de 6timo que resolve um problema de
minimizagdo de volume sob trabalho externo ¢ diferente quando substitui-se a restrigdo por
freqiiéncia natural. Muitos autores apontam esse aspecto como uma desvantagem do método.

Entretanto, sem sombra de duvidas, os critérios de 6timo ddo uma grande percep¢do do
problema, uma vez que esses necessitam ser formulados a cada caso. Outra vantagem estd na

eficiéncia e estabilidade dos algoritmos gerados.

4.6.2.PROGRAMACAO MATEMATICA

A programacdo matematica ¢ sem duvida um método de solu¢do de problemas de
otimizagdo mais genérico que os citados anteriormente (critérios de 6timo), pois nao necessitam
ser deduzidos a cada problema novo.

Dependendo do tipo de funcdo objetivo e restricdes adotadas, a programagao matematica

pode ser classificada de diferentes formas:
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e Programacao Linear: a fungdo objetivo e as restricdes sdo lineares;

Extremizar S(x) = c'x
Sujeito a: Ax <b
x=0

onde 4 ¢ uma matriz de m restri¢des x n varidveis, sendo 4 e b escalares.

e Programacdo Quadratica: fungdo objetivo quadratica e as restri¢des lineares;

1
Extremizar S(x)=c’ x+ 5 x"Ox

Sujeito a: Ax <b

x=0

e Programacdo nao-linear: fun¢do objetivo e/ou restri¢gdes nao-lineares;

Extremizar S(x)
Sujeito a: hyx) =0, j=1,2,...m
gi(x) <0,j=12,...p

e Programacao inteira: variaveis de projeto possuem valores discretos;

e Programacao mista: combinacao da programagao inteira com as demais.

4.6.3.PROGRAMACAO LINEAR (LP)

O método da programacao linear exige que a funcdo objetivo e as restricdes sejam
lineares. Mesmo que estas ndo sejam, ¢ possivel torna-las lineares, com o uso da expansdo por
séries de Taylor [Haftka e Giirdal, 1992] e resolver o problema por uma série de problemas
lineares, método que ¢ conhecido por Programagado Linear Seqiiencial.

Deste modo, a fungdo objetivo e as restricoes sao escritas conforme equacdes da

expressao (47).
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S+ S G —xo,»)(a—sj

Extremizar: ox,
Nelem a
g
.. (x,))+ x—x,) — 1] <0
Sujeito a: g,(%) ; = 0’)(8)9. (47)

X0

Nelem ah
hj (x0)+ ; (xi _xol)(a?J =0

i

Xo
Aing < X; = Xo; < oo

onde Nelem corresponde ao nimero de variaveis de projeto, que no caso desse trabalho, ¢ igual
ao niimero de elementos, a;, € ay, s30 respectivamente o menor € o maior valor que as variaveis
de projeto poderdo assumir. A ultima restrigdo imposta (limites mdveis) visa garantir que a
variacdo das variaveis de projeto ndo seja demasiadamente grande do modo a violar a
aproximacao linear realizada.

O método de programacado linear, além de ser pratico sob o ponto de vista de novas
formulagdes de otimizagdo (ndo ha a necessidade de novas defini¢des, como no caso dos
critérios de 6timo), também exige apenas derivadas de primeira ordem para a fungdo objetivo e
as restri¢des, o que nao vale dizer para o caso de Programagdo Quadratica.

Outra caracteristica importante da LP ¢ que as derivadas da funcdo objetivo em fungao
das variaveis de projeto sdo constantes e ndo necessariamente nulas, o que permite dizer que o
ponto de maximo (minimo) ndo se encontra no interior do dominio, mas sim nas suas fronteiras,
geralmente junto as intersecdes das restri¢des [Haftka e Glirdal, 1992].

As restri¢des para um problema de LP sdo apresentadas, conforme defini¢ao, pelo que €

mostrado na equagao (48).

Ax<b (48)

Adicionando-se uma variavel de folga ¢ (transformar desigualdades em igualdades) e

expandindo o Lagrangeano, tem-se:
Ax+t=b (49)
Outra caracteristica importante dos algoritmos de LP ¢ a possibilidade de transformagao

de um problema primal de minimizagdo com n varidveis e m restrigdes (conforme equagao (50))

em um problema dual, de maximizagdo composto por m variaveis e n restri¢des (equagdo (51)).
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A grande utilidade dessa propriedade foi constatada por Sant’Anna [Sant’Anna, 2002], onde o
autor trabalhou com o problema de minimiza¢dao do volume sujeito a flexibilidade (uma ou mais
restri¢gdes, sendo geralmente um numero bastante pequeno) e sujeito a tensdo (nimero de
restri¢des grandes, iguais ao numero de elementos, em geral). Neste caso, a possibilidade de
tratar ora com o problema primal, ora com o dual, traz grandes beneficios.

A expansdo dos coeficientes da equacdo de definicio do problema de LP ¢ dada na

seguinte forma (primal):

Minimizar: f,=ax +ox, +..+c,x,
Sujeito a: ”
Z a,x,=b, (50)
j=1

x;200i=1..,m: j=1..,n

O problema dual ¢ escrito da seguinte forma:

Maximizar f,=bA+bA,+..+b A,
S . .t " m
ujeito a Sa,h=c, (51)
i=1
j=1..,n

onde 4 sdo os multiplicadores de Lagrange.

Uma deficiéncia do uso de LP esta em torno da correta escolha dos limites moveis, onde
um erro (limites moéveis demasiadamente pequenos ou grandes) pode ocasionar a nao
convergéncia dos calculos. O algoritmo implementado nesse trabalho conta com o recurso de
alteragdo dinamica dos limites moveis. Caso a variacdo do valor da fun¢do objetivo ndo mude de
sinal dentro de trés iteragoes, o limite mével € acrescido de 5%, caso contrario, ¢ decrescido do

mesmo valor (APENDICE II).
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5. OTIMIZACAO TOPOLOGICA

5.1. ASPECTOS GERAIS

O objetivo da otimizagao topologica ¢ buscar a melhor distribuicdo de material dentro de
um dominio de projeto fixo, de modo a minimizar ou maximizar um funcional que respeite as
restricdes estabelecidas, conforme pode-se observar na Figura 11, onde o contorno escuro

delimita o dominio pré-estabelecido e a regido em cinza onde restou material.

I,

1

Figura 11: Ilustracio do problema de otimizacio topoldgica.

Sua defini¢ao ¢ dada por:

Extremizar Objetivo(s)
Sujeito a Restricoes
e Equilibrio

A fungdo objetivo e as restricdes podem ser as mais variadas possiveis, sendo que ¢
bastante empregada a minimiza¢do de volume para a funcdo objetivo e medidas como
flexibilidade, freqiiéncia natural, tensdo e flambagem para restri¢des.

A otimizagdo topoldgica em geral tem como base a parametrizacdo do tensor constitutivo
do material. Deste modo, o problema de otimizag@o poderia ser parametrizado, segundo Bendsoe

[Bendsee, 1995], da seguinte maneira:
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E, e L™ (Q)
E, =1,E), (52)
[l =vol(Q")<¥
Q
| Ixe Q" 3)
2 lo,xe %m

onde E;k, ¢ o tensor constitutivo de quarta ordem do material, € o dominio de projeto, Q"

corresponde a por¢do do dominio preenchida de material e L”indica que a distribuicdo de
material pode apresentar valores descontinuos.

Como pode-se observar na equagdo (53), a distribuicdo de material estd dada na forma
binaria, onde pode haver a presenga do mesmo (1) ou nao (0).

Segundo o teorema generalizado de Weierstrass [Arora, 1989], o espaco de solugdo para
o problema continuo ndo ¢ fechado, o que nao garantiria a solug¢do. Entretanto, a proposta ¢ de se
transformar o problema continuo em um problema discreto, através do método dos elementos
finitos. Desta forma, o problema passa a ter solucdo, contudo, gerando uma dependéncia desta
com a discretiza¢do do dominio (dependéncia de malha).

Para que haja uma solucdo ¢ necessario que a densidade do material varie de elemento
para elemento, transformando o espaco discreto em um espago continuo. Assim sendo, ¢
utilizado o conceito de materiais compostos € ao método da obtengdo das propriedades médias
de materiais compostos da-se o nome de Método da Homogeneizagcdo. A parametrizacdo do

material pelo método citado ¢ dada pela seguinte expressao:

Ey (x)=Ej, (,u(x),y(x),...,ﬁ(x))
p(x)=p(u(x).7(x)..0(x))
[p(x}a@<y (54)
) 0<x<lI
xe Q

onde (,y) e 6 sdo respectivamente varidveis geométricas e de orientacdo da célula unitaria,

E;k, ¢ o tensor constitutivo do material homogeneizado e p(x) ¢ a densidade do material para

cada célula.
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Ha entretanto outra maneira de se parametrizar o tensor constitutivo, como pode-se
observar na equacao (55). Esta forma de parametrizacdo consiste em multiplicar o tensor
constitutivo original por um valor entre 0 e 1, o que na pratica corresponderia a interpolagao da
propriedade do material para aquele espaco discretizado (elemento). Essa técnica ¢ chamada de
SIMP (Solid Isotropic Microstructure with Penalization), proposta por Bendsee [Bendsee,
1995].

o,
[p(x}a@<y (55)

onde n ¢ o expoente de penalizagdo do tensor constitutivo original e p (densidade do elemento)
ndo deve ser relacionado a massa especifica, mas sim ao percentual de material que o novo
tensor constitutivo possui (conceito que sera bastante empregado desse ponto em diante).

Com o auxilio da Figura 12 pode-se observar a influéncia do expoente de penalizacdo na
relagdo entre o tensor constitutivo calculado e o original. Quando n vale 1, e relagcdo ¢ linear.
Entretanto, a medida que esse expoente cresce, o problema se aproxima da configuracdo 0-1,

mencionada anteriormente.

Tensor Constifutive

Op" " o2 04 oE 08 1
Densidade ( £)

Figura 12: Representaciio da influéncia do expoente de penalizagdo no tensor constitutivo.
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Se por um lado a penaliza¢dao conduz a uma solu¢do mais proxima do problema 0-1, tem-
se o inconveniente de transformar a fun¢do objetivo, caso ela seja convexa, em uma fun¢ao ndo
convexa. Desta forma, o minimo alcangado, que seria global (dependendo da defini¢dao da funcao

objetivo), passaria a ser um minimo local, como pode-se observar na Figura 13.

Fe. nda-convexa '\

Fe. Convexa

N

AMin. Local Min. global

Figura 13: Comparacio entre formulacio convexa e nio-convexa.

A solugao para o problema a que o pardgrafo anterior faz referéncia pode ser buscada na
Figura 13, a qual ilustra o método da continuacao [Cardoso, 2000]. Este método consiste
basicamente em obter uma solu¢do global, sem penalizagdo, mesmo que haja densidades
intermediarias (densidades diferentes da configuragdo 0-1) e ap6s concluido o processo, iniciar
uma nova etapa de otimizacao usando expoentes de penalizacdo maiores que 1, de modo a
minimizar as densidades intermedidrias. Desta forma, € possivel passar de um o6timo global, que
na maioria das vezes possui um grande numero de densidades intermediarias, para um 6timo
local.

Uma outra forma de tratamento das densidades intermediarias peculiar & otimizagdo
topoldgica consiste na penalizacao da fungdo objetivo ao invés do tensor constitutivo, deixando
para esse ultimo, uma relacdo linear entre tensor constitutivo e densidade. Este artificio ¢
bastante aplicado em formulagdes de minimiza¢do de volume (assunto que sera abordado no
proximo capitulo) e a sua grande vantagem ¢ o fato de mostrar com clareza a relacdo entre
quantidade de material e densidade. Este tipo de relacdo pode ser observada na equagdo (56) e na

Figura 14.
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Vzé[vp” (56)

n=1

onde V representa o volume total e v o volume discreto, no elemento.

1

n=I88
081 =14
n=4
x 0.5
-E = =1
=04
0.24 V=[vp™"
Op " o2 04 0 08 1
Densidade ( £P)

Figura 14: Penalizacido da fung¢ido objetivo

5.2. CARACTERISTICAS IMPORTANTES DA OTIMIZACAO TOPOLOGICA
5.2.1.INSTABILIDADE DE TABULEIRO

A instabilidade de tabuleiro ¢ um problema presente no processo de otimizagdo
topolégica que faz com que as densidades dos elementos, distribuidas em seu dominio,
apresentem-se na forma de um tabuleiro de xadrez, como pode-se observar na Figura 15.

Diversos estudos foram realizados a fim de solucionar tal problema. Acreditava-se, no
principio, que a topologia gerada pela instabilidade de tabuleiro se tratava de uma microestrutura
otima. Entretanto, descobriu-se que a topologia formada, dotada de um rigidez extra e artificial
ndo correspondia a uma microestrutura 6tima, mas sim, a uma instabilidade que impossibilitava a

formacdo de uma topologia adequada para seu fim.
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Mediante estudos realizados [Diaz e Sigmund, 1995; Jog e Haber, 1996], conjecturaram-
se que as instabilidades ocorridas em problemas que utilizam o método da homogeneizagdo e
microestruturas artificiais (SIMP), eram causados pelo mau condicionamento das solugdes das
equagoes de equilibrio obtidas com o uso do método dos elementos finitos. Na medida em que a
diferenga entre a ordem de interpolagdo dos deslocamentos e das densidades crescia, a
ocorréncia de instabilidades diminuia.

Jog e Haber propdem uma série de testes para estudar a instabilidade de tabuleiro.
Constataram que malhas regulares sdo mais suscetiveis a apari¢ao das instabilidades (por isso, o
seu uso para teste torna-se desejavel) e que tais instabilidades apareciam a medida em que a
malha se submetia a uma distribui¢ao uniforme de energia de deformagao.

Outra linha de pesquisa realizada por Kikuchi, Oden e Sang [Kikuchi et al., 1984]
demonstrou que a formagao de super-elementos (com uma pequena quantidade de elementos), ao

invés do uso de elementos de alta ordem, minimizava também a apari¢do das instabilidades.

Figura 15: Instabilidade de tabuleiro.

Uma alternativa aos métodos mencionados, ¢ o uso de filtragens. Sigmund [Sigmund,
1994], propds uma filtragem espacial aplicada nos gradientes, baseada na utilizagdo de uma
média ponderada da sensibilidade de 8 elementos vizinhos em malhas regulares.

Mais tarde, Cardoso [Cardoso, 2000] introduz uma técnica que quebraria a dependéncia
da regularidade de malha para a filtragem, chamada de Filtragem Espacial dos Pesos Médios,

adotada nesse trabalho e que sera vista com mais detalhe no item 5.3 desse capitulo.
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5.2.2.DEPENDENCIA DA MALHA

Os diferentes resultados gerados entre diferentes discretizagdes sdo fatos ja observados na
solucdo de problemas utilizando-se o método dos elementos finitos. Em otimizacdo também
ocorrem incidéncias dessa natureza.

Quanto maior for o refino da malha, mais detalhada serd a topologia final. Para a
industria, a obten¢do de muitos refor¢os internos pode trazer encarecimentos no que tange a
confec¢do de moldes e processos de fabricagao. Portanto, controlar o detalhamento da topologia
final pode ser desejavel. A filtragem ¢ uma forma de se atenuar essa formacgdo de topologias
muito detalhadas.

Filtragem, como sera visto, ¢ uma ferramenta de controle de gradiente, a qual traz
beneficios ndo s6 no controle de instabilidades de tabuleiro, mas também no controle de

complexidade, o qual permite a simplificagdao da topologia obtida.

5.3. FILTRAGEM

O modelo de filtragem empregado nesse trabalho, proposto por Cardoso [Cardoso, 2000],
¢ chamado de Filtro Espacial de Pesos Médios e consiste em determinar a média ponderada dos
elementos que estiverem dentro de uma regido delimitada por um raio £ de acdo, como pode-se

observar na Figura 16.

Figura 16: Representacio do modelo de filtragem espacial de pesos médios, onde os elementos filtrados sio

aqueles que possuem seus centréides contidos no circulo de raio &
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A expressdo para o filtro ¢é:

Rmax _Rij
W, = QR (57)
Y/
W=t (58)
ny
anz +Wi ajVj
a = — (59)
V.+W:> V

onde W, representa o peso individual, R, € R; correspondem respectivamente ao raio maximo
(raio definido pelo usuario) e ao raio do elemento (distancia entre os centrdides dos elementos 1 e
1), nv € o numero de vizinhos, a ¢ a densidade do elemento e J representa o volume do elemento.
Um esquema ilustrativo do funcionamento do filtro encontra-se no APENDICE II deste trabalho.

Uma grande vantagem desse modelo de filtragem ¢ a independéncia da forma da malha e
do tipo do elemento, o que torna o procedimento mais genérico.

Outra vantagem, encontra-se no fato do processo de filtragem ser aplicado diretamente
sobre os limites moveis, e nao sobre o gradiente da varidvel de projeto, o que nao altera
artificialmente as densidades no dominio. Desta forma, ndo ha necessidade de alteracdo no
calculo de otimizagdo para uma nova e artificial determinagdo de gradientes.

A desvantagem da filtragem com relagdo aos limites moveis ¢ que valores elevados
destes tendem a atenuar a acao do filtro.

Outra desvantagem do método estd no fato de que as filtragens impdem um maior
nimero de iteracdes até a convergéncia, podendo em determinados casos, chegar-se a um
numero de iteragdes duas vezes maior que em casos sem filtro [Fonseca, 1997].

Outra caracteristica importante, que ndo deve ser encarada como uma desvantagem, mas
sim como uma peculiaridade, estd no fato de haver a necessidade de um refino minimo para um
bom desempenho do processo, uma vez que a metodologia de acdo desse método de filtragem
esta ligada a restricdo do gradiente imposta por uma média ponderada de “pesos” de um grupo

de elementos.
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6. IMPLEMENTACAO DO METODO

A solucdo de um problema usando otimizagao topoldgica, consiste, de forma sucinta, nos

seguintes passos:

e prever um dominio inicial, ou seja, volume e forma iniciais dentro do maximo
admissivel: essa tarefa ¢ feita extraindo-se o volume dentro de uma montagem onde
existird a pega a ser projetada;

e Discretizacdo do dominio definido anteriormente para posterior solugcdo por
elementos finitos: discretizacdo do dominio e colocacdo das cargas e condigdes de
contorno avaliadas;

e Solucdo da otimizagdo e interpretacdo da geometria resultante;

e Redesenho da geometria interpretada na etapa anterior (“alisamento” de superficies,
colocacao de raios, etc.).

e (Célculos finais de verificagdo da geometria em tltimo nivel.

OTIMIZACAD
( Estitmativa inicial j

ITERACOES
___j__|

Andlise estratiaral
(Elerentos Fimtos)

| Andlise de sensibilidade |

[Otimizagio (LF, CO, .|

Andlise da
HAD COVergancia

Interpretagio
dos resultados

il

FEOJETD FIMNAL

[ Fedesenho )
( Célculos Finais )

Figura 17: Metodologia empregada na otimizacao.
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6.1. FORMULACAO DOS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO ESTUDADOS

Neste trabalho, buscaram-se a minimiza¢do do volume com restricao de flexibilidade e
freqiiéncia natural e também a minimizacao da flexibilidade com restri¢ao de volume, pois além
de ser intuitivo a nivel de engenharia (restricdo de volume), possui muitos casos resolvidos na
literatura, o que permite a comparagdo de técnicas de penalizacdo, filtragem, entre outras.

Os problemas, ja escritos na forma discreta, sdo:

e Minimizacio da flexibilidade (trabalho externo) com restricdo de volume:

Nelem

Minimizar F'U(p)= Z fu.(p)
i=1

Nelem

Sujeito a: z PV, < Vim (60)
i=1

pmin S O S 1
onde F' é o vetor forca transposto, U ¢ o vetor deslocamentos e p,;, ¢ 0 menor valor que as
densidades podem assumir. Em um problema ideal, esse valor seria zero. Porém, para evitar

instabilidades numéricas, deve-se usar um valor diferente de zero (geralmente entre 10% ¢ 107).

e Minimizacio do volume com restricao de flexibilidade:

Nelem

Minimizar Z PVi
i=1
Nelem
Sujeito a: > fu,(p)SF'Uy, (61)
i=1
pmin S 0 S 1

e Minimizacdo do volume com restricao de Frequéncia Natural:

Nelem

Minimizar Z P:V;
i=1
Nelem
Sujeito a: z 0,20, (62)
i=1
pmin S 0 S 1

onde @), ¢ a primeira Freqliéncia Natural do sistema e @, € 0 valor minimo que essa freqiiéncia

pode assumir.
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6.2. ANALISE DE SENSIBILIDADE

O desenvolvimento da otimizagdo topologica, como pode-se observar na Figura 17,
depende da analise de sensibilidade. As mesmas serdo desenvolvidas em fungdo da variavel de

projeto (densidade).

6.2.1. DERIVADA DO VOLUME

O volume ¢ uma fung¢do direta da variavel de projeto (densidade). Sua derivada ja foi

discutida anteriormente por Cardoso [Cardoso, 2000]. A relagdo convexa

Nelem

r=> pv, (63)
i=1
tem derivada:
7y, (64
ap,

A expressdo penalizada do volume, que ndo € convexa, é:

Nelem (1]
r=> p (65)
i=1
e possui a seguinte derivada:
av 1 [
L (6)
dp, n

6.2.2. DERIVADA DO TRABALHO EXTERNO

O trabalho externo possui a seguinte expressao:

F=f'u (67)



e sua derivada pode ser obtida facilmente utilizando-se a regra da cadeia.

dE_d" g (68)

dp T d p dp
A relacdo de equilibrio dada pelo método dos elementos finitos diz que:
u=K'f (69)
Logo, a derivada do deslocamento com respeito a variavel de projeto ¢ dada por:

du _dK o df
dp dp dp

(70)
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A derivada da matriz inversa pode ser obtida pela aplicagdo da regra da cadeia da relagdo

KK'=1 (71)
cuja derivada ¢:

-1
d—KK’1+KdK =0 (72)

dp dp

-1

kK g (73)

dp dp

Multiplicando-se a equagdo (73) por (K™"), tem-se:

-1
K _ -K™! d—KK“ (74)
dp dp
Inserindo a expressao (74) na derivada do deslocamento (70), obtém-se:
ﬂ:—K‘ld—KLHK‘1£ (75)

dp dp dp
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Substituindo a derivada do deslocamento (75) na expressdo da derivada da flexibilidade

(68), tem-se:

-1
d—inmf’ kK I (76)
dp dp dp dp
a _ 4t u—]”K_ld—Ku+f’K_li (77)
dp dp dp dp

dF—de u—u’d—Ku (78)

% Td Jo, dp
A forga de corpo ¢ expressa de seguinte forma:
J=pVey (79)

onde V' ¢ o volume, g ¢ a aceleracdo da gravidade e ¥ ¢ o peso especifico.

Caso sejam consideradas as forcas de corpo, a derivada da flexibilidade ¢ dada pela

expressao (78), onde a derivada da forca ¢ dada por:
b gy (80)

Caso ndo sejam consideradas essas for¢as de corpo, a expressao (78) fica reduzida a:

dF  ,dK
=— u

— — 81
dp udp (1)

6.2.3.DERIVADA DE AUTOVALORES SIMPLES

Como se observou na equagao (32), a solugdo modal trata de um problema de autovalores

e autovetores, a qual € escrita por:

(K=AM)$=0 (82)
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Multiplicando-se a equag¢do (82) por @', tem-se:

¢' (K—AM)p=0 (83)

derivando-se a equacdo (83) em relagdo a variavel de projeto, tem-se:

do +¢,(dK dﬂM_/ldMJ(/):O 34)

¢
K-AM)op+9¢' (K—-AM -
ap, KNI KM O ap M P ap,

i

i

De acordo com a equagdo (82), os dois primeiros termos da expressdo (84) sdo nulos, a

qual se reduz a:

{d_K_ﬁM_ﬂdﬂ]qj:o (85)
dp, dp, dp;
(K _,aM ) 4R
’ [dpi /ldp,-}b_(b ap"° (50
dK , dM
t 7_17
dA ¢(dp,- dpij(p
= , (87)
dp, o' Mo

Normalizando-se o denominador da expressdo em relagdo a massa (87), obtém-se:

o' Mg =1 (88)
dA_ (dK  dM
dpi_(p(dp,- ﬂdpij(p )

A solucao de autovalores deve obedecer a mesma normaliza¢do adotada no processo de
otimizagdo, para que haja coeréncia entre as grandezas envolvidas. Neste caso, equacao (88).

Assumindo valores pequenos na matriz de massa (quando comparados a matriz de

rigidez), a expressao (89) pode ser reduzida a:

da dK
T 90
=00 (90)
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6.2.4. DERIVADA DE AUTOVALORES REPETIDOS

Seja um autovalor A, que possui dois autovetores @; e ¢ [Guilherme, 2001]
¢ = ag, + o, 91)
o+ =1 (92)
e que satisfazem as seguintes condi¢cdes de normalizagdo:

P'Mp=1 (93)
PKp=1 (94)

Substituindo-se a equacdo (91) em (83) e multiplicando-se por ¢, tem-se:

(a9 + B ) (K =AM ) (a9, + P, ) (95)

Derivando-se a equagao (95) em fungao da variavel de projeto, tem-se:

i lt+ ; d| o 1 + 2
M(K—iM)(OKA + 59, )+(Of¢1’+ﬂ¢§)(K—/1M)M+
P in »
t ' d_K_d_/l ~ dﬂ _
(0(¢1 +ﬂ¢2)(dpl dpl M ﬂdpl J(O{@ +IB¢2) 0

Utilizando-se as relacdes definidas nas equagdes (82) e (91), a expressdo (96) pode ser

reduzida a:

v )| KA M -
(a¢1+ﬁ¢z)( PR dp‘)(acbﬁﬂ%)—o (97)

1 1

Multiplicando-se os dois primeiros termos entre parénteses da equagdo (97), obtém-se:



40

dK dA
(a¢l W_ ¢1 %M ¢1 dp ﬁ¢z__:8¢2_M :B(bz pJ

; ; (98)
(a¢1 + ﬂ¢2) =

i

L dK dA L dM
a2¢1 ¢1 - a2¢1 M¢1 _a2¢l A ¢1 +
dp, dp; dp;

B, -~ MO~ apgiA S g +
d dA d
aﬂ¢1t d_K¢2 _aﬂ¢1t M ¢2 _aﬁ¢1tﬂ M ¢2 +
P d dp;

i i

2y K gy AR s gy M
ﬂ¢2dp 9, ﬂ¢zd Mo, ﬂ¢zldpi¢2

i i

Reagrupando-se os termos da equacao (99):

dK 5. dA [ dK  dM . dA
a¢1(d _/1 )¢1 ¢1 M¢1+ﬂ2¢2( -A )¢2_ﬂ2¢2 M¢2+
P, dp dp, dp, dp, dp,;

ﬂ(¢2 ¢1 +¢1 ¢ ¢2 ¢ ¢1 ¢ J_ (100)
dp dp, dp,

i

aﬂ(@d—pM@ —¢1’j—ﬁM¢2]=0

i i

(AKX dM dK _,d
TSR T

i i

aﬂ(@%@wfj N N p_¢]= (101)

1'

i i i

dA dA ) dA
aﬂ (¢Zt ¢ ¢1 M ¢2J to ¢1 ¢1 + ﬂ ¢2 M ¢2
dp dp, dp dp,

(24 ¢1 (;{_K_ldﬂj(bl ﬁ ¢z(d_K_2’_j¢2
P, dp dp, dp

i i

(| K _ M K _ M
aﬂ{(ﬁl( in ﬂd _jc»z ¢2(dp, ﬂdpm (102)

dA dA da
aﬂ% dp. ﬂ¢1 M¢2 ta ¢1 _M¢1 +ﬂ ¢2 _M¢2
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Como os produtos @@, e @@, sdo iguais, a equagdo (102) fica reduzida a:

[ dK dM | dK M [ dK M
a2¢1 ——A— ¢1+ﬁ2¢2 - ¢2+20{ﬂ¢1 - ¢2 =
dpl dpl d i dpl dpl dpl (103)
. dA , dA
a2¢1 d_M¢1 + ﬂ2¢2 _M¢2
P dp;
Considerando-se que:
| dK dM
gum =0, (d——ﬂ—]% (104)
P, dp

para n e m variando de 1 até o nimero de autovalores repetidos a serem considerados (no caso

proposto, 2) e agrupando-se as equagdes (103) e (104), tem-se:

t t dA
a2g11+,32g22+20(,3g12 :<a2¢1M¢1+ﬁ2¢zM¢z)E (105)
Utilizando-se as relagdes das equagdes (92) e (93), obtém-se:
dA
—:a2g11+ﬁ2g22+2aﬁg12 (106)
dp;
Derivando-se a equagdo (106) em fungdo de e B
208, +2pg, =0 (107)
2Bg,, +20g,=0 (108)

e reagrupando as equacdes (107) e (108), na forma matricial, tem-se:

P H o
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Para um niimero n de autovalores repetidos, a expressdo (109) é escrita na seguinte
forma:

g1 & - & ||& 0

1 &n - & ||B _ 0 (110)

gnl gn2 gnn é’ O

Os autovalores da matriz g passam a ser os autovalores do problema.

6.2.5.DERIVADA DE AUTOVALORES POR DIFERENCAS FINITAS A FRENTE

Os calculos de sensibilidade por métodos analiticos (até entdo apresentados) sdo de baixo
custo computacional, além de serem mais eficientes por possuirem respostas diretas.

Outra alternativa de solu¢do ¢ a utilizacdo de diferengas finitas [Haftka e Giirdal, 1992], o
que se torna bastante util nos casos onde sao dificeis as obtengdes das derivadas.

Entretanto, esse método, dependendo de como ¢ montado o problema, pode gerar um
custo computacional elevado. Além disso, dependendo da mudanga de limites utilizada, podera
haver divergéncia no resultado.

A derivada do autovalor em fun¢do da densidade pode ser obtida por diferengas finitas a

frente (111).

A _AL_A(p+Ap)+A(p) (111)

dp Ap Ap

6.3. SOLUCAO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS

Todos os problemas aqui apresentados (CAPITULO 7) sdo resolvidos utilizando-se

programacao linear. O problema de minimizag¢do da flexibilidade com restricdo de volume (60) ¢

também resolvido utilizando-se critério de 6timo, a fim de se comparar as duas técnicas de

solucdo dos problemas de otimizagao.
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6.3.1.CRITERIO DE OTIMO (FLEXIBILIDADE/VOLUME)

Utilizando-se a fungdo objetivo (60) com a parametrizacdo (55) e definindo-se o

problema para a restri¢gdo sempre ativa [Cardoso, 2000], tem-se:
L(p,A)=F'U(p)+A(V (p)~Vim) (12)

Derivando-se a expressdo (112) em funcdo da variavel de projeto (densidade), obtém-se:

+A—=0 (113)

e=1..Nelem

dp
— e (114)
4

dp,

onde p, ¢ a densidade de cada elemento (sistema discreto) e

=-U' =2y (115)

tem medida de energia de deformagao e K, e U, sdo respectivamente a matriz de rigidez e o vetor
deslocamento do elemento. Desta forma pode-se criar um critério onde a quantidade de material
depositada no elemento ¢ diretamente proporcional a energia que este possui, ou seja, quanto

mais energia, mais material (de modo tornd-lo mais rigido), menos energia, menos material.

Poin = BrP. < P
Pr =3B"p, = P <BIP. S P (116)
pmax —> ,B:,De 2 pmax

onde n € (0,1) ¢ um fator estabilizador, P, (utiliza-se geralmente 107 ou 10 para evitar
instabilidades numeéricas) € o valor inferior das densidades e p,, € 0 valor superior, igual a um.

Para a determinagdo dos multiplicadores de Lagrange escreve-se:
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g(A)=V(p""(4)) =V =0 (117)

e pode-se utilizar o método da bisse¢do, pois a fungdo definida é monotonica em A. O

procedimento utilizado no método pode ser visualizado no diagrama da Figura 18.

[ 10 Zeleciona-se A; = Je dy = o ]

] ) Caleulase A = 0.5 A+ |

v

FParae=i. Nelowm:

EYi

4 o= Blo.
ci.=p. -8

5) -3 % [3
CS&' = Jgé' + é‘f

L\:S] o= Max(%m,Max[cie,Mm (pmm,cse)))

v

[ 7 Calcula-se g[,:tm) ‘

/

g (A ) <0
SIM M "cl
A raiz esta entre A; e A A= A
Az = Am
|
NAD Ag—i; < tal
SN

Figura 18: Esquema utilizado na bissecéo.

onde ci, e cs, sdo respectivamente os valores inferior e superior das densidades apos operacdo

com a mudanca de limites J,.
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6.3.2.PROGRAMACAO LINEAR

Dentre todas a funcdes estudadas na andlise de sensibilidade, apenas o volume possui
derivada constante com a variavel de projeto (fungdo explicita) e linearidade. As demais fungdes
(flexibilidade e freqiiéncia natural) ndo possuem relacao direta com a densidade (fungdes
implicitas) e ndo sdo lineares.

Para que seja possivel utilizar o método da programac¢do linear para flexibilidade e
freqiiéncia natural, ¢ necessario que as mesmas sejam linearizadas. A ferramenta utilizada para

tal ¢ a expansao por séries de Taylor, como pode-se observar na equacao (118).
S (x)=fo(x)+=-(x=x) (118)

Da mesma forma, as fung¢des flexibilidade (flex) e freqiiéncia natural (@,) podem ser

escritas, respectivamente por:

Nelem
flex(p*) = lex(p*)+ . (p,-"“—p,»")@ﬂ—;"j (119)
i=l i ]k
Nelem
0, (0)=0 )+ 5 ") 42 (120
i=1 i/t

6.4. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Para a implementacdo do método visto no decorrente capitulo, fez-se necessaria a
programacao das rotinas tais como entrada e saida de dados, solu¢do das equagdes de equilibrio e
otimizagdo estrutural. Foi escolhida a linguagem C++, onde as compilagdes foram geradas para
os sistemas LINUX e WINDOWS (NT).

O programa se divide basicamente em trés grandes blocos:

e FEntrada e saida de dados;

e (élculo por elementos finitos;

e Calculo de otimizagao estrutural.
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As solugdes possiveis com o uso do programa sao:

e Analise linear estatica;

e Analise modal usando o algoritmo de JACOBI,;

e Analise modal usando o pacote computacional EISPACK;

e Minimizacdo da flexibilidade com restricdo de volume usando critério de 6timo;

e Minimizacdo da flexibilidade com restricdo de volume usando programacdo linear,
(pacote LAPACK);

e Minimizacdo do volume com restri¢ao da flexibilidade usando programacao linear;

e Minimizacdo do volume com restricdo da freqiiéncia natural usando programacao
linear. As solu¢des modais empregadas utilizam o método de JACOBI (resolvido
internamente no programa) ¢ o método de LANCZOS (resolvido dentro do pacote

computacional MSC.Nastran).

A solugdo das equacdes de equilibrio desse programa ¢ feita utilizando-se o método dos
elementos finitos, cujos elementos desenvolvidos sao:

e Elemento de barra;

e Elemento triangular de deformagdes constantes (CST);

e Elemento bi-linear isoparamétrico (quadrangular de 4 nds);

e Elemento tri-linear isoparamétrico (hexaédrico de 8 nods).

A entrada de dados no programa se da na forma de um arquivo de dados, o qual pode ser
escrito diretamente com editores de texto. Para malhas mais complexas, os dados (malha e
condi¢gdes de contorno) podem ser convertidos de outros programas (MSC.PATRAN e GID)
para o formato do arquivo, uma vez que foram construidas ferramentas de conversao (também

em C++).
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7. RESULTADOS

7.1. PROBLEMAS DE TESTE

O primeiro problema de teste, conforme Figura 19, consiste em uma placa de dimensoes
0,2x0,1x0,001m, apoiada em sua base, analisada por simetria, com carga de 2N, cujas
propriedades sdo: modulo de elasticidade de 2,1x10"'N/m? e coeficiente de Poisson 0,3.

P

|

Figura 19: Problema 1 (placa de 0,2x0,1x0,001m apoiada na base).

A Figura 20 trata de um problema similar ao anterior, porém com engaste nas

extremidades da base ¢ movimento livre no centro da mesma (em outras palavras, nao ha

|

restri¢des na regiao do vazio).

JE.)

Figura 20: Problema 2 (placa de 0,2x0,1x0,001m, engastada na base, com deslocamento livre no centro).

A Figura 21 mostra uma variagao do problema 2, com apoio simples na base.
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%'n

S e o B o O O O O 6 6 B o

Figura 21: Problema 3 (placa de 0,2x0,1x0,001m, apoiada na base, com deslocamento livre no centro).

A Figura 22 mostra o problema da viga em balango, com carga de IN na extremidade
direita e engaste no lado esquerdo da estrutura. As dimensdes da placa sdo de 0,08x0,05x0,001m

e as propriedades de material s3o as mesmas dos casos anteriores.

%

Figura 22: Problema 4 (placa de dimensdes 0,08x0,05x0,001m, com carga na extremidade inferior direita).

Para ilustrar o problema com multiplos casos de carregamento sdo sugeridos dois
exemplos. O primeiro deles ¢ uma varia¢ao do anterior, com cargas de 1N nas duas extremidades
do lado direito da viga, porém com sentidos opostos (Figura 23). As dimensdes e caracteristicas

de material sao as mesmas do problema anterior.
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P

Figura 23: Problema 5 (duplo caso de carregamento).

Outro problema usado para avaliar multiplos casos de carga ¢ o da estrutura tipo ponte,
com apoios nas extremidades e cargas de 1000N para baixo. As propriedades de material

também sao similares as dos problemas 4 ¢ 5.

sl e

p p p

Figura 24: Problema 6 (placa de dimensdes 8x5x0,1m, tipo ponte com apoios nas pontas).

[lustrando-se o problema de otimizacdo com restricdo modal, tem-se uma viga de
dimensdes (8x5x1m) com massa concentrada de 100.000Kg no né do canto inferior direito. O
modulo de elasticidade do material, o coeficiente de poisson € a massa especifica sdo

respectivamente 2,1x10“N/m2, 03¢ 7850Kg/m3 .
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%

Figura 25: Problema 7 (placa de dimensdes 8x5x1, com massa concentrada no n6 do canto inferior direito).

Outro problema de otimizagdo com restricdo modal consiste na estrutura da Figura 26,
semelhante ao j4 resolvido por Kikuchi [Bendsege, 1995] onde a base ¢ engastada e ha massas de
100K g concentradas nos nos apontados. Objetiva-se a criagdo de reforgos para a estrutura basica

apresentada (contornos em preto).

o—0

Figura 26: Problema 8 (estrutura resolvida por Kikuchi).

A diferenca em relacdo ao caso estudado pelo autor citado € que procura-se a
minimiza¢do do volume com restri¢do modal, ao invés de maximizacdo do 1° modo de vibragao.
As propriedades mecanicas sdo as mesmas do problema anterior. As dimensdes da estrutura sao

de 5x1x0,001m.
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A fim de estudar-se uma variagdo do problema resolvido por Kikuchi, calculou-se uma
estrutura similar com apenas 2m de altura, ao invés dos 5m adotados anteriormente, como pode-
se observar na Figura 27. Os dados de material sdo idénticos aos apresentados no problema 7.

Adotaram-se massas de 10Kg para essa estrutura.

o—0

—0

Figura 27: Problema 9 (estrutura similar a resolvida por Kikuchi).

Por fim, alguns problemas tridimensionais foram resolvidos. A Figura 28 mostra uma
estrutura em forma de viga (similar ao problema 4), cujas dimensdes sdo de 0,08x0,05x0,05m,
carga de 20.000N, moédulo de elasticidade de 2,1xlOUN/m2 e coeficiente de Poisson de 0,3. Foi

aplicada simetria na peca.

Figura 28: Problema 10 (viga tridimensional, simétrica, de dimensées 0,08x0,05x0,05mm).

A Figura 29 retrata uma estrutura similar a anterior, porém com carga descentralizada.
Suas dimensdes sdao de 0,08x0,05x0,025m, carga de 10.000N, moddulo de elasticidade de

2,1)(10“N/m2 e coeficiente de poisson de 0,3.
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Figura 29: Problema 11 (viga tridimensional, com carga descentralizada, de dimensdes 0,08x0,05x0,025m).

A Figura 30 corresponde ao caso tridimensional da barra do problema 1. Suas dimensdes
sdo de 0,2x0,2x0,1m, onde aplicou-se 4 de simetria, carga centralizada de 40.000N, mddulo de

elasticidade de 2,1)(10“N/m2 e coeficiente de Poisson de 0,3.

Figura 30: Problema 12 (barra tridimensional apoiada).

A Figura 31 trata de um problema com autovalores repetidos. Foram adotadas as
propriedades mecanicas e dimensdes do problema 10 e massa especifica e massa concentrada de

respectivamente 7850Kg/m’ e 10°Kg.

Figura 31: Problema 13 (viga tridimensional com massa no centro da face direita e engaste na face esquerda).
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7.2. MINIMIZACAO DA FLEXIBILIDADE COM RESTRICAO DE VOLUME

7.2.1.METODO DA CONTINUACAO

Como explicado anteriormente, as solu¢des de otimizagdo podem ser resolvidas
penalizando-se ou ndo o tensor constitutivo ou a fun¢do objetivo. Caso tenha-se uma funcao
convexa como objeto de estudo, a sua penaliza¢do acarretard em solugdes dentro de extremos
locais. Entretanto, a ndo penalizacdo, apesar de conduzir ao minimo global, pode produzir
solucdes com densidades intermediarias, as quais sdao indesejaveis do ponto de vista construtivo
da peca. A solucdo que pode ser manufaturada e ndo esta tdo longe do extremo global pode ser
obtida pelo “Método da Continuacdo”, ja estudado por Cardoso [Cardoso, 2000].

O problema 1, apresentado na Figura 19, foi resolvido inicialmente utilizando-se critério
de otimo. Estabeleceu-se um volume final com fragdo de 25% do volume cheio (distribuicao
homogénea de densidade), tolerancias para o processo de otimizagdo e para o critério de 6timo
em respectivamente 10 ¢ 1072, densidades entre 10 ¢ 1 ¢ limites moveis variando entre 0,08 ¢
0,2.

A Figura 32 mostra o resultado da otimiza¢do sem penalizacao para uma malha com 625
elementos e 676 nos. Nota-se a presenca de densidades intermedidrias, o que embora seja
interessante a nivel matematico (6timo global), impossibilita a constru¢cdo de uma estrutura na

pratica.

0.8&2889
077778
0.6EBRE
0.55555
[ 044444
- 0.33333
- 0.22222
01111
- 1e-06

Figura 32: Resultado do problema 1, sem penalizacio do tensor constitutivo.

No caso do problema apresentado, a fungdo objetivo ¢ convexa. Portanto, independente
da estimativa inicial, a solu¢do final serd sempre o 6timo global (ndo ocorrendo penalizagdo das

densidades intermediarias). Penalizando-se o tensor constitutivo a fim de minimizar o namero de
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densidades intermedidrias (em cinza), obtém-se solugdes mais proximas de estruturas que podem
ser construidas.

A Figura 33 mostra a solugdo do problema com penalizacdo do tensor constitutivo
utilizando expoente 2, apds a convergéncia do problema para o primeiro passo de otimizacao
(sem penalizagdo).

A Figura 34 mostra a solugao final, com expoente 3 de penalizacgdo, apds a convergéncia

obtida no segundo nivel de otimizagao.

0.858584
0.777Ta
0.GEGARE
0555455
[ 044444
- 0.33333
- 0.22222
- 01111
- 1e-06

Figura 33: Resultado do problema 1, ao final do segundo nivel de otimiza¢io, com penalizacio do tensor

constitutivo usando-se expoente 2.

0.8858849
nIvrra
N.6EGRA
0.555485
P 044444
- 0.33333
- 0.22222
01111
-1e-06

Figura 34: Resultado do problema 1, ao final do terceiro nivel de otimiza¢ao, com penaliza¢io do tensor

constitutivo usando-se expoente 3.

Nota-se que do segundo passo de otimizacdo (expoente 2) para o terceiro (expoente 3),
ndo ha grande diferenga na topologia. Isso se deve ao fato de haver poucas densidades

intermediarias presentes no segundo célculo.
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Convergéncia da Fungao Objetivo

3.00E-07

2.50E-07 -

2.00E-07
1.50E-07 { «
1.00E-07 %

Flexibilidade (N.m)

5.00E-08

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

Iteragoes

Figura 35: Curva de convergéncia da func¢io objetivo do problema 1, resolvido com CO.

Variagcao da Restrigao

6.00E-06
__ 5.50E-06
E
£ 5.00E-06
2
S

4.50E-06

4.00E-06 ; ; ; ;

0 20 40 60 80 100
Iteragoes

Figura 36: Variacio do volume no problema 1, resolvido com CO.

Os valores de flexibilidade obtidos na anélise do problema 1, utilizando-se CO e método
da continuacdo podem ser vistos na Tabela 1. Nota-se claramente que o valor da fun¢ao objetivo
aumenta na medida em que aumenta também o expoente de penalizagdo do tensor constitutivo
(SIMP), pois quanto maior ¢ o expoente usado, mais a funcdo objetivo afasta-se do valor de
minimo global.

Selecionando-se os elementos que possuem densidade superiores a 0,99 e resolvendo-se o
problema no software comercial MSC.Nastran, a titulo de conferéncia, obtém-se 7,24X10'8N.m
de flexibilidade. A pequena diferenga se da devido ao corte de 0,99, ou seja, a selecao dos
elementos que possuem apenas densidades proximas de 1, ja que os outros elementos também

contribuem no valor de flexibilidade.
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Tabela 1: Resultados obtidos no problema 1, para uma malha de 625 elementos, usando-se o0 método da

continuacio e CO.

Nivel de SIMP Flexibilidade N.° de
otimizagao (N.m) iteragoes
1 1 6,9715x10" 72
2 2 7,00062x10™ 19
3 3 7,00092x10™ 2

A solugdo do mesmo problema para uma malha com melhor refinamento (1089

elementos e 1156 no6s) pode ser observada na Figura 37.

Densidade

1
0.85854
0Fy7Ta
0.GERAG
055555
044444
- 0.33333
- 0.22222
01111
- 1e-06

Figura 37: Resultado do problema 1, obtido para um nivel maior de refinamento (1089 elementos).

Convergéncia da Funcao Objetivo

3.00E-07

2.50E-07

2.00E-07 -

1.50E-07

1.00E-07 { -

Flexibilidade (N.m)

5.00E-08

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Iteragoes

Figura 38: Grafico de convergéncia da funcio objetivo para a malha com 1089 elementos.
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6.00E-06

Variagao da restrigao

__ 5.50E-06 -

5.00E-06

Volume (m?3

4.50E-06

4.00E-06

0

20

40

60

Iteragoes

80 100 120

Figura 39: Variacdo da restricdo para a malha com 1089 elementos.

A Tabela 2 mostra os valores obtidos para a fungdo objetivo representada no grafico da

Figura 38.

Tabela 2: Resultados obtidos no problema 1, usando-se o0 método da continuacio e CO em uma distribuicao

uniforme de densidades (malha de 1089 elementos).

Nivel de SIMP Flexibilidade N.°de
otimizagao (N.m) iteragoes
1 1 7,3x10°% 83
2 2 7,32x10™" 18
3 3 7,34x10™" 8

A Figura 40 retrata uma distribui¢do inicial aleatéria usada para demonstrar a

convexidade da funcdo objetivo. Novamente foi empregado o método da continuagdo. A Figura

41 mostra o resultado obtido. Como pode-se observar, ndo héa diferengas entre as topologias

apresentadas. Entretanto, a distribui¢do inicial ndo homogénea acarretou em um numero maior

de iteracdes, como pode-se observar no grafico da Figura 42 e na Tabela 3.
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Densidade

0.89
negz
077223
066334
055444
044555
0.33666
022777
011888
- 0.0

Figura 40: Distribuicdo aleatéria de densidades para o problema 1 com 1089 elementos.

Densidade

1
0882849
0ryrra
0.6EGEG
0.55555
044444
0.33333

- 022222

01111

- 1e-06

Figura 41: Resultado obtido para a distribuicio aleatéria de densidades.

A Tabela 3 mostra os valores da fun¢do objetivo obtidos para cada um dos niveis de
otimizacao utilizados. A diferenca significativa em termos do nimero de iteragcdes em relacao ao

resultado anterior estd no primeiro passo de otimizagdo (sem penalizagdao do tensor constitutivo).

Tabela 3: Resultados obtidos no problema 1 usando-se 0 método da continuaciio e CO em uma distribuicao

aleatoria de densidades (malha de 1089 elementos).

Nivel de SIMP Flexibilidade | N.°de

otimizagao (N.m) iteracdes
1 1 7,30082x10™% 101
2 2 7,32726x10™% 19

3 3 7,3337x10% 8
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Convergéncia da Funcao Objetivo

5.00E-07
4.50E-07 -
4.00E-07
3.50E-07 { .
3.00E-07 =
2.50E-07 .
2.00E-07 *—
1.50E-07 "
1.00E-07 .
5.00E-08 -

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120 140

Flexibilidade (N.m)

Iteragoes

Figura 42: Convergéncia da funcio objetivo para a malha de 1089 elementos com distribuicfo inicial

aleatoria de densidades.

Variagao da Restrigao

6.00E-06
5.80E-06 -
5.60E-06 -
5.40E-06 -
5.20E-06 -
5.00E-06 -
4.80E-06
4.60E-06
4.40E-06
4.20E-06
4.00E-06 ‘ T T T T T

0 20 40 60 80 100 120 140

Iteragoes

Volume (m?3)

Figura 43: Variacio da restricio para malha de 1089 elementos e distribui¢do inicial aleatéria de densidades.
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7.2.2. TOLERANCIA NO CRITERIO DE OTIMO (CO)

Valores pequenos de forca e deslocamento resultam em valores ainda menores para a
derivada da flexibilidade. Na equagao (114) pode-se observar que valores pequenos para a
derivada da flexibilidade produzem fungdes objetivo com pequenas variagdes. Logo, a
sensibilidade da mesma diminui numericamente, podendo acarretar em divergéncias nas
solucdes de otimizacdo. Este fato pode ser bem observado nos pacotes de otimizagdo abertos, ja
que ¢ possivel o controle sobre a tolerancia usada. Resolvendo-se o problema 1, da Figura 19,
com carga idéntica a proposta inicialmente, distribui¢do inicial de densidades uniforme e igual a
0,25 (malha com 1089 elementos), observou-se divergéncia para solucdo de otimiza¢do com
tolerdncia de 10 para o Critério de Otimo (CO), como pode-se observar no grafico de

convergéncia da funcao objetivo apresentado na Figura 44.

Convergéncia da Funcao Objetivo
7.00E-05
6.00E-05 |
S
Z 5.00E-05 |
§ 4.00E-05 -
S 3.00E-05 |
:E .
% 2.00E-05 -
°
L 1.00E-05 c .
- e ———————————
0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ : :
0 100 200 300 400 500 600 700
Iteragoes

Figura 44: Variacéo da funcio objetivo para tolerancia no CO de 10,

O fato de haver uma tolerancia de CO inferior as adotadas anteriormente nao significa
que havera uma necessaria divergéncia de resultados. No caso do exemplo citado, o baixo valor
da carga e o alto valor do modulo de elasticidade (E=210GPa) correspondem na pratica a baixos
valores de deslocamento, o que em outras palavras, produzird uma baixa flexibilidade e a uma
pequena derivada desta.

O grafico da Figura 45 mostra com clareza a divergéncia da solucdo, pois a restricdo
sempre ativa varia para valores abaixo do minimo estabelecido. Neste caso, ndo houve formagao

de uma topologia que pudesse ser interpretada.
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A Figura 46 apresenta a convergéncia para tolerdncia do CO de 10™°. Nota-se um

aumento do numero de iteragdes no primeiro nivel de otimizacdo em relacdo ao célculo
- _12 , - . e - ..

executado utilizando-se 10" “. Isso se d4 em funcdo de uma maior variacdo da fun¢do objetivo

(tolerancia menor no método da bissec¢ao, por conseguinte maior trabalho computacional para a

Figura 45: Variacdo da restri¢iio para tolerincia no CO de 10™.

convergéncia, como se observa na comparacao entre a Tabela 2 e a Tabela 4).

Flexibilidade (N.m)

3.00E-07

Convergéncia da Funcao Objetivo

2.50E-07
2.00E-07 |,

1.50E-07

1.00E-07 {+

5.00E-08

0.00E+00

50 100 150 200 250 300 350

Iteragoes

400

450

Figura 46: Variacdo da funcéo objetivo para tolerancia do CO de 107,
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Variagao da Restrigao

6.00E-06
5.75E-06
5.50E-06 -
5.25E-06
5.00E-06
4.75E-06 -
4.50E-06
4.25E-06 -
4.00E-06 ‘ ‘ \ \

0 100 200 300 400 500

Iteragoes

Volume (m?3)

Figura 47: Variacéo da restri¢iio para tolerancia do CO de 107,

Tabela 4: Resultados obtidos no problema 1 usando-se 0 método da continuacio e CO em uma distribuicao

uniforme de densidades e tolerincia para o CO de 107"’ (malha de 1089 elementos).

Nivel de SIMP Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteragdes
1 1 7,3x10°% 49
2 2 7,32x10™% 32
3 3 7,32x10™% 300

A Figura 48 mostra as topologias formadas nos trés diferentes niveis de otimizag¢ao da

Tabela 4.

Densidade

1
0.828849
077778
0.GEBRE
0.5555%
044444
- 0.33333
- 0.22222
01111
- 1e-06

Figura 48: Topologias obtidas com tolerancia do CO de 107",
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7.2.3.CRITERIO CE OTIMO (CO) x PROGRAMACAO LINEAR (LP)

Resolvendo-se o problema anterior (1089 elementos) com LP e limites moveis também

entre 0,08 e 0,2, obtém-se os resultados apresentados na Tabela 5.

Tabela 5: Resultados obtidos resolvendo-se o problema 1 com uma malha de 1089 elementos e usando-se LP.

Nivel de SIMP Flexibilidade N.° de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 1 7,41206x10™ | 300
2 2 7,3267x10°" 18
3 3 7,33002x10™ 16

Foram admitidas 300 iteragdes como limite para cada nivel de otimizagdo. Como pode-se
observar, no primeiro nivel, sem penaliza¢do, ndo houve convergéncia, e sim, parada no nimero
maximo de iteragcdes. Embora os limites méveis estejam alterando-se dinamicamente durante os
passos de otimizac¢do, os métodos de programagdo linear possuem grande sensibilidade as
mudancgas de limites moéveis. Alteragdes demasiadamente altas podem causar divergéncia dos
resultados, além da derivada da fun¢do objetivo ndo estar bem definida para pequenos valores de
flexibilidade, como fora discutido no item anterior (7.2.2).

A Figura 49 mostra a topologia obtida para uma malha de 1089 elementos. A Figura 52

mostra o resultado para a malha de 625 elementos.

Densidade

1
0.888384
077778
0.6E6GA
0.585555
044444
- 0.33333
- 0.22222
- 01111
- 1e-06

Figura 49: Resultado do problema 1 com penaliza¢ao do tensor constitutivo, usando-se o método da

continuacio, LP e malha com 1089 elementos.
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Figura 50: Convergéncia da funcio objetivo usando LP para malha com 1089 elementos.

Variagdo da Restrigao

6.00E-06

5.00E-06

4.00E-06

3.00E-06

2.00E-06

Volume (m 3)

1.00E-06 -

0.00E+00 \ \ \
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Iteragoes

Figura 51: Variacio da restricio usando LP para a malha com 1089 elementos.

Densidade

1
0.888849
077yTa
0.GERGER
0.55554
- 0.44444
- 0.33333
- 0.22222
- 01111
- 1e-06

Figura 52: Resultado do problema 1 com penalizag¢io do tensor constitutivo usando-se o0 método da

continuacio, LP e malha com 625 elementos.
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Convergéncia da Funcao Objetivo

3.00E-07

2.50E-07 |

2.00E-07 -

+

1.50E-07

1.00E-07

4
o *
K

5.00E-08 -

Flexibilidade (N.m)

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350

Iteragoes

Figura 53: Convergéncia da funcio objetivo usando LP para a malha com 625 elementos.

Variacao da Restricao

6.00E-06

5.00E-06

4.00E-06 -

3.00E-06 -

Volume (m?3)

2.00E-06

1.00E-06 -

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Figura 54: Variacio da restricio usando LP para a malha com 625 elementos.

Discutiu-se anteriormente que os métodos de Programacdo Matematica possuem uma
vantagem sobre os Critérios de Otimo por néo haver a necessidade de se deduzir o problema de
otimizacdo a cada mudanga das caracteristicas principais da funcdo objetivo e das restrigdes.
Entretanto, o controle sobre a tolerancia dentro do “pacote” de solugao dos problemas de
otimizagdo ¢ perdido com o uso de LP. Portanto, a instabilidade que ocorre em detrimento dessa
caracteristica do método produz uma grande desvantagem sobre os calculos que utilizam CO.

Em suma, apesar de haver a necessidade de uma nova definigdo do problema de

otimizacdo a cada variacao do mesmo, o CO traz vantagens no que tange a sua robustez.
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7.2.4.INFLUENCIA DAS CONDICOES DE CONTORNO

Como ¢ de se esperar, a mudanga das condi¢des de contorno altera a topologia final.
Analisando-se a retirada do apoio da regido central da base (problema 2 - Figura 20), o resultado
muda consideravelmente, conforme pode-se observar na Figura 55 (resultado para malha de 625
elementos). Como nos casos anteriores, adotou-se uma restri¢ao de ¥4 de volume.

Foram engastados os pontos de contato com a base e utilizado o método da continuagao

com trés niveis, conforme Tabela 6.

Tabela 6: Resultados obtidos no problema 2 usando-se 0 método da continuac¢io e CO para uma malha com

625 elementos.

Nivel de SIMP Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 1 9,69362x10" | 68
2 2 9,87522x10% | 44
3 3 9,8912x10™" 16

A tolerancia do CO adotada para essa otimizagdo foi de 107",

Densidade

1
0.85854
0Fr7Ta
0.GERARE
055555
044444
- 0.33333
- 0.22222
0111
- 1e-06

Figura 55: Resultado obtido com uma malha de 625 elementos, CO, método da continuacido em trés niveis e

tolerancia do CO de 1072,

A Tabela 7 mostra os resultados obtidos para uma malha de 1089 elementos, cujas

condig¢des de contorno e ferramentas de otimizagdo sdo as mesmas empregadas anteriormente.
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Tabela 7: Resultados obtidos no problema 2 usando-se 0 método da continuac¢io e CO para uma malha com

1089 elementos.

Nivel de SIMP Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 1 1,024066x10"" | 65
2 2 1,038928x107" [ 23
3 3 1,040672x1077 | 11

Densidade

1
0.88889
0.77Iva
0.6EGER
0.55555
044444
- 0.33333
- 0.22222
- 0.1111
-1e-06

Figura 56: Resultado obtido com uma malha de 1089 elementos, CO, método da continuacio em trés niveis e

tolerancia do CO de 1072
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Figura 57: Grafico de convergéncia para o problema 2 com engaste na base e malha com 625 elementos.
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Variagdo da Restrigao

6.00E-06
—~ 5.50E-06 -
E
(] -
@ 5.00E-06
3
o
> 4.50E-06

4.00E-06 ‘ ‘ ‘ ‘ : :
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Figura 58: Variacio da restri¢io para o problema 2 com engaste na base e malha com 625 elementos.

Convergéncia da Fungao Objetivo
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Figura 59: Grafico de convergéncia para o problema 2 com engaste na base e malha com 1089 elementos.

Variagao da Restrigao
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Figura 60: Variacdo da restricio para o problema 2 com engaste na base e malha com 1089 elementos.
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A Figura 61 e a Tabela 8 mostram os resultados para o problema 3 (Figura 21), obtidos
com uma malha de 625 elementos e os mesmos critérios de otimizacdo empregados no problema

anterior.

Densidade

1
0.895889
077778
0.6BEGE
0.55655
044444
. 0.33333
022222
01111
- 1e-06

Figura 61: Minimizac¢ao de flexibilidade com restricio de volume para o problema 3. Nota-se a presenca da

instabilidade de tabuleiro no topo da figura.

Tabela 8: Resultados obtidos no problema 3, usando-se 0 método da continuacio e CO, para uma malha de

625 elementos.

Nivel de SIMP Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 1 1,223248x107 | 66
2 2 1,318x10" 41
3 3 1,318406x10"" | 15

Refinando-se a malha (1089 elementos), obtém-se os resultados mostrados na Tabela 9 e

na Figura 62.

Tabela 9: Resultados obtidos no problema 3, usando-se 0 método da continuacio e CO, para uma malha de

1089 elementos.

Nivel de SIMP Flexibilidade N.°de

otimizagao (N.m) iteragdes
1 1 1,299302x10°" | 101
2 2 1,412824x107" | 68

3 3 1,426958x10°"" | 24




Figura 62: Resultado obtido para o problema 3 com uma malha de 1089 elementos.

Densidade

1
0.58589
077778
0.GBEEG
0.55555
0.44444

C 033333

t 0.22222
01111
- 1e-06
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Nota-se para ambos os casos de refinamento a presenca da instabilidade de tabuleiro. E

possivel observar também a diferenga nas topologias obtidas (dependéncia de malha).

Flexibilidade (N.m)

Convergéncia da Fungao Objetivo

3.50E-07

3.00E-07
2.50E-07

2.00E-07

b o
*®

1.50E-07 %

1.00E-07

5.00E-08

0.00E+00

60 80

Iteragoes

100 120

140

Figura 63: Grafico de convergéncia para o problema 3, com apoio na base e malha com 625 elementos.
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Figura 64: Variacio da restricio para o problema 3, com apoio na base e malha com 625 elementos.
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Figura 65: Grafico de convergéncia para o problema 3, com apoio na base e malha com 1089 elementos.
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Figura 66: Variacdo da restricdo para o problema 3, com apoio na base e malha com 1089 elementos.

7.2.5.FILTRAGEM

71

A Figura 67 mostra a topologia obtida na malha de 625 elementos do problema anterior,

com a utilizagdo de um filtro de raio 0,0045m (o qual abrange 4 elementos) e ajuste de peso igual

a um.
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0888848
077778
0.BEGRE
0.855455
044444
- 0.33333
- 0.223222
-0

- 1e-06

Figura 67: Analise do caso da Figura 20 com filtragem espacial de pesos médios abrangendo 4 elementos.

Nota-se, na figura, a substituicao da instabilidade de tabuleiro (Figura 61) por um reforco
horizontal na parte superior da estrutura.

No grafico da Figura 68 (convergéncia da funcdo objetivo), podem-se visualizar os
valores de flexibilidade obtidos nos quatro diferentes niveis de otimizagdo, como mostra a
Tabela 10. E possivel verificar também que o niimero de iteragdes também aumenta em relagio

ao caso anterior (em funcao do filtro).

Tabela 10: Resultados obtidos no problema 3, para a malha de 625 elementos e filtragem com raio de

0,0045m, abrangendo 4 elementos.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.° de
otimizagao (N.m) iteragoes
1 SIMP = 1 1,223248x10™ 66
2 SIMP = 2; RAIO = 0,0045m | 1,318186x10"" 50
3 SIMP = 3; RAIO = 0,0045m | 1,313388x10"" 83
4 SIMP =3 1,313388x10™7 2

Na utilizagdo do método de filtragem, ocorre o aparecimento de densidades
intermedidrias, as quais podem ser eliminadas com a inclusdo de mais um nivel de otimizacao,
com a mesma penaliza¢do utilizada na iteragdo corrente e raio igual a zero (sem abrangéncia do

filtro), como pode-se observar nos niveis 3 (com filtro) e 4 (sem filtro) da Tabela 10.



Flexibilidade (N.m)

Convergéncia da Fungao Objetivo

3.50E-07

3.00E-07

2.50E-07
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Figura 68: Convergéncia da funcio objetivo do problema 3, para um raio de 0,0045m, na malha com 625

elementos.

6.00E-06

Variagdo da Restrigao

4.00E-06

50

100 150

Iteragoes

200 250

Figura 69: Variacio da restricio do problema 3, para um raio de 0,0045m, na malha com 625 elementos.

73

A filtragem com raio de 0,0065m, o qual abrange 8 elementos, elimina totalmente o

reforco horizontal apresentado. O valor da fungdo objetivo também decresce em funcdo da

eliminagdo das densidades intermedidrias.

Densidade

1
083389
0.77yTa
0.6EGGEA
0.55555
044444
- 0.33332
- 0.22222
0111
- 1e-06

Figura 70: Resultado para filtragem de 8 elementos.
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Tabela 11: Resultados obtidos no problema 2, para uma malha de 625 elementos, com filtragem de raio igual

a 0,0065m, abrangendo 8 elementos.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.°de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 SIMP = 1 1,223248x10™" 66
2 SIMP = 2; RAIO =0,0065m 1,330622){10"07 78
3 SIMP = 3; RAIO = 0,0065m | 1,358664x10"’ 63
4 SIMP =3 1,310272x10™" 15
Convergéncia da Fungao Objetivo
3.50E-07
’g 3.00E-07 £
Z 250E-07
[}]
T 2.00E-07 ++
S 1.50€-07 1% -
'g 1.00E-07
L 5.00E-08
0.00E+00 : : : :
0 50 100 150 200 250
IteragGes

Figura 71: Convergéncia da func¢io objetivo do problema 3 para raio de filtragem de 0,0065m, na malha com

625 elementos.

6.00E-06

Variagao da Restri¢ao

—~ 5.50E-06 -
©

5.00E-06

Volume (m

4.50E-06

4.00E-06

0

50 100 150 200
Iteragoes

250

Figura 72: Variacio da restricio do problema 3 para raio de filtragem de 0,0065m, na malha com 625

elementos.
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A Figura 73 e a Figura 74 mostram as topologias obtidas para a otimizacao utilizando-se

uma malha de 1089 elementos.

Dersidade

1
0.8538859
077778
0.6EERE
0.555585
044444
- 0.33333
- 0.22222
- 01111
- 1e-06

Figura 73: Malha de 1089 elementos e raio de 0,0035m, abrangendo 4 elementos.

Densidade

1
0.888284
0Fr7re
0.EEEEE
0.55555
044444
- 0.33333
- 0.22222
0111
- 1e-06

Figura 74: Malha de 1089 elementos e raio de 0,0045m, abrangendo 8 elementos

Tabela 12: Resultados obtidos no problema 3, (malha de 1089 elementos) com filtragem de raio 0,0035m,

abrangendo 4 elementos.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.° de
otimizagao (N.m) iteragoes
1 SIMP = 1 1,299302x10"" | 101
2 SIMP = 2; RAIO = 0,0035m | 1,428428x10"" | 124
3 SIMP = 3; RAIO = 0,0035m | 1,4638x10™’ 77
4 SIMP =3 1,424656x10"" 10
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E possivel observar novamente, além da dependéncia de malha, a grande quantidade de
iteracdes causadas pela presenga do filtro, visivelmente maior se comparadas aos casos

anteriores (sem filtro).

Tabela 13: Resultados obtidos no problema 3, (malha de 1089 elementos) com filtragem com raio de 0,0045m,

abrangendo 8 elementos.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.° de
otimizagao (N.m) iteracoes
1 SIMP = 1 1,299302x10"" | 101
2 SIMP = 2; RAIO = 0,0045m | 1,436426x10"" | 132
3 SIMP = 3; RAIO = 0,0045m | 1,5147x10" 46
4 SIMP =3 1,380304x10™7 10

Convergéncia da Fungao Objetivo

3.50E-07 |
3.00E-07
2.50E-07
2.00E-07 £
1.50E-07 {} N
1.00E-07 1
5.00E-08 -
0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 50 100 150 200 250 300 350

Iteragoes

Flexibilidade (N.m)

Figura 75: Variacido da fun¢io objetivo para filtragem com raio de 0,0035m (malha de 1089 elementos).

Variagao da Restrigao

6.00E-06

5.50E-06

5.00E-06

Volume (m°)

4.50E-06

4.00E-06 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Iteracées

Figura 76: Variacio da restri¢cio para filtragem com raio de 0,0035m (malha de 1089 elementos).
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Convergéncia da Funcao Objetivo
3.50E-07
— 3.00E-07
£ .
2 250807 -
§ 2.00E-07 .
T 1.50E-07 | SN, "
= N———————
o]
E 1.00E-07
i 5.00E-08
0.00E+00 : : : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350
Iteracoes

Figura 77: Variacdo da funcio objetivo para filtragem com raio de 0,0045m (malha de 1089 elementos).

Variacao da Restrigao

6.00E-06
__ 5.50E-06
)
E
g 5.00E-06
=
g

4.50E-06

4.00E-06 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 50 100 150 200 250 300 350
IteragGes

Figura 78: Variacdo da restricdo para filtragem com raio de 0,0045m (malha de 1089 elementos).

O programa desenvolvido possui o recurso de alterar automaticamente os limites moveis
(Figura 189, do capitulo APENDICE II) e de impor limites minimo e maximo para os mesmos.
Testou-se a hipotese do limite mével fixado em 0,2 para o problema 4, da Figura 22 (viga com
carga na extremidade), com restricdo de 50% de volume, método da continuacdo (também em
quatro niveis), raio de filtragem de 0,004m (abrangendo 8 elementos vizinhos) e ajuste de peso
1. Encontrou-se uma configuragdo com instabilidades de tabuleiro, como pode-se observar na
Figura 80. A alteragdo dos limites moveis para valores inferiores e varidveis (de 0,08 a 0,2),

proporcionou a solucdo do problema sem instabilidade (Figura 81).



Densidade

1
0.88850
077778
0.6666E
0.55555
044444
033333
022222
01111
- 1e-06
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Figura 79: Otimo global para o problema da viga com carga na ponta, malha de 640 elementos e limite mével

fixado em 0,2.

Densidade

1
0.88889
077778
0.GGEGE
0.55555
0.44444
033333

- 0.22222

01111

- 1e-06

Figura 80: Instabilidade de tabuleiro no final do processo de filtragem para o problema da viga com carga na

ponta, malha de 640 elementos, filtro de raio 0,004m (8 elementos) e limite mével fixado em 0,2.

Figura 81: Resultado no final do processo de otimizacio para o problema da viga com carga na ponta,

filtragem com raio de 0,004m (8 elementos) e limite movel variando entre 0,08 e 0,2.

Densidade

1
0.58859
077778
0.6BEEE
0.55655
0.44444
& 033333

022222

SIRERE

- 1e-06
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Embora tenha-se utilizado o filtro, houve a formagdo da instabilidade de tabuleiro na

topologia da Figura 80, o que indica que limites moveis inadequados atenuam a eficacia do filtro.

Tabela 14: Resultados obtidos no problema 4, com raio de filtragem de 0,004m e limites fixados em 0,2.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 SIMP = | 1,82928x10” 53
2 SIMP = 2; RAIO =0,004m | 2,15838x10” 38
3 SIMP = 3; RAIO =0,004m 2,29464x107 28
4 SIMP =3 2,06487x107 15

Convergéncia da Fungdo Objetivo

3.00E-07
2.50E-07 % —
2.00E-07 {°, s
1.50E-07 1
1.00E-07
5.00E-08 -

0.00E+00 ‘ ‘
0 50 100 150

Flexibilidade (N.m)

Iteracoes

Figura 82: Convergéncia da funcio objetivo para malha com 640 elementos, CO e limites méveis fixados em

0,2. E possivel visualizar a troca de nivel de otimizacio nos saltos do grafico.

Variagao da Restrigao
2.10E-06
— 2.05E-06
£
(/] -
g 2.00E-06
3
S 1.95E-06
1.90E-06 : :
0 50 100 150
Iteragoes

Figura 83: Variacio da restricio para malha com 640 elementos, CO e limites méveis fixados em 0,2.
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Tabela 15: Resultados obtidos no problema 4, com raio de filtragem de 0,004m e limites mdveis variando.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.°de
otimizagao (N.m) iteracoes
1 SIMP =1 1,82928)(10'7 53
2 SIMP = 2; RAIO = 0,004m 2,24672»)(10'7 257
3 SIMP = 3; RAIO =0,004m 2,3563x107 300
4 SIMP =3 2,0802){10"7 15
Convergéncia da Fungao Objetivo

3.00E-07

z 2.50E-07 :L . .

Z 200807 & -

> I

® 1.50E.07

S

2 1.00E-07

3

iL 5.00E-08 -
0.00E+00 : : : : : :

0 100 200 300 400 500 600 700
Iteracoes

Figura 84: Convergéncia da funcio objetivo para malha com 640 elementos, CO e limites moveis variando

dinamicamente.

2.10E-06
2.08E-06
2.06E-06
2.04E-06
2.02E-06
2.00E-06

Volume (m?)

1.92E-06
1.90E-06

1.98E-06 -
1.96E-06 -
1.94E-06 -

Variagao da Restricao

0

100 200 300 400 500

Iteracoes

600

700

Figura 85: Variacio da restricio para malha com 640 elementos, CO e limites méveis variando.
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A Figura 86 mostra o resultado obtido para uma malha com 1749 elementos e 1836 nds.
E possivel observar também a presenca da instabilidade de tabuleiro. Para este caso, foram
utilizados limites moveis variando dinamicamente, tolerdncia do CO em 10"% e 3 niveis de
otimizagdo, sem filtragem, conforme Tabela 16. Observa-se que o limite de 300 iteragdes

estabelecido ¢ atingido no ultimo nivel, devido a instabilidade do processo.

Densidade

1
0.82389
077778
0.GEEEE
0.55555
- 0.44444
- 0.33333
- 0.22222
01111
- 1e-06

Figura 86: Resultado para viga com carga na ponta e malha com 1749 elementos.

Tabela 16: Resultados obtidos no problema 4, com uma malha de 1749 elementos, sem filtro.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.°de
otimizagao (N.m) iteracdes
1 SIMP = | 1,88045x10” 62
2 SIMP =2 2,03448x107 124
3 SIMP = 3 2,04144x107 300

Convergéncia da Fungao Objetivo

3.00E-07
2.50E-07 -

2.00E-07 3 \
1.50E-07

1.00E-07 -

s s v ¥

Flexibilidade (N.m)

5.00E-08

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600

Iteragoes

Figura 87: Convergéncia da funcio objetivo para malha com 1749 elementos, CO e sem filtro.
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Variagao da Restrigao

2,10E-06
&~ 2,05E-06
E
] -
£ 2,00E-06
=
2 1,95E-06

1,90E-06 : : : : :

0 100 200 300 400 500 600
Iteracoes

Figura 88: Variacdo da restricio para malha com 1749 elementos, CO e sem filtro.

A Figura 89 traz o resultado da otimizagdo apresentada anteriormente, utilizando-se 4
niveis e filtro com raio de 0,002m, abrangendo 4 elementos em uma malha mais refinada (1749

elementos). Nota-se diferenca em relagdo a topologia da Figura 81.

0.88a849
077778
0.GERARG
0.55555
044444
- 0.33333
- 0.22222
0111
- 1e-06

Figura 89: Resultado para viga com carga na ponta, malha com 1749 elementos e raio de 0,002m.

Tabela 17: Resultados obtidos no problema 4, com raio de filtragem de 0,002m.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.°de
otimizagao (N.m) iteragdes
1 SIMP = 1 1,88045x10” 62
2 SIMP =2, RAIO = 0,002m 2,1422x107 241
3 SIMP =3, RAIO =0,002m | 2,23361x10” 76
SIMP =3 2,07662x107 10




Convergéncia da Fungao Objetivo

3.00E-07

2.50E-07

-

2.00E-07 -

1.50E-07

1.00E-07

Flexibilidade (N.m)

5.00E-08 -

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Iteracoes

Figura 90: Convergéncia da funcio objetivo para malha com 1749 elementos, CO e com filtro.

Variagao da Restricao

2.10E-06
2.08E-06 -
2.06E-06
2.04E-06
2.02E-06
2.00E-06
1.98E-06 -
1.96E-06 -
1.94E-06 -
1.92E-06
1.90E-06 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Volume (m3)

Iteracoes

Figura 91: Variacio da restricio para malha com 1741 elementos, CO e com filtro.
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7.2.6.MULTIPLOS CASOS DE CARREGAMENTO

A Figura 92 mostra o resultado obtido para o problema 5, com uma malha de 1749
elementos. Foram utilizados limites moveis variando dinamicamente, tolerancia do CO de 102 ¢

3 niveis de otimizagao, sem filtragem, conforme Tabela 18.

Densidade

1
0.88a849
077778
0.GERARG
0.55555
044444
- 0.33333
- 0.22222
- 01111
- 1e-06

Figura 92: Estrutura formada para malha com 1749 elementos e otimizacio em trés niveis, sem filtragem.

0.58884
077778
0.GREGRR
0.55555
044444
- 0.23333
- 0.22222
01111
-1 e-06

Figura 93: Caso similar ao anterior, com raio de filtragem de 0,002m (abrangendo 4 elementos).

Tabela 18: Resultados obtidos no problema 5, sem filtragem.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.°de
otimizagao total (N.m) | iteragdes
1 SIMP=1 | 3,96604x10” 32
2 SIMP =2 4,51504x107 94
3 SIMP =3 4,53243x107 291




Tabela 19: Resultados obtidos no problema 5, com filtragem.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade | N.°de
otimizagao total (N.m) | iteracdes
1 SIMP =1 3,96604x107 32
2 SIMP =2, RAIO = 0,002m | 4,76057x10~ 135
3 SIMP = 3, RAIO = 0,002m | 5,18527x10” 127
3 SIMP =3 4,64387x107 10

Convergéncia da Fungao Objetivo

7.00E-07

*

\

6.00E-07 -

5.00E-07

es o @

[

4.00E-07
3.00E-07 A

2.00E-07 A

Flexibilidade (N.m)

1.00E-07

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Iteragoes

Figura 94: Convergéncia da func¢io objetivo com dois casos de carregamento, sem filtragem.

Variagao da Restrigao

2.50E-06

2.00E-06

1.50E-06

1.00E-06

Volume (m3)

5.00E-07

0.00E+00

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Iteragoes

Figura 95: Variacdo da restricio com dois casos de carregamento, sem filtragem.
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E possivel observar a formac¢dao de uma estrutura capaz de suportar os dois casos de

carregamento impostos com equilibrio.

Convergéncia da Fungao Objetivo

7.00E-07
6.00E-07 \
5.00E-07 o~

4.00E-07

oo 7

3.00E-07

2.00E-07

Flexibilidade (N.m)

1.00E-07

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350

Iteragoes

Figura 96: Convergéncia da funcio objetivo com dois casos de carregamento, usando filtragem com raio de

0,002m.

Variagao da Restricao
2.50E-06
2.00E-06
«:‘\
£ 150E06
[}]
£
= 1.00E-06 -
(]
>
5.00E-07 |
0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350
Iteragoes

Figura 97: Variacio da restricio com dois casos de carregamento, usando filtragem com raio de 0,002m.

O problema 6, da Figura 24 (tipo ponte), apresenta também instabilidade de tabuleiro
quando ndo utiliza-se filtragem. E adotado critério de 6timo para a solugio do problema, com a
utilizacao do método da continuacao (utilizando expoentes 1, 2 e 3). A restri¢ao estabelecida ¢ de

30% do volume da pega “cheia”.
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Foram adotadas densidades entre 10° ¢ 1. A tolerancia do CO e para a convergéncia do
processo de otimizagio foram 107% e 10 respectivamente.

A estrutura resolvida ilustra o reforco lateral de uma ponte. A Figura 98 demonstra o
resultado para a minimizagdo da flexibilidade sem penaliza¢dao do tensor constitutivo. A Figura
99 mostra o resultado apds convergéncia no terceiro nivel de otimizagdo, sem filtragem. E

possivel observar novamente a presenca da instabilidade de tabuleiro.

Densidade

1
0.85859
077778
0.6BEEE
0.55555
0.44444
0.33333

= 022222

SIRERE
- 1e-06

Figura 98: Resultado da analise de otimizacio da estrutura tipo ponte, sem penalizacio do tensor constitutivo

(simp=1).

Densidade

1
0.g8a849
nryiye
0.6EGEG
0.55555
0.44444
0.33333
- 0.22223
01111
-1e-06

Figura 99: Resultado da analise de otimizacio da estrutura tipo ponte no final do processo de continuacio

(expoente 3).

Calculando-se novamente a estrutura com filtragem, obteve-se uma topologia sem
instabilidades de tabuleiro, como pode-se observar na Figura 102. Foi utilizado um raio de

filtragem de 0,2m, o qual tem abrangéncia de 4 elementos.



Tabela 20: Resultados obtidos no problema 6, sem filtragem.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.° de
otimizagao total (N.m) | iteragdes
1 SIMP = | 1,97558x10™" 112
2 SIMP=2 | 2,36132x10™" 80
3 SIMP=3 | 2,54086x10™" 48

4.50E-03

Convergéncia da Funcao Objetivo

4.00E-03

3.50E-03 -
3.00E-03 -
2.50E-03

.
%
*

N —

eofe o "

ot

2.00E-03
1.50E-03

1.00E-03 -
5.00E-04 -
0.00E+00

Flexibilidade (N.m)

0

50 100

150 200

Iteragoes

250

300
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Figura 100: Convergéncia para a funcio objetivo da estrutura tipo ponte, sem filtragem espacial dos pesos

médios.

1.40E+00

Variagcao da Restrigcao

1.20E+00

1.00E+00 -
8.00E-01 -
6.00E-01

Volume (m?3)

4.00E-01
2.00E-01 -

0.00E+00

50

100

150 200

Iteragoes

250

300

Figura 101: Variacio da restricio da estrutura tipo ponte, sem filtragem espacial dos pesos médios.
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0888848
077778
0.BEGRE
0.855455
044444
- 0.33333
- 0.223222
-0

- 1e-06

Figura 102: Filtragem com raio de 0,2m, abrangendo 4 elementos.

Tabela 21: Resultados obtidos no problema 6, com filtragem usando raio 0,2m.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade N.° de
otimizagao total (N.m) iteragoes
1 SIMP = 1 1,97558x10" 112
2 SIMP =2, RAIO = 0,2m| 2,9998x10™ 101
3 SIMP =3, RAIO = 0,2m| 3,2715x10™ 300
4 SIMP =3 2,60157x10°" 15

Convergéncia da Funcao Objetivo

6.00E-03
— 5.00E-03 |
E- *
Z  4.00E-03 4 .
% L'“
S 3.00E-03 % .
2 . -
8 2.00E-03 A
s
i 1.00E-03 |

0.00E+00 : : : : :

0 100 200 300 400 500 600
Iteragoes

Figura 103: Convergéncia para a funciio objetivo da estrutura tipo ponte, com filtragem espacial dos pesos

médios utilizando raio 0,2m (abrangéncia de 4 elementos).
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Variagcao da Restricao

1.40E+00
1.20E+00

1.00E+00 -
8.00E-01 -

6.00E-01

Volume (m?3)

4.00E-01

2.00E-01 -

0.00E+00

0 100 200 300 400 500 600

Iteragoes

Figura 104: Variacio do volume da estrutura tipo ponte, com filtragem espacial dos pesos médios utilizando

raio 0,2m (abrangéncia de 4 elementos).

E possivel observar a grande quantidade de iteragdes nos processos de otimizagdo
envolvendo multiplos casos de carregamento. O célculo da média das derivadas da flexibilidade
(gradientes obtidos para cada caso de carga) acarreta em um custo computacional elevado. O
problema gerado pela quantidade de iteragdes ¢ ainda agravado com a adogao de filtros.

A Figura 103 mostra a flutuagdo da funcdo objetivo devido & tendéncia de criagdo de
instabilidades (atenuadas pelo filtro). O limite de 300 iteracdes ¢ atingido em funcdo da ndo
convergéncia do método no terceiro nivel de otimizagdo. O grafico da figura mostra que haveria
uma necessidade de um niimero maior de iteragdes para a convergéncia ser atingida dentro da
tolerancia empregada (10°). Entretanto, o resultado obtido foi capaz de gerar uma topologia
possivel de ser interpretada, o que significa que uma tolerdncia muito pequena pode levar a

analise a um numero demasiado de iteragdes.
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7.3. MINIMIZACAO DO VOLUME COM RESTRICAO DE FLEXIBILIDADE

Desenvolveu-se novamente o problema da viga com carga na extremidade (problema 4)
objetivando-se uma redugdo de volume com restricao de flexibilidade. Cabe salientar que todos
os problemas de minimizag¢ao de volume foram resolvidos com LP. Utilizou-se um modulo de
elasticidade de 2,1)(1011 N/m? e um coeficiente de Poisson de 0,3, com uma malha de 640
elementos e 693 nds. Para uma carga unitdria, minimizou-se o volume com uma flexibilidade
limite de 3x10'N.m. A densidade minima e a maxima admitidas foram de 10° e 1
respectivamente. Os limites moveis variaram dinamicamente entre 0,08 e 0,2.

A Figura 105 mostra o resultado obtido para uma penalizagdo do tensor constitutivo

usando-se expoente 3. A tolerdncia adotada para os processos de otimizacio foi de 10°.

Densidade

1
0.8&2889
077778
0.6EEEE
0.55555
0.44444
- 0.33335
- 0.22222
01111
- 1e-06

Figura 105: Minimizacio de volume com restricio de flexibilidade e penalizacio do tensor constitutivo com

expoente 3 (SIMP=3).

Convergéncia da Fungao Objetivo

4.50E-06
4.00E-06
3.50E-06
3.00E-06
2.50E-06 -
2.00E-06

1.50E-06 R X T LT R A aaa oo

1.00E-06
5.00E-07
0.00E+00

Volume (m?®)

0 10 20 30 40 50 60 70

Iteragoes

Figura 106: Convergéncia da fun¢ao objetivo para a minimizacio do volume, com restricio de flexibilidade,

utilizando-se SIMP = 3.
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Variagao da Restrigao

5.00E-07
4.50E-07
4.00E-07
3.50E-07 .
BO0E07 | Leetttessnisnases =t enei
2.50E-07
2.00E-07
1.50E-07
1.00E-07
5.00E-08
0.00E+00

Flexibilidade (N.m)

0 10 20 30 40 50 60 70

Iteragoes

Figura 107: Variacio da restri¢cdo para a minimizacio do volume, com restricio de flexibilidade, utilizando-

se SIMP = 3.

A topologia apresentada na Figura 105 se formou em 59 iteragdes, parando-se o processo
automaticamente por divergéncia (interrup¢do por flutuagdo da fungdo objetivo em valores
alternados e iguais entre si, o que ¢ um recurso do programa desenvolvido).

A Figura 108 mostra o resultado encontrado com a colocagdo de filtro no problema
anterior. Verifica-se a minimizagdo da instabilidade de tabuleiro. Obteve-se 1,359x10° m’® de

volume no final do processo de otimizagao.

Densidade

1
0.882849
077778
0.GEEEE
0.55555
0.44444

F 033333

022227
01111
- 1e-08

Figura 108: Minimizacao de volume com restri¢ao de flexibilidade com SIMP=3 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).

Foram aplicados dois niveis de otimizagdo para todas as analises com filtragem: um para
a solucdo do problema sem instabilidade de tabuleiro, com um limite de 300 iteragcdes e outro

para a eliminacdo de densidades intermediarias (“limpeza da topologia”, pois como se viu
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anteriormente, a filtragem produz grandes quantidades de densidades intermedidrias), com um

limite de apenas 10 iteragdes.

Convergéncia da Fungao Objetivo

4.50E-06
4.00E-06 -
3.50E-06
3.00E-06
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5.00E-07
0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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’¢

-

Volume (m?)

Iteracoes

Figura 109: Convergéncia da funcio objetivo para a minimiza¢ao do volume, com restricio de flexibilidade,

utilizando-se SIMP = 3 e filtragem com raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

Variagcao da Restrigcao

6,00E-07

5,00E-07 -

4,00E-07 2
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3,00E-07 ./ A

2,00E-07 {*

Flexibilidade (N.m)

1,00E-07

0,00E+00

0 50 100 150 200 250 300 350

Iteracoes

Figura 110: Variacio da restri¢cdo para a minimizacio do volume, com restricio de flexibilidade, utilizando-

se SIMP =3 e filtragem com raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

No intuito de uma maior aproximagdo com o Otimo global, penalizou-se o tensor
constitutivo com expoente 2 (menor severidade para as densidades intermediarias). Obteve-se o

resultado mostrado na Figura 111.
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O valor de volume encontrado no final do calculo foi de 1,330x10° (valor levemente
inferior ao anteriormente encontrado, em fun¢do da penalizagdo com menor expoente levar a um
resultado mais préximo do global). Embora nesse caso o valor obtido para a fungao objetivo seja

o menor dos analisados até entdo, a sua topologia, cheia de densidades intermediarias, condena a

construgdo de uma estrutura.

Densidade

1
0.88880
0.77778
0.GEEEE
0.55555
0.44444
B 033333
022222
01111
- 18-06

Figura 111: Minimizacio de volume com restri¢io de flexibilidade com SIMP=2 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).

Convergéncia da Fungao Objetivo

4.50E-06
4.00E-06 -
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Volume (m?)
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Figura 112: Convergéncia da fun¢ao objetivo para a minimizacio do volume, com restricio de flexibilidade,

utilizando-se SIMP = 2 e filtragem com raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

A Figura 112 e a Figura 113 representam com clareza a dispersao presente no calculo
realizado. E possivel observar uma menor estabilidade dos métodos de Programagio Linear

quando comparados aos Critérios de Otimo.
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Variagao da Restrigao

8.00E-07
7.00E-07 |
6.00E-07 1
5.00E-07
4.00E-07
3.00E-07 |- N s
2.00E-07 |2
1.00E:07
0.00E+00

Flexibilidade (N.m)

0 50 100 150 200

Iteracoes

Figura 113: Variacio da flexibilidade para a minimizacdo do volume, com restricio de trabalho externo,

utilizando-se SIMP = 3 e filtragem com raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

Penalizando-se diretamente a fungdo objetivo com expoente 1/7, obtém-se o resultado
apresentado na Figura 114. Encontrou-se um volume de 1,707x10° m®. O valor bastante superior

aos calculados anteriormente esta ligado ao expoente de penalizacao.

Densidade

1
0.88880
0.77778
0.6EEGE
0.55555
0.44444
C o 0.33333
022222

01111

- 1a-06

Figura 114: Resultado obtido com penalizacio da fun¢io objetivo com expoente 1/7 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).

A Figura 117 mostra o resultado obtido para uma penalizagdo da fung¢do objetivo com
expoente 1/9 e a Figura 120 mostra a topologia obtida para expoente 1/15. Os volumes finais
para expoentes 1/9 e 1/15 sdo de respectivamente 1,910x10° e 2,398x10° m’, o que demonstra
novamente a relacdo da penalizagdo com o resultado final. Assim sendo, aconselha-se a

utilizagdo do método da continua¢do, mencionado anteriormente.
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Figura 115: Convergéncia da func¢fo objetivo com penalizacdo usando-se expoente 1/7 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).
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Figura 116: Variacao da restricio com penalizacio da funcio objetivo usando-se expoente 1/7 e filtragem

com raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

0882849
0ryyTa
0.6EBEE
0.55555

044444
- 0.33333

- 0.222322

- 01111

- 1e-06

Figura 117: Resultado obtido com penalizacio da funcido objetivo com expoente 1/9 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).
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Figura 118: Convergéncia da funcio objetivo com penaliza¢cdo usando-se expoente 1/9 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).
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Figura 119: Variacio da restricio com penalizacio da funciio objetivo usando-se expoente 1/9 e filtragem

co

m raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

083389
0.77yTa
0.6EGGEA
0.55555
044444
- 0.33332
- 0.22222
0111

- 1e-06

Figura 120: Resultado obtido com penalizaciio da fun¢do objetivo com expoente 1/15 e filtragem com raio de

0,004m (abrangendo 8 elementos).
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Figura 121: Convergéncia da funcio objetivo com penalizacdo usando-se expoente 1/15 e filtragem com raio

de 0,004m (abrangendo 8 elementos).
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Figura 122: Variacio da restricio com penalizacio da funcio objetivo usando-se expoente 1/15 e filtragem

com raio de 0,004m (abrangendo 8 elementos).

A Tabela 22 mostra os resultados de volume obtidos em valores percentuais ao volume

inicial (“peca cheia”). Percebe-se a influéncia da penalizagao no valor da fungao objetivo.

Tabela 22: Percentuais de volume para as otimiza¢des com filtragem.

Tipo de Penalizagao Expoente | Percentual de Volume

Tensor Constitutivo 2 33,26 %

Tensor Constitutivo 3 33,97%
Func¢ao Objetivo 1/7 42,67%
Fungao Objetivo 1/9 47,76%
Func¢ao Objetivo 1/15 59,95%
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A Figura 124 mostra o resultado obtido para uma malha de 1749 elementos e 1836 nos,
com também dois niveis de otimizagdo: o primeiro com filtragem de raio 0,002m, abrangendo 4
elementos) e o segundo sem filtragem. Em ambos os casos foram estabelecidos limites de 300
iteragdes ¢ os limites moveis variando entre 0,08 e 0,1, densidades entre 10° e 1 e tolerancia para
otimizagio de 10, A flexibilidade limite admitida foi de 2x10” N.m e utilizou-se penalizagio da

funcdo objetivo com expoente 1/15.

Densidade
1
082589
QFFTra
0 BEGEE
[EN SIS
044444
- .S3300
C 22222
S 1111
s 1e-08

Figura 123: Topologia obtida para o problema de minimizacao de volume com restricao de flexibilidade para
a viga do problema 4 com 1749 elementos, apds convergéncia do primeiro nivel de otimizagdo (com

filtragem).

Densidade
1
085559
QFTFTS
0 BEE6E6
065665
B oa4444
- a33as
022200
S A111
s 1e-06

Figura 124: Topologia obtida para o problema de minimiza¢io de volume com restricio de flexibilidade para
a viga do problema 4 com 1749 elementos, apds convergéncia do segundo nivel de otimizacio (sem filtragem -

limpeza das densidades intermediarias).

No segundo nivel de otimizacao (sem filtragem), a convergéncia se deu com 12 iteragdes,

sendo que obteve-se 2,85672x10°m’ de volume para a funcio objetivo.
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Figura 125: Convergéncia da funcio objetivo para o problema de minimizacdo de volume com restricdo de

flexibilidade da viga do problema 4, com 1749 elementos.
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Figura 126: Variacao da restri¢cdo para o problema de minimizacio de volume com restricio de flexibilidade

da viga do problema 4, com 1749 elementos.
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7.4. MINIMIZACAO DO VOLUME COM RESTRICAO DE FREQUENCIA NATURAL

Os problemas de minimizagdo de volume com restricdo de freqii€ncia natural, embora
semelhantes aos problemas submetidos a flexibilidade, possuem peculiaridades que serao
abordadas neste capitulo.

A Figura 127 mostra a topologia formada para a estrutura tipo viga com massa na ponta
(problema 7), submetida & minimizac¢ao de volume com restricdo de 27Hz para o primeiro modo
de vibracdao. Utilizou-se uma malha com 260 elementos e 294 nds, penalizacdo da funcao
objetivo com expoente 1/5, densidades variando entre 10 e 1, tolerdncia para a convergéncia de
10° ¢ limites méveis fixados em 0,08. A solugdo modal para este exemplo foi obtida por
JACOBI. Para a determinacdo da topologia final, foram utilizados dois niveis de otimizagao,
sendo o primeiro com filtragem de raio 0,5 (abrangendo 4 elementos) e ajuste de peso 0,3 € o

segundo sem filtro, para uma limpeza das densidade intermediarias.

Densidade
1
0839
L]
= =T
0665
0.444949
- 0.223990
- 0.22290
- 11199
ReReey|

Figura 127: Topologia obtida apés convergéncia do segundo nivel de otimizacdo, penalizacio da func¢io

objetivo com expoente 1/5 e freqiiéncia natural limite de 27Hz.

Nota-se na figura a presen¢a da instabilidade de tabuleiro mesmo tendo-se utilizado
filtragem. Isso se deve a pobreza do refinamento da malha. E possivel observar na Figura 128
que a topologia obtida no primeiro nivel de otimizagdo possui uma diferenca significativa da
solucdo final. Em outras palavras, a presenca do filtro torna-se pouco eficaz para malhas pouco
refinadas.

O método de JACOBI ¢ pouco eficiente em termos de velocidade para malhas muito
refinadas. Niveis maiores de refinamento requerem métodos de solugdo mais rapidos, como o de

LANCZOS, o qual sera abordado adiante.
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Densidade
1
08589
0778
0687
0866
0.44400
033309
- 222490
-0.11189
S 0007

Figura 128: Topologia obtida apés convergéncia do primeiro nivel de otimizagdo, com penaliza¢io usando-se

expoente 1/5, com filtragem de raio 0,5 e ajuste de peso 0,3 e freqiiéncia natural limite de 27Hz.

Convergéncia da Fung¢ao Objetivo

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Iteragoes

Figura 129: Convergéncia da funcio objetivo para o problema da viga com massa concentrada na ponta,

filtro de raio 0,5, ajuste de peso 0,3 e freqiiéncia natural limite de 27Hz.

E possivel verificar na Figura 130 que a primeira freqiiéncia natural permanece estavel
durante o processo de otimizacdo e que as demais (observam-se no grafico a segunda e a

terceira) variam livremente, pois ndo sao admitidas como restri¢ao.
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Variagao da Restricao
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Figura 130: Variacio da restricio para o problema da viga com massa concentrada na ponta, filtro de raio

0,5, ajuste de peso 0,3 e freqiiéncia natural limite de 27Hz.

A Figura 131 trata da solucdo do problema anterior com uma filtragem continuada,
variando em seis niveis de otimizagdo de mesma penalizacdo (expoente 1/5 para a funcdo
objetivo) com filtros de ajuste de peso decrescente, variando de 0,5 a 0,1 em cinco niveis e com
o ultimo nivel sem filtragem (apenas para a eliminagao das densidades intermediarias).

A Tabela 23 mostra os resultados obtidos em cada nivel de otimizacgao.

Densidade
1
0.ga9
0F7E
DEST
05856
- 0.44499
- 0.33399
- 22299
-0.11199
LR ey |

Figura 131: Topologia obtida para uma filtragem continuada, variando o ajuste de peso de 0,5 a 0,1 em cinco

niveis.
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Verifica-se uma topologia bastante cheia, em funcao da freqiiéncia natural limite adotada
ser bastante proxima da freqiiéncia com a pega totalmente preenchida de material. Observa-se
uma menor presenca da instabilidade de tabuleiro, o que € bastante positivo por se tratar de uma

malha com refinamento grosseiro.

Tabela 23: Valores encontrados para a fun¢io objetivo nos diferentes niveis de otimiza¢io adotados.

Penalizagdo | Raio Ajuste de peso | Volume (m’)
1/5 0,5 0,5 37,0567
1/5 0,5 0,4 36,9111
1/5 0,5 0,3 36,7168
1/5 0,5 0,2 36,4148
1/5 0,5 0,1 35,6569
1/5 - - 33,0408

Convergéncia da Fungao Objetivo

45

40 o

Volume (m3)

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700

Iteragoes

Figura 132: Convergéncia da funcio objetivo para o problema da viga com massa na ponta e filtragem

continuada.

A vantagem da filtragem continuada ndo se limita apenas em atenuar a formagao da
instabilidade de tabuleiro, mas também evita a presenca de saltos de densidades entre elementos
adjacentes. Diferentemente dos problemas com restricdo de flexibilidade, elementos com

densidades elevadas em meio a elementos com densidades de baixo valor podem constituir em
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um modo de vibragao isolado e abaixo da restri¢do imposta. Essa caracteristica tira a estabilidade

do processo de otimizagao.

Variagcao da Restricao

200
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Figura 133: Variacio da restricio para o problema da viga com massa na ponta e filtragem continuada.
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Figura 134: Detalhe da variacio do primeiro modo de vibra¢io para o problema da viga com massa na ponta

e filtragem continuada.
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A Figura 135 mostra o resultado obtido para o problema 9, utilizando-se penaliza¢do do
tensor constitutivo com expoente 3, freqiiéncia natural limite de 50Hz, distribuicdo inicial de
densidades homogénea igual a 0,8 e densidades variando entre 10 ¢ 1. Foi utilizado um limite

movel de 0,08 e adotou-se novamente JACOBI para a solugao modal.

Densidade

1
082004
QFFTE2
0 B667
0.666565
044446
- 0.23335
S 22203
- 1111
s 1e-06

Figura 135: Topologia formada para o problema 9 com SIMP =3 e solu¢cio modal por JACOBI.
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Figura 136: Convergéncia da funcio objetivo para o problema 9, resolvido por JACOBI.

Nota-se na figura, além da instabilidade de tabuleiro (a qual ocasionou pequenas
flutuagdes da fungdo objetivo, quase imperceptiveis devido ao pequeno limite mével adotado),
uma certa assimetria do resultado. A solu¢ao por JACOBI tem por caracteristica a rotagdo do

sistema de modo a anular os termos fora das diagonais principais das matrizes. Sabe-se portanto
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que a solugdo deste problema, pelo fato de ser numérica, dependera dos critérios de convergéncia
adotados. Para a solugdo ser considerada “exata”, deve-se escolher um critério de convergéncia
bastante rigoroso, de modo a contemplar inclusive valores de moédulo de elasticidade e massa
especifica que tendem a zero. Desta forma, podera haver um nimero de iteragdes demasiado no

algoritmo de Jacobi para que ndo se tenha uma solugao indesejada.

Variagdo da Restrigao
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Figura 137: Variacdo da primeira freqiiéncia natural para o problema 9, resolvido por JACOBI.

A Figura 138 mostra o resultado do problema 9, sob mesmas condigdes mencionadas
anteriormente, resolvido por LANCZOS. Verifica-se uma maior simetria dos resultados, embora
haja ainda a presenca da instabilidade de tabuleiro. Diferengas de topologias entre solugdes com

SIMP diferente de um sdo possiveis, uma vez que nao héa unicidade de solugdo para fungdes
penalizadas (ndo-convexas).

Densidade

1
088594
07782
08557
068653
0.44446

- 0.83335

F Q222235

-2 11111

s 1e-08

Figura 138: Topologia formada para o problema 9 com SIMP = 3 e solu¢do modal por LANCZOS.
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Embora ambos os algoritmos se apresentem estaveis para as solugdes dos problemas, o

método de LANCZOS possui uma velocidade de solugdo bastante superior a apresentada por

JACOBI. Assim sendo, todos os problemas com restrigdo modal sdo resolvidos pelo método de
LANCZOS deste ponto em diante.

1.80E-03

Convergéncia da Fun¢ao Objetivo

1.60E-03 N
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0.00E+00

50
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200 250
Iteragoes

Figura 139: Convergéncia da funcio objetivo para o problema 9, resolvido por LANCZOS.
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Figura 140: Variacio da primeira freqiiéncia natural para o problema 9, resolvido por LANCZOS.



109

A Figura 141 mostra a segunda e a terceira freqliéncias naturais (ndo restringidas).

Variacdes bruscas de freqliéncia (para modos ndo restringidos) ocasionam instabilidades

o~

numéricas, que podem ser atenuadas pelo algoritmo de autovalores repetidos (dependendo

O~

claro dos valores e variagdes das freqiiéncias envolvidas). Cabe salientar que a restricao

estabelecida a freqiiéncia, e ndo ao autovetor.

Variagao da Restri¢ao

200 [
180 -
160 -
140 1

120 - ——1°modo
100 - 2° modo
80 3° modo

60 T
40 -

Frequiéncia Natural (Hz)

20

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250

Iteragoes

Figura 141: Variacio das freqiiéncias naturais para o problema 9, resolvido por LANCZOS.

A Figura 142 mostra o resultado obtido com dois niveis de otimizagdo, sendo o primeiro
com filtragem de raio 0,08 e ajuste de peso de 0,3 e o segundo sem filtro (para limpeza das

densidades intermediarias).

Densidade
1
ogarra
O FO56RE
Q0 E9333
052111
0. 45558
- 0 SSE66
P 025444
- 018221
-0 OE000

Figura 142: Topologia formada para o problema 9 com filtragem de raio 0,08.
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Percebe-se claramente que a instabilidade de tabuleiro, embora minimizada, ndo

desaparece completamente do problema. Esse fato estd sensivelmente ligado a pobreza da malha

adotada para o calculo.
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Figura 143: Variacao da funcio objetivo para o problema 9, com filtragem de raio 0,08.
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Figura 144: Variacio da restricio para o problema 9, com filtragem de raio 0,08.
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A Figura 145 mostra o resultado do problema anterior para uma malha com 1250
elementos e 1326 nds, sem filtragem. Apesar da instabilidade de tabuleiro estar presente no

calculo, a topologia bem formada (sem filtro) permite a filtragem com mais eficacia.

Densidade

1
058594
Q0rF77e2
0 BEGT
O .hEEED
044448
- 033355
F Q22223
S0 11111
- 1e-06

Figura 145: Topologia formada para o problema 9, sem filtragem, para uma malha com 1250 elementos.
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Figura 146: Convergéncia da fun¢o objetivo para o problema 9, sem filtragem, para uma malha com 1250

elementos.
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Variagao da Restricao
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Figura 147: Variacio da restri¢cio para o problema 9, sem filtragem, para uma malha com 1250 elementos.

A Figura 148 mostra a topologia obtida com filtragem de raio 0,05 e ajuste de peso de

0,5. Nota-se auséncia de dispersdes quando observadas a fungao objetivo e a restrigao.

Densidade

1
055559
077778
0 66666
0.55565
0.44444

033333

022222

01111

1808

Figura 148: Topologia formada para o problema 9, com filtro de raio 0,05 (abrangéncia de 4 elementos) e

ajuste de peso 0,5, para uma malha com 1250 elementos.

A Figura 151 mostra a topologia obtida para o problema 8 utilizando-se uma malha com
4205 elementos e 4380 nds. Admitiu-se uma freqii€ncia natural limite de 2,5Hz e dois niveis de
otimizagdo, sendo o primeiro com filtragem de raio 0,04m (abrangendo 4 elementos) e ajuste de

peso 1. Utilizaram-se densidades variando entre 10% e 1 e limites moveis entre 0,008 a 0,01.
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A . -5 . . ~ ,
Adotou-se uma tolerancia de 10~ para os processos de otimizacdo. Resolveu-se também o

problema para uma freqiiéncia natural limite de 4Hz (Figura 154).

Convergéncia da Fungao Objetivo
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Figura 149: Convergéncia da funcio objetivo para o problema 9, com filtro de raio 0,05 (abrangéncia de 4

elementos) e ajuste de peso 0,5, para uma malha com 1250 elementos.
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Figura 150: Variacio da restricio para o problema 9, com filtro de raio 0,05 (abrangéncia de 4 elementos) e

ajuste de peso 0,5, para uma malha com 1250 elementos.
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Figura 151: Topologia formada na solucio do problema 8 para uma restricio de 2,5Hz. Nota-se a formacao

de reforcos sobre a estrutura basica.
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Figura 152: Convergéncia do volume para o problema 8 com restri¢cio de 2,5Hz para o primeiro modo de

vibracao.
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Figura 153: Variacao das freqiiéncias naturais para o problema 8 com restriciio de 2,5Hz.
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Figura 154: Topologia formada na solucio do problema 8 para uma restricio de 4Hz para o primeiro modo

de vibracao.
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Convergéncia da Funcao Objetivo
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Figura 155: Convergéncia da func¢io objetivo para o problema 8 com restricio de 4Hz para o primeiro modo.
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Figura 156: Variacio das freqiiéncias naturais para o problema 8 com restricio de 4Hz para o primeiro

modo de vibracao.
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Figura 157: Deformacoes dos dois primeiros modos de vibraciao para o problema de minimizag¢ao de volume

com restricao de 4Hz para o primeiro modo de vibracao.

Embora haja grande semelhanga das topologias obtidas no problema 8 (Figura 151,
principalmente) com o problema resolvido por Kikuchi [Bendsee, 1995], os métodos de solugdo
empregados sdo diferentes (homogeneizacdo para o caso do autor citado e SIMP para os
problemas resolvidos neste trabalho).

Observa-se novamente nas topologias obtidas a influéncia determinante das condi¢des de
contorno. O problema com restrigdo de freqiiéncia natural mais elevada tende a um
enrijecimento maior da base, enquanto que o problema com restricdo modal mais “amena”,

apresenta uma configuragdo de refor¢os mais comprometida com as massas concentradas.
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7.5. ALGUNS CASOS TRIDIMENSIONAIS

A titulo de ilustragcdo foram resolvidos alguns casos tridimensionais. O exemplo 10, da
Figura 28 trata do problema 3D da viga com carga na ponta (similar ao apresentado na Figura
22). Utilizaram-se como dados, o médulo de elasticidade igual a 2,1x10'"'"N/m? e coeficiente de
poisson 0,3, carga de 20.000N na extremidade da viga e uma malha de 800 elementos e 1122
ndés. Minimizou-se a flexibilidade de modo a obter uma estrutura com percentual de 50% do
volume total. Foi adotado CO com tolerancia de 10, densidades entre 10 ¢ 1, limites moveis
entre 0,08 ¢ 0,1 e tolerdncia para o processo de otimizagdo de 10°. As proximas duas figuras
ilustram a topologia obtida no terceiro nivel de otimizagao (usando-se o método da continuacao).

Foram selecionadas densidades entre 0,9 e 1.

Figura 158: Vista anterior da topologia obtida para a viga tridimensional com carga na ponta.

Figura 159: Vista posterior da topologia obtida para a viga tridimensional com carga na ponta.
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Figura 160: Convergéncia da funcio objetivo para o problema tridimensional da viga com carga na ponta.
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Figura 161: Variacio da restricio para o problema tridimensional da viga com carga na ponta.

Tabela 24: Resultados obtidos no problema 10.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteragdes
1 SIMP = 1 2,95082 54
2 SIMP =2 3,09344 44
3 SIMP =3 3,09142 8
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Resolvendo-se o problema de elementos finitos no NASTRAN para os elementos com
densidade acima de 0,9, a titulo de conferéncia, obtém-se uma flexibilidade de 3,58N.m.

O problema 11, da Figura 29, foi resolvido para uma malha de 800 elementos € 1122 nds,
utilizando-se as mesmas propriedades de material e critérios de otimizagdo empregados
anteriormente. Obteve-se uma topologia semelhante a de um perfil C, mediante a aplicagdo de

uma carga assimétrica.

Figura 162: Topologia resultante da otimizacio da estrutura do problema 11.

Convergéncia da Fungao Objetivo

3.00E+00

— 2.50E+00

2.00E+00 -,

1.50E+00 *s “oes
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Flexibilidade (N.m

5.00E-01 -

0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Iteragoes

Figura 163: Convergéncia da funcio objetivo para o problema 11.
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Variagao da Restrigao
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":% 4,00E-05
£ 3,00E05
3
g 2,00E-05 -
1,00E-05
0,00E+00 : : : :
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Figura 164: Variacio da restricio para o problema 11.
Tabela 25: Resultados obtidos no problema 11.
Nivel de Ferramenta Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteracoes
1 SIMP =1 1,36486 51
2 SIMP =2 1,38731 30
3 SIMP =3 1,3878 16

O problema 12 (caso tridimensional do problema 1) foi resolvido utilizando-se os

mesmos dados de material e critérios de otimizacao dos dois problemas anteriores. Foram

assumidos 25% de restrigdo de volume e carregamento de 40.000N. A Figura 165 mostra a

topologia obtida com densidade de corte de 0,99, para uma malha com 343 elementos e 512 nos.

Tabela 26: Resultados obtidos no problema 12, com malha de 343 elementos.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteragoes
1 SIMP =1 0,823528 36
2 SIMP =2 0,824084 13
3 SIMP =3 0,8242 3




Figura 165: Topologia obtida para o problema 12 com uma malha de 343 elementos.
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Figura 166: Convergéncia da funcio objetivo para o problema 12, com uma malha de 343 elementos.
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Figura 167: Variacio da restricio para o problema 12, com uma malha de 343 elementos.
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A Figura 168 mostra a topologia obtida no problema 12, com densidade de corte de 0,99

e malha com 1331 elementos € 1728 nos.

Figura 168: Resultado obtido para o problema 12 com malha de 1331 elementos.

Tabela 27: Resultados obtidos no problema 12, com malha de 1331 elementos.

Nivel de Ferramenta Flexibilidade | N.°de
otimizagao (N.m) iteragoes
1 SIMP =1 1,298048 35
2 SIMP =2 1,298396 19
3 SIMP =3 1,298448 2
Convergéncia da Fungao Objetivo
6.00E+00
T 5.00E+00 1
£ 4.00E+00
[}]
-c *
§ 300E+00 |
S 200E+00{ ‘.
é ’"00000000000000000000000000000000000000000000000
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0.00E+00 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60
Iteragoes

Figura 169: Convergéncia da funciio objetivo para o problema 12, com uma malha de 1331 elementos.
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Variagao da Restigao
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Figura 170: Variacao da restricao para o problema 12, com uma malha de 1331 elementos.

A Figura 171 e a Figura 172 mostram a topologia obtida para o problema 13. Nota-se a
simetria que implica em autovalores repetidos. Admitiu-se uma freqiiéncia natural limite de 2Hz
e SIMP 3. Utilizaram-se densidades variando entre 10 e 1. Adotou-se 10™ como tolerancia para

o processo de otimizagdo e uma malha com 9396 elementos e 10830 nds.

|'
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O Y LY 1 LY o LY
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|

A I O O I I O I

Figura 171: Topologia formada na solucio do problema 13 (malha de 9396 elementos e freqiiéncia natural

limite de 2Hz).
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Figura 172: Vista em corte da topologia formada na solucio do problema 13 (malha de 9396 elementos e

freqiiéncia natural limite de 2Hz).
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Figura 173: Variacio do volume para o problema 13 (malha de 9396 elementos e freqiiéncia natural limite de

2Hz).
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Figura 174: Variacio das freqiiéncia naturais do primeiro, segundo e terceiro modos de vibra¢io para o

problema 13 (malha de 9396 elementos e freqiiéncia natural limite de 2Hz).
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8. CONCLUSOES E SUGESTOES DE CONTINUIDADE

O trabalho em questdo ndo sé aborda o problema de otimizagdo, tais como a otimizacao
topoldgica propriamente dita e suas caracteristicas, mas também as ferramentas da mecanica dos
solidos utilizadas para a solucao das equacdes de equilibrio e do problema modal.

O método dos elementos finitos se mostrou bastante pratico e estdvel no que diz respeito
as solucdes mencionadas, mesmo em situacdes onde a matriz de rigidez global ¢ composta por
elementos de magnitudes bem distintas na sua diagonal principal (caracteristica dos problemas
de otimizacgao, devido aos elementos de diferentes densidades).

Quanto a otimizacdo propriamente dita, pode-se perceber com clareza a grande diferencga
de dificuldade e estabilidade entre os problemas que envolvem restricdes de flexibilidade e os
que possuem restri¢ao por freqii€ncia natural. No primeiro caso, tanto a solucao por critério de
Otimo, quanto por programagao linear apresentaram resultados satisfatorios. No segundo caso,
embora tenha sido desenvolvida apenas a ferramenta de programacao linear para a solugdo do
problema, verificou-se que a estabilidade no processo de solugdo ¢ inferior e a dificuldade na
elaboragdo do problema maior, quando comparado aos casos de flexibilidade.

Problemas de instabilidade de tabuleiro tiveram presenga na grande maioria dos
problemas estudados. As técnicas de filtragem foram bastante uteis para a minimizacdo das
instabilidades citadas, assim como se mostraram uma ecxcelente ferramenta no controle da
complexidade das geometrias formadas.

Apesar da formulacdo de otimizacao ter sido provada conceitualmente correta, o
programa desenvolvido ndo ¢ eficiente nas solu¢des dos problemas em termos de processamento.
O tratamento matricial do programa trouxe um gasto desnecessario no tempo computacional,
limitando de certa forma os problemas estudados. Embora haja na atualidade recursos
computacionais baratos e rapidos em relacdo aos encontrados em tempos anteriores, sugere-se a
elaboragdo de um programa com uma forma de alocagdo de memoria e solugdo das equagdes de
equilibrio e de autovalores mais eficientes do que o construido.

Quanto ao dominio de solugdo, propde-se a elaboragdo dos elementos de viga e
tetraédrico de quatro nos, para que uma maior variedade de estruturas possa ser modelada e
otimizada.

Possivelmente a sugestdo de continuidade mais importante seja em torno da unido dos
estudos e metodologias criados por diversos pesquisadores de forma isolada. Na industria
automotiva principalmente, os critérios de falha sdo descritos pelas empresas na forma de
normas internas, € quase sempre em termos de tensdo e freqiiéncia natural. Portanto, acredita-se

que com a elaboracdo de um programa de otimizacdo com restrigdes envolvendo ndo sé
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freqiiéncia natural, mas também tensdo, além de outras como flambagem, havera a possibilidade
de solu¢do para a maior parte dos problemas existentes, criando-se uma ferramenta robusta para
a concepgao do produto, antes mesmo dos primeiros projetos.

O estudo dos critérios de 6timo para todas as solucdes adotadas também ¢ uma boa forma
de continuidade do trabalho, pois como se viu, esse tipo de solucdo além de dar um bom
entendimento sobre os topicos trabalhados (pelo fato de necessitar uma nova elaboragdo para
cada novo estudo), proporciona também uma solu¢do mais estavel do problema.

A integragdo de forma mais amigével com os programas de CAD e elementos finitos
(para a criagdo das malhas e visualizacdo dos resultados) também ¢ um ponto a ser aprimorado

nos trabalhos futuros.
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AL APENDICE I: ELEMENTOS FINITOS UTILIZADOS (FORMULACAO)

O objetivo deste capitulo ¢ demonstrar de forma sucinta os elementos finitos utilizados

neste trabalho. Os elementos sdo escritos baseados em Selke [Selke, 1990].

Al.l.  ELEMENTO DE BARRAS

O elemento de barras pode ser deduzido de forma bastante simples (direta). Seja a barra

sob tragao da Figura 175.

7

Figura 175: Elemento de barra.

Mediante equilibrio, as for¢as nodais (P) apresentam a seguinte configuracao:
P,=-R (121)

Admitindo-se um sistema linear estatico e deformacdo unidirecional para o caso

apresentado, tem-se a relacao tensdo/deformacao apresentada da equacao (122).

o, =Ee¢, (122)
onde, da mesma forma que ja fora visto, oy ¢ a tensao na direcao x, £ ¢ o modulo de elasticidade

transversal e & ¢ a deformacao da dire¢do x. Essa deformacao, em termos do deslocamento vale:

e _du(x)_%_uz—u1

123
ST T T g (123)
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onde L ¢ comprimento da barra.

Aglutinando-se as expressoes (121), (122) e (123), tem-se:

o, =—2 Y (124)

P E(u,—u,)
R (125)
PzETA(uz—ul) (126)

As relacdes de carga estabelecidas na equagdo (121) reescrevem a expressao (126) para o

seguinte sistema de equagoes:

P, :T(uz_ul)
(127)
EA
A= 2:_7(”2 ”1)
L L
(128)
EA EA
——u,+—u =F
L L

O sistema de equagdes definido pela equacao (128) pode ser escrito na forma matricial,

como mostra a equacao (129).
} (129)

onde o primeiro termo da equagdo corresponde a matriz de rigidez do elemento e os demais

termos (vetores) ao deslocamento e carga respectivamente.
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No caso anterior, o sistema de coordenadas coincide com o eixo centroidal do elemento.
Caso o eixo centroidal do elemento ndo esteja alinhado com o eixo do sistema (Figura 176), ¢

necessario fazer uma transformacao de coordenadas.

Figura 176: Representacio da transformacio de coordenadas do elemento de barras.

O eixo s da Figura 176 possui uma rotacao de 8 em relacao ao eixo x. O deslocamento w

pode ser decomposto em duas componentes no sistema de coordenadas x-y.

w=u-cos(0)+v-sin(0) (130)

onde u corresponde a componente horizontal e v a vertical. A relagdo do deslocamento na

coordenada local com o mesmo na global, ¢ dada pela seguinte forma matricial:

ul
W, | |cos(@) sin(0) 0 0 v 131
w,| | o 0 cos(@) sin(8)||u, (131)

V)
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A forca P ¢ também decomposta nas diregdes u € v.

P_=Pcos(6) (132)
P, =Psin(6)
F, cos(0) 0
P, _ sin () 0 {Pl} (133)
, 0  cos(8)||R
0 (

oo

Da relacdo dada pela equacdo (129), cuja escrita em termos das novas coordenadas locais

¢ feita por:
I -1 P
£ .y (134)
Ll-1 1|lw[ |B
obtém-se:
cos () 0 u, A,
sin () 0 |EA[ 1 -1][cos(6) sin(6) 0 0 v P, (135)
0 cos(@)|L[-1 1 0 0  cos(@) sin(8)||lu,[ |B,
0 sin () v, B,
Que apos operagdes de multiplicacao resulta em:
cos’(6) cos(6)sin () —cos® () —cos(6)sin(0) | [y, A,
EA| cos(8)sin(6) sin” (0) —cos(0)sin(0) —sin’ () v P,
— ) . , . = (136)
L —cos’(6) —cos(6)sin(6) cos” (0) cos(0)sin(0) ||u, A,
—cos(@)sin(0)  —sin’(0) cos(6)sin(6) sin” (0) v, |8,
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AL2.  ELEMENTO TRIANGULAR DE DEFORMACOES CONSTANTES (CST)

O elemento CST (Constant Strain Triangle) ¢ dotado de um campo de tensdes e
deformacdes constantes no seu interior, o que em determinados casos, desaprova a sua

utilizagao.

Figura 177: Elemento triangular de 3 nés.

Os deslocamentos nodais do elemento sao definidos por uma func¢ao Lagrangeana, a qual

interpola os nds com o sistema de coordenadas adotado (137).

N.=ax+by+c (137)

onde a, b, ¢ representam os coeficientes da fungdo de interpolacdo e x; € y; correspondem as
coordenadas dos nos do elemento.

Seja aplicado um deslocamento unitario nos nds do elemento, conforme demonstra a
Figura 178. A matriz de coeficientes que interpola o elemento ¢ definida pelo deslocamento

unitario aplicado ciclicamente em todos os nos (138).

N.(x,y)=1 [N(x,»)=0 |N,(x,y)=0
N.(x,,y,)=0..9N,(x,,y,)=1..¢N.(x,,y,)=0 (138)
Ni(x3’y3):0 M(x3:y3):() Nl.(x3,y3):1
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Figura 178: Deslocamento unitario aplicado no primeiro né do elemento.

Os deslocamentos no sistema de coordenadas sdo entdo aproximados pelas fungdes de

interpolagdo obtidas (139).

u, = Nu, +Nyu,+Nu,,

(139)
+ Nzuy2 + N3uy3

yx = Nluyl
Assim, as deformacdes podem ser obtidas pelas derivadas das fungdes de interpolacao

dos elementos, como observa-se na equacao (140).

e Oy Py Py (140)
ox  ox ox

onde dN, /dx corresponde a derivada da fungdo de interpolagdo do elemento no né i.

A matriz das derivadas das func¢des de interpolagdo ¢ denominada “matriz B”, e relaciona

os deslocamentos do elemento com suas respectivas deformagdes (141).

€=Bu (141)

Colocando a equagdo (141) na forma matricial, tem-se:
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W, W o |

ox ox ox Ui
e |l o WMo W N e (142)
2” dy dy | |u,;
“1 lon, on, AN, oN, N, ON, ||u,

| dy ox dy ox dy  Ox | U

Utilizando o conceito empregado para definir o método dos elemento finitos (23) e

ignorando as forgas de corpo, tem-se:

j &' CedA - j u’ BCSedA =0 (143)
A A

de = Bou (144)

Substituindo-se (144) em (143) e analisando-se o termo correspondente ao trabalho

virtual de deformacao, tem-se:

Ju! B' CBSudA (145)
A -
u' [ B! CBoudA (146)
i
onde
K= [B CBdA (147)
i

A area ¢ determinada pelo determinante da matriz que envolve as coordenadas do

elemento (148).

1 x y
= X
24=|1 x, », (148)

1 x »
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AL3. ELEMENTO QUADRILATERO BILINEAR ISOPARAMETRICO

Os elementos quadrangulares de quatro nos (Figura 179), com formulacdo bilinear

isoparamétrica, possuem um desempenho superior aos elementos de deformacdo constantes

apresentados anteriormente.

(g5 2, )

3
5" (x50 3 ) ;

4 i 3

L .

-1 ]

by
d
If/xj:}’;) p
> . ]
(%, 3,) ! -1

Figura 179: Elemento bilinear isoparamétrico.

Admitindo-se um deslocamento unitdrio nos nés do elemento, conforme Figura 180,

definem-se as funcdes de interpolacgdo.

N, =4 (1=5)(1-1)
N, =L (1+5)(1-

Lres)(-0) »
N3:i(l+s)(1+t)

1

Ny = (1-5)(1+1)

Os deslocamentos sdo dados em termos das fung¢des de interpolagdo, assim como no caso
anterior (CST).

) (150)



Figura 180: Deslocamento unitirio aplicado no primeiro noé.
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Da mesma forma, as deformacdes sdo escritas pelas derivadas das fungdes de

interpolagao.

N, o W W, AN,
ox ox ox ox
"" oN oN. ON oN
— 0 1 0 2 0 3 0 4
?y dy dy dy dy
o1 |aN, oN, N, AN, ON, 9N, AN, aN,
| dy ox dy ox dy ox dy ox

x1
vl

ux2

y2
ux3
y3
x4

y4

(151)

(152)

Entretanto, a matriz B, das derivadas das func¢des de interpolacdo deve ser obtida em

relacdo ao sistema de coordenadas original. Utilizando-se as hipoteses de variacdo de x e y com s

e t através das fungdes de interpolacao
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x(s,t)=xN, +x,N, +x,N, +x,N, (153
y(S’t):lel +y,N, + y;N; + y, N,

tem-se:

Pela regra da cadeia:

an,
ox

an,
dy

(s,1)

(5.1)

(154)

N, dS ON. dt

ds dx Ot ox
N, dS ON. dt

__+__

ds dy

(155)

(156)

Colocando as equagdes (155) e (156) na forma matricial

oN
os
oN
o

oN
ox
oON
E

ox
0s
ox
ot

(157)

obtém-se a matriz jacobiana de transformacao, que ¢ definida por:

I~

ox
Os
ox
ot

[
ds
[
ot

(158)
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Com a inversa da matriz jacobiana ¢ possivel obter as derivadas das funcdes de

interpolacdo e montar a matriz B. A matriz de rigidez do elemento ¢ dada por:

K= | B CBdA

A

A érea do elemento ¢ obtida pelo determinante da matriz jacobiana (160).

M_axay ox dy

=" 9s ot ot s

Al4. ELEMENTO HEXAEDRICO TRILINEAR ISOPARAMETRICO

(159)

(160)

A formulacdo do elemento hexaédrico de 8 nos ¢ semelhante ao apresentado para o

elemento quadrangular isoparamétrico, porém com uma dimensdo a mais, como mostra a Figura

181.

(-11-1] [LL-1]4

(-1,1,1) (L11]

[_L_L_ﬁ (1,-1,-1]

(-1,-11)

5r/

(1,-1,1]
&

Figura 181: Elemento hexaédrico de 8 nos.



onde:

As fungdes de interpolagdo do elemento sdo:

N, =(1=5)(1=1)(1-r)
N, =%(l+s)(l—t)(1—r)
N3:%(1—s)(1+t)(l—r)
N4=%(l+s)(l+t)(l—r)
N, =%(l—s)(1—t)(l+r)

N6:%(1+s)(1—t)(l+r)
N7=%(1—s)(l+t)(1+r)

N, =< (1+5)(1+)(1+7)

wy
gZZ
E =
- | 2e,
2e,,
2%
ou, ou, du,
o = 2gxz = +—
ox dz  ox
ou ou
w = - 28))2 =—= +a£
dy dz  dy
Ju ) ou..
- : 2, = P
oz Yody  ox

Adequando a formulacgao ja apresentada do problema (151), tem-se:

(161)

(162)

(163)
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A matriz Jacobiana ¢ dada por:

J3x3

ax
s
ox
ot
ox
o

x1
1
zl

uxZ

y2

uzZ

ux8

»8

qu

0z
s
0z
o
0z
or |
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(164)

(165)

A matriz B e a matriz de rigidez do elemento sao formadas respectivamente por:

N,
ox
0

AN,
dy

oN,
0z
oN,
ox

oN,
0z
oN,
ox
oN,
dy

oN,
ox

0

oN,
0z

AN,
dy

ox

oN.
O 8
ox
0 0
oN, 0
0z
oN, | "|ON,
ox 0z
oN,
0
ay
0 ON,
dy

K= [B'CBdV

Vv

oN,
dy

oN,
0z
ON,
ox

(166)

(167)
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AIL. APENDICE II: DETALHES DO PROGRAMA IMPLEMENTADO

A linguagem usada para a escrita do programa foi o C++, compilado em plataforma intel,
nos sistemas operacionais Windows NT 4.0 e LINUX.

O programa desenvolvido, conforme visto no CAPITULO 6.4 (IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL), se divide basicamente em trés grandes blocos:

e Entrada e saida de dados;

e (élculo por elementos finitos;

e (Calculo de otimizagao estrutural.

AIL1l. ENTRADA E SAIDA DE DADOS

A estrutura do arquivo de entrada ¢ semelhante as utilizadas nos programas de elementos
finitos convencionais. Sua escrita pode ser feita manualmente para qualquer tipo de malha ou
analise, pois o arquivo ¢ do formato de texto. Porém, para grandes malhas, ¢ invidvel o processo
manual. Portanto, foram criados dois outros programas para a conversao de arquivos que contém
malhas dos softwares MSC.Patran e GID, conforme observa-se no esquema da Figura 182.

Os arquivos de entrada oriundos do Patran possuem informacdes de malha, carga e
condi¢des de contorno, enquanto que os convertidos do GID contemplam apenas dados de
malha.

Da mesma forma que a leitura de dados, a escrita (interpretacdo dos resultados com
codigos de cores) pode ser feita nos mesmos programas citados. Os dados de resposta que
permitem visualizacdo com codigos de cores podem também ser visualizados no esquema da

Figura 182.

SATDA DE DADOS
ENTRADA DE DADOS CALCULOS - Argquiveos de texto com
_ nformacdes gerais
el - MEF ; ﬂf o ng ELS
- Via Fatran L Fguivos D05, |
- Vg (D - Otimizagdo para serem visualizados no Patran
- Argquives flavia. DAT & flavia. RES

para serem visualizados na D

Figura 182: Esquema de gerenciamento de dados do programa e alguns arquivos gerados.



AIL2. ESQUEMA DOS CALCULOS EMPREGADOS

As possiveis solugdes do programa sao:

analise linear estatica;

calculo modal;

otimizagao topoldgica.
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As figuras a seguir demonstram, de forma esquematica, as rotinas de funcionamento do

programa.

Figura 183: Esquema geral de funcionamento do programa e alguns arquivos gerados.

Entrada de Dados
“Arquivo.dat”
- Entrada manual
-Entrada via Patran
- Entrada via GID

'

Calulos:
- MEF
- Modal
- Otimizagdo

'

-

Saida de Dados
- arquivo.r01 (informa os dados de entrada
apos solugdo do problema)
- arquivo.r02 (informa a matriz de rigidez,
cargas e condi¢des de contorno)

- arquivo.rsl — arquivo de resultados na forma de texto
- arquivo.flavia.dat (dados da malha para a
visualiza¢ao no GID)

- arquivo.flavia.res (resultados para a
visualizacao no GID)

- arquivo.dis (dados de deslocamentos
para o Patran)

- arquivo.els (dados no centro do elemento,
como tensdo ¢ densidade)

- arquivo.con (dados gerais de convergéncia
para as analises de otimizacao);

- conv.txt (dados somente com informacgdes da fungao
objetivo e restricdes — analises de otimizagdo);
Ip.in/lp.out — criados durante o processo de otimizagao
usando LP

J/




Montagem da matriz de
rigidez
- formagao da matriz de
rigidez para cada
elemento;
- posicionamento.

v

Montagem do vetor de
cargas

l

Aplica¢ao das condigoes
de contorno

'

Soluc¢io do sistema de
Equacoes (Gauss)

~

J

Figura 184: Solucio linear estatica pelo método dos elementos finitos.

Montagem da matriz de
rigidez
- formacgao da matriz de

rigidez e massa para cada

elemento;
- posicionamento
conforme
conectividade.

v

Aplicacao das condicoes
de contorno

'

Solucao do sistema de
equacoes
- Jacobi;
- Pacote EISPACK

Figura 185: Solu¢ao modal.
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Inicializacido das
variaveis
- Entrada de dados ou
- Novo lago de otimizacao

l

MEF
- Analise Linear Estatica
- Analise Modal

Otimizacao
-CO
-LP

Convergiu?

Figura 186: Esquema empregado na otimizacio.
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Calculo das derivadas

'

Linearizacio
- Fungdo Objetivo
- Restrigoes

'

Calculo dos limites moveis

l

Filtragem (FEPM)

'

Programacao Linear
“Pacote LAPACK”

'

Novo calculo de densidades

Figura 187: Detalhamento do processo de LP comentado na Figura 186.
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[ Calculo das derivadas J

l

Calculo dos limites moveis

[ Filtragem (FEPM) ]

l

Método da Bisseccao

l

Novo calculo de densidades

Figura 188: Detalhamento do processo de CO comentado na Figura 186.
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»[ Elem=1..Nelem ]

Verifica¢oes Iniciais
fc. objetivo[lago 1]
fc. objetivo[lago i-1]
fc. objetivo[lago i-2]

l

Calcula:
diferencal= fc¢. objetivo[lago i]- f¢. objetivo[laco i-1]
diferenga2= f¢. objetivo[lago i-1]- f¢. objetivo[lago i-2]
sinal=diferengal *diferenca2

diferenca 1 e 2<0

A 4
[ Limite = Limite*(0.95 ] [ Limite = Limite*1.05 ]

v

Verifica Limites
[ (Maximo e Minimo)

Figura 189: Esquema de alteracio dos limites mdveis para problemas de minimizacao.
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> Elemento=1..Nelem
vizinho=1
4 ¢ N\
p»| Candidato_v=1..Nelem
\§ ¢ J
Calcula:

dx = centroide[ Elemento][ 1]-centroide[ Candidato v][1]
dy = centroide[Elemento][2]-centroide[ Candidato v][2]
dz = centrdide[ Elemento][3]-centréide[ Candidato v][3]

l

‘ Distdncia = \/dx2 +dy’ +dz’ ’

Distancia<=raio? SIM

Continua Vizinhos|[Elemento][vizinho]=Candidato_v

vizinho++

Candidato_v=Nelem?

SIM

Figura 190: Determinacgio da vizinhanca.



Inicializacao:
b=densidades
c=d=cont=0

v

4{ i=1..Nelem ]

v

4{ j=1..Max Vizinhos ]

[ Elem=vizinhos]i] [j] j

Elem=0
Elem<=Nelem
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Calcula:
dx = centroide| Elem][1] — centroide[i][1]

dy = centroide| Elem][2] — centroide[i][2]
dz = centroide| Elem][3] — centroide[i][3]
raio = \/dx2 +dy’ +dz°

¢ =c+(b[ Elemento]*vol[ Elemento])

d =d +vol[ Elemento]

peso = peso+((raio _busca —raio)/(raio _busca))

NAO SIM
cont++
| /
NAO SIM
b[i]=b[i] peso_médio=ajuste peso*(peso/cont)
b[i]=(b[i]*vol[i]*+peso_médio*c)/(peso_médio*d+vol[i])
|
[ Verifica Limites J
c=d=0
peso=peso_médio=0
cont=0

v

< Densidades=b )

Figura 191: FEPM
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AIIL. APENDICE III: O METODO DE JACOBI

AIIL1. SOLUCAO STANDARD

Considerando-se o problema modal com matriz de massa igual a matriz identidade, tem-

se um problema simplificado (Standard) de autovalores e autovetores [Bathe, 1996].

Ko =¢ (168)
M=1I (169)

A matriz K da expressdo (168) devera ser recalculada a cada passo k de iteragdo, segundo

equagoes (170) e (171).

Ky, = PkTKkPk (170)

PP =1 (171)

onde Pj sdo matrizes selecionadas de modo que os elementos fora da diagonal assumam valor

nulo.

cos(0)

sin(6)

—sin(6)

cos(0)

(172)

A selecao de 6 da equacao (172) ¢ feita de modo que os termos fora da diagonal se

anulem, segundo as regras propostas pela equagdes (173) e (174).
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tan(20) =——~——, para k" # k¥ (173)

0= %, para k) = k' (174)

O procedimento do método consiste em rotacionar o sistema até diagonalizar
completamente a matriz K, varrendo i e j de 1 até o nimero maximo de termos da matriz, sendo
que a cada termo de i compete um lago completo de ;.

A convergéncia ¢ dita suficiente quando sdo obedecidos critérios como os descritos nas

equagoes (175) e (176).

i E—— S ) (175)

—__ <10 (176)
(141) 7.(1+1)
KOk

u

onde / corresponde ao passo de iteracdo anterior e s ao expoente usado no critério de
convergéncia (geralmente utiliza-se s = 12).

As matrizes de autovalores e autovetores serdo respectivamente 4 e ¢, onde cada termo
da diagonal principal da matriz de autovalores (4,) corresponde a uma coluna da matriz de

autovetores ¢, .

A=P!-..P"K-P-...P, (177)

¢=Hh-.... b, (178)

AlIL2. SOLUCAO GENERALIZADA

Diferentemente do problema standard analisado anteriormente, tem-se no método de
Jacobi generalizado a presenga de uma matriz de massa diferente da matriz identidade [Bathe,

1996].
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Ko=AM¢ (179)
M=#I (130)

A equagao (172) para o método generalizado passa a ser:

P = (181)

onde ¢ ¢ y sdo fungdes dos elementos £, k', k&', m, m e m'; das matrizes de rigidez
e de massa.

Realizando-se as operac¢des de multiplicagao
PIK.P, (182)

PIM,P, (183)

¢ usando as condi¢des que determinam que k" ¢ m"

;  devem ser iguais a zero, obtém-se as

seguintes relacdes:

ok +(1+ay)k + vkl =0 (184)
€
am +(1+oy)m” +ym' =0 (185)

SC
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(k) (k) (k)
kii — kji — klfi
(k) (k) (k)
i g My

(186)

m m

A equagdes (184), (185) e (186) demonstram que as submatrizes sdo multiplos escalares,
obtendo-se a solugdo trivial quando =0 e y=—k;" / k' . Em geral, para resolver-se o ¢ y

das equagoes (184) e (185) sao definidos:

—(k)

_ 0 () () (k)

kii —kl-l- ml.j —m; kl.j

7® (k) (k) 7, (k)

k]j :kjj mlj —mjj kij (187)
113

—(k)
_ (k) (k) _ _ (k)p (k)
k' =k, m; —m; k.

- (k)

o=k (188)
X
— (k)
y:—’l (189)
X

Os valores de x sao obtidos utilizando-se a expressao (190).

—(k) =0 )?

x =max| abs| —* Lo + Pk (190)
2 2 u J

Como as relagcdes de & e ¥ sdo construidas de modo que M seja uma matriz positivo-

definida, o valor da raiz da equagdo (190) deve ser maior que zero e x deve ter sempre valor nao-

nulo.

=) \?

+kVk >0 (191)

Os critérios de convergéncia para o método generalizado sdo em geral escritos ndo s6 em
funcdo dos termos da matriz em estudo (no caso anterior, apenas matriz de rigidez), mas sim, dos

autovalores e das matrizes de rigidez e de massa. Assim, tém-se:
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(I+1) )
-]

k"
) _ i
A0 = (193)
PRGN
7+ _ i
ﬂi - m_(_1+1) (194)

un

k_(_1+1)2
g <107 (195)
ii p/j
m_(_z+1)2
— <107 196
m;(;m) m;jz_ﬂ) ( )

Apo6s obtida a diagonalizacdo das matrizes de massa e rigidez, os autovalores e

validos para todo i,j, tal que i<j.

autovetores podem ser calculados respectivamente pelas expressoes (197) e (198), obedecendo

assim a normaliza¢do estabelecida na anélise de sensibilidade dada pelas equacdes (93) e (94).

) K1+1
A =diag (Wj (197)

, 1
(D:Pl-...-PN-dlag(\/Wj (198)
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AIV. APENDICE IV: O METODO DE LANCZOS

AIV.1. ELABORACAO DO PROBLEMA

O método de Lanczos esta fundamentado na transformagdo do problema generalizado de
autovalores (179) em um problema Standard (168) de matriz tridiagonal [Bathe, 1996].

Arbitrando-se um vetor x; normalizado pela massa

x My, =1 (199)

e gerando uma seqiiéncia de vetores ortogonais, tem-se:

x! Mx, | =0;x Mx, =1;i=2,3,... (200)

Assumindo-se uma seqiiéncia de vetores acima do i onde objetiva-se encontrar o vetor

i+1, obtém-se uma expressao de x;+; acompanhada dos dois vetores anteriores.

X, =K Mx —oax. —p._x._;i=2,3,...
71+11+l KlMl i i—-17%i-1 23 201

Os coeficientes «; e ., da expressdo (201) sdo determinados de modo a obedecer-se a

relacdo de ortogonalidade definida pelas equagdes (199) e (200):
x! Mx,,, = 0;x] Mx,,, =0;x], Mx,, =1 (202)
Multiplicando-se ambos os lados da equagdo (201) por x/ M obtém-se a relagio para « :

o, = x" MK "' Mx, (203)

Da mesma forma, a expressdo para f, , ¢ obtida pela multiplicagdo de ambos os lados da

expressdo (201) por x/ M :

B, =x MK Mx, (204)
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Em funcdo da propriedade de simetria das matrizes de rigidez e massa, a equagdo (204)

pode ser escrita como:

B, =x MK 'Mx,_ (205)

O coeficiente ¥ da expressdo (201) pode ser obtido por manipulagdes das equagdes

anteriores. Da expressdo (201), tem-se:

K_IMXH =SV T Xt PX (206)

Substituindo a equagao (206) em (205), obtém-se:

B = xiTM (%’xi +o X, + i—2xi—2)

Bi.=7 (207)

Substituindo-se (207) em (201), tém-se as relagdes da expressao (208).

K'Mx, = Bx,, +ax,+ f._x,_;i=2,3,... (208)

i+l

As “n” equacgdes geradas pela seqiliéncia da expressao (208) podem ser escritas como:

o B 0
B o, B
0
K™'M (x,,%y,.0s%, ) = (X, %5500, X, ) po +(0,...,0, 8,x,,,) (209)
an—l ﬂnfl
ﬁn—l an_

ou na forma matricial:

K'MX=XT+S (210)
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onde:

X =(x,%,...,%,)

S =(0,..,0,5,x,.,)

o B 0
B o, B
0 o, ..
T: ﬁz 3 (211)
a’/n—l ﬂn—l
ﬁn—l an

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo (210) por X' M , tem-se:

XTMK'MX = X" MXT
X'MK'MX =T (212)

Reagrupando a expressdo do problema modal

Ko=AM¢

K'Mg=—9

MK'M¢= %M(/)

e definindo-se os autovetores do problema original como:
Oo=Xy (213)

obtém-se:
MKIMle:%MXl// (214)

A multiplicagio de ambos os termos da equagdo (214) por X’
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X"MK'MXy = %(XTMX)I// (215)
Ty =1 (216)
v="v

resulta no problema modal standard para uma matriz tridiagonal 7" (216), cujos coeficientes sao
obtidos pelas expressodes (203), (205) e (208). Os autovetores do problema generalizado podem
ser obtidos pela equagdo (213).

Organizando-se as equagoes (203), (205) e (208)

y, =K 'Mx, (217)
=X My, = y] Mx, (218)
z=Bx, =y —ox,—B_x_ (219)

obtém-se as expressdes necessarias para a determinagao dos coeficientes da matriz “7”.

T

B = x;, MK?lMxi = xilMyi = yiTMxi+1 =4 M
5

i+1 i

B =~y Mz, (220)

AIV.2. ALGORITMO DE SOLUCAO

A solucao do problema original de autovalores ¢ dada a partir da solu¢do do problema
modal standard da matriz tridiagonal T.

Admitem-se os seguintes valores iniciais:

A obtencdo dos coeficientes da referida matriz tridiagonal 7 ¢ feita pela seguinte

seqiiéncia de operagoes:



. resolve-se y, (217);
. calcula-se ¢, (218);
. determina-se z, (219);

. calcula-se S (220);

. calcula-se entdo o valor de x,,, (221).

X =

Zi
i+ EI

(221)
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