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RESUMO

O conceito de parcialidade é importante em diversas areas como a Matematica
e a Ciéncia da Computacao; ele pode ser utilizado, por exemplo, para expressar
computacoes que nao terminam e para definir fungoes recursivas parciais. Com
relacdo a grafos, categorias de homomorfismos parciais sdo comuns (por exemplo,
em graméaticas de grafos com a técnica de single-pushout). Este trabalho propoe
uma abordagem diferente: a parcialidade ¢ usada na estrutura interna dos objetos
(nao nos morfismos). Isto ¢é feito utilizando uma extensao do conceito de Categoria
das Setas, chamada de Categoria das Setas Parciais. E definida entdo a catego-
ria Gr, de grafos parciais (tais que arcos podem possuir ou nao vértices de origem
e/ou destino) e homomorfismos totais. A generalizagdo deste modelo resulta em
categorias de grafos parciais internos. E mostrado que Gr, é bicompleta e, se C é
um topos, a categoria dos grafos parciais internos a C é cocompleta. Grafos parci-
ais podem ser utilizados para definir modelos computacionais tais como automatos.
Uma categoria de Automatos Parciais, denominada Aut,, é construida a partir da
categoria de Grafos Parciais. Usando uma extensao de composicao de spans de
grafos para automatos, chamada de Composicao de Transigoes, é possivel definir
as computacgoes de automatos. Brevemente, uma composicao de transicoes de dois
automatos parciais resulta em um automato parcial onde cada transicao representa
um caminho de tamanho dois (entre vértices), tal que a primeira metade é uma
transicao do primeiro automato e a segunda metade é uma transicao do segundo. E
possivel compor um automato consigo mesmo diversas vezes; no caso de n sucessi-
vas composicoes de transigoes, pode-se obter as palavras da linguagem aceita pelo
automato que necessitam de n+ 1 passos de computagao nos arcos que nao possuem
origem e nem destino definidos do automato parcial resultante.

Palavras-chave: Grafos parciais, modelos categoriais, teoria dos automatos, grafos
parciais internos.






Categories of Partial Graphs with Total Homomorphims: Theory and
Applications

ABSTRACT

The concept of partiality is important in several areas such as Mathematics and
Computer Science; for example, it can be used to express computations that don’t
terminate, to define partial recursive functions. In the context of graphs, categories
of partial graphs homomorphisms are usual (for instance, graph grammars with
single-pushout approach). This work proposes a different approach: partiality is
used in the internal structure of objects (not in the morphisms). This is done using a
extension of the concept of Comma Categories, named Partial Comma Category. We
define the category Gr), of partial graphs (arcs with or without source/target nodes)
and total morphisms. The generalization of the framework results in categories of
internal partial graphs. We show that Gr, is bicomplete and, if C is a topos, the
category of internal partial graphs of C is cocomplete. Partial graphs can be used to
define computational models like automata. A category of Partial Automata, named
Aut,, is constructed over the category of Partial Graphs. Using an extension of Span
Conposition of graphs to automata, named Composition of Transitions, is possible
to define the computations of automata. Briefly, a composition of transitions of two
partial automata results in a partial automata where each edge represents a path
of lenght two (between nodes), which first half is some edge of the first automaton
and which second half is some edge of the second one. It is possible to compose the
same automaton with itself several times; in the case of n successive compositions of
transitions, we can obtain all the words of its accepted language whose needs n + 1
steps of computation in the arcs of the partial automaton that don’t have source
neither target.

Keywords: partial graphs,categorical models, automata theory, internal partial
graph.






1 INTRODUCAO

1.1 Parcialidade e Morfismos Parciais

Parcialidade é um conceito extremamente usual em diversas areas do conheci-
mento. Dentro da Matematica e da Ciéncia da Computacao podemos visualizar
este conceito em diversas situacoes. A representacao numérica dos computadores,
composta de seqiiencias de bits, na realidade simula apenas parte do que se deseja
quando se representa, por exemplo, o conjunto dos numeros reais. A Maquina de
Turing em sua fungao programa, é definida como uma funcao parcial, as Fungoes
Turing-Computédveis nada mais sdo do que as Fungoes Recursivas Parciais (DIVE-
RIO; MENEZES, 1999) (sendo que é justamente o fato deste tipo de fungao ser
parcial que a torna um modelo com o mesmo poder computacional que a Maquina
de Turing). Uma simples operagao de divisao é definida parcialmente sobre o con-
junto dos numeros racionais. Em geral, a nocao de composicao é parcial, como
em composicao de fungoes, de relagoes e, em especial, na definicio de categoria
tem-se que a composicao é uma operacao parcial sobre a colecao de morfismos. Se-
gundo (MOGGI, 1988a), fungoes parciais aparecem naturalmente em vérias teorias
matematicas relevantes a Ciéncia da Computacao, tais como algebra e teoria dos
dominios. Em &lgebra, funcoes parciais ocorrem em relacao a algebras parciais, e
(em especificagao algébrica) sao utilizadas para modelar operagoes que podem cau-
sar uma excecao abortiva, ou em conexao com “equivaléncia comportamental”. Na
teoria dos dominios, fungoes parciais sao modificadas como fungoes continuas totais
entre espacos de elementos parciais.

A Teoria das Categorias vem se tornando uma ferramenta 1util para a forma-
lizacao de conceitos abstratos facilitando a construgao de provas e a investigacao
de propriedades em diversas areas, como por exemplo semantica e teoria dos tipos.
Construgoes universais, como limites e adjungoes, com relagao a composicionalidade
de sistemas, tém interpretagoes tuteis. Dentro da Matematica tradicional existem
diversos estudos sobre parcialidade, porém em estudos tipicamente categoriais o
volume de trabalhos é menor.

Dentro da Teoria das Categorias a noc¢ao de parcialidade ¢ dada pelo conceito de
morfismo parcial, que pode ser visto como a generalizacao de funcao parcial. Além
disso, segundo (ASPERTT; LONGO, 1991), a principal conexao metodoldgica entre
Teoria das Categorias e Teoria de Linguagens de Programacao é o fato de que ambas
sao essencialmente “teorias de fungoes”.

Foram encontrados diversos artigos relacionados ao estudo de morfismos par-
ciais e de aplicagoes. Di Paola e Heller (PAOLA; HELLER, 1987) apresentaram
“Dominical Categories”, em um estudo abstrato da teoria da recursao, capturando



axiomaticamente a idéia de uma categoria de morfismos parciais. Também, Plotkin
(PLOTKIN, Stanford: C.S.L.I. Summer School, 1985) descreveu porque as fungoes
continuas de Scott entre ordens parciais completas sao parciais e utilizou categorias
parciais para fins da semantica denotacional. Robinson e Rosolini (ROBINSON;
ROSOLINI, 1988) descrevem algumas aproximagoes para formalizar o conceito de
categorias de morfismos parciais. Enquanto que Fiore em sua tese de doutorado
(FIORE, 1994) estuda Teoria Axiomética de Dominios em categorias de morfismos
parciais, mostrando que, uma vez que parcialidade é dada como uma primitiva, é
possivel derivar uma nogao de aproximagao.

Morfismos Parciais foram relacionados com a Teoria dos Topos, Rosolini (RO-
SOLINI, 1986), em sua tese de doutorado “Continuity and Effectiveness in Topoi”,
baseia-se que a teoria da recursao além de concentrar a idéia de “computacao” deve
também representar a “efetividade”, geralmente descartada, embora sabendo que
qualquer computacao mecanizavel seja efetiva. Argumenta também que é necessario
representar as possibilidades de falhas, ou seja, uma computacao deve divergir para
alguma entrada. Portanto, a teoria também deve incluir a nocao de parcialidade. De-
fende que no tratamento de computacoes é conveniente e instrutivo ter uma atitude
intuicionista e por isso, a aproximacao feita utiliza a teoria dos topos, pois acredita
ser a melhor ligacdo entre teoria das categorias e intuicionismo. Além disso, todo
objeto em um topos possui uma seta parcial classificadora, isto é, em um topos todos
morfismos parciais sao representaveis (GOLDBLATT, 1983). A linguagem interna
de um topos para setas parciais é estendida em (PHOA, 1992). Embora elas nao
aparecam explicitamente na linguagem, afirma que é seguro argumentar sobre elas,
uma vez que podem ser definidas na linguagem de forma natural.

Em Barry Jay (JAY, 1990), tem-se que setas parciais sao naturalmente ordenadas
de acordo com sua “extensao” de definicao e que construgoes sobre morfismos par-
ciais deveriam preservar esta ordem, isto €, se os componentes ou médulos em uma
construgao (por exemplo, pareamento ou composi¢ao) “tornam-se mais definidos”,
entao a construgao também “se torna mais definida”. O artigo trata do Principio
da Modularidade e argumenta que, para tal, setas parciais devem ser vistas como
morfismos de uma categoria ordenada e que a teoria dos limites deve ser vista neste
contexto (a teoria dos limites ¢ inadequada para categorias ordenadas, desde que
mesmo se os limites usuais existem, suas construgoes irdo violar esta ordem).

Segundo (MOGGI, 1988b) o propdsito da semantica de linguagens de programagao
¢ caracterizar tipos de dados (e fungoes sobre estes) de forma independente a qual-
quer mecanismo de representacao e devido a isto utiliza-se com frequéncia uma
abordagem categorial através de propriedades universais. Porém o conceito de par-
cialidade muitas vezes ¢ ignorado no contexto categorial e, portanto, neste artigo é
dada a nocao de Categoria Cartesiana Fechada Parcial (CCFP) utilizada para cons-
truir tipos de dados parciais, ou seja, tipos de dados que contenham mapeamentos
parciais, assim como (MULRY, 1992, 1994), porém este 1ltimo d4 énfase nao tanto
a morfismos parciais, mas em setas parciais classificadoras.

1.2 Grafos e Grafos Parciais

A estrutura de grafos tem uso em diversas areas dentro da Ciéncia da Com-
putagao: podem ser usados como tipos abstratos de dados, no estudo de Redes
de Computadores para determinar rotas de transmissao de pacotes, no estudo de



modelos de sistemas e composicao entre estes, etc. Deste tltimo tépico pode-se
citar diversos modelos baseados em grafos como, por exemplo, autématos (HOP-
CROFT, 1979; ADAMEK; TRNKOVA, 1990), Redes de Petri (PETERSON, 1981;
MESEGUER; MONTANARI, 1990; MENEZES, 2000), automatos nao-sequénciais
(MENEZES, 1997).

Com relacao a sistemas baseados em grafos e parcialidade grande parte dos traba-
lhos relacionados utilizam a parcialidade nos morfismos da categoria de grafos, como
é o caso em (KENNAWAY, 1991), que utiliza morfismos parciais em uma categoria
de grafos (totais) para a reescrita destes ser por meio da técnica de single pushout.
Em (KORFF, 1992, 1993) define-se grafos onde as operagoes de origem e destino
das arestas sao relagoes, mas restringe-se a somente relagoes totais. Neste traba-
lho também sao usados homomorfismos parciais de grafos (e neste caso estruturas
algébricas mais elaboradas) para tratar do single pushout.

Como dito anteriormente, Redes de Petri podem ser consideradas estruturas
baseadas em grafos. Em (MENEZES, 2000, 1998) tem-se uma categoria de Redes
de Petri parciais com homomorfismos parciais que satisfaz a composicionalidade
diagonal com relagao a composicao paralela e a reificagao. Estas Redes de Petri
parciais sao definidas sobre categoria de grafos estruturados e “transi¢oes parciais”
sao interpretadas como fontes e/ou sumidouros.

Neste trabalho a parcialidade foi utilizada nao nos morfismos da categoria, mas
na estrutura interna dos objetos desta, resultando em Grafos Parciais. O termo
“grafo parcial” é encontrado frequentemente na literatura no sentido de um subgrafo
com todos os vértices do grafo original (PREPARATA; YEH, 1973), porém o sentido
que se empregara aqui é o de grafos com funcao de origem e destino parciais. Esse
sentido ja fora anteriormente definido em (SCHMIDT; STROHLEIN, 1993), pagina
83. Em (SCHMIDT, 1981a,b) grafos parciais foram utilizados para controle de fluxo
de programas, porém os homomorfismos destes grafos sao definidos através de uma
relacao de continéncia entre relacgoes, diferentemente dos homomorfismos tratados
aqui.

1.3 Trabalho Correlato

O presente trabalho tem forte relagao com o trabalho desenvolvido pelo mes-
trando Marnes Augusto Hoff dentro do mesmo grupo de pesquisa e também sob
orientacao do professor Paulo Blauth Menezes. Enquanto que este trabalho parte
da estrutura de morfismos parciais, a dissertagao “Grafos Internos e Multirrelagoes
como “Spans” — Propriedades e Composicionalidade” tem foco em spans, que sao
pares de morfismos mais gerais do que os morfismos parciais (de fato, um morfismo
parcial é um tipo especifico de span). Ambos os trabalhos tratam sobre a compo-
sicionalidade de spans empregada em estruturas como grafos e automatos, porém
com enfoques diferenciados. Aqui, a composicionalidade de spans sera utilizada
para definir computacoes em Automatos Parciais: estrutura esta definida ao longo
da dissertacao.

1.4 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo definir, através de modelos categoriais, uma
estrutura de grafos que tenham parcialidade em sua estrutura interna e apresentar



aplicagoes desta. Dentre os objetivos especificos, podemos dividi-los em dois grupos:

Teoria — resultados tedricos a serem alcancados.

e Encontrar ou desenvolver resultados com relacao a categorias de morfis-
mos parciais necessarios ao desenvolvimento do objetivo principal;

e Investigar um modo de construcao de categorias com estruturas parciais
nos objetos tendo em vista heranca de resultados;

e Instanciar a construcao do item anterior para definir uma Categoria de
Grafos Parciais com Homomorfismos Totais;

e Investigar propriedades desta categoria, como bicompletude.

Aplicagoes — aplicacgoes dos resultados anteriores no contexto da Ciéncia da Com-
putacao.

e Definir Grafos Parciais Internos;

e Mostrar interpretacoes computacionais de operagoes de limites e colimites
da categoria de Grafos Parciais;

e Utilizar a categoria de Grafos Parciais para definir uma categoria de
Automatos Parciais herdando propriedades;

e Utilizar composicao de spans (como em (HOFF; ROGGIA; MENEZES,
2004)) para dar semantica a estes.

1.5 Organizacao do Texto

No préximo capitulo desse documento sao abordados morfismos parciais: con-
ceito, exemplos, propriedades e aplicacoes. O conceito de morfismo parcial foi o
ponto de partida da pesquisa documentada aqui e a partir dele pode-se definir as
estruturas parciais abordadas no texto. O capitulo 3 é a respeito de Categoria das
Setas: definicao e propriedades e a proposicao de uma extensao desse conceito para
utilizar parcialidade. Categorias das Setas e a sua extensao aqui definida — Catego-
ria das Setas Parciais — é a construgao que permite a definicao de categorias como
grafos e automatos herdando importantes propriedades categoriais. No capitulo 4
estd a definicao da categoria de Grafos Parciais e categorias de grafos parciais in-
ternos. No capitulo 5 encontra-se a prova da bicompletude da categoria de Grafos
Parciais com Homomorfismos Totais, juntamente com exemplos e interpretagoes do
resultado das operagoes de limites e colimites. O capitulo 6 apresenta uma aplicacao
de Grafos Parciais, utilizando-os para definir uma categoria de um tipo diferente de
automatos, nomeados aqui por automatos parciais, para a qual se verifica os resul-
tados do capitulo 5. Neste capitulo também ¢ utilizado o conceito de composicao de
spans para calcular as computagoes de um automato. Por tltimo, tem-se o capitulo
de conclusodes e trabalhos futuros que surgiram conforme o andamento deste.



2 MORFISMOS PARCIAIS

Neste capitulo sao abordados conceito, exemplos e aplicacoes de morfismos par-
ciais e categorias de morfismos parciais. Inicia pela secao onde estao as defini¢oes
tanto de morfismos parciais quanto de categoria de morfismos parciais, sendo, apds,
apresentados exemplos simples destes conceitos para um melhor entendimento dos
mesmos. A seguir sao apresentadas propriedades a respeito, principalmente, de cate-
gorias de morfismos parciais, muitas das quais importantes para o desenvolvimento
de capitulos posteriores.

2.1 Conceito

A definicao de morfismos parciais vem da generalizacao do conceito de funcao
parcial. Na figura 2.1 (esquerda) podemos ver uma funcao parcial f do conjunto A
para o conjunto B. A mesma funcao parcial pode ser vista como duas fungoes totais
como na figura 2.1 (direita). Na realidade, uma fungao parcial qualquer f: A — B
pode ser vista como um par de fungoes totais, para isto, é necessario um conjunto
D C A tal que (Va € A)[f(a) ¢ definida = a € D]. Assim, pode-se definir f da

seguinte maneira:

i. uma fungao (inclusdo) m : D — A, onde cada elemento de D é levado ao seu
correspondente em A;

ii. a funcao f: D — B.

A B A D B
f m f

7: a 1

b a 2

c b 3

d d 4

5

Figura 2.1: Funcao Parcial (esquerda) e a mesma como um Par de Fungoes (direita)

Note que pode haver mais de um conjunto D que satisfaca a descricao acima,
logo, tem-se varios pares de fungoes representando a mesma.
As defini¢oes de morfismos parciais e de categorias de morfismos parciais a seguir

seguem a abordagem de (ASPERTI; LONGO, 1991; BARR; WELLS, 1995).



Definigao 2.1 (Morfismo Parcial) Considere uma categoria qualquer C. Um mor-
fismo parcial em C € uma classe de equivaléncia de pares de morfismos da forma
(m: Dy — A, f: Dy — B), determinada pela relagio (m : Dy — A, f : Dy —
B)parc(m' : Dy — A, f' : Dy — B) se e somente se existe um isomorfismo
1s0: Dy — Dy tal que o diagrama ilustrado na figura 2.2 comuta.

/\
\/

Figura 2.2: Diagrama Comutativo para Morfismos Parciais

Na realidade, um morfismo parcial é um tipo especial de span, conceito que sera
introduzido posteriormente na secao 6.2.1.

Todo C-morfismo f : A — B pode ser representado como um morfismo parcial
[(ta:A— A f: A— B)]: A— B.

Suponha o morfismo parcial [(m, f)] : A — B onde (m: Dy — A, f: Dy — B)
é um elemento representativo da classe. Entao [(m, f)] é denotado também por:

e (m,f): A— B,

o f[:A—~D;— B,

o A<LB,

e f: A -+ B, ousimplesmente

e f: A— B quando ¢ claro que se trata de um morfismo parcial.

Tendo-se a definicao de morfismos parciais, é possivel construir uma categoria que
utilize esta construcao como base. Obtém-se, entao, uma categoria com morfismos
parciais a partir de uma categoria de origem; os objetos continuam os mesmos
da categoria original, os morfismos é que “perderao” a nocao de “totais” para se
tornarem estruturas parciais.

Definigao 2.2 (Categoria de Morfismos Parciais) Considere a Categoria C =
(Obe, More, Dy, 01,1,0) com todos os produtos fibrados. A categoria de morfismos
parciais em C denotada por pC = (Obc, Moryc, 0o, O1,¢, Lpc, Opc) onde Morye, Qo ,
O1,c sao determinados pela defini¢io de morfismos parciais em C e a composicao
de dois morfismos f = (mys, f) : A — B, g = (mg,9) : B — C € gope f =
(mgomi,go f') : A — C determinada pelo produto fibrado como o ilustrado no
diagrama comutativo da figura 2.3.

Esta definigao é encontrada, por exemplo, em (ASPERTT; LONGO, 1991). Porém
a prova de que pC constitui, de fato, uma categoria é omitida. Para deixar este tra-
balho completo e auto-contido, desenvolveu-se a prova a seguir.
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Figura 2.3: Diagrama Comutativo para Composi¢ao de Morfismos Parciais

Teorema 2.1 (pC é Categoria) Considere a categoriaC, entao pC = (Obc, Mor,c,
Do,c» O1,e» tpc, Ope) €, de fato, categoria.

Prova: [Propriedade da Identidade] Considere f = (my, f) : A — B um morfismo
parcial qualquer, a composi¢ao f o,c t4 ¢ mostrada na figura 2.4.

A
A<"—<A

AXADf

Figura 2.4: Diagrama da Composicao com Morfismo Identidade

Sabe-se que produtos fibrados transferem isomorfismo, logo, f opc ta = (my, f).
O mesmo ocorre em tg o,c f. Portanto, tg ope f = fopeta = (my, ).

[Associatividade da Composi¢ao] Considere os morfismos parciais f : A - B,
g:B-»Xeh:X »Y, (hog)o f estd na parte superior do diagrama na figura
2.5 e é referido como P;, e ho(go f) estd na parte inferior (referido como Py).

DBXY
> X~ Dyy >V

(gof)’

Figura 2.5: Diagrama Comutativo para Associatividade da Composigao de Morfis-
mos Parciais

Pode-se notar que (Ps, f' o my, (g o f)) é pré-produto fibrado de (g, my) como
mostrado na figura 2.6. Portanto, existe uma seta tnica p : P, — Dpgxy tal que o
diagrama da figura 2.6 comuta.



BXY
flomy, (gof)

Figura 2.6: Diagrama Comutativo de Pré-Produto Fibrado de (g, hy,)

A partir da seta p é evidente que (P2, my o my,p) é pré-produto fibrado de
(f,mgy 0my) como mostrado na figura 2.7.

mgom
DAB AN B ~ BXY

m /omh/

Figura 2.7: Diagrama Comutativo de Pré-Produto Fibrado de (f, m, o my)

Entao, existe uma seta unica 2 : P, — P; comutando o diagrama. Analogamente,
existe uma seta unica 1: P, — P, resultando no diagrama da figura 2.8.

(mgorr:h/ \

2||1 DBXY

m ,O:;m /

Figura 2.8: Diagrama Comutativo

Na figura 2.8 tem-se que (mj omy) o1l = (mgomy) e f'o2 = p. Pode-se
dizer que (P, (myz 0omy) o201, f 0o2o01) é pré-produto fibrado de P1. Con-
seqiientemente existe um morfismo tnico u : P, — P; tal que fou = f'o2o01 e
(mgomy) ou= (mygomy) 0201, levando a u = 20 1. Adicionalmente, tem-se que
flou=fo20l=pol=f = foup,ie, ffou= f ouip e do mesmo modo,
(mgomy) ou = (my omy) orp. Pela unicidade de u tem-se que u =201 = ¢p,.
A prova de que 102 = 1p, é andloga. Pode-se concluir que P1 é isomorfo a P2. B

2.2 Exemplos

Os exemplos de Categorias de Morfismos Parciais criados e apresentados a se-
guir e algumas aplicagoes destes ou resultados encontrados tém como finalidade
apresentar um apanhado geral do que se obteve sobre morfismos parciais para, pos-
teriormente, ter nogoes de sua aplicacao e onde encontrar referéncias sobre o assunto.



Como exemplos iniciais, vamos obter a categoria dos morfismos parciais de al-
gumas categorias pequenas.

Exemplo 2.1 (p@) A categoria dos morfismos parciais de (&, D, D, S, D, ) € a
propria.

Exemplo 2.2 (p(1),p(1+1),p(2)) Supondo as categorias 1 e 1+ 1 representadas
no diagrama da Figura 2.9 a esquerda e a direita respectivamente. As categorias de
morfismos parciais destas sao as proprias. Jd a categoria 2 representada na Figura

2.10 a esquerda tem como p(2) a categoria representada na mesma figura a direita,
onde

o 1a=(a,ta), f=1af), [T={frea), ff={f) etn= B, tB);
o ffof=f,foff=f",ffoff=[ff,fof =ffef of=u1a

LA

Oy oG

Figura 2.9: Categorias 1 e 1 + 1

Ir
o

f
A—— A
O O O N
LB

Figura 2.10: Categorias 2 ¢ p(2)

E interessante visualizar que, ao construir a categoria de morfismos parciais, sao
perdidas algumas propriedades da categoria. Podemos ver pelo exemplo que segue.

Exemplo 2.3 (Categoria de Morfismos Parciais de Ordem Parcial) A par-
tir da ordem parcial ({1,2,3}, <) vista como uma categoria, a categoria de morfismos

parciais desta € ilustrada na Figura 2.11 e as sua composi¢oes sao conforme a tabela
2.1.

N N\

Figura 2.11: Categoria p({1,2,3, }, <)

E simples notar que, ao fazer a categoria dos morfismos parciais de ({1,2,3}, <)
o objeto terminal nao foi preservado.



Tabela 2.1: Composigoes de p({1,2, 3}, <)

a a aa ac b b~ bb ¢ ¢ cc ca
- aa - - - - - - ca - -

a” v - a - - ¢ - - - -

aa | a - aa - - ca - - - - ca

ac | ¢ - ac - - cc - - - - cc
b |lc¢c - ac - - bbb - - - - -
b | - - - aa Ly - b- a - ca -
bb | - - - ac b - bbb ¢ - cc -
c |- ac - - - - - - ¢ - -
c | - - - a  a - c 1 - c -
cc | - - - ac ac - c¢c ¢ - cc -
ca | - - - aa aa - ca a - ca -

Exemplo 2.4 (pNad) Nad é a categoria (com um tinico objeto) do mondide (N, +,
0) e todos os morfismos sao mono. A categoria dos morfismos parciais pNad € a
categoria (com um tinico objeto) do mondide (N?,1,(0,0)) tal que t € definida como

(dados (x,y), (w, z) € N?):

(x,z4+y—w) sey>w
o) 4w, 2) = 4 (2,2) se = w
(x+w—y,z) sey<w

Uma categoria de morfismos parciais bastante utilizada é a categoria de morfis-
mos parciais de Set, chamada de pSet ou também P fn.

Exemplo 2.5 (pSet) pSet é a categoria de morfismos parciais a partir da categoria
Set como em (ASPERTI; LONGO, 1991).

Esta categoria serd comumente utilizada durante o desenvolvimento de categorias
de estruturas parciais baseadas em conjuntos. Sabe-se, por (MENEZES; HAEUS-
LER, 2001) que pSet é bicompleta (sendo pSet também rotulada como P fn).

2.3 Propriedades

Nessa secao serao discutidas algumas propriedades e demonstrados alguns teore-
mas a respeito de morfismos parciais e categorias de morfismos parciais. Os teoremas
que seguem nao foram encontrados na bibliografia pesquisada.

O teorema a seguir é especialmente interessante uma vez que o diagrama qua-
drado apresentado aparecerda na Categoria de Grafos Parciais que serd estudada,
sendo que serao utilizados justamente diagramas quadrados em Set no desenvolvi-
mento de Grafos Parciais.

Teorema 2.2 (Diagrama Quadrado em pC) Considere a categoria pC, os mor-
fismos parciais f : A «~—~ Dy — B, g : B~ Dy - E, vw: A — D, — C,
v:C «— D, — E sdo tais que g opc f = v opc u. Entao, existem os morfismos
p: Dy —~M —D,, q: D, —~ M — D, onde o objeto do meio M € inico (a menos
de isomorfismo) e € tal que o diagrama da figura 2.12 comuta. Além disso, 1 e 2
sao produtos fibrados.



Figura 2.12: Diagrama Quadrado em uma Categoria com Morfismos Parciais

Prova: As composicoes g o,c f e v opec u sao dadas pelos produtos fibrados em
1e2onde Dy xg Dy e D, x¢ D, sao os objetos do produto fibrado. Tendo-se
g opc [ = v ope u, existe um isomorfismo iso : Dy xp Dy — D, X¢ D, sendo assim,
os dois objetos representam o objeto do meio M. [

Observagao 2.1 (Diagrama Quadrado em pSet) Na figura 2.12, para algumas
categorias base, o quadrado 8 (onde todos os morfismos sao mono) também é pro-
duto fibrado. Por exemplo, em Set, 8 é simultaneamente produto fibrado e soma
amalgamada.

Teorema 2.3 (Produto de Categoria Parcial) Dada C uma categoria qualquer
com todos os produtos-fibrados, entio p(C?) = (pC)?.

Prova: Primeiramente, ¢ importante provar que em C? um morfismo é mono quando
os dois componentes do morfismo sao mono em C. Entao supondo f: A — B, g :
C — D dois monos em C, o morfismo (f, g) : (4,C) — (B, D) de C? é mono pois,
dado um C%objeto (X,Y) qualquer e dois C* morfismos (h, k), (j,1) : (X,Y) —

(A, C) tais que
(f,9) 0 (h, k) = (f,9) 0 (4, 1);

temos que a composicao de morfismos em C? é dada pela composicao em C das
funcoes componentes, portanto

(foh,gok)=(foj,gol);

como f e g sao mono em C, podemos “cancela-los”, tendo-se, entao que

(h k) = (5, D).

Podemos construir um funtor F : (pC)? — p(C?) tal que dado um (pC)3-objeto
(A,C), F(A,C) = (A, C) sendo (A, C) também um p(C?)-objeto e, dado um (pC)?*-
morfismo f = (<<= <<% : (A,C) — (B, D) (onde a,b, c,d sio morfismos de

C), Ff = (+=%>) : {A,C) - (B, D).

Note-se que F é realmente um funtor pois, dados os (pC)2-morfismos f = (<<~
<<% (A, C) = (B,D) e g = (<<= <<") : (B,D) — (X,Y) tem-se o (pC)>-
morfismo h = <éﬁ”<ﬂ>,g<w°d,> =go fondeh: (A C)— (X,Y). Por outro lado,
se compormos em p(C?) os morfismos Ff e Fg teremos o diagrama da figura 2.13,
ou seja, Fh. Logo, F(g opey f) = Ff opc2) Fg.
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Figura 2.13: Diagrama da Composigao de Morfismos em p(C?)

Da mesma maneira, tem-se o funtor G : p(C?) — (pC)? tal que, dado um p(C?)-
objeto (A,C), G(A,C) = (A, C) e, dado um p(C?)-morfismo f = (<< <*<%)

(A,C) = (B.D), Gf = (<=%) : (4,C) — (B, D).
E trivial notar que G o F = 1(pey2 € F o G = 1pc2). [ |

A seguir podemos ver propriedades com relacao a preservacao de limites e coli-
mites do funtor inclusao inc, : C — pC. Apesar de nao preservar limites, o funtor
inc;, preserva colimites dependendo da categoria base.

Teorema 2.4 (Preservagao de colimites por inc,) Se C é um topos, o funtor
inc, : C — pC preserva colimites.

Prova: Em (BARR; WELLS, 2000; PIERCE, 1991) tem-se o teorema que indica
que se um funtor tem adjunto direito, entao ele preserva colimites. Em (FREYD;
SCEDROV, 1990), pagina 167, tem-se que o funtor inc, tem adjunto direito caso C
seja topos. Tendo-se, assim, a condigao necessaria para a preservacao de colimites. H

Teorema 2.5 (inc, nao preserva limites) O funtor incy, : C — pC ndo preserva
limites.

Prova: Esta proposicao é de facil verificagao pelos exemplos 2.2 e 2.3 onde tanto na
categoria p2 quanto na categoria p({1, 2,3}, <) nao héa a preservagao do objeto ter-
minal (na realidade ambas as categorias ndo possuem objeto terminal). Também é
possivel observar tal propriedade ao calcularmos o produto de objetos em Set e pSet
(note que Set é topos logo, mesmo com a condigao da categoria C sendo topos sendo
satisfeita, inc, nao preserva limites, diferentemente do caso para colimites). Em
Set o produto categorial é o produto cartesiano, enquanto que em pSet o produto
de dois conjuntos é o produto cartesiano unido com a uniao disjunta dos conjuntos.
Ou seja, o produto em pSet nao é calculado através do produto em Set. |

Pode-se notar que, ao “parcializarmos” uma categoria, esta pode permanecer a
mesma; foi o que ocorreu com as categorias @, 1 e 1+ 1 dos exemplos 2.1 e 2.2. Isto
também pode ocorrer com categorias grandes, como na proposicao abaixo.

Teorema 2.6 (p(pSet) é isomorfo a pSet)

Prova: Considere a categoria pSet. Um morfismo qualquer f : A -» B em pSet
pode ser representado por f = (my : Dy — A, f : Dy — B), onde my e f sao
fungoes totais (“herdadas” de Set).

Em p(pSet), qualquer morfismo f : A - B pode ser visto como mostrado no
diagrama da figura 2.14, sendo (my,, f) e my, morfismos em pSet.



A &l Do, K D1fL>B
Figura 2.14: Morfismo em p(pSet)

A4 pq<mp-Ll.p

Figura 2.15: Morfismo em pSet visto em p(pSet)

Pode-se definir o funtor F : pSet — p(pSet) tal que Obpses = Obppsery € todo
morfismo f: A - B de pSet é mapeado no morfismo ilustrado na figura 2.15.

Da mesma forma, pode-se definir o funtor G : p(pSet) — pSet tal que Ob(pser) =
Obpset € todo morfismo f : A - B de p(pSet) ¢é levado ao morfismo (my, o my;, :
Dy, »— A, f: Dy, — B) (lembrando que a composicao de dois monomorfismos em
pSet resulta em uma fungao total).

E trivial que G o F = 1,5 €, pela relacao de equivaléncia entre morfismos par-
ciais, F o G = 1,(pse1)- [

De fato, a categoria parcial de uma categoria parcial é a propria, qualquer que
seja a categoria base. Isso pode ser comprovado pelos teoremas enunciados a seguir.
Os dois primeiros demonstram que nao ha monomorfismos na categoria pC que nao
pertencam a C, isso faz com que nao seja possivel a “criacao” de novos morfismos
parciais a partir de pC. A prova de que pC = p(pC) é feita por absurdo.

Teorema 2.7 (Endomorfismos em pC) Qualquer monomorfismo x : X — A
numa categoria C que nao seja isomorfismo gera um endomorfismo xx : A — A
na categoria pC que ndao € mono.

Prova: Dado um morfismo qualquer z : X — A em C o qual nao é iso. Em pC
haverd o morfismo zx : A — A (que é o morfismo parcial (z: X — A,z : X — A))
que nao é mono, pois

TLOXTX = XX =XTLOLy

(a figura 2.16 ilustra as composi¢oes em questao) e zx é diferente de 1y = (14 : A —

Ajia: A — A). [
PR AR SN A___;_%.A.L_ s Ty
NN e NS
X X = A A = A X
N N Nk
X X X

Figura 2.16: Diagramas de xx o xx € xx 01y

Teorema 2.8 (Monomorfismos em pC) Qualquer morfismo m : A — B perten-
cente a categoria pC que nao pertenca a categoria C nao € mono.
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Figura 2.17: Diagramas de zx e ¢4

Prova: Dado o morfismo de pC m = (x: C — A,y : C — B) : A — B onde, em C,
o morfismo z é mono mas nao é iso. Entao existe em pC o morfismo zx = (z : C' —
A,z : C — A) (o qual é diferente de 1ty = (ta : A — A,jia: A— A)) em que

MOoOXT =1 =1 O Ly

(como mostra a figura 2.18). Portanto m nao é monomorfismo. |
A""'xﬁ'“A”"”%y"*B A""”L'A"'“A""”7'@/“]3
T T T LA LA T
NN N N
C C = A o B = A C
E\C/ﬁ \\C// >\C/ﬁ

Figura 2.18: Diagramas de moxz e mo iy

Teorema 2.9 (Categoria Parcial de uma Categoria Parcial) DadaC uma ca-

tegoria com todos os produtos fibrados, entao, caso pC tenha todos os produtos fibra-
dos, pC = p(pC).

Prova: A prova serd por contradi¢ao, supondo pC # p(pC).

Entao existe um morfismo m que pertence a categoria p(pC) mas nao a pC onde
m = (my,my) sendo my, my morfismos de pC, m; é mono porém nao ¢ iso (pois,
se o fosse, o morfismo m seria equivalente ao morfismo my de pC). Por sua vez, o
morfismo my é o morfismo parcial (ma;, mos) onde mo; € Moy sdo morfismos de C
e Mg € mono e nao iso. Entao my o mgy; é um monomorfismo de C (ja que nao ha
monomorfismos em pC que nao pertencam a C pelo teorema 2.8). Entao o morfismo
parcial (mj o mai, mas) = (my, (Ma1, mae)) = (My, ma) = m pertence a pC.

Logo, pC = p(pC). u
4 -T.o5E
m1T - Mmoo
_ m210mi
C= D

Figura 2.19: Esbogo de m e my



3 CATEGORIA DAS SETAS PARCIAIS

O conceito de Categoria das Setas assim como exemplos e principais propriedades
deste tipo de construgao sao dados na primeira parte deste capitulo. Utilizando ca-
tegorias de morfismos parcias introduz-se a definigao de Categoria das Setas Parciais
que ¢ tratada na segunda metade do capitulo. Tal estrutura permite a defini¢coes de
estruturas baseadas em fungoes parciais, dentre estas destacam-se o que denominou-
se grafos parciais, que serao tratados no capitulo posterior.

3.1 Categoria das Setas

A construcao de categorias a partir de outras é comum dentro da Teoria das
Categorias. Na realidade, uma das vantagens desta teoria é justamente a possibili-
dade de construir estruturas mais complexas a partir de outras simples e conhecidas.
Construcgoes deste tipo vém geralmente ainda com vantagens de heranca de proprie-
dades das categorias que serviram de base para a nova, e a construcao de Categorias
das Setas é um destes tipos de construcoes de novas categorias. Categoria das Setas
(também referenciadas por seu termo em inglés comma categories) podem ser utiliza-
das tanto para a contrugao de uma categoria de grafos, automatos, Redes de Petri e
outras categorias de sistemas baseados em grafos quanto para a construcao de slice
categories comumente utilizada em estudos relacionados a topos (GOLDBLATT,
1983).

3.1.1 Conceito e Exemplos

Em (GOLDBLATT, 1983) é dito que “C | a e C T a sdo conhecidas como
comma-categories” onde C | a é o que aqui chamamos de slice category e C T a (que
aqui notaremos por a | C) é counterslice category como em (FREYD; SCEDROV,
1990). Porém durante este texto iremos utilizar uma defini¢ao mais generalizada de
categoria das setas como em (MENEZES; HAEUSLER, 2001; BORCEUX, 1994).

Através de Categorias das Setas é possivel definir uma nova categoria a partir da
outras. Para isso s@o necessarias trés categorias quaisquer A, B e C e dois funtores
f: A—Ceg:B — C. A nova categoria a ser construida terd como objetos es-
sencialmente morfismos da categoria C (morfismos que relacionam objetos “vindos”
de A com objetos “vindos” de B). Os mapeamentos destes objetos sao na realidade
pares de morfismos das categorias A e B. Durante o texto que segue, comumente as
categorias A, B e C serao referenciadas com o termo categorias base.

Definigao 3.1 (Categoria das Setas) Sejam f: A— C eg: B — C funtores. A
Categoria das Setas £ | g € tal que:



e um objeto S € a tripla (A, f, B) onde A é um A-objeto, B é um B-objeto e
f:fA — gB é um C-morfismo;

e um morfismo h : S — Sy onde S; = (Aq, f1,B1) e So = (Aa, fo, Ba) € um
par de morfismos h = (ha,hp) onde hy : Ay — Ay € um A-morfismo e
hg : B1 — By ¢ um B-morfismo e sdo tais que fo o fhy = ghg o fi como no
diagrama da figura 3.1;

e a composicdo de dois morfismos f = (fa, fg) : S1 — S:e g = (9a,9B) :
Sy — S3 € dada pela composicao dos morfismos componentes, ou seja, go f =
(ga©o fa,gpo fB) : S1 — Ss.

fAl —fi> gBl
thl lghB
fA2 —f2> gBQ

Figura 3.1: Diagrama Comutativo para Categoria das Setas

Para um melhor entendimento dessa construcao, seguem-se alguns exemplos co-
muns de Categorias das Setas.

Exemplo 3.1 Dados os funtores a,b : 1 — C, onde 1 é a categoria com um unico
objeto e e seu morfismo identidade e a(e) = A e b(e) = B (sendo A e B objetos
de C). A Categoria das Setas a | b é a categoria onde objetos sdo todas as setas
f:A— B deC e morfismos sao somente a seta identidade de cada objeto, ou seja,
a | b € a categoria discreta dos morfismos de A para B de C.

Exemplo 3.2 (Categoria Set/Q?) Dados 0s funtores Lset : Set — Set e Omega? :
1 — Set onde Omega?(e) = Q2 sendo Q o objeto {v, f} de Set. A categoria Set/Q?
¢ a categoria das setas tsey | OmegaZ.

Um objeto em Set/Q? é entdo uma fungao m : A — Q% também denotado por
(A, m) e um morfismo f : (A, m) — (B, n) é uma fungao em Set de A para B tal que
o diagrama da figura 3.2 comute. Um elemento do objeto (A, m) sera representado
por (a,(p,q)) onde a € A e p,q € {v, [}, isto indica que o elemento a é mapeado
em (p,q) por m.

Figura 3.2: Diagrama Comutativo na Categoria Set/Q?

Tendo-se o funtor diagonal A : Set — Set? tal que para todo objeto A € Objse,
AA = (A A) e para toda funcao h : A — B, Ah = (h,h) : (A, A) — (B, B);
podemos definir a categoria dos grafos como a seguir.



Exemplo 3.3 (Categoria Gr) Gr ¢ a categoria das setas A | A.

Na figura 3.3 tem-se a visualizacao desta categoria. Através da definigao de
Categoria das Setas, podemos ver que um objeto Gy em Gr é a tripla (T, (9}, 01), V')
e morfismos sao duplas de morfismos (hr, hy) : Gy — G5 tal que (92, 0?) o (hr, hr) =
{(hv, hy) 0 (0p, 1)

Set Set
15 Va
hTT hTV
T Vi

A A
Set?
<T2’TT2> e ’TVQ)
(ho,hr) (hv,hy)
(85,01)
<T17 T1> L <‘/17 ‘/1>

Figura 3.3: Categoria Gr

Para construir uma categoria de automatos por Categoria das Setas é necessaria
a utilizacao de dois funtores: tgey : Set — Set, o funtor identidade da categoria
Set, e o funtor esquecimento arcos : Gr — Set. arcos ¢ tal que, dado um grafo
G = (T,(0y,01),V), arcosG = T e dado um homomorfismo de grafos h = (hr, hy) :
G1 — G4, arcosh = hr.

Exemplo 3.4 (Categoria Aut) A categoria dos Automatos Aut é a categoria das
setas arcos | tset

Um objeto de Aut serd entdo a tupla (G, etiq, %) onde G = (V,T,0y,0;) é um
grafo e etiq : T — ¥ é a funcao de etiquetacao de arcos do automato; enquanto
que um morfismo em Aut de um automato A; = (G, etig, ¥1) para o automato
Ay = (G, etigs, e serd o par de fungoes constituido por um homomorfismo de
grafos h = (hy,hr) : G; — G5 e um mapeamento de alfabetos f : ¥; — X5 onde
etigo o hy = f o etiqy.

3.1.2 Propriedades e Heranga de (Co)Limites

Em Categorias das Setas também ¢ satisfeita a chamada Propriedade Universal
que é como segue.

Teorema 3.1 (Transformacao Natural na Categoria das Setas) Considere os
funtores £ : A — C, g: B — C e a categoria das setas f | g. Fxistem dois funtores
u:f|lg—o>Aev:f | g — B, além disso existe uma transformacdao natural
canonica o fou=gov.



Teorema 3.2 (Propriedade Universal da Categoria das Setas) Tendo-se os
funtores, categorias e a transformac¢ao natural da proposicao 3.1, considere uma
categoria D, dois funtores u' : D — A ev' : D — B e a transformag¢ao natural
o fou = gov'. Entio existe um unico funtor w:D — £ | g tal que

uow=u;vow=viaxw=17a

Prova: As provas de ambas proposigoes estao em (BORCEUX, 1994), paginas 21 e
22. |

Porém, uma propriedade que traz muitas vantagens na utilizacao de Categorias
das Setas é a heranca de limites e colimites. Através da proposicao abaixo, tem-se
como saber de forma simples e direta se a Categoria das Setas construida possui
(co)limites.

Teorema 3.3 (Heranca de (Co)Limites na Categoria das Setas) Considere os
funtores £ : A — C, g: B — C e a categoria das setas f | g

i. se A e B sao completas e g preserva limites, entao f | g € completa;

1. se A e B sao cocompletas e f preserva colimites, entao f | g € cocompleta.

Prova: A prova estd em (CASLEY, 1991), paginas 46 a 48. |

3.2 Categoria das Setas Parciais

Nesta segao a construcao de Categoria das Setas ¢ estendida de maneira a possibi-
litar a construgao de estruturas parciais. A esta extensao dé-se o nome de Categoria
das Setas Parciais. Tal construgao permite a defini¢ao de categorias com parciali-
dade dentro dos objetos tendo-se, por exemplo, a categoria dos grafos parciais Gr),
que sera explorada neste trabalho.

3.2.1 Conceito e Exemplos

Uma idéia interessante com relacao a utilizacao de estruturas parciais na Teo-
ria das Categorias ¢ a de estender a definicao de Categoria das Setas utilizando
morfismos parciais, deste modo foi definida a Categorias das Setas Parciais como a
seguir. A diferenca estrutural da definicao de Categoria das Setas e da Categoria
das Setas Parciais é que nessa tltima é necesséria a utilizacao do funtor inclusao de
uma categoria C para sua categoria de morfismos parciais pC. Justamente por isso
a categoria C deve ser finitamente completa para se garantir a existéncia de pC. Na
figura 3.4 tem-se um diagrama desta construgao.

Definigao 3.2 (Categoria das Setas Parciais) Considere a categoria finitamente
completa C e os funtores incp, : C — pC (o funtor inclusdo canénica), f : A — C e
g:B—C.

A Categoria das Setas Parciais pComma(g,f) (ouf |, g) € tal que:

e objetos sao triplas S = (A, s, B), onde A é um A-objeto, B é um B-objeto e
s :inc, ofA — inc, o gB é um pC-morfismo,



e um morfismo h : Sy — Sy onde S} = (A1, $1, B1), Sa = (Aqg, $2, By) € um par
h =<(ha: A — Ay, hp : By — By) onde hy e hg sao morfismos em A e B

respectivamente, e sao tais que, em pC:

(incp o ghp) o 51 = sy 0 (incp, o fhy)

e 0 morfismo identidade de um objeto S = (A, s,B) é 15 = (ta: A — Aj1p :
B — B);

e a composicio de u = (uq,up) : S1 — Sy e v = (vVa,vp) : Sy — S3 Evou =
(vaoqua,vpopug):Si — Ss

A B
A By
Ay By
| |7
[ L
[ L
C ! L 1C
(I L
(I L
L Ll
incpof incpog
pC
inc, o fA, inc, o gBy
incpofh g incpoghp
inc, o fA,; inc, o gBy

Figura 3.4: Categoria das Setas Parciais

Nota-se que a parcialidade em uma Categoria das Setas Parciais esta obriga-
toriamente na estrutura interna dos objetos da categoria resultante (podendo estar
presente ou nao nos morfismos dependendo das categorias base utilizadas). Podemos
observar isto através dos exemplos a seguir.

Exemplo 3.5 Dados os funtoresa,b : 1 — C do exemplo 3.1, a Categoria das Setas
Parciais pComma(a,b) € a categoria onde objetos sao todos os morfismos parciais
f:A—-» B depC e morfismos sao somente a seta identidade de cada objeto.

Exemplo 3.6 Dado o funtor identidade da categoria Set, tset, a Categoria das
Setas Parciais pComma(Lset,tset) € a categoria onde objetos sdo fungoes parciais
e morfismos sao pares de funcgoes totais tais que, dados f : A+ B eg:C -» D
objetos da categoria, h: f — g é opar (j: A— C,l: B — D) tal quelo f =goj.



3.2.2 Herancga de Colimites

O teorema a seguir vem a ser uma instanciacao do teorema 3.3.

Teorema 3.4 (Colimites na Categoria das Setas Parciais) Considere a cate-
goria com todos os produtos-fibrados C, os funtoresf : A — C, g: B — C e a cate-
goria das setas parciais pComma(f, g), entdo se A e B sdo cocompletas, f preserva
colimites e C € um topos, entio pComma(f,g) é cocompleta.

Prova: Pelo teorema 3.3, para pComma(f, g) ser cocompleta é necessario que A e B
sejam cocompletas e incp, o f preserve colimites. No teorema 2.4 temos que o funtor
inc,, preserva colimites se C é topos, o que prova o teorema enunciado. |



4 GRAFOS PARCIAIS

Neste capitulo enconta-se a definicao da categoria de grafos parciais com homo-
morfismos totais e possiveis interpretacoes da estrutura dos objetos dessa categoria.
Na segunda parte tem-se a definicao de grafos parciais internos e um teorema sobre
cocompletude destes.

Estruturas baseadas em grafos utilizam a definicao de que um grafo é uma es-
trutura formada por vértices e arcos entre vértices (usualmente estes arcos estao
ligando dois vértices, mas pode-se encontrar arcos ligando um nimero maior de
vértices como no caso de hipergrafos (BERGE, 1989)). A estrutura de grafo defi-
nida neste trabalho difere das outras neste ponto: serao definidos grafos parciais,
onde arcos podem eventualmente nao estar ligando vértices entre si, ou seja, um

grafo parcial é um grafo onde arcos podem ter a fungao de origem e/ou destino
indefinida.

4.1 Categoria dos Grafos Parciais: Gr,

Na literatura, na maior parte dos casos, quando utiliza-se estruturas parciais com
grafos e categorias, esta parcialidade é usada nos morfismos da categoria de grafos.
Tal estrutura categorial é utilizada para empregar a técnica de single-pushout em
graméticas de grafos (RAOULT, 1984; L6WE; EHRIG, 1990; KENNAWAY, 1991).
A categoria de grafos parciais aqui definida possui como morfismo homomorfismos
totais de grafos parciais: a parcialidade esta presente na estrutura interna dos obje-
tos, nao nos morfismos. Grafos parciais (porém com um tipo diferente de morfismo)
foram utilizados em (SCHMIDT, 1981a,b) para modelar fluxo de controle de pro-
gramas e recursao. A categoria aqui definida, pelo que se sabe, é inédita.

Definigao 4.1 (Categoria dos Grafos Parciais) A categoria dos grafos parciais
¢ a categoria das setas parciais pComma(A, A).

Um objeto em pComma(A,A) é (V,T, (0o, 01)) onde (sendo i € {0,1}) 0; =
(mp,, : Do, — T,0; : Dy, = V).

Um morfismo entre o objeto Gv = (V1, T, (8}, 01)) para o objeto Gy = (Va, Ty,
(02,02)) é h = (hy,hr) sendo hy : Vi — Vs, hy : Ty — Ty morfismos de Set e sao
tais que, em pSet (para k = {0,1}):

0% o hy = hy o 0,

Nota-se que a igualdade 97 o hy = hy o d; em pSet para o morfismo (hy, hr)
equivale ao diagrama em Set da figura 4.1 comutar. Neste diagrama é possivel ver



que (hy, hr) induz um morfismo hp : Dy, — Dg . Por simplicidade, quando néo é
necessario, nada é dito sobre hp.

i /
8 0y,

T kD o, %

4

Figura 4.1: Diagrama Comutativo para Homomorfismo de Grafos Parciais

Por simplicidade na notagao, um grafo parcial (V, T, (0y, 0;)) serd denotado como
<V7 T7 a07 al>

Exemplo 4.1 (Grafos Parciais e Homomorfismo Total de Grafos Parciais)

Considere os Grafos Parciais G = ({A, B,C},{a,b,c,d, e, f},05,0%) e H= ({X,Y},
{t,u,v,w,2,y, 2}, 0, 0i) onde 0§, 0%, Ok, 01 sao dados através da figura 4.2. Eris-

tem, entdao, quatro Homomorfismos Totais de Grafos Parciais de G para H conforme

a tabela 4.1 e nao hd homorfismos de H para G.

xT
~ 2
—_—
e §
J N
i
—

Figura 4.2: Grafos Parciais G (a esquerda) e H (& direita)

Tabela 4.1: Homomorfismos Totais de G para H
origem | hy | hy | hs | hy

oo |ole | QT

2|22 | w8 ]|~
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Ble || g <|>
2|y x|

Ao vermos um grafo como um modelo de sistema — onde vértices sao estados e
arcos sao agoes — € possivel pensar no significado dos arcos de um grafo sem origem
e/ou sem destino. Arcos sem origem mas com destino em um estado qualquer



podem ser vistos, por exemplo, como uma ag¢ao ou um ponto de entrada no sistema
ou fonte; assim como arcos sem destino podem ser vistos como uma agao ou um
ponto de saida ou sumidouro. Ja arcos sem origem e sem destino definidos podem
ser interpretados como transac¢oes ou simultamenamente fonte e sumidouro (uma
espécie de “elemento neutro”).

Neste trabalho é explorada a interpretacao de entrada, saida e transacao. Com
relacdo a transacoes esta interpretacao fica clara quando se utiliza, por exemplo,
composicao de spans para dar semantica a sistemas baseados em grafos como em
(HOFF; ROGGIA; MENEZES, 2004) e sera melhor esclarecido no capitulo 6. Mas é
interessante notar que, vendo as arestas do grafo parcial como agoes de um sistema,
agoes como a e x na figura 4.2 acontecem antes de o sistema assumir qualquer estado;
e acoes como b, z e y acontecem apds o sistema assumir seu estado de saida. Agoes
como f, w et acontecem sem o sistema precisar assumir nenhum estado.

4.2 Grafos Parciais Internos

Nesta secao serd apresentada a definicao de Grafos Internos para, logo em se-
guida, extendeé-la para Grafos Parciais Internos. Grafos Internos serao apresentados
como em (MENEZES, 1997).

Um grafo, como j& visto anteriormente, é uma 4-upla (V,T,0y,0;) onde V e T
sao conjuntos e 0y, 01 : T — V sao fungoes. Portanto podemos dizer que um grafo é
definido sobre a categoria Set (o que é 6bvio uma vez que a categoria Gr de grafos
foi definida como uma categoria das setas utilizando a categoria Set como base).
Se, ao invés de Set, for utilizada uma outra categoria qualquer C como base na
construgao de uma categoria de grafos por categoria das setas, teremos a Categoria
dos Grafos Internos a C.

Definigao 4.2 (Grafo Interno) Dada uma categoria C, um grafo interno a C € a
4-upla (R, S, dy,dy) onde R e S sao C-objetos e dy,dy : S — R sao C-morfismos.

Definigao 4.3 (Categoria de Grafos Internos) Considere a categoriaC e o fun-
tor diagonal A¢ : C — C?. A Categoria dos Grafos Internos a C, denotada por Gr(C),
€ a categoria das setas Ac | Ac.

Pela definicao, entao, homomorfismos de grafos internos a C é um par de C-
morfismos (hg, hs) onde, dados dois grafos internos G; e Go (e sendo k € {0,1})
hR o dkzl = de o) hS.

Note que Gr, ¢ uma subcategoria larga da categoria de grafos internos a P fn.

Devido ao modo como foi definida a Categoria dos Grafos Internos, o seguinte
teorema tem prova simples.

Teorema 4.1 (Bicompletude de Gr(C)) Dada a Categoria dos Grafos Internos
aC, gr(C), tem-se que:

e se C ¢é completa, entao Gr(C) € completa,

e se C ¢é cocompleta, entio Gr(C) é cocompleta.



Prova: Como o funtor diagonal A¢ preserva limites e colimites (MACLANE, 1971),
entao, pelo teorema 3.3, basta C ser bicompleta para Gr(C) também o ser. [ |

Assim como Gr estao definidos sobre Set, Gr, também estao. A partir deste
contexto, podemos definir Grafos Parciais Internos a uma dada categoria C e, devido
a sua construcao, a categoria construida herda colimites de forma simples quando C
é topos.

Definigao 4.4 (Categoria de Grafos Parciais Internos) Seja C uma categoria
com todos os produtos-fibrados e o funtor diagonal Ac : C — C%. A Categoria dos

Grafos Parciais Internos a C, denotada por Gr,(C) € a categoria das setas parciais
pComma(Ac, Ac).

Teorema 4.2 (Cocompletude de Gr,(C)) Se a categoria C for um topos, a cate-
goria Gry(C) de grafos parciais internos a C € cocompleta.

Prova: A prova é consequéncia direta do teorema 2.4 (preservacao de colimites por
inc,), de A¢ preservar colimites (MACLANE, 1971) e do teorema 3.3 de heranga
de colimites da categoria das setas. [ |



5 BICOMPLETUDE EM GRp

A demonstracao de que Gr, é (finitamente) bicompleta nao é trivial uma vez que,
apesar da categoria ser construida através de Categoria das Setas, limites nao sao
herdados. Devido a isto foi necesséaria a definicao e prova de limites. Em especial na
construcao de produtos foi preciso definir construgoes adicionais no que diz respeito
as arestas dos grafos parciais.

Além da construcao e prova de limites e colimites, neste capitulo também é
encontrado exemplos e interpretagoes destes.

5.1 Limites

Para provar que Gr, possui todos os limites (finitos) sdo dadas as construgoes
dos produtos bindrios, do objeto terminal e dos equalizadores em Gr,,. Pelo teorema

da existéncia de limites (BARR; WELLS, 2000; GOLDBLATT, 1983) tendo-se estas
trés construgoes a categoria é (finitamente) completa.

5.1.1 Produto Binario

Gr, nao herda limites, uma vez que o funtor incy, nao os preserva, como mostrado
no teorema 2.5. Portanto, o produto em Gr, é construido diferentemente do produto
em Gr, ou seja, o produto de dois grafos parciais nao é obtido com a simples operacao
de produto em Set nos vértices e nas arestas dos grafos.

Para construir o produto de dois grafos parciais, primeiramente é necessario di-
vidir o conjunto de arestas em quatro subconjuntos. Cada subconjunto representa
um tipo diferente de arestas, “classificadas” de acordo com a definicao ou nao das
fungoes de origem e/ou de destino. A separagao nesses subconjuntos, os quais cha-
maremos de classes se da pelo seguinte procedimento:

e obtencao de quatro conjuntos: arestas com origem definida, arestas sem origem
definida, arestas com destino definido e arestas sem destino definido,

e obtencao das classes: arestas em que as fungoes Jy e 0y estao ambas defini-
das, arestas em que somente 0y esta definida, arestas em que somente J; esta
definida e arestas em que nenhuma das duas fungoes estao definidas.

Os primeiros quatro conjuntos sao obtidos através de equalizadores; e as classes,
através de produtos fibrados. Para a obtencao desses conjuntos é necessario “es-
tender” as funcoes de origem e de destino para um conjunto unitario, isto ¢é feito
utilizando o morfismo toty : V' — {x} que é a tnica funcdo total de um conjunto



V para o conjunto {*} (em termos de morfismos parciais, isto corresponde ao tinico
morfismo parcial onde o morfismo mp : D — V é iso).

Definicao 5.1 (Subdivisao de T em classes) Sendo G = (V,T,0y,01) um grafo
parcial, @ : T — {x} a fungao vazia, tot : T — {x} a fun¢do total de T' para {x}
e Oy = toty o 0y, 07 = toty o 01 funcgoes. Obtém-se os sequintes subobjetos a partir
dos equalizadores em P fn conforme a figura 5.1:

(K, —0o) equalizador de 05 e &. Arestas de G que tém origem indefinida;

K;,—01) equalizador de 0F e &. Arestas de G que tém destido indefinido;

(
(Eo, ‘0)) equalizador de Of e tot. Arestas de G que tém origem definida;
(

E,,°0)) equalizador de 0f e tot. Arestas de G que tém destino definido.

*

- 0,

*

-0 1

o o,

:8/ :T
Ey—>T g7 {+}

Figura 5.1: Equalizadores em P fn

As quatro classes sao os produtos fibrados da figura 5.2, onde:

o (VV, vv), sendo vv = ‘) o vvg = ‘0] o vvy, representa as arestas que possuem
tanto 0y quanto 0y definidos;

o (VF uf), sendovf = ‘0,ovfy= -0 0vfi, representa as arestas que possuem
somente 0y definida,

e (FV, fv), sendo fv = —0y0 fug = ‘0y0 fuy, representa as arestas que possuem
somente 0y definido;

o (FF,ff), sendo ff = =0y o ffo = —01 0 ffr1, representa as arestas que nao
possuem nem Jy nem Oy definidos;

Estas chamadas classes nao sao exatamente classes de equivaléncia pois podem
haver classes vazias, porém elas devem ser disjuntas e a uniao das classes deve ser o
conjunto de arestas 7.

Teorema 5.1 (Propriedades das Classes de T') Dadas as classes (VV, vv), (VF,
vf), (FV, fuy, (FF, ff) a partir de um conjunto T' de arcos de um grafo parcial,
tem-se que:



-Jo —01 el ‘01
KO p-f- K1 K() p.f- E1

Jk fh M for

F F
T T

0 -0 0 o
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UfO Ufl VUV VU1

Figura 5.2: As Quatro Classes de Arestas

. VVNVE =g
w. VVNFV =92
w. VVNEFF =o
w. VENFV =@
v. VFENFF =0
v. FVNFF =2

vit. VVUVFUFVUFEFE =T

Prova: Para provar i. deve-se mostrar que o produto-fibrado dos morfismos vv e
vf é o conjunto vazio. Entao, consideremos (P, p1, p2) o produto-fibrado de vv e v f
conforme a figura 5.3.

0! / ‘ g, -0
0
A
E, AR Y K,

Figura 5.3: Produto Fibrado de (vv,vf)

Agora, considere (@, q1, g2) o produto-fibrado de ‘0] e =0y, ilustrado na figura 5.4.
Sabendo-se que (E1, ‘0;) é equalizador em P fn de (tot, 01) e (K1, —0;) é equalizador
em Pfn de (01, D), temos



(@, q) ¢é pré-equalizador de (tot, ) (5.1)
(@, q) é pré-equalizador de (0, @) (5.2)

Entao, por (5.1), tot o g = 01 0 q e por (5.2), 0y 0 ¢ = & o q, chegando-se a
totoqg=Joq. Como &oq= g, entao tot o ¢ = &. Como tot é uma funcao total,
entdao ¢ = @. Como ¢ é um monomorfismo, () = &, ou seja, B N K, = 2.

{*}
A
tot aﬁ @
T

Ey K,

Figura 5.4: Produto Fibrado de (‘07, =0;)

A partir disso, sabe-se que (&, &, &) é o produto-fibrado de (‘0}, ~0;). Por sua
vez, (P,vvy o py,vfi o py) é pré-produto-fibrado de (‘07, =0;) como na figura 5.5.

T
2N
Ey K

vv10p1 % vfiopa
I
I

P
Figura 5.5: Pré-produto-fibrado de (‘0;, =0;) em Set

Logo existe uma seta tnica de P para @. Em Set s6 ha uma seta com destino
no conjunto vazio: a identidade do conjunto vazio. Logo, P = @.

As provas de ii. a vi. sao analogas a i..

A prova de wii. serd por absurdo.

Suponhemos primeiramente que a € T'=a ¢ VV UVFUFV UFF.

i. Sea ¢ VV, entao dy(a) ou 0;(a) sao indefinidos.
Se somente Jy(a) é indefinido, entdo a € V' F};
se somente 0 (a) ¢ indefinido, entdao a € FV;
se Jy(a) e 01(a) sdo indefinidos, entdao a € F'F.

ii. Se a ¢ VF, entao dy(a) é indefinido ou 0;(a) ¢é definido.
Se somente Jy(a) ¢ indefinido, entdo a € F'F;

se somente 0 (a) ¢ definido, entao a € VV;
se Jy(a) é indefinido e 0y (a) é definido, entdao a € FV.



ili. Se a ¢ FV, entdo dy(a) é definido ou 0, (a) é indefinido.
Se somente Jy(a) é definido, entao a € V'V
se somente J;(a) ¢ indefinido, entdo a € FF;
se Jy(a) é definido e 0, (a) ¢ indefinido, entdao a € VF.

iv. Se a ¢ FF, entao 0y(a) ou 0;(a) sao definidos.
Se somente Jy(a) é definido, entdo a € V F’;
se somente 0(a) é definido, entdo a € FV;
se Jy(a) e 01(a) sao definidos, entdo a € VV.

Portanto, a € T'=a € VVUVFUFV U FF.
Agora suponhemos que a € VVUVFUFVUFF =a¢T.

i. se a € VV. Sabe-se que VV C T, logo a € T}
ii. sea € VF. Sabe-se que VF C T, logo a € T}
iii. se a € FV. Sabe-se que F'V C T, logo a € T}

iv. se a € F'F. Sabe-se que FF' C T, logoa € T.

Ouseja, a e VVUVFUFV UFF = a €T, concluindo que T =VV UVF U
FVUFF. |

No texto que segue, dado um grafo parcial G,, = (V;,, T,,, 9, 97) (sendo n € N),
as suas classes de T}, serao VV" VFE"™ FV" e FF".

Para um melhor entendimento das classes de arestas de um grafo parcial, pode-
mos visualiza-las através do exemplo a seguir.

Exemplo 5.1 (Classes de Arestas de um Grafo Parcial) Seja o grafo parcial
G = ({A B, C},{u,v,w,x,y,z},00,01) ilustrado na figura 5.6. Entdo, VV =
{u,v,w}, VF ={y,z}, FV ={z} e FF = @.

Figura 5.6: Grafo Parcial

O produto de dois grafos parciais é calculado pelo produto em Set dos vértices
e das classes de arestas dos grafos. Ou seja, o conjunto de vértices do grafo parcial
resultante serd o produto em Set dos conjuntos de vértices dos grafos a serem ope-
rados; e o conjunto de arestas do grafo resultante serd a uniao dos produtos em Set
das classes de arestas dos grafos a serem operados. As fungoes de origem e destino
sao induzidas pelo produto dos vértices.

Note que, se as arestas nao fossem separadas em classes, o objeto calculado pelo
produto em Set poderia nao ter homomorfismo total para os grafos que estariam o
“originando”.



Definigao 5.2 (Produto Bindrio em Gr,) Sendo G, = (V1,T1,05,01) € Gy =
(Vo, Ty, 02, 0%) grafos parciais, o produto bindrio é o objeto Gy x Gy = (Vi x Vs, Uz 0o,
01) onde (sendo k € {0,1}):

o V) x V5 € o produto em Set de Vi e Vs,

o Uy € 0 objeto do coproduto em Set de (Xvyv, Xvr, Xpy, Xpp);

e O, € 0 morfismo parcial (my, : UD@ — Urp, Ok UD@ — V1 x Vi) onde
k k

— Up,, € o produto-fibrado de (z‘ncXT,mXD(9 ) como mostra a figura 5.7;
k k

— my, : UD6 — Uy € uma das projecoes deste mesmo produto-fibrado da
k
figura 5.7;
— O : Up, — VixVa €a seta induzida pelo produto Vi x Vs, ou seja, (tendo-
k
se j € {1,2}) tal que Ty, 0 Op = O, © U,y onde my , = inCxp, ©7TD,

k
sendo Tp, a proje¢ao do produto Dy X Da;

Jjuntamente com os morfismos de projecao w1 : G1xGy — Gy emy : G1 xGy — G
tais que (sendo j € {1,2}) m; = (my,, 7y, ) onde:
J

o my, : Vi x Vo —V; € a projecio do produto em Set;

. 8 ~ R _ ; —
® Ty, Ur — T € a seta tal que MUy, © Mxyy = VU7 O Tyys € MY, O Wy p =

vflomypi e TUr, 0 1My, = fU7 OTRys € Uy, 0 1My ,pp = ff) 0TMpRi

T1 XT2

. m

Ur pf. Doy x Doz
k

Un,,

Figura 5.7: Objeto Dominio do Produto Bindrio em Gr),

Teorema 5.2 (Produto Binario em Gr,) Dados Gy e G, grafos parciais. O
produto bindrio Gy x Gy € ((Vi x Va,Ur, 0o, 01), ™1, T2).

Prova: Dado um grafo parcial G = (Vg Tg, 05,0¢) e os homomorfismos totais
f:G — Gy (sendo f = (fy : Vg = WV, fr : Te¢ — T1)) e g : G — G2 (sendo
g =gy : Vo — Va,gr : Teg — 1)), tem-se a seta h : G — G; x G sendo
h= < (hy : Vg — Vi xVa,hp: T — |Jp) tal que

hyv (X) = (fv(X), gv (X))

hr(z) = (fr(x), gr(z))
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Figura 5.8: Produto Bindrio em Gr,

Sendo assim, temos que
v (hv (X)) = mv, ((fv (X)), gv (X)) = fv(X)

mr, (hr(x)) = mr, ((fr(z), gr(x))) = fr(z)
v, (hy (X)) = mv, (v (X), gv (X)) = gv(X)
mr, (hr(2)) = 7, ((fr(2), gr(2))) = gr(X)

Tendo-se, entao, a seta h. Resta provar a unicidade desta seta no que diz respeito
a comutatividade do diagrama do produto categorial.
Supondo m : G — G x G tal que (sendo m = (my,mr))

Ty, oMy = fv (53)
Ty, ©My = gv (5.4)
T, omr = fr (5.5)
T, © My = g7 (5.6)
entao, sendo my (X) = (Y, Z) e mp(x) = (y, z) tem-se que
Ty (my (X)) = m, ((Y, 2)) =Y
Entao, por (5.3), Y = fi(X).
Da mesma forma, por (5.4), my, (my (X)) = m,((Y, Z)) = Z = gv(X); por (5.5),
mr (mr(z)) = 70, ((y, 2)) = y = fr(z) e por (5.6), mp, (mr(2)) = 71,((y, 2)) = z =

gr(z).
Logo, m = h. ]



Exemplo 5.2 (Produto Bindrio em Gr,) Dados os grafos parciais da figura 5.9
(acima), o objeto do produto destes grafos é o grafo parcial da mesma figura, dese-
nhado abaixo e as projecoes sao as projecoes obvias a partir dos nomes dos vértices
e arestas.

by cy

Figura 5.9: Exemplo de Produto de Grafos Parciais

Vendo grafos parciais como sistemas, o objeto resultante do produto destes pode
ser visto como a composicao sincrona. Note que a composicao das acoes somente
ocorre quando elas sdo da mesma classe (no sentido da definigao 5.1): somente havera
algum ponto de entrada, por exemplo, no sistema resultante se ambos sistemas
componentes possuirem pontos de entrada.

5.1.2 Objeto Terminal

Como os morfismos em Gr, sao homomorfismos totais de grafos parciais, o objeto
terminal desta categoria deve ser um grafo onde seu conjunto de arestas tenha
representantes das quatro classes de aresta. E esta, entao, a principal diferenca
entre o objeto terminal de Gr e o de Gr),.

Definicao 5.3 (Objeto Terminal em Gr,) O objeto terminal em Gr, € o grafo
1= ({o}, {vv,vf, fv, ff}, 0o, O1) ilustrado na figura 5.10.

Prova: Dado um grafo parcial G = (V,T,0§,0¢) qualquer, o tnico morfismo
possivel | : G — 1 é tal que !y, (v) = o (para todov € V) e, dadot € T

vv seteVV
I (t) = vf seteVF
7Y fu osete FV

ff seteFF



Figura 5.10: Objeto Terminal em Gr),

5.1.3 Equalizadores

O célculo de equalizadores em Gr, ¢ basicamente o calculo dos equalizadores em
Set das fun¢oes componentes dos homomorfismos totais de grafos parciais, ou seja,
é o equalizador dos mapeamentos entre vértices, arestas e dominios das funcoes de
origem e destino.

Definicao 5.4 (Equalizador em Gr,) Dados dois grafos parciais Gy = (V1,T1, 9y,

0y e Gy = (Vy, Ty, 02, 0% e 0s homomorfismos de grafos f = (fv, fr),g9 = {gv,9r) :

G, — Gs, o equalizador de f e g € induzido pelo cdlculo do equalizador em Set das

componentes dos homomorfismos, ou seja, é o par (G, eq) tal que Gy = (Vy, Ty, 05, 09)
e eq = (eqv, eqr) tal que (diagrama na figura 5.11):

o (Vo,eqv) € o equalizador em Set de (fv, gv);
o (Ty,eqr) € o equalizador em Set de (fr,gr);

e 00 sendo k € {0,1}, é o morfismo parcial (mp, Dy — Ty, O Dy — Vo)
k
onde

- <D32,quak> ¢ o equalizador em Set de <fDaka9Dak>i

— Mp, ¢ a seta induzida pelo equalizador (fr, gr);

— 0 € a seta induzida pelo equalizador (fy, gy).

I ——T— =T
A 9T ——>
7’)’LD82 : mDBi I ImDOE
eqp,
82 . 81 ngk_> D82
|
82 | 8il lag
v eqv f
—
Vo e — 1

Figura 5.11: Equalizador em Gr,

Prova: Primeiramente é importante notar que mp 0 é realmente mono. Save-se que

toda seta de equalizador ¢ monomorfismo (MENEZES HAEUSLER, 2001) e que
a composi¢ao de monomorfismos resulta em monomorfismos (BORCEUX, 1994).



Portanto, mp_, o eqp, ¢ monomorfismo. Em (BORCEUX, 1994) tem-se que, se
g o f é mono, entéo f ¢ mono. Como eqr o MD,y = Dy © 4Dy, ; entao D, é
monomorfismo.

Resta entao, provar a existéncia e a unicidade da seta de um pré-equalizador
qualquer para Gj.

Seja X um vértice de V; e x um arco de T;. Como eq é monomorfismo, podemos
afirmar que eqy(X) = X e eqr(x) =z caso X € Vhex € Ty,

Seja Q = (Vo, To, Bg'), BIQ) um grafo parcial e ¢ : Q — G um homomorfismo de
grafos parciais (¢ = (qv, qr)) tal que f oq = goq. Entao existe um homomorfismo
h : Q — Gy, onde h = (hy,hr), tal que hr(z) = gr(z) (tendo-se x € Ty) e
hy (X) = qv(X) (tendo-se X € Vq).

Supondo a seta j = (jv, jr) : @ — Go tal que eqy o jy = qv e eqr o jr = qr.
Entéo eqy (jv (X)) = jv(X) = qv(X) e eqr(jr(z)) = jr(z) = qr(2).

Logo, j = h. |

Exemplo 5.3 (Equalizador em Gr,) Dados os grafos G e H da figura 4.2 e os
homomorfismos totais ha, hy : G — H da tabela 4.1, o equalizador destes morfismos
¢ o grafo parcial da figura 5.12 juntamente com o homomorfismo de inclusdo no

grafo G.

a

(4)
f/ e
O

Figura 5.12: Exemplo de Equalizador em Gr,

Um homomorfismo de grafos parciais pode ser visto como uma simulagao ou
uma implementacao de um sistema em outro. Desta maneira, o objeto resultante
do equalizador de duas implementacoes de um dado sistema em outro é o maior
sub-sistema do primeiro em que ambas as implementagoes sao idénticas.

5.2 Colimites

A construcao de colimites em Gr, se dd através da heranca de colimites nas
categorias das setas como mostrado no teorema 3.3.

Teorema 5.3 (Gr, é cocompleta) A categoria Gr, de grafos parciais e homomor-
fismos totais de grafos parciais € cocompleta.

Prova: Como Set? é um topos, pelo teorema 2.4 temos que incy, : Set? — p(Set?)
preserva colimites. Do mesmo modo, o funtor A também tem adjunto direito como
demonstrado em (MACLANE, 1971), pagina 87. Como a composi¢ao de adjungoes
também é uma adjungao (BARR; WELLS, 2000; MACLANE, 1971), tem-se que
o funtor incp o A tem adjunto direito, ou seja, preserva colimites. Tendo-se que



incy, o A preserva colimites e como Set é bicompleta, temos que Gr, é co-completa.
[ |

Uma vez que os colimites em Gr,, sao herdados de Set, a construcao de colimites
é trivial. Apesar disto, as proximas subsecoes abordarao as definicbes destes além
de exemplo e interpretacao em grafos parciais vistos como sistemas.

5.2.1 Coprodutos

Como o objeto inicial nada mais é do que o coproduto zero-ario, ele serd também
abordado nesta segao. Apds, ter-se-a a definicao do coproduto bindrio, um exemplo
deste e uma interpretacao do mesmo.

Uma observacao interessante é a de que, apesar da definicao de coprodutos
limtar-se a coprodutos finitos, Gr, possui também coprodutos infinitos uma vez
que estes sao herdados pela construcao da categoria.

Definigao 5.5 (Objeto Inicial) O objeto inicial da categoria Gr, € o grafo vazio
(0,0,0,0).

Definicao 5.6 (Coproduto Binario em Gr,) Dados os grafos parciais G; = (Vi,
T1,00,00) e Gy = (Va, Ty, 02, 0%), o coproduto destes dois é o grafos parcial G +Gy =
(Vi + Vo, Ty + T, 09, 01) onde Vi + Vy e Ty + Ty sao coprodutos em Set e 0y e 01 sdo
morfismos univocamente induzidos pelo cdlculo do coproduto em Set de acordo com
o diagrama da figura 5.13.

T s Ty + Ty =T

e

4D dDoy

%l\ o / E

‘/1 QVl ‘/l + ‘/2 qVQ ‘/2
Figura 5.13: Coproduto em Gr,

Exemplo 5.4 (Coproduto em Gr,) O coproduto dos grafos da figura 4.2 € o grafo
da figura 5.14 juntamente com os morfismos de imersao obvios.

Figura 5.14: Exemplo de Coproduto em Gr),

Novamente vendo grafos parciais como sistemas, o objeto resultante do coproduto
de dois (ou mais) grafos parciais pode ser visto como a composi¢ao nao-determinista
dos sistemas componentes, sem nenhum dos sistemas interferir no comportamento
do outro, independentemente.



5.2.2 Coequalizador

O calculo de coequalizadores em Gr, é basicamente o calculo dos coequalizadores
em Set das fungdes componentes dos homomorfismos totais de grafos parciais, assim
como os demais colimites.

Definicao 5.7 (Coequalizador em Gr,) Dados dois grafos parciais Gy = (Vi, 11,
05,01y e Gy = (Vo,T,02,0% e os homomorfismos de grafos [ = (fv, fr),g =
(gv,91) : G1 — Ga, o coequalizador de f e g € induzido pelo cdlculo do coequa-
lizador em Set das componentes dos homomorfismos, ou seja, é o par (G, co) tal
que G = (V,T,0y,01) e co= (coy, cor) tal que (diagrama na figura 5.15):

o (V. coy) € o coequalizador em Set de (fy, gv);
e (T, cor) € o coequalizador em Set de (fr,gr);

e O, sendo k € {0,1}, é o morfismo parcial (mDak : Dy, — T,0k : Dy, — V)
onde

— (D, cop,, ) € o coequalizador em Set de (fp, , gp,, ):
— Mp,, ¢ a seta induzida pelo coequalizador {fr,gr);

— Y € a seta induzida pelo equalizador {fv,gy).

cor

Ty /=T T
A
mDaéI ImDaz | MDy,
cop
— fpy — %%k ]])\
L o
f coy \l
Vi =V 1%

Figura 5.15: Coequalizador em Gr,

Tendo-se colimites podemos, por exemplo, definir gramaticas de grafos parciais.
Para isso deve ser utilizada a técnica do double pushout (CORRADINI et al., 1997)
uma vez que os homomorfismos de grafos parciais sao totais. Através desse tipo
de gramatica é possivel definir, por exemplo, sistemas que se modificam durante a

computagao (como em (HOFF; ROGGIA; MENEZES, 2004)).

Exemplo 5.5 (Double-pushout em Gr,) A figura 5.16 ilustra a aplicagdo de uma
regra de gramdtica de grafos (parciais) com double pushout em um dado grafo (par-
cial). Na figura a parte superior representa a regra a ser aplicada, o grafo parcial
inferior a esquerda € o grafo parcial a ser modificado e o grafo parcial resultante da
aplicagao é o grafo parcial inferior a direita. Os homomorfismos sao de acordo com
0s momes de vértices e arestas.
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Figura 5.16: Exemplo de Derivagao de Grafos Parciais







6 AUTOMATOS PARCIAIS

Neste capitulo a categoria dos Grafos Parciais ¢ utilizada para definir a categoria
dos Automatos Parciais. A principal vantagem de definir estes automatos é a de
que, devido a estrutura dos diferentes tipos de arcos de um Grafo Parcial, de acordo
com a interpretacao que aqui utilizada, estados finais e iniciais do automato estao
na estrutura. Apds a definigao da categoria Aut, tem-se a prova de que esta é
bicompleta, herdando limites e colimites das categorias em que fora construida. Por
ultimo é dada uma forma de calcular as computacoes finitas de Automatos Parciais
através de composicao de spans.

6.1 Definicao

O termo “automato parcial” ja fora anteriormente utilizado para definir uma
estrutura algébrica baseada na definicao de autématos. Uma definigao frequente-
mente referenciada de autémato parcial é a dada em (RUTTEN, 1998), nesse artigo
um automato parcial sobre um alfabeto A é uma tripla (S, 0,t) onde S ¢é o con-
junto de estados, o : S — {v, f} uma fungao que indica se o estado é final ou nao
et: S — (S+1)4 (onde 1 = {f}) é a funcio de transicio. A diferenca entre
um automato (deterministico) e um autdémato parcial, nesta definicao, é a de que
a funcio de transicdo em um autémato é ¢ : S — S4. O fato de t(s)(a) =1 repre-
senta que o simbolo a é indefinido para o estado s. Tal automato parcial aceita um
tipo diferente de linguagem com relagao as linguagens abordadas em (HOPCROFT,
1979; MENEZES, 2001) que sao um dos objetos de estudo deste trabalho. A sa-
ber, a linguagem aceita por um automato parcial nesse artigo engloba palavras com
marcacao de deadlock e palavras infinitas. Em (HINES, 2003) também ¢ utilizada
uma funcao parcial em transicoes de automatos para permitir a possibilidade de
computacoes que nao terminam.

Devido a isto, o termo Automato Parcial utilizado nesta dissertacao ¢é diferente
do ja empregado na literatura. Aqui, um autémato parcial é um automato (possi-
velmente nao-deterministico) onde transigdes podem ocorrer sem a necessidade de
assumir algum estado prévio e/ou transi¢oes podem ocorrer e, apds, o sistema nao
assumir estado algum; ou seja, é um automato definido a partir de grafos parciais.

Para definir a categoria de Automatos Parciais, serd necessaria a definicao de
dois funtores: arcosp, e coprody (lembrando que a categoria Set/Q? foi definida no
exemplo 3.2).

O funtor esquecimento arcosy, leva cada grafo parcial de Gr, no seu conjunto de
arcos T' em Set juntamente com uma funcao m : T — Q2. Esta funcao m é a funcao
que classifica cada arco de T' em sua devida classe de acordo com a defini¢ao 5.1.



Definigao 6.1 (Funtor arcos,) O funtor arcosp : Gr, — Set/Q? é tal que, sendo
(V,T,00,01) um grafo parcial qualquer, arcosy((V,T,0y,01)) = (I, m) onde m :
T — Q2% é tal que (dadot € T):

(v,v) seteVV
) (v, f) seteVF
m(t) = (f,v) seteFV
(f,f) seteFF
e sendo h = (hy, hy) : (V1,T1,0},08) — (Vo, Ty, 02, 0%) um homomorfismo total de

grafos parciais, arcosy(h) = hT.

Pode-se dizer que o funtor coprody “quadruplica” um conjunto qualquer de Set.
Isto é feito levando um conjunto A no seu coproduto quaternario. Como coprody é
definido de Set para Set/Q?, também ¢ associado & este coproduto uma fungao com
codominio em Q? = {vv,vf, fv ff}. Como estaremos trabalhando com o coproduto
quaternario de um conjunto qualquer A, podemos dizer que o conjunto resultante
deste coproduto tem cada elemento de A quatro vezes; a funcao a é tal que cada
elemento de A seja levado aos quatro elementos de 2.

Definigao 6.2 (Funtor coprody) O funtor coprody : Set — Set/Q) € tal que,
dado um conjunto A qualquer, coprody(A) = (IT%, a) onde o : 11% — Q* € tal que
(suponha a; € 114 onde i € {1,2,3,4} indica a origem do elemento no coproduto —
primeira, sequnda, terceira ou quarta imersao):

(v,v) sei=1
KRS RV
(f,f) sei=4

e sendo f: A — B uma fungdo, coprody(f) = f*: (14, a) — (11}, B) onde:
[ (a, (v,v))) = {f(a),
f(a, (v, 1)) = {f(a), (v, f
[ (a, (f,0))) = (fla), (f,
FUa, (F, 1)) = (Fa), {f, 1))

Definigao 6.3 (Categoria Aut,) A categoria dos Autématos Parciais, chamada
Aut,, € a calegoria das setas arcosy, | coprody.

v,V

)
)
)

a

Y

{f( )
{f( )
(f( v)
{f( /)

a

Um objeto em Aut, é, entdo, uma 6-upla A = (V, T, 0y, 01, X, etiq) onde (V, T, Oy,
01) é um grafo parcial (indica a “forma” do autémato parcial, serd referenciado como
o grafo parcial G), ¥ ¢ um conjunto de simbolos (comumente referenciado como al-
fabeto) e etiq : T — 3 é a fungao (total) de etiquetacao dos arcos (note que, na de-
finicio da cetegoria parcial, etiq : (T, m) — (I1%, ), porém é simples vé-la como uma
funcao de T para ). Um morfismo em Aut, ¢ um homomorfismo total de autématos
parciais f onde, dados os autématos parciais A; = (V;,T1,0},01, 21, etiqy) e Ay =
(Vo, Ty, 02,07, 59, etiq), f = (h,s) : Ay — Ay tendo h : G; — G5 um homomor-
fismo de grafos parciais (h = (hy, hr)) e s : ¥1 — 35 uma fungao total tais que, em
Set /2

etiqy o hy = s* o etiq,.



Exemplo 6.1 (Autématos Parciais e Homomorfismo) Dados Autématos Par-
ciais A = ({X,Y, Z},{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j, k,1,m,n}, 05, 01, {c, 8,7}, etiqs) e B =
({A, B}, {t,u,v,w,x,y,z},08 0P, {0,1}, etiqgg) onde as fungoes 93, OF, o7, AP,
etiqa e etiqp sao de acordo com a figura 6.1 (o “nome” da aresta estd indicada entre
parénteses). Um possivel Homomorfismo na categoria Aut, de A para B € tal que:
(a—
b—y
cr z
d— z
e w
f
g u
h—t

11—t

X—A a0
hy =2 Y—B s=¢ 1
Z — B vy 1

jw
k—t

l—t

Figura 6.1: Automatos Parciais A (& esquerda) e B (a direita)

6.1.1 Bicompletude

Aut, é bicompleta por heranca de limites na Categoria das Setas. Devido a isto,
limites e colimites podem ser construidos a partir de Set e de Grp, que tém estas
construcoes ja definidas. As interpretacoes destas construgoes sao simplesmente
extensoes das interpretacoes dadas de grafos parciais para Automatos Parciais.

Teorema 6.1 (Bicompletude de Aut,) A categoria Aut, € bicompleta.

Prova: Para provar que Aut, é bicompleta, basta provar que arcos, preserva coli-
mites e que coprod, preserva limites.

Para arcos, preservar colimites, é necessario encontrar seu adjunto direito. O
funtor livrer : Set/Q? — Gr, definido a seguir é adjunto direito de arcosy,.

Dado (C,w) um Set/Q*-objeto, livrer((C,w)) = ({e},C, dy,d1) onde, dado
ceC,

wdz{‘ 0wl = o) on wld) = (1)

indef. se w(c) = (f,v) ou w(c



e se w(c) = (v,v) ou w(c) = (f,v)
A(e) = { indef. se w(c) = (v, f) ouw(c) = {f, f)

e dado f: (A,a) — (B, ) um Set/Q*-morfismo, livrer(f) = (t{e}, f).
A figura 6.2 ilustra o diagrama da adjuncdo (arcosp,n,livrer), onde 7, =
(gv,ir) : tgr, — livrey o arcosy tal que gy (v) = o, Vo € V.

g’rp S€t/Q2

arcosp

<V>T7 80’81>$<{.}7T7 86’89 <T’ m>

|
\ l@{.},ﬂT) | gT
g=(gv .97 livrer

({o}.C. 00 ) (€ w)

Figura 6.2: Diagrama para Adjun¢io (arcosp,n;, livrer)

Ja para o funtor coprody preservar limites, é necessario mostrar que ele possui
adjunto esquerdo, que no caso é o funtor Ugasse : Set/Q* — Set tal que, dado
(C,w) um objeto de Set/Q?, Ugasse({(C,w)) = C e dada uma funcio qualquer
(A a) — (B,) de Set/Q% Ueasse(f) = f: A — B.

A figura 6.3 ilustra o diagrama da adjungado (Ucjasse, 2, cOprody) onde 7y :
Lset/02 — €OPrody o Uenasse ¢ tal que, dado (d, (p,q)) € (D,0), n2((d, (p,q))) =

(d,(p,q)) onde p,q € {v, f} (na figura, k(a) = j(a) Ya € A). |
Set/Q? Set
(A, m) 2~ (T4, ) Uclasse ’|4
x lk coprodg Lk
(I3, Y) C]

Figura 6.3: Diagrama para Adjun¢ao (Ucjasse, 72, COprody)

6.2 Composicao de Spans e Computacoes

A principal diferenga entre automatos de Aut e de Aut, é a de os automatos
parciais terem em sua estrutura marcacgao de estados diferenciados, segundo a inter-
pretagao de que arestas sem origem (destino) representam pontos de entrada (saida)
em Grafos Parciais. Por exemplo, a partir de Aut, para se ter marcagao de estado
inicial, define-se uma categoria das setas utilizando Aut como uma das categorias
base. Ja em Aut, um estado com uma aresta que nao possui origem mais com
destino nele pode ser dito um estado inicial. Mais ainda: esta marcacao representa
também um passo da computacao do automato parcial.

Para ilustrar esta diferenca de construcao podemos brevemente estruturar a ca-
tegoria de automatos com estados finais a partir de Aut. A construcao seria através
de uma categoria das setas AutFim = vertices | VF onde vertices : Aut — Set
leva uma automato ao seu conjunto de estados e VF : 1 — Set leva o tinico objeto



no conjunto {v, f}, a fungdo em Set seria a que indica se o estado é ou nao um
estado final.

Com relagao a reconhecimento de palavras de linguagens, podemos dizer que uma
palavra é reconhecida por um automato parcial se o primeiro simbolo for reconhecido
através de uma aresta sem origem e o ultimo, através de uma aresta sem destino;
sendo que, reconhecido um simbolo qualquer e a computacao estiver em um estado
s, o proximo simbolo devera ser reconhecido por um arco com origem neste estado,
como em um automato comum. Nos automatos do exemplo 6.1 a linguagem do
automato A (a esquerda da figura 6.1) é a dada pelas palavras sobre o alfabeto
{a, 3,7} que tem como sufixo uma das subpalavras: yyvy, vv3, 767, 780, 877,
BB, BBy, BBG. Ja a linguagem reconhecida pelo automato B (a direita da figura
6.1) sao as palavras sobre o alfabeto {0, 1} terminadas por 11.

6.2.1 Composicao de Spans Estendida para Grafos

Um span em uma categoria C de um objeto A para outro B ¢é basicamente
um par de C-morfismos com origem em um mesmo objeto qualquer da categoria
e destino em A e B. A definicao de span e de categorias de span pode ser en-
contrada em (BENABOU, 1967), onde hé a informaciio que este conceito foi ori-
ginalmente introduzido por Yoneda no caso de C = Cat, a categoria de categorias
pequenas. Em (BRUNI; GADDUCCI, 2001) pode-se encontrar uma série de propri-
edades algébricas de categorias de spans em Set.

Definigao 6.4 (Span) Considere uma categoria qualquer C. Um span em C € uma
classe de equivaléncia de pares de morfismos da forma (r : C — A;s : C — B),
determinada pela relagdo (r : C' — A,s : C — B)parc(r’' : D — A,s' : D — B) se
e somente se existe um isomorfismo iso : C < D tal que o diagrama ilustrado na
figura 6.4 comuta.

C
SN
A zso B
D

Figura 6.4: Diagrama Comutativo para Spans

Como dito no capitulo 2, um morfismo parcial pode ser visto como um tipo
restrito de Span, onde o primeiro morfismo componente deve ser um monomorfismo.

A partir da definicao de spans é possivel a construgao de uma categoria que
utilize esta construgao como base (assim como com morfismos parciais). Obtém-se,
entao, uma categoria com spans a partir de uma categoria de origem; os objetos
continuam os mesmos da categoria original.

Definigao 6.5 (Categoria de Spans) Considere a Categoria C = (Obe, More, 0,
O1,,0) com todos os produtos fibrados. A categoria de spans em C denotada por
sC = (Obe, Morge, 0y, 01,0y Lscy 0sc) onde Morse, Oy, O1,. sao determinados pela
defini¢ao de spans em C e a composi¢ao de dois morfismos (r,s) : A — B, (p,q) :



/

T X xpY

Figura 6.5: Diagrama Comutativo para Composicao de Spans

B — C €(r,s)opc (p,q) = (rop,qos): A— C determinada pelo produto fibrado
como o ilustrado no diagrama comutativo da figura 6.5.

A definicao da composicao de spans pode ser extendida para definir um tipo
diferente de composicao de grafos, introduzida em (HOFF; ROGGIA; MENEZES,
2004). Este tipo de composi¢ao possibilita dar semantica a sistemas baseados em
grafos que se modificam ao longo do tempo. Uma vez que um grafo esta definido
através de suas fungoes de origem e destino, que tem o mesmo objeto de origem (por-
tanto, caracteriza um span), a defini¢do desta composigao, chamada de Composi¢ao
Bindria de Arestas é como segue:

Defini¢ao 6.6 (Composicao Bindria de Arestas) Dado V' um conjunto de vér-
tices e 0s grafos Gy = (V, 11,05, 01) e Gy = (V, Ty, 02, 07), a Composigao Bindria de
Arestas, ou simplesmente Composicao de Arestas, de G1 e Gy € o grafo G1> Gy =
(V,T,0,01) onde T' € o objeto resultante do produto-fibrado do diagrama da figura
6.6, 0p = Oy opy € Oy = 02 o py. O diagrama estd definido na categoria base da
construgao do grafo.

% Vv Vv
NNy
T1 p.f. T2
T
Figura 6.6: Composicao Binaria de Arestas de Grafos

Cada aresta no grafo resultante GG, >G5 representa um caminho de comprimento
dois (entre vértices), onde a primeira metade é uma aresta do grafo G e a segunda
metade é uma aresta do grafo G5. Em sistemas baseados em grafos, a aresta com-
posta de G1>G5 pode ser vista como uma computagao resultante de uma composicao
sequencial de outras duas arestas: a primeira ocorre no sistema G; e a segunda, no
sistema G2 (nesta ordem).

Note que a Composicao de Arestas pode ser feita em qualquer objeto de categoria
de grafos, desde que a categoria utilizada como base possua produtos-fibrados. No
caso de grafos parciais, por exemplo, o diagrama da figura 6.6 estd em pSet.



6.2.2 Composicao de Transicoes de Autdématos Parciais

Pode-se estender a Composicao Binaria de Arestas de Grafos para Composigao
Binaria de Transicoes de Automatos Parciais. Para utilizar este tipo de composicao
para dar semantica a Automatos Parciais — mais especificamente para ter as com-
putacoes de um dado automato parcial — deve-se estender a definicao para ter-se
também a estrutura de etiquetagao das arestas.

Defini¢ao 6.7 (Composigao de Transicoes de Autdématos Parciais) Conside-
re 0s automatos parciais Ay = (V, Ty, 0%, 01, 31, etiqr) e Ay = (V, Ty, 03, 0%, 3, etiqy)
(com o mesmo conjunto de estados). A Composigao Bindria de Transigoes, ou sim-
plesmente Composi¢ao de Transicoes, de Ay e Ay € o automato parcial Ay > Ay =
(V,T,0,,0;,%,etiqg) onde T € o objeto resultante do produto-fibrado, ¥ = %1 X ¥y e
etiq € a fungao induzida pelo produto do diagrama em pSet da figura 6.7 € 9y = O§opy

e 0y = 02 opy.
Vv 74 74
T1 T2

Figura 6.7: Composi¢ao de Transi¢bes de Automatos Parciais

A interpretacao dada para a Composicao de Arestas de grafos pode ser esten-
dida para Automatos Parciais. Portanto um Automato Parcial composto consigo
mesmo uma vez terda como transi¢coes subpalavras de seu processamento para o re-
conhecimento de sua Linguagem; no caso de n composi¢oes sucessivas pode-se obter
as palavras da linguagem aceita pelo Automato em que sao necessarios até n + 1
passos de computacao nos arcos do Automato Parcial que nao possuem origem e
nem destino. A partir do exemplo a seguir teremos estas no¢oes com mais clareza.

Exemplo 6.2 (Composigao de Transigoes) Dado o Autémato Parcial B da fi-
gura 6.1 (a direita), o Autémato Parcial resultante da Composi¢ao de Transigoes
B> B ¢ tal como o ilustrado na figura 6.8.

Em um primeiro momento pode-se pensar que o Automato Parcial resultante
de uma Composicao de Transicoes deste exemplo consigo mesmo tenha transigoes
etiquetadas com palavras de comprimento dois. Porém, no Autéomato resultante do
exemplo ha transicoes etiquetadas com palavras de tamanho um. Isto ocorre pois,
por exemplo, o Automato Parcial pode, no primeiro momento, nao ter assumido
nenhum estado (e nao ter “executado” nenhuma transi¢ao) e somente no segundo
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Figura 6.8: Automato Resultante da Composicao de Spans do Automato da Figura
6.1

momento ter “executado” uma transicao de entrada, reconhecendo o simbolo ‘0’
e assumido o estado A, resultando na transicao sem origem e com destino em A
etiquetada com ‘0’. Do mesmo modo h& transi¢oes que em um primeiro momento é
executada uma transicao de saida e, no segundo passo, o sistema fica sem assumir
nenhum estado e nao “passa”’ por nenhuma transicao.

Ja a transicao sem origem e sem destino rotulada por ‘11’ é resultante da execucgao
da transicao de entrada no estado B no primeiro passo; e no segundo, da transi¢ao
de saida do estado B, ambas etiquetadas por ‘1’. Devido a isto podemos ver o
sentido de “transacao” deste tipo de aresta. Mais ainda: a palavra que etiqueta
uma transi¢ao sem origem e sem destino ¢ uma palavra reconhecida pelo autémato.

Uma observacao interessante a fazer é de que esta Composicao pode ser feita
sucessivamente. Isto se deve ao fato de a Composicao de Arestas de um grafo ser
associativa (prova em (HOFF; ROGGIA; MENEZES, 2004)) assim como o produto
também o ser (para o caso dos alfabetos).

Defini¢ao 6.8 (Computagoes Finitas de Autémato Parcial) Dado um Auté-
mato Parcial A = (V,T, 0y, 01, %, etiq), as computagoes finitas de tamanho até n +
1 deste é a classe de transicoes FF (no sentido da definicio 5.1) do automato
resultante da Composicao de Transi¢oes consigo mesmo n vezes.

Dado entao um Autémato Parcial que computa a linguagem L, se ele for com-
posto consigo mesmo “ad infinitum”, através da Composigao de Transigoes, as ares-
tas do grafo que formam este Automato que possuem origem e destino indefinidos
podem ser vistas como o fecho transitivo L*. Se o Autéomato Parcial for composto
consigo mesmo n vezes, esta classe de transi¢oes do Automato sera o subconjunto de
L™ tais que o comprimento das palavras estd limitado a n+1, isto é, as computacoes
do Automato com n + 1 passos.



7 CONCLUSAO

O principal objetivo deste trabalho, a saber: definir uma estrutura de grafos que
contenham parcialidade em sua estrutura interna através de modelos categoriais, foi
atingido resultando em algumas contribuicoes aqui listadas.

e Resultados com relacao a categorias de morfismos parciais: foram desenvolvi-
dos resultados tteis ao desenvolvimento posterior do objetivo principal com
relacao a morfismos parciais. Dentre os principais resultados deste tipo pode-
se destacar p(pC) = pC e p(C?) = (pC)%. O primeiro mostra que hd um limite
para uma estrutura “ser parcializada” enquanto que o segundo ¢ 1til para a
definicao de grafos internos parciais;

e Introducao de um modo de construir categorias de estruturas parciais herdando
propriedades: dada pela definicao de Categoria das Setas Parciais (pComma)
que permite heranca de colimites;

e Construcao de uma categoria de Grafos Parciais com Homomorfismos Totais:
gry, feita através da construcao definida anteriormente utilizando o funtor
diagonal de Set e sua categoria de morfismos parciais pSet. A partir disso
obteve-se grafos tais que arestas sem origem e/ou sem destino sao permitidas;

e Interpretacoes das estruturas definidas: dadas de acordo com a visao de que
um grafo pode ser visto como um sistema, identificou-se interpretacoes para
acoes ou pontos de entrada e saida ou fontes e sumidouros;

e Prova da bicompletude de Gr,,: onde colimites foram herdados, porém o mesmo
nao ocorreu com limites, que foram construidos e dadas as provas. Para os
principais tipod de limites e colimites foi dada também uma correspondente
interpretacao computacional destas operacoes;

e Definicao de Grafos Parciais Internos: que permite a construcao de grafos
baseados em categorias diferentes de Set;

e Definigao de Automatos Parciais: automatos baseados em Grafos Parciais,
sendo um exemplo de aplicacao de Gr, em uma &rea importante da Ciéncia
da Computacao;

e Definicao de computagao finita de Automatos Parciais: baseada em uma ex-
tensao de composicao de spans, definindo uma semantica para esses Automatos.



A respeito dos resultados obtidos neste trabalho foram escritos alguns artigos
que foram publicados ou aguardam avaliacao para publicacao.

e “Composition of Transformations: a framework for systems with
dynamic topology”, apresentado em CASYS’03 — 6" International Confe-
rence on Computing Anticipatory Systems e aguardando publicacao nos anais
do evento no Internationa Journal of Computing Anticipatory Systems. Au-
tores: Marnes Augusto Hoff, Karina Girardi Roggia e Paulo Blauth Menezes
(artigo como segunda autora). Apresenta a Composicao Bindria de Arestas de
grafos (totais), principais propriedades e o seu uso em sistemas com topologia
dinamica.

e “Partial Graphs with Total Homomorphisms: a Categorical Fra-
mework” | submetido a FOSSACS 2005 — Foundations of Software Science
and Computation Structures, conferéncia integrante da European Joint Confe-
rences on Theory and Pratice os Software (ETAPS). Autores: Karina Girardi
Roggia, Paulo Blauth Menezes e Marnes Augusto Hoff. Apresenta da estrutura
de Grafos Parciais, a categoria Gr, e suas construgoes de limites e colimites
juntamente com interpretacoes computacionais das mesmas.

e “Bicompleteness in the Category of Partial Graphs with Total Ho-
momorphisms”, submetido ao FEletronic Journal on Mathematics of Com-
putation (EJMC). Autores: Karina Girardi Roggia, Paulo Blauth Menezes ¢
Marnes Augusto Hoff. Apresenta a prova da bicompletude de Gr,,.

e “Computation of Partial Automata through Span Composition”, ex-
tended abstract aceito para EUROCAST 2005 — 10" Conference on Computer
Aided Systems Theory no workshop Systems Theory and Simulation: formal
approaches and applications. Autores: Karina Girardi Roggia, Marnes Au-
gusto Hoff e Paulo Blauth Menezes. Apresenta Automatos Parciais e discorre
sobre computacgoes destes através da Composicao de Transicoes apresentada
nesta dissertacao.

Dentre os trabalhos futuros a partir deste podemos citar a investigacao de outras
propriedades com relagao a Gr, como, por exemplo, se ¢ uma categoria cartesiana
fechada e um topos e suas interpretacoes computacionais; explorar computagoes de
automatos parciais e estender estes automatos para automatos com saida; estender
o conceito de grafos parciais para grafos parciais reflexivos e estuda-los; investigar
diferentes tipos de composicoes de grafos parciais como, por exemplo, composi¢ao se-
quencial explorando a interpretacao de pontos de entrada e de saida; explorar grafos
parciais internos em categorias diferentes a Set; estender a defini¢cao de composicao
de arestas (grafos) e de transigdes (automatos) para uma estrutura de categoria; e
relacionar estas categorias estudadas com Categorias de Algebras Parciais.
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