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Resumo

PASA DUTRA, V. F. Um Modelo Constitutivo para o Concreto Reforcado com Fibras de
Aco via Teoria da Homogeneizagao. 2012. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) —
Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O concreto reforcado com fibras de ago (CRFA) é um material compésito formado por uma matriz
cimenticia e por uma certa quantidade de fibras aleatoriamente dispersas. Buscou-se neste estudo
“construir” um modelo constitutivo capaz de representar o comportamento do CRFA e cuja
formulacdo estd fundamentada na Teoria da Homogeneizagdo, no Método dos Elementos Finitos
(MEF), como também em observacdes experimentais disponiveis na literatura.

Na primeira etapa do trabalho foram desenvolvidos estudos visando a andlise do comportamento
elastico e viscoeldstico do CRFA. Inicialmente, o comportamento eldstico linear foi investigado
através da aplicacdo do esquema de homogeneizac¢do de Mori-Tanaka, o qual é baseado nos resultados
estabelecidos por Eshelby (1957). A precisdo dos resultados obtidos pela abordagem analitica foi
verificada pela comparagdo com a solucdo via MEF, bem como com os resultados experimentais
disponiveis. As estimativas micromecanicas das propriedades eldsticas efetivas se mostraram
coerentes aquelas obtidas através de andlise numérica de um volume elementar representativo (VER)
do material, modelado como um meio heterogéneo, como também, aos dados experimentais.
Posteriormente, a formulacdo do comportamento viscoeldstico sem envelhecimento foi obtida
fazendo-se uso da resposta em elasticidade e do Principio da Correspondéncia Elastica-Viscoelastica.
Os resultados obtidos foram comparados aos dados experimentais e a modelos analiticos disponiveis.
Na segunda etapa do trabalho, as propriedades de resisténcia do CRFA foram investigadas
empregando-se a abordagem estética da andlise limite combinada a teoria da homogeneiza¢do. O
critério de resisténcia macroscopico para o CRFA foi teoricamente obtido a partir do conhecimento da
resisténcia dos seus constituintes, ou seja, da matriz de concreto e das fibras. Adotando-se o critério de
ruptura de Drucker-Prager para a matriz de concreto e considerando-se distribui¢do espacial isotrépica
das fibras através de um modelo aproximado, um critério aproximado para a estimativa das
propriedades de resisténcia homogeneizadas foi formulado. A formulacdo do critério foi
complementada através da consideracdo de um critério de cut-off em tragdo e das propriedades
limitadas de resisténcia da interface. Os resultados analiticos foram comparados a resultados
experimentais e aqueles obtidos na resolugdo numérica do problema de andlise limite formulado sobre
o VER do CRFA, através de uma ferramenta numérica baseada no MEF no contexto da plasticidade.
A comparacdo permitiu avaliar a influéncia da anisotropia do modelo aproximado empregado, como

também da geometria real das fibras sobre a resisténcia do compdsito.

Palavras-chave: Concreto; Fibras de Aco; Homogeneizacdo; Método dos Elementos Finitos.



Abstract

PASA DUTRA, V. F. A Constitutive Model for Steel Fiber Reinforced Concrete based on the
Homogenization Theory. 2012. Thesis (Doctorate in Civil Engineering) — Programa de P6s-
Graduacgdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Steel fiber reinforced concrete (SFRC) is a composite material formed by a cement matrix and
a certain amount of randomly dispersed fibers. The main objective of the present work is the
formulation of a comprehensive constitutive model for SFRC behavior that relies upon
homogenization theory, finite element method (FEM) and taking advantage of experimental
data available in the literature as well.

The first part of the work is devoted to the assessment of elastic and viscoelastic behavior of
SFRC. The study starts with the analysis of linear elastic behavior by implementation of a
Mori-Tanaka homogenization scheme, which is based on the Eshelby equivalent inclusion
approach. It was found that the micromechanical predictions for the overall stiffness proved to
be considerably close to the experimental data, as well as to the finite element solutions
obtained from numerical analysis of a representative elementary volume (REV) of SFRC
(modeled as a randomly heterogeneous medium). Subsequently, the formulation of the non-
aging viscoelastic behavior is carried out by making use of results from Elasticity and the
Elastic-Viscoelastic Correspondence Principle. The results are compared to available
experimental data and analytical models.

The second part of the work focuses on the assessment of macroscopic strength properties of
fiber reinforced concrete (FRC). Combining the static approach of limit analysis and the
homogenization theory, the macroscopic strength criterion for SFRC was theoretically
obtained from the knowledge of the strength properties of the individual constituents
(concrete matrix and fibers). Adopting a Drucker-Prager failure condition for the concrete
matrix and adopting a simplified geometrical model for fiber orientations and length, an
approximate criterion was formulated for the overall strength properties. This formulation was
complemented by considering a tensile cut-off condition for the concrete and limited strength
properties for the interface. The analytical results were compared to experimental data and
also to results obtained from a numeric resolution of the problem of limit analysis stated on
the REV the material by means of a specifically devised Finite Element numerical tool in the
plasticity context. The comparison allowed investigating the influence of the anisotropy of the
employed approximate model, as well as the real fiber morphology on the composite strength

properties.

Keywords: Concrete; Steel Fiber; Homogenization; Finite Element Method.
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H : geometria do corpo de prova (modelo de Mangat e Azari, 1985)

H (t) : fungdo passo unitdrio ou de Heaviside com 7, =0
H(#-1,): funcdo passo unitdrio

I : inclusdo elipsoidal de Eshelby
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K': médulo de compressao
K"™ : médulo de compressdo homogeneizado

* 2 ~ .
K"™™ : transformada de Carson-Laplace do médulo de compressdo homogeneizado

h 2 ~ . ] .
K™"(t) : médulo de compressdo viscoelastico homogeneizado

K limite superior de Hashin-Strikman do médulo de compressao
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KI}}CZZ : médulo de compressao efetivo de Voigt
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L

1 - comprimento efetivo das fibras (modelo de Zhang, 2003)

N, : numerador de G™™

hom*

N, : numerador de K

O((cl//)2 ): representacio do erro, neste caso é da ordem de (4//)°. Se d <</, 0 erro é
muito pequeno e C™" : 5™ = |

P : pressdo radial sobre a drea de superficie da fibra (modelo de Mangat e Azari, 1985)
P%": tensor de Hill

2R : espacamento entre as fibras (modelo de Zhang, 2003)

S : conjunto de campos de tensdo estaticamente admissiveis conduzindo a 2. no contorno

S tensor de Eshelby
§"™™: tensor de flexibilidade homogeneizado
S': tensor de Eshelby, calculado através das propriedades mecAnicas da inclusio

S™: tensor de Eshelby, calculado através das propriedades mecénicas da matriz

Spom - tensor de flexibilidade efetivo de Reuss

T : Tensdo prescrita no contorno do VER
17 : volume do VER
V": volume da fase r

17, : quantidade de fibras adicionada ao concreto (modelo de Zhang, 2003)

Vv

1 * volume critico de fibras

X, : coordenadas macroscépicas

W : o potencial homogeneizado
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Letras Romanas Mintsculas

a; : eixos principais da inclusdo elipsoidal [

a : vao de corte (distancia entre o ponto de aplicacio da carga e o apoio mais proximo em
uma viga)

¢ : tensor de elasticidade

¢ (x,t—7): funcdo de relaxacgdo

" tensor de elasticidade do dominio infinito 0
¢’ : tensor de elasticidade da incluso

¢’ tensor de elasticidade da inclusio I

¢": tensor de elasticidade da matriz

¢ : tensor de elasticidade da fase r

const constante
d : dimensao caracteristica das heterogeneidades
d : altura util da se¢ao da viga.

dy : menor dimensao abaixo da qual a mecanica do continuo nao é mais vélida
d, : didmetro da fibra
A1 : volume infinitesimal da fase de reforco
div : divergéncia
¢, base ortonormal
f : fragdo volumétrica das fibras
/" fragdo volumétrica das inclusdes
/" : fragdo volumétrica da matriz
f": fragdo volumétrica de cada fase r
f., - resisténcia tltima do concreto
2 : médulo de cisalhamento
¢ : médulo de cisalhamento da fase r
!

g’": transformada do médulo de cisalhamento das fibras (aco)

g™ : transformada do médulo de cisalhamento da matriz (concreto)

i : inclusao
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4 : médulo de compressao

k : constante que define distribui¢do das fibras de forma uni, bi ou tridimensional (modelo
de Zhang, 2003)

£ : médulo de compressao da fase r
k™ : transformada do médulo de compressdo da matriz (concreto)

k' : transformada do médulo de compressdo das fibras (ago)

/: dimensao caracteristica do volume elementar representativo

l( z) : energia potencial associada a tensdes

[, : comprimento efetivo das fibras (modelo de Mangat e Azari, 1985)

e

[, : comprimento da fibra

f

[..: comprimento critico da fibra

fe
m : matriz

: vetor normal ao contorno do VER

X

S

: numero de fases do VER

: variavel transformada

P
p: vetor unitdrio direcionado ao longo do eixo de revolucdo da inclusdo
2; - componentes de p

r: fase do VER

Iy raio das fibras

s : tensor de flexibilidade

s : distancia entre as fibras (modelo de Mangat e Azari, 1985)
s (x,t—7): funcdo de fluéncia

s': tensor de flexibilidade da inclusio

s : tensor de flexibilidade da matriz

s" : tensor de rigidez da fase r

¢ tempo

u : deslocamento prescrito no contorno do VER

U, (VS , ES) : deslocamento lateral da fibra (modelo de Mangat e Azari, 1985)

) : deslocamentos laterais da matriz gerados pela carga aplicada (modelo de Mangat
e Azari, 1985)

u, (€
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u, (€,,): deslocamentos laterais da matriz gerados pela retracio livre (modelo de Mangat e
Azari, 1985)

x; : coordenadas microscopicas

x'; @ eixos locais da inclusdo I

x; : eixos globais da inclusdo I

w : potencial que descreve o comportamento de uma dada fase

Letras Gregas Maiusculas

2. : tensdo macroscopica

2 (X): campo de tensdo macroscépica

Letras Gregas Miniisculas

« : fator de aspecto das fibras

o, e a,: fatores de aspecto das fibras

dV : contorno do VER

£ : deformag@o microscopica

£(x): campo de deformag@o local (microscopica)

£(#) : deformag@o no tempo

&, : deformagdo por fluéncia do CRF (modelo de Zhang, 2003)

£, . deformacdo por fluéncia do concreto de referéncia (modelo de Zhang, 2003)
g, deformagdo por fluéncia no tempo (modelo de Zhang, 2003)

g,,, . deformacdo por fluéncia ultima (modelo de Zhang, 2003)

€. - deformagéo por fluéncia do CRFA (modelo de Mangat e Azari, 1985)

g, . € a deformacao por fluéncia do concreto de referéncia (modelo de Mangat e Azari,
1985)

g, . deformacgdes laterais do concreto de referéncia

(modelo de Mangat e Azari, 1985)

&, . deformacgdes por retracao livre do concreto de referéncia (modelo de Mangat e Azari,
1985)

1: coeficiente de viscosidade do fluido
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71 : parametro do modelo de Zener

@: angulo de orientagdo da inclusdo

K( E ) : conjunto de campos de deslocamentos cineticamente admissiveis conduzindo a E

no contorno

M : coeficiente de atrito entre a fibra e a matriz (modelo de Mangat e Azari,1985)
V . coeficiente de Poisson

v : coeficientes de Poisson do concreto (modelo de Mangat e Azari, 1985)

v/ : o coeficiente de Poisson eldstico das fibras

v/ (t): coeficiente de Poisson viscoeldstico das fibras

h . . . .
V™" : coeficiente de Poisson homogeneizado

& . . . . P .
yom* . transformada de Carson-Laplace do coeficiente de Poisson viscoeldstico

homogeneizado

v™: coeficiente de Poisson eldstico da matriz

V"™ (t): coeficiente de Poisson viscoelastico da matriz

v, : coeficiente de Poisson do a¢o (modelo de Mangat e Azari, 1985)
7:Pi

O : tensdo microscopica

o (x): campo de tensd@o local (microscopica)

7 : resisténcia de aderéncia na interface fibra-matriz (modelo de Mangat e Azari, 1985)
7, : instante inicial de aplicac¢do da carga

7, : tensdo de cisalhamento na interface entre fibra e matriz (modelo de Zhang, 2003)
7, : tempo de retardo do modelo de Zener

7. : tempo de relaxacdo do modelo de Zener

¢ : angulo de orientacédo da inclusdo

w(p) : fungdo distribuicdo de orientagdo

Simbolos Especiais

0: dominio infinito

1: tensor identidade de quarta ordem
'o': produto de convolugdo de Riemann

( >: média volumétrica no VER
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: média volumétrica na inclusio
: média volumétrica na inclusio [
: média volumétrica na matriz
: média volumétrica sobre o dominio ocupado pela fase r
! inversdo
" : transformada de Carson-Laplace

:: contragdo sobre dois indices. Para o caso de tensores de segunda ordem (como o e €)

tem-se em notagdo indicial 0 : £ = 0;¢;
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1. Introducao

Neste primeiro capitulo apresenta-se o tema do estudo desenvolvido. Inicialmente, efetua-se a
contextualiza¢do do mesmo e a descricdo do emprego do material analisado, as quais servem
como base para a motivacdo e justificativa da pesquisa. Na sequéncia sdo descritos os

objetivos do presente trabalho e a estrutura adotada para a tese.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

O concreto, aglomerado resultante da mistura de cimento, 4gua, agregados miudos e graidos,
e, eventualmente aditivos e/ou adi¢des, € o material de constru¢do mais largamente
empregado (Mehta e Monteiro, 1994). Sua importancia se deve principalmente pela
disponibilidade e baixo custo de seus componentes. Além disso, a sua producdo pode ser
relativamente simples e a sua aplicacdo abrange uma variedade grande de construgdes e obras

de infraestrutura.

Nos ualtimos anos, o seu desenvolvimento tem tomado novas dire¢Oes através da busca por
concretos de alto desempenho. Este material € definido como um tipo de concreto em que
certas caracteristicas sdo desenvolvidas ou melhoradas para a aplicacio em ambientes ou
situacOes especificas. As caracteristicas melhoradas nao sao apenas a resisténcia, mas também
a durabilidade, resisténcia a agentes agressivos, alta taxa de endurecimento, trabalhabilidade,
aparéncia, entre outras (Brandt, 2008). Entretanto, o concreto apresenta como desvantagem a
sua fragilidade, ou seja, baixa resisténcia a tra¢do e baixa resisténcia a abertura e propagacao
de fissuras. Neste sentido, o uso de fibras dispersas na massa de concreto desempenha um

papel importante.

Materiais de construcio frageis, como tijolos de barro cozidos ao sol, foram no passado (ha
mais de 3000 anos), refor¢cados com pélos de cavalo, palhas e outras fibras vegetais (Naaman,

1985; Mehta e Monteiro, 1994). O conceito de reforco de materiais cimenticios com fibras,
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por sua vez, foi desenvolvido nas dltimas décadas. Primeiramente, a pasta de cimento foi
reforcada com fibras de amianto para producdo de chapas de telhados, tubos, entre outros.
Posteriormente, as fibras de vidro foram empregadas no refor¢o de pastas e de argamassas de
cimento. Este tipo de fibra apresentou o inconveniente de ndo ser resistente e durdvel na alta
alcalinidade do cimento Portland, sendo necessario o desenvolvimento de fibras de vidro

resistentes a alcali (Brandt, 2008).

O primeiro registro do uso de algum tipo de refor¢o de concreto com “fibras” de aco foi feito
em 1910, por Harry Franklin Porter. Segundo Porter (1910), certa quantidade de pregos
cortados foi aplicada ao concreto usado na constru¢cdo de uma ponte em Nova York. Ensaios
deste concreto indicaram aumento da resisténcia a tracdo e a compressdo em relagdo ao
concreto nao reforcado. Apesar disso, apenas na década de 60 as primeiras publicacdes
envolvendo concreto reforcado com fibras de aco (CRFA) foram efetuadas por Romualdi e

co-autores (1963, 1964).

Segundo Naaman (1985), o desenvolvimento do concreto reforcado com fibras (CRF)
caracteriza-se por dois periodos distintos. O primeiro periodo, anterior a década de 60,
corresponde a uma fase pioneira e lenta, com algumas patentes sobre o uso de fibras em
matrizes cimenticias registradas e quase nenhuma aplicacdo. O segundo periodo, iniciado a
partir dos anos 60, corresponde a fase de rdpido e moderno desenvolvimento deste material,

paralelamente ao aumento da sua empregabilidade.

Nos ultimos 50 anos, matrizes a base de cimento foram desenvolvidas consideravelmente. O
cimento Portland e agregados graidos e mitidos com diferentes origens continuam sendo os
componentes bdsicos utilizados. Entretanto, com o passar dos anos, os tragos de concreto

sofreram diversas alteracoes.

Atualmente, diferentes tipos de cimentos Portland podem ser selecionados para fins
especificos. E o caso de cimentos caracterizados por alta resisténcia; alta resisténcia inicial ou
de baixo calor de hidratacao; alta resisténcia a sulfatos; o cimento branco; e também cimentos
com diversas misturas, por exemplo, com adicdo de material pozolanico, cinza volante,
escoria de alto forno e material carbonético (filer). Quanto aos agregados, ndo apenas brita e
cascalho natural com areia sao utilizados, mas também, diversos materiais artificiais,
cuidadosamente selecionados e adicionados em propor¢cdes bem determinadas. Além disso,

muitos tipos de residuos sdo empregados no concreto, a fim de diminuir custos e satisfazer a
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crescente demanda por sustentabilidade e ecologia, como € o caso dos agregados reciclados.
Deve-se destacar, ainda, o surgimento de outros componentes (superplastificantes, adicdes e

microfillers), bem como a alteracio das propor¢des dos componentes empregados.

As fibras que passaram a ser adicionadas ao concreto, buscando o controle da abertura e
propagacdo das fissuras e melhoria de propriedades mecénicas, também foram desenvolvidas
visando um maior desempenho. Nas fibras de ago, por sua vez, ganchos nas extremidades e
modificagdes na sua forma procuraram melhorar a aderéncia fibra-matriz e aumentar a

eficiéncia das mesmas.

Desta forma, o comportamento do concreto, particularmente de concretos com finalidade
especial como o CRF, tornou-se bastante complexo, necessitando estudos aprofundados para

o uso de forma adequada, bem como, sua consideragdo em projeto.

Em se tratando do CRFA, observa-se que a capacidade de absorcdo de energia, a ductilidade,
o comportamento sob fissuracdo e a resisténcia as agOes estdticas e dinamicas sdo
propriedades que podem ser alteradas e melhoradas com a correta adicdo de fibras (Barros,
1996; Bentur e Mindess, 2006). Verifica-se, através dos diversos estudos encontrados na
literatura, que a resposta deste material é bastante varidvel e influenciada pelas propriedades
da matriz de concreto e seus constituintes, pela forma, quantidade e propriedades das fibras,

como também pelo método de produgdo.

Ao longo das ultimas décadas, uma vez reconhecidas as vantagens do uso de fibras no
concreto, grandes esfor¢os foram dedicados para a modelagem do seu comportamento.
Tradicionalmente, o comportamento do CRFA ¢ formulado pela abordagem fenomenoldgica,
a qual consiste na identificacdo das leis constitutivas através de ensaios de laboratério. A
vantagem desta abordagem reside no acesso direto de informagdes sobre o material em escala
relevante para a andlise de elementos estruturais. Sua principal limitacdo, entretanto,
relaciona-se a necessidade de extensos e dispendiosos programas experimentais que uma

completa caracterizagdo do comportamento constitutivo exige.

Uma alternativa atraente para o tratamento deste tipo de problema é fornecida pela abordagem
da micromecanica. A micromecanica considera que um material heterogéneo, formado pela
combinacdo de dois ou mais materiais distintos, pode ser avaliado como um meio

homogéneo, a partir de uma perspectiva macroscopica. Neste contexto, a escala adotada para
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a descricao dos componentes do material heterogéneo (ou seja, as propriedades das fases e sua
morfologia) é referida como a escala microscépica. A escala macroscOpica, por sua vez,
constitui-se da escala habitualmente adotada pelo engenheiro para analisar a resposta da
estrutura sob solicitacOes prescritas. Em suma, através de técnicas de homogeneizagdo, os
meios heterogéneos sdo aproximados por um meio homogéneo equivalente e suas
propriedades sdo avaliadas através das caracteristicas dos seus componentes ¢ da morfologia
da microestrutura. Esta aproximacao ¢ valida desde que a condi¢do de separacdo de escalas

seja respeitada (Zaoui, 2002).

O CRFA ¢ considerado pela micromecanica como um meio heterogéneo desordenado e seu
comportamento global pode ser obtido através da resolucdo de um problema de contorno

formulado sobre o tradicional Volume Elementar Representativo (VER) do material.

1.2 EMPREGO DO CRFA

Desde a introducdo do concreto reforcado com fibras no mercado, no final dos anos 1960, o
seu uso tem aumentado continuamente. Bentur e Mindess (2006) afirmam que, partir de 2001,
cerca de 80 milhdes de m’ de CRF foram produzidos anualmente, com as principais
aplicacdoes sendo em pisos e pavimentos (60%), em concretos projetados (25%), em
elementos pré-moldados (5%); sendo o restante da producdo distribuidos entre outros

produtos especiais e formas estruturais.

No inicio da comercializagdo do CRFA, existia uma caréncia de referéncias normativas ou
recomendacdes que apresentassem procedimentos para o entendimento e uso deste material, o
que constituia um grande obstdculo para a aceitacdo desta nova tecnologia. Inicialmente fibras
de aco eram usadas simplesmente como um substituto do refor¢o secundario ou para controle
de fissuras em elementos menos criticos das construcdes. Atualmente, as fibras de aco sdo
amplamente utilizadas como o reforco principal e unico para lajes de piso industrial, concreto
projetado e elementos pré-fabricados de concreto, tais como anéis segmentados de tuneis,
tubos de concreto, blocos de fundacao, painéis e placas. As fibras sdo consideradas para fins
estruturais no reforco de lajes sobre pilares, substituicdo total do refor¢co convencional de
segmentos pré-moldados de tuneis, lajes de fundacdo e no reforco ao cisalhamento em

elementos protendidos.
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Esta evolucdo, na direcio do uso de CRFA em aplicacOes estruturais, € resultado dos
progressos realizados buscando o conhecimento e compreensdo do comportamento e das
propriedades deste material, através de pesquisas realizadas em diferentes universidades e

centros de pesquisa.

Na Figura 1.1, adaptada de Ross (2009), é apresentada uma linha do tempo de métodos de
ensaio e de projeto para o CRFA. Inicialmente, os métodos de ensaio para a determinacdo da
tenacidade do CRFA, JSCE - SF4 (norma japonesa, Japan Society of Civil Engineers) e
ASTM - C1018 (American Society of Testing and Materials), foram publicados. Com os
avancos dos estudos, normas e recomendacgdes para realizacdo de ensaios e até mesmo para
consideracdes do CRFA em projetos foram publicados em diversos paises. A RILEM
(International Union of Laboratories and Experts in Construction Materials, Systems and
Structures), por sua vez, designou o grupo de trabalho, TC 162-TDF, que tem publicado
documentos no ambito da caracterizacdo experimental, da andlise e do dimensionamento de
estruturas de CRFA. Além disso, o ACI 318 Building Code (2008) passa a permitir aos
engenheiros a utilizacdo do concreto reforcado com fibras de aco como substituto do refor¢co
de cisalhamento convencional (por exemplo, os estribos de aco). Estes esforcos, na
constru¢do de uma normalizacdo de metodologias de ensaio e de consideracdes em projeto,
demonstram a busca significativa da transferéncia dos conhecimentos adquiridos pela

pesquisa para a pratica.
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NBN, NF, UNE, ... refor¢o ao cisalhamento
™ e (2008).
| | | |
| | | I
1980... 1995 2003 2009
Métodos de ensaio Orientagdo Dramix Rilem TC 162 — TDF Cédigos Modelo
para determinar o Projeto de estruturas  Métodos de teste e FIB TG 8.3: Bulletin
desempenho do de concreto: estruturas  projeto para o CRFA Design Recommendation
CRFA: de concreto reforcado  (Grupo internacional for FRC structures.
JSCE — SF 4 (1983) com fibras com ou de Universidades). FIB TG 8.6: Design of
ASTM C 1018 sem reforco  usual Recommendation for
(Iniciativa da Bélgica: UHPFRC.
Bekaert, UGent,
KULeuven, WTCB)

DBV: norma alema (Deutscher Beton- Und Bautechnik-Verein E.V. - German Society for Concrete and
Construction Technology).

CUR: norma holandesa

NBN: norma belga (Bureau De Normalisation - Belgian Standards Bureau)

NF: norma francesa (Association Frangaise de Normalisation)

UNE: norma espanhola (Asociacion Espariola de Normalizacion y Certificacion)

FIB: International Federation for Structural Concrete

Figura 1.1 — Linha do tempo de métodos de ensaio e de projeto para o
CRFA (adaptado de Ross, 2009).

No Brasil, a utilizacdo de concretos reforcados com fibras de aco se da principalmente em
pavimentos e em revestimentos de tuneis (Figueiredo, 2011). O emprego em pavimentos
ocorre por uma série de beneficios ou vantagens tecnoldgicas, como a eliminagdo da etapa de
colocacdo da armadura, o que reduz o tempo total de execucdo e o nimero de operarios
necessdrios para tal, e uma maior facilidade de acesso a obra, com a possibilidade de o
préprio caminhao betoneira atingir o local de langamento do concreto, o que nao ocorre com o
emprego de telas metdlicas. Além disso, o uso das fibras permite o refor¢co de toda a espessura
de concreto do pavimento, minimizando o quadro geral de fissuragdo do mesmo, como

também, a reducdo do efeito de lascamento nas extremidades dos elementos de CRFA.

No revestimento de tdneis, as fibras possuem um largo emprego em concretos projetados e
em pré-moldados (Figueiredo, 2011). Concreto projetado reforcado com fibras € utilizado em
revestimentos de tineis urbanos, metroviarios, de desvio, de aducao e interceptores de esgoto.
Isso ocorre em fungdo de uma série de vantagens tecnoldgicas. Primeiramente a possibilidade
de aplicacdo do CRFA imediatamente apds a escavagdo, com menor risco de acidentes por

desprendimento de partes do macico. A segunda esté relacionada a velocidade de execucdo do
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tunel, pela rapida aplicacdo que o CRFA oferece. Além disso, no maci¢o recém escavado,
normalmente ocorrem deformagdes iniciais, que serdo acomodadas pelo revestimento e que
poderao causar fissuragdo do mesmo, quando este for executado em concreto. Esta fissura¢ao
€ reduzida com a utilizagdo das fibras, as quais impedem a sua propagacdo. As fibras também
fornecem uma maior coesdo do concreto fresco, reduzindo as perdas devidas a reflexdo do

concreto projetado (repique).

Outro tipo de concreto muito utilizado para o revestimento de tineis, onde é frequente o
emprego das fibras, sdo os pré-moldados. Eles s@o utilizados quando o sistema de escavagdo e
revestimento de tineis € mecanizado e realizado por meio de tuneladora. Quando se aplicam
fibras de ago, os principais ganhos estdo relacionados a maior velocidade de execugdo das
pecas, em relacao as reforcadas com armaduras convencionais. Além disso, o reforco com
fibras traz como vantagem a diminuicdo dos riscos de perda de segmentos durante o seu

manuseio, pela maior resisténcia ao impacto que a fibra proporciona ao concreto.

Tubos de 4dgua pluvial e esgoto reforcados com fibras de ago sdo outra importante aplicagdao
do material em estudo. O emprego do mesmo ¢é regulamentado pela norma NBR 8890 (2007).
Esta € a primeira norma brasileira a tratar da aplicacdo do CRFA e contempla algumas
mudancas no principal modo de qualificagdo dos tubos com fibras, onde o procedimento de
ensaio consiste numa rotina de carregamento, descarregamento e recarregamento do tubo, de
maneira a possibilitar a verificacdo da sua capacidade resistente pds-fissuragdo. Outra norma,
publicada em 2007, NBR 15530 (2007), se refere a especificacdo de fibras de aco para
concreto. Ela estabelece parametros de classificagdo para as fibras de aco de baixo teor de
carbono e define os requisitos minimos de forma geométrica, tolerancias dimensionais,
defeitos de fabricagdo, resisténcia a tracdo e dobramento. Com isso, procura-se garantir que o
produto fornecido, em conformidade com estes requisitos, tenha potencial para proporcionar
um desempenho adequado ao CRFA, desde que sejam observados os cuidados com a
dosagem e controle do material. A norma se atém ao produto fibra, sem especificar como
fazer a verificacdo de desempenho da mesma no concreto, possibilitando uma garantia de
comportamento minimo, mas nao de bom desempenho, pois isso depende de outros fatores,

tais como o consumo de fibras e a resisténcia da matriz (Figueiredo et al., 2008).
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1.3 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA DA PESQUISA

Diversos estudos experimentais conduzidos para o conhecimento do comportamento do
CRFA t€m mostrado que a adi¢do de fibras pode trazer beneficios importantes para o
desempenho do concreto, inclusive do ponto de vista estrutural. Este é o caso da combinagdo
de fibras e estribos em elementos de vigas, onde a presenca das fibras parece permitir a
reducdo da quantidade de armadura transversal (estribos) (Narayanan e Darwish, 1987;
Adebar et al., 1997; Casanova e Rossi, 1999; Kwak et al., 2002; Cucchiara et al., 2004) e,
portanto, um aumento da capacidade de corte do compdsito; ou ainda a reducdo da
deformacdo por fluéncia de estruturas de concreto ao se adicionar fibras (Tan et al., 1994a;

Tan e Saha, 2005).

A melhoria das caracteristicas do concreto pela presenca das fibras tem sido verificada em
inimeras pesquisas. No programa de pds-graduagdo, no qual este trabalho estd inserido, uma
série de estudos ja foi realizada buscando avaliar o comportamento do CRFA. Baroni (2003)
analisou o comportamento de fluéncia de vigas de concretos especiais, entre eles o CRFA.
Garcez (2005), por sua vez, estudou o comportamento do CRFA sob cargas de impacto e
Figueiredo (2006) buscou analisar estatica e dinamicamente elementos de CRFA através do
método dos elementos discretos. Pasa (2007) modelou o comportamento de estruturas de
CRFA através do método dos elementos finitos e de um modelo constitutivo disponivel na
literatura, enquanto Peres (2008), em seu trabalho, avaliou experimentalmente a resisténcia do
CRFA quando submetido a esforcos biaxiais. Além do reforco com fibras de aco, o
comportamento do concreto reforcado com fibras de aramida (Bernardi, 2003) e do concreto
reforcado com fibras de polipropileno sob temperaturas elevadas (Lima, 2005), também

foram pesquisados.

Em geral, observa-se que um numero significativo de trabalhos experimentais, envolvendo os
mais diversos elementos estruturais de CRFA e as mais diversas solicitagdes, a que este
material pode estar submetido, pode ser encontrado na literatura disponivel, havendo, no
entanto, uma forte caréncia sob o ponto de vista de modelagem numérica. Além disso, apesar
de suas evidentes qualidades, o uso do CRFA se apresenta, ainda, de forma bastante “timida”,

principalmente em aplicacOes estruturais.
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Desta forma, a proposicdo de um modelo constitutivo adequado para simular a resposta
mecanica do compdsito formado por concreto e fibras de aco, sob estados multiaxiais de
tensdo e deformacdo, e a sua verificacdo em um programa computacional, poderiam
contribuir com as informag¢des necessdrias para o estabelecimento de diretrizes e orientacdes
aplicadas ao desenvolvimento de projetos que prevéem o uso deste material em elementos

estruturais.

A teoria da homogeneizagdo, por sua vez, ja foi empregada para formular o comportamento
de distintos materiais heterogéneos, como por exemplo, materiais compdsitos multicamadas
(de Buhan, 1983), solos reforcados (de Buhan e Salencon, 1990; Bernaud et al., 1995; Couto,
2011), materiais compésitos formados por matriz reforcada com fibras em uma ou duas
direcdes (de Buhan e Taliercio, 1991; Koval, 2003). Esta teoria constitui, portanto, uma
importante ferramenta para a formulacio de um modelo de comportamento do CRFA,
material compodsito formado por uma matriz reforcada aleatoriamente por fibras curtas e que

pode ser interpretado, numa escala macroscopica, como um material homogéneo.

1.4 DELIMITACOES DA PESQUISA

O conhecimento das equacdes constitutivas de um material permite a descricdo de como o
mesmo se comporta ao ser solicitado. A partir de uma abordagem micromecanica
empregando-se técnicas de homogeneizagao é possivel formular um modelo constitutivo para

o material CRFA.

Assim como ocorre com os constituintes do CRFA, este material compdsito, ao ser submetido
a solicitagdes de curta duracdo, apresenta uma resposta elastopldstica. Em outras palavras,
para pequenas solicitagdes, o CRFA se comporta elasticamente. Uma vez atingido o limite
elastico do material e com o aumento das solicitagdes, tem inicio o aparecimento de
deformacdes plasticas que se prolongam até que ocorra a ruptura do mesmo. O conhecimento
e a consideracdo destes processos sao de suma importincia na modelagem numérica de

elementos formados por CRFA.

A modelagem clédssica de um material elastopldstico se dd através do conhecimento das
propriedades eldsticas, dos critérios de plastificacio e de ruptura e de uma regra de

endurecimento. Para que se defina o limite eldstico em problemas multiaxiais, empregam-se
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critérios de plastificacdo multiaxiais; no caso do concreto convencional, por exemplo,
geralmente utilizam-se as superficies de Drucker-Prager, Ottosen ou Willam-Warnke.

Considerando que f seja a funcdo que define uma superficie a qual caracteriza o critério de
plastificacdo, para f <0, ou pontos no interior da superficie, o material comporta-se como
elastico. Para f=0, é atingido o limite eldstico e neste caso, surgem as deformacdes

plésticas. A regra de endurecimento, por sua vez, define o movimento das superficies de
plastificacdo subseqiientes (superficies de carregamento) durante a deformacdo plastica, até

que seja atingido o critério de ruptura do material.

Neste trabalho, as propriedades elasticas e de resisténcia do CRFA foram avaliadas. Para a
caracterizacdo completa do comportamento elastopldstico do CRFA, é necessario formular o
seu comportamento apds atingir o limite de elasticidade, ou seja, é preciso determinar o

critério de plastificacdo e uma regra de endurecimento para o material.

E importante salientar que uma abordagem empregando um modelo simplificado, surge como
alternativa a ser utilizada. Este modelo constitui da consideracdo do critério de plasticidade
semelhante ao critério de resisténcia, desprezando-se, entdo, o endurecimento na escala
macroscopica. Assim, a partir das propriedades eldsticas e de resisténcia, obtidos neste
trabalho, e da sua implementagdo em um programa de elementos finitos, também € possivel
estudar o comportamento de elementos de CRFA. Este constitui um modelo mais simples,

mas que potencialmente pode fornecer resultados interessantes.

1.5 OBJETIVOS

Esta tese de doutorado pretende dar continuidade a pesquisa desenvolvida por Pasa (2007) no
Programa de Pés Graduagao em Engenharia Civil da Universidade Federal do Rio Grande do
Sul. O objetivo principal do presente estudo é a formulacdo de um modelo constitutivo para o
material compdsito concreto reforcado com fibras de aco, através de uma abordagem

micromecanica, empregando-se técnicas de homogeneizacao.

Sob uma 6tica distinta do estudo anterior, no que se refere ao modelo constitutivo empregado,

sdo elencados abaixo alguns objetivos especificos do trabalho:
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e Apresentar a teoria da homogeneizacdo como uma ferramenta tedrica robusta e eficaz

para o estudo do concreto refor¢ado com fibras de aco;

e Estimar as propriedades elasticas efetivas do CRFA, a partir da teoria da

homogeneizacdo e da estimativa de Mori-Tanaka;

¢ Investigar o comportamento viscoeldstico do concreto reforcado com fibras e estimar as
propriedades viscoeldsticas a partir da resposta eldstica, obtida através da teoria da

homogeneizagdo, e do principio da correspondéncia elastica-viscoelastica;

e Definir e construir um critério de resisténcia macroscopico para o concreto reforcado
por fibras de acgo, aplicando as teorias da andlise limite e da homogeneizacdo, o qual

permita avaliar a resisténcia deste material sob estados de tensao multiaxial;

e (Qualificar os resultados obtidos de forma analitica através de comparagdo com

resultados experimentais e numéricos obtidos via método dos elementos finitos;

e Propor um modelo constitutivo que possa ser implementado em um programa
computacional baseado no método dos elementos finitos para a andlise tridimensional de

estruturas de concreto e que permita avaliar o comportamento de elementos de CRFA.

1.6 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho estd organizado em seis capitulos.

O Capitulo 2 se constitui de uma revisdo bibliografica que contempla aspectos relativos ao
concreto reforcado com fibras. Sdo apresentadas as caracteristicas das fibras de aco; o
mecanismo de atuacdo destas; o comportamento mecanico do concreto reforcado com fibras
sob diversos tipos de solicitacdes; bem como estudos numéricos sobre a modelagem do

CRFA encontrados na literatura.

O Capitulo 3 contém uma revisdo bibliografica sobre a teoria da homogeneizagao.
Inicialmente, o processo de homogeneiza¢do em elasticidade € descrito efetuando-se o célculo
das propriedades efetivas eldsticas do CRFA. Para tanto, empregam-se estimativas de Mori-
Tanaka (1973), as quais sdo baseadas nos resultados estabelecidos por Eshelby (1957). A

precisdo dos resultados obtidos pela abordagem analitica € verificada pela comparacio com as

Um Modelo Constitutivo para o Concreto Refor¢cado com Fibras de Ago via
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solucdes via método dos elementos finitos, bem como, os resultados experimentais
disponiveis. Posteriormente, a formulacio do comportamento viscoeldstico sem
envelhecimento do CRFA € obtida, fazendo uso da resposta em elasticidade e do Principio da
Correspondéncia Elastica-Viscoelastica. Os resultados obtidos sdo comparados a dados

experimentais e a modelos analiticos encontrados na literatura.

No Capitulo 4 o critério de resisténcia macroscépico, para o concreto refor¢ado por fibras de
aco, é formulado. Inicialmente, descreve-se como a andlise limite em conjunto com a teoria da
homogeneizac¢do permitem avaliar a resisténcia de materiais heterogéneos. Na sequéncia, a
construcdo propriamente dita do dominio de resisténcia macroscopico € realizada através do
emprego de um modelo aproximado. Os resultados obtidos sdo comparados com dados
experimentais e também com resultados de simulacdes numéricas das propriedades de
resisténcia do CRFA, via elementos finitos. Uma discussdo sobre as hipéteses adotadas no

modelo analitico é, por fim, efetuada.

No Capitulo 5 sao abordadas duas hipéteses ndo consideradas no capitulo anterior, as quais
podem ser adotadas para o cdlculo de um dominio de resisténcia mais realista para o CRFA.
A primeira se refere a consideracdo de um critério de cut-off em tracdo para melhor
caracterizar a resisténcia da matriz de concreto, bem como a do CRFA, sob solicitacdes de
tracdo. A segunda, por sua vez, estd relacionada a consideracdo das propriedades limitadas de

resisténcia da interface na formulagao do dominio de resisténcia macroscépico.

No Capitulo 6 sdo elencadas as conclusdes resultantes do presente estudo, bem como as

sugestoes para trabalhos subsequentes.
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2. Concreto Reforcado com Fibras de Aco

O concreto reforcado com fibras é um material produzido a partir de cimento hidréulico,
agregados de diferentes tamanhos (mitdos e graudos) e fibras discretas e descontinuas (ACI
544.1R-96, 2002). Trata-se de um material compdsito onde o concreto constitui a matriz, a
qual confere estrutura ao mesmo, preenchendo os espacgos vazios que ficam entre as fibras e
mantendo-as em suas posi¢coes relativas. As fibras, por sua vez, sdo o componente de reforgo,

o qual realca as propriedades do material compdsito como um todo.

A utilizacdo de fibras no concreto, assim como no caso das barras de aco, surgiu da
necessidade de se reforcar este material fragil, de baixa resisténcia a tracao e baixa capacidade
de deformacdo quando tracionado. Enquanto as barras de armadura convencional sdo
empregadas em elementos estruturais em locais apropriados para resistir a esforcos de tragcdo e
cisalhamento impostos; as fibras desempenham papel importante no controle da fissuragao,
permitindo o aumento das resisténcias a tracdo e ao cisalhamento e da capacidade de
deformacdo da matriz de concreto. Fibras e barras de aco apresentam diferentes papéis no
concreto moderno e existem muitas aplicacdes onde sdo empregados em conjunto (Bentur e
Mindess, 2006). Ha também aplicagcdes onde as fibras constituem o refor¢o principal e tnico,
como por exemplo, nas lajes de piso industrial, no concreto projetado e em elementos pré-

fabricados de concreto.

Uma grande variedade de fibras pode ser adicionada ao concreto e a matrizes cimenticias,
como as fibras convencionais de aco e de vidro; fibras mais modernas como as de carbono e
aramida; e ainda fibras sintéticas (polipropileno, nylon) e naturais (sisal, juta, coco)
(Majumdar, 1980; Zonsveld, 1975; Hannant, 1980; Toledo Filho, 1997). As propriedades, o

custo e efetividade destas fibras variam consideravelmente.

Um Modelo Constitutivo para o Concreto Refor¢cado com Fibras de Ago via
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Figura 2.1 — Fibras de distintos materiais, comprimentos e formas, que
podem ser utilizadas no concreto (adaptado de Kosmatka et al., 2003).

A massa especifica, a resisténcia a tracao, o médulo de elasticidade e a deformacdo especifica
na ruptura sdo caracteristicas importantes e que se alteram muito em funcao do tipo de fibra
utilizada. Podem ser empregadas fibras com alta massa especifica, como as fibras de aco, com
7,8 g/cm3, ou com baixa, como as de polipropileno, 0,9 g/cm3, e de polietileno, 0,95 g/cm3. A
resisténcia a tracdo, por sua vez, pode variar inclusive para o mesmo material. As fibras de
aco, por exemplo, podem apresentar resisténcia a tracdo entre 0,5 a 2 GPa. As fibras de vidro
e aramida destacam—se pelas altas resisténcias a tracao, de 4 GPa e 3,6 GPa, respectivamente,
enquanto as fibras de polietileno apresentam um baixo valor para esta propriedade, 0,7x1073

GPa.

Quanto ao moédulo de elasticidade, as fibras podem ser classificadas como de baixo e alto
modulo. Fibras de vidro, carbono, aramida, sdo exemplos de fibras com alto moédulo de
elasticidade, enquanto as fibras de nylon, polipropileno, e a maioria das fibras naturais,
possuem moddulos de elasticidade menores do que o da matriz de concreto. As fibras de aco
possuem alto médulo de elasticidade e alta resisténcia. Elas podem ser consideradas como
fibras destinadas ao reforco primario do concreto, ou seja, ndo se destinam somente a redugdo
da fissuragdo e o aumento da ductilidade do material, mas também sdo capazes de
proporcionar um ganho de desempenho mecanico, podendo, em algumas situacdes, ser o

unico elemento de reforco existente.

A geometria das fibras € outra caracteristica bastante varidvel. As fibras de aco, por exemplo,
podem ser lisas, dentadas, deformadas, onduladas ou corrugadas, enroladas, torcidas e
deformadas nas extremidades na forma de ganchos, pds, botdes ou qualquer outro tipo de

ancoragem (Naaman, 2000). As configuragdes tipicas das fibras empregadas no CRFA sdo
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apresentadas na Figura 2.2. A modificacdo da geometria da fibra ao longo do seu
comprimento possibilita o desenvolvimento de uma melhor aderéncia entre a fibra de aco e a

matriz de concreto.

lisa com qualquer secd@o

deformada nas extremidades em pds

[ y

superficie dentada
I I I

deformada nas extremidades em botées
torcida 0 0

L ]

deformada nas extremidades em ganchos superficie lisa com qualquer secdo

— N

Figura 2.2 — Configuracdes tipicas das fibras de ago (adaptado
de Naaman, 2000).

Em geral o comprimento da fibra de aco varia de 6 mm a 64 mm e os didmetros mais comuns
estdo em torno de 0,1 mm a 1 mm. Um pardmetro numérico para descrever a geometria da
fibra € o fator de forma ou de aspecto, que corresponde a relagdo entre o comprimento da

fibra [, e o seu didmetro d,. Este pardmetro varia entre 20 e 100 para as fibras de ago

normalmente empregadas em concreto (ACI 544.1R-96, 2002). No caso de fibras com se¢ao

transversal ndo circular, o diametro de uma secao circular de mesma drea € empregado.

Com relacdo a quantidade de fibras adicionadas no concreto, esta € comumente quantificada
através do teor de fibras, relacdo entre o volume de fibras e o volume de concreto reforcado.
No caso de fibras de aco, a adicdo de 1% em volume corresponde a aproximadamente 80 kg
de fibra para 1 m3 de concreto. Segundo o ACI 544.3R-08 (2008), o teor usual de emprego de
fibras de aco em concreto varia entre 0,2% em relacdo ao volume, equivalente a 15,6 kg/m3

em massa, € 2% em volume, equivalente a 156 kg/m3.

As fibras sdo geralmente incorporadas a matriz de concreto através de mistura, permitindo
que estas sejam aleatoriamente posicionadas e propiciando ao compdsito comportamento
isotrépico. Caso a dimensdo da fibra for grande em relagdo a uma ou duas dimensdes do
elemento fabricado com CRFA, observa-se, entretanto, uma distribuicao de preferéncia bi ou
unidimensional, respectivamente. Desta forma obtém-se um material com comportamento

anisotropico.

Um Modelo Constitutivo para o Concreto Refor¢cado com Fibras de Ago via
Teoria da Homogeneizagdo



16

O desempenho final do concreto reforcado com fibras € resultado de uma série de fatores.
Como se observa nos pardgrafos anteriores, o tipo e as propriedades mecanicas das fibras,
bem como a sua distribuicao, sao importantes. Além destes fatores, é fundamental destacar a
morfologia e a quantidade das fibras, como também as propriedades da matriz de concreto e a

sua interacdo com as fibras.

O concreto € um material capaz de apresentar uma grande variacdo de suas propriedades em
func¢ao dos tipos de componentes principais e de suas proporc¢oes, e também pela utilizacdo ou
niao de uma grande variedade de aditivos e adicdes. Observa-se, desde o seu lancamento, a
presenga de microfissuras principalmente na interface entre a pasta de cimento e os
agregados. Com a aplicacdo de carga, ocorre o processo de coalescéncia destas microfissuras,
originando as macrofissuras. Estas fissuras prejudicam muito mais o material quando
solicitado a tragdo do que a compressdo, sendo que a relagdo entre as resisténcias a tracdo e
compressao fica geralmente em torno de 0,1. O que ocorre é que, quando o concreto €
tracionado, a propagacdo das fissuras € transversal a direcdo principal de tensdo. Com a
coalescéncia das microfissuras, a drea disponivel de suporte de carga € reduzida causando um

aumento das tensodes presentes nas extremidades das fissuras.

As fibras de aco, quando adicionadas ao concreto, funcionam como um obstidculo ao
desenvolvimento das fissuras. Primeiramente, durante o endurecimento da pasta, elas
dificultam a iniciacdo da propagacdo das microfissuras, evitando o seu aparecimento
prematuro. Na mistura endurecida, a abertura e o comprimento das fissuras também sao
controlados pela presenca das fibras. Quando ocorrem as macrofissuras, as fibras atuam como
ponte de transferéncia, minimizando a concentracdo de tensdes nas extremidades das mesmas
e impedindo a sua propagacdo instivel. Assim, o concreto deixa de ter o -cardter
marcadamente fragil e com ruptura brusca. H4d uma redugdo da velocidade de propagacao das
fissuras no concreto que passa a ter um comportamento “pseudo-dictil”, ou seja, apresenta

certa capacidade portante pos-fissuracao (Figueiredo, 2000).

Para atuar com sucesso no mecanismo de ponte de transferéncia de tensodes as fibras devem
ter comprimento adequado e também estar presente em volume adequado. Neste sentido,

encontram-se na literatura dois pardmetros importantes: o volume critico V. e o comprimento

critico [, .
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Segundo Figueiredo (2000), o volume critico corresponde ao teor de fibras que permite a
manutencdo da capacidade portante do compdsito apds a ruptura da matriz. Ou seja, acima do
volume critico, o compdsito continua aceitando niveis de carregamento crescente mesmo apos

a ruptura da matriz; enquanto que abaixo do volume critico, este fendmeno nao ocorre.

Figueiredo (2000) e Bentur e Mindess (2006) apresentam equagdes distintas para a estimativa

do Vfc. De acordo com Bentur e Mindess (2006), o volume critico para fibras distribuidas

aleatoriamente em trés direcOes é dependente da resisténcia da matriz e do fator de forma das

fibras. Para razdes de aspecto variando entre 50 e 100, o V. édaordemde 1 a3 %. A

formulacdo apresentada por Figueiredo (2000) € baseada nos estudos de Aveston et al. (1971)
e Hannant (1978) e fornece, para um concreto com fibras orientadas tridimensionalmente, um

Vfc da ordem de 1%.

O segundo pardmetro importante na transferéncia de tensdes, o comprimento critico [, €

definido como o comprimento de fibra minimo necessario para o desenvolvimento de tensao

na fibra igual a sua resisténcia dltima (Bentur e Mindess, 2006). Se o [ s <l 10> N80 existe

comprimento suficiente para gerar na fibra uma tensao igual a sua resisténcia e a fibra ndo é
assim utilizada eficientemente. Somente se o comprimento da fibra exceder o comprimento
critico é que a maioria das fibras alcangard a tensdo de escoamento ou a resisténcia a tragao,

mobilizando desta forma a maior parte do potencial de reforco das fibras.

Ainda quanto ao comprimento da fibra, € importante que haja uma compatibilidade
dimensional entre agregados e fibras, possibilitando a atuacdo destas como refor¢co do
concreto como um todo, e ndo como mero reforco de segmentos da pasta de cimento

(Figueiredo, 2000).

Na literatura encontram-se estudos com diversos compdsitos de matrizes cimenticeas
reforcados com fibras. Matsumoto e Mihashi (2002) tentam resumir as terminologias
relacionadas a estes compdsitos, baseando-se nas discussdes da JCI-DFRCC (do inglés Japan
Concrete Institute - Ductile Fiber Reinforced Cement Composites). A Figura 2.3 ilustra a

classificagdo dos materiais apresentada por Matsumoto e Mihashi (2002).
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Concreto Reforcado com Fibras
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Figura 2.3 — Classificacdo de materiais cimenticios (adaptado de
Matsumoto e Mihashi, 2002).

FRCC se refere a Fiber Reinforced Cementitious Composites (Compdsitos Cimenticios
Reforcados com Fibras). DFRCC (Ductile Fiber Reinforced Cementitious Composite) € uma
classe de FRCC que apresenta multipla fissuracdo. A multipla fissuracdo conduz a melhoria
nas propriedades, tais como a ductilidade, a tenacidade, a energia de fratura, endurecimento
(strain hardening), a capacidade de deformacdo sob tracdo e compressdo, e na flexdo.
DFRCC exibe apenas multipla fissuracdo na flexao (deflection hardening), e nao na tragao
direta. HPFRCC (High Performance Fiber Reinforced Composite), por sua vez, € um FRCC
que apresenta multipla fissuracdo e endurecimento na tragdo, bem como na flexdao. O DFRCC

¢, portanto, uma classe de materiais mais ampla que o HPFRCC.

ECC (Engineered Cementitious Composite) (Li, 1993), SIFCON (Slurry Infiltrated Fiber
Concrete), SIMCON (Slurry Infiltrated MatCONcrete) (Reinhardt e Fritz, 1989) e Ductal
(Ductal, 2011) constituem tipos de DFRCC.

O ECC é um tipo especial de HPFRCC que foi microestruturalmente adaptado. E um
composito de matriz cimenticea, cujo didmetro maximo da areia é de 250 wm, e fibras
poliméricas (PVA), e que normalmente apresenta uma capacidade de deformacdo na tragdo

superior a 3% e espacamento entre fissuras multiplas inferior a 3 mm (Matsumoto e Mihashi,

2002).

O SIFCON ¢ produzido pela infiltragdo de pasta fluida em fibras de aco pré-posicionadas em
formas. Devido a este modo de produgdo, a fracdo volumétrica de fibras adicionada pode

chegar a 20% e os aumentos de resisténcia a compressao sdo considerdveis, sendo possivel
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atingir niveis da ordem de 210 MPa. SIMCON emprega tecidos pré-posicionados de fibra, em

vez de fibras de aco.

Ductal € um material compdsito inorganico com base no conceito de pds reativos (Reactive
Power Concrete). E um composito cimenticio reforcado com fibras de aco sob o conceito de
alta resisténcia e alta tenacidade. As propriedades do Ductal sdo caracterizados pela alta

resisténcia (210 MPa em compressdo e 45 MPa em flexdo), alta durabilidade e alta fluidez.

2.1 PROPRIEDADES MECANICAS DO CRFA

As fibras influenciam as propriedades mecanicas do concreto em todos os modos de ruptura,
especialmente naqueles induzidos por fadiga e tensdo de tragdo, como por exemplo, tracdao

direta, flexao, impacto e cisalhamento (ACI 544.1R-96, 2002).

Além da matriz em si, as varidveis mais importantes que regem as propriedades do CRFA sao
a eficiéncia da fibra e o seu teor (fracdo volumétrica). A efici€ncia das fibras é controlada pela
sua resisténcia ao arrancamento, o que, por sua vez, depende da resisténcia adesiva na
interface fibra-matriz. Para fibras com secdo uniforme, a resisténcia ao arrancamento
geralmente aumenta com um aumento do comprimento da fibra. Entretanto o uso de fibras
muito longas ou com alto fator de aspecto pode causar a diminuicao da trabalhabilidade da
mistura de concreto e provocar a distribui¢do ndo uniforme das fibras. O aumento da
resisténcia ao arrancamento pode ser obtido também através do emprego de fibras com

superficies deformadas ou com ganchos nas extremidades.

Em geral, apesar da ruptura do CRFA envolver a ruptura de algumas das fibras, €
normalmente regida pelo efeito de arrancamento. Uma vantagem deste tipo de ruptura é de ser

gradual e ductil provocando no concreto um aumento de ductilidade (ACI 544.1R-96, 2002).

No CRFA em compressdo uniaxial, observa-se na literatura uma grande variagdo de
resultados. A maioria dos trabalhos indica a ocorréncia de um baixo aumento da resisténcia,
para as quantidades de fibras comumente empregadas. H4 trabalhos, entretanto, que indicam

um aumento da ordem de 25% ou maior (Balaguru e Shah, 1992; Lopes, 2005).

A contribui¢do mais significativa das fibras estd no aumento da ductilidade do concreto, tanto

para concretos normais como para concretos de alta resisténcia. O modo de ruptura também ¢é
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afetado pela presenca e pelo aumento da quantidade de fibras. Em ensaios de compressao
observou-se que, com o aumento do teor de fibras, o concreto deixa de romper de forma
tradicional, com poucas fissuras paralelas a dire¢ao da carga, e passa a romper com um maior
numero de fissuras e atinge um forte abaulamento na dire¢do lateral dos corpos-de-prova

antes de romper (Chen e Carson, 1971; Iyengar e Viswanatha, 1972; Hsu e Hsu, 1994).

Na Figura 2.4 estdo apresentados os resultados obtidos por Balaguru e Shah (1992) para um
concreto normal e um de alta resisténcia, em ensaio de compressdo. Na Figura € possivel
verificar a forma das curvas fensdo x deformacdo, geralmente encontradas em ensaios de

compressao uniaxial para o CRFA.
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(a) Concreto de alta resisténcia com fibras de aco. (b) Concreto normal com fibras de ago.

Figura 2.4 — Curvas de tensdo-deformacdo na compressao uniaxial
para concretos reforcados com fibras de aco (adaptado de
Balaguru e Shah, 1992).

Os resultados de ensaios sdo influenciados por uma série de fatores, entre eles as propriedades
da matriz e das fibras, bem como a sua interacdo. H4 casos em que a adicdo de maiores
quantidades de fibras pode proporcionar um aumento ndo significativo da resisténcia a
compressdo como também pode ocorrer redu¢do da mesma, principalmente em funcio da

incorporagdo de ar no processo de produgdo deste material ou quando as fibras sao

adicionadas em grande quantidade.

Diversos autores (Ezeldin e Balaguru, 1992; Hsu e Hsu, 1994; Mansur et al., 1999; Barros e

Figueiras, 1999, Nataraja et al., 1999) estudaram o comportamento do CRFA quando
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comprimido e buscaram desenvolver expressdes para representar a curva tensao deformagao a

compressao do mesmo, incluindo o ramo descendente (strain softening).

As expressdes obtidas por estes autores sao baseadas em resultados experimentais e sao
influenciadas principalmente pelo tipo de fibra empregado, pela resisténcia a compressao da
matriz de concreto, pelo fator de forma e a quantidade de fibras adicionadas. Em alguns casos,

os modelos consideram também o mddulo de elasticidade do CRFA.

Fibras alinhadas na dire¢do da tensdo de tracdo podem levar a significativos aumentos na
resisténcia a tragcdo direta. Para fibras distribuidas aleatoriamente, o aumento da resisténcia a
tracdo € bastante varidvel, ha casos em que este aumento € pequeno ou inexistente, entretanto
h4 situacdes em que se observa um aumento de 60%. A maioria dos trabalhos apresenta
valores intermedidrios (Bentur e Mindess, 2006). Nas Figuras 2.5 e 2.6 sdo apresentados o0s
resultados obtidos, respectivamente, por Gopalaratnam e Shah (1987) e por Cucchiara et al.
(2004), para a resisténcia a tracdo direta e para a resisténcia a tracdo por compressao
diametral. Nestas Figuras € possivel observar o aumento de resisténcia que a adi¢do de fibras
pode ocasionar na matriz de concreto e a forma das curvas obtidas nos respectivos ensaios.
Assim como ocorrem em ensaios de compressao, em tracdo também se observa um aumento

da ductilidade e uma alteragdo no modo de ruptura ao se adicionar fibras.
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Figura 2.5 — Curva tensdo x deslocamento na tragdo direta para
concreto normal e para o concreto reforcado com diferentes teores de
fibra (adaptado de Gopalaratnam e Shah, 1987).
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Figura 2.6 — Resultados de ensaio de compressdo diametral para concreto
com e sem adi¢do de fibras (adaptado de Cucchiara et al., 2004).

As fibras contribuem de forma mais efetiva na resisténcia a tracdo quando o volume de fibras
€ maior do que o volume critico. Neste caso, o modo de ruptura do compdsito é caracterizado
pela fissuracdo multipla da matriz. Apos o surgimento da primeira fissura, a forca aplicada na
matriz € transferida para as fibras, que estdo em quantidade suficiente para resistir a forca sem
atingir a ruptura. Acréscimos na forca provocardo o surgimento de novas fissuras na matriz,
as quais serdo resistidas pelas fibras até ser atingida a forca de arrancamento das mesmas. Por
outro lado quando o volume de fibras for menor do que o volume critico o modo de ruptura é
caracterizado pela propagacdo de uma unica fissura principal que surge na matriz. Neste caso,
em virtude do volume de fibras ser insuficiente para provocar a fissuracao multipla da matriz,

a ruptura é fragil e a resisténcia do compdsito € menor.

Ao contrério de que acontece na resisténcia a compressao ou a tracdo, o refor¢co com fibras de
aco tem mostrado efeito considerdvel sobre a resisténcia a flexdo de CRFA, tendo sido
relatados acréscimos de mais de 100% (Bentur e Mindess, 2006). A resisténcia a flexao é
particularmente sensivel, ndo s6 para o volume de fibras, mas também em relac@o ao fator de
aspecto das mesmas, sendo que o aumento de ambos leva a um aumento significativo da

resisténcia a flexao.

A partir da area sob a curva de carga x deslocamento de um ensaio de flexdo € possivel o
célculo de outra propriedade de um material: a tenacidade. A tenacidade representa a
capacidade de absor¢ao de energia de deformacao pelo material até seu completo esgotamento
e no caso de concreto é consideravelmente aumentada ao se adicionar fibras, principalmente

pela restricdo a abertura e propagacdo das fissuras promovida pelas mesmas. Muitos ensaios

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.



23

vém sendo desenvolvidos para caracterizar diretamente esta propriedade, seja sob
carregamento de compressdo, flexdo, tracdo ou impacto (Gava, 2006). A maioria dos
pesquisadores faz uso de ensaios de flexao para a determinacdo da tenacidade de concretos
refor¢ados por fibras, seja pela maior facilidade de execucdo e uso de equipamentos mais
simples (Johnston, 1985) ou por simularem melhor as condi¢des de aplicacdo do material
(Gopalaratnam e Gettu, 1995), sendo empregados diferentes sistemas de medida para a sua

quantificagdo.

Poucas investigacdes sobre o desempenho do concreto com fibras sob estados biaxiais de
carregamento tém sido relatadas na literatura. Contudo, estes resultados indicam que as fibras
aumentam a resisténcia do concreto sob esse tipo de solicitacdo. O aumento da resisténcia a
compressdo biaxial pode ser considerdvel (Yin et al., 1989; Traina e Mansour; 1991;
Swaddiwudhipong e Seow, 2006; Peres, 2008), dependendo do tipo de fibra e teor utilizado.
Os resultados de Abdull-Ahad e Abbas (1989) indicaram que as fibras, além de produzirem
aumento da resisténcia do concreto sob estado biaxial de compressdo, podem provocar
aumento também no caso de tracdo biaxial. Barros (1996) afirma que, analogamente ao que
ocorre no caso uniaxial, nos ensaios multiaxiais também se registra um aumento significativo

da ductilidade do concreto ao se adicionar fibras.

As fibras proporcionam substancial aumento na resisténcia a fadiga e ao impacto. Esta é uma
das principais razdes para a utilizacdo do concreto reforcado com fibras em pavimentos e
tabuleiros de pontes. Basicamente o bom desempenho deve-se ao aumento da capacidade de
absor¢do de energia pelo material antes da ruptura (Aragjo, 2002). Além de aumentar a vida
da estrutura submetida a fadiga, a adicdo de fibras pode contribuir para o aumento da sua

durabilidade, gracas a diminui¢@o da abertura das fissuras (ACI 544.1R-96, 2002).

Quanto a influéncia de fibras de aco na deformacao lenta, podem ser encontrados na literatura
estudos experimentais envolvendo diferentes tipos de fibras empregadas em elementos
submetidos a solicitagdes distintas: tracdo, flexdo e compressiao. Miller (2008) fez uma ampla
revisdo sobre os estudos jd realizados envolvendo CRFA e deformagdo lenta, identificando
desempenho distinto dos materiais compdésitos submetidos a diferentes solicitacdes. Mangat e
Azari (1985) e Chern e Young (1989) realizaram ensaios a compressdo axial e obtiveram
melhor desempenho dos CRFA tanto para fluéncia como para retragdo. Para os estudos
envolvendo solicitacdes de tragc@o, entretanto, observou-se acréscimo nas deformacdes por

fluéncia e uma melhoria ndo muito significativa das deformagdes por retragdo (Bissonette e
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Pigeon, 1995; Altoubat e Lange, 2001; Bissonnette et al., 2007). Com relacdo a fluéncia na
flexdo, os resultados encontrados para concreto simples (Swamy et al., 1977 e Swamy e
Theodorakopoulos, 1979) e concreto armado (Tan et al., 1994b; Tan e Saha, 2005) indicaram

menores flechas diferidas decorrentes da incorporagdo de fibras metalicas.

Os resultados destes experimentos fornecem conclusdes contraditorias a respeito do
comportamento do CRFA. Segundo Miller (2008) isto ocorre uma vez que o comportamento
final € reflexo da ac¢do conjunta de indmeros fatores tais como: dosagem e materiais utilizados

na matriz, formato, dimensdes e teor de fibra, bem como o tipo de solicitacdo empregada.

2.2 CONCRETO REFORCADO COM FIBRAS DE ACO EM ELEMENTOS
ESTRUTURAIS

Verifica-se em muitos experimentos que a presenca de fibras pode trazer beneficios para o
comportamento de elementos estruturais. Diversos estudos demonstram que a adi¢ao de fibras
permite o aumento significativo do momento ultimo de vigas reforcadas de forma
convencional (Ashour et al., 2000; Oh, 1992; Chunxiang e Patnaikuni, 1999; Bentur e
Mindess, 2006). Além disso, observa-se maior ductilidade e melhora do comportamento pds-

fissuracdo, com perda de resisténcia de forma menos brusca.

Existe ainda uma grande quantidade de estudos indicando que as fibras aumentam
substancialmente a capacidade ao corte (tensdo diagonal) de vigas de concreto. Em muitos
casos, a presenca das fibras alterou inclusive a forma de ruptura das vigas de corte para

flexao.

Segundo ACI 544.4R-88 (1999), as fibras de ago apresentam vantagens quando utilizadas
para complementar ou substituir estribos. Primeiramente, as fibras estdo distribuidas
aleatoriamente através do volume do concreto com espacamento muito menor do que pode ser
obtido com refor¢o convencional. Além disso, a resisténcia a tracdo para a primeira fissura
(first-crack tensile strength), a resisténcia a tragdo ultima e a resisténcia ao corte do concreto

(shear-friction strength) sao aumentadas pela presenca das fibras.

A Figura 2.7 reune os resultados de diversos estudos sendo possivel verificar o aumento da
resisténcia ao corte provocada pela adi¢do de fibras. Observa-se que, quanto menor a razao

ald e maior a porcentagem de fibras, maior € a resisténcia ao corte desenvolvida na ruptura,
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sendo a o vao de corte, isto €, a distancia entre o ponto de aplicacdo da carga e o apoio mais

proximo e d € a altura 1til da secdo da viga.
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Figura 2.7 — Comportamento ao corte de vigas de concreto reforcado
com fibras (adaptado de ACI 544.4R-88, 1999).

Embora o refor¢co com fibras tenha se mostrado eficaz em combinacdo com estribos e apesar
do aumento da capacidade de corte ter sido constatado em vérios estudos, estas vantagens nao
sdao amplamente utilizadas em aplicagdes praticas. Bentur e Mindess (2006) afirmam que o
aumento da capacidade ao corte com a adi¢do de fibras nao foi suficientemente quantificado

para seu uso em aplicacdes préticas.

Em aplicacOes onde a presenga da armadura convencional ndo € essencial para a seguranga e
integridade da estrutura, como por exemplo, em pavimentos, recobrimentos, revestimentos de
tineis, o acréscimo da resisténcia a flexao, ao impacto e a fadiga associado com a presenca
fibras pode ser usado para a reducdo de espessura de se¢do ou para melhoria do desempenho,

ou ambos (ACI 544.4R-88, 1999).

Alguns métodos de cdlculo, que levam em consideracao a contribui¢do estrutural que as fibras
de aco podem fornecer em elementos de concreto, podem ser encontrados na literatura (ACI

544.4R-88, RILEM TC 162, recomendagdes nacionais). Eles sdo baseados em métodos
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convencionais de projeto complementados por procedimentos para a consideragdo da
contribuicdo das fibras. Estes métodos geralmente modificam as forcas internas em elementos
de concreto para considerar as tensdes adicionais das fibras. As principais diferencas entre os
métodos propostos estdo na determinacdo da magnitude do aumento da tensdo de tracdo em
funcdo das fibras e na forma em que a forca total € calculada. Quando apoiado por dados

experimentais confidveis, estes métodos podem proporcionar resultados satisfatdrios.

2.3 MODELOS PARA A RESISTENCIA DO CRFA

Além das andlises experimentais, € possivel encontrar na literatura alguns estudos que buscam
caracterizar a resisténcia do CRFA de forma empirica. Abaixo sdo descritos os trabalhos

disponiveis.

Murugappan et al. (1993) apresentaram um modelo biaxial para o CRFA. Eles propuseram
que as fibras de aco provocam uma “tensdo confinante equivalente” na direcao perpendicular
ao plano das tensdes. Assim, a envoltéria de resisténcia (strength envelope) para o CRFA sob
compressao biaxial (por exemplo, 0,, 03), pode ser considerada como equivalente a uma

envoltdria de ruptura de um concreto simples andlogo sob compressao triaxial (o;,0,,03),

onde o, corresponde a “pressdo confinante equivalente” (Figura 2.8).
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Estado de tensodes biaxiais Estado de tensdes andlogo
de compressdo no CRF no concreto simples

Figura 2.8 — “Modelo tensao confinante” para o CRFA proposto por
Murugappan et al. (1993).

O critério de resisténcia de quatro parametros de Ottosen (1977) para o concreto simples sob

tensoes triaxiais foi empregado, com 07 igual a tensdo confinante. Os autores consideraram
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que esta tensdo € igual a resisténcia a tracao pés-fissuracdo do CRFA, o,,, ou seja, 0, =0,,.
As envoltdrias de resisténcia a compressao biaxial obtidas analiticamente para os concretos
produzidos por Yin et al. (1989) e Traina e Mansour (1991) sdo ilustradas na Figura 2.9. Na

Figura também estdo representados os dados experimentais obtidos nos respectivos trabalhos.
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Figura 2.9 — Modelo proposto por Murugappan et al. (1993) e
resultados experimentais de Yin et al. (1989) (a) e Traina e Mansour
(1991) (b).

Discrepancias entre o modelo proposto e os resultados experimentais podem ser observadas,
contudo, ele permite capturar a tendéncia de aumento de resisténcia a compressdo biaxial

provocada pela adicao de fibras de aco ao concreto.

Este modelo possui a limitacio de apenas abranger estados biaxiais de compressdo, nao
permitindo a andlise de estados de tensdo multiaxiais mais complexos. Além disso, possui
uma base mecanica questiondvel, uma vez que ndo ¢ fisico o raciocinio adotado pelos autores

(Figura 2.8), para a consideracdo das fibras na matriz.

Um segundo modelo encontrado na literatura foi proposto por Hu et al. (2003). Neste modelo
o critério de resisténcia do CRFA € descrito através de uma elipse inclinada, esticada e

distorcida. Esta elipse € obtida através da multiplicacido da equacgdo da elipse por uma segunda

equagio do tipo (A+Bx)® (Figura 2.10(a)). O resultado se traduz em uma curva tnica, suave
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e fechada, capaz de caracterizar as condicdes de ruptura biaxial do concerto simples e do
CRFA em todas as regides de tensdo. Para & >1, uma envoltoria altamente distorcida €
obtida, a qual se aproxima da superficie de ruptura biaxial real do CRFA com aceitdvel

precisao (Figura 2.10(b)).
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Figura 2.10 — Deformacao de uma elipse (a) e envoltdrias de ruptura
propostas (b), adaptado de Hu et al. (2003).

Empregando expansdao em Séries de Taylor e & =3, a equacdo da elipse transformada pode
ser escrita na forma de um polindmio de quinta ordem com seis parametros a serem

determinados.

Para determinar os seis parametros do modelo proposto, seis dados de resisténcia biaxial sdao
necessarios. Entre os pontos de dados experimentais estdo os valores de resisténcia a
compressao e a tracdo uniaxial e biaxial. Por conseguinte, as curvas obtidas sdo capazes de

ajustar os dados experimentais de forma bastante adequada.

A principal vantagem desta formulacdo se encontra na continuidade e suavidade das curvas de
resisténcia em todas as regides de tensdo biaxial. Hu et al. (2003) demonstraram que as
dificuldades numéricas associadas as singularidades decorrentes de ‘“‘efeitos de cantos”
desaparecem. Eles concluiram que a caracteristica mais atraente deste modelo é a sua
concisdo e eficdcia na formulacio elastopldstica e implementa¢do numérica em comparagao
com outros modelos de ruptura. Nao apenas as elipses se ajustam adequadamente aos dados

experimentais, como também a formulagao e os algoritmos para a andlise sdo simplificados.

Este método é, entretanto, limitado pela necessidade de dados experimentais de resisténcias

biaxiais de dificil acesso para a criagdo da envoltéria de ruptura. Testes biaxiais sdo
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necessdrios para cada tipo de fibra e propor¢do volumétrica na determinacao de significativas

curvas de resisténcia.

O modelo proposto por Seow e Swaddiwudhipong (2005) utiliza uma variante da superficie
de ruptura de Willam-Warnke (Figura 2.11), a qual considera a presenca das fibras através da
alteracdo do seu meridiano de tracdo. Neste modelo, as coordenadas dos meridianos de

compressao, 0., e de tragdo, p,, sdo expressas por fungdes quadriticas concavas na direcao
negativa do eixo de tensdes octogonais, respectivamente, Equacao 2.2 e Equacao 2.3. A curva
eliptica dada pela Equacdo 2.1 é usada para interpolar p. e p, e determinar a tensdo na
ruptura de qualquer estado de tensdo, com angulos de similaridade, &, de 0° a 60°. O uso da
interpolagdo eliptica p(£,0), permite uma grande flexibilidade em modificar uma parte

especifica da superficie de ruptura para considerar a presenca das fibras no concreto refor¢cado

com fibras de aco, conforme proposto por Seow e Swaddiwudhipong (2005).
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Figura 2.11 — Representacao da superficie de Willam-Warnke.
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Nesta formulacdo, as tensdes de compressdo sao negativas € as equacdes Sao expressas em
termos de £=1,/ \/3 , P=4+/2], e 8, sendo I,, o primeiro invariante do tensor de tensdes,

/>, 0 segundo invariante do tensor de tensdes desviadoras.

Os coeficientes a;, a,, b, b, € ay =b, sdo os parametros da superficie de Willam-Warnke, os

quais foram determinados a partir de uma andlise de regressdo de aproximadamente 300
dados experimentais de corpos de prova de concretos ndo reforcados submetidos a

carregamentos triaxiais.

O parametro £ € utilizado para considerar a presenca das fibras. Para o concreto sem fibras, o
valor de £ é 1 e, neste caso, a superficie de ruptura se reduz ao Modelo de Willam-Warnke
original. Para o caso de CRFA, £ deve ser calculado com a Equagdo 2.4 (Seow e

Swaddiwudhipong, 2005).

——a—az—aaiﬂ g§@
k=—a " —4a, 0+\/§(fcj/2\/;(f;j (2.4)

sendo f, a resisténcia a compressdo biaxial e /, a resisténcia a compressdo uniaxial do

concreto com fibras. O valor de f, do CRFA nem sempre é conhecido. Seow e
Swaddiwudhipong (2005), entdo, apresentam uma forma de estimativa do valor de f,

baseada na constatagdo realizada por feita por Murugappan et al. (1993) de que a presenca de

fibras fornece uma tensio de confinamento, 0,,, na dire¢do de 03, quando este é submetido a
tensoes nas direcOes de o; e 0,. Para a obtencdo do valor de o,, Seow e Swaddiwudhipong

(2005) empregaram a formulacdo proposta por Lim (1987).

Na Figura 2.12 estdo representadas as curvas obtidas através da formulacdo apresentada por
Seow e Swaddiwudhipong (2005) juntamente com dados experimentais obtidos pelos

proprios autores (Swaddiwudhipong e Seow, 2000).
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Figura 2.12 — Modelo proposto por Seow e Swaddiwudhipong (2005)
e resultados experimentais de Swaddiwudhipong e Seow (2006).

Apesar de bastante robusto, este modelo incorpora através de apenas um parametro, £, a
influéncia das fibras na resisténcia do CRFA. Além disso, ele ndo considera o possivel
aumento da resisténcia a compressao uniaxial que as fibras podem proporcionar, uma vez que

apenas o meridiano de tragao € alterado para considerar a presenca das mesmas.

Chern et al. (1992), por sua vez, realizaram ensaios triaxiais em concretos simples e
refor¢cados com fibras de aco nas propor¢des volumétricas de 1% e 2%. A partir dos dados
experimentais por eles obtidos, os autores ajustaram os seis coeficientes da superficie de

Willan-Warnke, 4, a,, b, b,, ay € b, 0s quais sdo funcao da fragdo volumétrica das fibras.

A consideracdo dos valores encontrados pelos autores para os coeficientes da superficie de
Willan-Warnke permite considerar a influéncia da adi¢do das fibras de aco na resisténcia do
concreto sob estados multiaxiais de tensdo. Entretanto, estes coeficientes nio refletem o
comportamento geral de concretos reforcados com fibras de ago e sim aqueles produzidos

pelos autores.

Para esta abordagem se tornar mais representativa, uma grande quantidade de resultados
experimentais sdo necessdrios na definicdo dos seis coeficientes. Poucos resultados

experimentais sao, no entanto, encontrados na literatura.
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2.4 MODELAGEM DO CRFA

Verifica-se na literatura que, embora numerosos trabalhos experimentais sobre o
comportamento do CRFA tenham sido realizados, a producdo relacionada a modelagem
numérica deste material é bem inferior. Nesta secdo sdo apresentados os trabalhos

encontrados, referentes a modelagem do comportamento do CRFA.

Uma andlise tridimensional nao linear via método dos elementos finitos foi conduzida por
Padmarajaiah e Ramaswamy (2002). Este trabalho teve o propésito de estudar o
comportamento a flexdo de vigas de concreto armado e protendido, executadas em concreto

de alta resisténcia refor¢cado com fibras e produzidas pelos proprios autores.

Para a modelagem utilizou-se o software ANSYS 5.5. O concreto foi modelado através do
elemento tridimensional SOLID6S5, enquanto os cabos de protensdo e a armadura passiva
foram simulados empregando elementos de trelica LINK8. Além disso, o comportamento da
interface entre o concreto e a armadura (cabos de protensdo e da armadura passiva), foi

modelado utilizando o elemento COMBIN14.

A fim de simular o efeito das fibras de aco na matriz concreto foram efetuadas duas
consideracdes. Primeiramente, o estado de tensdo multiaxial do concreto devido a presenca
das fibras foi caracterizado através da alteracdo da superficie de ruptura e da resposta tensao
deformacdo. Para ambos os concretos, convencional e reforcado com fibras de aco,
empregou-se como critério de ruptura o modelo de cinco parametros de Willam-Warnke,
sendo dois dos parametros definidos experimentalmente. Para os trés parametros restantes, no
caso do concreto convencional, foram utilizados valores padrao do ANSYS 5.5 e, para o
CRFA, foram adotados os resultados experimentais de Yin et al. (1989) e teéricos de Chern et
al. (1992). Este ultimo propds uma modificacdo nos coeficientes das equacdes que
representam os meridianos de tracdo e compressdo da superficie de Willam-Warnke para a
consideracdo da presenca de fibras. A segunda consideracdo foi a modelagem do efeito de
ligacdo e transferéncia de tensao, proporcionado pelas fibras no concreto fissurado, através do
emprego do elemento tridimensional LINKS8 explicitamente. Apenas fibras posicionadas ao
longo da dire¢do longitudinal das vigas foram consideradas. O efeito de aderéncia,
deslizamento e arrancamento na interface entre as fibras e os elementos de concreto também
foram simuladas utilizando o elemento COMBIN14. Além disso, admitiram-se valores mais

altos para o coeficiente de transferéncia de tensdes de cisalhamento através das fissuras para o
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CRFA, uma vez que as fibras contribuem significativamente na transferéncia de tensdes do

concreto fissurado.

Por meio da andlise, Padmarajaiah e Ramaswamy (2002) obtiveram resultados via método
dos elementos finitos bastante proximos daqueles obtidos experimentalmente. A curva carga
deslocamento anterior a primeira fissura e a carga de pico da modelagem via MEF estdo em
concordancia com aqueles obtidos nos experimentos. Entretanto, os deslocamentos ao nivel
de carga de trabalho e de pico foram inferiores aos alcancados nos testes. Segundo os autores,
uma possivel justificativa € o uso de molas com resposta linear para representar o
escorregamento das fibras, onde o comportamento pode ser altamente ndo-linear a niveis de
carga mais altos. Além disso, a simulacdo obteve bons resultados quanto ao padrio de
fissuragdo em ambas as fases, inicial e de ruptura, indicando que o efeito das fibras na
resisténcia e na ductilidade do concreto e no efeito de ponte, no controle da propagacdo das

fissuras, foi devidamente capturado.

Bolander e Saito (1997) apresentam um método computacional para analisar o desempenho
de fibras curtas em compodsitos de matriz cimenticia. Neste método, cada fibra é simulada
como uma entidade discreta e a matriz é representada por uma malha de poligonos convexos
de geometria aleatéria. Cada poligono é considerado como uma particula rigida tendo como
graus de liberdade duas translagdes e uma rotacdo, definidos no centroide da particula. As
particulas sdo interligadas ao longo de seu contorno através de interfaces flexiveis, ou seja,

um conjunto de molas, cuja rigidez busca representar as propriedades eldsticas do compésito.

Os efeitos das fibras nas fases de pré e pds-fissuracdo sao tratados de formas distintas. Em
ambos os casos, existe uma ligacdo direta entre as acdes locais das fibras e a resposta do
composito. Antes da fissuragdo, as contribuicdes da rigidez da fibra sdo baseadas no
mecanismo de transferéncia de tensdo eldstica entre fibra/matriz. Na etapa pds-fissuragdo, a
contribuicdo das fibras depende do mecanismo de aderéncia fibra-matriz, sendo representado
pela relacdo tensdo de aderéncia-deslizamento. A fissuragdo € caracterizada pela degradagdo
das propriedades eldsticas do conjunto de molas que simula a interface entre as particulas

rigidas.

No trabalho, compdsitos com fibras alinhadas e aleatoriamente orientadas foram analisados
quando submetidos a cargas de tracdo direta. Resultados numéricos foram comparados com

resultados tedricos baseados nas regras de mistura. As abordagens numérica e tedrica
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forneceram valores bastante similares para o médulo de elasticidade, resisténcia a fissuragcdo e
fracdes volumétricas criticas, mostrando ser um método eficiente para o estudo de matrizes
cimenticias refor¢cadas com fibras e, segundo os autores, um método que pode permitir

inclusive o desenvolvimento de modelos macroscOpicos para este material.

Simdes (1998), por sua vez, apresenta um modelo constitutivo para concreto reforcado com
fibras de aco baseado na formulacdo hipoeldstica ortotrdpica, originalmente proposta para
concreto simples. As peculiaridades do comportamento do concreto com fibras frente as mais
diversas solicitacdes, tais como tracdo, compressdo e cisalhamento, sdo incorporadas ao
modelo através de relacdes tensdo-deformacdo adequadas a esse material. Tais relacdes
provém de estudos analiticos e experimentais sobre o assunto, publicados na literatura. O
modelo assim obtido foi implementado em programa capaz de realizar andlises numéricas
nao-lineares através do método dos elementos finitos. Esse programa foi empregado na
simulacdo de uma estrutura de concreto com fibras, cujos resultados em termos da curva
carga-deslocamento, desenvolvimento e distribui¢c@o de fissuras, progressdao do escoamento da
armadura longitudinal (convencional) e modo de ruptura, foram comparados aos numéricos
correspondentes. O autor obteve um comportamento bastante similar entre a resposta

referente a analise numérica e aquela referente a andlise experimental.

O estudo de Grossi (2006) teve por objetivo a contribuicdo para a modelagem numérica do
CRFA através de uma anélise nao-linear via método dos elementos finitos. Para tanto, propds
um modelo cuja principal caracteristica € o emprego de um diagrama tensdo-deformacao
trilinear para o comportamento em tracdo, o qual permite melhorar a representacio do
aumento da tenacidade do material oriundo do acréscimo das fibras. Duas vertentes da
modelagem foram avaliadas sob as bases da lei constitutiva trilinear, sendo os parametros
desta lei obtidos a partir das propriedades mecanicas do material. O modelo foi incorporado a
um codigo computacional disponivel no meio académico e que faz uso do paradigma da
Programacdo Orientada a Objetos. Tal cédigo foi expandido durante a pesquisa para poder
contemplar a implementacao do modelo proposto. A validacao da proposta de modelagem foi
feita mediante simulacdo numérica de problemas em estado plano em vigas de CRFA, sendo
avaliados casos de flexdo em trés e quatro pontos. Resultados comparativos satisfatérios em
termos da relacdo carga-deslocamento foram alcancados, evidenciando a adequacdo da

modelagem e da metodologia propostas.
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Pasa (2007) buscou simular o comportamento do CRFA através da andlise numérica
tridimensional empregando também o método dos elementos finitos. O desenvolvimento
computacional do modelo utilizado para o concreto foi baseado no estudo apresentado por
Hinton (1988) para a andlise de estruturas tridimensionais de concreto armado com ndo-
linearidade fisica. Modificacdes foram introduzidas no modelo, para que sua aplicabilidade
fosse estendida ao estudo do comportamento de estruturas de concreto reforcadas com fibras
metalicas. Tais modificacdes constituem-se da implementacio de um modelo constitutivo

capaz de simular o comportamento do concreto com a presenca das fibras.

A representacdo do comportamento dos materiais foi feita através de um modelo
elastopléstico, sendo analisadas estruturas sob condi¢cdes de carregamento estdtico de curta
duragdo. Especificamente para a determina¢do do comportamento do concreto com fibras,
baseando—se no trabalho de Seow e Swaddiwudhipong (2005), empregou-se uma variante da
superficie de ruptura de Willam-Warnke, a qual considera a presenca das fibras através da
alteracdo do seu meridiano de tragdo. Além disso, a fissuragdo do concreto foi representada
pelo modelo de fissuras distribuidas, que leva em consideracio a contribui¢ao da matriz entre

fissuras.

Dados experimentais disponiveis na literatura foram apresentados para efeito de comparagdo
com os resultados obtidos através do programa computacional desenvolvido. Observou-se que
o modelo matemadtico e a metodologia numérica empregados forneceram resultados bastante
proéximos aos experimentais, validando, desta forma, a modelagem do CRFA realizada neste

estudo.

Para a proposi¢do de um modelo do comportamento do concreto reforcado com fibras de aco,
Ouaar (2006) utilizou uma abordagem micromecanica baseada em métodos de
homogeneizagdo. Segundo o autor os métodos de homogeneizagao fornecem leis constitutivas
mais ricas do que aquelas identificadas em escala macroscépica, uma vez que consideram
informacdes relativas a microestrutura do material compdsito, tais como propriedades

geométricas, mecanicas e térmicas de cada constituinte.

A fim de simular o comportamento ndo-linear de CRFA, Ouaar (2006) desenvolveu um
modelo com formulag@o incremental do esquema de estimativa de Mori-Tanaka/Voigt. Neste
estudo, o CRFA ¢ considerado como um compésito formado por trés fases: a primeira fase

consiste na matriz de concreto, incluindo as microfissuras e vazios iniciais, a segunda fase
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representa as fibras e a terceira representa um aumento de porosidade ou incorporagdo de ar
originado ao se acrescentar fibras ao concreto. Tal efeito foi evidenciado em estudos

experimentais realizados pelo préprio autor.

O comportamento dos materiais constituintes foi descrito através de dois modelos distintos. O
comportamento fragil do concreto foi caracterizado pelo modelo de dano de Ju (1989), o qual
também considera a coalescéncia de vazios e de microfissuras. O comportamento

elastoplastico do aco, por sua vez, foi descrito pelo modelo de plasticidade J,.

O modelo formulado foi comparado aos resultados experimentais obtidos pelos autores e com
analises via método dos elementos finitos realizadas utilizando software ABAQUS. Para as
simulagdes através do MEF considerou-se uma microestrutura periddica representada por
células unitdrias axissimétricas. O cédigo com a formulagdo incremental do esquema de
estimativa de Mori-Tanaka/Voigt foi também integrado ao software ABAQUS através de sua
interface UMAT, onde as propriedades do material sdo definidas pelo usudrio. Desta forma
foi possivel realizar simulagdes multi-escala em estruturas tridimensionais reais. Em geral, as

estimativas mostram uma boa concordancia com as simulacdes e os resultados experimentais.

Os modelos numéricos que descrevem o comportamento de compdsitos de matriz cimenticia
reforcada com fibras, em geral, podem ser divididos em dois grupos (Alwan et al., 1995). No
primeiro grupo, a modelagem ¢é realizada em nivel de seus constituintes, ou seja, estd baseada
nas propriedades micromecanicas do concreto e das fibras. Diferentes técnicas numéricas sao
introduzidas para considerar o inicio da fissuracdo do material, o processo de abertura de
fissuras, a resisténcia de arrancamento das fibras (pull-out), entre outros mecanismos
envolvidos (Sant’ana, 2005). Estas propriedades micromecanicas sdo entdo integradas para
realizar uma simulacdo na qual se procura estabelecer as propriedades mecanicas do material
ou as respostas estruturais de elementos feitos com este compdsito. Neste grupo podem ser
destacados o modelo de particula rigida de Bolander e Saito (1997), descrito anteriormente,
bem como os modelos de tracdo via método dos elementos finitos de Alwan (1994), o modelo
de fratura de Schlangen e Van Mier (1992) e o modelo de flexdo de Rossi et al. (1992)
(Alwan et al., 1995).

O segundo grupo, por sua vez, considera leis constitutivas na modelagem de compdsitos
reforcados com fibras como um material isotropico ou anisotrépico. Nesta linha de

abordagem, podem ser citados os trabalhos de Simdes (1998), Grossi (2006), Pasa (2007),
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entre outros. Segundo Sant’ana (2005), a vantagem deste segundo grupo € possibilitar uma
facil incorporacdo das leis constitutivas a uma modelagem computacional que visa prever o

comportamento do elemento estrutural feito com este compdsito.

Nos trabalhos de Padmarajaiah e Ramaswamy (2002) e Ouaar (2006) identificam-se as duas
formas de abordagem: a modelagem em nivel dos constituintes do material e o uso de leis

constitutivas macroscopicas.
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3. Teoria da Homogeneizacao

3.1 PRINCIPIO GERAL DO METODO DE HOMOGENEIZACAO

A mecanica do continuo trata de sdlidos idealizados, onde, considerando um ponto
infinitesimal e sua vizinhanca, admite-se que a distribuicio de material, as tensdes e
deformacdes sdo essencialmente uniformes (Nemat-Nasser e Hori, 1999). Entretanto, em uma
inspecdo mais refinada, como por exemplo, através de um microscépio, verifica-se que todos
0os materiais reais revelam uma multiplicidade de heterogeneidades, mesmo se
macroscopicamente parecam ser homogéneos. Estes desvios de homogeneidade podem existir
na forma de fissuras, vazios, particulas, inclusdes com diferentes propriedades e formas, ou
ainda regides de um material distinto, camadas ou fibras em um laminado, irregularidades em
um arranjo de cristais. Consequentemente, o campo de tensdes e deformacdes ndao se
apresenta de forma uniforme a este nivel. O comportamento destas heterogeneidades, bem
como os seus efeitos sobre as propriedades e o desempenho global de um material € o

objetivo principal das investigacdes micromecanicas.

Heterogeneidades ocorrerem em diferentes escalas (Figura 3.1) e sdo caracteristicas do
material a ser analisado. A nog¢ao da heterogeneidade do meio depende da fineza da escala
considerada como sendo a escala microscopica. A Figura 3.1 apresenta um esquema onde
duas escalas microscopicas podem ser consideradas. Na escala microscopica 1, o material
aparentemente homogéneo entre as inclusdes pode ele proprio ser considerado como um nivel
macroscopico com relacdo a uma escala mais refinada, a escala microscépica 2. Portanto o
que se entende por escala macroscopica e escala microscopica em um determinado problema
depende do estudo a ser realizado. Normalmente, a escala macroscopica € aquela
habitualmente adotada pelo engenheiro para analisar a resposta da estrutura sob solicitacdes

prescritas, enquanto a escala microscépica € aquela escolhida para a descricdo do material

constitutivo.
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escala microscopica 1

escala microscopica 2
Estrutura L

’—— ~Cm ... ~m ——‘

¢

4 4 ("microscopio”")

Figura 3.1 — Escala macroscOpica e microscopica.

Este tipo de abordagem admite a vantagem de que um comportamento complexo seja
avaliado com base na morfologia da microestrutura e nas caracteristicas dos seus materiais
constituintes, permitindo a verificagio da influéncia de detalhes microestruturais nas
caracteristicas globais ou macroscopicas do material heterogéneo. Esta transi¢io micro-macro
escala formalmente ocorre através de um adequado processo de médias e é chamado
homogeneiza¢do. Como se observa em materiais reais, variagdes microestruturais entao

conduzem a variacdes das propriedades globais ou efetivas do material.

Os primeiros estudos tedéricos sobre o desempenho dos materiais com microestrutura
remontam a James Clerk Maxwell (1831-1879), Lord Rayleigh, (1842-1919) e Albert
Einstein (1879-1955). Enquanto os dois primeiros estavam preocupados com a determinagao
da condutividade elétrica global de um material heterogéneo, o ultimo investigou a
viscosidade efetiva de um fluido que contém uma suspensdo de particulas esféricas sélidas
(Gross e Seelig, 2006). Em sélidos mecanicos, foi originalmente colocada énfase a
determinagdo das constantes eldsticas de um policristal a partir das caracteristicas de um
cristal simples com as primeiras consideracdes tedricas de Woldemar Voigt (1850-1919) e
Endre Reuss (1900-1968). Importantes contribui¢des foram fornecidas, entre outros, por John
Douglas Eshelby (1916-1988), Ekkehart Kroner (1919-2000) e Rodney Hill (1921-), na
segunda metade do século passado. Os seus conceitos tedricos e aproximacdes analiticas, que
também se aplicam aos modernos materiais compdsitos, foram, posteriormente, estendidos e

generalizados a materiais com comportamento ineléstico.

O presente capitulo introduz conceitos fundamentais da micromecanica, métodos utilizados e

aplicacdes ao concreto reforcado com fibras de aco (CRFA). Apresenta-se, inicialmente, a
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questdo da transi¢do da escala microscopica a macroscépica e a determinacdo de propriedades
efetivas dos materiais a partir da resolucdo de um problema de contorno colocado sobre uma
dada microestrutura, o volume elementar representativo (VER). Os vdrios esquemas de
estimativas e limites para as propriedades eldsticas efetivas sdo descritos. Os resultados do
esquema de Mori-Tanaka (1973) para o CRFA sdo obtidos e comparados com dados
experimentais e com resultados numéricos de andlise via método dos elementos finitos. Este
esquema de estimativa é baseado no resultado estabelecido por Eshelby (1957), relativo ao
problema da inclusdo elipsoidal imersa num meio infinito e é aquele que melhor se adequa ao

material em estudo, o CRFA.

Maior énfase € dada, nestes primeiros estudos, ao comportamento eldstico do CRFA, bem
como ao comportamento viscoeldstico. Apds serem calculadas as propriedades eldsticas
efetivas através da estimativa de Mori-Tanaka, o comportamento viscoeldstico € obtido
através do uso de Principio de Correspondéncia Eléstica-Viscoeldstica (PCEV). Tal principio,
para uma grande parte de problemas, permite o célculo direto da solucdo viscoeldstica a partir
do problema eldstico associado através da aplicacdo de transformadas de Carson-Laplace

(Christensen, 2003).

3.1.1 Volume Elementar Representativo e Separacdo entre Escalas

Técnicas de homogeneizacdo cldssicas visam substituir uma estrutura heterogénea complexa
por uma homogénea ficticia, ambas apresentando globalmente o mesmo comportamento. O
processo de homogeneizacdo estd baseado na possibilidade de estabelecer um volume
elementar representativo (VER) e um meio homogéneo equivalente (Figura 3.2), os quais sao
andlogos do ponto de vista mecanico, ou seja, as suas respostas globais para qualquer
carregamento mecanico devem ser a mesma. Em outras palavras, o meio homogéneo

equivalente deve ser tal que os campos de tensdo e deformagio X (X) e E(X), derivados da

escala macroscépica através da resolu¢do de um problema de contorno em uma estrutura
homogénea constituida por este material homogéneo ficticio, sejam os valores médios,

calculados sobre o VER localizado em X , dos campos de tensdo e deformacdo locais o (x)
e £(x). Estes, por sua vez, sdo derivados da escala microscépica quando as heterogeneidades

da microestrutura sdo consideradas no processo de célculo (Zaoui, 2002). X se refere a

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.



41

posi¢cdo do ponto na escala macroscopica (da estrutura), enquanto x designa o vetor posi¢ao

do ponto na escala microscépica (ou seja, do VER).

H0m0 genelz ag:ao

.wlo homogéneo

equivalente

Figura 3.2 — Processo de Homogeneizagao.

Para a validagdo do processo é necessario que a dimensdo caracteristica 4 das
heterogeneidades seja muito menor do que a dimensdo caracteristica / do volume elementar
(Figura 3.2). Desta forma este volume pode ser considerado representativo, independente da
sua localizagdo na estrutura macroscopicamente homogénea. Além disso, / deve ser
suficientemente menor que a dimensdo caracteristica [. da estrutura sendo possivel desta
forma o uso de ferramentas de integracio e derivacdo cldssicas da andlise estrutural. E
importante ressaltar que a menor dimensao caracteristica 4 deve ser compativel com o uso
dos conceitos bdsicos da mecéanica do continuo (tensores de tensdo e deformacdo, etc.). A
Equacdo 3.1 representa a separacdo de escalas necessdria durante o processo de

homogeneizagdo (Zaoui, 2002).

dy <<d <</ << L 3.1

onde 4, é a menor dimensédo abaixo da qual a mecénica do continuo ndo é mais valida.

O volume elementar representativo €, portanto, o volume ou parte da estrutura capaz de
representar de forma suficientemente precisa o comportamento global do material, possuindo
todas as informagdes para a descricdo geométrica e mecanica do meio heterogéneo. A escolha
e descricdo do VER € um aspecto importante ao se realizarem estudos através da abordagem

da micromecanica, uma vez que este deve representar efetiva e satisfatoriamente o
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comportamento constitutivo global do material heterogéneo. Para os materiais com
microestrutura aleatdria, como por exemplo, o concreto reforcado com fibras, a definicdo do
VER ¢ efetuada através da especificacdo das fases que constituem o material heterogéneo, da
descricdo das suas caracteristicas geométricas e mecanicas € também a descricdo da
distribuicao espacial (ou morfologia) das fases: a fragdo volumétrica e a forma e orientagdao
das inclusdes ou fibras. Além disso, no caso do CRFA tendo fibras com dimensio
caracteristica da ordem de alguns centimetros & ~ ¢, o tamanho do VER deve ser da ordem
de alguns decimetros /~dm e a dimensdo do elemento estrutural da ordem de pelo menos
alguns metros L. ~ » para que a condi¢do de separagdo de escalas necessdria no processo de
homogeneizagdo seja satisfeita. No caso de materiais periddicos, a célula base, estrutura que

se repete ao longo de todo o material, constitui o VER a ser analisado.

3.1.2 Problema de Concentragao

A formulacdo da lei do comportamento macroscopico por meio da homogeneizacdo decorre
da resolucdo de um problema auxiliar de contorno colocado sobre o VER, também conhecido
por problema de concentragdo ou localizacdo. O problema de concentracdo trata da
modelagem mecénica das interagdes entre as fases do material heterogéneo a ser analisado e

da derivagdo dos campos de tensdo e deformacéo locais no interior do VER, o (x) e £(x),
respectivamente, através do conhecimento das tensdes e deformagdes macroscOpicas, 2. e

E.

Para a resolucdo deste problema, duas condi¢des de contorno cldssicas sdo normalmente
adotadas na definicdo da solicitacio sobre o VER: deformacdo homogénea ou tensdo
homogénea. No caso de condi¢des de contorno em tensdo homogénea (homogeneous stress

boundary conditions), tensdes superficiais sdo admitidas prescritas no contorno T (Figura

3.3) e definidas por

T=

llng

n (3.2)

Onde o tensor constante 2, é o tensor de tensdo macroscépica conhecida e » € o vetor normal

ao contorno do VER. Através da Equacdo 3.2, prova-se que 2 € igual média volumétrica da
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tensao <g> no VER, simbolizado por 7. De fato, para um campo de tensdo estaticamente

admissivel g(>_« ), ou seja, que atenda a equagdes de equilibrio, e que satisfaca a Equagdo 3.2,

tem-se

1
(@)=1Jalx)ar =1 (3.3)
|8
) v
/N I N T=>nVxedV
Sae s 7S
\\\\/V \///

Figura 3.3 — VER e condi¢des de contorno em tens@ao homogénea.

Por definicao, utilizando a regra das médias, tem-se ainda:

E=(g) (34)

Da mesma forma, condi¢des de contorno em deformagdo homogénea (homogeneous strain

boundary conditions) sdo associadas a deslocamentos prescritos no contorno » (Figura 3.4)

dado por

Z:

lley

"X (3.5)
onde E ¢ tensor de deformacdo (constante) macroscopico e x pertence ao contorno. Tem-se

E igual a média volumétrica da deformacgao <§>, ou seja, para um campo de deformacio

cinematicamente admissivel £ (x) e que satisfaz a Equagdo 3.5 tem-se

[e(x)ar=E (3.6)
174
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Figura 3.4 — VER e condi¢des de contorno em deforma¢ao homogénea.

Por defini¢do, utilizando a regra das médias, tem-se:

Z=(c) G7)

Embora, em principio, as abordagens em tensdo homogénea (Equacdo 3.2) e deformacdo
homogénea (Equacdo 3.5) ndo sejam equivalentes, elas tendem a ser quando 4 <</ (Hill,

1967; Mandel, 1972) como serd visto na sequéncia.

3.2 PROCESSO DE HOMOGENEIZACAO EM ELASTICIDADE

A determinagdo da lei macroscdpica eléstica de um material heterogéneo decorre da resolugdo
do problema de concentracdo, descrito anteriormente, considerando-se a lei constitutiva
elastica dos materiais constituintes. Assim, duas abordagens podem ser avaliadas, uma por

deformacdes e a outra por tensoes.

Na abordagem por deformacgdes, o problema de concentracdo consiste na determinacdo da

tensdo o, deformacdo £ e deslocamento microscopico u, 0s quais caracterizam a resposta
local do VER ao carregamento definido pela deformacdo macroscopica prescrita E, de modo

que

divo=0 emV
x):€ emV (3.8)

-x em dV

onde ¢ (x) € o tensor de rigidez no ponto xe V.

Observa-se, a partir da linearidade do problema com relacdo ao parametro de carregamento

E, que o campo de deformacgdo local £ é proporcional a deformagdo macroscépica. Esta
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z

propriedade € classicamente expressa através do conceito do tensor de concentracdo de

deformacdes. Denotado aqui por A(x), este tensor de quarta ordem estabelece a ligagdo entre

as deformacdes macroscopicas e as deformacoes locais no ponto x do VER:

EX)=AX):E (3.9)

Verifica-se que as condi¢des de contorno em deslocamento (Equacao 3.5) conduzem a média

(A)=1,onde 1 é o tensor identidade de quarta ordem.

A 1inser¢do da Equagdo 3.9 na relagcdo constitutiva elastica da Equacdo 3.8 e o cdlculo da

média sobre o VER levam a:

I=(0)=(c:&)=(c:A): E=C"":E (3.10)
onde C""é o tensor de elasticidade homogeneizado (macroscépico):
Ch"=(c:A)y=2 f ¢ (4, (3.11)

sendo n o nimero de fases do VER, f" a fracdo volumétrica de cada fase r, ¢" o tensor de

rigidez da fase r e (A), € a média volumétrica sobre o dominio ocupado pela fase r:

(A), =Vl, [ Aw av (3.12)

v’

Na abordagem por tensdes, ao invés de deformacdo prescrita, tem-se um carregamento

definido pela tensdo macroscépica 2. prescrita, de modo que:

divgzo em V

£=s5x):0 emV (3.13)

sendo s(x) o tensor de flexibilidade no ponto xeV e o e &, os campos microscopicos de

tensdo e deformacdo, solu¢des do problema de concentracdo (3.14) e considerando a sua

linearidade, observa-se a proporcionalidade entre ¢ e o carregamento . :
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o(X)=B(x):X (3.14)

onde B(x) representa o tensor de concentracdo de tensdes. Verifica-se que as condi¢des de

contorno em tensao (Equagdo 3.2) conduzem a média ( B ) =1, assim como ocorre para A .

Substituindo a Equacdo 3.14 na relag@o constitutiva eldstica da Equacdo 3.13 e calculando-se

a média sobre o VER, obtém-se:

£:<8>=<§:g>=<s:3>:;=5h°m:; (3.15)

onde $"™¢é o tensor de flexibilidade homogeneizado, efetivo ou global e é calculado para um

VER com n fases através da equacao:

s =(s:B)=2 f's":(B), (3.16)

sendo s" o tensor de flexibilidade da fase r e <1~9>r a média volumétrica sobre o dominio

ocupado pela fase r.

Os tensores C™™" e §™" sdo inversos um do outro se eles correspondem & mesma escolha das
condi¢des de contorno no problema de concentracdo. Entretanto, se diferentes condicdes de
contorno sao utilizadas, tem-se de acordo com Hill (1967) e Mandel (1972), o seguinte

resultado:

¢ gt =1+0((d /1)) (3.17)

onde C"™ é determinado empregando-se condi¢des de deformagdo homogénea no contorno,

hom

enquanto § ¢ determinado empregando-se condi¢des de tensdo homogénea. 4 ¢é a

dimensao caracteristica da heterogeneidade e / do VER.

Segundo Hill e Mandel as duas abordagens (tensdao e deformacao homogéneas) se equivalem

quando € verificada a separacdo entre as escalas 4 <</, descrita anteriormente.
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Levando em conta que (A)=1 e (B )=1 e as Equacdes 3.11 e 3.16, verifica-se que

somente os tensores A e B de »—1 fases sdo necessdrios para a determinacdo das

propriedades eldsticas globais C™™ e §™™:
2./ (4), =1e 2/ (B) =1 (3.18)
r=1 r=1

Portanto, das Equagdes 3.11 e 3.16, com » =1=7, obtém-se respectivamente
="+ [ =) (A), (3.19)

s =g+ £ (s'-5"):(B), (3.20)

com ¢" e s os tensores de elasticidade e de flexibilidade da matriz.

Os paragrafos anteriores descrevem a resolugdo tedrica do problema de concentragdo. Do
ponto de vista pratico, entretanto, em vdrias situacdes ha dificuldades em resolver este
problema. H4 dificuldades, por exemplo, em descrever completamente a microestructura,
dispondo-se apenas de informacdes parciais sobre a sua morfologia. H4 casos ainda que
mesmo dispondo (inclusive por hipétese) a descricio completa da microestrutura, € dificil
resolver exatamente ou seja de maneira analitica o problema da concentragdo. Em outras
palavras, para uma dada descricao do VER, o problema de localizagdo pode nao ser resolvido
de forma usual (Zaoui, 2002). E possivel entdo seguir por dois caminhos. Um deles constitui
em efetuar suposi¢des adicionais a fim de obter algumas estimativas para o0 comportamento
global. Estas estimativas sao ou ndo apropriadas em fun¢do das suas hip6teses fundamentais e

da adequacao destas ao material a ser estudado.

O outro caminho busca limites para as propriedades mecanicas globais. Estes limites sdo
obtidos considerando-se todos os meios homogéneos equivalentes consistentes com as
limitadas informacgdes disponiveis sobre a distribuicdo das fases e através do calculo das
propriedades extremas que podem ser obtidas desta maneira. Isto pode ser realizado

utilizando abordagens variacionais, as quais levam em conta campos de tensdo e deformacgdes
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admissiveis, ou seja, campos de tensdo que satisfazem condi¢des de equilibrio e campos de

deformacdo que satisfazem condi¢des de compatibilidade.

3.2.1 Estimativas

Conforme as Equagdes 3.11 e 3.16, as propriedades eldsticas efetivas C"™ e 5"

sdo funcao
das propriedades eldsticas e fracdes volumétricas dos constituintes e dos tensores de
localizacdo das deformacdes e das tensdes 4 e DB, respectivamente. No caso de
microestruturas reais, no entanto, a determinacdo de uma forma fechada dos tensores de
concentracdo pode ndo ser possivel (Gross e Seelig, 2006). Assim, aproximacdes adequadas
sdo feitas em relacdo a consideracdo da microestrutura, bem como na representacdo dos
tensores de concentracdo. Na sequéncia sdo discutidos alguns métodos, modelos e
aproximagdes adotados no estudo de propriedades eldsticas efetivas de materiais

heterogéneos.

3.2.1.1 Estimativas de Voigt e Reuss

Em materiais homogéneos, condi¢des de contorno em deformacdo ou tensdo constantes
induzem a campos de tensdo e deformacao homogéneos, ou seja, espacialmente constantes.
No caso de um material heterogéneo, a mais simples aproximac¢do a ser adotada é admitir um

dos campos constantes, de acordo com as condicdes de contorno.

Se, de acordo com Voigt (1889), as deformagdes no interior de [ sdo consideradas

constantes (&€ = <§ > = const ), a partir da Equacdo 3.9, verifica-se que .4=1. Assim o tensor de

elasticidade efetivo € aproximado pela média dos tensores de elasticidade dos constituintes do

material heterogéneo

Coom ={c)=>_f'c (3.21)

Analogamente, na aproximagdo devida a Reuss (1929), um campo de tensdo constante €

admitido (g=<g>=mmz‘ ), 0 qual corresponde a B=1 na Equacdo 3.14. Desta forma, o
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tensor de flexibilidade efetivo é aproximado pela média dos tensores de flexibilidade dos

constituintes do material heterogéneo:

Skemss =(5) = Zf (3.22)

Estes modelos ndo consideram a disposicdo geométrica das fases, aproximando o
comportamento macroscépico de forma isotrépica. Nao sdo, portanto, apropriados para
materiais que apresentam anisotropia. No caso especial de um material heterogéneo isétropo
formado por materiais isétropos as aproximacgdes acima conduzem aos moédulos de

compressdo K e de cisalhamento G':

Krom = (k) Zfé e Ghm=(g)=>./¢, (3.23)
r=1
Kpom ™ =(1/k) Zf [ e Gan =(1/g)= i‘,f’/g’ (3.24)
r=1

sendo £ e g, respectivamente, os médulos de compressdo e de cisalhamento da fase r. E

importante lembrar que estas constantes eldsticas (médulo de compressio e mddulo de
cisalhamento) estdo relacionadas ao médulo de Young E e ao coeficiente de Poisson v

através das equacoes:

E E
e G=

T 3(1—2v) S 2(1+v)’ (3.25)

As aproximagdes das propriedades efetivas eldsticas através das médias das rigidezes e
flexibilidades sdo muitas vezes referidas como regra das misturas. Elas sdo exatas apenas em
casos especiais de diferentes materiais dispostos “em paralelo” (Voigt) ou “em série”” (Reuss).
Em geral, a suposicdo de deformacdes constantes leva a violacdo do equilibrio local (por
exemplo, na fronteira entre as fases) e a suposi¢do de tensao constante opde a compatibilidade
de deformacgdo. Apesar destas defici€ncias, a simples aproximacdo por Voigt e Reuss leva a

vantagem de se produzir limites para as constantes eldsticas efetivas de um material

A S . h h h h h h
heterogéneo. Mais adiante serd mostrado que Kg,,, < K" <K% € Grey SG 7 <Gy

cuss —
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Uma vez que as estimativas de Voigt e Reuss apresentam valores bastante distintos, uma
abordagem pragmatica para melhorar a estimativa das constantes efetivas € adotar os seus

valores médios (Gross e Seelig, 2006).

K = (K K e 6 =Gk ) 6.26)

3.2.1.2 Estimativas tipo Eshelby

Esta secdo é dedicada a apresentacdo dos esquemas de estimativa baseados no resultado

obtido por Eshelby relativo a um meio infinito com uma inclusdo elipsoidal. Para cada

hom ¢«

esquema descrito, a expressdo do tensor de concentracdo de deformagdes e do C é

detalhada. Nos modelos descritos a seguir, considera-se um material heterogéneo de duas
fases constituido por uma matriz e inclusdes (Figura 3.5(a)). O primeiro passo consiste em
escolher um VER para o material (Figura 3.5(b)). Entdo, associa-se a este VER um VER
auxiliar (Figura 3.5(c)) bem como um problema de localizagdo auxiliar a ser resolvido e
correspondente as hipdteses formuladas pelo esquema de homogeneizacdo empregado.
Finalmente, a correspondéncia mecanica entre VER auxiliar e 0 meio homogéneo equivalente

(Figura 3.5(d)) € estabelecido fazendo uso do resultado de Eshelby.

[lea}

e AN N b. VER do material e
a. Material heterogéneo problema de concentragio elastico

/

Iy

d. meio homogéneo equivalente ¢. Problema auxiliar

Figura 3.5 — Processo de homogeneizacdo para esquemas de
estimativa baseados no resultado de Eshelby.
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3.2.1.2.1 Resultado de Eshelby

Provavelmente a solucdo analitica mais importante da micromecanica foi encontrada por
Eshelby (1957). Ela é vélida para um dominio infinito O, o qual cont¢ém uma inclusdo

elipsoidal I com eixos principais «; (Figura 3.6):

(x"/ & )2 +(x'y/ ay )2 +(x'5/ a3 )2 <1 (3.27)

Figura 3.6 — Dominio infinito com inclusao elipsoidal.

Eshelby mostrou que quando este meio é sujeito a deformacio constante E° no seu contorno,

a deformagdo da inclusdo também é constante e definida através da equagao

e(x)=(g), =Ag(x) : E’=const VxeI (3.28)

O tensor de quarta ordem A(x), que descreve a relagdo entre a deformacdo no interior da

. - 0o . . ~ ~
inclusdo e o carregamento externo E, é o conhecido tensor de localiza¢do de deformagdes,

neste caso, tensor de localiza¢@o de deformagdes de Eshelby A, (x), definido pela equagdo:

Ap(x)=C ), =[ 142 o =0 ) | vaer (3.29)

1 é o tensor identidade de quarta ordem, ¢’ e ¢, sdo as propriedades elsticas da inclusdo e
do dominio infinito adjacente, respectivamente. BO’I ¢ o tensor de Hill, relacionado ao tensor

de Eshelby por §O’I = 130’1 :go. Expressoes do tensor Eshelby derivadas para configuragdes
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especificas podem ser encontradas, por exemplo, em Faivre (1971), Laws (1977), Mura
(1987) ou Suvorov e Dvorak (2002). Esse tensor € funcdo apenas da forma e orientagcdo das

inclusdes (fibra) e as propriedades eldsticas do meio em que ela estd inserida.

No Anexo A podem ser observados os componentes do tensor de Eshelby necessarios para o

célculo do tensor de concentracao de deformacgdes e das propriedades efetivas eldsticas.

3.2.1.2.2 Estimativa Diluida

Utilizando as solu¢des encontradas por Eshelby, apresentadas no item anterior € no Anexo A,
€ possivel desenvolver modelos micromecanicos que satisfacam o equilibrio local e garantam

compatibilidade de deformagdes. Ao fazé-lo, considera-se um material de duas fases o qual

consiste de uma matriz homogénea com elasticidade ¢” =const e inclusdes as quais sdo

aproximadas por heterogeneidades elipsoidais com elasticidade constante ¢’ .

A situacdo mais simples ocorre quando as heterogeneidades estdo distribuidas na matriz
homogénea de forma que a sua prépria interacdo e com a fronteira do VER pode ser
desprezada ("distribui¢do diluida"). Conforme ilustrado na Figura 3.7, cada heterogeneidade

entdo pode ser considerada localizada em um dominio infinito e sujeito a um campo uniforme
~ 0 . ~ e .
de deformacdo E~ =E. A dimensdo caracteristica das heterogeneidades tem de ser pequena

em relacdo a sua distancia ou a distancia da fronteira do VER, onde o carregamento &
aplicado, sendo possivel, desta forma, considerar a inexisténcia de interacdo. Embora as

solucdes obtidas sob estas idealizacdes sejam vdlidas para pequenas fracdes volumétricas

=1
(z /' <<1,ouseja, /” =1),elas formam base para importantes generalizacdes.
i=1
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VER 0
E .
oV
Problema de concentragéo £0 = £

elastico Problema auxiliar

Figura 3.7 — Esquema de Estimativa Diluida.

Para heterogeneidades elipsoidais, a deformagao no seu interior € constante e dada pelo tensor
de concentracdo de Eshelby, introduzido na se¢do anterior. De acordo com as Equacdes 3.19 e
3.29, portanto, o tensor de elasticidade efetivo de um material, que contém uma distribuicao

diluida de heterogeneidades elipsoidais, é obtido através da equacao:

Cim=c"+ 3 ¢ =) 1+ (¢ =¢" ) | (3.30)

onde f <<1 é a fragdo volumétrica de heterogeneidades e 4 refere-se a Estimativa Diluida. E

importante ressaltar que este resultado ¢ valido somente para o caso onde sdo prescritas no
contorno do VER deformagdes macroscdpicas, uma vez que estd se utilizando os resultados

de Eshelby.

Ao contrario das estimativas de Voigt e Reuss, o comportamento global obtido através da
estimativa diluida pode, mesmo no caso de um material formado por fases isotrdpicas,
apresentar comportamento anisotrépico devido a, por exemplo, uma orientagido preferencial
das inclusdes. Esta situacdo é considerada através do tensor de Eshelby. Apenas no caso de
heterogeneidades esféricas isotrOpicas inseridas em uma matriz isotrépica é que o

comportamento global se apresenta de forma isotrdpica.

3.2.1.2.3 Estimativa de Mori-Tanaka

A estimativa diluida é equivalente a hipdtese de que, a uma distancia suficiente de cada

inclusdo, o carregamento externo constante em deformacdo E prevalece. Este pressuposto é o
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ponto de partida para um refinamento do modelo que visa levar em conta a interagdo e,
consequentemente, uma fracdo volumétrica importante de heterogeneidades. No modelo de

Mori-Tanaka (1973), o campo de deformagdo na matriz é, a uma distancia suficiente da
heterogeneidade, aproximado pelo campo constante £O = <§> (Figura 3.8). O carregamento

de cada heterogeneidade, entdo, depende da existéncia das demais heterogeneidades através

da média da deformacgdo da matriz < §>

—Im

VER 0
E
E =
ov
Problema de concentragfio £0 =L E 0= <§ >

elastico Problema auxiliar

Figura 3.8 — Esquema de Estimativa de Mori-Tanaka.

Em vista da consideragdo idealizada de uma tnica heterogeneidade em um meio infinito de
. . . o . 0 .
elasticidade ¢ e sujeita a alguma carga efetiva £, o esquema de Mori-Tanaka formalmente

equivale a estimativa diluida (comparar Figura 3.7 e 3.8) e permite a aplicagdo do ja
conhecido tensor de concentracio para representar a média da deformacdo na

heterogeneidade.

(3.31)
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A fim de determinar as propriedades efetivas do material, considera-se a média das

deformagdes no VER igual a deformacdo macroscopica (€)=E. Através destas

consideracdes a deformacdo aplicada no VER e aquela aplicada no problema auxiliar

apresentam-se relacionadas através da equacao:
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-1

I

(3.32)

£°=<[l+£’”‘:(9—9’" )}1>

e as constantes eldsticas efetivas sdo calculadas através da equagao

Por meio da Equacgao 3.19, conclui-se, entdo, que
_ . -1 -1

[ 1+pP™ :( =" ) } : [ 1+pP" :(g—cm ) } ¢ o tensor de concentragio de

deformacodes de Mori-Tanaka.

Uma anisotropia macroscOpica que pode ser gerada pela disposicio geométrica das
heterogeneidades pode, assim como no caso da estimativa diluida, ser descrita por este

modelo.

A estimativa de Mori-Tanaka €, sem duvida, o esquema de homogeneizacao mais utilizado
para materiais heterogéneos compostos por uma matriz com inclusdes inseridas no seu
interior. E utilizado principalmente para casos com fra¢io volumétrica de inclusdes moderada.
Ao contrério de estimativa diluida, o esquema de Mori-Tanaka leva em conta a interacio entre

as inclusoes.

3.2.1.2.4 Estimativa Auto-Consistente

Os métodos analiticos para a estimativa das propriedades efetivas dos materiais sdo
normalmente baseados na andlise de uma dnica inclusdo em um dominio infinito, devido a
disponibilidade limitada de solu¢gdes com forma fechada. A interacdo entre as inclusdes foi
considerada, na secao anterior, por uma adequada aproximacao do carregamento das inclusdes
individuais; uma distancia suficiente entre estas inclusdes de uma matriz homogénea, por isso,
foi exigida. Esta hipétese, porém, pode nem sempre ocorrer. Por exemplo, em um policristal,
as heterogeneidades predominam na forma de cristais que estdo em contato direto uns com 0s
outros sem qualquer matriz distinta. Com foco nesta situa¢do em particular, 0 método auto-

consistente foi desenvolvido. Ele é baseado na aproximacdo do material que envolve cada
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inclusd@o por uma matriz infinita com propriedades eldsticas dadas por propriedades efetivas

desconhecidas e a serem determinadas (Figura 3.9).

VER 0
E
E =
oV
Problema de concentragéio E O E

elastico Problema auxiliar

Figura 3.9 — Esquema de Estimativa de Auto-Consistente.

A solucdo do respectivo problema de contorno (Unica inclusdo submetida a algum

carregamento E)) ¢ formalmente obtida a partir da substituicdo na equacdo do tensor de

concentragdo das propriedades eldsticas do dominio infinito ¢, pelas propriedades efetivas a

serem calculadas C"™ . Assim o método auto-consistente retorna uma representacio implicita

do tensor de elasticidade efetiva na forma da equagao algébrica ndo-linear:

nooo . . -1 _ .
Ccx =§f€r[l+£’ (—chem) | :<[l+£’ (echm) | > (3.34)

A partir desta representacdo € evidente que no método auto-consistente nenhuma das fases
envolvidas desempenha o papel de matriz, o que coincide com a situagdo de materiais
policristalinos e com grada¢do funcional. Desta forma, a interacdo entre as inclusdes é

considerada de forma implicita.

Uma desvantagem do método auto-consistente reside na mistura dos niveis macroscépico e
microscopico, os quais deveriam ser rigorosamente separados. Uma unica inclusdo, “visivel”
apenas na escala micro, € inserida em um meio efetivo definido apenas no nivel
macroscopico. A fim de reduzir essa incoeréncia o chamado método auto-consistente
generalizado considera a inclusdo e um meio efetivo infinitamente grande separados por uma

camada de matriz.
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3.2.1.2.5 Estimativa Auto-Consistente Generalizada ou Dupla Inclusdo

O esquema auto-consistente generalizado (ACG), originalmente proposto por Nemat-Nasser e
Hori (1999), fornece um método de homogeneizacao mais elaborado em relagdo aos demais
esquemas, os quais utilizam uma simples inclusdo. Para o caso de um compdsito com duas
fases, considera-se a configuragdo geométrica de uma inclusdo envolvida por uma camada de

matriz, que € inserida em um meio de referéncia infinito (Figura 3.10).

Problema auxiliar

Figura 3.10 — Esquema de Estimativa de Auto-Consistente
Generalizado.

A configuracdo deste esquema representa de forma adequada as vdrias interacdes no material.
Na verdade, leva em conta a interacdo entre a inclusdo e a matriz, bem como a intera¢ao das
inclusdes entre si. Além disso, o esquema ACG proporciona uma grande flexibilidade,
reduzindo-se a outras estimativas (esquema de Mori-Tanaka, Auto-Consistente) dependendo
da escolha das propriedades mecanicas do meio de referéncia. Destacam-se como aplicacdes
do esquema ACG: modelagem de compdésitos com inclusdes revestidas ou ainda a modelagem

da zona de transi¢do entre fibra e matriz.

3.2.1.2.6 Esquema Diferencial

Ao contrdrio do esquema auto-consistente, em que toda a fracdo volumétrica de cada fase é
inserida na matriz efetiva em uma Unica etapa, o esquema diferencial é baseado em uma
sucessao desta insercao através de etapas infinitesimais. Esta consideracdo pode ser associada

a producdo real de materiais heterogéneos através da incorporacdo gradual de uma fase
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(heterogeneidade) em um material originalmente homogéneo (matriz). Em cada etapa apenas
um volume infinitesimal 41~ da fase de refor¢co, com tensor de elasticidade gi , € inserida na
matriz homogénea infinitamente grande. Em uma etapa arbitrdria, a matriz € caracterizada
pelas propriedades efetivas C"™" ( VA ), que correspondem a fracdo volumétrica inserida

i

/= T Este procedimento € ilustrado na Figura 3.11 para uma heterogeneidade elipsoidal.

= rlar

\dv,gf

Figura 3.11 — Esquema de Estimativa Diferencial.

Pela conservagdo do volume total I, um volume infinitesimal 41~ da fase de reforgo é

incorporado enquanto que o mesmo volume de material de matriz efetiva tem de ser
removido. Assim a fragio volumétrica de heterogeneidade muda para /' +df’ e o seu
equilibrio de volume, durante esta etapa, pode ser escrito como

A df

YA = V= FAV +d > = :
(f+f) SV =fd+ - Iy (3.35)

Uma vez que apenas um volume infinitesimal &1 (fragdo volumétrica 417 /1”) é inserido, a

relagdo do modelo diluido € considerada e, aplicado a situacdo corrente, 1€-se

()= (1 e (Al () e

Neste caso, o tensor de concentracdo depende do material da matriz efetiva.
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Utilizando a relagio ™" (fj+¢ﬁ‘i)=gh°m(fi)+dgh°m(fi) e a Equacdo 3.35, obtém-se

para o esquema diferencial a expressao:

dghom(fi)zlil_f}(gi_ghom(fi)):é( ghom(fi)) (3.37)

O esquema diferencial, consequentemente, leva a uma equagdo diferencial ordindria nao

linear para o tensor de elasticidade efetivo como fungdo da fragdo volumétrica f’ da fase

. . . .. e h i
inserida. O material original aparece somente na condi¢@o inicial C™™ ( f'= O) =c".

3.2.2 Limites

Nas secOes anteriores as propriedades eldsticas efetivas de um material heterogéneo foram
determinadas através da resolu¢do de um problema de contorno para um VER. Virias
hipdteses simplificadoras, para tanto, necessitaram ser efetuadas. Por exemplo, o tamanho
tomado para o VER foi infinitamente grande e o efeito das heterogeneidades foi descrito
utilizando a solu¢do fundamental para uma unica inclusdo. Distintas suposi¢des nos modelos
micromecanicos levam a diferentes solu¢des aproximadas para as propriedades efetivas que
podem divergir fortemente umas das outras e, em alguns casos, até mesmo exibir um
comportamento qualitativamente diferente (Gross e Seelig, 2006). Além disso, nenhuma
informacdo é fornecida pelos modelos micromecanicos no que diz respeito a precisao dos
seus resultados. Esta falta de precisdo resulta também do fato de apenas uma quantidade
bastante limitada de informagdo sobre a microestrutura (por exemplo, apenas a fracdo
volumétrica de incluses) ser considerada nos modelos micromecanicos simples. E desejavel,
portanto, determinar exatamente um intervalo dentro do qual as propriedades efetivas de um
material heterogéneo estdo definitivamente situadas. Esta determinagdo € realizada por meio
de principios de mdximo em tensdo e de minimo em deslocamento da teoria da elasticidade,
0s quais permitem derivar rigorosos limites superiores e inferiores para as propriedades

efetivas a partir de expressoes de energia.
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3.3.2.1 Limites de Voigt e Reuss

Principios variacionais podem ser usados para limitar as propriedades mecanicas de um
material heterogéneo. A ideia € definir um problema da mecanica do continuo e, através de
teoremas da energia potencial minima, resolvé-lo. Considera-se, entdo, um material

heterogéneo onde um campo de deformacdo uniforme E € aplicado no seu contorno. O

teorema da energia potencial minima afirma que (Bornert et al., 2001, apud Lévesque, 2004):

(e(w):cie(w))= inf (w(z(v)))<(e(x):c:£(v)) (3.38)

vex(E) =

onde K(E ) representa o conjunto de campos de deslocamentos cineticamente admissiveis

. . 1
conduzindo a E no contorno do material, # € a solu¢do de problema e w(g) = 5 £icigéo
potencial que descreve o comportamento de uma dada fase. Verifica-se que:

W(E):lE: hom . 2 — inf <w(€(v))> (3.39)
=/ p="= = ep)\ =\ '
( . . ow . . .
onde W € o potencial homogeneizado e X = SE ¢ a lei de comportamento homogeneizado.

A Equagdo 3.38 indica que qualquer v e K‘(E ) #u leva a um limite superior para W . Visto

que na pratica a determinacao analitica de u# € muito complexa, campos de deslocamento v
podem ser procurados por tentativa objetivando a determina¢do do valor minimo de W . Um

campo possivel a ser escolhido é v = E.x, que indica um campo de deformag¢do homogéneo

no material. Tal limite € conhecido como limite de Voigt e constitui um limite superior:

W(E)=3 E:C™ Es(wle))=(jeicie) (S EiE) -1 EXE G0

N | —

Verifica-se também que (Bornert et al., 2001, apud Lévesque, 2004):
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%2 : [ghomT E= fei‘;(fz)<l (£)> (3.41)

1 . . ) ) ~ . .
onde [ (z) = 51’ :s5:7 € a energia potencial associada a tensdes € S € o conjunto de campos de
tensdo estaticamente admissiveis onde <1’>:§. A solucgdo de tal problema é o e algum
campo 7 # o levard a energia potencial mdxima. Um campo de tensdo 7 possivel pode ser

. .. . . hom .. P
um campo constante e igual a ¥, o qual conduz a um limite inferior para C Este limite é

conhecido como limite de Reuss.

I

e ()= (Jre) = (Jren)= g2t 6.)

Assim, através das consideracdes anteriores é possivel obter os limites para o tensor de
. . hom
propriedades efetivas C:

Chom :<§>—1 < Chom < <Q> — hom (343)

~Reuss = ~Voigt

As estimativas de Voigt e Reuss, introduzidas na Sec¢do 3.3.1.1, sd@o obtidas nesta se¢do
através de principios variacionais. Verifica-se, entdo, que estas se constituem limites superior

e inferior para as propriedades eldsticas efetivas de um material heterogéneo.

E necessdrio ressaltar que na Equagdo 3.43 apenas sdo empregadas as fragdes volumétricas e
as propriedades mecanicas de cada fase. A forma, a distribuicdo, a morfologia das diferentes
fases que compde o material heterogéneo ndo sdo consideradas. Além disso, estes limites ndo

sdo precisos, apresentando uma faixa larga entre os valores superior e inferior.

3.3.2.2 Limites de Hashin-Strikman

Os limites estabelecidos por Hashin e Strikman apresentam melhores resultados para os

.. - . h .. .
coeficientes que compdes a matriz C*" do que os limites de Voigt e Reuss, fornecendo uma

diferenca menor entre o limite maximo e o limite minimo.
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Para a obtenc¢do destes limites, ao invés dos campos de tensdo e deformagdo empregados por
Voigt e Reuss, sdo considerados adequados campos auxiliares 0s quais representam apenas
uma variacdo de uma solug¢do de referéncia. Dessa forma o erro cometido na aproximacao

possui um menor efeito sobre o resultado final (Gross e Seelig, 2006).

A formulacdo variacional empregada fornece a expressdo da energia complementar que,

(HS™)

quando € maximizada, dispde o limite superior de Hashin-Strikman simbolizado por C e,

(HS~

quando é minimizado, dispde o limite inferior simbolizado por C"* /. O desenvolvimento

das equacgdes para a obtencdo dos limites e maiores detalhes podem ser encontrados na

literatura (Hashin e Strikman, 1963; Gross e Seelig, 2006). Para um material heterogéneo de
duas fases formado por uma matriz com elasticidade ¢” e inclusdes ¢’, o limite inferior de

Hashin-Strikman € representado através da expressao:

- . . -1 . -1
C(HS ):Qm+fl |:(€z_gm) +(1_fl)§m:|:gm] :| (3.44)
onde S é o tensor de Eshelby, calculado através das propriedades mecénicas da matriz.

-+
O limite superior C"" ) por sua vez, é obtido através da troca de funcdes entre a matriz e as

inclusdes

. . . N P e
C(HS):€1+(1_fl)|i(€m_gl) +fl§l:|:gl:| jl (345)
onde S’ é o tensor de Eshelby, calculado através das propriedades mecanicas da inclusao.

As propriedades elasticas efetivas sdo entdo submetidas as seguintes restri¢coes

Q(HS_) Sghom S Q(HS+) (3.46)

Adotando-se isotropia dos constituintes € do material homogeneizado, o que € obtido através
de uma distribui¢do isétropa das heterogeneidades, t€ém-se as seguintes expressdes para os

limites das constantes eldsticas médulo de compressao e de cisalhamento, respectivamente:

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.



63

] | 3(1- ) |
KM = g7 4 f/ L ( f) (3.47)
E—k" 3k +4g"

. —1
K<H‘*>:y+(1—ﬁ) L, O (3.48)
K=k 3K 4y

(HS) _ m gi 1 6(1_fj)(’ém +2<gm)
G g+ f o + 5g’”(%’”+4g”’) (3.49)

) , , 6f (£ +24
G<H§):gl+(l_fl) gwl_gi +5gz‘ ((3/éz+4<iz)) (350)

3.3 ORIENTACAO E FORMA DAS INCLUSOES

A orientacio € uma das caracteristicas estruturais dominantes nos compdsitos. Eles
geralmente t€m suas propriedades melhoradas na direcdo em que a maior parte das inclusdes
estd dirigida. No caso do concreto refor¢cado com fibras, as inclusdes podem estar orientadas
aleatoriamente na matriz, bem como assumir direcOoes preferenciais, muitas vezes
influenciadas pela geometria do elemento constituido pelo material. Neste estudo, as fibras

sdo consideradas aleatoriamente dispostas e orientadas na matriz de concreto.

Neste item apresenta-se de que forma é considerada a orientagdo que as fibras podem assumir.
E importante ressaltar que o CRFA, constituido de uma matriz isotrépica, possuird

propriedades eldsticas isotropicas em fun¢do da distribui¢cdo aleatdria das fibras.

Considerando-se apenas uma inclusdo elipsoidal, sua orientacdo pode ser representada através

do vetor unitdrio p direcionado ao longo do eixo de revolugdo da inclusdo (x';), conforme

Figura 3.12 (Advani e Tucker, 1987).
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X2

Figura 3.12 — Orientacdo da inclusio elipsoidal no espaco. Eixos
locais x'; e globais x;.

Os componentes de p sdo relacionados aos adngulos 8 e @

P =cos@
P =senfBcos@ (3.51)
Py =senbsen

O conjunto de todas as orientagdes possiveis de p corresponde a esfera unitdria e é denotado

por

ap = j;:j” j:o”s 104040 3.52)

7z

Uma maneira equivalente de descrever a orientacdo no espaco € a utilizacdo da funcgado

distribuigdo de orientagdo ¥ ( p) . Essa funcao € definida como a fracdo volumétrica de fibras

orientadas em uma dada direcao e € representada pela equagao.

—=y(p)d (3.53)

ou também pode expressar a probabilidade de encontrar uma fibra entre os angulos 6 e

6+d0.,e ¢ e @+do

P(6,<0<6,+d0,4 <P< @ +do) =y (6,,0) senb,d0dp (3.54)
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A fungdo ¥ deve satisfazer certas condicOes fisicas (Advani e Tucker, 1987). A primeira
delas é que uma inclusdo com uma orientagdo (@,¢) ndo se distingue de uma inclusio com

uma orienta¢do (7—6,9+ ), sendo ¥, portanto, periddica:

v (0,0)=y(r—-06,0+x) (3.55)

ou

w(p)=v(-») (3.56)

Além disso, ¥ deve ser normalizada, uma vez que cada fibra tem uma orientacdo (Advani e

Tucker, 1987).

j¢ [Ty (0.0)sen0dbdp = p)p=1 (3.57)

Através destas definicdes e considerando todas as fibras com mesmo tamanho, a func¢do

distribuicdo de orientagdo ¥ para uma matriz com fibras aleatoriamente distribuidas

apresenta valor constante ¥ (6,9)=1/4x.

Para o calculo das propriedades elésticas efetivas, além da defini¢do da funcdo distribuicdo de
orientacdo, € necessdrio descrever a morfologia da inclusao. Conforme exposto anteriormente,

a inclusdo é representada através de um elipséide, que em coordenadas locais é definido pela

Equacdo 3.27, e € caracterizada através dos seus fatores de aspecto &, e @,

og=alase a,=a,la, (3.58)

Sendo a,, a, e a; os comprimentos do elipséide ao longo das dire¢des locais x';, x',e x's.
Se o4 =, =1, a inclusdo € esférica. Se & = e &, =1, a inclusdo é um elipséide alongado

na dire¢do dos pélos (prolate) e representa a geometria da fibra.

As razdes de aspecto sdo empregadas no calculo dos componentes do tensor de Eshelby. No

presente trabalho, ¢, € considerado constante e com valor igual a 1 e @, € representado por
a=1,/d;. As equagdes dos componentes do tensor de Eshelby, apresentadas no Anexo A,

estdo definidas em relac@o as coordenadas locais da inclusdo. Para o cédlculo das propriedades
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z

efetivas eldsticas € necessdrio, primeiramente, que estes componentes sejam escritos em
coordenadas globais. Tal procedimento € realizado através de uma transformacdo de

coordenadas apresentada no Anexo B.

3.4 PROPRIEDADES ELASTICAS EFETIVAS PARA O CRFA

3.4.1 Estimativa de Mori-Tanaka

As propriedades elasticas efetivas para o CRFA foram, neste estudo, obtidas através da
Estimativa de Mori-Tanaka (1973). Este € o esquema que melhor se adequa ao material
analisado uma vez que se identificam claramente duas fases: a matriz de concreto e as fibras,

as quais se apresentam em moderada e baixa quantidade.

Nesta linha também estdao os estudos de Ouaar (2006) e Teng et al. (2004), onde também ¢é
utilizado o esquema de Mori-Tanaka para a determinagdo das propriedades efetivas do CRFA.
Ouaar em sua andlise faz uma comparacao entre os resultados das Estimativas Diluida, de
Mori-Tanaka e Auto-Consistente aplicadas ao CRFA. Os esquemas apresentam resultados

semelhantes para baixas adi¢des de fibras ( /' <5%). A medida que maiores quantidades de

fibras sdo empregadas, estes esquemas exibem resultados distintos.

Através das consideragcdes das Sec¢des 3.3.1.2.3 e 4 e a partir de Equacao 3.33 calculam-se
entdo as propriedades eldsticas efetivas do CRFA. Conforme afirmado anteriormente, o

CRFA, formado por uma matriz isotrépica com fibras aleatoriamente orientadas e

e . .. L. h .. .

distribuidas, apresenta propriedades globais isotropicas, sendo o tensor C,,” definido a partir
L, . . ~ . . h

de duas constantes eldsticas. Desta forma, com a determinac¢do dos coeficientes de C,,"

~ P ., L o h .
(Equacdo 3.33) é possivel obter as constantes eldsticas K™ e G™™, respectivamente, o
médulo de compressdao e de cisalhamento. E importante ressaltar que a homogeneidade
assumida para a matriz de concreto resulta de um processo de homogeneizacao preliminar, a

qual considera as microfissuras existentes.

Os médulos K™ e G™™ sio fungdo das propriedades elésticas da matriz de concreto £” e

¢”, respectivamente, médulos de compressdo e de cisalhamento, e das fibras £ e gf , da
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fragdo volumétrica das fibras / e da razdo de aspecto « . Para verificar a influéncia da razao
de aspecto a e da fracdo volumétrica das fibras f mnas propriedades elasticas
homogeneizadas do CRF adota-se o aco como material para as fibras e & = 10, 40, 80, 100,
valores tipicos para fibras de aco e & = oo, que representa fibras com didmetro muito menor
do que seu comprimento. As propriedades elasticas adotadas para os constituintes do CRFA
sdo £” = 17222 MPa e g” = 12917 MPa, as quais correspondem as propriedades eldsticas

para uma matriz de concreto cujo médulo de Young € igual a 31000 MPa e cujo coeficiente

de Poisson € igual a 0,2, e £/ =175000 MPa e gf = 80769 MPa, as quais correspondem as

propriedades elasticas para fibras de aco cujo médulo de Young ¢ igual a 210000 MPa e cujo

coeficiente de Poisson € igual a 0,3 (Equacdo 3.25). As Figuras 3.13 e 3.14 mostram os

hom e Ghom

resultados para K , respectivamente.

ooooooo

0 001 002 003 0.04 005
f

Figura 3.13 — Variacdo de K"/ k™ em funcdo da fracio volumétrica
de fibras e para diferentes valores de .
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0 001 002 003 004 0.05
f

Figura 3.14 — Varia¢do de G™"/ g™ em funcio da fracio volumétrica
de fibras e para diferentes valores de o .

Como se observa, valores tipicos de razdo de aspecto e de fracdes volumétricas t€ém pouca
influéncia nas propriedades eldsticas do concreto reforcado com fibras de acgo. Estes
resultados estdo de acordo com os resultados de estudos disponiveis na literatura (Thomas e

Ramaswamy, 2007; Ashour et al.; 2000; Atis e Karahan, 2009).

Nas Figuras 3.13 e 3.14, além dos resultados do esquema de Mori-Tanaka sao representados
também os Limites de Voigt e Reuss e Hashin-Shtrikman para o concreto reforcado com
fibras de agco. Conforme esperado, os limites de Hashin-Shtrikman sdo mais precisos de que

os limites de Voigt e Reuss e ambos sdo respeitados pela Estimativa de Mori-Tanaka.

As expressoes obtidas para K™™ ¢ G"™™ utilizando-se @ =oo foram

_3kmgmf+kmgff_3kfgmf_kfgff_3kmgm_kmgf _3kmkf

Khom —
3k™f -3k f+3g"+3k7 + g7

(3.59)

(&) mee(7) mmee” (&) me(s”) () m (7))

— — — —~ — (3.60)
(¢7) dy+g"ed+(s") dy+(g") ds+(s") d,

Ghom - _
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ny==9 K"k’ n ==3(5g k" +7fg k" +7 fg k! +15 fic/ k" +15k k™).

2 2
n, =—(35(gf) +37f (') +45fg k" +105g k' +75g k" +51fg K’ —9fkfkm+90kfk’”j,

(3.61)
n, z(—145(gf)2—39f(gf)2—120gfkf 45k k™ —105g7 K" +45 K"k +57 fg! k! +21fgfk’”),
ny =(-45k" —15k" —125g7 +61fg” +15fk’ +45/k" ) e ng=15(f -1)
dy=-3k" (-5¢" +5fg” +12fk’ —15k),
d, :—(—35(gf)2+35f(gf)2—105gfkf +847g k! +39fgfk”‘—75gfk”‘—90kfkm),
(3.62)

2 2
dy=(145(g” ) +36/ k) +36 "k +15fg k" ~73f (g”) +45kfk’”+105gfk’”+120gfkf),

dy=(45k" +125g7 +15k7 +48 fk/ +59 fg/ +39 k™) e d, =(15+49)

Para os demais valores de & foi necessdrio empregar os valores numéricos de £”, g¢”, & e
- ey . . . . ~ . . ~ h
g/ , facilitando os cdlculos de integrais e inversdo de matrizes na determina¢do de K" e

G™™ . Desta forma, foram obtidas expressdes apenas em funcdo de /, as quais estdo

representadas graficamente nas Figuras 3.13 e 3.14.

A verificacdo da influéncia da fracdo volumétrica e das propriedades mecanicas dos
constituintes nas constantes eldsticas do CRF foi realizada adotando-se diferentes materiais
para as fibras: aco, aramida, carbono, polipropileno e vidro. As propriedades eldsticas dos

materiais considerados sdo detalhadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Caracteristicas do concreto e diferentes tipos de fibras
(Kosmatka et al., 2003).

Coeficiente Modulo Moédulo de Moédulo de
Fibra de Poisson de Young Compressio Cisalhamento

Y E (MPa) k (MPa) g (MPa)
Aco 0,30 210000 175000 80769
Aramida 0,35 62000 68889 22963

Carbono 0,20 380000 211111 158333
Polipropileno 0,30 4000 3333 1539
Vidro AR 0,22 80000 47619 32787
Concreto 0,20 31000 17222 12917
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Nas Figuras 3.15 e 3.16 sdo apresentados de que forma o médulo de compressdo e de
cisalhamento variam com a fracdo volumétrica para distintas fibras adicionadas. Quando ndo

sdo adicionadas fibras, ou seja, f =0, os valores destes modulos correspondem as

propriedades da matriz de concreto (Kh“%,,, =1 Figura 3.15 e Ck‘(%ﬁ, =1 Figura 3.16). Com o

aumento da quantidade de fibras, K™ e G aumentam ou diminuem dependendo dos

valores dos modulos de compressado e de cisalhamento do material das inclusdes.

Carbono

Aco

Aramida

+ + + + + + Vidro

o o oo o aPglipropileno

0.9

0854 " 001 002 003 004 005
f

Figura 3.15 — Variacdo de K™"/ k™ em funcéo da fracdo volumétrica
de diferentes tipos de fibras.
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Figura 3.16 — Variacdo de G™"/ g™ em funcdo da fracio volumétrica
de diferentes tipos de fibras.
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3.4.2 Comparacao com Resultados Experimentais

As estimativas micromecanicas das propriedades eldsticas do CRF, utilizando os resultados
do esquema de Mori-Tanaka, sdo comparadas, nesta secdo, aos resultados experimentais
disponiveis executados em concreto reforcado com fibras de aco. Os valores do médulo de
Young e o coeficiente de Poisson dos componentes do compdsito obtidos nos experimentos

sdo listados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Propriedades das fibras de ago e concretos.

Constituintes Médulo de Young E (MPa) Coeficiente de Poisson v
Thomas e Ramaswamy, 2007
Fibra de Aco 210000 0,300
Concreto 35 MPa, C35 28700 0,182
Concreto 65 MPa, C65 37500 0,201
Concreto 85 MPa, C85 41700 0,210
Ashour et al., 2000
Fibra de Aco 210000 0,300
Concreto de Resisténcia
24612 0,200
Normal, CRN (49 MPa)
Concreto de Resisténcia
35443 0,200
Média, CRM (79 MPa)
Concreto de Alta 18403 0.200

Resisténcia, CAR (102 MPa)

Williamson, 1974

Fibra de Aco 200000 0,300
Concreto 20802 0,2081

Thomas e Ramaswamy (2007), em seus experimentos, empregaram fibras com razdo de
aspecto & = 55 e fracdo volumétrica de f = 0%, 0,5%, 1% e 1,5%. Nas Figuras 3.17 e 3.18
sd@o comparados respectivamente os resultados de médulo de Young e coeficiente de Poisson
obtidos utilizando o esquema de Mori-Tanaka e os dados experimentais de Thomas e

Ramaswamy.
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Figura 3.17 — Mddulos de Young estimados através do esquema de
Mori-Tanaka e experimentalmente medidos por Thomas e
Ramaswamy (2007).
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Figura 3.18 — Coeficientes de Poisson estimados através do esquema de
Mori-Tanaka e experimentalmente medidos por Thomas e Ramaswamy
(2007).

Ashour et al. (2000), em seus experimentos, empregaram fibras com razao de aspecto & = 75
e fracdo volumétrica /= 0%, 0,5% e 1%, enquanto Williamson (1974) utilizou fibras com
razdo de aspecto & = 100 e fracdo volumétrica f = 0%, 1%, 1,5% e 2,5%. Nas Figuras 3.19
e 3.20 comparam-se os resultados obtidos através do esquema de Mori-Tanaka e os resultados

experimentais para o0 médulo de Young de Ashour er al. (2000) e Williamson (1974),

respectivamente.
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Figura 3.19 — Mddulos de Young: valores estimados através do esquema
de Mori-Tanaka e obtidos experimentalmente por Ashour et al. (2000).
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Figura 3.20 — Mdédulos de Young: valores estimados através do
esquema de Mori-Tanaka e obtidos experimentalmente por
Williamson (1974).

Como se observa nas figuras anteriores, as estimativas de Mori-Tanaka apresentam resultados
ligeiramente inferiores aos valores medidos nos trabalhos experimentais citados (Thomas e
Ramaswamy, 2007; Ashour et al., 2000; Williamson, 1974). Uma boa concordancia € obtida e
a coeréncia com os dados experimentais pode ser considerada razodvel. A discrepancia

. . . A+ h . .
observada entre as estimativas micromecanicas de E™" e os resultados experimentais

permanece inferior a 10% .
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3.4.3 Abordagem Numérica via Método dos Elementos Finitos

Com o objetivo de avaliar a precisdo da estimativa de Mori-Tanaka, o problema de
concentragdo €, nesta secdo, resolvido numericamente através de implementacao via método

dos elementos finitos.

Como mencionado anteriormente, para a resolucao do problema de concentraciao € necessario
definir o VER a ser empregado, as condicdes de contorno e a lei de comportamento dos
materiais constituintes do compdsito. Por simplicidade, um VER cubico, de lado [, ¢é
considerado. Além disso, em fun¢do da isotropia macroscopica do CRFA, a condi¢do da
andlise a um modo de carregamento definido por compressao uniaxial € suficiente para obter

as propriedades eldsticas efetivas. Assim, uma tensdo macroscopica X=-X, ¢, ®¢, com

Y, 20 ¢ aplicada ao VER (Figura 3.21). E importante ressaltar que a condi¢do de separacio

de escala garante a equivaléncia entre as condicdes de contorno no VER em tensdo e em

deformacao homogéneas (Hill, 1967).

Devido as condi¢des de simetria, apenas a oitava parte do VER, com condi¢des de contorno
apropriadas (Figura 3.21), € considerada na andlise numérica. 8 elementos finitos hexaédricos
quadraticos com 20 nds foram empregados para a discretizacdo da geometria da matriz de

concreto.

Com relacdo as fibras, estas foram geradas aleatoriamente inseridas nos elementos finitos de
concreto, sendo admitida aderéncia perfeita entre a matriz de concreto e fibras. A formulagao
adotada, Modelo Incorporado (Elwi e Hrudey, 1989), permite que a localiza¢do e a geometria
das fibras sejam independentes da malha de elementos finitos, ou seja, os nds ndo precisam
estar coincidentes com os nos da malha onde a fibra se insere. As fibras, assim consideradas,
funcionam como enrijecedores, aumentando a rigidez total do meio reforcado. O que, na
aproximac¢ao numérica por elementos finitos, significa que a fibra estard contribuindo com a
rigidez do elemento (ou dos elementos) no qual ela estd inserida. A distribui¢do espacial e a
orientacdo das fibras sdo geradas aleatoriamente por meio de um procedimento especifico

utilizando a func¢ao intrinseca RAN da linguagem de programacgao Fortran.
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elemento finito com 20 nds

f

VER g VER

Figura 3.21 — VER sob compressao uniaxial considerado na simulagdo
via método dos elementos finitos.

Uma vez obtida a solucdo dos deslocamentos, a deformagdo macroscopica € calculada por

meio de integrais de superficie:

1 1
gp—;i g@dV—Evi(ﬂ®ﬁ+ﬁ®@dS—£ (3.63)

sendo u os deslocamentos, solu¢do do problema de concentracdo via método dos elementos

finitos, e n o vetor normal a fronteira do VER. Espera-se que

E=-E ¢ ®¢ +E (¢,®¢,+e;®e;) com ELE 20 (3.64)

Os pardmetros eldsticos homogeneizados sio entio obtidos por E™ =X /E e

v'" =E |E,.

Com o objetivo de abordar qualitativamente o efeito de escala, dois valores para o tamanho do

VER [=20cm e 40cm, bem como, dois valores para o comprimento da fibra
d =1cm e 3cm , foram considerados no estudo numérico. Os valores adotados para a razdo de
aspecto e a fracdo volumétrica das fibras variaram entre 10—-100 e 0.5%-5%,

respectivamente.

Para cada uma das configura¢des definidas pelo conjunto {/,d, e, f} , vérias distribui¢des

hom

P . . , . h .
aleatdrias de fibras foram avaliadas, e os valores médios de E™" e v'" foram considerados

como estimativas numéricas para os parametros eldsticos homogeneizados. Os resultados
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numéricos sdo apresentados nas Tabelas 3.3 e 3.4, onde as estimativas de Mori-Tanaka

Ehom e Vhom

médio médio

também sdo expostas. representam, respectivamente, os valores médios do

modulo de Young e do coeficiente de Poisson efetivos obtidos a partir das simulagdes via

MEF; DP e CV sao os correspondentes desvio padrao e coeficiente de variacao.

Tabela 3.3 — Resultados numéricos e do esquema de Mori-Tanaka para o

modulo de Young do CRFA.
fibra d=3cm d=1cm Mori-
VER 1=20 cm 1=40 cm 1=20 cm 1 =40 cm | Tanaka
3
o | 7| Evi cv dit’| B dif' | 7, o cv dif | E qiff| E
(%) | (vPa) 10%) (%) |MPa) (%) | (vipa) 10%) (%) [(MPa) (g) | (vPa)
0,5 31058 0,81 0,26 0,75 31066 0,73 | 31294
10 1 31345 1,83 0,58 0,78 31326 0,84 | 31590
3 32522 13,75 4,2 0,83 32523 0,83 | 32483 3,16 097 095 32795
5 33631 14,80 44 1,18 133636 1,17 | 33664 2,68 0,80 1,08 34033
40 3 32454 484 1,5 1,47 32455 1,46 32937
5 33539 546 1,6 2,14 33539 2,14 34271
20 3 32454 1,94 0,6 1,51 32952
5 33543 1,98 0,6 220 34297
100 3 32474 1,85 0,6 1,46 32955
5 33539 1,94 0,6 2,22 34300
dif” : diferenca entre o médulo de Young numérico e o analitico empregando Mori-Tanaka.
Tabela 3.4 — Resultados numéricos e do esquema de Mori-Tanaka para o
coeficiente de Poisson do CRFA.
fibra d=3cm d=1cm Mori-
VER 1=20 cm 1=40 cm 1=20 cm 1 =40 cm | Tanaka
gl ] pon  DPoCVodif dif' | wm DP cCV dif dif [
(%) médio (103) (10-3) (%) (%) médio (10-3) (10-3) (%) (%)
0,5 0,203 09 04 1,5 0204 20 0,200
10 1 0,205 1,1 0,6 2,0:0205 20 0,201
3 0,209 1,2 59 2960209 296| 0209 1,3 06 3,0 0,203
5 0,214 1,3 6,0 4390214 439| 0214 24 1,1 44 0,205
40 3 0,209 02 1,1 296 0,209 296 0,203
5 0,213 04 1,7 3900213 3,90 0,205
20 3 0,209 02 09 296 0,203
5 0,213 0,1 0,3 3,90 0,205
100 3 0,209 0,1 0,5 296 0,203
5 0,213 0,2 1,0 3,90 0,205

<3 - — - P . "
dif : diferenca entre o coeficiente de Poisson numérico e o analitico empregando Mori-Tanaka

Observa-se claramente nos resultados das Tabelas acima, que as estimativas micromecanicas

sdo muito préximas das solugdes numéricas via MEF, evidenciando a consisténcia do
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esquema Mori-Tanaka na estimativa das propriedades eldsticas do CRFA. As maiores
diferencas sdo encontradas para os coeficientes de Poisson, as quais permanecem inferiores a

4,5% . Além disso, embora a condi¢do d <<[, necessdria para a separacdo de escala, ser

grosseiramente satisfeita para os valores de d e [ adotados, os resultados obtidos parecem ser
pouco sensiveis ao valor da relacio d /I, pelo menos para os dados considerados. Isto

demonstra que o volume do CRFA testado nas simula¢cdes numéricas tem a posicao de VER.

3.5 COMPORTAMENTO VISCOELASTICO SEM ENVELHECIMENTO DO
CRFA

Esta secdo ¢ dedicada a investigacdo das propriedades viscoeldsticas macroscépicas sem
envelhecimento do CRFA. Basicamente, o estudo consiste em empregar o resultado da
homogeneizagao em elasticidade no espago transformado de Laplace (ou Carson-Laplace) e o
principio da correspondéncia elastica-viscoeldstica (Salencon, 1993; Creus, 1986). O PCEV ¢é
baseado no fato de que solugdes de problemas viscoeldsticos, quando levados para outro
dominio matemdtico transformado, sdo similares as solugdes eldsticas (Christensen, 2003).
Formalmente, o problema de concentragdo a ser resolvido para materiais viscoeldsticos sem
envelhecimento € idéntico ao problema eldstico definido em 3.9. As equacdes constitutivas
macroscopicas sdo, portanto, obtidas através da transformada inversa de Laplace (ou Carson-

Laplace).

A formulacdo que diferencia a anélise eldstica da viscoeldstica estd nas equagdes constitutivas

do material. No caso de material eldstico, a deformagdo £(#) no tempo # € fungdo apenas da

tensdo no mesmo tempo, diz-se que a resposta é instantanea. Os materiais viscoeldsticos,
entretanto, sdo caracterizados pela dependéncia na histéria total do processo de deformacdo.

Tal fato conduz a representacdo do seu comportamento através de equagdes constitutivas

hereditarias:

+oco

cn=cwoew= | clui-niéwndr (3.65)

—0Q
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oo

ewn=sw° o= [ sri-0:gwrdr (3.66)

S
onde ¢ e s referem-se aos tensores de quarta ordem que incorporam as propriedades
mecanicas do material e sio denominados, respectivamente, funcdo de relaxacdo e funcdo de
fluéncia. O argumento 't' considera a resposta instantdnea do material viscoeldstico,
enquanto o argumento 'z ' avalia toda a histéria de £ ou de o (a dependéncia em 7

caracteriza a resposta diferida). A indicacdo de dependéncia espacial, ou seja, a dependéncia

em relacdo ao vetor posi¢do x serd omitida na sequéncia.

E importante ressaltar que o operador 'o' representa o produto de convolucio de Riemann das

fungdes tensoriais t —=>c(t) e t > £&(t), t —>s(t) e t > 0(¢t).

As integrais, apresentadas em 3.65 e 3.66 e também denominadas Integrais de Convolucao,
descrevem o comportamento multiaxial de materiais viscoeldsticos lineares e podem ser

obtidas através do Principio da Superposicao de Boltzmann (Betten, 2008).

3.5.1 Fluéncia e Relaxacao

A combinacdo do comportamento mecanico de materiais eldsticos e viscosos caracteriza a
resposta de um material viscoeldstico. A parcela viscosa € responsavel pela energia dissipada,
enquanto a parcela eldstica armazena energia (Betten, 2008). Os materiais viscoeldsticos

exibem, portanto, propriedades intermedidrias entre os materiais elasticos e 0s viscosos.

A forma de caracterizar o comportamento de um corpo viscoeldstico € analisar a sua resposta
quando sujeito a um carregamento constante. Ao ser solicitado mecanicamente o corpo exibe
uma resposta eldstica instantinea seguida de uma deformacgdo evolutiva retardada que
caracteriza o processo de fluéncia. Tal processo é caracterizado pela deformacao continuada
do material sob um estado de tensdes constante. A Figura 3.22, obtida através de um teste de

fluéncia, ilustra como o fendmeno ocorre.
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e(t)
ot
T
o(t)
Go
To T1 t T

Figura 3.22 — Representacao do fendmeno da fluéncia
(adaptado de Creus, 1986).

No instante inicial de aplicacdo da carga 7, observa-se a resposta eldstica instantanea AB,

seguida de uma deformagdo dependente do tempo BC, resultante da combinagdo dos efeitos

eldsticos e viscosos. Removendo-se o carregamento no tempo 7,, um processo Inverso

ocorre. Certo nivel de recuperacdo instantdnea DE € seguido por uma recuperagdo da
deformacao EF que se estende por um certo tempo. O efeito viscoso durante a aplicacdo do

carregamento resulta em uma deformacao residual quando ele é removido.

A deformacdo por fluéncia €(#) para o caso uniaxial pode ser representada pela equagdo

e(1)=D(1,7,) 0, (3.67)

a qual resulta de 3.67 ao se aplicar a histéria de tensdo o (#)=o0,H (#—71,), representada na

Figura 3.22 pela linha continua, sendo H (#—7,) a fun¢do passo unitdrio.

O outro processo inerente aos materiais viscoeldsticos € o de relaxacdo de tensodes, o qual é
governado por um “alivio” (relaxacdo) do estado de tensd@o no corpo sob uma deformacgdo

constante prescrita. A Figura 3.23 ilustra como o fendmeno ocorre.
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o(t)
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To T AT
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Figura 3.23 — Representacdo do fenomeno da relaxacao
(adaptado de Creus, 1986).

Novamente no instante inicial de aplicacdo da deformacdo 7,, observa-se uma resposta

eldstica instantanea, seguida de uma diminui¢do progressiva da tensdo ao se manter a

deformagdo constante. Removendo-se no instante 7, a deformagdo aplicada, observa-se uma

recuperagdo instantanea de tensdes. E importante observar que neste caso obteve-se uma
inversao de sinal na tensdo resultante, este fato € de suma importancia para materiais como o

concreto, que apresenta diferentes resisténcias em compressao e em tragdo (Creus, 1986).
A variagdo de tensdo na relaxagio o(7) para o caso uniaxial pode ser representada pela
seguinte equagao:

o(t)=E(t,7,)¢, (3.68)

a qual resulta de 3.66 ao se aplicar a historia de deformagéo &(z)=¢€,H (#—71,), representada

na Figura 3.23 pela linha continua.

3.5.2 Principio da Correspondéncia Elastica-Viscoelastica (PCEV)

Os problemas viscoeldsticos por envolverem equacdes diferenciais e integrais de convolugdo,
podem ser considerados, muitas vezes, de dificil solu¢cdo e as vezes de solugcdo impossivel
quando se trata da solucdo analitica. Existem, entretanto, ferramentas matematicas que podem

auxiliar na solucao de tais problemas. Dentre as ferramentas matematicas analiticas, usadas na
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solucdo de problemas viscoeldsticos, estdo as transformadas de Laplace e de Fourier, sendo

esta dltima mais aplicada a problemas que envolvam solicitagdes periddicas (Souza, 2005).

O Principio de Correspondéncia Eldstica-Viscoeldstica (PCEV) se baseiam no fato de que
solucdes para problemas viscoeldsticos, quando levadas para outro dominio matemdtico
transformado, se assemelham a solucdes eldsticas (Christensen, 2003). A formulacdo que
diferencia a andlise eldstica da viscoeldstica estd nas equacdes constitutivas do material. Para
uma grande classe de problemas, a solucdo de um problema viscoeldstico linear pode ser
obtida a partir da solucdo eldstica linear, através da substituicdo da equacdo constitutiva
eldstica pela viscoeldstica correspondente. Desta forma, solu¢des para muitos problemas de
valor de contorno lineares, isotrépicos e eldsticos podem ser convertidas para os

correspondentes problemas de valor de contorno lineares, isotrépicos e viscoeldsticos.

A principal limitacao na utilizag¢do deste principio € que os contornos do problema ndo podem
depender da varidvel tempo, ou seja, o tipo da condi¢do de contorno em deslocamento ou
tensdo e a regido sobre a qual esta condi¢do atua ndo podem mudar ao longo do tempo

(Souza, 2005).

Considerando-se a transformada de Carson-Laplace de uma funcdo F(¢), definida por

+oco

F(p)=p j F(t-7)e™” dt (3.69)

—0Q

onde p € a varidvel transformada, e as equacOes constitutivas viscoeldsticas 3.65 e 3.66,

obtém-se as seguintes relacdes entre tensdes e deformacdes no espago transformado de

Carson-Laplace:
o =¢cé& (3.70)

£=ico (3.71)

as quais formalmente expressam relagdes do tipo eldsticas no espaco de Carson-Laplace. Em
termos de varidveis transformadas, o problema de concentracdo que governa tensdes e

deformacdes no VER ¢ escrito por:
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o =cig emV (3.72)

que € similar ao problema 3.9. O principio da correspondéncia indica que a solucdo de 3.73 é

a transformada de Carson-Laplace da solucdo de 3.9. Assim, as transformadas da tensdo e

= £ o ~ . s * * * h *
deformagdo macroscépicas sdo relacionadas através de ¥ =C"™™ : E , onde C™"" representa

a transformada de Carson-Laplace do tensor de elasticidade macroscopico. Em particular, a

transformada de Carson-Laplace da estimativa de Mori-Tanaka C™™""" pode ser usada como

aproximagcio de C™™" (ou seja, C™™ =~ C"™""™).

Para a realizacio dos célculos, é necessario, entdo, especificar o comportamento viscoeldstico

de cada componente do CRFA.

3.5.3 Comportamento Viscoelastico da Matriz de Concreto e das Fibras de Ago

O comportamento de materiais viscoeldsticos em carregamento uniaxial pode ser
eficientemente estimado através de modelos formados pela combinagcdo de dois elementos
mecanicos fundamentais: molas (elasticos) e amortecedores (viscosos). Embora os modelos
nao contenham informagdes sobre os fendmenos fisicos € moleculares que ocorrem, ou seja,
sdo modelos exclusivamente fenomenolégicos, eles sdo uteis para predizer a resposta de um

material sob condicoes de fluéncia e relaxacao.

Materiais que apresentam comportamento eldstico retornam ao seu estado natural ou
indeformado apds a remoc¢ao do carregamento, sua resposta € imediata. Os sélidos elésticos
podem ser representados por um elemento de mola (Figura 3.24a) e modelados de forma
unidimensional por uma relacdo tensdo deformacgdo bdsica, denominada Lei de Hooke,

estando a tensdo eldstica relacionada diretamente a deformacao.

Os fluidos viscosos, por sua vez, ndo possuem a tendéncia de recuperar a deformacdo. A sua
representacdo ¢é feita através do elemento amortecedor (Figura 3.24b) e a modelagem
unidimensional € realizada por uma relacdo tensdao deformacgdo bdsica denominada Lei de

Newton, expressa pela equacao:
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d .
0':777': ou o =né (3.73)

onde 7] representa o coeficiente de viscosidade do fluido e € a taxa de deformag@do. Observa-

se que a tens@o em um fluido viscoso é diretamente proporcional a taxa de deformacao.

u u
P P Pe [T P
(a) (b)

Figura 3.24 — Elementos mecanicos basicos: mola (a) e amortecedor (b).

O comportamento de materiais viscoeldsticos € uma combinagdo dos dois casos simples
descritos anteriormente. Para construir modelos mais complexos, propdem-se diferentes
associacdes em paralelo ou em série de molas (modelo de Hooke) e amortecedores (modelo
de Newton), representando assim possiveis comportamentos de materiais viscoeldsticos. Os
modelos de Maxwell e Kelvin sdo obtidos através da associacdo simples de molas e

amortecedores em série e em paralelo, respectivamente.

A escolha e validagdo de um modelo devem ser feitas através do ajuste dos parametros do
modelo matemaético aos dados experimentais do material particular que se deseja representar.
Os modelos simples de Maxwell e Kelvin ndo sdo adequados para representar completamente
o comportamento de materiais reais, como o concreto. Eles tém limitacdes considerdveis na
representacio do comportamento da maioria dos materiais viscoeldsticos: o modelo de
Maxwell apresenta uma taxa de deformacdo constante sob tensdo constante, o que pode ser
adequado para fluidos, mas ndo para solidos; o modelo de Kelvin ndo pode prever relaxacao
em fun¢do do tempo e ndo mostra a deformacdo permanente apés o descarregamento (Mehta
e Monteiro, 1994). Outros modelos mais complexos proporcionam a modelagem
apresentando uma boa descri¢do da fluéncia, da recuperacdo de fluéncia e da relaxacdo de
tensdo. Este € o caso do modelo de Zener, um modelo de trés parametros composto por uma

mola eléstica de rigidez E, conectada em série a um modelo de Kelvin, arranjo em paralelo
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de uma mola de rigidez E, e um amortecedor com viscosidade 77 (Mehta e Monteiro, 1994;

Creus, 1986). A Figura 3.25 mostra o modelo de Zener.

Ei €1

E- n jez

G, &g

Figura 3.25 — Modelo de Zener.

A descricao do comportamento viscoeldstico do concreto € efetuado, neste estudo, utilizando
o modelo de Zener. Este ¢ um modelo simplificado para representar o comportamento do
concreto, entretanto, é capaz de descrever corretamente todas as caracteristicas esperadas da
resposta em fluéncia e relaxacdo observadas experimentalmente (Salencon, 1993; Berthollet,

2003).

Neste modelo, a deformacgdo total é dada pela soma da deformacdo da mola &€, e da

deformacdo resultante do elemento de Kelvin €, :

A tensdo na mola elastica é:

o,=E ¢, (3.75)

e a tensdo resultante do arranjo em paralelo ou modelo de Kelvin é dada por:

0,=0,,10,, (3.76)

com 0,, e 0,, denotando as tensdes da mola e do amortecedor do modelo de Kelvin,

respectivamente:
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O, =EE,e 00, =11—= (3.77)

A mola eldstica e o elemento de Kelvin suportam a mesma tensao, portanto

0,=0,=0 (3.78)

Combinando as Equagdes anteriores, obtém-se a equagdo diferencial do modelo de Zener, a

qual relaciona tensdo o (), deformagio £(#) e as suas derivadas:

do(r) (B +E,) _
2y + ; o >, " £(#) (3.79)

Para caracterizar a fun¢do de relaxacdo do modelo de Zener é suposta uma deformacdo

constante £(#)=¢, e como condigdo inicial o(0)=E,&,. Desta forma, a Equagdo 3.79 nos

fornece a seguinte relagao:

o(1)=E“" (1, (3.80)

Zener (

onde a funcao de relaxacdo de Zener E°™ (#) € dada por:

B _t
B (1)=———| E, + Ep¢ © (3.81)
E +E,
eT = I € denominado tempo de relaxacao.

E +E,

Para explicitar a funcdo de fluéncia do modelo de Zener, considera-se uma tensdo constante

o () =0, e como condi¢do inicial £(0)= % . De 3.80 vem que
1

e(t)=D"" (1)o, (3.82)

onde D”" () é a fungio de fluéncia:
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DZcmv (f):—+_ 1_€ S (383)

€7, = El € o denominado tempo de retardo.
2

A Figura 3.26 fornece uma descricdo qualitativa dos fendmenos de fluéncia e relaxacdo do
modelo de Zener. Como se observa na literatura (Mehta e Monteiro, 1994; Creus, 1986), o
concreto, quando submetido a ensaios de fluéncia ou relaxacdo, apresenta como resposta

curvas com mesma forma das apresentadas pelo modelo de Zener.

Fluéncia o(ty Relaxagio
=T
o(t)
Gl
To t t
&(t)
&(t)
€o
t To t\
Figura 3.26 — Fluéncia e relaxacdo para o modelo de Zener.
. ~ .o zener zener E lE 2
Considerando-se a Equacdo 3.81, verifica-se que E*“""(0)=E, e E*" (4+o0) :ﬁ, 08
1 + 2

quais, respectivamente, representam o modulo de relaxacdo instantineo e assintético.
Portanto, durante um ensaio de relaxagdao, o médulo do modelo Zener se reduz de um valor
inicial E, para o seu valor assint6tico E (o), de acordo com a lei de evolugdo expressa pela
Equagcao 3.81. Para descrever o comportamento viscoeldstico sem envelhecimento
tridimensional da matriz de concreto isotropica, o0 médulo de relaxacdo €, primeiramente,

aproximado pela funcdo de relaxacdo de Zener
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E"(t)=E*"" (t) H(t) (3.84)

Onde H (t) € a fun¢do passo unitario ou de Heaviside

Os parametros de rigidez do modelo sdo identificados contatando-se que E, representa a
rigidez eldstica instantanea do material, enquanto que o mddulo de relaxacdo assintético

E(+e0) varia entre 3 e 5 vezes arigidez instantanea E|, dependendo de certos parametros, tais

como a qualidade do concreto, umidade e temperatura (Mehta e Monteiro, 1994; Ghali e

Favre, 1986, Neville e Dilger, 1983). Quanto ao coeficiente de viscosidade 77, o seu valor

pode ser avaliado a partir do valor do tempo caracteristico em relaxacdo 7,, que geralmente

varia entre 100 e 300 dias (Mehta e Monteiro, 1994; Neville e Dilger, 1983, Bazant, 2001).

A formulacdo do comportamento da matriz de concreto € concluida considerando-se como

coeficiente de Poisson um valor constante:

v"(t)=v" H(t) (3.85)

onde v" denota o coeficiente de Poisson eldstico da resposta instantanea. Esta aproximacao,
sugerida por diversos estudos (Kogan, 1983; BaZant, 1975; Gopalakrishnan et al., 1969), é

normalmente adotada na modelagem do comportamento viscoeldstico do concreto.

Quanto as fibras de aco, os efeitos diferidos podem ser negligenciados em temperaturas
normais e para os niveis de carregamento considerados. Deste modo, um comportamento

eléstico linear é adotado para as fibras:

E'(t)=E"H®t) ; v @®)=v/ H@) (3.86)

sendo E/ e v/ o médulo de Young e o coeficiente de Poisson eldsticos do aco,

respectivamente.

3.5.4 Propriedades viscoelasticas homogeneizadas para o CRFA

Para o célculo das propriedades viscoeldsticas homogeneizadas, inicialmente é necessario

obter o resultado da homogeneizagdo eldstica no espaco transformado de Carson-Laplace. O
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primeiro passo € calcular as transformadas dos médulos de compressao e de cisalhamento do

concreto e do aco.

m* Em* E 77p
k = = L X|E, +E —————
(») 3(1—21/”'* ) 3(E,+E,) (1—21/’”) > 'np+E +Ej (3.87)

o E" 3 (1-2v")
8 (10)—2(1“/,”*)—2 (i+v") X k™ (p) (3.88)

f Ef

K (p)= 500y —
(p) 3 g (p) 20477

W ) (3.89)

O principio da correspondéncia indica que as transformada de Carson-Laplace dos mddulos
de compressdo e de cisalhamento homogeneizados do CRFA s3o formalmente obtidas pela
substituicdo dos mddulos de compressdao e de cisalhamento dos constituintes do CRFA por
suas transformadas de Carson-Laplace nas expressdes de K™ e G". Por simplicidade, a
andlise restringe-se a situacdo de fibras com fator de aspecto de valor infinito (& — 4+ ). Esta
consideracdo € justificidvel, uma vez que este parametro mostrou pouca influéncia no

comportamento eldstico do CRFA (Figuras 3.13 e 3.14). Assim, considerando-se as Equacdes

3.59 a 3.62, obtém-se:

Khom* — NK(km*a gm*a kf*, gj*af)
Dy (k" g™ k", g™, f)

(3.90)

Ghom* — Nc(km*’ gm*’ kf*’ gf*’f)
DG(km*’ gm V’kfi gf ’f)

(3.91)

A etapa crucial deste tipo de processo de homogeneizacdo viscoeldstica encontra-se na
capacidade de se calcular a transformada inversa de Carson-Laplace de 3.91 e 3.92.
Geralmente, esse tipo de transformada inversa € obtido por meio de procedimentos
numéricos, tais como aqueles apresentados em Abate e Whitt (2006). No presente estudo, a

estrutura de 3.91 e 3.92 torna possivel derivar expressdoes para os modulos de relaxagdo

K™ (t) e G™™(t) de forma analitica. De fato, é possivel reescrever 3.91 e 3.92 sob a forma

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.



89

K™ =0, + 3.92
;p% (3.92)
. 4 R,
GM™ =R+ — (3.93)
Sptr

r; sdo fungdes conhecidas de E,, E,, i, v", Ef, v/

onde os coeficientes O, R;, ¢; e r,

/. Ainversdo das transformadas de Carson-Laplace 3.92 e 3.93 resulta:

K"™(0)=| 0+ %(1—e%’) H() e (3.94)
+ R
G*™™()=| R, + 7( 1—e"") | H@) (3.95)

J=1

Utilizando o principio da correspondéncia elastica-viscoeldstica também € possivel obter a
funcao de fluéncia e o Poisson viscoeldstico homogeneizados através da inversdo de Carson-

Laplace das equagdes

Dhom* _ 1 _ 3Khom* + Ghom*
- Ehom* - 9Khom*Ghom*

(3.96)

Vhom* _ 3Khom* _ 2Ghom*

O comportamento viscoeldstico estimado do CRFA ¢ ilustrado abaixo. Para tanto, utilizou-se
os dados apresentados na Tabela 3.5, que correspondem a um concreto € aco convencionais.
Os parametros do modelo de Zener que descrevem o comportamento viscoeldstico do

concreto sdo E, =31GPa, E, =15,5GPa e 17=4650 GPaxdias . O fato de estes coeficientes

serem tomados constantes € coerente com a aproximacao do comportamento do concreto sem
envelhecimento. Esta consideracio € razoavelmente justificada na situacdo em que o concreto

¢ carregado em idade avancada (Berthollet, 2003).
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Tabela 3.5 — Propriedades adotadas para o concreto e do ago.

Moédulo de relaxagdo instantaneo, E™(0) 31000 MPa
Moddulo de relaxagdo assintético  E™ (+o0) 10300 MPa
Concreto
Tempo de relaxacio T, 100 dias
Coeficiente de Poisson v” 0,2
A Moédulo de Young E’ 210000 MPa
0
¢ Coeficiente de Poisson v/ 0,3

A variagdo no tempo do médulo de compressio K"™"(f) e de cisalhamento G""(t) é
mostrada nas Figuras 3.27 e 3.28, respectivamente. Dois valores de f empregados para

CRFA sao considerados: f =1% e f =5% . Nas Figuras 3.29 e 3.30 € apresentada a variagao

no tempo da fungio de relaxacio E""(¢) e do coeficiente de Poisson viscoeldstico v""(¢),

respectivamente.

18000
16000
- 14000

12000

Khnm (

10000 CRFA 5%
CRFA 1%
Concreto
8000
6000 e ———
0 100 200 300 400 500
t (dias)

Figura 3.27 — Variagdao do médulo de compressao viscoelastico
homogeneizado do CRFA para f=1% e f=5%.
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14000
12000-
- 10000
; ]
Z
© 8000+
1 CRFA 5%
CRFA 1%
6000 ] Concreto
4000 6" " " o0 200 300 400 500
t (dias)

Figura 3.28 — Variacdo do médulo de cisalhamento viscoelastico
homogeneizado do CRFA para f =1% e f=5%.

30000
25000+
£
£ 20000+
al ]
] CRFA 5%
f CRFA 1%
15000 Concreto
10000 T T ‘ ; i
100 200 300 400 500
t (dias)

0

Figura 3.29 — Variacdo da funcdo de relaxacdo homogeneizada do
CRFA para f=1% ¢ f=5%.
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Figura 3.30 — Variagado do coeficiente de Poisson viscoelastico
homogeneizado do CRFA para f=1% e f=5%.

Os resultados nas Figuras 3.27 a 3.30 indicam que a adicdo de fibras de aco ao concreto
restringe o comportamento viscoeldstico do mesmo. Este resultado é coerente com dados
experimentas disponiveis na literatura, conforme descrito na préxima sec¢ao. As Figuras 3.27 a
3.30 mostram que pequenas quantidades de fibras t€m pouca influéncia nas propriedades
viscoeldsticas do concreto. O tempo de relaxacdo e os moddulos assintdticos t€ém pouca
alteracdo ao se adicionar 1% de fibras. A relaxacdo decresce progressivamente ao se adicionar
maiores quantidades de fibras. No caso de 5 % de adi¢do, observam-se aumentos dos médulos
de compressio e de cisalhamento viscoeldsticos assintoticos de 23% e de 28%,
respectivamente. Para a funcdo de relaxagdo, o aumento é de 23%. O coeficiente de Poisson
viscoeldstico permanece praticamente constante, com aumento de 1,85% para f=5%,
evidenciando ser coerente a adocdo de um valor constante para esta propriedade, no caso do
CRFA, assim como ocorre com o concreto convencional. Quanto ao tempo de relaxagao,

observa-se um aumento de apenas 1%.

3.5.5 Comparagao com Resultados Experimentais e Modelos Analiticos

Os resultados do comportamento viscoeldstico do CRFA, obtidos através dos cdlculos
descritos anteriormente, sdo ilustrados na sequéncia. Para tanto sdo utilizados os experimentos

de Mangat e Azari (1985) e de Chern e Young (1989).
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A Tabela 3.6 apresenta os dados experimentais de Mangat e Azari (1985) medidos através de
ensaios de fluéncia de concreto sem fibras sob compressdo uniaxial. Os testes foram
realizados aos 28 dias com tensdo constante de valor igual a 30% da resisténcia ultima do
concreto, f, =24,8MPa. Neste caso, os pardmetros do modelo de Zener que descrevem o

comportamento  viscoeldstico do concreto sdo E, =20,38GPa, E,=7,67GPa,

77 = 184,08 GPa xdias .

Tabela 3.6 — Propriedades do concreto e do agco (Mangat e Azari, 1985).

Deformacéo instantanea e"(0) 365 10°°
Deformacao diferida E" (+o0) 1335 10°
Concreto
Tempo de retardo 7, 24 dias
Coeficiente de Poisson v” 0,2
A Moédulo de Young E’ 210000 MPa
0
¢ Coeficiente de Poisson v/ 0,3

Mangat e Azari (1985) utilizaram trés tipos de fibras com fatores de aspecto distintos. Para

fibras com o =1 ; /d ; =59, 1 = 28,2mm e d F= 0.48mm , as quantidades adicionadas foram
de 1% e 3%. Para a=56, lf=22,5mm e df=0.40mm, 1,5% e 3% e para a=61,
[, =31,8mm e d, =0.52mm, apenas 3%. Na Figura 3.31 sdo observados os resultados

experimentais da deformacio por fluéncia para o concreto sem fibras e para o CRFA com
adi¢do de 3% de fibras e & =56,59 e 61. A curva para o concreto sem fibras do modelo de
Zener obtida através dos coeficientes E, E, e 17, descritos anteriormente, € o resultado
calculado no presente trabalho através da teoria da homogeneizacdo e do principio da
correspondéncia sdo também representados. O eixo das abscissas representa o tempo de

carregamento.
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Figura 3.31 — Deformacao por fluéncia estimada e obtida

experimentalmente por Mangat e Azari (1985) para CRFA com f=3%.
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Conforme descrito anteriormente, o presente trabalho considera por simplicidade & — +oo.

Desta forma, para as caracteristicas dos constituintes do CRFA descritos na Tabela 3.6 € 3%

de adicao de fibras, apenas uma curva é definida para a funcdo de fluéncia, a qual se mostrou

em concordancia com os resultados experimentais de Mangat e Azari (1985). Observa-se,

através dos experimentos, que o fator de aspecto, assim como ocorre em elasticidade,

apresenta pouca influéncia no comportamento viscoeldstico do CRFA, indicando a validade

da consideracdo efetuada neste estudo para « .

Na Figura 3.32 sdo apresentados os demais resultados experimentais de Mangat e Azari

(1985), juntamente com aqueles obtidos através da teoria da homogeneiza¢do e do principio

da correspondéncia.
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Figura 3.32 — Deformacao por fluéncia estimada e obtida
experimentalmente por Mangat e Azari (1985) para CRFA com f=1% e
1,5%.

Verifica-se, através da andlise da Figura 3.32, boa concordancia entre os resultados
experimentais e aqueles calculados no presente estudo também para as adi¢des de fibras em
1% e 1,5%. Como se observa nas Figuras 3.31 e 3.32, esta concordancia se da principalmente
em idades mais avancadas. Uma possivel justificativa € o emprego do modelo de Zener com
coeficientes constantes para a caracterizacdo do concreto. Este ndo considera os efeitos de

envelhecimento, os quais influenciam o comportamento do material, sobretudo nas primeiras

idades.

Os dados experimentais de Chern e Young (1989), obtidos através de ensaios de fluéncia em
concreto sem fibras sob compressdo uniaxial, sdo apresentados na Tabela 3.7. Neste caso, os
parametros do modelo de Zener, que descrevem o comportamento viscoeldstico do concreto,

sio E, =23,5GPa, E,=4397GPa, n=184,66GPaxdias. Através destes coeficientes €

possivel tracar a curva da funcao de fluéncia para o concreto sem fibras e estimar a funcao de

fluéncia para os concretos reforgados.
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Tabela 3.7 — Propriedades do aco e do concreto (Chern e Young, 1989).

Médulo de fluéncia instantineo . D™(0) 4,26 10° MPa’!
Moédulo de fluéncia assint6tico | D" (+w) | 27 10° MPa™
Concreto ]
Tempo de retardo 7, 42 dias
Coeficiente de Poisson v” 0.2
A Moédulo de Young E' 210000 MPa
0
¢ Coeficiente de Poisson v/ 0.3

Chern e Young (1989) utilizaram fibras com fator de aspecto 44 e fracdes volumétricas de 1%
e 2%. Os corpos de prova ensaiados foram mantidos sob tensdo constante a partir dos 28 dias.
Na Figura 3.33 sdo observados os resultados experimentais para a funcdo de fluéncia,

juntamente com os resultados estimados no presente estudo. O eixo das abscissas representa o

tempo de carregamento.
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-
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Figura 3.33 — Funcdo de fluéncia estimada e obtida
experimentalmente por Chern e Young (1989) para CRFA com f=1%
e 2%.
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Ao contrdrio de Mangat e Azari (1985), Chern e Young (1989) obtiveram resultados muito
parecidos para adi¢des distintas de fibras. Os resultados obtidos no presente estudo
apresentam valores préximos aos experimentais com a adi¢ao de 2%. Para 1%, os resultados

estimados sdo superiores aos de Chern e Young (1989).

Conforme descrito no Capitulo 2, o CRFA apresenta resposta ao longo do tempo distinta
quando sob compressdo ou tracdo. Em compressdao observa-se uma reducido da deformacado
por fluéncia ao se adicionar fibras. Em tragdo a maioria dos estudos mostrou resultado
contrdrio. O presente estudo mostrou ser capaz de estimar razoavelmente o comportamento
viscoeldstico de CRFA quando submetidos a solicitagdes de compressdo. Em tracgdo,
provavelmente, € necessdrio considerar outros efeitos, como a presenga das fissuras e o
escorregamento das fibras. Cabe ressaltar que poucos resultados experimentais sao

encontrados na literatura para maiores comparagoes.

Além dos experimentos descritos anteriormente, foram encontrados na literatura dois modelos
tedricos para a avaliacdo da fluéncia do CRFA: o modelo de Mangat e Azari (1985) e de
Zhang (2003). Na sequéncia ambos os trabalhos sdo descritos e comparados aos resultados do

presente estudo.

Mangat e Azari (1985) desenvolveram um modelo considerando que as fibras provocam uma
reducdo da deformacdo por fluéncia irreversivel da matriz, proporcionada pela aderéncia na
interface entre fibra e matriz. Segundo os autores, a deformacdo eldstica retardada, que
juntamente com a fluéncia irreversivel constitui a fluéncia total, ndo é afetada pela presenca

das fibras.

Para a estimativa da deformacgdo por fluéncia, os autores consideraram uma distribui¢dao
idealizada unidimensional das fibras na dire¢do da aplicacdo da carga de compressao,

empregando o conceito de comprimento efetivo das fibras [, =0,41/, (Figura 3.34 (a)).
Através da geometria do corpo de prova (B e H) e das fibras (/ ;e df) e da quantidade de

fibras adicionadas € possivel a determinacdo da distdncia s entre as fibras, parametro

necessario para os cdlculos de fluéncia.
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Figura 3.34 — Representacdo da distribuicdo idealizada das fibras e do
modelo de fluéncia utilizados por Mangat e Azari (1985).

Os autores supdem que a regido da matriz onde estd situada a fibra, além da tensdo de
compressao imposta, estd sujeita a uma tensdo oposta ao carregamento aplicado, a qual
produz uma diminuicdo na deformacao por fluéncia. Esta tensdo € gerada pela resisténcia de
aderéncia 7 na interface fibra-matriz (Figura 3.34 (b)). Através destas consideracoes, a

expressao obtida para a deformacao por fluéncia do CRFA por Mangat e Azari (1985) foi:

0,33627d /7
S°E, (0,417, +5)

Ep = (3.98)

onde g, é a deformacdo por fluéncia do concreto de referéncia, sem fibras. E, € a tangente a

curva de deformacgdo por fluéncia irreversivel da matriz sujeita a uma tensdo constante.

Ambos os dados sao obtidos experimentalmente em ensaio de fluéncia.

A determinagdo de 7, por sua vez, € possivel através da considera¢do de que a deformacdo
lateral produzida pela compressao provoca uma pressao radial P sobre a drea de superficie da

fibra (Figura 3.34 (c)). O produto desta pressao radial e o coeficiente de atrito 4, entre a fibra
e a matriz, fornece a magnitude da tensdo de aderéncia na interface 7= uP. Empregando a

equagdo de Lamé para cilindros espessos com pressao interna e os valores experimentais dos
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deslocamentos laterais da matriz gerados pela retragdo livre u,, (€, ) e pela carga aplicada

u, (€,) e do deslocamento lateral da fibra u, (v, E,) provocado por P os autores fornecem

a expressao de 7 :

ubi (6, -,) (s/2)=(d, /2)]
462+ (dp /o) | () (3.99)
2 |(s/2) =(d, /2) (E,/ Eg)

T=

onde E; e E, sao os mdédulos de Young do concreto e do aco, respectivamente; v e V, sao
os coeficientes de Poisson do concreto e do aco, respectivamente; &, € &, Sao as

deformacdes lateral e por retracdo livre do concreto de referéncia, sem fibras,

respectivamente.

Nas Figuras 3.35 e 3.36 s@o representados os valores obtidos pelo modelo de Mangat e Azari
(1985) através das equagdes 3.98 e 3.99 e dos experimentos realizados pelos proprios autores
descritos anteriormente. Juntamente, sdo apresentados os resultados estimados no presente

trabalho. A Figura 3.35 contém os valores para o CRFA com fator de aspecto a@=56 e

adicoes 1,5% (Figura 3.35(a)) e 3% (Figura 3.35(b)) de fibras e a Figura 3.36 para CRFA com
o =159 e adicdes de 1% (Figura 3.36(a)) e 3% (Figura 3.36(b)).
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Figura 3.35 — Deformacao por fluéncia estimada neste estudo, obtida pelo
modelo de Mangat e Azari (1985) e experimental para CRFA com a =56.
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Figura 3.36 — Deformacao por fluéncia estimada neste estudo, obtida pelo
modelo de Mangat e Azari (1985) e experimental para CRFA com a=59.

Verifica-se, através da andlise das Figuras 3.35 e 3.36, que ambos os modelos t€m uma boa
concordancia aos dados experimentais. Para idades mais avancadas, o presente estudo
apresentou resultados melhores do que aqueles obtidos através do modelo de Mangat e Azari

(1985).

O modelo desenvolvido por Zhang (2003) adota algumas consideracdes semelhantes ao
modelo de Mangat e Azari (1985) para a estimativa da fluéncia do CRFA. Da mesma forma
que o modelo descrito anteriormente, a deformagdo por fluéncia do concreto na dire¢cdo do

carregamento pode ser reduzida pela presenca de fibras de comprimento efetivo L,

posicionadas paralelamente a direcdo da tensdo constante aplicada. Assim, uma matriz

refor¢ada por fibras de comprimento /, e raio r, aleatoriamente distribuidas e orientadas €
considerada equivalente a um compdsito idealizado com fibras alinhadas com comprimento

efetivo L, =kl, e espagamento 2R. k € uma constante que pode assumir os valores

1, %[ oul/2 em funcdo da distribuicdo das fibras de forma uni, bi ou tridimensional,

respectivamente. O autor também utiliza o conceito de que quando o CRFA ¢ sujeito a uma

carga de compressdo constante, surge uma tensdo de cisalhamento 7, na interface entre fibra

e matriz que afeta o comportamento de fluéncia do material.

Para a obten¢do da equacgdo da deformacdo por fluéncia & do CRFA, o autor utiliza equacdes

de equilibrio e a teoria ‘“shear lag” de Cox (1952) para a determinacdo da tensdo de
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cisalhamento 7,. Através destas consideragdes Zhang (2003) encontra a seguinte equagdo

para &, :
Y% 1
!
e=¢,|1-7 1——tanhﬂ7j (3.100)
1_’%Vf(1+1/71)( By
onde
E &/ kl,
= L, =7
g Em’y zrf’% 2R
c

5= 1 D 1 2
L (1+v,)nlog 2= £V (141/7)

sendo 17, a quantidade de fibras adicionada ao concreto, E, e E, os modulos de Young das

fibras e da matriz, respectivamente, € v,, o coeficiente de Poisson do concreto. &, , por sua

vez, é a deformacao por fluéncia do concreto de referéncia, sem fibras, e no trabalho de Zhang
(2003) € calculada pela expressao obtida por Branson (1977):

ZLO.()

=— ¢ _ (3.101)
10467

gﬂﬂ N

sendo ¢,,, a deformac@o por fluéncia no tempo t em dias e €,,, a deformagdo por fluéncia

o

obtida ap6s um longo periodo.

Nas Figuras 3.37 e 3.38 sao representados os valores obtidos pelo modelo de Zhang (2003)
através das equacgdes 3.100, com k =1/2, e dos experimentos realizados por Mangat e Azari
(1985). Juntamente, sdo apresentados os resultados estimados no presente trabalho. A Figura
3.37 contém os valores para o CRFA com fator de aspecto & =56 e adicdes 1,5% (Figura

3.37(a)) e 3% (Figura 3.37(b)) de fibras e a Figura 3.38 para CRFA com o =359 e adi¢des de
1% (Figura 3.38(a)) e 3% (Figura 3.38(b)).
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Figura 3.37 — Deformacao por fluéncia estimada neste estudo, obtida
pelo modelo de Zhang (2003) e experimental de Mangat e Azari
(1985) para CRFA com o =56.
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Figura 3.38 — Deformacao por fluéncia estimada neste estudo, obtida
pelo modelo de Zhang (2003) e experimental de Mangat e Azari
(1985) para CRFA com a =59.

As Figuras 3.37 e 3.38 mostram uma boa concordancia entre os dois modelos aplicados aos
dados experimentais. Verifica-se que o presente estudo apresentou resultados melhores do que
aqueles obtidos através do modelo de Zhang (2003) para idades mais avancadas, enquanto
que para idades iniciais o modelo de Zhang (2003) teve melhor desempenho. Cabe ressaltar

que a resposta do presente estudo é dependente do modelo viscoeldstico que se utiliza para o

concreto.
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Desta forma conclui-se que a metodologia utilizada para a estimativa do comportamento
viscoelastico do CRFA apresentou resultados coerentes com os dados experimentais € com 0s

modelos tedricos encontrados na literatura.
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4. Critério de Resisténcia Macroscopico

O conhecimento da capacidade de resisténcia de um material é de fundamental importancia
para a sua adequada utilizacdo nas etapas de dimensionamento e verificacdo de uma estrutura.
Um critério de resisténcia impde, por natureza, limitagdes no nivel de tensdes nos pontos do
material que constituem um dado elemento. E, além disso, um critério importante a ser

conhecido para a completa modelagem computacional de estruturas.

Assim como para maioria dos materiais estruturais, a resisténcia do concreto € o seu
comportamento sob estados de tensdio multiaxial vém sendo estudados experimental e
teoricamente durante algumas décadas. Tais caracteristicas sdo influenciadas principalmente
pelas propriedades fisicas e mecanicas da pasta de cimento e dos agregados. No caso do
concreto reforcado com fibras de aco, poucos sdo os estudos experimentais ou analiticos
visando estabelecer o seu comportamento sob complexos estados de tensdo. Entre eles
destacam-se os trabalhos experimentais de Yin et al. (1989), de Traina e Mansour (1991) e de
Swaddiwudhipong e Seow (2006) que buscaram avaliar o comportamento do CRFA sob
compressao biaxial. Estes estudos mostraram que o concreto reforcado apresenta uma curva
de ruptura distinta daquela obtida para o material ndo reforcado e que o aumento da
resisténcia a compressao biaxial, em func¢do da presenga das fibras, pode ser consideravel,

conforme descrito no Capitulo 2.

Este capitulo tem como objetivo definir e construir um critério de resisténcia macroscopico
para o concreto reforcado por fibras de aco, aplicando as teorias da andlise limite e da
homogeneizagdo. A teoria da andlise limite, por sua vez, fornece um poderoso instrumento
nao s6 na determinacdo da carga de colapso de elementos estruturais, como também na
determinagdo da capacidade de resisténcia dos materiais heterogéneos. Ela constitui um
método direto, uma vez que ndo envolve uma andlise passo a passo, nem considera a histéria
completa ao longo da evolucao do carregamento, como € o caso de uma andlise elastopldstica.
Para tanto, utiliza os teoremas cldssicos dos limites inferior (estidtico) ou superior

(cinemdtico). A teoria da homogeneizagdo, aplicada a teoria da anélise limite, permite definir
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de forma rigorosa as propriedades de resisténcia macroscopicas de um meio heterogéneo.
Através desta abordagem, as propriedades de resisténcia de compositos refor¢cados com fibras
longas paralelas ja foram obtidas, sendo que os resultados tedricos estabelecidos para estes
materiais apresentaram boa concordincia com resultados experimentais (de Buhan e

Taliercio, 1991).

O critério de resisténcia do CRF € determinado considerando-se as propriedades de resisténcia
dos seus constituintes (matriz e fibras) e a suas fragdes volumétricas. A formulagdo
empregada permite a consideracdo de qualquer critério de resisténcia para os componentes do
material compdsito. No caso das fibras, apenas as suas resisténcias a compressao € a tragdo
uniaxial sdo necessdrias. A resisténcia da matriz de concreto é caracterizada, neste trabalho,

pelo critério de Drucker-Prager.

Na proxima secdo € descrito como a andlise limite, em conjunto com a teoria da
homogeneizagdo, permitem avaliar a resisténcia de materiais heterogéneos. Na secdo 4.2 a
construcdo propriamente dita do dominio de resisténcia macroscopico do CRFA ¢ realizada
através do emprego de um modelo aproximado. Os resultados obtidos sdo comparados com
dados experimentais e também com resultados de simula¢des numéricas das propriedades de
resisténcia do CRFA via elementos finitos. Uma discussdo sobre as hipdteses adotadas no

modelo analitico é, por fim, efetuada.

4.1 HOMOGENEIZACAO EM ANALISE LIMITE

Conforme apresentado no capitulo anterior, a teoria da homogeneizacio admite a
possibilidade de substituir um meio heterogéneo (neste estudo, concreto e fibras) por um meio
homogéneo equivalente, onde as propriedades mecanicas do mesmo sejam representativas em
relacdo ao meio heterogéneo inicial, ao nivel da estrutura global. Além disso, a
homogeneizagdo de meios continuos heterogéneos estd baseada na distincdo entre duas
escalas caracteristicas do meio: uma escala microscépica, que permite a descricdo das
heterogeneidades (neste caso as fibras), e uma escala macroscépica da ordem de grandeza da

estrutura.

Assim como no estudo das propriedades eldsticas, a avaliacdo das propriedades de resisténcia

através da homogeneizagao € realizada através de trés etapas (Figura 4.1). Primeiramente é
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necessaria a descri¢cdo da microestrutura do meio analisado. No caso do CRFA, consideram-se
as fibras dispostas aleatoriamente na matriz de concreto, sendo ambos o0s constituintes
considerados como meios homogéneos. A segunda etapa se constitui na definicdo do volume
elementar representativo do meio heterogéneo e na determinacao das grandezas fisicas globais
desejadas em funcdo das grandezas locais. Nesta parte do estudo, o interesse reside nas
propriedades de resisténcia do material, ou seja, a grandeza fisica a ser analisada € a
resisténcia do CRFA. Finalmente, conhecidas as propriedades mecanicas do meio homogéneo

equivalente, € possivel entdo avaliar as propriedades mecanicas globais da estrutura.

Esta fase do presente trabalho tem por objetivo descrever a determinacdo de um critério de
resisténcia homogeneizado que caracterize, em qualquer ponto da estrutura, as capacidades de
resisténcia do CRFA na escala macroscépica. O estudo realizado e exposto nas préximas
secdes se encontra, portanto, na segunda etapa do processo de homogeneizacdo. Para
determinar o critério de resisténcia macroscopico serd empregada a teoria da homogeneizagdo
em andlise limite, apresentada por Suquet (1983). Na proxima se¢do € descrito o principio

geral desta teoria.

4.1.1 Principio Geral do Método

Seja uma estrutura € composta por um material fortemente heterogéneo (periddico ou

aleatdrio). Esta estrutura é submetida a um carregamento caracterizado pelo vetor Q, formado

por n parametros (Figura 4.1 (a)). A andlise limite tem como objetivo determinar a carga
maxima suscetivel de ser suportada por uma determinada estrutura e, portanto, oferece um

quadro adequado para a anélise da resisténcia de .

A descricdo do meio analisado se da através da caracterizagdo do seu volume elementar
representativo (VER). Este ultimo, por sua vez, é formado pela repeticio de um grande
nimero de células de base. A célula de base contém todas as informacdes morfoldgicas e
fisicas do material e é, portanto, suficiente para a descri¢do do meio. A validade do processo
de homogeneizacdo € baseada na condi¢do de separacdo de escalas (4 <</<<L.) (Zaoui,
2002), descrita no capitulo anterior. No caso de meios periddicos, € necessirio que o

pardmetro que relaciona os tamanhos da célula base e da estrutura (¢=//1.), chamado de

fator de escala, seja suficientemente pequeno (&€ < 1).
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(b)
(a) Problema auxiliar ©
Determinacio de G""

Problema homogéneo associado
Determinacio de K"

Problema inicial
Determinacgao de K

— L —
Q 0

‘meio homogéneo
X, equivalente X,

Figura 4.1 — Principio geral da homogeneizacdo em andlise limite.

X refere-se a posi¢do da particula na escala macroscopica (da estrutura), enquanto x designa
o vetor posi¢do da particula na escala microscopica (ou seja, do VER). G(X) denota o
dominio convexo que define o critério de resisténcia da estrutura. Um carregamento €
considerado suportdvel pelo sistema se for estaticamente admissivel e respeitar o critério de
resisténcia em todos os pontos do sistema. O conjunto de carregamentos potencialmente

suportaveis da estrutura Q € designado por K e é matematicamente expresso por:

k={0| 3o EA e 0(X)eG(X), VXeQ] (4.1)

onde E.A. significa “estaticamente admissivel”. K é um dominio convexo de R", onde n se
refere ao nimero finito de parametros de carregamento. Assim, um carregamento € suportivel
caso se encontre no interior do dominio K Os carregamentos, que se encontram na fronteira

de K, sdo designados carregamentos limites.

Em razdo da forte heterogeneidade da estrutura, a avaliacdo direta do dominio K se torna
bastante dificil. O emprego de um método de homogeneizagdo, que consiste em substituir a
estrutura inicial Q por uma estrutura homogénea associada, entdo se justifica para superar
esta dificuldade. Dispde-se, para tanto, do método da homogeneizacdo em andlise limite

(Suquet, 1983; de Buhan, 1986).
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A partir da estrutura heterogénea inicial Q, define-se uma estrutura homogénea associada
Qo (Figura 4.1 (c)) de mesma geometria da estrutura inicial, submetida ao mesmo

carregamento O e onde as capacidades de resisténcia sdo caracterizadas por um dominio de

resisténcia G™", idéntico em qualquer ponto da estrutura. O problema inicial da

determina¢do do dominio K dos carregamentos potencialmente suportdveis da estrutura Q ¢é
entdo substituido por um problema associado, que consiste em determinar o dominio K"" de

. L . A . h . .
carregamentos potencialmente suportaveis da estrutura homogénea associada Q™" , definido

por:

Khom :{g‘ 3 g EA e g(&)e Ghom(&), V&G .Q.hom } (42)

hom

A determinagdo de K necessita da determinacdo prévia do dominio de resisténcia

L, . h . . . A . . A
macroscopico G, que caracteriza as capacidades de resisténcia do material homogéneo

associado. Esta determinagdo de G"™" consiste na resolucio de um problema auxiliar de
andlise limite definido sobre o volume elementar representativo do material (Figura 4.1 (b)).
A determinacdo de G depende, entdo, da definicdo do VER, efetuada através da
especificagcdo das fases que constituem o material heterogéneo, da descricdo das suas
caracteristicas geométricas e mecanicas (resisténcia) e também a descri¢do da distribui¢cao
espacial (ou morfologia) das fases: a fracdo volumétrica e a forma e orientagdo das

heterogeneidades.

4.1.2 Critério de Resisténcia Macroscopico

O dominio de resisténcia macroscépico G™" caracteriza, em qualquer ponto da estrutura, as
capacidades de resisténcia do seu material constitutivo, limitando os estados de tensdao
macroscopicos. Sua construcdo ocorre através de um processo de resolu¢do de um problema
de andlise limite colocado sobre o volume elementar representativo do material analisado. No

caso de meios periddicos, da sua célula base.
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4.1.2.1 Meios Periodicos

Em geral, a definicdo de um modo de carregamento estd sujeita a determinagdo conjunta do
espaco vetorial § dos campos de tensdo estaticamente admissiveis e do espaco C dos
campos de velocidade cinematicamente admissiveis. No material com estrutura periddica,

dada a periodicidade da célula base, estes espacos sdo definidos da seguinte forma:

Um campo de tensdo ¢ definido em qualquer ponto x da célula base pertence a S se e

somente se o verifica:

o diva(x)=0 Vxe A,

. [O'] -n=0 ao longo de uma superficie de descontinuidade de ¢ de normal r,

® o-n antiperiédico em A.

A antiperiodicidade de o -n significa que os vetores de tensdo sdo opostos em dois pontos

quaisquer de dA, homdlogos por periodicidade, onde n € o vetor normal ao exterior.

Figura 4.2— Antiperiodicidade do vetor de tensao.

Da mesma forma, um campo de velocidade v pertence a C se e somente se:

* v¥x)=v(x)-D-x VxeA,

e y* periddico em A,

onde D é o tensor da taxa de deformacdo macroscdpica associado a v:

__L
204

IS

[(n®v+v®n)ds =(d) (4.3)
0A

ou igualmente:
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QzﬁjgdA+LJ.(ﬂz®[K]+[y]®gz)d2 4.4)

2[Af5
onde, d representa a taxa de deformacdo associada a vy, ¥ € o conjunto de superficies de

descontinuidades do campo de velocidade v e [y] o valor desta descontinuidades. n, designa

o vetor normal a X .

A periodicidade do campo v * significa que, em dois pontos quaisquer de dA, homdlogos por
periodicidade, v* possui valores iguais. Esta condi¢do pode ser expressa pelo fato que em

z

qualquer ponto da célula, a taxa de deformacdo é a soma de uma taxa de deformacdo

homogénea (sua média volumétrica D) e uma flutuagdo d* periddica, cuja média

volumétrica sobre A € nula:

d=D+d(x)* VxeA (4.5)

com

g*:%(grady*#gmdg*) <i*>=0 (4.6)

Suquet (1982) mostrou que os espagos S e C definem um modo de carregamento da célula
base que depende linearmente de seis parametros escalares. Mais precisamente, 0s

componentes em um sistema de referéncia ortonormal, do tensor de tensdes macroscopicas

§:<g> (média volumétrica sobre a célula base de todos os elementos o de §),

desempenham o papel de parametros de carregamento. Da mesma forma, os componentes do

tensor de taxa de deformacdo macroscopica D = <4 > representam os parametros cinematicos

associados por dualidade. Diz-se, entdo, que a célula base é submetida a um carregamento

macroscopico X, ou que uma taxa de deformagdo macroscépica D € imposta.

4.1.2.1.1 Definicdo estdtica de G™"

L. h . . . ~ s .
O dominio G™" constitui, portanto, o conjunto de todos os estados de tensdo macroscépica

Y, obtidos efetuando-se a média volumétrica sobre a célula base de todos os campos de tensao
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o periodicos, em equilibrio e respeitando o critério de resisténcia G(x) em qualquer ponto.

O critério de resisténcia macroscépico G™" depende, desta forma, das capacidades de
resisténcia dos diferentes materiais constituintes que compdem o meio heterogéneo, incluindo

as interfaces de contato entre estes materiais.

¢ ={z[3¢g € 5. (o)=L oweGW, vica] @D

E importante ressaltar que em funcdo da convexidade de G(x) em qualquer ponto da célula

L. h . . . L L
base, o dominio G, assim definido, é também convexo.

4.1.2.1.2 Definicdo cinemdtica (dual) de G™"

A convexidade de G™™ permite sua definicio de uma forma dual 2 da Equacdo 4.7. A

definicdo cinemadtica dual de G™™ se d4 através do emprego da sua funcdo suporte 7"" (D):
ﬂ'hom(g)z sup{@:Q; ;E Ghom} (4.8)
DeR* T )

De Buhan (1986) estabeleceu que:

(D) =min{(z(@)} (49)

onde v € um campo de velocidade cinematicamente admissivel, ou seja, composto por uma
velocidade com taxa de deformacdo homogé€nea mais uma perturbacdo periddica

(gz 2-)_c+y*). A taxa de deformagdo d, portanto, € também um campo periédico:

d=D+d* e amédia <d> calculada sobre a célula base € igual a D, uma vez que <i *> se

anula.

(7)) = ﬁjrz(g) dA*ﬁ [ 7, []) dx 4.10)

com 7 sendo a funcao de apoio do dominio G :
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VreA a(d)=sup{g:d, geG(x)}

VieX (.. [v)=sup{(c-n;)[v]. oeG(x)} D

As funcdes de apoio de um dominio sdo uma forma alternativa para a representacdo do

mesmo, ou seja, o dominio de resisténcia também pode ser representado empregando-se sua

fungﬁodeapoio(geG S Vg g:iéﬂ(g)).

Conhecida a fungdo de apoio 7", a definicdo cinemdtica de G™™" ¢ a seguinte:

G" = N {Z X:D< 7Z'h°m(D)} (4.12)

DeR® = =

ou seja, a intersecdo no espacgo das tensdes macroscopicas dos espacos definidos por (Figura

4.3):

i~
IS

<" (D) (4.13)

£:D=(7(d))

IS
IN

ﬂ.hom (2)

Figura 4.3— Abordagem cinemética de G™" .

4.1.2.2 Meios Ndo Periodicos

No material com estrutura periddica, onde é possivel definir uma célula base, o modo de
carregamento desta estd definido de forma tunica (as condicdes de periodicidade impdem de
maneira Unica as condicdes de contorno sobre a célula base). No caso de meios aleatérios ou
desordenados nao existe uma definicao unica para as condi¢des de contorno sobre o VER,

mas condi¢des de contorno compativeis com a regra das médias.
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Classicamente, dois modos de carregamento sdo adotados para definir a solicitacio do VER:

- através da imposi¢do de uma tensdo homogénea sobre o contorno do VER 9V :

‘n - VxedV (4.14)

g-n=

[lng

- através da imposicdo de uma taxa de deformagdo homogénea sobre o contorno do VER 9V :

v(x)=D-x  VxedV (4.15)

onde v(x) constitui o campo de velocidades no VER. Além disso, lembra-se que a taxa de

deformagdo d , associada a v, € dada pela relag@o:

gzé(gradx_/+tgrad\_z) (4.16)

Se o modo de carregamento é definido por (4.14), entdo € possivel mostrar que a tensao

macroscopica X é a média volumétrica sobre o VER da tensdo microscépica o . Por

definicdo, a taxa de deformacdo macroscopica D € obtida pela média volumétrica sobre o

VER da taxa de deformacao microscépica <d>

Para o caso em que o modo de carregamento € definido por (4.15), mostra-se que:

Q=élg(z) av =(d) 4.17)

e por defini¢do, a tensdo macroscopica ¢ a média volumétrica sobre o VER da tensdo

microscopica.

Uma vez que o modo de carregamento do VER no caso de materiais ndo periddicos pode ser
definido de duas formas diferentes, dispdem-se naturalmente de duas defini¢des distintas para

o dominio de resisténcia macroscopico.
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4.1.2.2.1 Tensdo Homogénea sobre o Contorno do VER

Considerando o modo de carregamento por tensdo homogénea, definido por (4.14), o dominio

[P . , . h . . .
de resisténcia macroscépico Gy € definido por

divg =0 (a)
LeG" «3cion=Ln VredV (b) 4.18)

ogx)eG(x) VxeV (o)
onde G(x) é o dominio de resisténcia do material no ponto x do VER, ou seja, o conjunto de
tensores de tensdo g(x) admissiveis. No caso do concreto refor¢ado com fibras, por exemplo,
tem-se o(x)e G" Vxe V" para a matriz, e g(x)€ G’ VxeV’ para as fibras. O dominio de
resisténcia, respectivamente, para a matriz e para as fibras, também pode ser representado
empregando-se seus critérios de  resisténcia: geG" & F'(0)<0 e
ceG’ & F/(0)<0, onde F" e F’ sdo respectivamente os critérios de ruptura da

matriz e da fibra. E importante salientar que para muitos materiais heterogéneos, como por

exemplo, o CRFA, a capacidade de resisténcia das heterogeneidades (fibras) € superior a da

matriz, ou seja, G < G’ .

Para a determinacdo de um limite inferior do dominio de resisténcia do meio homogeneizado

considera-se um campo de tensdo micro constante:

ox)=X VxeV (4.19)

Se o campo de tensdo Xe G", entdo g =X € estaticamente admissivel, uma vez que X

satisfaz equagdes de equilibrio (Equacdo 4.18 (a)) e € consistente com condicdes de contorno

(Equacdo 4.18 (b)). Adicionalmente, por defini¢do, ge G" e como G" cG’, tem-se

g€ G’ . Desta forma também a condi¢do (Equacao 4.18 (c)) € satisfeita.

Por definicao,

LeG™ = G"cG™ (4.20)
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A capacidade de resisténcia do meio homogeneizado €, portanto, maior do que a capacidade
de resisténcia da matriz, o que constitui um resultado intuitivo. O procedimento descrito
anteriormente, com a consideracio de um campo de tensdes, constitui uma abordagem

estatica.

Para a determina¢@o de um limite superior do dominio de resisténcia do meio homogeneizado,
considera-se uma taxa de deformacao constante no meio heterogéneo:
d(x)=D VxeV 4.21)

o qual corresponde a um campo de velocidade cinematicamente admissivel.

v(x)=D-x VxeV (4.22)

Trata-se da consideracdo da abordagem cinemadtica. Para tanto € necessdrio o emprego das

fungdes de apoio dos dominios de resisténcia da matriz e das heterogeneidades (no caso do

CRF, das fibras), respectivamente, 7" e zl.

hom z

A caracterizagdo cinemética do dominio G, empregando sua fungdo de apoio 7,"", é

descrita abaixo

VD X:D<m™(D) (4.23)
onde
7"(D) = min, (@) (4.24)

Através da abordagem cinemdtica, empregando-se 4.123, o teorema cinematico indica que:
LeG™ = L:D<(n(d)) (4.25)

Como d =D constante

LeGr = L:D<(n(D)=1-f)r"(D)+f7' (D) (4.26)

Introduzindo-se o dominio G, definido pela funcio de apoio 7€ (D)= <7£(2)>
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LeG™ = L:D<7°(D) V

IS

’ 4.27)
LeG*
€
G =G (4.28)

A combinagdo das abordagens estatica (Equacdo 4.20) e cinematica (Equacao 4.28) fornecem

para G{°" os seguintes limites

G" cG™ <G (4.29)

4.1.2.2.2 Deformagcdo Homogénea sobre o Contorno do VER

Considerando agora o modo de carregamento por deformacdo homogénea, definido por

. A . o . h . . .
(4.15), o dominio de resisténcia macroscépico G, € definido por

diva=0 (@)
LeGy" o0 £=(o) (b) (4.30)

g(x)eGx) VxeV (©

Seguindo o mesmo procedimento adotado anteriormente, para a determinacdo de um limite
inferior para o dominio de resisténcia do meio homogeneizado, considera-se um campo de

tensdo micro constante (Equagdo 4.19), o qual constitui uma abordagem estatica.

O campo simplificado de tensdo g =X satisfaz as equagdes de equilibrio (Equagao 4.30 (a))

e a regra das médias (Equacao 4.30 (b)):

£=(g)=(-f)(g) +f(g), =(-fL+fL=2 (4.31)

Neste caso, apenas condi¢des de contorno em taxa de deformagdo sdo consideradas.
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Além disso, se Xe G", entdo, por defini¢io, o€ G" e como G" cG’, tem-se o€ G’ .

Assim, também a condicdo (Equacdo 4.30 (c)) € satisfeita. Por definicao,

ge Ggom = Gm c Ggom (432)

Buscando-se determinar um limite superior para o dominio de resisténcia do meio
homogeneizado, considera-se uma taxa de deformagdo constante no meio heterogéneo
(Equacdo 4.21), a qual corresponde a um campo de velocidade cinematicamente admissivel

(compativel com as condi¢des de contorno do problema).

Novamente emprega-se o conceito de funcdo de apoio do dominio de resisténcia, neste caso

hom

, para a caracterizagio cinemética do dominio G :

VQ ;:QS " (D) (4.33)
onde
" (D)= min < n'(d)> )
v/v(x)=Dx ViedV = .

O teorema cinematico indica que
LeGym = L:D<(n(d)) (4.35)

Como d = D constante

LeGym = L:D<(n(D))=(1-f)x"(D)+f7' (D) (4.36)

Empregando o dominio G, introduzido anteriormente, e definido pela funcdo de apoio

(D) =(7(D)

(4.37)
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GY" <G (4.38)

A combinagdo das abordagens estatica (Equacdo 4.32) e cinematica (Equacao 4.37) fornecem

para G}’ os seguintes limites:

G" cGy" <G (4.39)

Na determinacgdo das capacidades de resisténcia macroscépica, diferentemente do que ocorre
na homogeneizacao eldstica linear, a equivaléncia entre as duas abordagens, com condi¢des

de contorno em tensdo e em deformagdo homogénea, ndo estd estabelecida.

Conforme visto anteriormente (no capitulo sobre elasticidade), a determinagcdo das
propriedades eldsticas macroscopicas através de condi¢des de contorno em tensdo e
deslocamento s@o equivalentes quando a condi¢c@o de separacdo de escalas é respeitada, ou
seja, quando o tamanho das heterogeneidades é muito menor do que o tamanho do VER. Esta

equivaléncia foi estabelecida por Hill (1967) e Mandel (1972).

Do ponto de vista puramente tedrico, as condi¢cdes de equivaléncia entre as duas abordagens
definidas pelas Equacdes 4.14 e 4.15 ndo estdo estabelecidas. Trata-se, portanto de um

problema que permanece aberto. Porém, € razoavel esperar que, se a condicdo de separacdo de

L . . L. h h . . Z »
escala ¢ satisfeita, os dominios G;"" e G, sejam pouco diferentes. E, entretanto, possivel

verificar que:

G c Gy (4.40)

Se o campo de tensdo Xe G)°™, entdo L obrigatoriamente satisfaz as condigdes 4.18 (a)
(divgzO), 4.18 (b) (g-gzgg VxedV) e 4.18 (¢) (g(g)e G(x) VxeV). As
condi¢des 4.18 (a) e 4.18 (c) também sdo condigdes para que X pertenga a Gy
(respectivamente, condi¢des 4.30 (a) e 4.30 (c)). A partir de 4.18 (b) é possivel mostrar
; = <g> Assim, se a tensao g satisfaz 4.18 (b), também satisfaz 4.30 (b), entdo Xe Gg"m e,

hom hom
portanto Gy < G, .
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Outra forma de se obter o0 mesmo resultado € através do emprego da abordagem cinemadtica.

Considera-se, neste caso, as fungdes de apoio para o dominio de resisténcia G;*" (Equagio

4.24) e para Gp™ (Equagdo 4.34). A partir de v(x)=D-x  Vxe dV é possivel mostrar

D= <i> , entao

" (D)<7, (D) = G <Gy 4D

4.2 DOMINIO DE RESISTENCIA PARA O CRFA

4.2.1 Critério de Resisténcia para o CRFA — Modelo Aproximado

No CRFA, as fibras estdo aleatoriamente distribuidas na matriz. Cada orienta¢do constitui
uma familia de heterogeneidades, caracterizada pela sua dire¢do. O CRFA constitui, portanto
um meio aleatério (Figura 4.4 (a)) composto por uma matriz cimenticia e pelas i (inteiro

qualquer) familias de fibras, cada qual caracterizada pela sua direcdo e, e pelo seu fator de
aspecto [, /d, (comprimento / didmetro). Observa-se que para o meio aleatdrio e, descreve

todas as dire¢des do espaco tridimensional.

A construgio do dominio de resisténcia macroscépico G™" para o CRFA resulta da
resolucdo de um problema de andlise limite colocado sobre o seu volume elementar
representativo. Para tanto € necessario o conhecimento dos dominios de resisténcia dos seus
constituintes (ou seja, da matriz de concreto, das fibras e da interface fibra-matriz), da sua

configuracdo geométrica e da fragdo volumétrica das fibras.

No presente estudo algumas simplificacdes foram adotadas para a obten¢do do dominio de
resisténcia macroscopico do CRFA de forma analitica. Primeiramente foi admitido que a
resisténcia macroscopica de um meio formado por fibras curtas aleatoriamente distribuidas
pode ser obtido considerando-se uma equivaléncia entre este material e um meio ficticio
definido por uma matriz de concreto reforcado com fibras longas. Uma segunda simplificagdo
refere-se a consideracdo de um meio ficticio com fibras longas dispostas em trés direcdes

perpendiculares para o estudo do meio aleatério, uma vez que a andlise com um nimero
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maior de direcdes envolveria uma formulacao mais complexa. Este conceito estéd representado

na Figura 4.4.

2 y 2
ISOTROPICO N ANISOTROPICO

(a) (b)

Figura 4.4 — Meio formado por fibras curtas aleatoriamente
distribuidas e meio ficticio associado.

Este meio ficticio devera apresentar um dominio de resisténcia macroscopico capaz de
aproximar aquele obtido para o meio reforcado com fibras curtas e aleatdrias. Para o
estabelecimento da correlacdo entre as propriedades de resisténcia destes dois meios, ou seja,
a determinacdo das propriedades ficticias a serem empregadas, sao necessdrias comparagoes
entre os resultados analiticos obtidos e aqueles verificados em experimentos ou andlises

numeéricas.

Assim como ocorre com as propriedades eldsticas, a resisténcia também € influenciada pelo
fator de aspecto das fibras e se aproxima a um limite assintético quando o fator de aspecto

aumenta (Kelly e Tyson, 1965). A influéncia do pardmetro [, /d, nas propriedades de

resisténcia do material compdsito pode ser obtida, por exemplo, ao se avaliar resultados de
experimentos ou de andlises numéricas de matrizes reforcadas com fibras de diferentes fatores
de aspecto. A comparacio destes resultados com os resultados analiticos, obtidos no presente
estudo, permite a defini¢cdo de propriedades ficticias variando em fun¢do do fator de aspecto

das fibras.

Quanto as propriedades de resisténcia da interface fibra-matriz, serd considerada aderéncia

perfeita entre os constituintes.
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4.2.2 Determinac¢do do Critério de Resisténcia Macroscépico para o CRFA

Compésitos formados por uma matriz reforcada por fibras longas dispostas
perpendicularmente em trés dire¢des (Figura 4.4 (b)) estdo incluidos na categoria de materiais
periddicos. Neste caso é, portanto, possivel definir uma célula base A, a qual € a estrutura
que se repete ao longo de todo o material compdsito e que contém todas as informagdes

necessdrias para a sua completa descrigao.

A determinagio do dominio de resisténcia macroscopico G™™ deste material heterogéneo e

periddico se reduz a resolucao do problema de anélise limite definido sobre a sua célula base:

divo =0 (e o-ncontinuo)

X=(o
reG"™ < 3o = <=> (4.42)
- - O -n antiperiddico

g(x)e G(x) Vxe A

onde X € a tensdo macroscopica e o representa o campo de tensdo microscopica em A.
G(x) é o dominio de resisténcia do material no ponto x de A, ou seja, o conjunto de

tensores de tensdo o(x) admissiveis. No caso da matriz, tem-se o(x)e G" Vxe A" e para

as fibras o(x)e G/ Vxe A’. Os dominios de resisténcia da matriz e das fibras podem

também ser representados empregando-se suas funcdes critério de resisténcia,

respectivamente, F" e F/ (ceG" & F"(0)<0 e ceG' & F/(0)<0). E

importante ressaltar que a Equacdo 4.42 representa a defini¢do estitica de G™" . A definicio

hom

cinemitica dual de G™" se dd através do emprego da sua funcéo suporte 7" (D), conforme

descrito anteriormente.

No caso de um compdsito reforcado por fibras longas dispostas em trés direcdes
perpendiculares, orientadas segundo os eixos do sistema de referéncia Oxyz (Figura 4.4 (b)),
se a abordagem estdtica é adotada, um campo de tensdo homogéneo por fase, que satisfaz
todas as condi¢Oes necessdrias do problema (Equacao 4.42), pode ser escolhido da seguinte

forma:
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m

o Vxe A",
o=y , = ; (4.43)
= g +o'e; ®gf Vxe A, f=x,y,2
com
g"eG" e o"+0'e, ®e, G’ (4.44)

A abordagem estdtica descrita, com a consideracdo de campos de tensio homogéneos por
fase, constitui uma aproximagdo de G"" pelo interior, uma vez que corresponde ao emprego

do teorema do limite inferior da analise limite:

Ghom — le - - C Ghom (4.45)

onde s refere-se a estaticoe f, = ‘Af ‘/ |A| ¢ a fracdo volumétrica das fibras.

Nas condi¢des particulares definidas por f<<1 e G’ =G’/ f>>G", onde G/ é um
f—0

dominio fixo convexo limitado (bounded convex domain), de Buhan e Taliercio (1991)

mostram que:

G"" =G = =R ' (4.46)

onde os pardmetros G =sup{0'|0gf ®e¢, € G-f} = fsup{0'| o¢, ®e¢, € Gf} =fo; e

~— “‘f _ . 1l _ — .
» =inf {G| oe,®e, €G } = finf {0'| oe,®e, €G } = fo, representam, respectivamente,
a resisténcia a tracdo e a compressao uniaxial das inclusdes por unidade transversal de area.

0'}' e 0, sdo, respectivamente, a resisténcia a tragdo e a compressao uniaxial das fibras.

Geometricamente, o dominio de resisténcia G™" para um compésito formado por uma matriz

refor¢ada por fibras longas dispostas em trés dire¢des perpendiculares, por exemplo, x, y e

Y X X sz’zyz} de tensdes macroscopicas

xx? Ty Tz Ty

7z, pode ser interpretado no espaco R® = {Z
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como o envoltério (envelope) convexo de oito dominios obtidos pela translagdo do dominio

. A . . . , . — + . _
de resisténcia da matriz das quantidades algébricas f.0, e f.0, aolongo doeixo £, f 0]
e f,0, ao longo do eixo £ e f.0. e f.0. ao longo do eixo X_ . Estas translagdes no

espaco das tensdes macroscopicas expressam o refor¢o devido a presenca das fibras.

A representagio geométrica do dominio de resisténcia G™" de um material compésito
refor¢cado com fibras em tr€s ou mais dire¢des ndo € trivial. Podem ser identificadas ao longo

do envoltdrio zonas onde um dos pardmetros, relacionados a tensdo nas fibras (o, o, e o))

tem um valor limite e também zonas onde dois ou trés destes parametros t€m um valor limite.

Na Figura 4.5, adaptada de Taliercio et al. (1991), esta representado de forma genérica o
dominio de resisténcia macroscépico no espago das componentes da tensdo macroscopicas

Y., X e X deum material compdsito formado por uma matriz reforcada com fibras nas

xx 2 Ty
direcdes x, y e z. Por uma questdo de clareza, o caso particular de uma matriz com um
dominio de resisténcia limitado e poliédrico é representado. As zonas identificadas como A
sd0 aquelas em que apenas um dos pardmetros (0, 0, e 0,) tem um valor limite, enquanto

que as zonas B e C sdo aquelas em que dois e trés parametros, respectivamente, t€ém um

valor limite.
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Figura 4.5 — Dominio de resisténcia macroscépico G™" no espaco das
componentes da tensdo macroscépicas ¥, ¥ e X_ de um material

refor¢cado por fibras longas nas direcdes x, y e z
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Na Figura 4.6 estd representada a interseccdo do dominio de resisténcia macroscopico com o

plano octaédrico. Neste caso, considera-se a matriz com dominio de resisténcia cuja

intersec¢do com o plano octaédrico € circular e as fibras nas trés dire¢Oes se apresentam na

mesma quantidade e mesmas resisténcias a compressao € a tracdo. Nesta representacdo podem

ser verificas as zonas B e C.
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Figura 4.6 — Interseccao com o plano octaédrico do dominio de

N . L. h . .
resisténcia macroscépico G de um material refor¢ado por fibras
nas direcdes x, y € z.

O dominio de resisténcia G™" também pode ser representado empregando-se sua fungio

critério de resisténcia F"”", ou seja, os estados de tensio Y que satisfazem o critério

macroscépico (Equacio 4.46) constituem o dominio convexo G™" , definido pelo critério de

resisténcia F""(£)<0:

by

S

Fhom (;) S 0 Py (447)

3
m
=0"+),0,¢,®¢,

i=1

F"(c")<0, o,€l,

I5)

com I, =[ff0';,ff0';] :

A determinacdo das expressdes matemadticas, que definem o dominio de resisténcia
macroscopico, ou seja, o envelope convexo dos oito dominios obtidos pela translacdo do

dominio de resisténcia da matriz, € possivel através da defini¢éo dos pardmetros o, O, € O,

que minimizam a fungao:
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g(0,.0,0)=F"(X~-0. ®e¢ ~0e Qe ~0.e ®c) (4.48)

L sendo prescrito. Ou seja:

h .
F™(@)=min F"(Z-0.¢ O¢ -0, B¢, ~0.¢ O¢,)

0').61}.
o.el.
€1z

(4.49)

As seguintes situacdes podem ser identificadas:

c.€dl,
° o, € ol v onde OI,, representa os valores limites do intervalo I,, definido
o, edl
anteriormente. Neste caso, os trechos do dominio de resisténcia macroscopico definidos como
C sao obtidos.
o.€dl,

e 10,€0l e permutaces de x, y e z, onde I,, representa os valores dentro do

o€l
intervalo I,. Neste caso, os trechos do dominio de resisténcia macroscépico definidos como
B sdo obtidos.
o.€0dl,

o

° o,€1, e permutacdes de x, y e z. Neste caso, os trechos do dominio de

o€l

resisténcia macroscopico definidos como A sdo obtidos.
o€l

; P . N . s, . h ~
® (0,€ I, . Neste caso, os trechos do dominio de resisténcia macroscépico G™" estdo

oecl

Z Z

localizados no espago complementar {Z Y X } de R’.

xy? T xz? T yz

Na segunda situagdo descrita acima, quando dois dos parametros atingiram os seus valores

limites, o terceiro é obtido anulando-se a derivada de g(O‘x,O'y,O'Z) correspondente. Por

exemplo, se 0, €dl_ ¢ o, € ol ,» 0. € obtido através de:
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%(ax,oy,qh?; (-0, ®e -0, Qe —0.e ®e )=
) (4.50)
aFm

- (E-0.e,®e -0 ®e -0 Qe )=0
ao_ = X=X X y=y y =z Z

Z

Em funcio da simetria que ocorre em relacdo as trés direcdes consideradas, a resolucdo dos

demais casos € obtida através de permutacdes de x, y e z.

Na terceira situacao descrita acima, quando apenas um dos parametros atingiu os seus valores

limites, os outros dois parametros sdo obtidos através do sistema formado pelas derivadas de

g(O'X,Gy,GZ) correspondentes anuladas. Por exemplo, se Gzealz, o, e O, sdo obtidos

através do sistema:

dg g
E(ax,ay,az):o e aT((ax’0><’0z):0 (4.51)

y

A resolucao dos demais casos € obtida através de permutacdes de x, y e z.

4.2.2.1 Matriz caracterizada pelo Critério de Drucker-Prager

Os conceitos descritos até 0 momento sao genéricos, ou seja, podem ser aplicados a matrizes
obedecendo a qualquer critério de resisténcia G™ (definido pela respectiva fungdo

F"(0)<0). Nesta secdo ¢ descrita a formulacdo para uma matriz com comportamento

isotrépico e que obedece ao critério de Drucker-Prager.

O critério de Drucker-Prager foi desenvolvido inicialmente para o estudo do comportamento
de solos. Entretanto, tem sido aplicado também para o estudo de rochas, polimeros, espumas,
concreto e outros materiais dependentes da pressao hidrostdtica. No espago tridimensional de
tensdes principais, a superficie de Drucker-Prager apresenta a forma de um cone regular com

vértice sobre o eixo hidrostético (o, =0, =0_) (Figura 4.7). No espago bidimensional de

tensdes (ou seja, considerando uma se¢do transversal do cone no plano de tensdes principais

(0,.,0,), por exemplo), ele representa um dominio com forma elipsoidal.
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Figura 4.7 — Representagdo grafica do critério de Drucker-Prager.

O critério de Drucker-Prager pode ser expresso da seguinte forma:

F"(0)= \E 5|+, (tre-0,)-0, <0 (4.52)

l .
onde Hg” =(s: g)é ¢ a norma do tensor de segunda ordem s, o qual € a parte desviadora de

o, ou seja, s=dev(o). o, representa o limite eldstico do material sob estado de tracdo

uniaxial. O escalar ¢, € um parametro adimensional variando entre O (critério de von Misses)

e 1, o qual considera a dependéncia do critério em relacao a tensdo hidrostética.

Observa-se que:

aF‘_m:\/Ei_Fal 453
oo V2f 29

Considerando as Equacdes 4.52 e 4.53, que expressam, respectivamente, o critério de

Drucker-Prager ¢ a derivada da fung@o que o define em relagdo a ¢, a resolucdo da Equac@o

4.50 leva a:

(0.+:) o)

3 2« 3
O =—|8 +—— 4 [ —L—4|S:5—=85_+
z 2 z 3 \/; (l_a,i \/= = 9 bed 2

0,-0,)(S,.-S,) (4.54)

onde S =dev(X) representa a parte desviadora do tensor de tensdo macroscopica.
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Dois dos trechos B do dominio de resisténcia macroscopico sdo entdo obtidos considerando-

Se:

f.o se 0, L f.O
como,=fo eoc, =fo0.
0.(Y)=4 o. oo V seo.el. (4.55)
ouo,=fo eo =fo
+ +
f.o. se 0,2 f,0,

na expressio F" E)=F"(X-0.,®¢, -0, ®e -0 ®e¢ ). Os demais trechos B sdo
obtidos pelas permutacdes de x, y e z nas Equacdes 4.50, 4.54 e 4.55.
Considerando as Equacdes 4.52 e 4.53, a resolucdo do sistema de equacdes 4.51 fornece as

expressoes para um dos trechos A . Do sistema 4.51 obtém-se:

0,=25,+8,+0 + 23— [s2 +57 +52
(4.56)

0, =25, +5, +0. +2 32—+ [$2 +52 + 52
J1-4a

O trecho A, do dominio de resisténcia macroscopico € entdo obtido considerando-se:

"o se 0. < fo,
0,(X)=q 0, como.=fo. seo,el,
o se 0.2 f.O!
; ) (4.57)
fyay §€ O-y S fyo-y
0,(L)={ 0, como,=f.0o" seoel
N +
1,0, se 0,2 f .0

na fungdo F'"(L)=F"(£-0,e,®e,—0,¢, ®e —0,e ®e.). Os demais trechos A sio

obtidos pelas permutagcdes de x, y e z nas Equacgdes 4.51, 4.56 e 4.57.

i + _ + _ + _ - _ - _ - _ +
E importante ressaltar que f.0; = f,0, = f.0. =—f,0, =—f,0, =—f.0_ =(f/3) o}, sendo

f afragio volumétrica das fibras e o7} a resisténcia a tragdo uniaxial das fibras.
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4.2.2.1.1 Direcoes das Tensoes Principais Colineares as Direcoes das

Fibras

Considerando-se as diregoes das fibras e das tensdes principais colineares, ou seja, X, =X
Y, =X ,E,=X_¢X =X_ =X =0,asseguintes expressdes sdo obtidas para os trechos

B do dominio de resisténcia macroscépico a partir das Equacdes 4.54 e 4.55:

(f1+f2)(f7_f8)

Trecho B,: X, = ,com 0, =fo.e0 =fo,
o
+f)(=f, +
Trecho B,: £, = it £)Eh+ ) ,com 0, =fo0,e0, =fo.
o -
Trecho B,: X, = (s _f6;(f7 — /i) ,com 0, = f0,e0,=f0,
9
(4.58)
—f+ +
Trecho B,: X, =( htf)h+ 1) ,com 0, =fo0, eo, =fo
o
-~ +
Trecho B;: X, = £ f4;(f7 £) ,com 0, =f,0,e0, =fo!
9
+ —_ j—
Trecho B,: X, = (it Ji )](c Hi=f) ,com o, = f.0/e0, =fo0,
9

sendo f,=v3(1-a)(-0,+0.-%,), f, —1-& (3a,(-0,~0.+%,,) 20, (1+a,)),
V3(1-a2)(o,-0.+%,), f4=F( a,(o, +o, Z,,,)+2am(1+am)),
V3(1-e2)(o,-0,-%,), f6=\/1——( a,(o,+0,-X,)+20, (1+0{m)),
=3amm, fi=B1-a) e f,=3(1-a)(1-4a2).
Enquanto as expressdes que definem os trechos B,, B,, B, e B, sio constantes para cada
escolha das propriedades da matriz e do reforgo e para cada £, as expressdes para os

trechos B, e B, sdo fungdes f(X,.X,)=0.

As expressOes obtidas para os trechos A do dominio de resisténcia macroscopico,
considerando-se as direcdes das fibras e das tensdes principais colineares, sdo descritas de

forma simplificada abaixo:
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3ee,0.+0,(c, +1)
3¢

m

Trecho A: X, =

,com 0, = [0

3a,0,+0,(x, +1) .
Trecho A,: X, = v ,com o, = f 0] (4.59)

m

3,0 +0, (o +1
Trecho A3: Z”[: m_z 3 m( m )
o

m

— +
,com O, = f,0,

Através das expressOes acima, verifica-se que os trechos A, A,, € A, sdo constantes em
relagdo as componentes da tensdo macroscopicas X, , X, e X, , respectivamente. Os planos

definidos pelas expressdes 4.59 correspondem a planos sobre quatro vértices de quatro

dominios obtidos pela translagao do dominio de resisténcia da matriz.

€

f CRFA CRFA
c cb ’

As resisténcias a compressao uniaxial e biaxial do CRFA, respectivamente,

podem ser estimadas, através das consideragdes adotadas nesta secdo, pelas seguintes

expressoes:

Q+a,)(f/3o;+(+a,)0,

1= (@, 1)
fCRFA _ (2- a,) (f/3)0'; +(+a,)0,
@ Qa, -1)

sendo f a fragdo volumétrica das fibras e o a resisténcia a tragdo uniaxial das fibras.

Na Figura 4.8 observa-se a intersec¢do do dominio de resisténcia macroscopico de um

composito reforcado com fibras nas diregdes x, y e z com o plano X, /X =0 ao se
considerar uma matriz obedecendo ao critério de Drucker-Prager. ¥, € uma tensdo de
referéncia. As interseccdes com o mesmo plano do dominio de resisténcia da matriz e dos oito
dominios obtidos pelas suas translagdes f.o.e, + yafgy+ fzofgz, também podem ser

visualizadas. E possivel verificar que o dominio de resisténcia macroscopico do compdsito é o

envoltdrio convexo destes oito dominios.
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X, /%, 5
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Drucker-Prager (matriz)
Trechos B
Trechos C

Figura 4.8 — Dominio de resisténcia macroscépico G™" no plano
X,,X,, de um composito reforgado nas direcbes x, y e z e cuja

resisténcia da matriz € representada pelo critério Drucker-Prager.

Na Figura 4.9 estdo representadas as intersec¢des do dominio de resisténcia macroscopico do

composito com os planos X, /Y, =0, X,/X =07, X,/X, =141, X,/X,=2 e

Y, 1X,=3,41. As intersec¢des do dominio de resisténcia da matriz com estes planos

(elipses) também estdo representadas.
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Figura 4.9 — Interseccdes de G™” e do dominio de resisténcia da
matriz com os planos X, /X, =0, X, /X, =0,7, X, /X,=1,41,

Y. /5, =2eX, /%, =341,

No plano ¥, =(3e,0,+0,(x,+1)/3c,, com o, = f.0_, estdo localizados os vértices dos

dominios de resisténcia obtidos pelas translagdes f.o e + f),O'yigy+ f.0. e, (translacdo

Z
vertical negativa) do dominio de resisténcia da matriz. Neste plano, os trechos C,, C, e C,
representam trés pontos (os vértices) e os trechos A, e B, e A, e B, se interceptam, ou seja,

ocorre a intersec¢ao entre os mesmos. Para tensdes X, abaixo deste valor (plano), apenas os

trechos definidos como B e C ocorrem, assim como mostrado na Figura 4.8. Para tensodes

acima deste valor, as equagdes dos trechos A, e A, passam a definir o dominio de resisténcia
macroscopico substituindo, respectivamente, as equagdes dos trechos B, e B, , como pode ser
visualizado na Figura 4.9. No plano X, =3¢, 0, +0, (e, +1) /3¢, , com o, = f.0., por
sua vez, estdo localizados os vértices de todos os dominios de resisténcia obtidos pelas
translagdes f.0 e + fyof e, + f.07 e. (translagdo vertical positiva) do dominio de resisténcia

da matriz. Neste plano estd localizado o trecho A, do dominio de resisténcia macroscopico do
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composito. Estados de tensdes onde X, possui um valor maior que este plano, representam a

ruptura do material.

4.2.3 Qualificacdo do Modelo Analitico

Com o objetivo de qualificar a relevancia dos resultados analiticos obtidos, efetua-se, nesta
secdo, a comparacdo dos mesmos com dados experimentais disponiveis na literatura.
Adicionalmente e com 0 mesmo objetivo, a resolucdo do problema de andlise limite colocado
sobre o volume elementar representativo do material é efetuada numericamente. Para tanto,
uma ferramenta numérica baseada no Método dos Elementos Finitos e na Teoria da
Plasticidade até atingir o regime de escoamento plastico livre é empregada. Os resultados
numéricos sao também comparados aos analiticos. A abordagem numérica, além de permitir
qualificar a relevancia do modelo, permite analisar a influéncia da geometria real das fibras

sobre a resisténcia do compdsito.

4.2.3.1 Comparacdo dos Resultados Analiticos com Dados Experimentais

Os resultados obtidos a partir da teoria da homogeneizacdo e da andlise limite sdo
comparados, nesta secdo, aos resultados experimentais de Yin et al. (1989), de Lim e Nawy
(2005), de Swaddiwudhipong e Seow (2006) e de Peres (2008), executados em concreto

reforcado com fibras de aco.

Na andlise, as propriedades reais do meio aleatério sdo usadas para a caracterizagdo do meio

ficticio empregado (Figura 4.4).

Yin et al. (1989), em seus experimentos, empregaram fibras com razao de aspecto [, /d, = 60
e fracdo volumétrica de f = 1% e 2%. As resisténcias a compressdo uniaxial e a compressao
biaxial da matriz de concreto eram, respectivamente, f" = 37,6 MPae f; =134f". Através

destas resisténcias, obtém-se os seguintes valores para os parametros do critério de Drucker-

Prager: «,=0,2023 e o0, =24,94 MPa. As fibras apresentavam uma resisténcia a tragdo

uniaxial de 414 MPa. Na Figura 4.10 estdo representados os resultados experimentais de Yin

et al. (1989) e aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas).
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Figura 4.10 — Dados experimentais de Yin et al. (1989) e resultados
analiticos do presente estudo.

Lim e Nawy (2005), em seus experimentos, empregaram fibras com razdo de aspecto [, /d, =
70 e fragdo volumétrica de f= 0,5% 1% e 1,5%. As resisténcias a compressao uniaxial e a

compressao biaxial da matriz de concreto eram, respectivamente, f"= 82,3 MPa e

c

f=120f". O valor de f, =1,16f" foi, entretanto, considerado para que a superficie de

Drucker-Prager melhor se aproximasse dos demais pontos experimentais de resisténcia da

matriz de concreto sob compressdo-compressdo biaxial. Através destas resisténcias ( f" =
82,3 MPa e f, =1,16f"), obtém-se os seguintes valores para os pardmetros do critério de
Drucker-Prager: ¢, =0,12 e o, =64,5 MPa. As fibras apresentavam uma resisténcia a tracao

uniaxial de 1115 MPa. Na Figura 4.11 estdo representados os resultados experimentais de

Lim e Nawy (2005) e aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas).
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Figura 4.11 — Dados experimentais de Lim e Nawy (2005) e
resultados obtidos no presente estudo.

Swaddiwudhipong e Seow (2006), em seus experimentos, empregaram fibras com razdo de

aspecto lf/dfz 55 e fragdo volumétrica de f= 0,5% 1% e 1,5%. As resisténcias a

compressdo uniaxial e a compressdo biaxial da matriz de concreto eram, respectivamente,

f'=2296 MPa e f, =123f". Através destas resisténcias, obtém-se os seguintes valores

para os parametros do critério de Drucker-Prager: ¢, =0,1575 e o, =16,754 MPa. As fibras

apresentavam uma resisténcia a tracdo uniaxial de 1100 MPa. Na Figura 4.12 estdo
representados os resultados experimentais de Swaddiwudhipong e Seow (2006) e aqueles

obtidos no presente estudo (linhas continuas).
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Figura 4.12 — Dados experimentais Swaddiwudhipong e Seow (2006)
e resultados obtidos no presente estudo.

Peres (2008), em seus experimentos, empregou fibras com razdo de aspecto [, /d, = 44 ¢
fracdo volumétrica de f= 0,5% 1% e 1,5%. As resisténcias a compressdo uniaxial e a

compressdo biaxial da matriz de concreto eram, respectivamente, f"= 28,24 MPa e

o =116f". Através destas resisténcias obtém os seguintes valores para os parametros do
critério de Drucker-Prager: «,=0,121 e o, =22,13 MPa. As fibras apresentavam uma

resisténcia a tracao uniaxial de 1200 MPa. Na Figura 4.13 estdo representados os resultados

experimentais de Peres (2008) e aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas).
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Figura 4.13 — Dados experimentais de Peres (2008) e resultados
obtidos no presente estudo.

Os resultados apresentados acima confirmam que o uso do critério de Drucker Prager é
adequado para o estudo do concreto sob estado de compressao biaxial. Este critério apresenta
uma formulacdo mais simples do que os critérios de Ottosen e Willan-Warnke, por exemplo,
nao permitindo a caracterizacdo do comportamento a tragdo € a compressao com 0s mesmos
parametros. Entretanto ele permite realizar o estudo proposto, empregando as teorias da

homogeneizagdo e da andlise limite, de forma analitica.

O efeito de “expansdo” que ocorre no critério de resisténcia da matriz de concreto ao se
adicionarem fibras pode ser obtido por meio da abordagem empregada no presente estudo.
Todavia, através da comparagao com os resultados experimentais de Yin et al. (1989) e Peres
(2008), verifica-se que os resultados obtidos subestimam os valores da resisténcia a
compressdo biaxial e superestimam os resultados da resisténcia a compressdo uniaxial. E
importante ressaltar, primeiramente, que outros estudos (Williamson, 1974; Narayanan e
Darwish, 1987; Bentur e Mindess, 2006; Lim e Oh, 1999) indicaram que o aumento da
resisténcia a compressao uniaxial, em fun¢do da adi¢do de fibras, pode ser maior do que

aquele encontrado nos experimentos de Yin et al. (1989) e de Swaddiwudhipong e Seow
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(2006). Além disso, os ensaios descritos nesta secdo foram realizados em corpos de prova
com dimensdes maiores segundo as duas dire¢des de aplicacdo de carga: Yin et al. (1989) —
15,2x15,2x3,8 cm3, Swaddiwudhipong e Seow (2006) — 15x15x4 cm3, e Peres (2008) —
15x15x5 cm’. Esta configuragdo de corpo de prova pode causar uma maior concentracido de
fibras segundo as suas maiores dimensdes e, portanto, segundo as direcdes de carregamento.
Este fato pode justificar a grande diferenca encontrada entre os dados experimentais de

resisténcia do CRFA sob compressao-compressao biaxial e os resultados analiticos.

Melhores aproximagdes foram encontradas ao se comparar o modelo analitico e os dados
experimentais de Lim e Nawy (2005). Nestes experimentos foram empregados corpos de
prova ciibicos (10x10x10 cm?), os quais podem ter possibilitado uma distribuicdo aleatéria

tridimensional para as fibras.

Finalmente, uma vez que a anélise foi realizada considerando-se um meio ficticio com fibras
longas e as propriedades reais dos materiais, era esperado que fossem obtidos resultados
maiores para o critério de resisténcia do material reforcado, em relacdo aos dados
experimentais para fibras curtas. Estudos numéricos realizados, e detalhados na préxima

se¢do, buscaram avaliar a influéncia de [, /d; na resisténcia do material compésito e nas

propriedades ficticias do meio ficticio empregado. Entretanto, a comparagdo dos resultados
obtidos aos dados experimentais de Yin et al. (1989), Lim e Nawy (2005) e Peres (2008),

indicam que para valores usuais da razdo de aspecto [, /d,, o uso das propriedades reais para

a caracterizagdo do meio ficticio pode ser apropriado. Seguindo este raciocinio, o fato dos
resultados analiticos terem sido maiores, em relacdo aos dados experimentais de
Swaddiwudhipong e Seow (2006), pode estar relacionado a consideracdo de aderéncia
perfeita entre constituintes do material compdsito, o que equivale a considerar o material da
interface fibra/matriz com resisténcia infinita. Uma abordagem mais apropriada deve

considerar as propriedades de resisténcia da interface na formulagao do dominio de resisténcia

macroscépico G™".

4.2.3.2 Comparagdo dos Resultados Analiticos com Simulacoes Numéricas

A fim de avaliar a relevancia e a precisdo do modelo, os resultados analiticos foram

comparados também com aqueles obtidos através de simula¢des numéricas das propriedades

Um Modelo Constitutivo para o Concreto Reforcado com Fibras de Ago via
Teoria da Homogeneizagdo



140

de resisténcia do CRFA. Para tanto, o problema de andlise limite formulado sobre o volume
elementar representativo (VER) do CRFA foi resolvido numericamente através de uma

ferramenta numérica baseada no método de elementos finitos, no contexto da plasticidade.

Por simplicidade, um VER cubico, de lado [,,,, é considerado. O carregamento do VER ¢

definido pela deformacao macroscépica:

E=E(¢, Qe +ye, ®e)  com E, >0 (4.60)

onde o parametro real ¥ estabelece o caminho de carregamento no espago bidimensional de
deformagdes macroscopicas (estabelece a propor¢do com que a deformagdo E, € aplicada na
dire¢do do versor e em relagdo a diregdo do versor ¢ ). Este carregamento permitiu a

comparagdo dos resultados numéricos com os resultados do modelo analitico no espago

bidimensional (plano) de tensdes macroscépicas X,,X, .

Admite-se uma distribuicio simétrica de fibras de forma que apenas um oitavo da geometria
do VER, com condicdes de contorno apropriadas, seja considerado para a andlise numérica

(Figura 4.14).

Elemento finito
de 20 noés

Figura 4.14 — VER e deformacao macroscopica considerados nas
simulacdes numéricas.

Elementos finitos hexaédricos quadraticos de 20 nds foram utilizados para a discretizagdo
geométrica da matriz de concreto. Quanto aos elementos de reforco, as fibras foram geradas
aleatoriamente e inseridas nos elementos finitos da matriz de concreto. Esta consideracio é
possivel através do emprego do Modelo Incorporado (embedded model) (Elwi e Hrudey,

1989), comumente usado na andlise de estruturas de concreto armado. Neste modelo a
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localizacdo e a geometria das fibras sdo independentes da malha de elementos finitos o que
permite que as elas sejam colocadas em qualquer posicdo no dominio do problema. Os
deslocamentos nodais das fibras, por sua vez, sdo escritos em fun¢ao dos deslocamentos dos
nés dos elementos finitos de concreto onde elas estdo inseridas, sendo considerada
compatibilidade de deslocamentos entre seus pontos e os pontos de concreto localizados na

mesma posicao.

Os elementos de reforco, assim considerados, contribuem com a rigidez e com o trabalho de
deformacao interna do elemento (ou dos elementos) no qual eles estdo inseridos, uma vez que
na formulagdo do modelo incorporado a matriz de rigidez e o vetor de forgas internas,
referentes as fibras, sdo adicionados, respectivamente, a matriz de rigidez e ao vetor de forcas

nodais internas do elemento correspondente.
E importante ressaltar que foi admitida aderéncia perfeita entre a matriz de concreto e fibras.

A distribuicao espacial e a orientagdo das fibras sdo geradas aleatoriamente por meio de um
procedimento especifico utilizando a funcdo intrinseca RAN da linguagem de programacao

Fortran.

Quanto ao comportamento dos materiais concreto e aco, ambos sdo considerados com
comportamento elastoplastico perfeito. No caso do concreto, considera-se a superficie de
Drucker-Prager (Equacdo 4.52) e plasticidade associada para a caracterizacdo da plastificacdo

do material. As fibras, por sua vez, sdo consideradas resistindo apenas a esforcos axiais na sua

diregdo. Condigdes uniaxiais do tipo 0, <o <07 sio desta forma, utilizadas para descrever o

seu comportamento, sendo necessdrio apenas o conhecimento da tensdo que caracteriza o

inicio do comportamento pldstico. A andlise elastopldstica é realizada empregando-se o

algoritmo de retorno de tensdes apresentado por Owen e Hinton (1980).

Uma vez obtida a solucdo numérica, a tensao macroscopica é calculada por meio de

integrais de superficie:

14

1
(@)= j o(x)dV = aj x® (o) dS 4.61)
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Os tamanhos adotados para o VER e para as fibras foram, respectivamente, [, =20 cm e

[ =3 cm. Os valores adotados para o fator de aspecto e para a fracdo volumétrica das fibras

foram, respectivamente, 20 e 100 e 0,5%, 2% e 5%.

Os parametros o, e «, da superficie de Drucker-Prager foram escolhidos de forma que as
resisténcias a compressdo uniaxial e biaxial fossem adequadamente caracterizadas. Assim
apenas tensdes de compressdo foram avaliadas. Concretos com quatro diferentes resisténcias a

compressdo uniaxial, f” = 30 MPa, 50 MPa, 70 MPa e 120 MPa, foram analisados; todos

eles com uma resisténcia a compressdo biaxial igual a f)' =1,16f". Quanto as fibras de aco,

valores de 0'; =—C

- = 1000 MPa foram adotados para a resisténcia a tragdo uniaxial.

Aplicou-se de forma incremental uma deformagdo macroscopica E;, =-0,05, variando-se o
parametro ¥ entre -0,5 e 1. Para cada valor de y determinou-se o ponto grifico (X,,X,),
referente a um estado de tensdes limites. Com o conjunto dos resultados obtidos ao se variar o
parametro ¥, € possivel visualizar o dominio de resisténcia macroscopico do material

analisado. Os resultados numéricos sdo representados graficamente na Figura 4.15 juntamente
com os resultados analiticos descritos na sec¢do anterior, considerando-se as dire¢des das

tensoes principais e das fibras colineares.

As linhas continuas representam os resultados analiticos para o dominio de resisténcia do
CRFA, enquanto que os simbolos se referem aos resultados numéricos. Apenas os resultados

numéricos para o CRFA com fator de aspecto [/, /d, =100 s@o apresentados uma vez que 0s

resultados obtidos para os dois diferentes fatores de aspecto analisados (20 e 100)

apresentaram diferencas insignificantes.
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Figura 4.15 — Resultados numéricos e correspondentes resultados
analiticos.

A comparagdo das duas abordagens indica que as estimativas da resisténcia, obtidas para o
meio ficticio, superestimam a resisténcia de um meio reforcado com fibras curtas
aleatoriamente distribuidas. Isso acontece porque a fibras curtas se encontram isotropicamente
distribuidas na matriz de concreto, enquanto no meio ficticio as fibras se encontram
concentradas segundo as direcdes principais de carregamento, conduzindo a estimativas para
as propriedades de resisténcia que superestimam as reais. Este fato sugere a andlise da

influéncia da direcdo da aplicagdo do carregamento em relacdo a direcdo das fibras no

dominio de resisténcia macroscopico.
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Em relag@o ao fator de aspecto [, /d,, as simulagdes numéricas indicaram que este pardmetro

apresenta pouca influéncia nas propriedades de resisténcia do compoésito. De fato, estudos
experimentais (Nunes e Agopyan, 1998; Bayramov et al. 2004; Garcez, 2005; Yazici et al.,
2007, Koksal et al., 2008, Géis, 2010), bem como a presente andlise numérica, parecem
indicar que o fator de aspecto (valores usuais) tem pequena influéncia sobre as resisténcias a
tracdo e a compressdo uniaxial do CRFA. O trabalho de Kolle (2006), por sua vez, indica a

mesma tendéncia para a resisténcia do CRFA sob estados de tensao biaxial.

Novas andlises numéricas, envolvendo um numero maior de elementos finitos, sdo

necessdrias para investigar o efeito de [, /d, sobre a resisténcia do compdsito. Apesar da

pequena quantidade de fibra adicionada ao concreto, tal tarefa seria, no entanto, excessiva em

termos de custo computacional. Na realidade, para valores usuais de f, entre 0,5 e 5%, a

influéncia de /, /d, ndo deverad ser significativo.

4.2.4 Discussao sobre as Hipoteses Adotadas no Modelo Analitico

4.2.4.1 Influéncia da Dimensdo da Fibra

Assim como ocorre para um meio refor¢ado com fibras longas, a determinacdo do dominio de
resisténcia macroscépico de um meio reforcado com fibras curtas € possivel através da
resolucdo de um problema de andlise limite definido sobre o seu volume elementar

representativo (VER).

No caso de um meio reforcado com fibras curtas distribuidas periodicamente, o dominio de
resisténcia macroscopico € definido de forma semelhante ao dominio de resisténcia

macroscopico para o meio reforcado com fibras longas (Equagao 4.42).

No caso de um meio reforcado com fibras curtas aleatoriamente distribuidas (Figura 4.4 (a)) e
considerando-se o modo de carregamento do VER através da imposicdo de uma taxa de
deformacdo homogénea sobre o contorno do mesmo, o dominio de resisténcia macroscépico é

definido por:
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diva=0 (e g-n continuo) (a)

LeGy" o 3o £=(o) (b) (4.62)

ag(x)e G(x) VxeV (c)

Ao se estudar um meio periddico reforcado com fibras longas, a escolha do campo de tensao
homogéneo por fase, expresso nas Equacdes 4.43 e 4.44, permite que todas as condicdes
necessdrias para a resolucdo do problema de andlise limite, definido sobre a sua célula base,
sejam satisfeitas. No caso de fibras curtas, este mesmo campo de tensdes ndo pode ser

empregado, uma vez que a condicdo de continuidade dos vetores de tensdo (o -n) atuando

7z

sobre a interface fibra/matriz I" ndo ¢é satisfeita nas extremidades das fibras, conforme

descrito na sequéncia.

Considerando-se uma fibra curta posicionada paralela ao eixo coordenado x, as extremidades
- r r . .
das fibras apresentam como o vetor normal n =e¢_ou n =-¢ . Assim, nas extremidades

f

das fibras, (c_f — g’")-gx =0’ e, ndo é igual a zero se o’ #0. Este campo de tensdo nio

representa, portanto, um campo de tensdo apropriado para o estudo de uma matriz refor¢ada

com fibras curtas. Um campo mais adequado para a resolucdo do problema é aquele cujo

componente de tensdo o apresenta uma redugdo de valor a partir de certo comprimento da

fibra (/,) atingindo o valor 0" nas extremidades da mesma, conforme esté representado na

Figura 4.16.

XX

my st
ol+o

Figura 4.16 — Possivel campo de tensdes em uma fibra curta.

O emprego deste campo de tensdo permite que a condi¢do de continuidade do vetor de tensdao
g

-n na interface entre a fibra curta e a matriz I" seja satisfeita ao longo de toda a interface.
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. s : . ) l
Entretanto, o mesmo viola o equilibrio (divo =0 ) nos intervalos > Sx<-l el <x< 5

Assim, um campo de tensdo mais apropriado para a resolucdo do problema é aquele que

7

m

apresenta os demais componentes do tensor de tensio ¢’, ou ainda de o’ e de o”,

variaveis, satisfazendo as condicdes de equilibrio.

A definicao de tal campo de tensao e a resolug@o analitica do problema empregando o mesmo
€ uma tarefa complexa. Uma alternativa para o estudo de um material reforcado com fibras
curtas €, entdo, a aproximacdo deste meio por um meio ficticio reforcado com fibras longas,
cuja solucdo analitica ja é conhecida. Ou seja, admite-se que a resisténcia macroscopica de
um meio formado por fibras curtas pode ser obtido considerando-se uma correspondéncia
entre este material e um meio ficticio definido por uma matriz reforcada com fibras longas.

Este conceito foi empregado no presente estudo e estd representado na Figura 4.4.

Conforme descrito anteriormente, para o estabelecimento da correlacdo entre as propriedades
de resisténcia destes dois meios, ou seja, a determinacdo das propriedades ficticias a serem
empregadas, sdo necessdrias comparacdes entre os resultados analiticos obtidos para
compositos com fibras longas e aqueles verificados em experimentos, andlises numéricas ou

mesmo modelos analiticos disponiveis.

No resultado obtido a partir das teorias da andlise limite e homogeneizacao, descrito na se¢ao

anterior, o dominio de resisténcia macroscopico de um meio reforcado com fibras longas é

dependente de quatro pardmetros: a resisténcia da matriz F"(c")<0, as resisténcias a

compressdo o, € a tragdo o uniaxiais e a fragdo volumétrica f das fibras. No caso de

fibras constituidas de material com resisténcias a compressdo e a tracdo uniaxiais
semelhantes, como por exemplo, as fibras de aco, e uma vez que o dominio de resisténcia

macroscopico € fungdo das resisténcias a tragdo e a compressdo uniaxiais das inclusdes por
unidade transversal de drea o, =‘ f O';‘ =‘ f 0';‘, o dominio de resisténcia macroscépico do
meio ficticio pode ser obtido através da determinacdo de apenas dois parametros ficticios,
F m(g"’) <0 e o,. Considerando-se as resisténcias das matrizes do meio ficticio e do meio
real semelhantes, apenas o parimetro o, devera ser determinado e através dele os efeitos na

resisténcia do composito da geometria das fibras, da interagdo entre as mesmas e da
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concentracdo de tensdes na matriz geradas pela presenca das fibras podem ser levados em

conta.

No caso do CRFA, onde as fibras estdo dispostas de forma aleatéria e onde a sua fragao
volumétrica € pequena (f<5%), estudos experimentais (Nunes e Agopyan, 1998; Bayramov et
al. 2004; Garcez, 2005; Yazici et al., 2007, Koksal et al., 2008, Géis, 2010) mostram que
ocorre uma pequena variagao das resisténcias a compressao e a tra¢do uniaxiais do compoésito
ao se variar o fator de aspecto das fibras. O trabalho de Kolle (2006), o qual analisa a
resisténcia do CRFA sob estados de tensdo biaxial (compressdao-compressdo, compressao-
tracdo), avaliando inclusive a influéncia do fator de aspecto, indica a mesma tendéncia. As
andlises realizadas no presente estudo também indicam este comportamento. Para estados
mais complexos de tensdo, os resultados experimentais disponiveis ndo permitem avaliar a

influéncia deste parametro (/,/d, ) na resisténcia do CRFA.

No caso de outras matrizes refor¢cadas com fibras curtas como, por exemplo, aquelas
estudadas por Kelly e Tyson (1965) (matriz de cobre reforcada com fibras de tungsténio ou
molibdénio), por Chen (1971) e por Halpin e Kardos (1978), a influéncia do fator de aspecto
das fibras na resisténcia do compdsito € significativa. Halpin e Kardos (1978) propdem um
fator de redugo de resisténcia em fung@o de [, /d, , entretanto os seus estudos estdo baseados
em compositos reforcados com grandes quantidades de fibras curtas (entre 20% e 40%)

dispostas periodicamente em uma direcao.

4.2.4.2 Direcoes das Tensoes Principais e das Fibras Ndo Colineares

A resisténcia biaxial do compodsito formado por matriz e fibras longas dispostas
perpendicularmente em trés dire¢des, quando as direcdoes das tensdes principais nao

coincidem com aquelas das fibras, é avaliado nesta secao.

Consideram-se estados de tensdo definidos pelas tensdes principais X, ¢ X, (X, =0). As
direcdes das tensdes principais sdo definidas através dos angulos de Euler i, ¢ e € em
relacdo as fibras (Figura 4.17). Os angulos ¥ e @ definem a orientacdao do vetor normal ao

plano no qual as tensdes principais agem. Enquanto ¢ define a orientacdo de ¥, e X, em tal
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plano. O caso discutido nas se¢des anteriores representa a situacdo em que ¥, @ e @ sio

nulos.

Figura 4.17 — Direcdes das fibras e das tensdes principais e angulos de
Euler.

E importante notar que, de forma rigorosa, as dire¢des das tensdes principais macroscopicas

(£,, X, eX,,) sdo conhecidas, e o triedro formado pelas dire¢des das fibras é definido pelos

angulos ¥, @ e 6. A resolugdo deste problema, entretanto, equivale a considerar o triedro

das direcdes das fibras como fixo e as direcdes das tensdes principais definidas pelos angulos

v, ¢ e @ emrelagdo ao triedro das fibras, assim como se considerou no presente estudo.

As expressdoes do dominio de resisténcia macroscopico sdo obtidas através do uso das

Equacdes 4.54, 4.55 e permutacdes e 4.56, 4.57 e permutacdes na funcio F'" (%),

considerando-se X (¥,,X,.X, . ¥,9,0). A substituicio de varidveis realizada

(Ffmm ) - F'" (2,22, W, @, 0)) ¢ descrita no Anexo C.

Figura 4.18 (b) mostra o dominio de resisténcia quando uma das direcdes de tensdes
principais € uma das direcoes de fibras sdo colineares e as demais direcdes das tensdes
principais estdo a 45° em relacdo as demais direcoes de fibras. A Figura 4.18 (c¢) mostra o
dominio de resisténcia para uma orientacdo genérica das direcdes das tensdes principais em
relagdo as fibras (sem colinearidade ou simetria significativa). A resisténcia biaxial quando as

direcdes das tensoes principais e das fibras sdo colineares também € representada (Figura 4.18

(a)).
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Figura 4.18 — Dominios de resisténcia biaxial para diferentes angulos
de Euler para um compdsito cuja resisténcia da matriz é representada
pelo critério Drucker-Prager.

Os resultados apresentados na Figura 4.18 mostram que para todas as situacdes consideradas,
a resisténcia biaxial aumenta para qualquer combinag¢do de tensdes principais. No segundo

caso (b), o ganho maximo de for¢ca produzida pelas fibras é obtido quando as duas tensdes

principais sdo iguais (£, =X, ). A Figura 4.18 (c) indica como a presenga das fibras fornece

um aumento limitado na resisténcia do compdsito quando uma orientacdo genérica €

considerada (=45 ,¢p=45 e 8 =45).

Estes resultados indicam a importancia de considerar a anisotropia no estudo de compdsitos

refor¢ados com fibras longas dispostas em trés direcdes perpendiculares.

A avaliacdo dos resultados analiticos, considerando valores ndo nulos para ¥, ¢ e € (Figura
4.18) e a comparacdo dos resultados analiticos e numéricos (Figura 4.15) sugere que se
definam valores para os angulos (¥, ¢ e @) de tal forma que as estimativas analiticas se

tornem préximas aos resultados numéricos.

Para a definicdo dos angulos i, ¢ e € que fornecem resultados analiticos mais apropriados,
as resisténcias analiticas a compressdao uniaxial e biaxial do CRFA foram avaliadas,
considerando-se diferentes valores para esses angulos. Concretos com duas resisténcias a
compressdo uniaxial distintas, de 30 MPa e 70 MPa, foram empregados. A Figura 4.19
permite a comparagdo da resisténcia a compressao uniaxial obtida nas andlises numéricas e da

resisténcia obtida variando-se as dire¢des principais de carregamento. Considerou-se
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w=¢p=60 e as fragdes volumétricas f= 0,5%, 2% e 5%. A Figura 4.20 mostra a

comparagdo das resisténcias a compressao biaxiais analiticas e numéricas.
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Figura 4.19 — Resisténcias a compressao uniaxial numéricas e
correspondentes resultados analiticos considerando-se distintas
direcdes principais de carregamento.
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Figura 4.20 — Resisténcias a compressao biaxial numéricas e
correspondentes resultados analiticos considerando-se distintas

direcdes de carregamento.

Os resultados apresentados na Figura 4.19 indicam que, para um CRFA cuja matriz tem f"

entre 30 MPa e 70 MPa e as fibras com 0'; =—0, =1000 MPa, a consideragdo de dire¢des

principais de carregamento (¥ =@ =60) entre 10 e 15 graus fornece uma melhor aproximagao

da resisténcia a compressdo uniaxial analitica a resisténcia a compressdo uniaxial para o meio
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aleatério obtida numericamente. Para a resisténcia a compressdo biaxial, os resultados

indicam uma melhor aproximacgdo ao se considerar i = @ =6 entre 15 e 20 graus.

A Figura 4.21 apresenta os resultados numéricos e os resultados analiticos correspondentes,

com y=@=6=11 graus, para o concreto com f" =30 MPa (Figura 4.21 (a)), e com

W =¢@=0=12 graus, para o concreto com f" =70 MPa (Figura 4.21 (b)). Esses angulos

permitem uma melhor aproximagdo das resisténcias a compressdao uniaxial numérica e

analitica. Como se pode observar, os demais estados de tensdo biaxial também sao

adequadamente estimados pelo modelo analitico através do emprego destes valores para ¥,

@ e 6. A escolha de angulos, que permitem a aproximagdo das resisténcias a compressao

biaxiais obtidas numérica e analiticamente, fornece estimativas inadequadas para outros

estados de tensdo biaxial.
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Figura 4.21 - Resultados numéricos e correspondentes resultados
analiticos.

A Figura 4.21 mostra que para o CRFA cujas fibras ttm o} =—-0, = 1000 MPa e cuja matriz

tem f" entre 30 MPa e 70 MPa, o uso do modelo proposto (meio ficticio), considerando-se
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W =@=40, respectivamente, entre 11 e 12 graus fornece resultados razodveis para a

resisténcia a compressao biaxial.

E interessante notar que os parametros adotados para as resisténcias das fibras de aco e da
matriz de concreto no meio ficticio referem-se as propriedades reais do meio aleatério. A
comparagdo dos resultados analiticos e numéricos indica que para os valores usuais do fator

de aspecto [, /d,, o uso das propriedades reais para a caracteriza¢do do meio ficticio pode ser

apropriado, confirmando a indica¢do da pequena influéncia deste pardmetro na resisténcia do

material em estudo, conforme observado anteriormente.

O CRFA ¢ um material com comportamento isotrépico, uma vez que as fibras sdo
incorporadas aleatoriamente na matriz de concreto. No modelo atual, apenas trés dire¢Oes de
fibras foram consideradas, portanto, um modelo anisotrépico. A anélise deve ser estendida ao
caso de um modelo com um ndmero maior de direcdes de fibras, conforme descrito na
préxima se¢do. Este modelo, mais complexo, permitiria uma melhor consideragio da isotropia

do CRFA.

Alternativamente, uma forma de melhor caracterizar a isotropia do CRFA pode ser realizada

empregando-se o resultado encontrado nesta se¢do. A partir da teoria da homogeneizacdo em

,1° . . . . ~h . .
analise limite, determinou-se o dominio G"" (lﬂ, (p,B) de um meio reforcado com fibras em

trés direcdes perpendiculares, o qual depende da orientacao das fibras em relac@o as tensodes

principais macroscopicas. A média de todos os possiveis resultados de éh”’"(w,@ﬁ),

considerando todas as possiveis dire¢des que as fibras poderiam assumir, ou seja:

G"" =(G"" (y.9.9)) (4.63)

permitiria obter um dominio de resisténcia is6tropo para a caracterizagdo da resisténcia do

meio isétropo analisado, o CRFA.

Na sequéncia o cdlculo da média descrita na Equacao 4.63 € realizado para as resisténcias a

compressao uniaxial e biaxial.
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4.2.4.2.1 Resisténcia a compressdo uniaxial

Para a obten¢do da equagdo que define a resisténcia a compressao uniaxial homogeneizada do
material em estudo, supde-se um estado de tensdo uniaxial ¥ com orientagdo arbitraria

(Figura 4.22). A orientacio de X € definida pelo vetor unitdrio
g= [cos psend, sen@send,cos G]T com componentes g, f =x,y,z.0 objetivo € encontrar o

minimo valor da tensdo ¥ em conformidade com as propriedades de resisténcia do material

compdsito definidas pelo dominio G", considerando-se o modelo aproximado (Figura 4.4) e

a matriz obedecendo ao critério de Drucker-Prager:

3
L=g"+) 0,¢ ®¢,.
¢r@= = (4.64)
S|+ e (e ~a,)-0,<0. o e[ 1,07 107 ], f=x.2
2
Figura 4.22 — Tensao uniaxial X e defini¢do da sua orientacao.
O valor da resisténcia a compressao macroscopica é dado por:
3
X (g)=min {Z | Z=Zg®g; 0" =2-) 0,¢, O¢;
i=1
3 (4.65)

ou, ap6s manipulacdes da Equacao 4.65:
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3
> 0,3g;-1-2a;)-2a,(a, + 1o, -JB
_ . f=1
X (g) =min 20-a’) ’ (4.66)

‘Gf‘sffa;’ f:x,y,Z

2
3
B= [—Z o,(3g;-1-2a,)+2a,(a, + l)O'mJ
=
2 (4.67)
3 3
—4(1-a)) —((O‘m +> 0.)a, +0'mj +>0;-0,0,-0,0,-0.0,
=

f=1

Em funcdo da complexidade da formulacdo obtida através do emprego do critério de Drucker-
Prager, a resisténcia uniaxial (Equac¢do 4.66) nao foi determinada algebricamente (como

Taliercio et al. (1991) obtiveram empregando o critério de von Mises) e sim numericamente.

Uma estimativa da resisténcia a compressao uniaxial na dire¢do g pode, entdo, ser definida

através da expressao:

2r

= @)= ]

j > (9.6) d6dg (4.68)

Esta dltima também foi computada numericamente, sendo empregados 169 pontos de
integracdo. Este célculo foi realizado em um programa desenvolvido em linguagem Fortran

90/95 e que permite variar os valores dos pardmetros o, com f =x,y,z de forma a

encontrar o menor valor de ¥ para cada angulo considerado.

O resultado obtido para a resisténcia a compressdo uniaxial ao se considerar a média

f. =<Z_(§)> (Equacao 4.68) é, na sequéncia, comparado aos resultados experimentais de

resisténcia a compressao uniaxial de Lim e Nawy (2005) e de Peres (2008). Os dados destes

experimentos foram descritos na secao 4.2.3.1.

Na Figura 4.23 estdo representados os resultados experimentais de Lim e Nawy (2005) e de

Peres (2008), juntamente com os correspondentes resultados numéricos obtidos através de

£.=(z (@)
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Figura 4.23 — Dados experimentais de Lim e Nawy (2005) e de Peres
(2008) e correspondentes resultados numéricos de f, .

Através da Figura 4.23 verifica-se que os resultados numéricos de resisténcia a compressao

uniaxial, calculados através da média de todos os possiveis resultados de Z’(¢,9),

considerando todas as possiveis direcdoes que as fibras poderiam assumir, se encontram
bastante proximos aos dados experimentais de Lim e Nawy (2005) e de Peres (2008). Este
resultado indica que a abordagem adotada para o cdlculo da resisténcia a compressao uniaxial

(Equacdo 4.68) pode fornecer boas estimativas desta propriedade.

Os resultados da resisténcia a compressdo uniaxial ao se considerar f, =<Zf(g)> (Equagao

4.68) sao também comparados aqueles obtidos através da modelagem numérica via método

dos elementos finitos (sec@o 4.2.3.2). Concretos com duas resisténcias a compressao uniaxial
f" distintas, de 30 MPa e 70 MPa, foram avaliados. A Figura 4.24 permite verificar os

resultados calculados a partir da Equagao 4.68 variando-se a fracdo volumétrica das fibras de

N

0,5% a 5%. Na Figura também estdo representadas as resisténcias a compressao uniaxial

obtidas através da modelagem numérica via MEF.
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Figura 4.24 — Resisténcias a compressao uniaxial médias e numéricas
via MEF.

Ambos os resultados apresentados na Figura 4.24 consideram o CRFA como um meio
isotropico. Um deles é obtido ao se avaliar a estrutura real do material em estudo, com as
fibras curtas distribuidas aleatoriamente na matriz. O segundo € obtido através da média da
resisténcia, calculada empregando-se a abordagem estdtica da andlise limite combinada a
teoria da homogeneizacdo para o meio ficticio considerado. A boa concorddncia entre os
resultados indica que a média do dominio de resisténcia (Equacdo 4.63) pode fornecer uma
boa estimativa das propriedades de resisténcia do CRFA, especialmente quando a ruptura do
material ndo ocorre na interface, uma vez que em ambas as abordagens considerou-se

aderéncia perfeita entre os constituintes.

4.2.4.2.2 Resisténcia a compressdo biaxial

Para a obten¢do da equacdo que define a resisténcia a compressao biaxial homogeneizada do

material em estudo, supde-se um estado de tensdo biaxial (X=Xe¢, ®e, +X¢, ®e, ) com
orientacdo arbitrdria (Figura 4.25). A orientacdo dos vetores unitdrios ¢, e ¢, € definida pela
matriz de rotagdo A (Equagdo 4.69) com componentes ;. O objetivo € encontrar 0 minimo

valor da tensdo X em conformidade com as propriedades de resisténcia do material

compésito definidas pelo dominio G™” (Equagio 4.64).
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Figura 4.25 — Tensao biaxial e definicao da sua orientagao.

cos@cospcosyy—sen@senly  cos@sen@cosy+cos@senly —sen@cosy
A=|—-cosfcos@senly—sen@cosly —cosfsen@senly+cos@cosy senbfseny (4.69)

sen@cos @ senfseng@ cosé

O valor da resisténcia a compressao biaxial macroscépica € dado por:

3
L, (ay) =min{2| I=Ye¢ ®¢ +X¢, ®¢,; 0" =L-) 0, Qe

i=1
\ﬁ
2

ou, ap6s manipulacdes da Equagao 4.70:

(4.70)

P m m

m m . + _
s |+ (trg -0 )—O'mSO, ‘O'f‘SffO'f,f—x,y,z}

3
> o0,Q0+2a))-3(a; +a;,)) - 4a, (a, + 1o, —/ B,
_ . f=1
X, (a;) =min 2(1-4a’) ’ (4.71)

‘O-f‘sffo-;—’ f:x’y’z
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2
3
=(Zaf(2(1+2a;)—3(aff. +a,,))+4a,(a, + 1o, j
f=1
. > (4.72)
—4(1-4a’) [(O‘m +> 0,)a, +0'mJ +Y 0;-0,0,-0,0,-0.0,
=1

Assim como para a resisténcia uniaxial, a resisténcia biaxial foi determinada numericamente.
Uma estimativa da resisténcia a compressdo biaxial pode, entdo, ser definida através da

expressao:

2r

TIE (9.0.¥)dy dode (4.73)
00

127:

fe :<Z;(azj)>: A’ I

Esta dltima também foi computada numericamente, sendo empregados 2197 pontos de
integracdo. Este célculo foi realizado em um programa desenvolvido em linguagem Fortran

90/95 e que permite variar os valores dos pardmetros o, com f =x,y,z de forma a

encontrar o menor valor de ¥ para cada angulo considerado.

O resultado obtido para a resisténcia a compressdo biaxial ao se considerar f,, = <Z (a; )>

(Equacdo 4.73) é, na sequéncia, comparado aos resultados experimentais de resisténcia a
compressao biaxial de Lim e Nawy (2005) e de Peres (2008). Os dados destes experimentos

foram descritos na secdo 4.2.3.1.

Na Figura 4.26 estio representados os resultados experimentais de Lim e Nawy (2005) e de

Peres (2008), juntamente com os correspondentes resultados numéricos obtidos através de

fo={Zi (@)
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Figura 4.26 — Dados experimentais de Lim e Nawy (2005) e de Peres
(2008) e correspondentes resultados numéricos de f,, .

Através da Figura 4.26 verifica-se que os resultados numéricos de resisténcia a compressao

biaxial, calculados através da média de todos os possiveis resultados de Z;((p,e,l/l),

considerando todas as possiveis direcdoes que as fibras poderiam assumir, se encontram
bastante proximos aos dados experimentais de Lim e Nawy (2005). O mesmo comportamento
nao foi observado em relacdo aos dados de Peres (2008). Conforme ja descrito anteriormente,
este fato pode estar relacionado ao emprego de corpos de prova com dimensdes maiores
segundo as duas direcdes de aplicacdo de carga (15x15x5 cm’) nos ensaios biaxiais de Peres
(2008). Esta configuracdo de corpo de prova pode causar uma maior concentracao de fibras
segundo as suas maiores dimensdes e, portanto, segundo as direcdes de carregamento, o que
pode justificar a grande diferenca encontrada entre os dados experimentais de resisténcia do
CRFA sob compressdo biaxial e os resultados numéricos. Melhores aproximagdes foram
encontradas ao se comparar o modelo analitico e os dados experimentais de Lim e Nawy
(2005). Nestes experimentos foram empregados corpos de prova cibicos (10x10x10 cm?), os

quais podem ter possibilitado uma distribuicdo aleatéria tridimensional para as fibras.

Este resultado indica que a abordagem adotada para o cdlculo da resisténcia a compressao

biaxial (Equacdo 4.73) pode fornecer boas estimativas desta propriedade.

Os resultados da resisténcia a compressdo biaxial ao se considerar f,, = <Z; (aij)> (Equacao

4.73) sao também comparados aqueles obtidos através da modelagem numérica via método

dos elementos finitos (secdo 4.2.3.2). Concretos com duas resisténcias a compressao uniaxial
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f" distintas, de 30 MPa e 70 MPa, foram avaliados. A Figura 4.27 permite verificar os

resultados calculados a partir da Equagdo 4.73 variando-se a fracdo volumétrica das fibras de
0,5% a 5%. Na Figura também estdo representadas as resisténcias a compressao biaxial

obtidas através da modelagem numérica via MEF.

-120
A
1100 I .
A
80 A £
f. 60 ©
¢ ™ *
Q ¢ *
B Média EF
o e o f"=30MPa
A A f"=T0MPa
0 1 1 1 1 1 I
0 1 2 3 4 5 6

f %]

Figura 4.27 — Resisténcias a compressao biaxial médias e numéricas
via MEF.

Assim como se verificou para a resisténcia a compressdo uniaxial, para a resisténcia a
compressdo biaxial também foi encontrada uma boa aproximagio entre os resultados via
método dos elementos finitos e aqueles calculados através da média da resisténcia biaxial do
modelo aproximado quando as fra¢des volumétricas adicionadas sdo baixas. Para fracdes
volumétricas de fibras mais altas as duas abordagens apresentaram maiores diferengas

(diferenca de 16,4% para f =5%).

4.2.4.3 Consideracdo de um niimero maior de direcoes de fibras

No caso de um compésito reforcado por fibras longas dispostas em n direcdes orientadas

7z

segundo e;, com f=Ln; se a abordagem estitica é adotada, um campo de tensdo

homogéneo por fase, que satisfaz todas as condi¢des necessdrias do problema de anélise

limite, definido sobre a sua célula base (Equacao 4.42), pode ser escolhido da seguinte forma:
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a" Vxe A";
o=y , = " (4.74)
= g"+0'e,®¢, Vxe A, f=1n
com
g"eG" e o"+0'e, ®e, €G’ 4.75)

n e ¢, devem ser escolhidos de tal forma que a isotropia do material seja melhor

caracterizada. Quanto maior for o n, maior serd o nimero de dire¢cdes consideradas e melhor
serd o resultado em termos de isotropia. Entretanto, maior serd a complexidade do problema a

ser resolvido. Neste caso:

Y=0"+ En o.e,Qe,
om om = = f=f =f
G™" =GM" = = (4.76)
g"eG", o€ [67,6]]

L . . A . h , ~
O dominio de resisténcia G™" também pode ser representado empregando-se sua funcgdo

om

critério de resisténcia F"", ou seja, os estados de tensio Y que satisfazem o critério

macroscopico (Equagdo 4.46) constituem o dominio convexo G"", definido pela funcio

Fhom (2) S O .

Fhom (2) S 0 PN il - - (477)

com /, =[ff0';,ff0'}r] :

A determinacdo das expressdes matemdticas que definem o dominio de resisténcia
macroscopico, ou seja, o envelope convexo dos n dominios obtidos pela translacdo do

dominio de resisténcia da matriz, € possivel através da defini¢do dos n parametros o, que

minimizam a fun¢do:
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8(0,,0,...,0,)=F"(Z-) 0,¢, ®¢,) (4.78)
f=1

L sendo prescrito. Ou seja:

F'"(Z)=min F"(Z-),0,¢, ®c¢,) 4.79)

osely f=1

E de forma mais geral, para uma distribuicao aleatéria de fibras:

s=c"+[" [ Lo @ senbddp
Fhom (2) < O ST = ¢=0 6=0 472,' (480)

F"(a")<0, o,¢[fo}.fo]

Os angulos @ e ¢, definem a orientacdo de uma fibra no espaco, conforme descrito na secao

3.3 (Figura 3.12).

A determinacdo de F"" a partir das Equacdes 4.77 ou 4.80 nio foi realizada no contexto
desta tese. Este cdlculo constitui, portanto, uma sugestdo para trabalhos futuros. A sua
resolugdo permitiria uma melhor caracterizacdo da resisténcia ndo s6 do CRFA, como

também para outros materiais reforcados aleatoriamente com fibras.

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.



163

5. Condicao de cut-off em Tracao e Interface

No Capitulo 4, determinou-se analiticamente o critério de resisténcia para o CRFA, baseando-
se na teoria da homogeneizacdo em andlise limite. Para a obten¢do do mesmo, considerou-se a
matriz caracterizada pelo critério de ruptura de Drucker—Prager e aderéncia perfeita entre
fibra/matriz. Neste capitulo, serdo abordadas duas hipéteses que podem ser adotadas para o
célculo de um dominio de resisténcia mais realista para o material compdsito em estudo. A
primeira se refere a consideragdo de um critério de cut-off em tracdo para melhor caracterizar
a resisténcia da matriz de concreto, bem como a do CRFA, sob solicitacdes de tragao. A

segunda, por sua vez, estd relacionada a consideragdo das propriedades limitadas de

resisténcia da interface, na formulagcdo do dominio de resisténcia macroscopico.

5.1 CONDICAO DE CUT-OFF EM TRACAO

O concreto possui um bom desempenho quando submetido a tensdes de compressao. A norma
brasileira NBR 6118 (2007), para projeto de estruturas de concreto simples, armado e

protendido, abrange os casos de estruturas de concreto com f, inferior a 50 MPa. A NBR

8953 (2009), por sua vez, estabelece classes de concreto cujo f, varia de 10 MPa (C10) a 80

MPa (C80). Notadamente, os avancgos tecnoldgicos vém possibilitando a producdo de

concretos de resisténcia ainda maiores (alta resisténcia), cujos valores de /f, podem ser

superiores a 150 MPa.

O bom comportamento da matriz cimenticia, entretanto, fica comprometido por sua limitada
resisténcia a tragdo. O concreto possui, normalmente, microfissuras na zona de transicdo entre
matriz e agregados graidos, e pouca energia € necessdria para que ocorra o aumento destas
microfissuras. Quando o concreto se encontra submetido a solicitagdes de tracdo, as tensodes
se concentram nas extremidades das microfissuras, provocando um alargamento incontrolado

das mesmas e fazendo com que a ruina do material se apresente de forma fragil. Uma vez que
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estas fissuras sdo perpendiculares a dire¢do da solicitacdo, provocam uma diminui¢do da drea

resistente e consequentemente uma redugdo na resisténcia a tracdo do material.

Com base no comportamento do concreto observado experimentalmente, no que se refere a
sua resisténcia, diversos critérios de ruptura foram propostos para a caracterizacdo do mesmo.
Chen (1982) classificou os critérios de resisténcia conforme o nimero de constantes do
material que aparecem nas suas expressdes. Entre os critérios ja empregados para a
caracterizacdo da resisténcia do concreto, estdo os critérios de Tresca e de von Mises,
classificado por Chen (1982) como modelos de um parametro, os critérios de Mohr-Coulomb
e de Drucker- Prager, de dois parametros, a superficie de Bresler-Pister, de trés parametros, as
superficies de Ottosen e Hsieh-Ting-Chen, de quatro parametros, e o modelo refinado de
cinco parametros de Willam-Warnke. Os modelos mais refinados reproduzem todas as mais
importantes caracteristicas da superficie de ruptura do concreto e apresentam O&timas
aproximagoes com os dados experimentais disponiveis. Os critérios mais simples (Tresca, von
Mises e Drucker-Prager), sdo comumente empregados associados a uma condi¢do de cut-off
em tracdo (Oliveira, 2001; Silvoso, 2002; Branddo, 2005; Miller, 2008), para melhor

caracterizar a ruptura do concreto.

O critério de ruptura de Drucker-Prager, empregado neste trabalho, € uma simples adaptacao
do critério de von Mises para os materiais que possuem resisténcias diferentes sob
solicitagdes de tracdo e de compressao e que sao dependentes da tensdo hidrostitica, como o
concreto. Para tanto se introduz no critério de von Misses um termo adicional, que reflete a
influéncia da tensdo hidrostética na ruptura do material. Este critério pode ser empregado para
a descricao do comportamento do concreto, entretanto, ele nao permite a caracterizagdo da sua
resisténcia a tracdo e a compressao com 0S mesmos parametros. A sua associacdo com uma
condi¢do de cut-off em tragao permite caracterizar de forma mais adequada o comportamento

do concreto sob solicitagdes de tracao.

5.1.1 Critério de Resisténcia Macroscopico — Consideracdo da Condigao de Cut-

Off em Tragao

A formulacdo para o critério de resisténcia do CRFA ao se considerar a condi¢do de cut-off
em tracdo para a matriz de concreto, e, assim, melhor avaliar a resisténcia sob tracdo do

material compdsito em estudo, € descrita na sequéncia.
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Nesta se¢do, assim como no capitulo anterior, o modelo aproximado, considerando fibras
longas dispostas em trés dire¢des perpendiculares, € utilizado para o estudo do CRFA. Para a
determinac¢do do dominio de resisténcia macroscépico G™" deste material, é necesséria a

resolucd@o do problema de andlise limite definido sobre a sua célula base:

divo =0 (e o-ncontinuo)

Le G"" & do S.D

X =<g>; o -n antiperiddico; o(x)€ G(x) Vxe A

A adocao da abordagem estatica, correspondente a utilizacdo do teorema do limite inferior da
andlise limite, e o emprego do resultado de de Buhan e Taliercio (1991), conduz ao seguinte
dominio de resisténcia para o meio reforcado com fibras longas dispostas em trés dire¢des

perpendiculares:

Ghom :Ghom — = , (52)

thm (2) S 0 P e J —. ’ (53)
Fm(gm) < 0, O-f c |:f;o‘l_’flo.l+j|

conforme detalhado no Capitulo 4.

No caso da matriz caracterizada pelo critério de Drucker-Prager associado a uma condi¢do de

cut-off em tracdo do tipo Rankine, o critério de resisténcia da matriz pode ser expresso como:

Fm(g):maX(FDP(g)’ o, —Ji Oy = 1> Glll_f;)go 5.4)

onde F™ (o) representa o critério de Drucker-Prager (Equagdo 4.52), o, 0, e oy

referem-se as trés tensdes principais e f, refere-se a resisténcia a tra¢do uniaxial da matriz.

As expressdes matematicas obtidas na resolu¢ao do problema, as quais definem o dominio de
resisténcia macroscopico, sdo as mesmas expressoes apresentadas na secdo 4.2.2.1. A

consideracdo da condi¢do de cut-off em tracdo do tipo Rankine para a matriz de concreto
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acrescenta, na formulacdo do critério de resisténcia do CRFA apresentado na se¢do 4.2.2.1.1,

as seguintes restri¢cdes para as tensdes macroscopicas:

z"I S ‘ft + fxo-;—
L, < fi+1,0; (5.5)

lel = f; +fZO-;

quando as direcdes das tensdes principais sdo colineares as direcdoes das fibras

(£,=2,.L,=% eX, =) Sendo fo!=fo0" =fo.

Restringe-se a seguir a situacdo na qual as dire¢des principais da tensdo macroscépica

coincidem com as dire¢des x, y e z do reforco.

Geometricamente, o dominio de resisténcia G™", de um material compdsito formado por

uma matriz reforcada com fibras nas direcdes x, y e z, continua sendo interpretado no
espaco de tensdes macroscopicas como o envoltorio (envelope) convexo de oito dominios

obtidos pela translacdo do dominio de resisténcia da matriz, das quantidades algébricas f o

+ : - + : - +
e f.0, aolongodoeixo £, fio, e f o, aolongodoeixo X e f.o_ e f.o. aolongodo

xx ?
eixo X_ . Podem ser identificadas ao longo do envoltdrio, zonas onde dois dos parametros,
relacionados a tensdo nas fibras (o, 0, e 0,), tém um valor limite. Estas sdo identificadas

como B. H4 também as zonas onde trés destes parametros t€m um valor limite, as quais sao

identificadas como C (se¢do 4.2.2.1.1).

Na Figura 5.1 observa-se a interseccdo do dominio de resisténcia macroscépico, de um

compdsito refor¢ado com fibras nas dire¢des x, y e z com o plano X, /X =0, ao se
considerar uma matriz obedecendo ao critério de Drucker-Prager e condicao de cut-off em
tracdo do tipo Rankine. X, € uma tensado de referéncia. As intersecgdes, com 0 mesmo plano,
do dominio de resisténcia da matriz e dos oito dominios obtidos pelas suas translacdes
fote + fyofgy+ fzazigz, também podem ser visualizadas. E possivel verificar que o
dominio de resisténcia macroscopico do compdsito é o envoltério convexo destes oito

dominios.
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Figura 5.1 — Dominio de resisténcia macroscépico G"", no plano
Y,,X,, de um composito reforcado nas diregdes x, y e z e cuja

resisténcia da matriz € representada pelo critério Drucker-Prager e
condi¢do de cut-off em tragdo do tipo Rankine.

Na Figura 5.2 estdo representadas as intersec¢des do dominio de resisténcia macroscopico do

composito com diferentes planos X, /X =cte. As intersec¢des do dominio de resisténcia da

matriz com estes planos (curvas verdes) também estdo representadas. Esta figura permite

observar o aumento de resisténcia que ocorre na matriz ao ser reforcada, quando se encontra

sob um estado de tensOes triaxiais.
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L6 e,

Figura 5.2 — Interseccdes de G™” e do dominio de resisténcia da
matriz com diferentes planos X, /X =cte.

As expressdes matematicas, que definem o dominio de resisténcia macroscépico,
representado nas Figuras 5.1 e 5.2, sdo as mesmas expressoes apresentadas na secao 4.2.2.1,
juntamente com as condi¢des descritas na Equacdo 5.5. E importante salientar que neste

estudo as tensodes principais estdo sendo consideras colineares as direcdes das fibras.

O modelo analitico proposto fornece a seguinte expressao para a estimativa da resisténcia a

tragdo uniaxial do CRFA £

f;CRFA :ft_i_% (56)

onde f e O'} sdo, respectivamente, as resisténcias a tracdo uniaxial da matriz e das fibras e

f € afracdo volumétrica das fibras.

O modelo analitico indica que ocorre um aumento considerdvel na resisténcia a tragdo
uniaxial do concreto ao se adicionar fibras. No caso de um concreto com resisténcia a tragao

uniaxial de 3 MPa, reforcado com 2% de fibras, cuja resisténcia é de 1000MPa, o modelo
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prevé um aumento da resisténcia a tracdo uniaxial para o CRFA superior a 200%. O que se
verifica nos ensaios experimentais (Padmarajaiah e Ramaswamy, 2004; Song e Hwang, 2004;
Holanda, 2002; El Niema, 1991), é que ocorre um aumento da resisténcia a tragdo da matriz
ao se adicionar fibras de aco, entretanto, menor do que aquele previsto pelo modelo

empregado.

A Figura 5.3 retine os dados experimentais de resisténcia a tracdo por compressao diametral
de concretos refor¢cados com fibras de diversos autores e € possivel observar o aumento da

resisténcia provocada pela adi¢do de fibras em distintos trabalhos.

120%

OPadmarajaiah e
,g Ramaswamy, 2004
O . *
g 100% é §7 © Song e Hwang, 2004
S
) 80% Q X Soon-Ho Cho e Yoon-
3] X I Kim, 2003
g "
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.g 60% 7'
o = " X ¢ Lime Oh, 1999
] Lo} X
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X
0% . : : : Sharma, 1986
0 0.5 1 15 2

Adicao de Fibras (%)

Figura 5.3 — Aumento da resisténcia a tracao obtida pela adicdo de
fibras de aco.

Uma possivel justificativa para esta superestimacdo pode estar relacionada ao fato de se
considerar, no presente estudo, aderéncia perfeita para a caracterizacdo da interface
fibra/matriz. A consideracdao de propriedades limitadas de resisténcia da interface poderia

proporcionar resultados mais realistas para o critério de resisténcia do CRFA.

5.1.1.1 Formulacdo Alternativa Simplificada

Uma formulacdo alternativa simplificada, a qual emprega resultados experimentais de
resisténcia a tracdo do CRFA poderia, entretanto, ser empregada para a caracterizagdo do
compdsito sob solicitagcdes de tragdo. Neste caso, o dominio de resisténcia para o CRFA seria

obtido através de:
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G"" =G"" NG, (5.7)

onde G™™" representa o dominio de resisténcia formulado no Capitulo 4 e

Gopop =1E/ £, —F, <0,i=1,11,11I} (5.8)

sendo que X., com i=1,11,1lIl representam as tensdes macroscOpicas principais € F, uma

limitacdo da tensdo em tracdo (tensile cut-off), a ser identificada experimentalmente.

Os dominios G™™ e G

cut—off *

respectivamente, Equacdes 5.7 e 5.8, também podem ser

representados através de suas fungdes critério de resisténcia, respectivamente, F'”" e I S

F""(£)=max(F"" (%), F,,_;(Z)<0 (5.9)

t

Fcut—oﬁ (2) = maX(Z, -F.X,-F.X, - F ) <0 (5.10)

Dois trabalhos experimentais (Demeke e Tegos (1994) e Kolle (2006)) sobre a resisténcia do
CRFA sob estado de tensdes biaxias de compressdo-tracdo foram encontrados na literatura.
Os resultados obtidos pelos autores sao comparados, na sequéncia, ao modelo analitico

proposto empregando a formulagdo analitica simplificada descrita.

Demeke e Tegos (1994), em seus experimentos, analisaram corpos de provas de CRFA
submetidos simultaneamente a tensdes de compressao e de tracdo. Os principais parametros
examinados foram a combinacdo das duas tensdes biaxialmente aplicadas e a propor¢ao
volumétrica das fibras. Os autores verificaram que a adi¢gdo de fibras aumenta
significativamente a resisténcia da matriz de concreto dependendo da quantidade de fibras

adicionadas. O mesmo resultado ndo foi obtido para a resisténcia a compressao uniaxial.

Nos estudos, empregou-se um concreto com resisténcias a compressdo uniaxial de f, = 30
MPa e a tragdo uniaxial de f, = 3,14 MPa e fragdes volumétricas de fibras de f = 0,5%, 1%

e 1,5%. Utilizaram-se fibras de ago com razdo de aspecto [, /d, = 60. As resisténcias a
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compressao biaxial do concreto e a tragdo uniaxial das fibras ndo foram fornecidas. Foram
entdo empregados, no modelo analitico, os seguintes valores para estas propriedades,
f.,=116f e 1000 MPa, respectivamente. Através das resisténcias f, e f,, obteve-se os

seguintes valores para os parametros do critério de Drucker-Prager: ¢, =0,123 e o, =23,46

MPa.

As resisténcias a tracdo uniaxial dos concretos reforcados com fibras, identificadas

experimentalmente, as quais sdo empregadas para a definicdo dos pardmetros da formulagdo

alternativa simplificada F, foram as seguintes f>* =F*"= 4,11 MPa, f'*=F'" = 4,70

MPae f"%=F"" = 5,48 MPa.

Na Figura 5.4 estdo representados os resultados experimentais de Demeke e Tegos (1994) e

aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas).
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Figura 5.4 — Dados experimentais de Demeke e Tegos (1994) e
resultados analiticos do presente estudo.

A comparacdo dos resultados permite afirmar que a formulacdo empregada, apesar de
simplificada, aproxima-se satisfatoriamente aos resultados experimentais. Maiores diferengas
sdo encontradas para as maiores tensdes de compressdo, principalmente para a resisténcia a
compressao uniaxial, onde os autores apenas encontraram um acréscimo de 5% para a adi¢cao
de 1,5% de fibras. E importante ressaltar que outros estudos (Williamson, 1974; Narayanan e
Darwish, 1987; Bentur e Mindess, 2006; Lim e Oh, 1999) indicaram que o aumento da
resisténcia a compressao uniaxial, em fun¢do da adi¢do de fibras, pode ser maior do que
aquele encontrado por Demeke e Tegos (1994). Outros fendmenos, como por exemplo, a

incorporagdo de ar ao concreto e a auséncia de aderéncia entre fibra/matriz, os quais nio estao
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sendo incluidos neste modelo analitico, poderiam ser a justificativa para a falta de aumento de

resisténcia do CRFA produzido por Demeke e Tegos (1994).

Kolle (2006), por sua vez, analisou a resisténcia do concreto de alta resisténcia reforcado com
fibras de aco quando submetido a tensdes biaxiais de compressao-compressao € compressao-
tracdo. Os ensaios de compressdo-compressdao foram realizados aos 330 dias, enquanto os
ensaios de compressdo-tracdo aos 256 dias. Considerou-se a matriz com uma resisténcia a

compressdao uniaxial de f, = 107,5 MPa, para a andlise do trecho de tensOes biaxiais de
compressdo, € com f, = 93,84 MPa, para a andlise do trecho de tensdes de compressdo-

tracdo. Quanto as resisténcias a tracdo uniaxial e a compressao biaxial, os seguintes valores,

respectivamente, foram encontrados f,= 5,69 MPa e f, =1,13f., os quais foram obtidos a

partir da média dos dados de resisténcia experimentais.

Foram estudadas as fracdes volumétricas de fibras de f = 0,5%, 1%, 1,5% e 2% e fibras com
dois valores de razdo de aspecto I /d, = 45 e I, /d, = 65, cuja resisténcia a tracdo uniaxial
era de 1200 MPa. Através das resisténcias f. e f,, , obteve-se os seguintes valores para os
parametros do critério de Drucker-Prager: ¢, =0,10 ¢ o, =87,77 MPa, para o trecho de

compressdo-compressdo, e &, =0,10 e o, =76,28 MPa para o trecho de compressdo-tragao.

Apenas 0os CRFA com f = 1% e 2% foram analisados sob tensdes de compressdo-tracao. As
resisténcias a tracdo uniaxial destes concretos, identificadas experimentalmente, as quais sao

empregadas para a defini¢cdo dos parametros da formulagdo alternativa simplificada F,, foram
as seguintes f'*=F'"= 574 MPa e f*=F""= 6,92 MPa para os concretos refor¢ados
com fibras com [./d, = 45, e f'"=F"= 622 MPa e f>=F = 6,86 MPa, para os

concretos reforgados com fibras com [, /d, = 65.

Nas Figuras 5.5 e 5.6 estdo representados os resultados experimentais de Kolle (2006) e
aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas). A Figura 5.5 se refere aos concretos

reforcados com fibras de [, /d, = 45, enquanto na Figura 5.6 se refere aos concretos

reforgados com fibras de [, /d, = 65.
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Um Modelo Constitutivo para o Concreto Reforcado com Fibras de Ago via

Teoria da Homogeneizagdo



174

%
I
130 160 -140 120 100 80 60 40 20
FFL / i [ O
/ 7 / Experimental ~ Analitico |
/ // f=2% ¢ oo P
1,5% + + + + + e B
1% ccooce — |
0,5% L 40
concreto @ 0 o oo ———— T
F-60
:_'80 ZII
r-100
A2
// /////-
~— ;//”/’
e r-140
— T
*-———-_”""_"""-_l—~*f_-’
-160
10
-8
/
! 50
o & Ey
&
/ o ¢ o] o o o rd i
& Z <& o - r2
¢4 o o o
-120 -100 -80 -60 -40 -20 \

Figura 5.6 — Dados experimentais de Kolle (2006) (lf /d ;=65)¢

resultados analiticos do presente estudo (a). Detalhe da regido de
tensoes de compressao-tracao.

Os resultados experimentais de Kolle (2006), apesar de sua dispersdo, indicam que ocorre um
aumento da resisténcia do concreto ao se incorporar fibras, em fun¢ao da quantidade de fibra
adicionada, assim como nos estudos de Yin et al. (1989), de Lim e Nawy (2005), de
Swaddiwudhipong e Seow (2006) e de Peres (2008). Sob estado de tracdo uniaxial também
obteve-se um aumento de resisténcia, da ordem de 20% para a adi¢do de 2% de fibras. Na

regido de tensdes de compressdo-tracdo, € possivel verificar tendéncia de aumento de

resisténcia ao se adicionar fibras.

Através da comparacdo dos dados experimentais de Kolle (2006) com o modelo analitico,

verifica-se que, na maioria dos casos, os resultados obtidos no presente estudo subestimam os
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valores da resisténcia a compressdo biaxial, assim como observado na comparacdo com 0s
experimentos de Yin et al. (1989) e Peres (2008). Novamente, uma possivel justificativa pode
estar na geometria dos corpos de prova empregados (20,5%20,5x5 cm’), os quais podem
causar uma maior concentragdo de fibras segundo as suas maiores dimensdes e, portanto,
segundo as dire¢des de carregamento. Este fato pode justificar a diferenca encontrada entre os
dados experimentais de resisténcia do CRFA sob compressdao-compressdo biaxial e os

resultados analiticos.

Quanto a regido de compressdo-tracdo, o modelo analitico proposto ndo se aproximou
adequadamente aos dados experimentais. Acredita-se que uma alternativa seria o emprego do
critério de Willan-Warnke ou o critério de Ottosen para a caracterizagdo da matriz, o que
possivelmente permitiria uma melhor aproximacdo do modelo analitico aos resultados
experimentais do CRFA sob tensdes de tracdo, bem como aos resultados da matriz de

concreto nao reforcado.

Por fim, verifica-se que Kolle (2006) obteve resultados muito proximos de resisténcia para o

concreto refor¢cado com fibras de diferentes fatores de aspecto (I,/d, = 45 e [,/d, = 65).

Este resultado, juntamente com resultados de resisténcias a compressdo e a tragdo uniaxiais
obtidos por outros autores (Nunes e Agopyan, 1998; Bayramov et al. 2004; Garcez, 2005;
Yazici et al., 2007, Koksal et al., 2008, Géis, 2010), indicam a pequena influéncia do fator de

aspecto das fibras na resisténcia do CRFA e confirmam a validade da consideracdo efetuada

neste estudo para [, /d,.

5.2 INTERFACE

Conforme descrito no Capitulo 4, a constru¢do do dominio de resisténcia macroscépico G™"
de um compésito reforcado com fibras, como o CRFA, resulta da resolucdo de um problema
de andlise limite colocado sobre o seu volume elementar representativo. Para tanto €
necessario o conhecimento dos dominios de resisténcia dos seus constituintes (ou seja, da
matriz de concreto, das fibras e da interface fibra/matriz). Quanto as propriedades de
resisténcia da interface fibra/matriz, considerou-se, na andlise, aderéncia perfeita entre os

constituintes do CRFA.
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A consideracdo de aderéncia perfeita entre constituintes de um material compdsito, equivale a
computar o material da interface fibra/matriz com resisténcia infinita e desconsiderar qualquer

fendmeno de falha que possa ocorrer no mesmo.

Observacgdes experimentais levam a conclusdo de que o comportamento do CRFA, como o de
outros materiais compositos, pode, muitas vezes, ser influenciado pela falta de aderéncia entre
os constituintes (Bentur e Mindess, 2006). Uma abordagem mais apropriada deve, portanto,

avaliar as propriedades limitadas de resisténcia da interface na formulacio do dominio de

« A . z. h
resisténcia macroscépico G*".

5.2.1 Interagdo Fibra-Matriz

O comportamento do concreto com adicdo de fibras é controlado por processos de
transferéncia de tensdo da matriz para as fibras. O fendmeno da transferéncia de tensdo €
influenciado por uma série de fatores, tais como: a condicdo da matriz, ou seja, antes da
fissuragdo ou apos a fissuragdo; propriedades mecanicas da matriz e da fibra; a geometria da
fibra, ou seja, o seu comprimento, forma, didmetro e mecanismo de ancoragem, o teor de

fibras no compdsito, e também as caracteristicas e propriedades mecanicas da interface.

Em compdsitos cimenticeos, a microestrutura ao redor da inclusdo € diferente do restante da
estrutura. Esta zona é comumente referida como zona de transi¢do interfacial (ZTI). A
presenca desta zona resulta em um gradiente de microestrutura e, como consequéncia, um
gradiente de propriedades mecanicas. Bentur e Mindess (2006) identificam duas situagdes que
podem ocorrer: a primeira se refere a uma interface porosa e fraca que causa uma redugdo
global da ligagdo (vinculo) entre os materiais; a segunda, a uma interface fraca que nao se
encontra na superficie da fibra, mas sim na camada porosa da interface, um pouco longe da
superficie da fibra. A primeira situacdo afeta diretamente a ligacdo e a resisténcia ao
arrancamento, enquanto a segunda tem um efeito indireto, influenciando o modo de
descolagem, quando as fissuras se desenvolvem nestas partes da matriz e propagam na

direcao das fibras.

Existem meios utilizados para reduzir o tamanho e as heterogeneidades da ZTI, as quais
levam ao seu fortalecimento e, por consequéncia, a melhoria da ligacdo entre os constituintes.

Um fator é a maior quantidade de finos e uma graduacdo adequada dos agregados na
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composi¢do da matriz, permitindo um melhor empacotamento do conjunto, assim como
ocorre nos concretos de alta resisténcia e concretos auto-adensareis. Além disso, a presenca de
adicdes minerais, como silica ativa, cinza de casca de arroz, cinza volante, causa uma melhor
aderéncia entre fibra/matriz, e, consequentemente, uma maior eficiéncia das fibras quando

solicitadas (Balaguru e Shah, 1992).

Segundo Bentur e Mindess (2006), antes da fissuracdo da matriz, o0 mecanismo dominante de
transferéncia de tensdo € o eldstico e os deslocamentos longitudinais na interface da fibra e da
matriz sdo geometricamente compativeis. Tensoes tangenciais sdo desenvolvidas na interface,
as quais sdo requeridas para a distribuicdo da carga externa entre as fibras e matriz. Os autores
também afirmam que a distribuicdo das tensdes tangenciais ao longo da interface fibra/matriz

ndo é uniforme.

Em avancados estdgios de carga, ocorrem descolamentos entre a fibra e a matriz e o
mecanismo de transferéncia de tensdo entre ambas passa a ser por atrito, ocorrendo
deslocamentos relativos entre a fibra e a matriz. A tensdo de atrito desenvolvida é uma tensao
tangencial, considerada por muitos modelos, como uniformemente distribuida ao longo da
interface. Este modo de transferéncia de tensdo tem maior importancia na pds-fissuragao,
onde as fibras atuam como pontes de ligacdo através das fissuras, controlando, inclusive,
propriedades como a resisténcia e a deformacgdo especifica dltimas do compdsito (Bentur e

Mindess, 2006).

A transi¢do do mecanismo de transferéncia de tensao eldstico para transferéncia de tensao por
atrito ocorre quando as tensoes tangenciais na interface fibra-matriz excedem o seu limite de

resisténcia ao cisalhamento 7, . Quando esta tensdo € excedida, o descolamento entre fibra e
matriz € iniciado e tensdes de atrito passam a atuar na interface. 7, € chamado de tensdo de

cisalhamento friccional méaxima que pode ser suportada pela interface. Os valores de 7, e 7,

nio sdo necessariamente os mesmos. O valor de 7, € bastante sensivel a tensdes e

deformacdes normais; na maioria dos tratamentos analiticos é admitido constante em todo o
intervalo em que ocorre o arrancamento, implicando na curva idealizada de tensdo de
cisalhamento interfacial x deslocamento, apresentada na Figura 5.7. Entretanto, na pratica,

7, pode ser reduzido, em estagios avangados de carga (slip softening), ou aumentado (slip
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hardening), dependendo da natureza da interacdo e do dano ocorrido ao longo da interface

durante o processo de deslizamento.

Slip hardening

Ju

Slip softening

Tensio de Cisalhamento
Interfacial, t

Y

Deslocamento de arrancamento

Figura 5.7 — Representagdo das tensdes tangenciais (de cisalhamento)
na interface fibra-matriz (adaptado de Bentur e Mindess, 2006).

A transicdo do tipo de transferéncia de tensdo, por aderéncia elastica (antes do descolamento)
e por atrito (apds o descolamento), ¢ um processo gradual, durante o qual, ambos os
mecanismos sao efetivos. A ocorréncia do descolamento é dependente das propriedades dos
materiais que constituem o composito e da sua interacdo, como a resisténcia de aderéncia e a

resisténcia a tracao da matriz.

A tens@o de cisalhamento desenvolvida paralela a interface fibra-matriz é um importante
mecanismo de transferéncia de carga entre fibra e matriz, conforme indicado anteriormente;
entretanto, também devem ser considerados os efeitos das tensdes e deformacdes normais que
surgem na interface. As tensdes normais sao resultantes do efeito de Poisson, de alteragdes de
volume e de carregamentos biaxiais e triaxiais; podendo causar enfraquecimento da interface
e um desligamento prematuro das fibras, alterando a resisténcia ao atrito, que € sensivel as

tensOes normais (Bentur e Mindess, 2006).

Uma abordagem adequada para modelar a transferéncia de tensdo entre fibra/matriz requer o
tratamento simultdneo dos fendmenos descritos: “transferéncia de tensdo elastica”,
transferéncia de tensdo por atrito, descolamento, e influéncia das tensdes e deformacdes

normais, o que constitui uma tarefa bastante complexa.

Para as fibras que possuem dispositivos de ancoragem em sua geometria, além dos
mecanismos de transferéncia de tensdes mencionados anteriormente, deve ser considerada a

transferéncia mecanica de tensdes proporcionada pela ancoragem. Nestas fibras, o
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arrancamento e a retificacdo da ancoragem permitem um aumento considerdvel da carga de
arrancamento (Naaman e Najm, 1991) e, portanto uma melhoria das propriedades de

resisténcia da interface.

A transferéncia de carga induzida pela fibra que conecta uma fissura € comumente simulada
por testes de pull-out, nos quais o arrancamento de uma fibra ou um conjunto de fibras pode
ser analisado. Uma vez que as propriedades da interface ndo podem ser avaliadas com os
mesmos ensaios empregados para a caracterizagdo da matriz e das fibras, estes testes
permitem avaliar os mecanismos de ligacdo entre fibra/matriz e verificar a natureza da
interacdo entre as mesmas (eldstico, atrito, ou ambos), como também conhecer os valores de

resisténcia caracteristicos da ligacao.

5.2.2 Critério de Resisténcia Macroscépico — Consideracdo da Interface

Para a avaliacdo das propriedades de resisténcia da interface, necessdrias na determinacdo do
dominio de resisténcia macroscopico do compdsito, considera-se, inicialmente, o vetor de

tensdo 7T'(x), =0 -n, que age sobre um ponto x da interface i entre a fibra e a matriz (Figura

5.8 a).

T
Zi Hi Gin[
fibra T
X
matriz o
(a) / (b)

Figura 5.8 — Interface matriz/fibra e sua capacidade de resisténcia.

A condic¢do de resisténcia da interface pode ser expressa da seguinte forma:

T.eG" < g™ (T,)<0 (5.11)

=i
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onde g™ é uma funcdo convexa do R’ composta por vetores de tensdo T, (o,7) admissiveis

(Figura 5.8 b). Supde-se a interface homogénea e isétropa, e, portanto G™ (ou g™) é

independente do ponto x da interface.
A determinagdo do dominio de resisténcia macroscépico G°" do material compésito,
considerando a resisténcia da interface, se reduz a resolucdo do problema de anédlise limite

definido sobre a sua célula base:

divo=0 (e o-n continuo)

£-(o)
O - n antiperiodico (5.12)
"eG" Vxe A" ¢ o' eG’ Vxe A

o) eG" Vxel'"

nt

reG," <do

[S)

onde G™ ¢ G’ sdo, respectivamente, os critérios de resisténcia da matriz e das fibras. G™

designa o critério de resisténcia da interface entre as fibras e a matriz. n, € o vetor normal a

interface da fibra disposta segundo a diregdo e, e '™ refere-se a interface fibra/matriz.

nt

Considerando-se o resultado de Buhan e Taliercio (1991) e as fibras dispostas segundo trés
G'hom

direcdes perpendiculares (modelo aproximado, Capitulo 4), o dominio de resisténcia

pode ser reescrito da seguinte forma:

g:gm +0.¢ ®e, +0oe, ®gy +0.e ®e,
hom g"eG" (& F"(@")<0)
Le G, <30 - — (5.13)
I :[ffo-f’ffaf]

nt
o(x) n,eG", com n,Le, i=xy,z

entre a matriz e a fibra disposta segundo a

onde o(x)-n, € o vetor de tensdo da interface

direcdo e;.
Adotando-se a abordagem estdtica, baseada em um campo de tensdo homogéneo por fase,

como aquela adotada no Capitulo 4, € possivel verificar que o dominio de resisténcia de um

composito reforcado com fibras em trés dire¢des perpendiculares pode ser escrito como:
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reGm & Xe G NG™
m
L=0 +0. Q®¢ +0,e ®e +0.¢ O¢,
LeG™ o g"eG" (5.14)
_ - +
O y.€lyos I = [ffo-f’ffo-f:'
reG" & X-neG™, comi=x,y,z

Geometricamente, o dominio de resisténcia G™", para um compésito formado por uma

s,int
matriz reforcada por fibras longas dispostas em trés dire¢des perpendiculares e considerando a

resisténcia da  interface fibra/matriz G™, pode ser obtido, no espago

X X

- L . . ~ h i
R® :{Z o ZZ,ZXy,ZXZ,ZyZ} de tensdes macroscépicas, pela interseccdo de G, e G™ :

xx?

ij’ -];t k 4 G;lom

\L Gt
a v

-
{

5,int X, i=x2

Figura 5.9 — Dominio G™" (intersegdo de G™" e G™).

s,int

Uma vez que se admite a possibilidade de falha na interface, obtém-se um dominio de
resisténcia para o material compoésito, conforme pode ser observado na Figura 5.9, mais

restritivo para o nivel de tensdes do mesmo, em relacdo ao dominio de resisténcia calculado

ao se considerar aderéncia perfeita, ou seja, G < G™".

s,int
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5.2.2.1 Dominio de Resisténcia da Interface G™

A abordagem com aderéncia perfeita entre fibra e matriz, ndo impde nenhuma limita¢ao sobre
o tensor de tensio 7T, da interface. Neste caso, o dominio G™ constitui o espago R’

inteiramente. Além desta, outras duas abordagens podem ser consideradas:

e A primeira se refere a considera¢do do critério do tipo Coulomb para caracterizar a

ruptura da interface:

gint (Z,) :|T|+O.tg¢int _Cim <0 (515)

onde ¢™ e ¢™ sdo, respectivamente, o ngulo de atrito € a coesdo da interface. 7 e o sdo as

tensoes de cisalhamento e normal referentes a 7', .

® A segunda, por sua vez, limita em tra¢do, a um valor o™, a tensdo normal que ocorre

em qualquer ponto da interface:

¢"(T,)=0-0™<0 (5.16)

O primeiro tipo de critério (Equacao 5.15), aquele que limita a tensdo de cisalhamento na
interface, em funcdo do nivel de tensdo normal a mesma, € o mais apropriado para o estudo

do comportamento da interface entre concreto e fibras.

5.2.2.2 Dominio de Resisténcia do CRFA — Consideracdo da Interface

A obtencio do dominio de resisténcia para o CRFA resulta da determinacdo do dominio G™"

s,int
(Equagdo 5.14), ou seja, do conhecimento de G™" e G™ . O dominio G™" foi determinado

int

na se¢do 4.2; resta, entdo, determinar G™ (ou g™) e suas intersec¢des com Gsh(’m )

Para a obtencdo de g™, considera-se, inicialmente, a fibra posicionada segundo a diregéo e, .

Na Figura 5.10 € possivel observar o vetor normal a interface n(x), .
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n(x)

=\z=/z

Figura 5.10 — Vetor normal a interface para fibra disposta segundo e, .

A partir de X-n(x), € possivel obter as tensdes de cisalhamento e normal da interface,
respectivamente, 7 € O, as quais estao relacionadas pelo critério da interface (Equacdo 5.15).

ro.X X, ek ).

xx? yy? xy? Z

7 e o sao funcdo das componentes da tensdo macroscopica (X

Considerando-se as direcdOes das fibras e das tensdes principais colineares, 7 € o sdo fungdo

das tensdes principais X, e X, .

Através da Equacdo 5.15, e das expressdes encontradas para 7 e o, € possivel obter as
seguintes expressoes para o dominio de resisténcia da interface, considerando-se a fibra

posicionada segundo a diregdo e, :

) T ) Z —Z ) T ¢int T ¢int )
int :i b — int I 11 +1 int Z 2 o= +Z 2 o= _ int SO
8 Se"(zm ]( 2 j 8¢ ( e (4+ 2] n €08 [4+ 2 D ‘ (5.17)

Em funcdo da simetria que ocorre em relacdo as trés dire¢cdes de reforco consideradas, a

resolucdo dos demais casos (gim e giy“t) € obtida através de permutacdes de x, y e z e de

I, Il e IIl na Equacdo 5.17. g™, gi;" e giz"t representam planos no espaco tridimensional
de tensodes principais e retas no plano de tensdes principais X,,X, . Na Figura 5.11 € possivel

verificar os domifnios g, ¢" e g." noplano X,,X,. X, é uma tensio de referéncia.
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z“11 /20 20 )

g -
.-._-.__.%__.__._-.__.__.__.__._-.__.__.__._-._-.::__:__;_._...::r:_'f__.=7/ .....
60— 20 I
T O lxuz,

: g im :‘—40
. int §
A ,/

o - g

......... ;-.__.__._-._-.__.__._-._-._-.__.__._-._-.__.__._}___ _____-

.,r,

int
b4

Figura 5.11 — Critérios de resisténcia g™, g;"‘ e g.© dainterface no

plano de tensdes principais X,,% ;.

t t

A intersecdo dos dominios g.", g;“ e g™ com o dominio G, permite a obten¢do do

hom
s,int

dominio de resisténcia macroscopico G.° para o compdsito em estudo.

int

Os pardmetros ¢™ e ¢™ definem as propriedades da interface. Em funciio da impossibilidade

int int

de se testar o material da interface diretamente, a obten¢do dos parametros ¢™ e c™ ¢
realizada, neste trabalho, através de uma andlise inversa, onde as propriedades de resisténcia
do CRFA e da matriz auxiliam na sua determina¢do. Abordagem semelhante é empregada por
Proenca (1988) e Carmo (2005), os quais determinaram, através das resisténcias a compressao
e a tragdo uniaxiais, os parametros coesdo e angulo de atrito para concretos de resisténcia
normal e alta resisténcia. Através desta abordagem a influéncia da forma da fibra pode ser

incorporada indiretamente ao modelo.

@™ e ¢™ podem ser calculados a partir das expressdes:

_(Z* + ftCRFA)

g™ = * (5.18)
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* . CRFA
o= _(Z /. )
2\/_(Z*+f;CRFA)

onde ™ refere-se a resisténcia a tragdo uniaxial do CRFA (Figura 5.12).
L= (=f+ L)+ R com fi=3(1-a;)(-0,+0.),

f2: l_ari(3C¥m(_O-x_o-z)_26m(1+6¥m))’ f7:3am l_cxli’ -f8:\/§(1_an21)’
/s =3(1—a'i)(1—40{,i) e 0,=f0. eo, =fo’ . Sendo o, e , os pardmetros do critério

de resisténcia de Drucker-Prager, definidos a partir das propriedades de resisténcia da matriz.

o e 0, sio, respectivamente, a resisténcia a tragdo e a compressdo uniaxial das fibras.

Na Figura 5.12 sdo representados os dominios g.", g;“‘ e g, juntamente com o dominio

G™" , sendo possivel verificar as suas intersecgdes e determinar o dominio G™" :

s,int *

. /X
0o,
4 12
60 50 ,40-302010 I |
B / 0 %, /%,
l/l
Ghom
‘\\ g)icm’ giym’ g;m A
om // H
\ G;l,int _4’// ‘
~ " F-50
60
hom int int

Figura 5.12 — Dominio G

s,int ?

obtido a partir de G)*", g\, g)" e gI".

Z

Para a representagio de G™", na Figura 5.12, considerou-se uma matriz de concreto cujas

resisténcias a compressdo uniaxial e a compressdo biaxial sdo de f. = 28 MPae f, =116f.,
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respectivamente. As fibras, por sua vez, foram consideradas com uma resisténcia a tracao

uniaxial de 1200 MPa e com fracdo volumétrica de f = 1,5%. Para representar a influéncia
da interface no dominio de resisténcia, considerou-se que as fibras proporcionaram um

aumento da resisténcia a tragdo uniaxial da matriz de 65%, ou seja, " = 4,6 MPa.

O resultado obtido ao se considerar a resisténcia da interface na formulacdo do critério de
resisténcia do CRFA €, na sequéncia, comparado aos resultados experimentais de Kolle
(2006). Os dados destes experimentos estdo descritos na secdo 5.1.1.1. Os valores obtidos

int int

para os parametros @™ e ¢, a partir dos proprios dados experimentais de resisténcia do

CRFA, empregando as Equacoes 5.18, estdo detalhados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Coesao e angulo de atrito empregados para caracterizar a
resisténcia da interface fibra/matriz.

l,1d, 45 65
f 1% 2% 1% 2%
™ (MPa) 13,60 15,48 14,05 15,41
o 66,20°  64,85°  6543°  64,96°

Nas Figuras 5.13 e 5.14 estdo representados os resultados experimentais de Kolle (2006) e
aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas). A Figura 5.13 se refere aos concretos

reforgados com fibras de [,/d, = 45, enquanto na Figura 5.14 se refere aos concretos

reforgados com fibras de [, /d, = 65.

r10
Experimental  Analitico -8
f=29 ¢ ¢ ¢ & ———— —4
1% © ¢c ¢ o & —m—r ____d____,-—-""f————f—_ -6
o F
S e — 13,
. o e e — o 4
< —
Ay
o 2
f o /"'6'-__ —
120 -100 -80 -60 -0 20 0
21

Figura 5.13 — Dados experimentais de Kolle (2006) (I, /d, = 45) e

resultados analiticos do presente estudo.
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r10
Experimental  Analitico r
£=20% ¢¢¢ 00 ——— -8
1% o o o o o —_— —4
o o . _______---""‘_____"':_-?;:‘5' L6
o o e Zi
- o —— e — 4
T
or’_,_&——ﬁl:-rf 2
/ Oj’— T T
-20 0

q
3
%"

Y
5

Figura 5.14 — Dados experimentais de Kolle (2006) (/. /d, = 65) e

resultados analiticos do presente estudo.

Através das Figuras 5.13 e 5.14, verifica-se que os resultados analiticos se encontram

proximos aos dados experimentais para a fracdo volumétrica f = 1%. No caso de f = 2%, o

modelo subestima a resisténcia do CRFA sob tensdes biaxiais de compressao-tragao.

int

A defini¢do dos pardmetros ¢™ e c¢™, e, portanto, da inclinagdo das retas das Figuras 5.13 e

5.14, as quais caracterizam a resisténcia da interface, € realizada conforme descrito
anteriormente na Equacgdo 5.18, uma vez que na prética apenas € conhecida a resisténcia a
tracdo uniaxial da matriz ou do CRFA. Para os experimentos de Kolle, um segundo ponto

int

ec",o0

int

experimental no trecho compressao-tracao poderia ser adotado na estimativa de ¢

que provavelmente conduziria a uma melhor aproxima¢do do modelo aos dados
experimentais. Na prdtica, entretanto, a Equacdo 5.18 poderia fornecer resultados

satisfatérios, conforme se verifica nas Figuras 5.13 e 5.14.

O resultado obtido ao se considerar a resisténcia da interface na formulacdo do critério de
resisténcia do CRFA ¢, na sequéncia, comparado aos resultados experimentais de Demeke e

Tegos (1994). Os dados destes experimentos estdo descritos na se¢do 5.1.1.1. Os valores

" e ¢™, a partir dos préprios dados experimentais de resisténcia

obtidos para os pardmetros c"
do CRFA, empregando as Equacdes 5.18, foram, respectivamente, 6,82 MPa e 56,52°, para

f=0,5%,7,71 MPae 56,17°, para f =1%, e 8,76 MPa e 55,27°, para f =1,5%.
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Na Figura 5.15 estdo representados os resultados experimentais de Demeke e Tegos (1994) e

aqueles obtidos no presente estudo (linhas continuas).

Experimental Analitico 10
f=1,5% + + + + =+ _ '8
1% o o o 0 o 2 —_—XK9 ) F
0,5% o ¢ o ¢ o e F
T+ T b 76
s P f ey
+ ______’_,____-_-——-"—‘__" & _e___,____———ﬁ%Al
_—————'—d—__—@ o <, __g__,__—%%v———'___'_ o
R e :
/r-'_—__'_ /_’//)—”4 r2
40 30 20 -10 0
X

Figura 5.15 — Dados experimentais de Demeke e Tegos (1994) e
resultados analiticos do presente estudo.

A Figura 5.15 mostra que, para os concretos produzidos por Demeke e Tegos (1994), o
modelo proposto para a interface, empregando a Equacdo 5.18 para a identificacdo dos

int int

parametros ¢ e c¢™, produz resultados que ndo se aproximam adequadamente dos

experimentais. A combinagdo do critério de cut-off, juntamente com o critério de interface
int

empregando dois pontos experimentais do trecho compressao-tracao para identificaciao de ¢

int

e ¢, possivelmente forneceria uma melhor aproximacao do modelo aos dados experimentais

de Demeke e Tegos (1994).

int int

Outra alternativa para a identificacdo dos parametros @™ e ¢™, os quais caracterizam a

resisténcia da interface, seria a obtencdo destes parametros a partir de dados experimentais de

ensaios de aderéncia.

E importante salientar que, neste capitulo, as tensdes principais estdo sendo consideradas
colineares as direcoes das fibras. Uma andlise semelhante aquela realizada na secdo 4.2.4.2,
onde as direcdes das fibras e das tensdes principais sdo consideradas nao colineares, incluindo
int
x

a condigdo de cut-off em tragdo e os dominios g, g," e g.", que representam a influéncia

da resisténcia da interface no dominio de resisténcia do CRFA, faz-se necessaria. Este estudo,
entretanto, ndo serd contemplado no presente trabalho e constitui, portanto, sugestdo para

trabalhos futuros.
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6. Consideracoes Finais

A presente tese de doutorado teve por objetivo principal a formulagdo de um modelo
constitutivo para o material compdsito concreto refor¢cado com fibras de aco. O conhecimento
das equacgdes constitutivas de um material permite a descri¢do de como 0 mesmo se comporta
ao ser solicitado. A partir de uma abordagem micromecanica empregando-se técnicas de

homogeneizagdo buscou-se, entdo, formular um modelo constitutivo para o material CRFA.

Neste trabalho, a elasticidade e a resisténcia do CRFA foram avaliadas. No Capitulo 3, foi
apresentado o estudo do comportamento do CRFA no regime eldstico. Através da teoria da
homogeneizacdo e da estimativa de Mori-Tanaka obtiveram-se as propriedades elésticas do
material em estudo. Empregando-se o principio da correspondéncia eldstica-viscoeldstica, a
resposta eldstica obtida foi utilizada para a investigacdo do comportamento viscoeldstico sem

envelhecimento do concreto reforcado com fibras.

No Capitulo 4, determinou-se analiticamente o critério de resisténcia para CRFA baseando-se
na teoria da homogeneizacdo em andlise limite. No Capitulo 5, complementou-se a
formulacdo do critério de resisténcia macroscopico através da consideragdo de um critério de
cut-off em tragdo para melhor caracterizar a resisténcia da matriz de concreto, bem como a do
CRFA, sob solicitagcdes de tracdo; e da consideragdo das propriedades limitadas de resisténcia

da interface.

Neste capitulo sdo elencadas as conclusdes obtidas a partir dos estudos realizados, os quais
tém seus resultados apresentados nos Capitulos 3, 4 e 5. Além disso, sdo apresentadas
recomendacdes para trabalhos futuros, visando a continuacdo e o aprofundamento dos estudos

sobre a modelagem do comportamento do CRFA.

Um Modelo Constitutivo para o Concreto Reforcado com Fibras de Ago via
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6.1 CONCLUSOES

6.1.1 Propriedades Elésticas

As propriedades macroscopicas de um material compdsito formado por uma matriz de
concreto e fibras dispersas s@o influenciadas pelas propriedades dos seus constituintes. A
forma como estas propriedades, bem como a geometria das fibras e a sua fracdo volumétrica,
influenciam nas propriedades eldsticas macroscopicas, foi o objetivo do estudo apresentado

no Capitulo 3.

Os resultados obtidos mostraram que as constantes eldsticas do CRF ndo sdo diretamente
proporcionais a quantidade de fibras adicionadas e as constantes eldsticas dos seus
constituintes. Isso sugere maior aten¢cdo ao se utilizar a regra das médias na estimativa das
propriedades de compdsitos, principalmente quando o0s constituintes apresentam

caracteristicas bastante distintas, como € o caso do concreto e das fibras de ago.

Um aumento ou um decréscimo nos médulos de compressdo ( K) e de cisalhamento (G ) da
matriz pode ocorrer, influenciado pelo tipo de fibra adicionada. Caso a fibra possua um
modulo K menor do que o da matriz, quanto mais se adicionam fibras, menor serd o médulo
de compressdo do compdsito, da mesma forma que este pode aumentar no caso em que o K
da fibra for maior do que o da matriz, como se observa para as fibras de aco, carbono, vidro e

aramida. O mesmo comportamento pode ser verificado para o médulo de cisalhamento.

A andlise da influéncia da razdo de aspecto das fibras sobre as propriedades macroscopicas
eldsticas do compdsito, indicou que esta varidvel tem pouca influéncia sobre os Médulos K e

G do composito.

Através da andlise via método dos elementos finitos de fibras aleatoriamente distribuidas na
matriz de concreto (modelo incorporado), concluiu-se que os valores obtidos, para as
propriedades elésticas do CRFA, sdo bastante proximos aqueles determinados a partir de
esquemas de homogeneiza¢do que empregam as estimativas de Mori-Tanaka. A comparagdo

das propriedades eldsticas analiticas com dados experimentais também se mostrou
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satisfatoria, indicando que as propriedades eldsticas do CRFA podem ser adequadamente

estimadas através das estimativas de Mori-Tanaka.

E importante salientar que a adicdo de fibras de aco, em quantidades tio pequenas quanto
aquelas comumente usadas para o CRFA, tem um pequeno efeito sobre as propriedades
elésticas efetivas. Do ponto de vista pratico, o calculo das propriedades elasticas efetivas deste
material poderia ser omitido. No entanto, este € um passo necessario para a formulacdo de um
modelo micromecanico consistente, que permita descrever completamente o comportamento

elastopléstico do CRFA.

6.1.2 Propriedades Viscoeldsticas

A partir da combinagdo dos resultados das propriedades eldsticas efetivas do CRFA,
anteriormente estimados, e do Principio da Correspondéncia, as propriedades viscoeldsticas
(médulo de compressido, modulo de cisalhamento e coeficiente de Poisson viscoeldsticos e

funcdes de relaxacdo e de fluéncia) homogeneizadas do CRFA foram obtidas.

O modelo usado ndo considera o fendmeno de envelhecimento da matriz de concreto e a sua
influéncia na resposta viscoelastica do CRFA e, portanto, sdo adequados para o estudo do
comportamento do material compdsito quando solicitado em idades mais avangadas, onde o

envelhecimento, para o comportamento viscoeldstico do concreto, pode ser negligenciado.

Os resultados obtidos indicam que a adi¢do de fibras de aco ao concreto restringe o
comportamento viscoeldstico do mesmo. Este resultado € coerente com dados experimentais
de corpos de prova sob solicitagcdes de compressao disponiveis na literatura. Em tracdo a
maioria dos experimentos mostrou resultado contrario. Este comportamento contrario poderia
ser causado pela incorporagdo de ar na matriz ao se adicionar fibras e ainda pelo deslizamento

das fibras na matriz, fendmenos que ndo foram avaliados no modelo proposto.

Além disso, verificou-se que pequenas quantidades de fibras t€m pouca influéncia nas
propriedades viscoeldsticas do concreto e o que coeficiente de Poisson viscoeldstico
permanece praticamente constante, evidenciando ser coerente a adocao de um valor constante

para esta propriedade, no caso do CRFA, assim como ocorre com o concreto convencional.
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A validade do modelo foi analisada por meio de comparacdo com dados experimentais
disponiveis de corpos de prova de CRFA sob solicitacdes de compressao. Verifica-se, através
da comparacdo, uma boa concordancia entre os resultados experimentais e aqueles calculados
no presente estudo. Esta concordancia se da principalmente em idades mais avangadas. Uma
possivel justificativa € a ndo consideragdo, através da abordagem empregada, dos efeitos de
envelhecimento, os quais influenciam o comportamento do material, sobretudo nas primeiras

idades.

O presente estudo mostrou ser capaz de estimar razoavelmente o comportamento viscoeléstico
de CRFA quando submetido a solicitagdes de compressdo. Em tracdo, provavelmente, €
necessdrio considerar outros efeitos, como a presenca das fissuras e deslizamento das fibras.
Cabe ressaltar que poucos resultados experimentais foram encontrados na literatura para

maiores comparacdes.

O modelo proposto também foi comparado com dois modelos tedricos disponiveis na
literatura, verificando-se que os trés modelos fornecem resultados bastante parecidos. Para
idades mais avancadas, o presente estudo apresentou resultados melhores do que aqueles

obtidos através dos dois modelos tedricos.

6.1.3 Resisténcia

As propriedades de resisténcia do CRFA foram avaliadas através das teorias da
homogeneizac¢do e da andlise limite. Assumindo a existéncia de uma equivaléncia entre o
meio aleatério (CRFA) e um meio ficticio definido por uma matriz de concreto refor¢cado com
fibras longas, o dominio de resisténcia deste material foi obtido analiticamente. O critério de
resisténcia do composito foi determinado considerando-se as fragdes volumétricas dos seus
constituintes (matriz e fibras) e as suas propriedades de resisténcia. No caso das fibras, apenas
as suas resisténcias a compressao e a tragdo uniaxial sdo necessdrias. A resisténcia da matriz
de concreto, por sua vez, foi caracterizada pelo critério de Drucker-Prager. Este critério
apresenta uma formulacdo mais simples do que os critérios de Ottosen e Willan-Warnke, por
exemplo, ndo permitindo a caracterizagdo do comportamento a tracdo e a compressao da
matriz de concreto com os mesmos parametros. Ele permite, no entanto, realizar o estudo

proposto, empregando as teorias da homogeneizagdo e da andlise limite, de forma analitica.
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Observa-se que o efeito de “expansdo” que ocorre no critério de resisténcia da matriz de
concreto ao se adicionar fibras pode ser obtido por meio da abordagem empregada. A
comparacdo dos resultados analiticos com os dados experimentais disponiveis na literatura,
sugere que o modelo proposto se aproxima satisfatoriamente aos experimentos. Todavia,
verifica-se que os resultados obtidos subestimam os valores da resisténcia a compressao
biaxial e superestimam os resultados da resisténcia a compressao uniaxial. Estas diferencas
podem estar relacionadas a uma série de efeitos ndo considerados no modelo analitico, como
por exemplo, a influéncia da resisténcia da interface no dominio de resisténcia macroscopico,
direcdes das tensdes principais distintas das direcdes de refor¢o e, até mesmo, a consideragdao

de uma distribui¢do ndo aleatéria das fibras, que pode ter ocorrido nos corpos de prova

empregados nos experimentos avaliados.

A fim de avaliar a relevancia e a precisdo do modelo, os resultados analiticos foram
comparados também com aqueles obtidos através de simulacdes numéricas das propriedades
de resisténcia do CRFA. Para tanto, o problema de andlise limite formulado sobre o volume
elementar representativo (VER) do CRFA foi resolvido numericamente através de uma

ferramenta numérica baseada no método de elementos finitos, no contexto da plasticidade.

A comparacdo das duas abordagens indica que as estimativas da resisténcia obtidas para o
meio ficticio superestimam a resisténcia de um meio reforcado com fibras curtas
aleatoriamente distribuidas. Isso acontece porque a fibras curtas se encontram isotropicamente
distribuidas na matriz de concreto, enquanto no meio ficticio as fibras se encontram
concentradas segundo as direcdes principais de carregamento, conduzindo a estimativas para
as propriedades de resisténcia que superestimam as reais. Este fato sugere a andlise da
influéncia da direcdo da aplicagdo do carregamento em relacdo a direcdo das fibras no
dominio de resisténcia macroscopico. Esta andlise foi também realizada, fornecendo uma
estimativa do angulo que deve ser considerado entre fibras e tensdes principais para que o
modelo analitico (aproximado) forneca resultados mais proximos aqueles obtidos

numericamente (meio heterogéneo aleatério).

Em relacdo ao fator de aspecto, as simulagdes numéricas indicaram que para valores usuais
este parametro apresenta pouca influéncia nas propriedades de resisténcia do compdsito. De
fato, estudos experimentais anteriores, bem como a presente andlise numérica, parecem
indicar que o fator de aspecto tem pouca influéncia sobre as resisténcias a tragdo e a

compressao uniaxial do CRFA. Novas andlises numéricas, envolvendo um nimero maior de
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elementos finitos, sdo necessdrias para investigar o efeito deste parametro sobre a resisténcia
do compésito. Apesar da pequena quantidade de fibra adicionada ao concreto, tal tarefa seria,
no entanto, excessiva em termos de custo computacional. Na realidade, para valores usuais de

f,entre 0,5 e 5%, a influéncia de [ y /d ; parece ndo ser significativa.

Quanto as consideragdes de um critério de cut-off em tracdo para a matriz de concreto e das
propriedades de resisténcia da interface, estas permitiram uma melhor caracterizacdo da

resisténcia do CRFA.

Uma vez que se consideraram na andlise as tensdes principais colineares as direcOes das
fibras, as estimativas de resisténcia a tracdo uniaxial para o CRFA foram superiores aos
resultados experimentais disponiveis na literatura. Uma abordagem alternativa simplificada
permite a partir de dados experimentais de resisténcia a tracao uniaxial, caracterizar de forma

adequada o critério de ruptura do CRFA no trecho compressao-tracao.

Finalmente, a consideracdo de propriedades limitadas de resisténcia da interface na

formulacio do dominio de resisténcia macroscépico G"™" permite inserir na mesma a
influéncia do fendmeno de falha que pode ocorrer na interface fibra/matriz. Em funcdo da
impossibilidade de se testar o material da interface diretamente, a obtencdo dos parametros
que definem as propriedades da interface foi realizada através de uma anélise inversa, onde as
propriedades de resisténcia do CRFA e da matriz auxiliaram na sua determinagdo. Através
desta abordagem a influéncia da forma da fibra pdde ser incorporada indiretamente ao

modelo.

6.2 RECOMENDACOES

Apesar de diversos trabalhos envolvendo o CRFA j4 terem sido executados, outros estudos,
tanto de cardter experimental quanto analitico e numérico, necessitam ser realizados para

ampliar o conhecimento do desempenho deste material.

Entre os trabalhos experimentais, estd a caracterizagdo do CRFA quando sob solicitacdes
biaxiais e triaxiais. Poucos dados sdo encontrados a respeito do comportamento deste
composito quando submetido a compressao biaxial. Quanto a tragdo e a tracdo-compressao

biaxial e a solicitacOes triaxiais, a quantidade de estudos encontrados ¢é ainda menor.
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Quantificar e avaliar de que forma o aumento destas resisténcias € obtido ao se adicionar

fibras € um fator importante a ser entendido.

Quantificar as propriedades de resisténcia da interface é outro ponto importante para a sua
adequada considerac¢do. Geralmente ensaios de aderéncia cldssicos (arrancamento) os quais
medem a tensdo de aderéncia e o escorregamento da fibra s@o encontrados. Entretanto,
ensaios que avaliam também a tensdo normal na interface sdao pouco efetuados. O
conhecimento das tensdes normais e de cisalhamento em ensaios de aderéncia permitiria
avaliar as propriedades coesdo e coeficiente de atrito que caracterizam o dominio de

resisténcia da interface.

O critério de resisténcia do compdsito foi determinado, neste estudo, considerando-se um
meio ficticio com fibras dispostas em trés dire¢des perpendiculares. Um modelo mais realista
e capaz de definir de forma mais adequada a isotropia deste material, seria aquele composto
de um numero maior de direcdes de fibras. Além disso, outros critérios de resisténcia para
caracterizacdo da matriz de concreto, como os critérios de Ottosen e Willan-Warnke,

poderiam ser empregados para a obtencao do critério de resisténcia do CRFA.

Para a caracterizagcdo completa do comportamento elastopldstico do CRFA, € necessario
formular o seu comportamento apds atingir o limite de elasticidade, ou seja, é preciso
determinar o critério de plastificagdo e uma regra de endurecimento para o material. A
evolugdo elastoplastica também pode ser analisada através da teoria da homogeneizacdo, a
partir da resolucdo de um problema de localizacdo colocado sobre o VER do CRFA,
considerando-se o comportamento elastopldstico dos materiais constituintes. Esta andlise ndo
foi realizada no contexto desta tese e constitui uma sugestdao para trabalhos futuros. De posse
das equacdes que definem o comportamento eldstico, a evolucdo elastopldstica e a ruptura do
material, € entdo possivel efetuar modelagem numérica via método dos elementos finitos de

estruturas compostas por CRFA.

Esta modelagem também pode ser realizada empregando um modelo simplificado. Este
modelo constitui da consideracdo do critério de plasticidade semelhante ao critério de

resisténcia, desprezando-se, entdo, o endurecimento na escala macroscépica. Assim, a partir
de C™ e G"™", obtidos neste trabalho, e da sua implementacio em um programa de

elementos finitos, também € possivel estudar o comportamento de elementos de CRFA. Este
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constitui um modelo mais simples, mas que potencialmente pode fornecer resultados

interessantes.

Finalmente, uma vez que o emprego de fibras ao concreto ndo fica restrito ao caso de fibras
de aco, novos modelos constitutivos podem ser propostos € implementados para a situagdo de
adi¢do de fibras produzidas com diferentes materiais (polipropileno, aramida, vidro, fibras

naturais), os quais constituem outras formas de refor¢o de matrizes cimenticias.
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Anexo A
Expressoes analiticas para os componentes do tensor de Eshelby

Na sequéncia sdo apresentadas expressoes analiticas dos componentes do tensor de Eshelby

para uma inclusao elipsoidal alinhada ao longo eixo 1 e caracterizada pela relacdo de aspecto

a=I./d, (A.])

Onde [, ¢ o comprimento do elipsoide e d, o seu didmetro, conforme Figura A.1.

()
|

v
%

Figura A.1 — Eixos locais da inclusdo para o cdlculo do
tensor de Eshelby.

Os componentes do tensor de Eshelby S, de forma geral sdo dados por

LN P +3(0’—2_1— 1-2v, + 3(a) A2

1“1_2(1—1/0) 0 (0{)2—1 0 (0{)2—1 8 (A.2)

o .3 (& L9
sz_53333_8(1—1/0)(a)2—1+4(1—v0) 1= 4(((1)2—1) ¢ (8.3)
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1 1 3
= S5 = 2w, —1— 1-2
Sti22 = Siis3 2(1=v,) Yo (a’)z—1+ V0+2((0{)2—1) 8 (A.4)
P SN ) M S O ()
Soo11 = 83311 = 2(1V0)(0()2—1+4(1Vo)((a)z—l 1+2v, g (A.5)
1 (@) 3
S = —1-2v,+ g (A.6)
T A1y, 2((@)*-1) ’ 4((e)*-1)
Sresyres = : (a; +H1=2vy - 32 8 (A7)
4(1-v0) | 2((@)*-1) 4((e) 1)

S _g 1 =2y (@)’ +1 oy 3(@) +3 AR
P(2)P(1,2) = P(1,3)P(1,3)_4(1_V0) 0 (0{)2—1 > 0 | 8 (A.8)

Onde v, € o coeficiente de Poisson da matriz, P(.,.) sdo todas as possiveis permutagdes dos

7z

indices do tensor: por exemplo, Sy ,p10) 48 Sj212581221552112 € Sp121 €nquanto Sy, 5, da

Si120 € Syq;- & € dado por

1 1/2

= (@)((a) -1
() -1) { -t

—cosh™ (a’)} (A9)

para elips6ides alongados na dire¢do dos pdlos (prolate ellipsoid), por

g :;m{cosh_l (a)—(a)(l—(a)z)l/z} (A.10)

(1-()’

para elipsdides na forma de disco chato (oblate or penny shape ellipsoid) e por

(A.11)

W | N

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.



213

para esferas.

Para inclusdes esféricas ou @ =1, as expressdes dos componentes do tensor de Eshelby nao

nulas resultam em

7-5v,
Si111 =Sy = Sy = ——— 2
1111 = 92222 = 93333 15(1_‘/0) (A.12)
Sv,—1
Si19 =Sy = Saay = —2——
1122 = 92233 = 93311 15(1_‘/0) (A.13)
4-5v,
Sir1r = Sapy = Sqyqy = ———2—
1212 = 92323 ~ 93131 15(1_‘/0) (A.14)

Para fibras longas 0 <a — oo, as expressdes dos componentes do tensor de Eshelby nao

nulas resultam em

Sxom = 83333 = % (A.15)
Sx11 =S :ﬁ (A.16)
Sy33 =S3300 = ﬁ (A.17)
Sreapr3) = ﬁ (A.18)
SP(1,2),P(1,2) = SP(1,3),P(1,3) :i (A.19)

Para elipsdide em forma de disco chato & — 0, as expressdes dos componentes do tensor de

Eshelby ndo nulas resultam em

S =1 (A.20)
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V
S =S =_0
1122 = 91133 1—v, (A.21)
1
SP(l,z)P(l,z) = SP(1,3)P(1,3) = 5 (A.22)
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Anexo B
Transformacao de coordenadas

Na seqiiéncia é dada uma breve explanagdo a respeito da transformagdo de coordenadas
necessaria na obtencdo dos componentes do tensor de Eshelby em coordenadas globais e das

propriedades eldsticas efetivas.

Consideram-se duas bases ortogonais x; € x';, com i=1,2,3 conforme Figura B.1I.

Figura B.1 — Coordenadas locais e globais e angulos de Euler.

Um vetor unitdrio e', no sistema de coordenadas local x';, o qual estd fixado na fibra, e um
vetor unitdrio e; no sistema de coordenada global x; podem ser conectados através dos

angulos de Euler € e ¢ como se segue

e, =qze; (B.1)

onde
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cosd senfcos¢p senfseng
q; =|—sen@ cosfcosg cosfseng (B.2)
0 —seng cos ¢
Os componentes de um tensor de quarta ordem A em coordenadas globais A, e em

coordenadas locais A', = sdo relacionados através da expressdo

Aijkl = qpiququqslA'pqrs (B3)

Vanessa Fdtima Pasa Dutra — Tese de Doutorado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2012.
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Anexo C
Transformacao de coordenadas -
tensoes escritas em termos das tensoes e direcoes principais

Para obter a formulagdo do dominio de resisténcia do CRFA em funcao das tensdes principais

. ~ . . . . Y Y/ , ;. .
e diregdes principais, ou seja, " (X) = F" (X}, X5, L5, W, 9,6) , € necessario considerar:

Y=Y e ®e +¥X e, Q¢;+X e, ¢y (C.1)

com

€y =ape, tape, taze,
ey =aye, Tane, taye, (C.2)
e =a31€, Tape, tasze,

onde g;; sdo as componentes da matriz de rotacdo A :

cosycosp—senycosdsen® senycos@+cosycosdseny senfsen@

A=|—-cosysen@p—senlcosfcosp —senysen@+cosycosfcosy sendcos@ (C.3)
senysend —cosysenf cos @ .

Um Modelo Constitutivo para o Concreto Reforcado com Fibras de Ago via
Teoria da Homogeneizagdo



