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RESUMO

Técnicas e modelos matematicos utilizados no estudo de epidemias pos-
suem trés objetivos principais: compreender os mecanismos através dos quais as
doencas se propagam, predizer o comportamento futuro da epidemia, e compreen-
der como podemos controlar a sua propagacao. Para fazer previsoes razoaveis e
desenvolver métodos de controle, devemos ter certeza de que nosso modelo captura

as caracteristicas essenciais do percurso da epidemia.

Apresentamos, neste trabalho, técnicas de construcao e de andlise de
modelos classicos adotados em estudos epidemioldgicos, no contexto de infecgcoes
causadas por microparasitas. Consideramos modelos deterministicos basicos, em
tempo continuo, ocorrendo em uma populacao homogénea, e nos restringimos a
suposicao de que a doenca se propaga através de um mecanismo de contagio, de
pessoa para pessoa nesta populacao. Supoe-se que a populacao seja fechada ou
aberta, conforme a doenca seja de curta ou de longa duracao, quando comparada

com o tempo de vida de seus hospedeiros.

Dependendo do status com relacao a doenca, um individuo é classifica-
do como suscetivel (S), exposto (E), infeccioso (1) ou removido (R), e o processo
da doenca infecciosa é modelado por equacoes diferenciais ordinarias, com base nas
suposicoes feitas a respeito do movimento entre uma classe e outra desta estrutura
populacional. Nosso propésito é o de explorar modelos deterministicos simples, a
saber SI, SIS, SIR e SEIR, através de abordagens numéricas e analiticas. Em
particular, enfatizamos para cada modelo o papel importante exercido pelo pro-
cedimento de adimensionalizacao, no reconhecimento dos parametros relevantes do
problema, tais como o nimero reprodutivo basico da doenca. Além disso, esbocamos
a analise do espaco de fase, incluindo o tracado de trajetorias, para cada regime da
doenca, e obtivemos diagramas de bifurcacao, a partir da analise de estabilidade de

cada um dos estados de equilibrio do sistema.



ABSTRACT

Mathematical techniques and models used in the study of epidemics
have three main aims: to understand the mechanisms by which diseases spread, to
predict the future course of the epidemic, and to understand how we may control
the spread of the epidemic. In order to make reasonable predictions and develop
methods of control, we must be confident that our model captures the essential

features of the course of the epidemic.

In this work, techniques for constructing and analysing classical epi-
demic models are presented in the context of microparasitic infections. We consider
basic deterministic models in continuous time taking place in a homogeneous popu-
lation and we restrict ourselves to the assumption that the disease is spread by a
contagious mechanism, from person to person in a population. The population is
assumed to be closed or open, depending on the duration of the disease compared

to the life expectancy of its hosts.

With regard to disease status, an individual is in one of the following
classes: susceptible (S), exposed (F), infective (1), removed (R), and the infectious
disease process is modeled by ordinary differential equations, based on the assump-
tions made about the movement between the classes of this population structure.
Our purpose is to explore simple deterministic models, namely SI, SIS, SIR and
SEIR, through both numerical and analytical approaches. In particular, we em-
phasize for each model the important role played by the non-dimensionalisation
procedure in identifying the relevant parameters, such as the basic reproductive ra-
tio of the disease. Furthermore, phase space analysis including trajectories plots is
sketched for each disease regime, and bifurcation diagrams are obtained from the

stability analysis of the system equilibrium states.
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1 INTRODUCAO

Modelagem matematica consiste em um processo no qual as carac-
teristicas pertinentes de um objeto ou sistema sao extraidas, com ajuda de hipéteses
e aproximacoes simplificadoras, e representadas em termos matematicos. As
hipoteses e as aproximacoes significam que o modelo criado através deste processo

é aberto a critica e aperfeicoamento.

Segundo Bassanezi(2002), Modelagem Matemdtica é um processo
dinamico utilizado para a obtencao e validacao de modelos matematicos. E uma
forma de abstracao e generalizacao com a finalidade de previsao de tendencias. A
modelagem consiste, na arte de transformar situagoes da realidade em problemas

matematicos cujas solucoes devem ser interpretadas na linguagem usual.

O modelo matemdtico é um conjunto de simbolos e relacoes matematicas
que representam de alguma forma o objeto estudado. Um modelo matematico satis-
fatorio estd sujeito a duas aparentes contradicoes: deve ser suficientemente detalhado
para representar a situacao do mundo real com relativa precisao, mas deve também
ser suficientemente simples para tornar pratica a analise matematica. A construcao
de um modelo que cobre adequadamente realismo e viabilidade é o passo mais deli-
cado no processo. Devem ser encontradas maneiras de simplificar matematicamente
o modelo sem sacrificar caracteristicas importantes. Assim, podemos concluir que
um modelo matematico nem sempre representa um problema real de maneira exata,
em toda sua complexidade, mas podera levar a solugoes bastante préoximas daque-
las observadas na realidade. De acordo com sua natureza matematica, os modelos

podem ser classificados em:

a) Linear ou ndo linear: conforme suas equagoes basicas sejam ou nao

lineares.

b) Estdtico ou dindamico: o primeiro nao envolve evolugao temporal do

sistema, enquanto que no segundo investiga-se variagoes de estagios do fenomeno.



¢) Estocastico ou deterministico: de acordo com o uso ou nao de fatores

aleatorios nas equacoes.

d) Discreto ou continuo: envolvendo equagoes a diferencgas ou equagoes

diferenciais (ordindrias ou parciais).

Neste trabalho, restringir-nos-emos a alguns modelos dinamicos basicos
deterministicos envolvendo equagcoes diferenciais ordindrias nao lineares, usados em

epidemiologia.

Etimologicamente, “epidemiologia” (epi=sobre; demo=populagao; lo-

gos=tratado) significa o estudo do que afeta a populacao [Pereira(2000)].

De acordo com Minms et al (2000), a epidemiologia é o estudo da
ocorréncia, disseminacao e controle das doencas e tem por base a coleta de infor-
magoes estatisticas detalhadas, podendo compreender desde o puramente descritivo
até o analitico e experimental, nos quais os modelos matematicos vém assumindo
uma importancia cada vez maior. Os dados epidemiolégicos podem ser usados para
registrar doencas que acometem uma populagao e, quando infecciosas, identificar
causas e formas de transmissao; e para prever a probabilidade futura da infeccao,

identificar fatores de risco e planejar programas de controle.

Modelos matematicos tém se tornado ferramentas importantes na
analise da difusao e controle de doencas infecciosas, pois a formulacao destes, ao
mesmo tempo que clarifica condigoes, varidveis, e parametros, permitem a cons-
trucao de conceitos tais como populacao limiar, nimero reprodutivo basico, taxa de
contato, nimero de reposicao. Modelos matematicos e simulagoes computacionais
sao ferramentas experimentais tteis para construir e testar teorias, avaliar conjec-
turas quantitativas, responder questoes especificas, determinar variagoes nos valores
dos parametros, projetar e analisar se a epidemia sobrevive ou nao. No capitulo
2 apresentamos alguns aspectos gerais sobre epidemiologia matemdtica: seus obje-
tivos, aspectos histéricos, parametros definidos a partir dos modelos, estados de um

individuo com relacao a uma doenca, importancia de um programa de imunizacao.



Os modelos mais freqiientemente usados para descrever a dinamica das
doencas infecciosas sao do tipo compartimental. A populacao hospedeira é dividi-
da em categorias ou “compartimentos”, levando-se em consideracao o percurso pelo
qual passa um hospedeiro infectado e a forma como a infeccao se transmite. Em uma
populacao muito grande, a transferéncia de individuos entre compartimentos pode
ser considerado um fenémeno continuo e, portanto, podemos descrever matematica-
mente a variacao do nimero de individuos dentro de cada compartimento, a medida
que o tempo passa, através de sistemas de equagoes diferenciais. Estes sistemas de
equacoes podem ter solucao analitica mas, quando o modelo tem um minimo de
realismo, tem-se equagoes diferenciais nao lineares, cuja solugao precisa ser obtida
por métodos numéricos, através de abordagem computacional. H& varias pergun-
tas as quais o sistema de equacoes pode dar resposta. Por exemplo, como varia o
nimero de individuos em um compartimento a medida que o tempo passa? Devem
se esperar epidemias periodicas ou, pelo contrario, a doenca permanece endémica
na populacao com um determinado nivel de morbidade? Quais sao as conseqiiéncias
da introducao de um programa de controle por vacinacao? Quais as condi¢oes para
que este programa consiga eliminar a infeccao? FEstas sao algumas questoes que

tentaremos responder no decorrer do trabalho.

O procedimento geral adotado inicia por construir as equagoes apro-
priadas para cada tipo de modelo epidemioldgico, justificando os termos usados,
em decorréncia das hipdteses adotadas. Em seguida, apresenta-se a solucao das
equagoes (quando possivel, solucoes exatas obtidas analiticamente), bem como os
graficos dessas solugoes (se necessério, obtidos a partir de solu¢do numérica com o
Maple), para verificar o comportamento de cada grupo (individuos em um comparti-
mento) com o passar do tempo. Em todos os modelos fizemos a adimensionalizagao
do sistema para identificar os parametros relevantes do problema, calculamos os
pontos de equilibrio e apresentamos a andlise da estabilidade de cada equilibrio,
usando os seguintes enfoques: estudo do campo de direcoes, no espago de fase do

sistema, o qual inclui a identificagdo das iséclinas de inclinagao nula (“nullclines”)



bem como a abordagem analitica da linearizacao em torno do equilibrio. Diagramas

de bifurcacao também sao apresentados no decorrer do trabalho.

Discriminamos a seguir os modelos apresentados neste trabalho:

e modelos do tipo S1, os quais estao separados em dois capitulos, a saber:
destinamos o capitulo 3 para aqueles modelos ST que apresentam con-
servacao da populacao total, sendo que estes por sua vez, sao classifi-
cados em modelo ST com dinamica vital ou sem dinamica vital; no
capitulo 4 estao os modelos ST sem conservacao da populacao total,
os quais por sua vez subdividem-se em modelo ST com dinamica vital
incluindo morte induzida pela doenca, modelo ST com taxa de morta-
lidade diferente da taxa de nascimento e modelo ST com capacidade de

suporte;

e modelos do tipo SIS constam no capitulo 5, seja com dinamica vital

ou sem dinamica vital;

e a0 estudarmos os modelos STR no capitulo 6, seja com ou sem
dinamica vital, introduzimos a influéncia da vacinacao bem como
determinacao de intervalos de tempo que caracterizam periodos in-

terepidémicos;

e a vacinacao e o periodo interepidéemico também estao incluidos no mo-
delo SETR com dinamica vital, apresentado no capitulo 7.
Os modelos analisados nos capitulos 5, 6 e 7 apresentam todos conser-

vacao da populacao total.

Finalmente no capitulo 8, colocamos uma sintese comparativa dos

diversos modelos estudados, incluindo sugestoes para trabalhos futuros.



2 EPIDEMIOLOGIA MATEMATICA

2.1 Aspectos gerais da Epidemiologia

Uma defini¢ao precisa do termo epidemiologia nao é facil: sua tematica
é dinamica e seu objeto, complexo. Segundo Rouquayrol (1999), pode-se, de uma
maneira simplificada, conceitud-la como: ciéncia que estuda o processo saude-doenca
em coletividades, analisando a distribuicao e os fatores determinantes das enfer-
midades, danos a satude e eventos associados a saude coletiva, propondo medidas
especificas de prevencao, controle, ou erradicacao de doencas, e fornecendo indi-
cadores que sirvam de suporte ao planejamento, administracao e avaliacao das agoes

de saude.

A doenca pode ser definida como um “desajustamento ou uma falha nos
mecanismos de adaptacao do organismo ou uma auséncia de reacao aos estimulos a
cuja acao estd exposto. O processo conduz a uma perturbacao da estrutura ou da
funcao de um 6rgao, ou de um sistema ou de todo o organismo ou de suas fungoes

vitais” [Rouquayrol(1999)].

O objetivo principal da epidemiologia é a promocao da satide através
da prevencao de doencas em grupos populacionais. Diferentemente da clinica, que
tem como objeto de atengao o individuo doente, a epidemiologia estuda o estado de

satide de uma populacao.

De acordo com Antunes e Carneiro (2000), as informagcoes obtidas em
estudos epidemioldgicos sao utilizadas, juntamente com as informacoes obtidas de
outras areas do conhecimento, como medicina, biologia, matematica, demografia,
sociologia e bioestatistica, com os seguintes objetivos: identificar a etiologia ou a
causa das enfermidades (incluindo sua forma de transmissao); estudar a histéria

natural das enfermidades (etapas de seu desenvolvimento); descrever o estado de



saude das populacoes (medidas de mortalidade e morbidade); avaliar as intervengoes

ou programas de satide (de controle das doencas).

As doencas, sob o ponto de vista do mecanismo etiolégico subjacente,
pertencem a duas categorias: (a) doenca infecciosa é a doenga clinicamente mani-
festa, do homem ou dos animais, resultante de uma infecgao (penetragao e desen-
volvimento, ou multiplicacao, de um agente infeccioso no organismo de uma pessoa
ou animal); (b) doencas nao-infecciosas sao todas aquelas que nao resultam de uma

infeccao, como por exemplo: doenca coronariana e diabetes.

Os agentes infecciosos compreendem grande gama de organismos e
enorme variedade de formas de vida. Price (1980), citado em Massad (1996) estimou
que aproximadamente metade de todas as espécies de agentes infecciosos existentes
vivem sob alguma forma de parasitismo, os quais sao classificados em dois grupos:

0s microparasitas e os macroparasitas.

a) Microparasitas: compreendem os virus, bactérias e protozoarios. Devi-
do a seu tamanho microscopico e as dificuldades de deteccao e quantifi-
cacao, os modelos de transmissao de microparasitas sao tipicamente de
estrutura compartimental e a unidade basica de estudo é o hospedeiro
infectado. Adota-se, portanto, uma estrutura de prevaléncia (propor¢ao
de individuos infectados). Microparasitas sao parasitas que tem repro-
ducao direta - geralmente com altas taxas - dentro do hospedeiro. Sao
caracterizados pelo tamanho pequeno e uma curta expectativa de vida.
Hospedeiros que se recuperam a partir da infeccao geralmente adquirem
imunidade contra reinfeccao por algum tempo, e muitas vezes pela vi-
da toda. Embora existam excegoes importantes, a duragao da infeccao
é tipicamente curta quando comparada com a expectativa de vida do

hospedeiro.

b) Macroparasitas: compreendem os helmintos, artrépodes e outros para-

sitas macroscépicos, levam em conta a densidade ou carga parasitaria



de um individuo infectado. Os macroparasitas nao tem reproducao
direta dentro do hospedeiro definitivo. A morbidade e a aquisicao
de imunidade aos macroparasitas sao, em geral, dependentes da ex-
periéncia prévia e da carga parasitaria atual e, portanto, os modelos
para estes parasitas adotam uma estrutura de densidade. Uma des-
cricao da dinamica de transmissao dessas doencas deve levar em conta
a distribuicao de probabilidades dos parasitas na populacao, o que im-

plica na inevitavel incorporacao de fatores estocdasticos a estes modelos.

Os modelos que estudaremos neste trabalho descrevem apenas doencas

causadas por microparasitas.

2.2 Dinamica da distribuicao das doencas na populacao

As doencas se distribuem nas populagoes em periodos endémicos,

epidémicos e interepidémicos (ou esporadicos).

Endemia é definida como a presenca constante de uma doenca em
um conjunto de pessoas de determinada area geografica; pode também referir-se
a prevaléncia usual de uma doenca em um grupo populacional ou em uma area geo-
grafica. No Brasil, as doencas parasitdrias, em sua grande maioria, se manifestam

como endemias.

Epidemia é conceituada como a ocorréncia de uma doenca em uma
certa populacao, que se caracteriza por uma elevacao progressiva, inesperada e des-
controlada, ultrapassando os valores endémicos ou esperados. Algumas doencas

endémicas podem, eventualmente, manifestar-se em surtos epidémicos.

Como determinar se existe um excesso no nimero esperado de casos
de uma doenca? Geralmente, o Servico de Vigilancia Epidemiolégica de um pais,
através do acompanhamento da ocorréncia de doencas, pode determinar qual é o

ntimero usual ou o nivel esperado para cada doenca. E considerada a existéncia



de uma epidemia quando o nimero de casos excede o valor esperado, tendo como
base a experiéncia passada da doenca em uma determinada populagao. Uma doenca
pode estender-se por diferentes periodos de tempo: horas (infecgoes alimentares),

semanas (gripes) ou varios anos (AIDS).

Pandemias sao as epidemias que ocorrem ao mesmo tempo em varios
paises. A peste bubonica, na Idade Média, e a gripe espanhola no inicio do século XX
sao exemplos de pandemias que ocorreram na humanidade. Atualmente, a AIDS,
por ser epidémica em varios paises, é considerada pela Organizagao Mundial da

saude (OMS) uma pandemia.

Periodo interepidémico ou esporddico é o periodo entre duas epidemias.

2.3 A Matematizacao dos estudos epidemiolégicos

Atualmente os modelos matematicos aplicados a satide publica tém du-
plo objetivo: descritivo e preditivo. Em primeiro lugar, um modelo matematico
deve explicar a situacao vigente de uma epidemia em uma comunidade. Se um
modelo passar por esse primeiro teste, ele pode ser usado para predizer as possiveis
mudancas resultantes de alteracoes nas condigoes bidticas ou abidticas. Por exem-
plo, qual o comportamento futuro do sistema, se tomarmos um determinado tipo de

atitude em relacao a uma doenca?

De acordo com Anderson e May (1991), a aplicagdo da Matemética
no estudo das doengas transmissiveis, iniciada por Daniel Bernoulli em 1760, para

descricao da variola, esteve até meados de 1908, mais voltada a Estatistica.

Com os trabalhos de Hamer e Ross, 1908 (citado em [Massad(1996)]),
o uso de modelos matematicos passou a ser um meio de prevenir doencas. Por um
lado, Ross mostrou que a malaria nao se instala se nao houver um nimero minimo
de mosquitos (vetores) para transmitir a doenca. Por outro, Hamer considerou que

o curso de uma epidemia deveria depender do numero de suscetiveis, das taxas



de contato entre os individuos suscetiveis e infecciosos e do nimero de individuos
infecciosos. Este conceito, denominado “Lei da acdo das massas em epidemiologia”
¢ basico para todas as teorias deterministicas subseqiientes e aparece mesmo nas

versoes estocasticas correspondentes.

Estudos matematicos mais elaborados foram mais tarde efetuados por
Kermack e McKendrick, de 1927 a 1939, cujo resultado mais importante foi o teorema
do limiar, segundo o qual o nimero de suscetiveis deve superar um nimero minimo,
para que a doenca se estabeleca na populacao. Esta teoria, em conjuncao com a lei

da acao das massas é a pedra fundamental da epidemiologia matematica moderna.

A partir dos anos 60, ocorreu uma verdadeira revolu¢ao na Epidemi-
ologia: a introducao dos recursos de computacao eletronica, tendo como resultado
cada vez mais forte a matematizacao na area. A epidemiologia das décadas de
70 e 80 caracteriza-se por trés tendéncias principais. Primeiro, seguramente fa-
cilitado pela ampliacao do uso de microcomputadores e pelo desenvolvimento de
softwares especificos para andlise epidemiolédgica, observa-se um aprofundamento
das bases matematicas da disciplina, com importantes repercussoes sobre os proces-
sos de formalizacao do objeto epidemiolégico. Segundo, consolida-se a proposta de
uma “Epidemiologia Clinica” como projeto de uso pragmatico da metodologia epi-
demioldgica fora dos contextos coletivos mais amplos. Em terceiro lugar, emergem,
na América Latina e na Europa abordagens mais criticas da Epidemiologia, como
reacao a tendéncia a “biologizacao” da saide publica, reafirmando a historicidade
dos processos saude-enfermidade-controle e a raiz economica e politica de seus de-

terminantes (fatores de risco).

Modelos matematicos de moléstias infecciosas, isto é, a estrutura qua-
litativa basica mais as “taxas de transferéncia” quantitativas e condigoes iniciais
constituem a interface entre os problemas reais do epidemiologista e a formulagao
teorica que pode ser manipulada pela teoria matemaética e pela tecnologia computa-

cional. Uma vez compreendido este aspecto, ele pode ser utilizado para promover
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fluxo extremamente frutifero de comunicacao entre a pratica epidemioldgica e a

teoria bio-matematica.

2.4 Modelos deterministicos e estocasticos

O processo de modelagem pode iniciar-se de dois modos basicamente
equivalentes, e que deveriam convergir a mesma forma final. No primeiro, em geral
dito “a posteriori”, considera-se os dados experimentais do sistema em questao. Se
removermos (pelo menos temporariamente) a variabilidade vé-se que é possivel en-
contrar (ajuste de fungoes) uma fun¢ido matematica simples que descreva as relagoes
entre as varidveis dependente e independente. A esperanca é de que esta funcao

descreva o mecanismo ou processo que gerou os dados experimentais.

No segundo modo, denominado “a priori”, considera-se uma lista de
tais processos ou mecanismos, em geral na forma de um diagrama de fluxos, que
representa a seqiiéncia de eventos envolvidos. Uma descricao matemaética sobre o
diagrama de fluxos deve produzir um modelo que espelhe o fendmeno. Este é o
mais utilizado em epidemiologia, e os modelos sao classificados em modelos deter-

ministicos e modelos estocasticos.

Os modelos estocasticos descrevem as probabilidades de transicao de
uma classe epidemiolégica a outra. Quando esses modelos sao simulados com as
probabilidades calculadas, usando geradores de nimeros aleatérios (simulagdo de
Monte Carlo), as conclusées sdo obtidas pela média dos resultados de um grande

nimero de simulacoes.

Os modelos deterministicos sao aqueles que se utilizam de equagoes, seja
a diferencas, seja diferenciais, ou ainda integro-diferenciais, para descrever a evolucao
temporal do tamanho das classes epidemiolégicas. Os modelos que abordaremos

neste trabalho sdo todos deterministicos.
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2.5 Estados de um individuo com relacao a uma doenca

A maioria das doencgas sao causadas por virus ou bactérias - orga-

nismos muito pequenos que se multiplicam rapidamente dentro do corpo humano.

Ignorando-se a dinamica dentro do corpo humano, os individuos podem ser clas-

sificados, como segue:

a)

Individuos com imunidade materna: até por volta de 6-12 meses de-
pois do nascimento, criancas recém-nascidas podem ser protegidas pela
imunidade materna. Para propdsitos de modelagem este fato é muitas

vezes ignorado.

Suscetiveis: individuos nesta classe podem adquirir a doenca se es-
tiverem expostos a ela. O nimero de individuos suscetiveis em um

certo instante ¢ serd indicado por S(t).

FEzxpostos ou infectados: compreende as pessoas que tém a doenca, mas
que nao sao ainda infecciosos. Eles estao incubando a doenca, com o
nimero de virus e bactérias crescendo rapidamente, mas nao a trans-
mitem ainda. Usaremos E(t), para representar o nimero de individuos

expostos em um certo instante .

Infecciosos ou infectivos: individuos que podem transmitir a doenca
para algum suscetivel que entre em contato com ele. Representaremos

por I(t) a populacao de individuos infectivos em um certo instante t.

Removidos: estas pessoas tém recuperacao (imunidade ou morreram) a
partir da doenca. Muitas vezes, eles permanecem imunes por um longo
tempo depois da infeccao (as vezes, pelo resto da vida). O nimero

de individuos removidos em um certo instante ¢ sera representado por

R(1).

Nem todas as doencas incluem todas estas classes, e alguns modelos

podem incluir mais classes. Podem ser incluidas, por exemplo, classes de vacinacgao,
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classes de imunidade parcial de individuos que tém recuperacao, e podem passar
depois para uma classe parcialmente suscetivel. Também pode-se considerar que
a populagao apresente estrutura etdria (classes ou faixas etdrias), estrutura sexual,

entre outras.

Neste trabalho, para representar os modelos compartimentais, serao
utilizados fluxogramas, nos quais teremos setas do tipo entrando e saindo dos
compartimentos que descrevem: passagem de um compartimento para outro, saida
de um compartimento para o ambiente, ou ainda entrada num compartimento vindo

de fora do sistema.

As setas representarao, portanto, qualquer modificacao na ocupacao do

compartimento (nimero médio de individuos deslocados por unidade de tempo).

Quanto aos tempos caracteristicos de uma doenca, os modelos a-
presentados neste trabalho fazem mencao a trés diferentes periodos no processo de

infeccao:

a) Periodo latente: periodo durante o qual o hospedeiro estd infectado

mas nao transmite a doenca.

b) Periodo infeccioso: periodo durante o qual um individuo pode passar a

doenca para um suscetivel.

¢) Periodo de recuperagio: periodo durante o qual o individuo nao é mais
infeccioso, mas também nao é suscetivel. Hospedeiros recuperados sao
quase invariavelmente imunes a infeccoes posteriores no caso de para-
sitas virais, e esta imunidade, para muitas das infeccoes virais, aparenta

durar a vida toda.

A partir do proximo capitulo, mostraremos como se constréi um modelo

“compartimental”, a partir das classificagoes acima discriminadas.
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2.6 Parametros envolvidos em epidemiologia matematica

Nesta secao definiremos alguns parametros importantes que estao en-

volvidos nos modelos que apresentamos neste trabalho.
Nimero reprodutivo basico

O ndmero reprodutivo bdsico, também chamado de razao bésica de re-
producao, geralmente denotado por Ry, é um nimero adimensional, definido como o
nimero médio de infeccoes secundérias produzidas por um tnico individuo primario
infectivo durante todo o seu periodo infeccioso, em uma populacao inteiramente
suscetivel ao agente. Se a populacao for tao grande que se possa desprezar as in-
feccoes que vao sendo produzidas, Ry mede a velocidade inicial de crescimento da
epidemia, pois cada individuo infectado ramifica-se em Ry novos infectados que, por

sua vez, originam R, infectados cada um, e assim sucessivamente.

Quando uma infeccao causada por microparasitas se fixa em uma po-
pulacao hospedeira, a fracao inicial de suscetiveis comeca a decrescer. Em algum
momento, pode ser atingido um equilibrio, quando a taxa na qual individuos sao
infectados é contrabalangada pela taxa na qual novos suscetiveis aparecem (geral-
mente por nascimentos, mas também por imigra¢do ou por perda de imunidade).
No equilibrio, cada infeccao ird, em média, produzir uma infeccao secundaria, isto

é, no equilibrio, o nimero reprodutivo é igual a um.

Valores do niimero reprodutivo superiores a um, em um determinado
grupo de risco ou populacao, indicam que o parasita é capaz de invadir e se esta-
belecer na populagao hospedeira; a infecgao possui, portanto, o potencial de se tornar
endémica nesse grupo. Em oposicao, para valores de Ry menores que um, a infec¢ao
nao conseguird se estabelecer. A dependéncia de Ry, com cada um dos parametros
que o compoem nao é necessariamente linear e, portanto, torna-se interessante saber

que componente ird acarretar um maior impacto, ao ser alterado por algum programa
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de intervencao. Do ponto de vista da dinamica de propagacao da infeccao, Ry é o
parametro ideal para se comparar diferentes cendarios e estratégias de intervencao.

A seguinte tabela mostra os valores de R, para algumas doencas bem

conhecidas [Keeling (2002)]:

Doenga Ry (aproximadamente)
Variola 4

Sarampo 17

Varicela 11

HIV (homossexuais machos na Inglaterra e Gales) 4

HIV (prostitutas no Kenia) 11

Maldaria 100

Numero de contato

O numero de contato é definido como o nimero médio de contatos
“adequados” (isto é, com transmissao da doenga) de um infectivo durante todo o
seu periodo infeccioso. Este ntimero é, por sua vez, o produto do nimero médio
de contatos que um infectivo tem (seja com suscetivel, exposto, removido ou com
outro infectivo) pela probabilidade de transmissao por contato. Apenas no caso de

contato com suscetivel, esta probabilidade de transmissao sera diferente de zero.

Tazxa de contato que representaremos por « ¢ o nimero médio de con-
tatos “adequados” de um individuo infectivo numa certa unidade de tempo. Dessa
forma, o produto .S fornece o nimero médio de suscetiveis infectados por um infec-
tivo nesta unidade de tempo. Se um individuo infectivo origina .S novos infectados
por dia (unidade de tempo), para saber qual é o nimero total de novos infectados
por dia, isto é, a incidéncia diaria da doenca, basta multiplicar a.S pelo nimero
total de infectivos, ou seja I. Assim, a incidéncia didria (nimero médio total de
suscetiveis que passaram a infectados por dia) é: aSI, ou seja, a quantidade a.ST
¢ o niumero de suscetiveis convertidos em infectados durante a unidade de tempo a

qual « se refere. Produtos de populacao, como este, freqiientemente envolvidos na
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modelagem de epidemiologia, relacionam-se com a lei de ag¢ao de massas citada na

secao 2.3.

Representando por [...], a unidade de ..., podemos especificar as diversas

quantidades definidas acima, como segue:

contatos adequados

[t] = unidade de tempo; [nimero de contato] = , ,
infectivo

__contatos adequados

numero de infectados
[a] = ; [aS] = :

[t]. infectivo [t]. infectivo

numero total de infectados
[aSI] = = incidéncia.

[t]

Evidentemente, a unidade de qualquer populacao de um compartimen-

to, seja suscetivel, infectado, infectivo, é igual a unidade de p, que é “individuos”.
Forga de infecgao

A “forca” exercida pela infeccdo sobre os suscetiveis, visando converteé-
los em infectados, é freqiientemente representado por A, denominada forca de in-

feccao; seu valor é dado por A = al, cuja unidade é

numero total de infectados

Il =
[o]] [t].suscetivel
Segundo [Gomes(1998)] a forca de infec¢ao pode ainda ser entendida

COmao:

e a taxa de conversao de suscetiveis em infectados por suscetivel, uma
vez que se obtém dividindo afS por S. E, portanto, a incidéncia por

suscetivel;
e a probabilidade, por unidade de tempo, de que um suscetivel seja in-

fectado.

Observamos que Ry e A sao formas complementares de modelar o pro-

cesso de transmissao. Enquanto Ry adota a perspectiva do infeccioso - é o nimero
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de contatos adequados que o infeccioso tem enquanto é infeccioso, A adota a pers-
pectiva do suscetivel - é a probabilidade do suscetivel ser infectado numa unidade

de tempo.
Numero de reposicao

O numero de reposicio é definido como sendo o nimero de infeccoes
secundarias causadas por uma infeccao priméria numa populacao que nao é inteira-

mente suscetivel.

Enquanto a taxa reprodutiva basica Ry ¢é definida apenas no instante
da invasao, quando um individuo infeccioso é introduzido em uma populacao de
hospedeiros onde todos sao suscetiveis, o nimero de reposicao é definido para todo
instante de tempo. Visto que o nimero de reposicao é o numero real de casos
secundarios a partir de um infectivo tipico, depois que a infeccao ja invadiu uma

populacao, este é sempre menor que .
Limiar populacional

A existéncia de um limiar populacional foi demonstrada (teorema do
limiar) por Kermack e McKendrick, em 1927, e se refere a uma densidade popu-
lacional minima de suscetiveis abaixo da qual a epidemia se extingue ou nao se
instala. A introducao de casos infecciosos em uma comunidade de suscetiveis nao
leva a surto epidémico se a densidade populacional de suscetiveis for abaixo de certo
valor critico. Se, por outro lado, o valor critico for excedido, ocorrerd um surto
epidémico.

Parametros relacionados com o controle

Entre os parametros relacionados a estratégias de controle, de modo
a se erradicar ou controlar uma infec¢ao, podemos citar: a proporgao critica (pro-

porcao minima da populagao a ser efetivamente vacinada), profilitica (preventiva)

ou curativamente, a idade 6tima para se imunizar uma populacgao, além de fatores
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relacionados ao custo financeiro das possiveis estratégias, de modo a definir qual a

estratégia mais efetiva a ser adotada frente a uma epidemia ou endemia.

2.7 Imunizacao

Vacinacao e imunizacao sao muitas vezes usadas como sinonimos. Con-
tudo, vacinagao refere-se apenas a administracao da vacina (suspensao de micropa-
rasitas vivos com acao atenuada ou mortos, com o objetivo de induzir imunidade e
evitar a doenga), enquanto imunizagao refere-se ao processo de inducao ou forne-
cimento de imunidade por qualquer meio, seja ativo (como a vacina, que estimula a
producao de anticorpos especificos), ou passivo (administracao de substancias imu-

nizantes produzidas exogenamente).

Um programa de imunizacao contra uma doenca infecciosa tem dois
efeitos principais. O mais 6bvio, o efeito direto, é o de que uma fracao de individuos
da populacao passa a estar protegida contra a doenca, aumentando portanto a classe
dos removidos. O efeito indireto, conseqiiéncia do anterior, é que diminui a forca de
infeccao, af, da doenca. De fato, o aumento da populacao de removidos tem por
conseqiiéncia a diminuicao da populacao de infectados. Diminui a probabilidade de
que um contato infeccioso seja um contato com um suscetivel, ou seja, diminui a
probabilidade de um suscetivel nao-vacinado entrar em contato com a doenca. Por
exemplo, se houver menos candidatos espirrando e tossindo a nossa volta, diminui

a probabilidade de contrairmos a doenca.

Uma conseqiiéncia do efeito indireto é que nao é necessario imunizar
todos os individuos de uma populagao para erradicar uma doenca transmissivel.
Uma vez imunizada uma quantidade suficientemente grande de individuos, os efeitos
indiretos associados conduzem o niimero de reposicao a menos de um por infeccioso,

de tal forma que a doenca nao possa permanecer endémica na populacao.
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A erradicacao de uma doenca nao é, evidentemente, a tnica con-

seqiiéncia possivel a esperar de um programa de imunizacao. E apenas a mais

ambiciosa. Existe pelo menos mais trés outras conseqiiéncias possiveis:

e diminuicao do nivel de prevaléncia da doenca, e portanto, da forca de

infeccao;
e aumento da idade média em que a doenca é contraida;

e aumento do periodo interepidémico 7.

Quanto a vacinagao, embora existam estudos visando determinar se e-
xiste um periodo da vida de um individuo que seja ideal para ministrar uma vacina
contra determinada doenca infecciosa, neste trabalho, adotamos um modelo de imu-
nizacao que tem o efeito de transferir membros da populacao de suscetiveis para a

classe dos recuperados, logo que nasce e estes sao permanentemente imunizados.

Além da vacinagao, outra técnica muito usada como medida de saide
publica e com o objetivo de apressar a recuperacao dos individuos é a “pratica do
isolamento” dos individuos infectados apos deteccao dos primeiros sintomas clinicos,
que tem como resultado 6bvio aumentar a taxa de conversao de infectados em recu-
perados. Diminui portanto o niimero de contatos adequados, mas diminui também
o periodo de infecciosidade, encurtando assim, os periodos interepidémicos. Global-
mente, a pratica de isolamento de individuos parece ser uma medida menos eficaz
do que a vacinacao, pois minora de imediato a amplitude e duracao da epidemia,

mas ao mesmo tempo, encurta a chegada da préxima epidemia.

A partir do préximo capitulo passamos ao estudo detalhado de cada

modelo conforme descrito na introducao.
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3 MODELO SI COM CONSERVACAO DA
POPULACAO TOTAL

Um modelo compartimental simples em que a populagao é dividida em
apenas dois grupos, suscetiveis (S) e infectados (I), é denominado modelo SI. E
usado para doencas como AIDS e herpes [Brauer(2002)(c)]. Neste modelo, nao ha

recuperados e todos na populacao ou sao suscetiveis para doenca ou infectados.

Nao hé periodo latente (neste modelo, todo infectado é infeccioso), uma

vez que a doenca é suposta transmitir-se instantaneamente pelo contato.

Diversos modelos ST podem ser construidos, os quais diferem entre si,
seja pela escala de tempo de interesse (com dinamica vital ou ndo), seja pelo tipo de
mortalidade considerada (incluindo mortalidade induzida pela doenga ou nao), ou
ainda pelo tipo de comportamento dinamico apresentado pela populagao na auséncia

da doenga.

Neste capitulo, apresentaremos o modelo SI com conservacao da po-
pulagao total, o qual subdividimos em modelo ST sem dinamica vital (segao 3.1) e
o modelo ST com dinamica vital (se¢ao 3.2). No capitulo seguinte, apresentaremos
modelos ST onde a populagao total nao é conservada. Em ambos os capitulos repre-
sentaremos por S(t) e I(t), respectivamente, o niimero de suscetiveis e de infectados
em um certo instante ¢. Além disso, Sy e Iy sao as populagoes iniciais (em t = 0)

S(0) e I(0), respectivamente.

3.1 Modelo SI sem dinamica vital

Se admitirmos que a escala temporal da enfermidade é muito rapida
quando comparada a dinamica demografica da populagao, desprezam-se os efeitos

demogriéficos (mortes e nascimentos) que ocorrem dentro do periodo de duracgao da
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doenca, o qual é normalmente dado em termos de dias ou semanas, o modelo é

chamado modelo SI sem dinamica vital.

3.1.1 Formulacao do modelo

Neste modelo, a populacao total é considerada constante, isto €,
St)+1I(t)=Sy+1I,=N (3.1)
onde N, constante, é o tamanho fixo da populacao.

Modelo sem dinamica vital significa que, na escala de tempo de inte-
resse, assume-se (ue nNao ocorram nem nascimentos, nem mortes, nem qualquer tipo

de migracao, na populagao considerada.

Considerando que a populacdo total (suscetiveis e infectados) esteja
misturada homogeneamente, assume-se que a taxa com a qual S(¢) diminui e a taxa
com a qual I(t) aumenta é proporcional ao produto do nimero de suscetiveis pelo

nimero de infecciosos.

Representando por « (o > 0) o niimero médio de contatos por individuo
infeccioso por unidade de tempo, teremos, para a taxa de transferéncia da classe S
para a classe I, o produto aS1I, donde construiremos para o modelo SI o fluxogra-

ma apresentado na figura 3.1 ao qual corresponde o seguinte sistema de equagoes

. -
—

Figura 3.1: Fluzxograma representando o modelo SI sem dinamica vital.

[nfectadas

lit)

diferenciais ordindrias:

ds

dt
dl
dt
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conhecidos os valores iniciais

Usando a notac¢ao [m] para indicar a dimensao de m, temos:
[S] = [I] = [populagao] = individuos, que representaremos por [p].
Para obter [a], efetuamos o seguinte raciocinio:

oS1] =[] = [4] =

Portanto:

[o] = [p7 "L,
o que confere com nossa afirmacao, na secao 2.6, de que a é o nimero médio de

contatos por individuo infeccioso por unidade de tempo.

Representando por P(t) a soma P(t) = S(t)+ I(t), e adicionando (3.2)

com (3.3), verifica-se que a populacao total se conserva, pois
d[P(t)]
dt

que, juntamente com a condigao inicial P(0) = S(0)+ I(0) = N, tem como solugao:

=0, (3.5)

P(t)=S({t)+1(t)=N (3.6)
3.1.2 Solucao exata e estados assintéticos

A trajetoria da doenca pode ser observada resolvendo analiticamente o

problema de valor inicial (3.2) - (3.4) e visualizando graficamente suas solugoes.

De (3.6) temos S(t) = N — I(t) que substituido em (3.3) fornece:
dl

—p=al(N=1), (3.7)

conhecida como equacao de Verhulst para crescimento populacional, que juntamente

com a condigao inicial I(0) = Iy, fornece
IyN

I(t) = .
( ) Iy + e(~Nat) (N _ [0)

(3.8)
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Figura 3.2: (a) Variag¢io temporal do nimero de suscetiveis S(t) e do nimero de
infectados I(t), (b) curva epidémica % x t, em um modelo SI sem
dinamica vital com o = 0,001 por individuo infectado por unidade de

tempo, 1(0) = 25 individuos e S(0) = 975 individuos.

O comportamento do nimero de suscetiveis obtém-se, a partir de (3.8)

juntamente com (3.6), como segue:

B SoN
S(t) = (N — Sp)e(Vat) 4 Gy (3.9)
Fazendo t— oo em (3.8) e (3.9) obtém-se
limI(t) =N e lim S(t) =0, (3.10)

t_ 00 t_y 00

isto é, todos tornam-se infectados, visto que Sop < N e a > 0.

Na figura 3.2 (a), apresentamos em um mesmo sistema de eixos coor-
denados, os gréficos de S(t) e de I(t), em fun¢ao do tempo ¢, para uma populagao
caracterizada por a, Iy e Sj indicados na legenda da figura. Pode-se observar que,
em qualquer instante ¢ (em uma mesma perpendicular ao eixo t), a soma I(t) + S(¢)
mantém-se constante, ou seja, igual a Iy + Sy = N = 1000. Em qualquer modelo
ST com conservagao da populacdo total, a duas curvas S(t) e I(t) interceptam-se
em um instante t, tal que S(t,) = I(t.) = &. Para 0 < ¢ < t,, temos S(t) > I(t) e,
para t > t,, temos I(t) > S(t).
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Figura 3.3: Variagcdo temporal (a) do nimero de suscetiveis S(t), (b) do nimero
de infectados I(t), em um modelo SI sem dinamica vital, para trés
diferentes valores da taza de contato «, sendo I(0) = 25 individuos

e S(0) = 975 individuos.

Além disso, quando t— oo, vemos que I— N e S— 0, como foi en-
contrado no estudo analitico. Para tracar estes graficos, nos valemos do comando
DEplot do pacote DEtools do software Maple V, cuja entrada é o problema de va-
lor inicial constituido pelo sistema (3.2)-(3.3), juntamente com as condigoes iniciais
(3.4); sao, portanto, curvas solucao geradas por método numérico de resolucao do
sistema. Poderiamos também ter feito o gréifico a partir da solugao exata (3.8) para

I(t) e (3.9) para S(t), que neste modelo, foi possivel determinar.

Apresentamos na figura 3.2(b), o grafico de % x t que é denominado

“curva epidémica”, para o mesmo sistema da figura (a). Observamos que % assume

um valor maximo em ¢t = t,, ~ 3,67 unidades de tempo, que corresponde ao ponto
de inflexao da curva I(t) na figura 3.2(a), e a partir do qual o crescimento do niimero

de infectados comeca a diminuir.

Para visualizar a influéncia da taxa de contato o na variacao do niimero
de suscetiveis, na variacao do nimero de infectados e na curva epidémica, tracamos
as curvas apresentadas nas figuras 3.3(a) e (b) e 3.4, respectivamente, para trés
diferentes valores de a, a saber: 0,0005 0,001 e 0,002 por individuo infeccioso
por unidade de tempo. Da figura 3.3(a) e (b) pode-se observar que o nimero de
suscetiveis tende a zero (e o nimero de infectados tende a N), mais rapidamente a

medida que o valor da taxa de contato v aumenta. Por outro lado, o valor méaximo
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Figura 3.4: Curva epidémica do modelo ST sem dinamica vital correspondentes a
figura 3.3.

de % aumenta a medida que o aumenta também, e é atingido mais rapidamente,

como se observa na figura 3.4.

Outro ponto interessante é verificar como o comportamento da doenca
é influenciado pela proporcao de infectados na populacao, no tempo ¢t = 0. Para
isso, tracamos as curvas apresentadas nas figuras: 3.5(a) para a variagao de S(t),
3.5(b) para a variacao de I(t) e 3.6 para a curva epidémica, para trés diferentes

valores de I, a saber: 10, 25 e 100 individuos inicialmente infectados.

I(t4
1000 I,=100

14 t 2 R o 14t

Figura 3.5: Variacao temporal (a) do nimero de suscetiveis S(t), (b) do nimero
de infectados I(t), em wm modelo ST sem dinamica vital, com uma
populacdo de 1000 individuos, para trés diferentes valores do nimero
inicial de infectados Iy, sendo a taxa de contato o = 0,001 por individuo
infeccioso por unidade de tempo.
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Figura 3.6: Curva epidémica para o modelo ST sem dinamica vital correspondente
a figura 3.5.

Observa-se que, quanto maior o nimero inicial de infectados, mais ra-
pidamente o niimero de suscetiveis cai para zero e o nimero de infectados cresce para
N = 1000. Por outro lado, na figura 3.6 visualiza-se que o méximo é atingido em
um intervalo de tempo mais curto, mas o valor de %|maz é 0 mesmo (250 infectados

por unidade de tempo, neste gréfico).

3.1.3 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade

Os valores de equilibrio I* sdo obtidos a partir da equagao (3.7), com

a condicao [%]1:1* = 0, que fornece: I* =0 e I* = N, que correspondem, respecti-
vamente, a S* = N e S* = 0, visto que a populagao total é sempre igual a N, pela

equacao (3.6).

Os resultados da andlise de estabilidade dos equilibrios determinados

acima podem ser visualizados na linha de fase para S(t), que tragamos na figura 3.7.

Figura 3.7: Linha de fase para S(t), do sistema ST sem dindmica vital; setas mais
largas indicam o intervalo que possui significado bioldgico.
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Sobre o eixo S, onde marcamos os equilibrios S* =0 e S* = N, temos
setas apontando para direita se % > ( e para esquerda se % < 0. A determinacao
do sinal de 42 foi efetuada a partir de & = —aS(N — S), obtida a partir de (3.2)

juntamente com (3.6).

Concluimos, portanto, que S* = 0 (que corresponde a I* = N) é um
ponto de equilibrio estavel, enquanto que S* = N (que corresponde a I* = 0) é um

equilibrio instavel do sistema.

Poderiamos, evidentemente, ter partido da equacao: % =al(N -1),
obtida a partir de (3.3) juntamente com (3.6), cuja andalise de estabilidade levaria a

figura 3.8
I

-4—-4——;——’——’——’-—4—4——4——;

[ N

Figura 3.8: Linha de fase para I(t), do sistema SI sem dinamica vital; setas mais
largas indicam o intervalo que possui significado bioldgico.

As conclusdes repetem as anteriores, pois I* = 0 (que corresponde a
S* = N) é um equilibrio instavel, enquanto que I* = N (que corresponde a S* = 0)

¢ um equilibrio estavel.
Em outras palavras,
(S*,I*)=(N, 0) é equilibrio instédvel,
(S*,I*)=(0, N) é equilibrio estavel.

Cabe enfatizar que, para este sistema, foi possivel chegar as conclusoes
acima sem qualquer aproximacgao. Se tivéssemos feito uso da linearizacao em torno
de cada ponto de equilibrio (ver apéndice A.2), teriamos, a partir do lado direito da
equagao (3.7), definido

f(I)=al(N —1), (3.11)
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cujo grafico f(I) x I apresentamos na figura 3.9(a), donde podemos verificar que
f'/(I*=0)>0e f/(I* =N) <0, e, portanto [* = 0 (com S* = N) é equilibrio

instavel, enquanto que I* = N (com S* = 0) é equilibrio linearmente estavel.

] y
- S+l=M

()

Figura 3.9: (a) Grdfico de f(I) x I; (b) Trajetoria do sistema SI sem dindamica
vital, no primeiro quadrante (inico com significado biolégico) do plano
de fases.

O comportamento do sistema pode ser também visualizado a partir de
um grafico no plano ST (apenas o primeiro quadrante tem significado biol6gico),
como mostrado na figura 3.9(b). Pelo fato de que a populacdo total é conservada,
cada estado ocupado pelo sistema constitui um ponto sobre a reta S+ 1 = N, e as
setas indicam o sentido da evolugao temporal do sistema que, de acordo com este
modelo, tem como estado assintético (atrator) a situacao em que a populagao inteira
estd infectada. Em toda regiao com significado biolégico, o modelo descreve uma
infeccao em que, com o passar do tempo, o nimero de suscetiveis sempre decresce e

o ntimero de infectados sempre cresce, mantida constante a populagao total.

3.2 Modelo ST com dinamica vital

Quando incorporamos efeitos demograficos, ao considerarmos a popu-
lagao dividida em duas classes (S e I), temos o modelo SI com dinamica vital. O

que diferencia o modelo com dinamica vital, usado para descrever enfermidades cu-
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ja duracao é expressa em meses ou anos, é que, supondo que exista um equilibrio
demografico, nascimentos e mortes ocorrem naturalmente a taxas iguais e todos os

recém-nascidos sao suscetiveis.

3.2.1 Formulacao do modelo

Neste modelo assume-se que o tamanho da populacao é constante
(nascimentos e mortes ocorrem com a mesma taxa) e estd misturada homogenea-
mente. Supoe-se que nascimentos ocorrem a uma taxa proporcional a populagao
total NV (constante) existente (isto é, tanto suscetiveis quanto infectados contribuem
para o nascimento de novos suscetiveis), com constante de proporcionalidade p
(u > 0) e, que os individuos sao removidos por morte natural, de cada classe a
uma taxa proporcional ao tamanho da classe, com constante de proporcionalidade
I E a inclusdo deste parametro p que diferencia o modelo ST com dinamica vital

do modelo ST sem dinamica vital.

O fluxograma que representa este modelo é visualizado na figura 3.10,
onde uN é a taxa de nascimento de suscetiveis, ul e S sao respectivamente, as
taxas de mortalidade de infectados e de suscetiveis. Além disso, temos, como no

modelo anterior, a taxa de transferéncia ST da classe S para a classe I.

(a'sey |
U—N - —_— InfeIEttjadns
2 F

Figura 3.10: Fluzograma representando o modelo SI com dinamica vital.

As unidades dos parametros envolvidos neste modelo sao:

[u] = [t]"" e [o] = [p]'[f]"". Temos ainda [N] = [S] = [I] = [p].
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Ao fluxograma da figura 3.10, corresponde o seguinte sistema de

equacoes:
ds
il uN — aST — puS, (3.12)
dI
— = aSI —pul 3.13
o aST — pl, (3.13)

ao qual devemos acrescentar as condigoes iniciais: 1(0) = Iy e S(0) = Sp, tais que

IU+SOZN.

O lado direito da equagao (3.12) pode ser escrito da forma ul — ST,
pois N = S + I. Adicionando (3.12) e (3.13) temos

diS(t) + 1(t)]

=0. 14
o 0 (3.14)

Logo,
S(t)+ I(t) = N. (3.15)

Portanto, no modelo ST com dinamica vital, assim como no modelo ST
sem dinamica vital, visto anteriormente, temos que a populacao total é conservada,

isto é, para qualquer instante de tempo ¢, vale

S(t)+ I(t) = S(0) + I(0) = N. (3.16)
3.2.2 Solucao exata e estados assintdticos

Substituindo (3.16) em (3.13), obtém-se

dl
i —al* + I(aN — p), (3.17)

que juntamente com a condicao inicial I(0) = Iy, tem como solucao:

I(t) = Io(aN — p)
aly + (aN — p — aly)e HaN-u)"

(3.18)

De (3.18), tem-se:
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oseaN—u>O,istoé,%>1,

lim I(t) = N — £ >0, (3.19)
(6]

t_)OO

e temos, portanto, um estado assintotico endémico;
e se aN — i < 0, isto é, %<1,

lim I(t) =0, (3.20)

t_ 00

o que significa que a doenca se extingue.

aN

O valor da razao é exatamente o parametro Ry, que definimos na

secao 2.6, denominado numero reprodutivo bdsico. Este parametro é adimensional,

pois
0 2l i )
1] 1! |

Se Ry > 1 ocorre epidemia e se Ry < 1 a doenca se extingue.

O nimero de suscetiveis S(¢), em um instante qualquer ¢, pode ser
obtido simplesmente a partir da lei de conservacao (3.16), substituindo I(t) pela

solugao (3.18), e ainda lembrando que Iy = N — Sy, o que fornece:

(N = Sp) + N(aSy — p)e~t@N=m

S(t) = . 3.21
®) a(N = Sp) + (Sy — p)e HeN=p) (3:21)
De (3.21) tem-se, desde que Ry > 1,
lim S(t) = £, (3.22)
t_ 00 [6%
valor que evidentemente também poderia ter sido obtido através de
N — lim I(t). (3.23)

t_y 00

No modelo sem dinamica vital, nao existia a possibilidade da doenca
desaparecer; o estado assintético (quando t — o) era caracterizado por toda a

populacao infectada.
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Figura 3.11: (a)Varia¢ao temporal do nimero de suscetiveis S(t) e do nimero de
infectados 1(t), (b) curva epidémica % x t, em um modelo SI com
dinamica vital, com Ry > 1.

O modelo ST com dinamica vital, que analisamos agora, apresenta dois
estados assintoticos possiveis, dependendo do valor do parametro adimensional R,

que caracteriza o sistema.

e o sistema dirige-se para o equilibrio livre da doenca, se Ry < 1, pois

R0§1<:>aN—,u<0:>tlimI(t):0 e lim S(t) = N.

t_y00

e o sistema dirige-se ao equilibrio endémico, se Ry > 1, pois

Ry>lée=aN—p>0=lmI(H)=N-L>0 e Jims@="L.
— 00 (8 — 00 (6%

Na figura 3.11 (a), apresentamos em um mesmo sistema de eixos coor-
denados, os graficos de S(t) e I(t), usando para «, Iy e Sy os mesmos valores com os
quais tracamos a figura 3.2, aos quais acrescentamos a taxa de mortalidade = 0, 02
por unidade de tempo (a inclusdo desta taxa é o que diferencia o modelo ST com
dinamica vital do modelo ST sem dinamica vital). O valor da taxa reprodutiva
bésica, neste caso, é maior que um. Observa-se que, com o passar do tempo %, o
niimero de suscetiveis decresce para o valor £ (neste exemplo, tende a S* =20) e o
niimero de infectados cresce para o valor N — £ (neste exemplo tende a I* = 980).
Observamos ainda que, fazendo p = 0, que corresponde ao modelo ST sem dinamica

vital, recaimos nos resultados anteriores, S —0e I — N.
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O grafico % X t correspondente é apresentado na figura 3.11(b), onde

observa-se que % assume um valor maximo em um instante de tempo t,, ~ 3,72
unidades de tempo, que corresponde ao ponto de inflexdo da curva I(¢) na figura

3.11(a), e a partir do qual o crescimento do nimero de infectados comega a diminuir.

3.2.3 Adimensionalizacao do modelo

A seguir, adimensionalizaremos o modelo SI com dinamica vital, e

mostraremos que este procedimento nos apresenta a combinacao % (exatamente
o numero reprodutivo Ry que determinamos na subse¢do anterior), como o tinico

parametro relevante deste modelo.

Para mostrar este fato, definimos duas novas variaveis dependentes adi-

mensionais s e ¢, através de:

VA
Il
¢)
.
Il

1
— 3.24
N’ ( )

2lw

onde s € [0,1],7 € [0,1] e s + ¢ = 1, além da varidvel independente adimensional 7,
tal que
T = ut, (3.25)

donde obtemos, a partir do sistema (3.12)-(3.13), o seguinte sistema adimensiona-

lizado:

- = 1 —ysi—s, (3.26)
i
d—j = i(ys = 1), (3.27)

onde definimos v = %

E importante observarmos que, a partir de um sistema para S(t) e I(t)
com trés parametros (i, N, @), recaimos, mediante a adimensionalizagao do mesmo,
em um sistema para s(7) e i(7) com um tdnico parametro: y = % Como veremos

mais adiante, o tipo de comportamento do sistema, que sera esquematizado através
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dos diagramas de bifurcacao, depende apenas do parametro v, e nao em separado de
cada um dos parametros (a, N, 1) que o compoem. Este fato é importante também

quando se trabalha com simulacoes.

Da equagao (3.13), temos que .S é o niimero de contatos que resultam

em aumento do numero de infectados, por infeccioso e por unidade de tempo;

o T

é o tempo médio durante o qual um individuo fica infeccioso. Portanto, % é

nimero médio de novas infecgoes causadas por um infectivo, durante seu periodo
de infecciosidade. Considerando uma populacao onde todo mundo é suscetivel, sig-
nifica S = N, chegamos a conclusao que v é o nimero médio de casos secundarios
produzidos por um individuo primario infectante, durante todo o periodo infeccioso,
quando este é introduzido numa populacao onde todos sao suscetiveis. Em outras
palavras, o inico parametro presente no sistema adimensionalizado é exatamente o
nimero reprodutivo basico, Ry, definido na secao 2.6. Reescrevemos, entao o sistema

adimensionalizado sob a forma:

ds ,
5 = (1= Ros), (3.28)
di .
o = Bos—1), (3.29)

onde em (3.28) fizemos uso do fato de que s +i = 1.

Para que ocorra epidemia devemos ter % > 0, o que de (3.29), implica

em s > Rio, o que s6 podera ocorrer se Ry > 1, pois, caso contrario, teriamos s > 1.

Neste caso, de (3.28), temos que g—f_ < 0, enquanto s for maior que Rio; quando
s = -, teremos & =0 e % =, e portanto um equilibrio endémico em
Ry’ dr dr )

s So s g

(6% (6%

e, como s+1i =1,
i — 1 _ L I _—q1_ & — _ b
i=l-—g—=x5=1 —I=N-"L.

Na figura 3.12, visualizamos a influéncia do parametro R, na variacao
temporal da populacao. Observa-se que quanto maior o valor de Ry > 1, mais

rapidamente o niimero de suscetiveis decresce para o valor de £ e o nimero de
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Figura 3.12: Varia¢ao temporal (a) do nimero de suscetiveis S(t), (b) do nimero
de infectados I(t), em um modelo SI com dindmica vital, para trés
diferentes valores do nimero reprodutivo bdsico Ry, sendo I(0) = 25
individuos e S(0) = 975 individuos.

infectados cresce para N — £. Quando Ry < 1, o ntimero de suscetiveis cresce para

N e o nimero de infectados decresce para zero (ndo ha epidemia).

Quanto a curva epidémica, representada na figura 3.13, visualiza-se que

quanto maior Ry > 1, maior o valor de % maximo; porém, quando Ry < 1, tem-se
valores negativos para %, isto quer dizer que o nimero de infectados I(t) somente

diminui, nao temos epidemia.
3.2.4 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade

Para determinarmos os pontos de equilibrio (S*, I'*), partimos de (3.12)-

(3.13) e, impondo 2% = 0 e 4L = 0, obtemos:

o equilibrio livre da doenga
(ST, I7) = (N, 0); (3.30)
e o equilibrio endémico

(53,13) = (gN - g) : (3.31)
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Figura 3.13: Curva epidémica do modelo ST com dinamica vital correspondente a
figura 3.12.

este tltimo com significado biolégico desde que seja satisfeita a condicao: N—£ > 0,

isto é:
N
s (3.32)

1

Observamos que estes pontos de equilibrio sao os mesmos estados

assintoticos determinados na segao 3.2.2.

A andlise da estabilidade dos pontos de equilibrios pode ser efetuada

através das seguintes abordagens:
1) estudo do sinal de % ou de % (linha de fase);
2) estudo do campo de dire¢oes no plano de fase do sistema;
3) linearizagao do sistema.

1) Estudo do sinal de % ou de % (linha de fase)

a) Usando as equagoes (3.12) e (3.16), obtemos:

% =aS? — S(aN + p) + puN, (3.33)

que se anula para:

e ST = N, que corresponde a I7 = 0; e,
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e S5 = £, que corresponde a I; = N — S; = N — £, que é positivo,

quando N > £ ou seja, 2¥ > 1.
a p

Na figura 3.14, identificamos com setas a evolugao temporal do sistema,

donde concliiimos aune S¥ = N & eanilibrio instivel e S* = £ é eanilibrio estivel.
—F—b—'—+*—‘—+++—‘——»—%§
0 H N
o

Figura 3.14: Linha de fase do sistema SI com dindmica vital para S(t), com Ry > 1;
setas mais largas indicam o intervalo que possui significado bioldgico.

b) Poderiamos também ter partido de (3.13), que com (3.16), leva a

dl
P I(—al + aN — p), (3.34)
que se anula para I} = 0, que corresponde a S = N e I; = N — £ que corresponde

aN

u>1'

a S; = £. Observamos ainda que I3 > 0 implica em

dI

or» donde resulta que

Na figura 3.15 apresentamos a andlise do sinal de
%>0para0<I<N—%,e%<0para[<00uI>N—§. Concluimos que
I7 = 0 é eauilibrio instavel e IX = N — £ é eauilibrio estdvel.

I

T

0

Figura 3.15: Linha de fase do sistema ST com dindmica vital para I(t), com Ry > 1;
setas mais largas indicam o intervalo que possui significado bioldgico.

Tanto a andlise feita em a) quanto aquela em b), levam evidentemente
a mesma conclusao de que, para Ry > 1, o equilibrio (S}, I7) = (N,0) é equilibrio
instdvel, enquanto que o equilibrio (S5, 1;) = (4, N — £) é equilibrio estdvel. Por
outro lado, se Ry < 1, o tinico equilibrio é aquele livre da doenca: (S}, ) = (IV,0),

que neste caso sera estavel.
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Figura 3.16: As duas “nullclines” de I e a “nullcline” de S, no primeiro quadrante
do plano de fases, do sistema SI com dinamica vital; setas indicam a

composicao dos elementos do campo de direcoes do sistema determi-

nadas a partir dos sinais de G e de 3, para Ry > 1.

2) Estudo do campo de diregoes no plano de fase do sistema

Em se tratando de um sistema autonomo, podemos representar grafi-
camente no plano de fase (das varidveis dependentes S e I) as curvas que satis-
fazem % = 0, bem como as curvas que satisfazem % = 0, denominadas isoclinas
de inclinacao nula (“nullclines”). Apenas o primeiro quadrante no plano ST serd

considerado, visto que existe significado biolégico apenas para S > 0e [ > 0.

De (3.12), obtém-se a seguinte “nullcline” de S:

_ uS —puN

I
—asS

(3.35)

que diverge para S = 0, a qual estd representada na figura 3.16. Setas verticais
(% = 0) sobre esta curva evidenciam a direcdo (perpendicular ao eixo S) na qual
¢ atravessada pelas trajetérias. Esta curva divide o primeiro quadrante em duas
. . . . dS
partes. Uma parte com setas horizontais apontando para direita quando ‘> > 0, e

outra parte com setas horizontais apontando para esquerda, quando % < 0.
As “nullclines” de I sao obtidas de (3.13), como:

I=0 ¢ §S=1 (3.36)
(0%
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Figura 3.17: (a)Campo de dire¢oes e “nullclines” de S e de I, no primeiro quadrante
do plano de fase, do sistema SI com dinamica vital, tragadas com o
Maple, para Ry > 1; (b) 0o mesmo que (a) para Ry < 1.

representadas na figura 3.16. Sobre estas duas retas, tracamos setas horizontais

(ﬂ

% = 0) evidenciando a direcao (perpendicular ao eixo I) tangente as trajetdrias

em seus pontos. A “nullcline” S = £, divide o primeiro quadrante em duas partes,
I

uma com setas verticais apontando para cima, quando 7 > 0, e outra com setas

. . . d]
verticais apontando para baixo, quando 4 < 0.

Cada encontro de uma “nullcline” de S com uma “nullcline” de I fornece
um ponto de equilibrio. Pode-se observar que o ponto (S}, ) = (N,0) é instavel
(setas se afastam), enquanto que para o ponto (S3,13) = (£, N — £) a andlise das

“nullclines” é inconclusiva, pois as setas giram no mesmo sentido.

Na figura 3.17(a), apresentamos um maior nimero de elementos do
campo de direcoes e as “nullclines” de S e de I para o modelo ST com dinamica vital,
tracadas através da resolucao do sistema (3.12)- (3.13) por métodos numéricos, com
o Maple, quando temos epidemia, ou seja, quando % > 1. Observa-se que o ponto
de equilibrio (N, 0) é instavel (trajetérias se afastam do ponto, exceto se estiverem

sobre o eixo S), enquanto que o ponto (£, N — £) ¢ estdvel (atrai as trajetérias).
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Figura 3.18: Campo de dire¢ées, “nullclines” de S e de I, e a reta S(t) + I(t) = N,
do sistema SI com dinamica vital, com Ry > 1.

No caso de termos % < 1, observa-se na figura 3.17 (b), que o ponto
(N, 0) é o tnico equilibrio com significado biolégico, e é estavel (atrai as trajetorias).
Portanto, Ry < 1(> 1), coincide com a condicao de estabilidade (instabilidade), do

equilibrio onde toda a populacao é suscetivel.

Precisamos acrescentar ainda que, no modelo ST com dinamica vital,
que estamos apresentando, a conservacao da populacao total tem como efeito o de
fixar as trajetérias sobre a reta S(t) + I(t) = N, a qual tracamos na figura 3.18.

Neste sentido, a mobilidade do sistema é, portanto, unidimensional (sobre uma reta).

3) Linearizagao do sistema

Podemos estudar a estabilidade de cada ponto de equilibrio usando a
técnica da linearizagao (ver apéndice B.2), que relaciona as solugbes no caso nao
linear com as correspondentes solucoes da aproximacao linear do sistema, em torno
do equilibrio em questao. O objetivo desta técnica é obter informagcoes qualitativas
a respeito do comportamento de longo prazo das solugoes, de tal modo que a solucao

esteja suficientemente préxima do equilibrio considerado.

Dado o sistema

ds
= f(8.D) (3.37)
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dl

— =g(5,1 3.38
o =9(5.1) (3.38)
onde definimos f(S,I) = uN — ST — uS e g(S,I) = aST — I, quer-se investigar o
comportamento das trajetorias deste sistema na vizinhanca de cada um dos pontos

de equilibrio

1

Partindo do sistema linearizado (ver apéndice B.2):
as
dt S-S
= J(S*, 1) (3.40)
dl I—-1rI
dt
com a matriz Jacobiana
or of
0S 01 —al*—p  —aS*
J(S* 1) = = , (3.41)
dg dg al* aS* —p
a5 oI ds5=5

calculamos o traco (7)) e o determinante (D) desta matriz, bem como o valor de
A = T?—4D, para cada ponto de equilibrio. Da analise de sinais destas quantidades
(T, D e A), resulta uma discriminagao de intervalos para o parametro Ry, donde
concluimos que, se as trajetérias pudessem situar-se em qualquer ponto do primeiro

quadrante, a estabilidade de cada equilibrio seria estabelecida de acordo com 3.1.

Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
Ry <1 (ST, I7) B estavel né
(S5, 1) | I, <0 instavel ponto de sela
Ry >1 (ST, I7) B instavel ponto de sela
(S5, 1) B estavel no

Tabela 3.1: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos equilibrios (3.39),
do sistema ST com dinamica vital, dependendo do intervalo no qual se
situa o parametro R,. Na terceira coluna, B indica que o equilibrio é
biologicamente viavel.
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Poderiamos ter determinado Ry, a partir da condicao de instabilidade

do equilibrio livre de doenca, pois esta é % > 1.

Na figura 3.19(a) e (b), tragcamos o diagrama de bifurcacao correspon-
dente, onde, no eixo horizontal colocamos o parametro R, envolvido no sistema, e
no eixo vertical uma varidvel dependente, a saber: S* na figura 3.19 (a) e I* na
figura 3.19(b). Evidentemente valores negativos para S* e para I* nao possuem
significado bioldgico. Por convencao, solugoes estacionarias estaveis constituem cur-
vas continuas, enquanto que as solucoes estacionarias instaveis constituem curvas
tracejadas. Observamos que, quando Ry = 1, tém-se uma bifurcacao transcritica
(intersecao de duas curvas de bifurcacao, com troca de comportamento quanto a
estabilidade). Para Ry < 1 o ponto de equilibrio (IV,0) é estavel, enquanto que o
ponto (£, N — &) = (%,N(l - RLO)) é instavel; ja para Ry > 1 temos a situacao
inversa. Confirma-se, desse modo, novamente, que para ocorrer epidemia devemos

ter Rg > 1.

R §

Figura 3.19: Diagrama de bifurcacdo,(a) para S*, e (b) para I*, no modelo ST com
dinamica vital.

No modelo que acabamos de estudar, ao usar na equagao (3.12), o termo
1N, foi considerado que tanto suscetiveis quanto infectados contribuiam para a taxa

de nascimento. Cabe observar aqui que existem doencas que debilitam a ponto de
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impedir que infectados possam contribuir para a taxa de nascimentos; neste caso,
apenas os suscetiveis contribuiriam, o que significa substituir na equacao (3.12) o
termo uN por pS. Este tipo de situacao serd analisado no capitulo seguinte na

secao 4.2.2.
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4 MODELO S/ SEM CONSERVACAO DA
POPULACAO TOTAL

Neste capitulo ainda apresentaremos modelos do tipo S7, com dinamica
vital, porém agora, sem conservacao da populacao total. Dividimos o capitulo em
trés secoes. Na primeira, apresentamos o modelo ST com morte induzida pela
doenca; na secao dois, ainda incluindo morte induzida pela doenca, consideramos a
possibilidade da taxa de nascimento per capita ser diferente da taxa de mortalidade;
aqui dividiremos em dois casos dependendo se os infectados contribuem ou nao a

taxa de nascimento. Por fim, na secao trés, incluimos a capacidade de suporte.

4.1 Modelo SI com dinamica vital incluindo morte

induzida pela doenca

No modelo SI com dinamica vital incluindo morte induzida pela
doencga, a populacdo também é dividida em dois grupos: suscetiveis (S) e infec-
tados (I), como no capitulo anterior. Porém, aqui nesta se¢do, incluimos um novo
parametro (¢ > 0), que representa uma taxa de morte per capita, de infectados que

morrem por unidade de tempo, devido a infeccao.

ey oSl

I Infectados

lus ltpl lul

Figura 4.1: Fluxograma representando o modelo SI com dinamica vital incluindo
morte induzida pela doenca.
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4.1.1 Formulacao do modelo

Ao fluxograma, apresentado na figura 4.1, corresponde o seguinte sis-

tema:
dS
il uN — ST — uS, (4.1)
dl
— = ST — ol —ul 4.2
o o oI — pl, (4.2)

onde N(t) = S(t)+I(t), é a populagao total (que varia com o tempo), e consideramos
que ambos, suscetiveis e infectados, contribuem para a taxa de nascimentos. O

sistema de equacoes acima, pode ser escrito como:

ds
— = pul —aST 4.3
dI
o = aST — ol — pl, (4.4)

além das condigoes iniciais 1(0) = Iy e S(0) = Sp.

Somando-se as equagoes (4.3) e (4.4) obtemos:

diS(t) + 1(t)]

— ol <0, 4.5
7 ol < (4.5)

o que nos mostra que neste modelo a populacao total nao é conservada.

4.1.2 Adimensionalizacao do modelo

As unidades das variaveis e dos parametros envolvidos neste modelo

Sao:

s=E— e i=— (4.6)
além da variavel independente adimensional 7, tal que

T=(u+ o), (4.7)
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obtemos a partir de (4.3)-(4.4), o sistema adimensionalizado:

% = 7i(l —s), (4.8)
% = i(ys—1), (4.9)

onde definimos v = Fi_w < 1.
Visto que —— é o tempo médio durante o qual um individuo é infec-

Bt
tivo, e lembrando que Sa é a taxa com a qual um infectivo causa nova infeccao,

concluimos que s = li—o; é o numero médio de novas infeccoes causadas por um

infectivo, durante seu periodo de infecciosidade. Além disso, da definicao do niimero

reprodutivo basico (se¢ao 2.6), identificamos que Ry é o valor desta fracao, no inicio

da infeccao, quando toda a populacao é suscetivel, isto é, quando S = N(0) = Ny,

OéNo

e portanto, Ry = L

4.1.3 Pontos de equilibrio e andlise de sua estabilidade

Voltando ao sistema dimensional (4.3)-(4.4), para calcular os pontos de

equilibrio deste modelo, usamos % =0e % = (. Assim, temos:
—aS* "+ pl* =0, (4.10)
aS*I* — pul* — oI* =0, (4.11)

cuja solucao é I* = 0 e S* qualquer; isto é, se I* = 0, para qualquer que seja o
nimero de suscetiveis, teremos um equilibrio. Este equilibrio serd um equilibrio
livre da doenca, que dependera do valor inicial de S, como pode ser visto na figura
4.2, onde tracamos algumas trajetérias no plano de fase do sistema, juntamente
com o respectivo campo de direcoes. Por outro lado, sendo ¢ # 0, nao hé equilibrio

endémico (com o nimero de infectivos I* # 0).

Dependendo do valor de Ry, teremos as seguintes possibilidades:

e Ry >1 =5 > “TT‘” e neste caso, o nimero de infectados cresce

(ﬂ

% > 0) até atingir valor de I maximo, que corresponde a S = bte o
[0
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Figura 4.2: Campo de direcoes no plano de fase ST e trés trajetorias;
(a)(So, In) = (210, 1), (b) (So, Iy) = (180,1), (¢) (So, In) = (80,60), do

modelo ST com dinamica vital incluindo morte induzida pela doenca.

entdo decresce até zero, chegando ao equilibrio livre da doenga (S*,0).
Observamos que, quando Ry > 1, o que significa que a populacao inicial
é maior que o valor limiar ’TTW, apesar de nao haver equilibrio endémico,

o nimero de infectados aumenta no inicio da infec¢ao ;

e Ry <1=25< #T@’ o numero de infectados decresce imediatamente
para zero e a doenga se extingue, quando atinge o equilibrio (S*,0).
Neste caso, isto é, quando a populacao inicial for menor que a populagao

limiar %‘3, em nenhum momento aumentara o numero de infectados.

Pode-se observar na figura 4.2, que o valor do equilibrio S* é distinto
e depende das condigoes iniciais. Temos, nesta figura, S* = 30, S* = 40 e S* = 20

(valores que correspondem a I* = 0), para as curvas (a), (b) e (c), respectivamente.

Na figura 4.3, apresentamos em um mesmo sistema de eixos coordena-
dos, os graficos de S(t) e I(t), em fungao do tempo ¢, para um valor inicial Sy > “TT“”.
Para tragar esta figura, foram usados os mesmos parametros da curva (b) da figura
4.2. Pode-se observar que com o passar do tempo o nimero de suscetiveis sempre

decresce até atingir o valor de S* (neste caso equivale a S* = 40), enquanto que o
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Figura 4.3: Variacdo temporal do nimero de suscetiveis S(t) e do nimero de infec-
tados 1(t), que corresponde a mesma curva (b) da figura 4.2.

nimero de infectados atinge um maximo (/,,,, = 28) quando S = ’““%”””‘ (S =92)

e depois decresce até zero.

A analise da estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser efetuada

através das seguites abordagens:
1) estudo do campo de diregdes no plano de fase do sistema,
2) linearizagao do sistema.

Neste modelo, nao cabe a abordagem usando linha de fase, pois nao
temos que a populacao N constante, impedindo de reduzirmos o sistema (4.3)-(4.4)

a uma tUnica equagao.
1) Estudo do campo de diregoes no plano de fase do sistema

Tal como explorado na secao 3.2.4, tracamos no primeiro quadrante do

plano ST (figura 4.4), as iséclinas de inclinagao nula de S:

I=0 e S= (4.12)

)

SRS

que sao obtidas de (4.3), bem como as de I:

I=0 e S§=F'® (4.13)
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Figura 4.4: As “nullclines” de S e de I, no primeiro quadrante do plano de fase, do
sistema SI com dinamica vital incluindo morte induzida pela doenca; se-

tas indicam a composicao dos elementos do campo de direcoes do sistema

determinados a partir dos sinais de % e de %. Todos os pontos sobre

a reta I = 0 sao pontos de equilibrios (S*,0), estdveis para S* < “TT“O, e
instdveis para S* > “fT“O.

obtidas de (4.4); existe um nimero infinito de pontos de equilibrio possiveis que
constituem todo o semi-eixo I* = 0, S* > 0, donde podemos concluir que pontos com
S* > ”TTW sao equilibrios instaveis enquanto que aqueles com S* < "fT“p, sao estaveis.
Isto pode ser confirmado na figura 4.5, onde além das “nullclines”, tracamos, por
métodos numéricos, através do Maple um maior nimero de elementos do campo de
direcoes para este modelo. Em (a) a “nullcline” % = () vertical correspondente a
S = £, confunde-se com o eixo vertical, e por isso fizemos a figura (b) em outra

escala, onde colocamos a trajetéria com Sy < £, e visualizamos que, com o passar

do tempo, S aumenta e [ diminui.

Do sinal de 22

d[ . . .
77, observamos que, sempre que - < 0, podemos distinguir

tipos de comportamentos distintos, dependendo do valor de Sy < “TT‘”:
e Se Sy < £, teremos Sy < S* < £;
e Se Sy = L, teremos S* = Sy = £;

o Se & < Sy < B2 teremos £ < S* < 5.
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Figura 4.5: Campo de direcoes e as “nullclines” de S e de I, em duas escalas dife-
rentes, do sistema SI com dinamica vital incluindo morte induzida pela
doenga; (a) a “nullcline” de S = £ confunde-se com o eizo S =0, (b)
ampliagdo de uma parte de (a), mostrando uma trajetoria com Sy < £.

2) Linearizagao do sistema

Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio, usando a técnica da
linearizagao (ver Apéndice B.2), linearizamos o sistema de equagoes (4.3)-(4.4), em

torno de (S*, I*), obtendo:

ds
dt S — S
>~ J(S*,T%) : (4.14)
dI [—TI
dt

onde a matriz Jacobiana é dada por:

- —al* p— aS*
J(S*, 1) = . (4.15)
al* aS*—pu—

Para verificar o comportamento das solu¢oes na vizinhanca do ponto de
equilibrio substituimos o ponto de equilibrio (S*, I*) = (S*,0), onde S* representa
S qualquer, em (4.15). Temos, portanto:

0 p— aS*

J(5*,0) = , (4.16)
0 aS"—pu—ep,
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donde obtemos o determinante D, o traco T e A = T? — 4D, como segue:

D=0, T=aS"—p—¢, A=(aS" —pu—¢)*>0. (4.17)

Quanto ao sinal do traco, observamos que:
T>0se 2 >1e T<0se 2 <1,
utep ’ pte

Como D = 0, temos um numero infinito de pontos de equilibrio, os

quais estao sobre a reta I = 0 e nao serao pontos isolados (ver Apéndice B.2).

Portanto, concluimos que os pontos de equilibrio (S*, 0), serdo instaveis

se 257 5 1 (S > E12) o estdveis se 2 < 1 (S < £12),
o a o a

Podemos, ainda, encontrar a solugao geral do sistema linearizado (4.14),

préximo ao ponto de equilibrio (S*,0), que neste caso é:
S(t) = S*+Cr+Cali—aS )o@ 9 o () = Cy(aS" — p—g)el@S"HN,

onde ('] e C5 sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas pelas condigoes

iniciais.

A partir desta solucao observamos que o comportamento qualitativo

das trajetorias no plano de fase depende apenas do sinal de aS* — pu — ¢:

e Se aS* < i+ ¢, tem-se

lim (S(1), (1)) = (S*,0), (4.18)

t_)OO
donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estéavel (tra-

jetorias se aproximam do equilibrio).

e Se aS* > 1+ p, o limite (4.18) verifica-se apenas quando C; = 0 e

Cy = 0, o que indica que o equilibrio é instével (trajetorias se afastam).

As conclusoes acima, a partir da solucao do sistema linearizado, ratifi-
cam os resultados, que chegamos anteriormente, quanto a estabilidade do ponto de

equilibrio (S*,0).
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4.1.4 Comportamento da populacao total

Da equagao (4.5), temos que

N _ 1 <0
dt_ (10 )

donde concluimos que a populagao total decresce, a partir de Ny = Sy + Iy, até
que I seja zero (I < 0 nao tem significado biolégico). A populagao total final (de

equilibrio) é N* = S* + [* = S* (I* = 0).

Vejamos a seguir o que ocorre em cada uma das subpopulagoes S(t) e
I(t), a partir do sistema (4.3)-(4.4), com condi¢oes iniciais (Sy, Iy), andlise esta que

foi desenvolvida para tracar os elementos do campo de direcoes da figura 4.4:

e Screscese S < £ eneste caso % <0, pois £ < “TT‘” (¢ > 0). Entao para

So < &, tem-se N () diminuindo para S(t) crescendo e I(t) diminuindo;

e S decresce se S > £. Neste caso, temos duas situagoes possiveis:

(a) £ < S < E2 que implica, de (4.4), em % < 0 (I diminui); entao
se Sy estiver neste intervalo, N(¢) diminui para S(t) decrescendo e I(t)

decrescendo também; ou

(b) S > 2 a0 qual corresponde de (4.4) % > 0 (I cresce). Entao S
decrescera com I crescendo até S atingir o valor “TT‘”. Quando S = “TT‘”,
tem-se 1,4, (% = 0); quando S < ’%9, tem-se % < 0 (I diminui),
entdo, para Sy > £X2 N(t) diminui com S(¢) diminuindo e I(t) comega
aumentando para valores desde I até I,,,,, com S sempre diminuindo

e depois, quando S(t) < “X2 entdo I(f) passa a diminuir até zero.

A andlise acima ratifica o comportamento das solugoes apresentadas

nas figuras 4.2 e 4.3.
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4.2 Modelo SI com taxa de nascimento diferente da taxa

de mortalidade

No modelo ST com dinamica vital podemos ter a taxa de nascimento
diferente da taxa de mortalidade. Ainda com a populacao dividida em dois grupos

(S e I), supde-se que:

a) uma pessoa suscetivel torna-se infectada com uma taxa proporcional

ao produto ST, com constante de proporcionalidade o (o > 0);

b) individuos removidos de cada classe por morte natural a uma taxa

proporcional ao tamanho da classe com constante de proporcionalidade p (p > 0);

¢) individuos tém uma morte induzida pela doenca com constante de

proporcionalidade ¢ (¢ > 0);

d) nascimentos ocorrem com constante de proporcionalidade b (b > 0).
A inclusao deste parametro b, diferente de p, é o que diferencia este modelo dos

estudados nas secoes anteriores.

Como comentamos ao final da secao 3.2, nascimentos podem ocorrer
da populagao toda (suscetiveis e infectados) ou apenas da populagao de suscetiveis
(quando a doenga for debilitante a ponto de nao permitir a procriagdo). Analisare-

mos ambos 0s casos nesta segao.

4.2.1 Caso 1: suscetiveis e infectados contribuem para a taxa de
nascimento

4.2.1.1 Formulacao do modelo

Considerando o modelo SI com taxa de nascimento diferente da taxa
de mortalidade e a populacao toda N = S + I, isto é, suscetiveis e infectados

contribuindo na taxa de nascimento, construimos o fluxograma apresentado na figura

4.6,
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el
lus lcpx lul

Figura 4.6: Fluzxograma representando o modelo SI com taza de nascimento diferente
da taxa de mortalidade, onde S e I contribuem para nascimentos.

ao qual corresponde o seguinte sistema:

% = b(S+1TI)— aSI—pusS, (4.19)
dI

- 7 — - 4.2
pr (@S — ¢ —p), (4.20)

com as condigoes iniciais 1(0) = I e S(0) = Sp.

Somando-se as equagoes (4.19) e (4.20), obtemos:

dN
P (b— )N — oI, (4.21)

onde N(t) = S(t) + I(t), o que nos mostra que neste modelo a populacao total nao

é conservada.

4.2.1.2  Adimensionalizacao do sistema

Visto que as unidades dos parametros envolvidos neste modelo sao:

o] =[pI7 '™, Bl =[e]=lu =11,

podemos adimensionalizar este sistema, definindo novas variaveis dependentes adi-

mensionais:

1= —, 4.22
. (4.22)

além da nova varidavel independente adimensional:

aS . ol
S )
1

T=t(pu+ ), (4.23)
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donde obtemos o sistema adimensional:

d
d_78' = m(r(s+i) —si—s), (4.24)
di :
o = ims—1), (4.25)
onde definimos:
b
= <1l e 7m=-—, 4.26
Tty T (4:26)

que podem ser interpretados como segue:

= uﬁ - quantidade de mortes naturais de suscetiveis e de infectados, per capita,

durante o tempo de vida médio de um infectado;

Yo = bi - quantidade de nascimentos (novos suscetiveis) a partir de suscetiveis e de

infectados, durante o tempo de vida de um individuo suscetivel (que nao estd sujeito

a morte induzida pela doenca); e

MY2 = ﬁ - quantidade de nascimentos (novos suscetiveis) a partir de suscetiveis

e de infectados, durante o tempo de vida médio de um infectado.

Para termos j—; > 0 devemos ter 7,5 — 1 > 0, ou seja % > 1. Esta

fracao representa o nimero médio de novas infec¢oes causadas por um infectivo, du-
rante seu periodo de infecciosidade. Além disso, da definicdo do niimero reprodutivo

bésico, identificamos que Ry é o valor desta fracao, no inicio da infeccao, quando

aNg
ptp”

toda a populagio é suscetivel, isto é, quando S = N(0) = N,. Portanto Ry =

4.2.1.83 Pontos de equilibrio e andlise de sua estabilidade

Os pontos de equilibrio (S*, I'*) obtidos, sendo b # pu, a partir de (4.19)-

(4.20), tais que %5 =0 e 4 =0, sdo:

o equilibrio com extincao da espécie:

(51, I7) = (0,0) (4.27)
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e o equilibrio endémico (I* # 0)

(2,15 = (u+<,0 (/~L+90)(b—/~b)),

a alp+p—0b) (4.28)

sendo que, para que este 1iltimo tenha significado biolégico, devemos ter

1
p<b<put+pely<—.
g
Para v <1 ou 7> 7—11, apenas o equilibrio com extincao da espécie

tem significado biolégico.

A andlise de estabilidade destes equilibrios pode ser efetuada através

das seguintes abordagens:
1) estudo do campo de diregoes, no plano de fase do sistema,
2) linearizagao do sistema.
1) Estudo do campo de diregées, no plano de fase do sistema

Na figura 4.7, tracamos no plano ST, para 1 < 7, < 7—11, as isoclinas de

inclinacao nula (“nullclines”) de I:

I=0eS =41t2

«

obtidas de (4.20), bem como aquela de S, obtida de (4.19):

wS —bS

que diverge para S = %; para S < %, apenas S = 0 tem significado bioldgico.

Apresentamos também a composicao dos elementos do campo de direcoes do sistema,

paraocasoem que p < b < pu+p 1<y < % Dos elementos do campo de

direcoes, tracados na figura 4.7, a partir dos sinais de % ede %, pode-se observar que

(0,0) é instavel; mas, para o ponto (S5, I5), a andlise das “nullclines” é inconclusiva

(setas giram no mesmo sentido).
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Figura 4.7: As duas “nullclines” de I, a “nullcline” de S, os pontos de equilibrio
(4.27) e (4.28) e a composi¢ao do campo de diregies, do sistema ST com
taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde suscetiveis e
infectados contribuem na tara de nascimento, para 1 < 5 < 711

—r e ¥ ¥ # — i_ "1"
- — > Lt—-—gr
_ 5 =0
.

2) Linearizagao do sistema

Linearizando o sistema de equagoes (4.19)-(4.20), em torno de (S*, I*),

conforme feito no capitulo 3 (ver 3.40), obtemos a seguinte matriz Jacobiana:

b—al*—p b— aS*
J(S*,I") = . (4.30)
al* aS* —p—pu

Substituindo as coordenadas de cada ponto de equilibrio (4.27) e (4.28),

analisamos os sinais do determinante D e do trago T da matriz (4.30), bem como o
valor de A = T? — 4D, e, a partir destes, efetuamos a classificacao de cada ponto
de equilibrio de acordo com a estabilidade (apéndice B.2), cujos resultados estao
apresentados na tabela 4.1, que envolve, além de v; e 75, definidos em (4.26), o valor

P dado por

1 % Y1 4
P=— -3 — 4+ = 4.31
71( 3 n+ 3 +3), (4.31)
onde:
m =12y — 26 497 + 1292 4+ 6y/3(1 — 1) (4% + 971 — 11)
e

n=

18—~ -8y
(— ).

m 9
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Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
72 < 1 (ST, I7) B estavel né
(S5, I3) | I;<0 instavel ponto de sela
l<ywm<P | (SH,1)) B instavel ponto de sela
(S5, 1) B estavel foco
P <y < 711 (ST, I7) B instavel ponto de sela
(S5, 1) B estavel no
Yo > % (ST, I7) B instavel ponto de sela
(S5,1;) | I; <0 instavel né

Tabela 4.1: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos equilibrios do
sistema ST com taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade,
onde suscetiveis e infectados contribuem para a taxa de nascimento,
dependendo do intervalo no qual se situa o parametro 7,. Na terceira
coluna, B indica que o equilibrio é biologicamente viavel.

Na tabela 4.1 podemos observar que o equilibrio endémico é estavel
para o intervalo onde 1 < vy < 7—11 < pu < b < p+ ¢, aqual corresponde a toda

regiao de parametros onde este equilibrio tem significado biolégico.

Nas figuras 4.8(a) e (b), utilizando a mesma convencao introduzida
na secao 3.2.4, tracamos o diagrama de bifurcacao correspondente, onde, no eixo
horizontal, colocamos o parametro v, envolvido no sistema, e no eixo vertical uma
varidvel dependente, a saber: S* em (a) e I* em (b). Pode-se observar que em v, = 1
existe uma bifurcacao transcritica (troca de comportamento quanto & estabilidade).
Para valores de v < 1 ou 7, > 7—11, (0,0) é o tnico equilibrio biologicamente viavel,

sendo que para v, < 1, (0,0) é estavel, e para o > 7—11, (0,0) é instével.

Quando v = P, o equilibrio (S5, I;) sofre uma troca no tipo de sin-
gularidade, sem alteracao na estabilidade, visto que, para 1 < v, < P temos foco
(espiral) estavel, enquanto que para P < 75 < %, temos um né estavel (tabela 4.1).
Evidentemente, I* < 0 nao é biologicamente viavel, e portanto para Ry < 1, o inico

equilibrio realistico é I* = 0.
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Figura 4.8: Diagrama de bifurcagio (a) para S* e (b) para I*, no modelo SI com taza
de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde S e I contribuem
para nascimentos. A curva continua preta indica foco, e a vermelha nd.
Valores de I'* negativos nao sao biologicamente vidveis.

Calculando a solucao geral do sistema linearizado, cuja matriz Jaco-

biana apresentamos em (4.30), em torno de cada um dos equilibrios, encontramos:
a) préoximo a (S, I7) = (0,0):

S(t) = Chelb=mt — pCye=(Htelt e I(t) = Cyb+ p)e” Wt (4.32)

A partir desta solucao observamos que o comportamento qualitativo das
trajetérias no plano de fase depende apenas do sinal de (b — ), visto que (u+ @) é

sempre positivo.

e Se b < pu,isto é, v < 1, tem-se:

lim (S(1), I(£)) = (0, 0) (4.33)

t_)OO
donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estavel, pois

todas as trajetérias se aproximam do ponto (0,0).

e Se b > p, isto é, v9 > 1, o limite (4.33) verifica-se apenas quando

C1 = 0, o que indica um equilibrio do tipo ponto de sela.
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As conclusoes as quais chegamos acima, a partir da solugao (4.32), com
relacao a estabilidade e ao tipo de equilibrio do ponto (S7,1I7) = (0,0), estao de
acordo com a tabela 4.1, onde dos quatro intervalos estabelecidos para 7., este

equilibrio é do tipo né estavel para vo < 1, e do tipo sela (instdvel) para v, > 1.

b) préximo ao equilibrio endémico (S5, I5):

S(t) = Ll Cswie™m " — Cow_e 7
—+ b — w w_
ry = LEAOZH L oget s a0, (4.34)

onde:

we = —=b(b— ) VA, A=0"(b—p)* —4(u+¢)(b— p)(n+ ¢ —b)>.

O estudo da estabilidade deste equilibrio depende dos valores dos argu-
mentos = e 5= das fungdes exponenciais envolvidas em (4.34). Estes argumentos,

por sua vez podem ser escritos como:

ri=A+B (4.35)

onde A = ==t o B —

*5

e Com relacao a A, temos:
A>0para0<72<10u72>7—11e,

A<0para1<fyg<7—11.

e Com relacao a A, temos que:
A >0quando 0 <y < 1ou~vyy > Pe,
A <0 quando 1 < 7, < P,

que envolve P < 7—11, definido em (4.31).
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Neste momento, podemos ja concluir (ratificando o que esta na tabela
4.1) que, para 1 < 75 < P, este equilibrio é do tipo foco estavel, visto que neste in-
tervalo tem-se A < 0, o que implica em r, complexos com parte imaginaria diferente

de zero, e parte real negativa.

Sempre que A > 0, teremos raizes reais, o que ainda podera abranger

diversas possibilidades, que especificaremos a seguir:

e Para v, < 1, que corresponde a A > 0, isto é, A = |A|, tem-se |B| > |A],
donde os argumentos r4 nas equagoes (4.34) sdo um positivo e o outro

negativo, que implica em equilibrio do tipo sela (instavel).

e Para v, > %, que também corresponde a A > 0, tem-se |B| < |A],
donde os argumentos ry da equagao (4.34) sao ambos positivos, e por-
tanto este equilibrio é do tipo né instavel (todas as trajetérias se afastam

do equilibrio).

e Para P < v, < 7—11, tem-se A < 0, entdao A = —|A| e |B| < |A],
donde concluimos que as duas raizes sao negativas, o que caracteriza
um equilibrio do tipo né estavel (todas as trajetérias se aproximam do

equilibrio).

Como seria de se esperar, ratificamos os resultados encontrados na

tabela 4.1, relacionados ao equilibrio endémico (S5, I5).

Para complementar ainda, visualizamos nas figuras 4.9(a) e (b), no
campo de direcoes, as “nullclines” de S e de I, juntamente com uma trajetéria,
tracados no plano de fase ST, por métodos numéricos, através do Maple. Em (a)
usamos o intervalo correspondente a 1 < 7, < P, enquanto que em (b) usamos o
intervalo P < 7, < 7—11 O valor de P foi dado pela equagao (4.31). Podemos observar
que o ponto de equilibrio (0,0) é instdvel (trajetérias se afastam do ponto). Quanto

ao ponto (S5, I5), observamos que em (a) temos uma trajetéria espiral, enquanto
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Figura 4.9: Campo de direcoes, “nullclines” de S e de I e uma trajetoria, para o
modelo (4.19)-(4.20); (a) para 1 < v < P, (b) para P < v, < X, 0

7’
valor de P estd definido em (4.31) e ambas as trajetorias aprozimam-se

de (53, 13).

que em (b) uma trajetéria do tipo né. Em ambos os casos (S5, I5) é estavel (atrai

as trajetorias).

Nas figuras (4.10) a (4.13), variando o parametro 7,, tracamos, graficos
das solugoes S(t) e I(t), obtidas por métodos numéricos, com o Maple, em cada
intervalo especificado na tabela 4.1 para o parametro em questao, mantendo fixos
os demais parametros. Em cada caso, foram feitos dois graficos com intervalos de
tempo diferentes, para melhor visualizar o comportamento das solucoes a curto e a

longo prazo.

Através destes graficos, confirmamos nossas conclusdes anteriores, es-

tabelecidas na tabela 4.1:

e para 7y, < 1, temos na figura 4.10(a) e (b), que o equilibrio com extingao
da espécie (0,0) é um né estavel, pois com o passar do tempo ¢, S(t) — 0

e I(t) — 0, sem comportamento oscilatério;

e para l < 7, < P, temos na figura 4.11(a), (b) e (¢), que o ponto (S5, I})

é um foco (espiral) estdvel, pois observa-se que o sistema convergira para
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Figura 4.10: Variacdo temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um mesmo modelo SI com taza
de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde S e I contribuem
para nascimentos, com vy < 1.
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Figura 4.11: Variacdo temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um mesmo modelo SI com taza
de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde S e I contribuem
para nascimentos, com 1 < vy < P.
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Figura 4.12: Variac¢ao temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um mesmo modelo SI com taza
de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde S e I contribuem

para nascimentos, com P < vy < 7—11
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Figura 4.13: Variacdo temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um mesmo modelo SI com taza
de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde S e I contribuem

para nascimentos, com 7y > 711
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o equilibrio endémico através de oscilagoes amortecidas; nota-se ainda,

que as oscilacoes de I tém amplitude menor que as de S;

e para P < v < 7—11, temos na figura 4.12(a) e (b), que o nimero de
suscetiveis decresce com o passar do tempo (S(t) — S5) e o niimero de
infectados aumenta e depois diminui até atingir o equilibrio endéemico
(I(t) — I3), sem oscilagdes; portanto, o equilibrio (S3,15) é um né

estavel;

e para vy, > 7—11, temos na figura 4.13(a) e (b), que o nimero de infectados
cresce infinitamente (I(t) — oo) e o nimero de suscetiveis decresce
(S(t) — 0); nao existe equilibrio biologicamente vidvel; neste caso,

como b > p+ ¢, temos um excesso de nascimentos.

4.2.1.4  Comportamento da populagdo total

Analisando o que ocorre com a populacao total, temos de acordo com

a equagao (4.21), que

dN
e
dN
E<0 se S(b—p) <(p+p—>0)1.

Quando ‘Z—JX > 0, ou seja, S(b—pu) > I(p+ u—0b), teremos, conforme o valor de vz,

as seguintes possibilidades:

e b<1l&b—pu<0,teremos ¢ + p—b > 0, logo:

(¢ +p—10)

S <
b—p

1 <0,
e, portanto, é impossivel que a populacao total cresca. Em outras

palavras, se 15 < 1, % serd sempre negativo, pois

(b—p)S <(p+p—bI
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v

Figura 4.14: (a) Variagdo da populagdo total N(t); (b) as duas “nullclines” de I,
a “nullcline” de S, a reta I = ui;’ibs, para 1 < vy < 7—11 Setas
indicam a composicao dos elementos do campo de direcoes do sistema,

determinadas a partir dos sinais de % e de %.

serd sempre verdade. Ocorre extincao da espécie. Isto pode ser visua-
lizado nas figuras 4.10 (a) e (b), que corresponde & primeira regiao da

tabela 4.1, onde temos S(t) — 0 e I(t) — 0, com o passar do tempo;
o 1<y <& pu<b<ptyp,entio
(b—p)S > (o+p—">blI,

dependendo do valor de S(t) e de I(t). A populagao total serd crescente

quando I < —=£_S ¢ serd decrescente quando I > —2=£-S. Entdo
o+p—b p+p—b

pode haver intervalos de tempo com a populagao total N(¢) crescendo
e outros com N (t) decrescendo, até que se estabiliza em N* = S5 + I3.
Na figura 4.14(a) tragamos no primeiro quadrante do plano ST o gréfico
de I = (p:fi ;5. Esta reta divide o quadrante em duas regioes; uma com

aN _b—p aN _b—p
o > 0 quando I < <p+u—bS e, outra com ‘- < 0 quando I > Wr“_bS.

Sobre a reta I = wi;"_bS temos o ponto de equilibrio (S5, ).

® 12> - &b >+ > p, entio

(b—p)S>(p+p—0bI
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serd sempre verdade (% > 0 sempre). Neste caso teremos uma su-
perpopulagao. Isto pode ser visualizado nas figuras 4.13(a) e (b), onde

observamos que, com o passar do tempo ¢ temos I(t) — oo e S(t) — 0.

Vejamos a seguir, o que ocorre em cada uma das subpopulagoes S(t) e
I(t), a partir do sistema (4.19)-(4.20), anélise esta que foi desenvolvida para tracar

os elementos do campo de diregoes da figura 4.7. Da equacao (4.19) temos que

bS — uS
220 J < 2212
g~ TS as
e
bS — nS
— <0 I>—-.
at = asS—b
Da equacio (4.20) temos que 4 > 0 se
I>0eS>“+S0 I<0eS<(p+“
o o
e,%<()se
I>0e5<“+gp I<0eS>S0+M.
a a

Na figura 4.14(b) tragamos, apenas no primeiro quadrante do plano ST,

o Unico com significado biolégico, a reta [ =

b_’ibS e as “nullclines” de I e de S,

o+p

para a regiao com 1 < vy < 7—11 Dividimos este quadrante em seis regioes, nas quais

observamos que:

a) nas regioes 1, 2 e 3 temos N(t) crescendo com:

e S(t) crescendo e I(t) decrescendo, na regiao 1;

e S(t) crescendo e I(t) crescendo, na regiao 2;

e S(t) decrescendo e I(t) crescendo, na regiao 3.

b) nas regioes 4, 5 e 6 temos N(¢) diminuindo com:
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e S(t) decrescendo e I(t) crescendo, na regiao 4;
e S(t) decrescendo e I(t) decrescendo, na regiao 5;
e S(t) crescendo e I(t) decrescendo, na regiao 6.

4.2.2 Caso 2: apenas suscetiveis contribuem para a taxa de nascimento

4.2.2.1 Formulacao do modelo

Considerando o modelo ST com taxa de nascimento diferente da taxa
de mortalidade, onde apenas suscetiveis contribuem na taxa de nascimento, situacao

possivel caso a doenca seja debilitante a ponto de impedir que infectados procriem,

T

construimos o fluxograma apresentado na figura 4.15,
Infectados
Iif)

b . oS

Figura 4.15: Flurograma representando o modelo SI com taxa de nascimento dife-
rente da taxa de mortalidade, onde apenas S contribui para nascimen-
tos.

ao qual corresponde o seguinte sistema:

ds

— S(b—al - 4,
o = Slb-al—yp) (4.36)
dI

i — o — 4,
i (@S = —p), (4.37)

com as condigoes iniciais 1(0) = Iy e S(0) = Sp.

Somando-se as equagoes (4.36) e (4.37), obtemos:
dN

= =bS—l — uN 4.
o = b5 =l —uN, (4.38)

o que nos mostra que neste modelo a populacao total nao é conservada.
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4.2.2.2  Adimensionalizacdo do sistema

Visto que as unidades dos parametros envolvidos neste modelo sao as

mesmas do caso 1, ou seja,

o] = [pI7' 7 Bl=lel =[] =[],

podemos usar as mesmas defini¢oes (4.22) e (4.23) para as varidveis dependentes e

independente adimensionais, respectivamente, donde obtemos:

ds

o = msle—i-1), (4.39)
di .
o = i(ys — 1), (4.40)

que envolve os mesmos dois parametros relevantes v, e 7, definidos em (4.26).

Seguindo o mesmo raciocinio explicitado na secao 4.2.1.2, concluimos que o nimero

OéNo

reprodutivo basico é Ry = pEvE

4.2.2.3 Pontos de equilibrio e andlise de sua estabilidade
Os pontos de equilibrio (S*, I*), obtidos a partir de (4.36)-(4.37), tais
que%zOe%zO,séo:
o equilibrio com extincao da espécie:
(51, 17) = (0,0) (4.41)

e o equilibrio endémico:

- pteo b—p
(52712):( o JT)

(4.42)

Y

desde que b — 1 > 0, isto é, 75 > 1. Se 75 < 1, apenas o equilibrio com extincao da

espécie é realistico.
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(8]

Figura 4.16: As duas “nullclines” de I e as “nullclines” de S, os pontos de equilibrios
(4.41) e (4.42) e a composicio do campo de dire¢oes, do sistema ST
com taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade, onde apenas
suscetiveis contribuem para a taza de nascimento, (a) para v, < 1, e

(b) para 2 > 1.

A andlise de estabilidade destes equilibrios pode ser efetuada através
das seguintes abordagens:

1) estudo do campo de diregoes, no plano de fase do sistema,

2) linearizagao do sistema.
1) Estudo do campo de diregées, no plano de fase do sistema

Na figura 4.16(a) e (b), tracamos, no plano ST, para 7, < 1 e 7y, > 1,

respectivamente, as iséclinas de inclina¢ao nula (“nullclines”) de S:

o
obtidas de (4.36), bem como aquelas de I:
I=0 e S= pt <p,
o

obtidas de (4.37), onde identificamos os equilibrios determinados em (4.41) e (4.42).

Dos elementos do campo de direcoes, tracados na figura 4.16, a partir

dos sinais de % e de %, observa-se que o ponto (0, 0) é instavel, enquanto que, para
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Figura 4.17: Campo de diregcoes, “nullclines” de S e de I e duas trajetorias do sis-
tema ST com taza de nascimento diferente da taxa de mortalidade.

o ponto (S3,1;), a andlise das “nullclines” é inconclusiva, pois as setas giram no

mesmo sentido.

Um nimero maior de elementos do campo de diregoes e as “nullclines”
de S e I, juntamente com duas trajetorias, obtidas por métodos numéricos com o
Maple, sdo tragados na figura 4.17. Observa-se que o ponto de equilibrio (0,0) é
instavel (trajetérias se afastam do ponto), enquanto que o ponto (“%‘p, @) é um

centro.
2) Linearizagao do sistema

Linearizando o sistema de equagoes (4.36)-(4.37), em torno do equilibrio
(S*, I*), assim como feito no capitulo anterior (ver 3.40), obtemos a seguinte matriz
Jacobiana
b—al*—p —aS*
J(S*,T7) = . (4.43)
al* aS* —p—p
Da anélise dos sinais obtidos para o determinante D, o traco 1" e

A =T? — 4D, em cada um dos equilibrios (4.41) e (4.42), resulta a classificacao de

cada um, apresentada na tabela 4.2.
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Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
72 < 1 (S, I7) B estavel né
(S5, ;) | I, <0 instavel ponto de sela
Y2 > 1 (S, I7) B instavel ponto de sela
(S5, 1) B inconclusivo centro

Tabela 4.2: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos equilibrios (4.41)
e (4.42), do sistema ST com taxa de nascimento diferente da taxa de
mortalidade, onde apenas suscetiveis contribuem na taxa de nascimento,
dependendo do intervalo no qual se situa o parametro 7,. Na terceira
coluna, B indica que o equilibrio é biologicamente vidvel.

Concluimos, portanto, que se 7, < 1, o sistema tenderd ao tinico
equilibrio biologicamente viavel que é o de extingao da espécie. Por outro lado,
se 7o > 1, este equilibrio é instdvel e nada podemos concluir a respeito do equilibrio

endémico.

Cabe salientar que o parametro 7;, que apareceu no sistema adimen-
sionalizado (4.39)-(4.40), esteve envolvido na etapa do estudo dos sinais do deter-

minante D e do trago T da matriz J(S*, I*).

Calculando a solucao geral do sistema linearizado, cuja matriz Jaco-

biana apresentamos em (4.43), em torno de cada um dos equilibrios, encontramos:
a) préximo ao equilibrio (S}, If) = (0,0) :

S(t) = Crelt™Mt e I(t) = Che~ WO, (4.44)

A partir da solucao (4.44) observamos que o comportamento das tra-
jetérias no plano de fase depende apenas do sinal de b — pu, visto que u+ ¢ é sempre

positivo.

e Se b < p, isto é, y5 < 1 tem-se:

lim (S(1), I(t)) = (0,0), (4.45)

t_)OO

donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estéavel (tra-

jetérias aproximam-se de (0, 0)).
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e Seb > p,istoé, v > 1 o limite (4.45) verifica-se apenas quando C; = 0,

o que indica equilibrio do tipo sela (instével).

As conclusoes as quais chegamos acima, a partir da solugao (4.44), com
relacao a estabilidade e ao tipo de equilibrio do ponto (S7,I7) = (0,0), estao de

acordo com os resultados encontrados na tabela 4.2 para este ponto.

b) préximo a (3, I5) = (122, bok).

b
S(t) = MTTSO +Cyse™ — Cyse ™ e I(t) = TM + C3(b — p)e® + Cy(b— p)e ™,

(4.46)

onde

s=¢m—mw+m

O estudo da estabilidade deste equilibrio depende dos valores do argu-
mento s das fungdes exponenciais envolvidas em (4.46), que por sua vez, depende

apenas do valor de u — b, uma vez que ¢ + p é sempre positivo.

e Se b < pu,isto é, v9 < 1, tem-se s real e positivo, o

Jim (5(0), 1) = (2, 220

verifica-se apenas quando C3 = 0, o que indica um equilibrio do tipo

sela (instavel).

e Se b > u, isto é v, > 1, tem-se s imaginario puro, o que corresponde a

um equilibrio do tipo centro.

As conclusées acima, a partir da solugao (4.46), ratificam os valores
encontrados na tabela 4.2 para a estabilidade e o tipo de equilibrio do ponto (S5, ),

ou seja, para ¥, < 1 este equilibrio é do tipo sela, e para v, > 1 tem-se um equilibrio

do tipo centro.
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4.2.2.4  Solugoes periodicas

Ao construirmos a tabela 4.2, vimos que, se v5 > 1, temos A < 0,
o que fornece autovalores imaginarios puros, e como o traco 7" = 0, a técnica da

linearizagio em torno do ponto de equilibrio (53, I;) = (“=2, =) ¢ inconclusiva.

Entretanto, podemos obter informagoes sobre o comportamento do sis-

tema, a partir da equacao diferencial:

dI I(aS — p— )

i 4.47
ds  Sb—al —u) (4.47)

obtida de (4.36)-(4.37), e cuja solugao geral é:
a(S+1I)— (b—p)inl — (u+ ¢)inS = c, (4.48)

onde ¢ é uma constante de integracao. Esta relacao mostra que a quantidade
V(S,I)=a(S+1)—(b—p)inl — (u+ ¢)IinS (4.49)

é constante em cada orbita. Cada uma dessas 6rbitas é uma curva fechada no plano

de fase do sistema, correspondendo a uma solucdo periddica.

Na figura 4.18, tracamos, com o Maple, uma destas dérbitas (com
(So, Iy) = (100,4)) no plano de fase SI, juntamente com as “nullclines” de S e
de I, com 7, > 1. Dividimos o primeiro quadrante, em 4 regioes diferentes, onde
podemos observar que em 1 o niimero de suscetiveis decresce e de infectados cresce;
em 2, o nimero de suscetiveis e de infectados decresce; em 3, o niimero de suscetiveis
cresce e o de infectados decresce; e em 4, o nimero de suscetiveis e de infectados
cresce. Observa-se ainda, que existe um nimero maximo e minimo de infectados,

assim como de suscetiveis.

A seguir, apresentamos, ainda, os graficos de S(t) e I(t), em fungao do
tempo ¢, em um mesmo sistema de eixos coordenados, para as duas regioes da tabela
4.2. Estes graficos foram construidos resolvendo o sistema por métodos numéricos,

com o comando DEplot do Maple.



74

[& d5_g
o B gy
i H RN
10 o PN
RS SN
B s BT N T W
[ STy
P G
5 R s
4 ?H YRR el
2 ;
Piliiiiig
s TR o
{f;;,f e T
I IO IR RN

Figura 4.18: Orbita no plano de fase SI, juntamente com as “nullclines” de S e de I,
dividindo o primeiro quadrante em j regioes, do sistema ST com taxa de
nascimento diferente da taza de mortalidade, onde apenas suscetiveis
contribuem para a taxa de nascimentos, com vy > 1.
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Figura 4.19: Variacdo temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um mesmo modelo SI com
taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade, quando apenas
suscetivers contribuem para nascimentos, com v < 1.
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Figura 4.20: Variacdo temporal do nimero de suscetiveis S(t) e do numero de in-
fectados 1(t), em um mesmo modelo ST com taza de nascimento dife-
rente da taxa de mortalidade, quando apenas suscetiveis contribuem
para nascimentos, com vy > 1.

Na figura 4.19(a) e (b), onde 7, < 1, pode-se observar que com o passar
do tempo t, S(t) — 0 e I(t) — 0, sem comportamento oscilatério. Portanto, o ponto
de equilibrio com extinc¢ao da espécie (0,0) é um né estavel, como visto na tabela

4.2.

Na figura 4.20, onde v > 1, observa-se que existe um comportamento
oscilatério. A linearizacdo em torno do ponto de equilibrio (Ss, I3) foi inconclusiva
(T = 0). Visualiza-se, porém, na figura 4.20, que este ponto é um centro, pois as

oscilacoes apresentam a mesma amplitude com o passar do tempo t.

4.2.2.5 Comportamento da populacdo total

Observando a equagao (4.38), temos que a condigdo para que a popu-
lagdo cresca (4Y > 0) é:

(b—p)S > (n+)l

Temos, entao que:
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Figura 4.21: (a) Variacdo da populacdo total; (b) as duas “nullclines” de I e as de
S, areta I = I’_T"S, para v, > 1. Setas indicam a composi¢ao dos
elementos do campo de direcoes do sistema determinadas a partir dos
sinais de % e de %

o 1, <1<+=b—pu <0 entao

Bt e
b—u

S < 1 <0;
portanto, é impossivel que a populacao total cresca se 7, < 1. Neste

caso, ‘fi—];f sera sempre negativo, pois (b — p)S < (u + ¢)I serd sempre

verdade. Existe extinc¢ao da espécie. Isto pode ser observado na figura

4.19, onde temos com o passar do tempo ¢, S(t) — 0 e I(t) — 0;
e v >1<+=0b—pu >0 entao a populacao total crescera se:

b
S>M+¢I:I P Hg
b—p B+

e decrescerd se

h—
“+¢I$I>——ﬁ3
b—p O

S <

Na figura 4.21(a) construimos o grafico de I = JwS no primeiro qua-

m
drante do plano SI, onde podemos visualizar que esta reta divide este

quadrante em duas regides; uma com % > 0, quando I < (’_—“S e

outra com & < 0 quando I > b “S Sobre a reta [ = “S temos o

equilibrio ( 5‘, I3).
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Vejamos a seguir, o que ocorre em cada uma das subpopulagoes S(t) e
I(t), a partir do sistema (4.36)-(4.37), anélise esta que foi desenvolvida para tracar

os elementos do campo de dire¢oes da figura 4.16. Da equacao (4.36) temos que

ds
T > 0se ) \
S>0 e I<—M ou S<0 e I>—/“L;
a Q
e,%<0se
b— b—
T>—M e S>0 ou S<0 e T<—M.
a Q
Da equagao (4.37) temos que:
dI
o > 0se
I>0 e S>/“L+80 ou I1<0 e S<(’0+/“L
Q Q
e%<05e
I>0 e S<u+g0 ou I<0 e S>80+M.
a a

Na figura 4.21(b) tragamos, apenas no primeiro quadrante do plano ST,
o tnico com significado biolégico, a reta I = b_T” e as “nullclines” de I e de S, para a
regiao com 7, > 1. Dividimos este quadrante em seis regioes, nas quais observamos

que:
a) nas regioes 1, 2 e 3 temos N(t) crescendo com:
e S(t) crescendo e I(t) decrescendo, na regiao 1;

e S(t) crescendo e I(t) crescendo, na regiao 2;

e S(t) decrescendo e I(t) crescendo, na regiao 3.
b) nas regioes 4, 5 e 6 temos N(t) decrescendo com:

e S(t) decrescendo e I(t) crescendo, na regiao 4;
e S(t) decrescendo e I(t) decrescendo, na regiao 5;

e S(t) crescendo e I(t) decrescendo, na regiao 6.
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4.3 Modelo SI com capacidade de suporte

Além de introduzir a capacidade de suporte k£ (do meio ambiente para
a populagao em questao) no modelo com o qual trabalhamos na se¢ao anterior, de-
senvolvemos em duas subsecoes distintas, a determinacao dos equilibrios e a andlise
de sua estabilidade; em uma delas trabalhamos com o sistema original (dimen-
sional) enquanto que, na outra, comecamos por adimensionalizar o sistema para
posteriormente desenvolver todo o procedimento trabalhando apenas com varidaveis
e parametros adimensionais. Pretende-se com isso mostrar que nada perdemos de
informacao relevante, ao trabalhar diretamente com o sistema adimensionalizado e

que, além disso, o trabalho de célculo torna-se muito mais simples.

4.3.1 Formulacao do modelo

Partiremos do modelo anterior, ou seja, apenas suscetiveis (nao infecta-
dos) procriam, e substituiremos os termos (b—px)S na equagao para %, por bS(l—%),

onde k£ é um parametro positivo.

Na figura 4.22, visualizamos o fluxograma que representa este modelo,

ao qual corresponde o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

b3 wall : Infectados
ﬁz
I

o |H

Figura 4.22: Fluzograma representando o modelo ST com capacidade de suporte.

ds bS?
1
% = aSl —pl —pul, (4.51)

com as condigoes iniciais 1(0) = I e S(0) = Sp.
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Somando-se as equagoes (4.50) e (4.51), obtemos:

W:bg_g_[(ﬁ@), (4.52)

o que nos mostra que neste modelo a populacao também nao é conservada.
Determinacao do niimero reprodutivo basico:

De (4.50), sabemos que, antes da infecgao, o sistema estd em um estado

nao infectado e a populacao de suscetiveis estd no valor de equilibrio, ou seja,

dt

donde temos os seguintes equilibrios:
Sg=0 e Sg = k (equilibrio sem infecgao).

Em ¢t = 0, ocorre a infec¢ao, quando um certo nimero de infectados I

¢ adicionado ao sistema. Teremos, entao as seguintes condigoes iniciais:
S(0) ==k e 1(0) = I,

logo de (4.51), S = k. Da condi¢ao % > 0, obtemos @S > ¢ + p. Lembrando que,

i 5 - s ok .
antes da infeccao temos S = k, temos s 1< i 1. Portanto:

B ak
0 a2

Ry (4.53)

4.3.2 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade - tratamento
dimensional

Para determinar os pontos de equilibrio (S*, I*), do sistema de equagoes

(4.50)-(4.51), devemos ter:

ds . bS* o
dl
E:0:>I*(a5*—<,0—u)20, (4.55)

donde obtemos os seguintes trés equilibrios para o sistema:



o equilibrio trivial:

(51, I7) = (0,0), (4.56)

o equilibrio livre de doenca:
(53,13) = (k,0), (4.57)

e o equilibrio endémico:
v ey _ (Pt b (1 + o)

I;) = —(1— 4.58
(55.15) = (12, 2 - LB (1.55)
que, para ser realistico (I3 > 0), exige que seja satisfeita a condi¢ao % > 1;

observamos que neste caso, teremos [ < g e S; < k, e a condigao é exatamente

Ry > 1.

A andlise da estabilidade destes equilibrios pode ser feita através das

seguintes abordagens:
1) estudo do campo de diregoes, no plano de fase do sistema,
2) linearizagao do sistema.
1) Estudo do campo de diregoes, no plano de fase do sistema
Nas figuras 4.23(a) e (b), estao representadas as “nullclines” de S:
S=0el=2(1-%),

obtidas de (4.50), bem como as “nullclines” de I:

obtidas de (4.51), onde identificamos trés pontos de equilibrio determinados em
(4.56), (4.57) e (4.58). Pode-se observar que os pontos (0,0) e (k,0) sao instdveis
(trajetorias se afastam). Para o ponto (S5, I;), observamos que, de acordo com o
que escrevemos logo apés (4.58), temos I5 < g e S3 < k; para este equilibrio, a
andlise das “nullclines” é inconclusiva quanto ao tipo de singularidade, pois as setas

giram no mesmo sentido.
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Figura 4.23: As duas “nullclines” de I e a “nullcline” de S, os pontos de equilibrio
(4.56), (4.57) e (4.58) e a composicio do campo de dire¢oes, do sistema
ST com capacidade de suporte, (a) para Ry < 1; (b) para Ry > 1.

2) Linearizagao do sistema

Linearizando o sistema de equagoes (4.50)-(4.51), em torno do equilibrio

(S*, I*) (ver equagao (3.40)), obtemos a matriz Jacobiana:

b— % —al* —aS*
J(S*I%) = , (4.59)
al* aS*—p—pu
cujo o determinante D, o traco T e A = T? — 4D, para cada um dos trés pontos de

equilibrio estao apresentados na tabela 4.3:

Equilibrio D T A
(St,I;) —b(p + ) b— (o + p) (b+ o+ p)?
(55,13) | —blak—p—y) Jak=b—p—p|  (ak+b-p—y)
(S5, I3) | (u + ) kote) “Hte) Plto)l 4 Dltel _ gh(y + )

Tabela 4.3: Valores do determinante D, do traco T e de A = T? — 4D da matriz
J(S*,I*) dado em (4.59) para os equilibrios (4.56), (4.57) e (4.58), do
sistema SI com capacidade de suporte.
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Visto que b > 0 e p+ ¢ > 0 teremos em (S}, I7), que D < 0, o
que determina que o ponto de equilibrio trivial (0,0) é um ponto de sela, portanto,

instavel.

Analisando o sinal do determinante D, do traco T e de A = T? — 4D,
nos outros dois pontos de equilibrio, ou seja, em (S5, I) e (S5, I;), obtemos a tabela

4.4. Observamos que alguma alteracao de sinal corresponde a um intervalo distinto

ak

Tra due identificamos em (4.53), como Ry. Esta classificagao

para a composicao

também envolve P, definido por:

1
P=(1+y/1+4n) (4.60)
onde
b

n= ——

ptp

Parametro Equilibrio D T A
Ry <1 (S5,13) | positivo | negativo | positivo

( ) | negativo | negativo | positivo

( ) | negativo | negativo | positivo

( ) | positivo | negativo | positivo
P<Ry<1+mn| (S5,I;) | negativo | negativo | positivo

(55, 13)

(55, 13)

(

1<Ry<P

positivo | negativo | negativo
negativo | positivo | positivo
S5, I3) | positivo | negativo | negativo

Ry>1+n

Tabela 4.4: Sinais do determinante D, do traco T' e de A = T? — 4D da matriz
J(S*,I*), dado em (4.59) para os equilibrios (4.57) e (4.58), do sistema
ST com capacidade de suporte, dependendo do intervalo no qual se situa
o parametro .

A partir dos sinais de D, T e A, da tabela 4.4, resulta a classificacao
de cada ponto de equilibrio, apresentado na tabela 4.5. Observamos desta ultima
analise, que as quatro faixas que tinhamos na tabela 4.4 foram reduzidas a apenas
trés. E se nos restringissemos apenas a estabilidade (ou ndo), informagao usada para

os diagramas de bifurcacao, teriamos apenas duas faixas (Ry <1 e Ry > 1).
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Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
Ry <1 (S5, 15) B estavel né
(S5, I3) | I; <0 instavel ponto de sela
I<Ry<P| (S5,15) B instavel ponto de sela
(S5, 13) B estavel no
Ry > P (S5, 15) B instavel ponto de sela
(S5, I3) B estavel foco
Tabela 4.5: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos pontos de

equilibrios (4.57) e (4.58) do sistema SI com capacidade de suporte,
dependendo do intervalo no qual se situa o parametro R,. Na terceira
coluna, B indica que o equilibrio é biologicamente viavel.

MR P LRI o LB SRR i ®

Figura 4.24: Diagrama de bifurca¢ao (a) para S* e (b) para I*, do modelo ST com
capacidade de suporte. A curva continua preta indica foco, e a vermelha
no. Valores de I'* negativos nao sao biologicamente vidveis.

Nas figuras 4.24(a) e (b), utilizando a mesma convenc¢ao introduzida
na se¢ao 3.2.4, tragamos o diagrama de bifurcagdo para S* em (a) e para I* em
(b), ambos em fungao de Ry, evidenciando uma bifurcagao transcritica em Ry = 1.
Quando Ry = P, o equilibrio (S5, I}) sofre uma troca no tipo de singularidade, sem
alteracao na estabilidade. Evidentemente, I* < 0 nao é biologicamente vidvel, e

portanto para Ry < 1, o unico equilibrio realistico é I* = 0.

Para complementar ainda, visualizamos nas figuras 4.25(a) e (b), o

campo de diregoes, juntamente com uma trajetoria, obtida por métodos numéricos,
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Figura 4.25: Campo de direcoes, “nullclines” de S e de I e uma trajetoria, do sis-
tema SI com capacidade de suporte, (a) para 1 < Ry < P, (b) para
Ry > P. O wvalor de P estd definido em (4.60) e ambas as trajetdrias
aprozimam-se de (S3,15).

com o Maple. Em (a) usamos o intervalo correspondente a 1 < Ry < P, enquanto
que em (b), o intervalo Ry > P. O valor de P foi definido em (4.60) Observa-se
que em (a) temos uma trajetéria do tipo né, em torno de (S5, I5), enquanto que em
(b) uma trajetéria espiral. Em ambos os casos o ponto (S5, ;) é estavel (atrai as

trajetérias).

Nas figuras 4.26 a 4.28, tracamos graficos das solugoes S(t) e I(t), obti-
das por métodos numéricos com o Maple, em cada intervalo especificado na tabela
4.5 para o parametro Ry. Foram feitos dois graficos com intervalos de tempo dife-

rentes, para melhor visualizar o comportamento das solugoes a curto e a longo prazo.

Através destes graficos, confirmamos nossas conclusoes anteriores:

e para Ry < 1, temos na figura 4.26(a) e (b), S(t) — k e I(t) — 0, sem

comportamento oscilatério. O ponto (k,0) é um né estavel.



85

F 3 '
=0 100 = =Ty
B0 -
B0 50
40 401
20 20
- 1) _ b1 i
: ; ' ; T 2 4 B g t
0z o4 06 0B &

Figura 4.26: Varia¢ao temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um modelo ST com capacidade
de suporte, com Ry < 1.
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Figura 4.27: Variacdo temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um modelo ST com capacidade
de suporte, com 1 < Ry < P.
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Figura 4.28: Variacdo temporal (em duas escalas distintas) do nimero de suscetiveis
S(t) e do nimero de infectados I(t), em um modelo SI com capacidade
de suporte, com Ry > P.
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e para 1 < Ry < P, temos na figura 4.27(a) e (b), S(t) — S; < k e
I(t) — I; > 0, sem comportamento oscilatério. O ponto (S3, I5) é um

no estavel.

e para Ry, > P, temos na figura 4.28(a) e (b), que o ponto (S5,I;) é
um foco (espiral) estdvel, visto que o sistema exibe um comportamento
oscilatério, com amplitudes decrescentes. Observamos também que a

amplitude das oscilagoes de I é menor que a das de S.

4.3.3 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade - tratamento
adimensional

A sintese da seccao anterior encontra-se na tabela 4.5 que apresenta
os diversos pontos de equilibrios nao triviais e sua classificacdo quanto ao tipo e a
estabilidade. Enfatizamos que todos os cdlculos até entao foram feitos a partir do
sistema dimensional (4.50) - (4.51) e a presenca de Ry e 1 na tabela em questao
decorre do fato de que os comportamentos ai discriminados dependem exatamente

de cada uma destas combinacoes de parametros definidos anteriormente.

O que faremos a seguir é novamente determinar os equilibrios e analisar
a estabilidade dos mesmos, mas desta vez comecando por adimensionalizar o sistema,
para trabalhar apenas com as varidveis e os parametros adimensionais. Nosso ob-
jetivo é o de mostrar que, com calculos muito mais simples, obteremos os mesmos

resultados relevantes que anteriormente.

As unidades dos parametros envolvidos, no modelo estabelecido nas

equagoes (4.50)-( 4.51), sao:

o] =[pl "M W=lel=0bl=[" e [K=[l

Adimensionalizamos o sistema (4.50)-(4.51), mediante a definicao das

novas variaveis dependentes adimensionais:

»
Il

=~ W
o)

S8

Il
™~
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além da nova variavel independente adimensional:

T =+ ),
donde obtemos:
% = s(1(1—=8) — 2i), (4.61)
% = i(yes — 1), (4.62)
sendo
T = ﬁ e Yo = ,uofcp' (4.63)

Chamamos a atencao para o fato de que o modelo original envolvia
cinco parametros (a, i, ¢, b, k), enquanto que, no sistema adimensionalizado cor-

respondente, restaram apenas dois: y; e 7».
Da condicao % > (), obtemos:
T
Y25 > 1.

. ~ . S* . .
Lembrando que, antes da infecgao, temos s = 1, pois s5 = 3¢ = % = 1, identificamos
75 como o numero reprodutivo basico. De fato, a definicao de 5 coincide com aquela
ida n ao anterior:
de Ry, obtida na secao anterio

B ak
p+¢

Y2 = Ry (4.64)

Os equilibrios do sistema adimensionalizado (4.61)-(4.62), sao obtidos
a partir da condicao g—f_ =0e % = 0, e usando o fato de que 75 = Ry, como segue:

o equilibrio trivial:

(s1,41) = (0,0), (4.65)

o equilibrio livre da doenca

(53, 13)

(1,0), (4.66)
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e o equilibrio endémico

. 1 Y1 1
5 03) = (=, =1 ——= 4.67

que para ser realistico (i§ > 0) exige que a condicao Ry > 1 seja satisfeita; observa-

mos que, neste caso, teremos i3 < %—; e s; <1

A andlise da estabilidade destes equilibrios também pode ser feita

através das seguintes abordagens:
1) estudo do campo de diregoes, no plano de fase do sistema,
2) linearizagao do sistema.

1) Estudo do campo de diregoes, no plano de fase do sistema

Nao apresentamos a andlise das “nullclines” do sistema adimensional,
porque nao houve novidade na forma do grafico. Os resultados aqui encontrados
foram os mesmos das figuras 4.23(a) e (b). No sistema adimensional existe apenas

uma mudanca na escala quando comparado ao sistema dimensional.
2) Linearizagao do sistema

Linearizando o sistema de equagoes (4.61)-(4.62), em torno do equilibrio

(s*,i*) (conforme (3.40)), obtemos a matriz Jacobiana:

— 218" — yt* —yes”
J(s*,i%) = g g "2 "2 , (4.68)

Yoi* Y25t — 1
cujo determinante D, o traco T e A = T? — 4D, para cada um dos trés pontos de

equilibrio estao apresentados na tabela 4.6:

Visto que y; > 0 teremos em (s},4}), que D < 0, o que determina que o
ponto de equilibrio trivial (0,0) é um ponto de sela, portanto, instavel. Isto confirma

0 que vimos na linearizacao do sistema dimensional a respeito deste ponto.
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Equilibrio D T A
(s1,71) -N v — 1 (h + 1)
(s5.23) | m(1—7) —x %@2“2)

Tabela 4.6: Valores do determinante D, do traco T e de A = T? — 4D da matriz
J(S*,I*) dada em (4.68) para cada um dos equilibrios (4.65), (4.66) e
(4.67), do sistema adimensional si com capacidade de suporte.

Analisando o sinal do determinante D, do traco T e de A = T? — 4D,
nos outros dois pontos de equilibrio, ou seja, em (s3,73) e (s3,73), obtemos a tabela

4.7, que envolve p = (1 + /T + 7).

Parametro Equilibrio D T A
72 < 1 (s3,15) | positivo | negativo | positivo
(s3,15) | negativo | negativo | positivo
l<y<p (s3,15) | negativo | negativo | positivo
(s3,13) positivo | negativo | positivo
p<ye<m—+1| (si5) | negativo | negativo | positivo
(s3,73) | positivo | negativo | negativo
Y2>14m (s3,15) | negativo | positivo | positivo
(s3,73) | positivo | negativo | negativo

Tabela 4.7: Sinais do determinante D, do traco T' e de A = T? — 4D da matriz
J(S*,I*) dada em (4.68) para cada um dos equilibrios (4.66) e (4.67),
do sistema adimensional si com capacidade de suporte, dependendo do
intervalo no qual se situa o parametro s.

A classificacao de cada ponto de equilibrio e a analise da estabilidade,

a partir dos sinais do D, T e A, da tabela 4.7, estao apresentados na tabela 4.8.

Pode-se observar que as tabelas 4.7 e 4.8 contém as mesmas informacoes
que as tabelas 4.4 e 4.5, respectivamente, pois 7, = Ry. Portanto, se adimen-

sionalizarmos um sistema nao perderemos as informacoes relevantes do problema.
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Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
72 < 1 (s5,15) B estavel né
(s5,15) |i3<0 instavel ponto de sela
L<y<p| (s53) B instavel ponto de sela
(s5,173) B estavel no
Yo > D (s5,15) B instavel ponto de sela
(s5,13) B estavel foco

Tabela 4.8: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos equilibrios (4.66)
e (4.67) do sistema adimensional si com capacidade de suporte, depen-
dendo do intervalo no qual se situa o parametro v,. Na terceira coluna,
B indica que o equilibrio é biologicamente viavel.

Salientamos ainda, que os calculos com o sistema adimensional sao mais faceis e

menos trabalhosos.

Apés linearizarmos o sistema (4.61)-(4.62), podemos encontrar a

solugao geral em torno de cada equilibrio (s*,i*), conforme segue:

a) préximo a (s7,47) = (0,0):

s(t) = Cret e i(t) = Che™

Como 7, é sempre positivo, o inico caminho para que o

lim (s(t), (1)) = (0,0)

t_)OO
é com C7 = 0, donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo sela, ratifi-

cando a conclusao anterior sobre este ponto de equilibrio.

b) préximo a (s3,43) = (1,0):

S(t) =1 + 036_71)5 — ’}/2046(72_1” e Z(t) = 04(’}/2 —1 + ’71)6(72_1)75. (469)

A partir da solugao (4.69) observamos que o comportamento qualitativo
da trajetéria no plano de fase depende apenas do sinal de 5 —1, visto que ~; sempre

positivo.

e Se v < 1 tem-se
lim (s(¢),i(t)) = (1,0), (4.70)

t-}OO
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donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estavel, pois

todas as trajetdrias se aproximam do ponto (1, 0).

e Se 75 > 1 o limite (4.70) verifica-se apenas quando Cy = 0, o que indica

um equilibrio do tipo sela.

As conclusoes acima a respeito do equilibrio (s%,45) = (1,0), as quais
chegamos a partir da solucao (4.69), com relagao a estabilidade e ao tipo de equilibrio
estao de acordo com a tabela 4.8, onde, dos 3 intervalos estabelecidos para v,, este

equilibrio é do tipo né estavel para v, < 1, e do tipo sela (instdvel) para v, > 1.

¢) proximo a (s3,13) = (712, %(1 - 712))

1 24 2=
s(t) = —+ C5Z+62“j—2t + Cgz_ems'
Y2
. Y1 1 Zt gy =y
i(t) = 7—(1 - 7—) + 20571 (72 — 1)e?2" 4+ 2Csy1 (72 — 1)e?: (4.71)
2 2

onde

z=-nEVA e A=y(n—4%+4%) =nn —4n(n - 1)

O estudo da estabilidade deste equilibrio depende dos valores dos argu-

mentos 2% e é% das fungoes exponenciais envolvidas em (4.71). Estes argumentos,

por sua vez, podem ser escritos como:
rt =A+B (4.72)

onde A=21 e¢ B= Y2
272 22

e Com relacao a A, sabemos que é sempre negativo, pois y; > 0 e vy, > 0.

e Com relacao a A, temos que:
A > 0 quando v, < p, e

A < 0 quando v, > p,

onde p= (14 /IT+7) > 1.
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Podemos concluir (ratificando os resultados encontrados na tabela 4.8)
que, para v, > p, este equilibrio é do tipo foco estavel, visto que neste intervalo
tem-se A < 0, o que implica em r, complexos com parte imagindria diferente de

zero e parte real negativa.

Sempre que A > 0, teremos raizes reais, o que ainda podera abranger

diversas possibilidades, que especificaremos a seguir:

e Para v, < 1, tem-se |B| > |A|, donde os argumentos 1 sdo um posi-
tivo e o outro negativo, o que implica em um equilibrio do tipo sela

(instével).

e Para 1 < v, < p, tem-se |B| < |A|, donde os argumentos 71 sao ambos

negativos (A < 0), e portanto este equilibrio é do tipo né estavel.

Novamente, podemos concluir que os resultados encontrados a partir da
solugao (4.71), quanto a estabilidade e ao tipo de equilibrio do ponto (s}, %) estao

de acordo com os apresentados na tabela 4.8.

4.3.4 Comportamento da populacao total

Depois de termos verificado as vantagens de trabalhar com o sistema
adimensionalizado, faremos o estudo da variacao da populagao total a partir das
equagoes (4.61)-(4.62), que nos fornece:

d(s+1)

T = sy1(1—s) — 1,

Substituindo s + 7 = n, temos

dn 2 .
— =78 —Y18° — 0.
dr " T
A populagdo total cresce (92 > 0) se sy; — s*y; —i > 0 e decresce

(‘;—2<0) se y15 —v182 — i < 0.
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i 1
dn.
n d‘r,<0 T
dn.
- dtqo
2 i O
]
dn T
d‘t>0 ] h dll;g
dr
@ o 5 ; R Rl o

()

Figura 4.29: (a)Variacio da populagdo total; (b) a curva i = 18 —"15%, no primeiro
quadrante do plano ST.

Na figura 4.29(a) construimos no plano ST a curva i = ;5 — ;5% e

identificamos com
9 > 0, a regiao na qual i < 715 —715?, e
dn e ; 2
9% < 0 a regido que corresponde a i > ;5 — 75°.

Na figura 4.29(b) apresentamos apenas a regiao com significado bi-

olégico para este modelo, ou seja, 0 < s < 1e 0 <7 <1, onde podemos observar:

e se i > 1, teremos Z—Z < 0 sempre. Enquanto a populacao se aproxima

do equilibrio (s%,4%), a populagao vai diminuindo;

® se = % temos:

para s = % < S = £ (populagao suscetiveis é a metade da capacidade

k
2
de suporte) temos ‘;—Z = 0 a populacao total estd em equilibrio;

para s # % temos ‘;—2 < 0, a populacao total estd diminuindo;

e se i < It temos:

3—2 > 0 quando s; < s < sy, onde s; e sy sao as raizes da equagao

Y15 —Y18° — i = 0;

Z—?z()quandos:sles:s%

3—2<0quandos<810u32<8<1.
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S

Diferentemente de nosso encaminhamento no modelo anterior (figura
k

4.21(b)), ndo apresentaremos aqui a andlise de cada uma das subpopulagoes s(t) =

ei(t) = é, visto que reproduziria os resultados da analise das “nullclines” do sistema

(4.61)-(4.62).
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5 MODELO SIS

Um simples resfriado pode ser responsavel por uma epidemia. Uma
pessoa é saudavel, mas suscetivel para um resfriado. A pessoa doente tosse préximo a
pessoa saudavel, infectando-a. A pessoa infectada pode causar infec¢ao nos possiveis
suscetiveis. Depois de um periodo de tempo, com cuidados e assisténcia médica, a
pessoa infectada é novamente saudavel e entra na classe de suscetiveis. Um modelo
onde a doenca nao confere imunidade, isto é, os individuos retornam para a classe
dos suscetiveis, apos recuperados da infeccao, e onde nao existe periodo latente, é
denominado modelo SIS. E apropriado para doencas com agente bacteriano como

gonorréia, pneumonia e tuberculose [Hethcote(1989)].

No modelo SIS, se admitirmos que a escala temporal da enfermidade é
muito rapida quando comparada a dinamica demografica da populacao, despreza-se
os efeitos demograficos (mortes e nascimentos) que ocorrem dentro do curto periodo
de duracao da doenca, o qual é normalmente da ordem de dias ou semanas, e o

modelo é chamado modelo SIS sem dinamica vital, que estudaremos na seccao 5.1.

Por outro lado, o modelo SIS com dinamica vital incorpora efeitos de-
mograficos e serd estudado na seccao 5.2. Neste capitulo, nos restringiremos apenas

a modelos com conservacao da populagao total.

5.1 Modelo SIS sem dinamica vital

Uma populagao de tamanho constante N é dividida em duas classes:
classe dos suscetiveis (S) e dos infectados (I). Nao existem nascimentos, morte,

emigracao, imigragao, nem periodo latente no grupo considerado.

z

E suposto que uma pessoa suscetivel torna-se infectada a uma taxa
proporcional ao produto ST com uma constante de proporcionalidade «r, denominada

taza de contato (o > 0), e que uma pessoa infectada recupera-se e torna-se suscetivel
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a uma taxa que é proporcional a I com constante de proporcionalidade 3, deno-
minada taza de recuperagio (f > 0). E a inclusdo deste termo I que diferencia o

modelo SIS do modelo SI.

5.1.1 Formulacao do modelo

Na figura 5.1 apresentamos o fluxograma correspondente ao modelo

SIS sem Adinamira vital ande temne /ST A nitmern tatal de individnne infectados
o]

_—

e
FI

Figura 5.1: Fluxograma representando o modelo SIS sem dinamica vital.

Infectados

It)

(infecciosos) por unidade de tempo e I o nimero de individuos infectados que se

recuperam e recaem na classe dos suscetiveis por unidade de tempo.

O sistema de equacoes diferenciais correspondente é:

as

— = —aSI I 1
dI

— =aS] - I 2
L — a1 1 (52

cuja solucao deve satisfazer as condigoes iniciais: 1(0) = Iy e S(0) = Sp. Adicionan-

do as equacoes (5.1) e (5.2), e representando por N (t) a populacao total, S(t)+1(t),

obtemos: dd—];f = 0, donde concluimos que a populagao total é conservada, isto é, para

qualquer instante de tempo ¢, vale

S(t) + I(t) = S(0) + I(0) = N. (5.3)
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5.1.2 Adimensionalizacao do sistema

Visto que [S] = [I] = [N] = [p], os parametros envolvidos neste sistema

possuem as seguintes unidades:

@] =[] e [Bl=[1]""

Para adimensionalizar o sistema de equagoes (5.1)-(5.2), definimos no-

vas variaveis dependentes adimensionais, 0 < s<1e (0 <7 <1, onde

5
N Y

i

1
S J—
N,

tais que s + ¢ = 1, além da variavel independente adimensional:

T = [t,

donde obtemos o seguinte sistema adimensionalizado:

ds

= i(—ys+1), (5.4)
Y it ), (5.
onde definimos v = %

Da equagao (5.2), sabe-se que a.S é a taxa com a qual um infectivo causa

nova infecgao, e % é o tempo médio durante o qual um individuo é infectivo. Logo,

O‘ng ¢ o numero médio de novas infeccoes causadas por um infectivo, durante todo o

seu periodo de infecciosidade. A expressao para o numero reprodutivo basico, Ry,
é exatamente o valor da fracao acima, na situagao especial inicial, quando todos os
individuos da populacao sao suscetiveis, isto é, substituindo S por N. Concluimos,

portanto, que
alN
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5.1.3 Solucao exata e estados assintoticos

Voltando ao sistema dimensional (5.1)-(5.2), e usando (5.3), substi-

tuimos S(t) em (5.2) por N — I(t), donde obtemos:

dI
— = 1N —al - p) (5.7)

que juntamente com a condigao inicial I(0) = Iy, leva a solugao:

Iy(aN — B)
I(t) = 5.8
®) aly + (aN — aly — f)e HaN=5)’ (5:8)
donde
1tlim[(t):]\f—é, se aN—-[£>0 (5.9)
— 00 (8
e
tlim I(t)=0, se aN-—/<0. (5.10)
Da condigdo aN — 3 > 0, envolvida em (5.9), tem-se
alN
—>1 5.11
5 (5.11)
que, de acordo com (5.6), pode-se escrever sob a forma: Ry > 1.
Para valores de Ry > 1, tem-se % > 0 e o sistema aproxima-se do

estado assintotico endémico; para Ry < 1 nao ocorre epidemia, isto é % <0 (o

nimero de infectados I(t) decresce com o tempo, aproximando-se de zero).

A expressao para S(t) pode ser obtida simplesmente substituindo ()
por (5.8) na lei de conservacao S(t) +I(t) = N, e ainda lembrando que Iy = N — S,

o que fornece:

_ BN = BSy + (NS, — BN)e HaN=F)

= 12
S(t) alN — oSy + (aSO - ﬂ)e*t(aNfﬁ) (5 )
donde
| 8
tlirglo S(t) = o (5.13)

se aN —(3>0,e
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Figura 5.2: (a) Varia¢ao temporal do nimero de suscetiveis e do nimero de infecta-

dos, (b) curva epidémica %L x t, em um modelo SIS sem dindmica vital,

dt
para Ry = % > 1.

lim S(t) = N, (5.14)

t-}OO

se aN — (3 < 0.

Observamos ainda que, se § = 0, obtém-se de (5.9) e de (5.13):

limI(t) =N e lim S(t) = 0; (5.15)

t_ 00 t_y 00

este fato reproduz, como seria de se esperar, a conclusao a qual chegamos no capitulo
3, secao 3.1, para o modelo SI sem dinamica vital, no qual o niimero reprodutivo
bésico (nimero médio de individuos diretamente infectados por um infeccioso por

todo o seu tempo de infecciosidade, quando toda a populagao é suscetivel) é sempre

aN

3 sO vale para [ # 0.

maior que um. Cabe lembrar que a férmula Ry =

Na figura 5.2(a), apresentamos, em um mesmo sistema de eixos coorde-
nados, os graficos de S(t) e de I(t), em funcao do tempo t. O nimero reprodutivo
bésico para este grafico é Ry = 3,33 > 1. Pode-se observar que em qualquer instante
t, a soma S(t) + I(t) mantém-se constante e igual a Sy + Iy = N = 1000. Por outro
lado, com o passar do tempo ¢, o nimero de suscetiveis decresce para o valor de g
(no exemplo, S — 300) e o niumero de infectados cresce para N — g (no exemplo,

I — 700). Na figura 5.2(b) tragamos o gréifico da curva epidémica correspondente,
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i diy
dt 1
1000 it 3 10 15 20 25 =__
03 t
800 1 049
F00 1 -0.584
4001 -1.24
2001 -1.69
S— B
§ 10 15 20 25 ¢t )]

(a)

Figura 5.3: (a) Varia¢ao temporal do nimero de suscetiveis e do nimero de infecta-
dos, (b) curva epidémica % X t, em um modelo SIS sem dinamica vital,

para Ry = % < 1.

onde observamos que % assume um valor maximo, em ¢ ~ 6 unidades de tempo,

que corresponde ao ponto de inflexdo na curva I(t) X t.

Por outro lado, para Ry < 1, figura 5.3(a) e (b), temos o nimero de
suscetiveis crescendo para N (neste exemplo, S — 1000) e o nimero de infectados

diminuindo para zero (I — 0). Quanto a curva epidémica, observa-se que apresenta

dr

4+ Dois neste caso nao temos epidemia.

valores negativos para

5.1.4 Pontos de equilibrio e andlise de sua estabilidade

Impondo % = 0 na equagao (5.7), nota-se que existem dois pontos de

equilibrio: I7 = 0, que corresponde a ST = N, e I; = N — g, que corresponde a

v = B isto é, os pontos de equilibrio sdo:
«

e (S7,I7) = (N,0), equilibrio livre de doenca;

o (S5,13) = (g,N - g), equilibrio endémico, desde que seja satisfeita a

condicao N — g > (), ou seja, % > 1; esta mesma condicao é necessaria

para se ter S5 < N.

Para andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio deste sistema,

determinados acima, podemos examinar:
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dl

<r» sobre a linha de fase S ou I, respectivamente;

1) o sinal de £ ou de
2) estudo do campo de dire¢oes no plano de fase do sistema.

1) O sinal de % ou de %, sobre a linha de fase S ou I, respectivamente.

Substituindo na equagao (5.1), I(t) por N — S(t), de acordo com (5.3),
obtemos:
dS

— = aS? + S(—aN — B) + BN, (5.16)

a partir da qual construimos as linhas de fase (apéndice A.1) apresentadas na figura

5.4, (a) e (b).

Figura 5.4: Linha de fase S do sistema SIS sem dinamica vital; setas mais largas
indicam o intervalo 0 < S < N, que possui significado bioldgico. (a)
para Ry > 1; (b) para Ry < 1.

Concluimos, portanto, que:

e para Ry, > 1 (figura 5.4(a)), temos que S} = N (que corresponde a
I = 0) é um equilibrio instdvel, enquanto que S; = g (que corresponde

a I} = N — 5) é um equilibrio estével;

e para Ry, < 1(figura 5.4(b)), temos que S; = N (que corresponde a
I = 0) é um equilibrio estdvel, enquanto que o ponto S; = g > N é

nao realistico.

Chega-se & mesma conclusao anterior, se partirmos da equagao (5.7)

para 4. Os resultados correspondentes sio apresentados na figura 5.5(a) e (b).
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Figura 5.5: Linha de fase I do sistema SIS sem dinamica vital; setas mais largas
indicam o intervalo 0 < I < N que possui significado bioldgico, (a) para
Ry > 1; (b) para Ry < 1.

2) Estudo do campo de direc¢oes no plano de fase do sistema

Na figura 5.6(a) e (b), representamos os equilibrios encontrados por
pontos no plano SI. Pelo fato de que a populagao total é conservada (equacao

(5.3)), cada estado do sistema constitui um ponto sobre a reta I(t) + S(t) = N, e

as setas indicam n econtidn da ovnlican temnaral dn cictema

IFy Ia

I P

N G ]
ol

e S O : . —"3
o (@) )

Figura 5.6: Trajetoria do sistema SIS sem dinamica vital, no primeiro quadrante
(0 dnico com significado bioldgico) do plano de fase; (a) para Ry > 1,
(b) para Ry < 1.

5.2 Modelo SIS com dinamica vital

No modelo SIS com dinamica vital, o comportamento é similar ao mo-
delo SIS sem dinamica vital, visto anteriormente. O que diferencia no modelo com
dinamica vital, usado para descrever enfermidades cuja duracao é da ordem de meses
ou anos, é que, supondo que exista um equilibrio demogréfico, ocorrem nascimentos

e mortes na populacao e todos os recém-nascidos sao suscetiveis.
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5.2.1 Formulacao do modelo

Assume-se que o tamanho da populacao é constante (nascimentos e
mortes ocorrem com a mesma taxa) e misturada homogeneamente. Supoe-se que
nascimentos ocorrem na classe dos suscetiveis, sendo que tanto suscetiveis quanto
infectados podem procriar, com constante de proporcionalidade p (1 > 0), e que
os individuos sao removidos por morte de cada classe, a uma taxa proporcional ao
tamanho da classe, com constante de proporcionalidade pu. E a inclusdo desta taxa
i que diferencia o modelo STS com dinamica vital do modelo STS sem dinamica

vital.

O fluxograma que representa este modelo é visualizado na figura 5.7.

Infectados

Figura 5.7: Fluxograma representando o modelo S1S com dinamica vital.

Na figura 5.7, temos: «SI o numero total de individuos infectados
(infecciosos) por unidade de tempo; SI, o nimero de individuos infectados que se
recuperam e recaem na classe dos suscetiveis por unidade de tempo; u/N, a taxa de
nascimento (de suscetiveis); e, ul e puS as taxas de mortalidade (de infectados e de

suscetiveis, respectivamente).

Ao fluxograma da figura 5.7, corresponde o seguinte sistema de

equagoes:
ds
dl

com as condigoes iniciais: 1(0) = Iy e S(0) = Sy, onde Sy + Iy = N.
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Adicionando (5.17) e (5.18), obtém-se:

d(S(t) +1(t))

=0 5.19
- , (5.19)

donde concluimos que, neste modelo, a populacao total é conservada, isto é, para

qualquer instante de tempo ¢, vale

S(t)+ I(t) = S(0) + I(0) = N. (5.20)
5.2.2 Adimensionalizacao do sistema

As dimensoes dos parametros envolvidos neste modelo sao:

Para adimensionalizar o sistema de equagoes (5.17)-(5.18), definimos

novas variaveis dependentes adimensionais:

tais que s + ¢ = 1, e uma nova variavel independente adimensional:

T=t(p+B),

donde obtemos o seguinte sistema adimensionalizado:

ds o
o = Y1(1 = 8) — yasi +i(1 — 7)), (5.21)
di ,
o = ilps—1), (5.22)
onde definimos
=t =N (5.23)
MEgoL ¢ Egoo .

Pode-se perceber que, se 1 = 0, a definigao de v, em (5.23) recai naquela

de v da secao 5.1.2. Portanto, assim como feito na secao anterior, antes da equacao

_1

(5.6), podemos concluir que, sendo desta vez T

o tempo médio durante o qual um

individuo é infectivo, temos:

(5.24)
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5.2.3 Solucao exata e estados assintoticos

Usando (5.20), podemos substituir S(¢) em (5.18) por N — I(t), donde

obtemos:
dl 5
= —ad” +I(aN — 5 — ) (5.25)
que juntamente com a condigao inicial 7(0) = Iy, tem como solucao:
Io(aN — B — )
I(t) = 5.26
(t) aly + (aN — B — p— aly)e HaN=F-n)’ (5.26)
donde
lim (1) = N — G+ (5.27)
— 00 (8

se aN — 3 —p > 0, isto é, se
alN

B+ p

(5.28)

O lado esquerdo da inequacao (5.28) é idéntico ao paradmetro v, = Ry
encontrado na adimensionalizagao do sistema, ou seja a condicao (5.28) nada mais

é do que Ry > 1. Por outro lado, se aN — 3 — p < 0, obtém-se de (5.26) que

tl_l)Iglo I(t) =0.
O nimero de suscetiveis S(¢), em um instante qualquer ¢, pode ser
obtido simplesmente a partir da lei de conservagao (5.20), substituindo I(t) pela

solugao (5.26), e ainda lembrando que Iy = N — Sy, o que fornece:

(5 + 1) (N = S0) + N(aSy = § = e @N=0»

- 2
S(t) CY(N - SO) + (CYSO — ﬂ — /jj)eft(aN—ﬁfﬂ) ’ (5 9)
donde, se Ry > 1,
i _ (B4
tlirgos(t)  a (5.30)
ese Ry <1,
lim S(t) = N.

t-}OO

Cabe observar que substituindo p por zero, em todos os resultados que

acabamos de obter para o modelo SIS com dinamica vital, recaimos, como seria
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Figura 5.8: (a)Variag¢ao temporal do nimero de suscetiveis S(t) e de infectados I(t),
(b) curva epidémica % X t, em um modelo SIS com dinamica vital, com

— aN
R0_5+M>1'

de se esperar, nas conclusoes correspondentes, obtidas na secao 5.1.3 para o modelo

SIS sem dinamica vital.

Na figura 5.8(a) apresentamos, em um mesmo sistema de eixos coorde-
nados, os gréificos de S(t) e I(t), usando os mesmos dados da figura 5.2, acrescentan-
do apenas a taxa de mortalidade p = 0,016, o que representa uma expectativa de
vida de aproximadamente 60 anos (a inclusao desta taxa é o que diferencia o modelo

SIS com dinamica vital do modelo SIS sem dinamica vital). Com o acréscimo

desta taxa, o valor de Ry, que no modelo SIS sem dinamica vital era % = 3,33,
passa a ser % = 3,15, mas continua maior do que 1.

Observa-se, na figura 5.8(a), que com o passar do tempo ¢, o nimero
de suscetiveis decresce para o valor % e o nimero de infectados cresce para o valor

N — (5;’—”) No grafico para a curva epidémica % X t, apresentado na figura 5.8(b),

observa-se que % assume um valor maximo em um instante de tempo ¢, = 6,1

unidades de tempo.

Por outro lado, para Ry < 1, figura 5.9(a) e (b), ndo teremos epidemia
(o nimero de suscetiveis cresce para N, e o nimero de infectados decresce para
zero). Quanto a curva epidémica, tem-se valores negativos para 4L “isto quer dizer
* Y g dt Y

que I somente diminui.
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Figura 5.9: (a)Variacao tempoml do nimero de suscetiveis S(t) e de infectados I(t),
(b) curva epzdemzca X t, em um modelo SIS com dinamica vital, com
Ry = < 1.
n

6+

Chamamos a atencao para o fato que, assim como no modelo SIS sem
dinamica vital a quantidade relevante era 6 , agora no modelo STS com dinamica
vital, 4 nao é por si s6 um parametro relevante, mas sim a combinagao g‘fj Além
disso, ao acrescentarmos dinamica vital ao modelo, tal como estudado nesta secao,
Ry fica reduzido com relacao ao anterior, de modo que para p acima de um certo

valor, Ry que no modelo sem dinamica vital era maior que 1 pode passar a ser menor

que um.

5.2.4 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade

Para determinar pontos de equilibrio (S*, I*), podemos partir de (5.25)

e calcular os valores de equilibrio I*, que correspondem a %- = 0, como segue:

@
I'(—al*+aN — f — u) =0, (5.31)

donde obtemos: If =0e I; = N — (5+”), que sera positivo desde que > 1.

6+u

Como S(t) + I(t) = N, temos que a cada equilibrio I*, corresponde

S* = N — I*, donde concluimos que os pontos de equilibrio sao:

B+uN_(6+u))
Y a )

(ST, 1) = (N,0) e (S3,15) = ( (5.32)

sendo que este tltimo é realistico desde que 6+ > 1.
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Observamos que estes mesmos pontos de equilibrio podem ser obtidos
partindo apenas do sistema de equagoes diferenciais (5.17) e (5.18), sem fazer uso
explicitamente da lei de conservacao (5.20), isto é, apenas a partir da condigao de

que em um equilibrio (S*, I'*), devemos ter:

as

E:Oju]\f—as*[*—us*nLﬁl*:O (5.33)
e
dl
gzoél*(as*—ﬁ—u):(). (5.34)

A andlise da estabilidade dos pontos de equilibrios pode ser efetuada

através das seguintes abordagens:
1) estudo do sinal de % ou de % (linha de fase);
2) estudo do campo de dire¢oes no plano de fase do sistema:
3) linearizagao do sistema.

1) Estudo do sinal de % ou de 4 (linha de fase)

Substituindo na equacao (5.17), I(t) por N—S(t), de acordo com (5.20),
obtemos:
dS

- = aS? — S(aN + B+ p) + pN + BN (5.35)

que se anula para:

e ST =N, que corresponde a I7 =0, e

o 55 = %, que corresponde a I, = N — % que é positivo, quando
Btu i, 2N
N > =£, ou seja, Bip > 1.
Na figura 5.10(a) e (b), visualizamos o resultado da anélise do sinal do

lado direito da equagao (5.35), donde concluimos que:
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e em (a), quando Ry > 1, temos S; = N(que corresponde a I7 = 0)
equilibrio instavel e S5 = % (que corresponde a I; = N — %) um

equilibrio estavel;

e em (b), quando Ry < 1, temos S; = N (que corresponde a I = 0)

equilibrio estavel, o tinico com significado bioldgico, pois S5 = % > N.

Figura 5.10: Linha de fase S do sistema SIS com dinamica vital; setas mais largas
indicam o intervalo 0 < S < N que possui significado bioldgico, (a)
para Ry > 1, (b) para Ry < 1.

Poderiamos também ter chegado a mesma conclusao anterior se

tivéssemos partido da equagao (5.18), para %. Os resultados correspondentes sao

apresentados na figura 5.11(a) e (b).

Figura 5.11: Linha de fase I do sistema SIS com dinamica vital; setas mais largas
indicam o intervalo 0 < I < N que possui significado bioldgico, (a)
para Ry > 1; (b) para Ry < 1.

2) Estudo do campo de direg¢oes no plano de fase do sistema

Na figura 5.12, tracamos no plano SI, para Ry, > 1, as isoclinas de

inclinacao nula (“nullclines”) de I:

[=0 e s=DtH (5.36)

«

obtidas de (5.18), bem como a “nullcline” de S, obtida de (5.17):

_ S —pN

I
b —aS

(5.37)
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Figura 5.12: As duas “nullclines”de I, a “nullcline”de S, os pontos de equilibrio
(5.82) e a composicio do campo de diregoes do sistema SIS com
dinamica vital, para Ry > 1.

que diverge para S = g

Apresentamos também a composicao dos elementos do campo de
direcoes do sistema, para o caso em que Ry > 1. Cada encontro de uma “nul-
cline” de S com uma de I, fornece um ponto de equilibrio. Dos elementos do campo
de direcoes, tracados na figura 5.12, a partir dos sinais de % e de %, pode-se ob-
servar que o ponto (S}, I7) = (N,0) é um ponto instavel (trajetérias se afastam do
ponto); mas para o ponto (S;,I;), a andlise das “nullclines”é inconclusiva (setas

giram na mesma direcao).

Na figura 5.13(a), apresentamos um maior nimero de elementos do
campo de direcoes, as nullclines de S e I e uma trajetéria para este modelo, tracadas
através do sistema (5.17)-(5.18), por métodos numéricos, com o Maple, quando

temos epidemia, ou seja, quando 2~ > 1. Observa-se que o ponto de equilibrio

B+
(N,0) é instéavel (trajetérias se afastam do ponto), enquanto que o ponto de equilibrio
(Bte N — @) é estavel (atrai as trajetorias).
No caso de termos % < 1, observa-se na figura 5.13(b), que o tinico

ponto de equilibrio realistico (N, 0) é estavel (atrai as trajetérias).
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Figura 5.13: Campo de dzregoes nullclmes de S e de I e uma trajetoria, do sistema
SIS Bl o Ry < 1.
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Figura 5.14: Campo de dire¢ées, nullclines de S e de I e a reta S(t)+1(t) = N, do
sistema SIS com dinamica vital, para Ry > 1.

Precisamos acrescentar ainda que, no modelo SIS com dinamica vital,
que estamos apresentando, a conservacao da populacao total tem como efeito o de
fixar as trajetérias sobre a reta S(t) + I(t) = N, a qual tracamos na figura 5.14.
Neste sentido, a “mobilidade” (liberdade) do sistema é, portanto, unidimensional

(sobre uma reta).
3) Linearizagao do sistema

Linearizando o sistema de equagoes (5.17)-(5.18), em torno de (S*, I'*),
conforme feito no capitulo 3 (ver (3.40)), obtemos a seguinte matriz Jacobiana:
—al* -y —aS*+

J(S*, ") = : (5.38)
al* aS* — [ —u
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Substituindo as coordenadas de cada ponto de equilibrio (5.32), e ana-
lisando os sinais do determinante D e do traco 7' da matriz (5.38), bem como o
valor de A = T? — 4D, ficam discriminados intervalos para o parametro R;, de
acordo com a tabela 5.1, donde concluimos que, se as trajetorias pudessem situar-
se em qualquer ponto do primeiro quadrante, a estabilidade de cada equilibrio é

estabelecida de acordo com a tabela 5.2.

Parametro Equilibrio D T A
Ry<1l—mm (ST, I7) | positivo | negativo | positivo
( ) | negativo | positivo | positivo
( ) | positivo | negativo | positivo
( ) | negativo | negativo | positivo
1< Ry<1l+v | (S7,I7) | negativo | negativo | positivo
(55, 15)
(51, I7)
(

1—")/1<R0<1

positivo | negativo | positivo
negativo | positivo | positivo
S5, 13) | positivo | negativo | positivo

Ry >1+4+m

Tabela 5.1: Sinais do determinante D, do traco T e de A = T? — 4D, da matriz
J(S*, I*) dada em (5.38) para cada um dos equilibrios (5.32), do sistema
SIS com dinamica vital.

Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
Ry <1 (S, I7) B estavel né
(S5,1;) |I; <0 instavel ponto de sela
Ry >1 (S, I7) B instavel ponto de sela
(S5, 1) B estavel né

Tabela 5.2: Estabilidade e tipos de singularidade, de cada um dos equilibrios (5.32),
do sistema STS com dinamica vital, dependendo do intervalo no qual se
situa o parametro Ry. B indica que o equilibrio é biologicamente viavel.

Na figura 5.15(a) e (b), tracamos um diagrama de bifurcac¢ao, para S*
na figura 5.15(a) e I* na figura 5.15(b), ambas em funcao de Ry, onde observamos
uma bifurcacao transcritica em Ry = 1. Evidentemente valores negativos para S* e

para I* nao possuem significado biolégico. Para Ry < 1 o tinico ponto de equilibrio
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Figura 5.15: Diagrama de bifurca¢ao, (a) para S*, e (b) para I*, no modelo SIS
com dinamica vital. Valores de I* negativos nao sao biologicamente
vidvers.

biologicamente vidvel é (N,0), que é estavel; ji para Ry > 1 temos a situagao
inversa. Confirma-se, desse modo, novamente, que para ocorrer epidemia devemos

ter Ry > 1.

Podemos, ainda, encontrar a solugao geral do sistema linearizado (5.38),

proximo aos pontos de equilibrio (S*, I*), conforme segue:
a) préximo a (S}, IT) = (N, 0):

S(t) = N+ Cre™ — CyeleN=1=8t o [(t) = Chel@N =01, (5.39)

A partir da solugao (5.39) observamos que o comportamento qualitativo
das trajetorias no plano de fase depende apenas do sinal de aN — . — 3, visto que

J4 ¢ sempre positivo.

e Se aN < u+ 3, isto é, Ry < 1, tem-se

lim (S(t), I(t)) = (N, 0), (5.40)

t-}OO
donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estéavel (tra-

jetorias se aproximam do equilibrio).

e Se aN > i+ 3, isto é Ry > 1, o limite (5.40) verifica-se apenas quando

Cy = 0, o que indica um equilibrio do tipo sela (instavel).
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As conclusoes acima, a partir da solucao (5.39), ratificam os resultados

encontrados na tabela 5.2, quanto a estabilidade do ponto de equilibrio (S}, I7).

b) préximo a (Si, I3) = (&£, N — Biey.

« «

S(t) — 54_/11 — Cse —aN+B+up)t + Cype” ut

[(t) - N — 5@“4—06( aN+u+pB)t C4(C¥N B :U/)e ut (5.41)

A partir da solugao (5.41) observamos que o comportamento qualitativo
das trajetérias no plano de fase depende do sinal de —aN + p + [, visto que u é

sempre positivo.

e Se —alN < —u — 3, isto é, Ry > 1, tem-se

lim (S(¢), 1(t)) = (21, v = B H

)
t— 00 « (8

), (5.42)

donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estéavel (tra-

jetorias se aproximam do equilibrio).

e Se —aN > —u — 3, isto é Ry < 1, o limite (5.42) verifica-se apenas

quando C3 = 0, o que indica um equilibrio do tipo sela (instével).

As conclusoes acima, a partir da solucao (5.41), ratificam os resultados
encontrados na tabela 5.2, quanto a estabilidade do ponto de equilibrio (S, I3), ou
seja, para Ry < 1 o equilibrio (S5, I;) é ponto de sela e para Ry > 1 é nd estavel

(trajetérias se aproximam do equilibrio).
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6 MODELO SIR

O modelo STR é um modelo simples de propagacao epidémica em que
a doenca é transmitida pelo contato direto entre hospedeiros que se tornam imunes

depois de uma simples infeccao. Neste modelo, nao existe periodo latente.

Na catapora, por exemplo, um individuo infectado entra em contato
com um suscetivel, infectando-o. Depois de um periodo de tempo, o individuo se
recupera. Entretanto, ao contrario do modelo visto no capitulo anterior, o individuo
agora ¢ imune para a doenca. Por essa razao é afastado do grupo populacional
considerado, ou seja, o individuo nao corre mais o risco de contrair a catapora (nao

¢ mais suscetivel para esta doenca).

Este modelo foi introduzido por Kermack e McKendrick
[Kermack e McKendrick (1927)] e teve papel muito importante na epidemi-
ologia matemadtica. E usado na modelagem de doencas, tais como: caxumba,

rubéola, sarampo, variola [Hethcote(1989)].

No modelo STR, a populacao é dividida em trés grupos:

e S: niumero de suscetiveis, isto é, de individuos que ainda nao estao

doentes, mas podem ficar doentes;

e [: numero de infectados ou infectivos, isto é, de individuos que estao

doentes e podem transmitir a doenca;

e R: numero de recuperados ou removidos, isto é, de individuos que
ja estiveram doentes e ja nao podem nem infectar outros nem serem

infectados.

Para modelar a propagacao da infeccao dentro da populagao, em fungao
do tempo, a populacao é tomada como constante. Assume-se que nao existem

emigracao, imigracao nem periodo latente no grupo considerado e, que a populagao



116

seja homogeneamente misturada (todos tém igual probabilidade de ter contato um

com 0 outro).

Assim como no modelo SIS visto no capitulo anterior, veremos também

o modelo STR sem dinamica vital e com dinamica vital.

6.1 Modelo SIR sem dinamica vital

Admite-se que a escala temporal da enfermidade é muito pequena quan-
do comparada a dinamica demografica da populagao. Por isso, serao desprezados os

nascimentos e as mortes que ocorrem dentro do periodo considerado.

6.1.1 Formulagao do modelo

Na figura 6.1 apresentamos o fluxograma correspondente ao modelo

SIR sem P LU R SR PR | mmemmal L ~OT & e L~d a1 AL :.A,]:.Vl’duos ln_

Recuperados

Infectados
i Rt

Figura 6.1: Fluxograma representando o modelo SIR sem dinamica vital

fectados (infecciosos) por unidade de tempo (o > 0), I o nimero de individuos
infectados que se recuperam e passam para a classe dos removidos por unidade de

tempo (3 > 0).

Temos, portanto, o seguinte sistema de equacoes diferenciais, corres-

pondendo a figura 6.1:

ds
= — _aST 1
dl
— = I—p3I 2
T, (6.3)

dt
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com as condigoes iniciais:

1(0) = Iy, S(0) =Sy, R(0)=0. (6.4)

Adicionando (6.1)-(6.3), e representando por P(t) a populacdo total:

S(t) + I(t) + R(t), temos que “Z = 0. Portanto, P(t) = constante, que com a

condicao inicial P(0) = Sy + Iy = N, leva a
S(t)+I(t)+ R(t) =N (6.5)

para qualquer instante de tempo %, isto é, a populacao total é conservada.

Pode-se entao, focar o estudo em (6.1)-(6.2), uma vez que apés conhecer

S(t) e I(t), podemos calcular R(t) = N — S(t) — I(t).

Deseja-se, com este modelo, responder questoes tais como:

e Dado «a, 3, Sy e Iy, a infeccao se propagara ou nao?
e Como se desenvolve a doenca com o tempo?

e Teremos o fim da epidemia antes que todos os individuos suscetiveis
tornem-se infectados, ou com o fim da epidemia, o niimero de suscetiveis

seré zero?

6.1.2 Adimensionalizacao do sistema

As unidades dos parametros envolvidos neste sistema sao:

Para adimensionalizar o sistema (6.1)-(6.3), definimos as novas varidveis

dependentes adimensionais, todas variando entre 0 e 1, como:

S .1
JR— Z RN
N’ N’

S

\3
Il

==
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onde s+ 1+ 1r =1, e a variavel independente 7, através de

T = [t.

O sistema adimensionalizado encontrado seréa:

ds ,
o = s (6.6)
% = i(ys—1), (6.7)
% _ (6.8)
onde definimos
75%. (6.9)

Da equagao (6.2), temos que aS é o nimero de contatos com trans-
missao da doenca que resultam em aumento do nimero de infectados por infeccioso
e por unidade de tempo; % é o tempo médio durante o qual um individuo fica infec-
tivo. Portanto, O‘Tf é o nimero médio de novas infeccoes causadas por um infectivo
durante todo tempo de infecciosidade. Considerando uma populagao onde todo

mundo é suscetivel, entao S = N, e lembrando da definicao do nimero reprodutivo

basico Ry, concluimos que v = Ry.

Para que ocorra epidemia devemos ter % > 0, o que de (6.7), e usando
T

L

o fato de que v = Ry, implica que Rys —1 > 0, ou seja, s > R

o que s6 podera
ocorrer se Iy > 1, pois caso contrario terifamos s > 1, o que é impossivel, visto que

0<s<1.
6.1.3 Solucgoes exatas no espago de fase

Neste modelo o espaco de fase é tridimensional. Analisaremos porém,

apenas os subespacos SI e SR.

No plano de fase ST do sistema, podemos tragar curvas (trajetorias

no plano de fase) que satisfazem a equagao diferencial, obtida (para I # 0) a partir
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de (6.1) e (6.2)

dl oS -7
75 = —ag (6.10)
juntamente com a condigao em ¢ = 0, obtida de (6.4) e (6.5):
A solucao de (6.10) e (6.11) tem a forma:
- (5)
I(S)=—S+N+—In{—= 6.12
) =-s+N+2m(2), (6.12)

que terd significado bioldgico se S(t) < Sy e I(t) > 0, e cujo grafico apresentamos
na figura 6.2(a). Para construir esta curva utilizamos Iy = 50 individuos, Sy = 950
individuos e Ry > 1. Nesta curva, a parte mais grossa representa a trajetéria

percorrida pelo sistema.

Na figura 6.2(b), tracamos, usando métodos numéricos através do
Maple, o campo de direcoes no plano de fase SI e a trajetéria com as mesmas
condigoes da figura 6.2(a). Verificamos que tanto a trajetéria em (b) como a curva
tracada em (a) (que foi construida através da equagao (6.12)) apresentam a mes-
ma forma. Confirmamos assim, a veracidade do resultado encontrado em (6.12).
Nestas figuras, pode-se observar que a doenca inicia no ponto I, = 50, e a medi-
da que o tempo passa, mais pessoas tornam-se contaminadas e menos pessoas sao
suscetiveis. Em outras palavras, S diminui e [ aumenta. Apds atingir o valor de 1
m&ximo (neste exemplo, aproximadamente 180 individuos), ambos I e S diminuem,
porém a populacao total permanece constante, pois temos R(t) sempre aumentando

(2 > 0).

Para saber como uma doenca progride, examinemos a forma das curvas
na figura 6.3(a). Na construgao desta figura, foram utilizados além das condigoes da
figura 6.2, mais alguns valores para as condicoes iniciais Iy e Sy. Todas as trajetdrias

iniciam sobre a reta I = N — S, pois sendo R(0) = 0, tem-se Iy + Sy = N.

Pode-se visualizar na figura 6.3(a) que para algumas curvas, o valor de

I cresce até determinado niimero, e depois I decresce até zero. O valor do pico, isto



120

ity

¥ 3 3 grtr
1 Za
3007 ] N NN N
RN
NN NN
004 I N A T U
] N NN
200 5!/ R S L
: Iy SNANANAN
1y SUSAAAY
: AR
1001 1004 ! SN NN NN
NG
REMNN NN
0T S SRNANAAN

] GO0 1000 . — T
# \ 3 200 Bl 1000 5
! ]
-100+ (@)
Figura 6.2: (a) Grifico da fun¢ao I(S) = —S+N+§ln(s%) com Iy = 50 individuos e

So = 950 individuos; a parte mais grossa da curva representa a trajetoria
percorrida pelo sistema; (b) campo de dire¢oes no plano de fase SI e a
trajetoria com as mesmas condig¢oes iniciais de (a), do modelo SIR sem
dinamica vital, para Ry > 1.
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(a) Campo de diregoes no plano de fase S1, algumas trajetorias e a reta
I = N —S; (b) soluggo numérica da equagdo (6.15) com as mesmas
condigoes da figura 6.2, onde F1(S) = S e F5(S) = N + gln(s%), do
modelo SIR sem dinamica vital.
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é, do I maximo, ocorre quando % = 0, ou seja:

asS—pf
= 1

o que fornece:

s=0
«

(6.14)

Entao, para aquelas trajetérias que correspondem a Sy > £, o niimero
«

de infectados cresce (ocorre epidemia) para o valor de I méaximo, e entdo decresce
até zero. Entretanto se Sy < g, o nimero de infectados decresce imediatamente
para zero e a doenca acaba. O valor Sy = g ¢ chamado walor limiar, pois se Sy

localizar-se abaixo de g nao havera epidemia.

Outra questao que pode ser analisada pelo diagrama do plano de fase é
a respeito do nimero total de individuos esperado que adoecam durante a epidemia.
O ponto no qual a trajetoria corta o eixo S, representa o equilibrio em que a epidemia
termina (I = 0), que serd determinado na subsecdo 6.1.4. Assim, a interse¢do com
o eixo S que pode ser calculada a partir de (6.12), mostra o nimero de individuos

que nunca contrairao a doenga. Na figura 6.3(b) apresentamos o resultado de

B, 5.
SN+ in(g) =0 (6.15)

com as mesmas condicoes da figura 6.2. Como nao podemos resolver a equacao
(6.15) analiticamente, tragamos gréficos de Fi(S) = S e F»(S) = N + gln(s%) O
resultado procurado estd na intersecao destes gréaficos (dois pontos de interse¢ao),
que correspondem aos dois pontos visualizados na figura 6.2(a), quando temos I = 0,
sendo que um deles serd sempre maior que N, e portanto, nao terd significado
biol6gico, visto que para todo ¢, temos S(t) = N—I(t)—R(t). Neste caso, o inico que
tem significado bioldgico é o de S = 190. Temos, entao que o ntiimero de individuos
que nunca contrairao a doenca como sendo aproximadamente 190 individuos, que
confere com o valor de S final (quando temos I = 0) que visualizamos na figura 6.2.

A doenca é erradicada por falta de infectados e nao por falta de suscetiveis.

Através do plano de fase SR, podemos determinar como varia o

nimero de suscetiveis em funcao do nimero de removidos. Para isto, partimos
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de (6.1) e (6.3), donde podemos (se I # 0) escrever:

dS  —aS
drR — §
juntamente com as condigoes iniciais, em ¢ = 0, obtidas de (6.4): S(R(0)) = S,

com R(0) = 0.

As solugoes, de (6.16) tém a forma:

_alN
B

S = See 7% > Spe (6.17)

pois N > R.
6.1.4 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade

Os equilibrios sao do tipo (S*,I*, R*), onde R* = N — (S* + I*) e os

valores de S* e de I* satisfazem, de (6.1)-(6.2) com % = 0 e 4 = 0, o seguinte
sistema algébrico:

—aS T =0, (6.18)

aS* I — BI* =0, (6.19)

que tem um nuimero infinito de solugoes I* = 0 e S* qualquer.

Entao, qualquer valor de S, que corresponde a I = 0, é um possivel
equilibrio. Por outro lado, nao ha equilibrio com nimero de infectivos diferente de
zero. A conclusao bioldgica é que, como foi ignorada a dinamica populacional no
hospedeiro, ndo hé possibilidade de uma doenga endémica (doenga mantida com um

nivel fixo no hospedeiro).
O que se pode entao entender sobre a dinamica dessas doencas?

Uma epidemia acontece quando o nimero de infectados cresce, ou seja,

quando % > (. Portanto, usando (6.2), temos que aST — I > 0, o que fornece:

CERY (6.20)

p
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Considerando todo mundo suscetivel, no inicio da epidemia, teremos

para inequacao (6.20), com S = N,

% > 1. (6.21)

O lado esquerdo da inequagao (6.21), confere com o Ry encontrado no

sistema adimensionalizado.

A incidéncia da doenca cresce se Ry > 1 e decresce se Ry < 1. Existe
portanto, um tamanho minimo da populacao para que a epidemia possa ocorrer.
Visto que o nimero maximo de suscetiveis é o tamanho total da populacao N,

concluimos que, para haver uma epidemia, devemos ter

s
N> (6.22)

e, portanto, g é o tamanho minimo (limiar) da populagdo, necessario para ocorrer

a epidemia. Caso contrario nao teriamos epidemia.

A analise de estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser desenvolvida

através das seguintes abordagens:
1) anélise do campo de diregoes;
2) linearizagao do sistema;
1) Anélise do campo de diregoes
As “nullclines” de S sao obtidas de (6.1), como:
I=0 e S =0,
e as “nullclines” de I sao obtidas de (6.2), como:

IZO e S:

)

p
(0%

ambas representadas na figura 6.4(a). Existe um nimero infinito de pontos de

equilibrios possiveis que constituem todo o semieixo I* =0, (S* > 0), a respeito dos
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Figura 6.4: (a) As “nullclines” de S e de I e a composi¢ao do campo de diregoes, do
sistema SIR sem dindmica vital, para Ry > 1; (b) campo de dire¢ies,
as “nullclines” de I e de S juntamente com duas trajetorias do sistema
SIR sem dinamica vital, com Ry > 1.

quais podemos concluir que os pontos com S* < g, sao estaveis, e os com S* > g,

instaveis.

Na figura 6.4(b), visualizamos o campo de direcoes, as “nullclines” de
S e I juntamente com duas trajetorias, para o modelo STR sem dinamica vital.
Nesta figura, construida por métodos numéricos, através do Maple, tracamos um
nimero maior de elementos do campo de direcoes para este modelo. Confirmamos
que os pontos de equilibrio (S*,0) sdo estaveis (atratores), quando temos S* < g;

e, instaveis quando S* > g
2) Linearizagao do sistema SI/R sem dinamica vital

Linearizando o sistema de equagoes (6.1)-(6.2), em torno de (S*,I*),

conforme feito no capitulo 3 (ver 3.40), obtemos a seguinte matriz Jacobiana:

g ry=| . (6.23)
al* aS*—pf

Para verificar o comportamento das solu¢oes na vizinhanca do ponto de

equilibrio substituimos o ponto de equilibrio (S*, I*) = (S*,0), onde S* representa
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S qualquer, em (6.23), e temos:

0 —as
J(S%,0) = ], (6.24)
0 aS*—p

donde obtemos o determinante D, o traco T e A = T? — 4D, como segue:
D=0, T=aS" -3 A= (S —p5)?>>0.

Como D = 0, temos um numero infinito de pontos de equilibrio, os quais estao sobre

a reta I = 0 e ndo serdo pontos isolados (ver Apéndice B.2).

Analisando o sinal do traco, temos que:

aS*

T >0 se > 1,

neste caso, os pontos de equilibrios (S*,0) serao instaveis; e,

aS*
B

neste caso, os equilibrios serao estaveis. Confirmamos assim, o que ja foi visto

T <0 se

<1,

anteriormente no campo de direcoes.

Podemos, ainda, encontrar a solugao geral do sistema linearizado (6.24),

préximo ao ponto de equilibrio (S*,0), que neste caso é:

S(t) = S* + Cy + CoaS* @St o [(t) = Cy(—aS* + B)eleS A1,
onde ('] e C5 sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas pelas condigoes
iniciais.

A partir desta solucao observamos que o comportamento qualitativo

das trajetorias no plano de fase depende apenas do sinal de aS* — :

e Se aS* < [3, tem-se

lim (S(t), I(¢)) = (S*,0), (6.25)

t_ 00
donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estéavel (tra-

jetorias se aproximam do equilibrio).



Fy - &
1
1000+
a00-
500
600
400
A0 R 200
m _ .
2 6 o 14t T i

ia)

Figura 6.5: Variagcdo temporal do nimero de suscetiveis S(t), do nimero de infec-
tados I(t) e do nimero de recuperados R(t), em um modelo SIR sem
dindamica vital, (a) para Ry < 1, (b) para Ry > 1.

e Se aS* > 3, o limite (6.25) verifica-se apenas quando C; =0 e Cy = 0,

o que indica que o equilibrio é instavel (trajetérias se afastam).

As conclusoes acima, a partir da solucao do sistema linearizado, ratifi-
cam as conclusoes, que chegamos anteriormente, quanto a estabilidade do ponto de

equilibrio (S*,0).

6.1.5 Solucao numérica do sistema

Nas figuras 6.5(a) e (b) apresentamos em um mesmo sistema de eixos
coordenados, os grificos de S(t), I(t) e R(t), em funcao do tempo ¢, através da
resolucao numérica com o Maple. Em ambas as figuras pode-se observar que, em
qualquer instante ¢ (em uma mesma perpendicular ao eixo t), verifica-se a conser-
vagao da populagao total, ou seja, S(t) + I(t) + R(t) = Sp + Iy + R(0) = N. Em
(a), quando temos Ry < 1, observamos que com o passar do tempo ¢, o niimero de
infectados apenas diminui (ndo ocorre epidemia) até chegar a zero; por outro lado,
o nimero de suscetiveis decresce e o nimero de recuperados cresce (a populagao
total se conserva). Em (b), para Ry > 1, visualiza-se que com o passar do tempo ,
o numero de suscetiveis diminui a medida que o niimero de recuperados aumenta;

quanto ao nimero de infectados, atinge um méaximo e depois cai até zero.
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6.2 Modelo SIR com dinamica vital

O modelo STR sem dinamica vital pode ser aplicado apenas caso a
doenca estudada ocorra durante curtos periodos de tempo. Para doencas cuja du-
racao ¢ da ordem de meses ou anos, usa-se o modelo STR com dinamica vital,
pois neste caso é necessario introduzir efeitos demograficos, ou seja, nascimentos e

mortes.

6.2.1 Formulacao do modelo

Neste modelo, cujo fluxograma apresentamos na figura 6.6, a populagao
também é dividida em trés grupos: os individuos suscetiveis (S), os individuos
infectados ou infectivos (I) e os individuos recuperados (R). Além dos parametros
« e 3, definidos no modelo anterior (se¢ao 6.1), inclui-se neste modelo as taxas de
nascimento e taxas de morte natural. Os recém-nascidos estao todos dentro da classe
dos suscetiveis. Supoe-se que mortes naturais ocorram em cada classe com taxa “per
capita” igual a de nascimento (> 0), de modo que o tamanho total da populagao
é constante. Neste modelo, assim como no modelo STR sem dinamica vital, a

populacao também é homogeneamente misturada e nao existe periodo latente.

Recuperados

» Infectados

Figura 6.6: Fluxograma representando o modelo SIR com dinamica vital.
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Sendo N, a populacao total, o modelo é estabelecido através do seguinte

sistema de equacoes diferenciais:

ds
- = uN — aST — uS, (6.26)
dl
il aST — I — ul, (6.27)
dR
— = [ —uR 6.28
o BI — uR, (6.28)
além das condicoes iniciais:
I1(0) = I,, S(0)=Sy,, R(0)=0. (6.29)

Adicionando (6.26)-(6.28) e representando por P(t) a soma
S(t) + I(t) + R(t), obtemos

d(P(1))
dt

= u(N = P(t)) (6.30)
que, com a condicao inicial P(0) = Sy + I = N, leva a:

S(t)+ I(t) + R(t) = N, (6.31)
para qualquer instante de tempo t, isto é, a populacao total é conservada.

Pode-se entdo, focar o estudo em (6.26) e (6.27), uma vez que, conheci-

dos S(t) e I(t), podemos calcular R(t) através de R(t) = N — S(t) — I(t).
6.2.2 Adimensionalizacao do sistema

As dimensoes dos parametros envolvidos neste modelo sao:

Para adimensionalizar o sistema (6.26)-(6.28), definimos as novas

variaveis dependentes adimensionais, todas variando entre 0 e 1:

I
N,

1
— e T
N

s
N,

S
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onde s+ 1+ r = 1; e a nova variavel independente 7, como:

T =B+ ).

O sistema adimensionalizado serd:

% = (1l —s) — a5, (6.32)
% = i(yas—1), (6.33)
% = (1l =) —mr, (6.34)
donde definimos
"= B—j—u —_— BO;]—VM' (6.35)

Podemos observar que o valor de 7, aqui encontrado difere do valor
encontrado para 7 da se¢ao anterior (equacdo 6.9) apenas pelo acréscimo de p no
denominador. Portanto, usando a mesma argumentacao, concluimos que o nimero

reprodutivo basico deste modelo é exatamente ~s.
Para termos % > 0 (epidemia) devemos ter y5s—1 > 0, ou seja, s > Rio,

o que s6 poderd ocorrer se Ry > 1, pois caso contrario, teriamos s > 1.

6.2.3 Pontos de equilibrio e analise de sua estabilidade

Lembrando que o valor de R(t) pode ser obtido em qualquer tempo ¢, a
partir da lei de conservacao de populagao total (6.31), observamos que os equilibrios

sao do tipo (S*, I*, N — (S* 4+ I*)), onde S* e I* satisfazem, de (6.26) e (6.27):

d
d—f =0= uN —aS*I" — uS* =0, (6.36)
dl

Os pontos de equilibrio obtidos desta forma sao:

o equilibrio livre de doenca

(ST, 17, R}) = (N, 0,0) (6.38)
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e o equilibrio endémico:

(S, I3, 1Y) = (M N _p N—B—@> _ (ﬁ LRy - 1), 2

Ry « o

(Bo — 1)> )

a B4+pu o f+pu «
(6.39)
este 1ultimo, desde que seja satisfeita a condicao:
Ry > 1; (6.40)

caso contrario, havera apenas o equilibrio livre de doenga (6.38).

E necessario que a condicdo (6.40) seja satisfeita, para que qualquer
uma das componentes de equilibrio (6.39) tenha significado biol6gico: em S5, pois

caso contrario terfamos Sy > N; em [, para termos I; > 0; e, em R;, para termos

R; > 0.

No que segue, apresentaremos a andlise de estabilidade dos equilibrios,

através das seguintes abordagens:
1) anélise do campo de diregoes;
2) linearizagao do sistema;

1) Andlise do campo de diregoes

A “nullcline” de S é obtida de (6.26), como:

uN — uS
[ =—+r— 6.41
aS Y ( )
que diverge para S = 0.
As “nullclines” de I sao obtidas de (6.27), como:
=0 o g=0f# (6.42)
«

As “nullclines” de S e de I estao representadas na figura 6.7, bem como os pontos
de equilibrio (trata-se das componentes S* e I* dos pontos especificados em (6.38)

e em (6.39)). Observa-se que, se Ry > 1, o ponto (S}, ) é instavel, enquanto que
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Figura 6.7: As “nullclines” de S e de I, os pontos de equilibrios (6.38) e (6.39), e a
composicio do campo de direcoes, do sistema SIR com dinamica vital,

para Ry > 1.
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Figura 6.8: Campo de dire¢cdes, as “nullclines” de I e de S e uma trajetoria; (a)
para Ry > 1, (b) para Ry < 1.

para o ponto (S;, I;), a andlise das “nullclines” é inconclusiva (setas giram todas no

mesmo sentido).

Na figura 6.8, tracamos, através de métodos numéricos, com ajuda do

Maple, o campo de direcoes e as “nullclines” de S e de I, além de uma trajetéria no

plano ST, para o modelo STR com dinamica vital, em (a) com Ry > 1 e em (b) com

Ry < 1. Confirmamos assim, que, se Ry > 1 o ponto de equilibrio (S7, IT) é instavel

(trajetérias se afastam deste ponto), e o ponto de equilibrio (53, I5) é estavel; se

Ry < 1, o tinico ponto de equilibrio biologicamente vidvel é (S}, I7), que é estavel.
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2) Linearizagao do sistema

Linearizando o sistema de equagcoes (6.26)-(6.27), em torno de (S*, I'*),

conforme feito no capitulo 3 (ver 3.40), obtemos a seguinte matriz Jacobiana:

—al* —p —aS*
J(S*I") = . (6.43)
al* aS*—0B—p
Da analise dos sinais obtidos para o determinante D e o traco 7' da
matriz (6.43), bem como o valor de A = T? — 4D, em cada um dos pontos de
equilibrios (6.38) e (6.39), resulta a classificagdo de cada um, apresentada na tabela
6.1, a qual envolve, além dos parametros vy; e 72 = Ry, definido em (6.35), os valores

de Fj e de F; definidos como:

F=20-/ioy) e B=2(1+1—n) (6.44)

T T
Parametro | Equilibrio Estabilidade Tipo
Ry <1 (ST, 1I7) B estavel né
(S5, I3) | I; <0 instavel ponto de sela
1<Ry< F, | (S},I7) B instavel ponto de sela
(S5, 15) B estavel né
Fi<Ry<Fy| (S},I7) B instavel ponto de sela
(S5, 15) B estavel foco
Ry > F, (ST, I7) B instavel ponto de sela
(S5, 15) B estavel né

Tabela 6.1: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos equilibrios do
sistema STR com dinamica vital, dependendo do intervalo no qual se
situa o parametro Ry. Na terceira coluna, B indica que o equilibrio é
biologicamente viavel.

Assim como no modelo SIS com dindmica vital, construiremos a seguir,
o diagrama de bifurcagdo para S* (figura 6.9(a)) e o diagrama de bifurcagao para

I* (figura 6.9(b)).

Pode-se observar nas figuras 6.9(a) e (b), que quando Ry, = 1, tém-

se uma bifurcacao transcritica. Na regiao Ry > 1 nao ha bifurcacao no sentido
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Figura 6.9: Diagrama de bifurca¢ao, (a) para S* e (b) para I*, no modelo SIR com
dinamica vital. A curva continua preta indica foco, e a vermelha nd.

de estabilidade dos pontos de equilibrio, mas o tipo de estabilidade do ponto de
equilibrio estdvel varia, passando de n6 (quando 1 < Ry < Fi) para foco (quando

F; < Ry < F) e, novamente para né (quando Ry > F3).

Calculando a solucao geral do sistema linearizado, cuja matriz Jaco-

biana apresentamos em (6.43), em torno de cada equilibrio (S*, I*), encontramos:
a) préximo a (S}, IT) = (N, 0):

S(t) = N + Cre ™ + CoaNel NP1t o [(t) = Cy(—aN + B)e®N -1t (6.45)

A partir da solugao (6.45) observamos que o comportamento qualitativo
da trajetéria no plano de fase depende apenas do sinal de N — 8 — u, visto que p

¢ sempre positivo.

e SeaN — [ —pu<0,isto é Ry <1, tem-se

lim (S(), I(£)) = (N, 0), (6.46)

t-}OO

donde concluimos que trata-se de um equilibrio do tipo né estavel, pois

todas as trajetérias se aproximam do ponto (N, 0).
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e Se aN — 3 — p > 0 o limite (6.46) verifica-se apenas quando Cy = 0, o

que indica um equilibrio do tipo sela.

As conclusoes acima a respeito do equilibrio (S}, I7) = (V,0), as quais
chegamos a partir da solucao (6.45), com relagao a estabilidade e ao tipo de equilibrio
estao de acordo com a tabela 6.1, onde, dos quatro intervalos estabelecidos para Ry,

este equilibrio é do tipo n6 estavel para Ry < 1, e do tipo sela (instavel) para Ry > 1.

b) préximo a (S5, I3) = (Z£2, % — 1y,

S(t) — M+Clz+6z+t—|—022_e'z*t
o
MN K z4t z_t

It) = o—--+C —1)e*! + C! —1)e 6.47

(t) 311 o 171(72 — 1) 071 (72 — 1) (6.47)

onde
—nye £ VA
= TIREVE A a1,

O estudo da estabilidade deste equilibrio depende dos valores dos argu-
mentos z; e z_ das funcoes exponenciais envolvidas em (6.47). Estes argumentos,

por sua vez, podem ser escritos como:
rr =A+B (6.48)

ondeA:ﬂ%—'QeB:@

e Com relacao a A sabemos que sempre é negativo, pois temos v; > 0 e
Y2 > 0.

e Com relacao a A, temos que:
A > 0 quando v, < Fj ou v > Fy, e
A < 0 quando F} < 7, < Fy,

que envolve Fy > 1 e F, > 1, definidos em (6.44).

Neste momento, podemos concluir (ratificando os resultados encontra-

dos na tabela 6.1) que, para Fy < 75 < Fy (72 = Rp), este equilibrio é do tipo foco



135

estavel, visto que neste intervalo tem-se A < 0, o que implica em r4 complexos com

parte imagindria diferente de zero e parte real negativa.

Sempre que A > 0, teremos raizes reais, o que ainda podera abranger

diversas possibilidades, que especificaremos a seguir:

e Para 7, < 1, tem-se |B| > |A|, donde os argumentos r4 sdo um posi-
tivo e o outro negativo, o que implica em um equilibrio do tipo sela

(instéavel).

e Para 1 < 7y < F} e 7 > Fy, tem-se |B| < |A|, donde os argumentos
r4+ sao ambos negativos (A < 0), e portanto este equilibrio é do tipo néd

estavel (todas as trajetérias se afastam do equilibrio).

Novamente, podemos concluir que os resultados encontrados a partir
da solucao (6.47), quanto a estabilidade e ao tipo de equilibrio do ponto (Ss,I3)

estao de acordo com os apresentados na tabela 6.1.

6.2.4 Resolucao numérica do sistema

A seguir, exploraremos graficamente, cada uma das regioes da tabela
6.1. Para isso, mudamos o parametro a, o que implica em variar o nimero médio
de contatos com transmissao da doenca por individuo infeccioso por unidade de
tempo. Para diminuir o nimero de contatos com transmissao de doenca entre os
individuos podemos separar as pessoas doentes das pessoas suscetiveis, ou fazer uso

de mascaras, por exemplo.

Os valores dos demais parametros e das condicoes iniciais, usados para
construir os graficos, permaneceram fixos, ou seja: § = 0,5 por unidade de tempo,
p = 0,02 por unidade de tempo, Sy = 975 individuos, Iy = 25 individuos, R(0) =0
e N = 1000 individuos.
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Para todas as regioes foram construidos, através da resolucao numérica

do sistema (6.26)-(6.28), feita pelo Maple, os seguintes gréficos:

e variacao temporal do niimero de suscetiveis (S(t)), do nimero de infec-
tados (I(t)) e do niimero de recuperados (R(t)) em um mesmo sistema

de eixos coordenados (figuras 6.10, 6.12, 6.14, 6.15(a) e 6.17);

e trajetoria nos planos de fase SI, SR e IR, com as condicOes iniciais
acima referidas (6.11, 6.13, 6.15(b), 6.16 e 6.18), sobre a qual colocamos

setas para indicar o sentido da evolucao temporal do sistema.

Em todos os gréficos, seja qual for o intervalo em que se situa o
parametro Ry, verificamos que em qualquer instante ¢, a soma S(t) + I(t) + R(t)
é igual a 1000 (populacao total se conserva). Passaremos, agora, a descrever sepa-

radamente os graficos referente a cada regido (intervalo) do espaco de parametros.
a) Regiao 1: Ry < 1.

Para esta regiao usamos a = 0,0004 por individuo infeccioso por
unidade de tempo, o que nos forneceu Ry = 0,769. Nesta regiao nao ocorre epi-
demia, o ponto de equilibrio (6.38) livre de doenca (ST, I}, R}) = (N,0,0) é né
estavel e o equilibrio (6.39) endémico (S;, 5, Ry) = ((Rlo, E(Ry — 1),§(R0 - 1))

nao é realistico, conforme visto na tabela 6.1.

Nas figuras 6.10 (S(t), I(t) e R(t), em um mesmo sistema de coorde-
nadas) e 6.11 (trajetdrias nos planos de fase SI, SR e IR), visualizamos que, no
inicio, a0 mesmo tempo que o nimero de recuperados R(t) aumenta, o nimero de
suscetiveis decresce, apresentando um minimo de aproximadamente 935 em ¢ = 10,
no mesmo instante em que R(t) apresenta o seu maximo (aproximadamente 65).
Apds este tempo, o numero de suscetiveis cresce para 1000 e o nimero de recu-
perados decresce para zero. Quanto ao numero de infectados, podemos notar que
é sempre decrescente até atingir zero. Isto ocorre porque nesta regiao nao temos

epidemia.
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Figura 6.10: Variacdo temporal do numero de suscetiveis S(t), do nimero de infec-
tados I(t) e do numero de recuperados R(t), em um modelo SIR com
dinamica vital, para Ry < 1.
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Figura 6.11: Trajetdrias no plano de fase (a) SI, (b) SR, (c¢) IR, do modelo SIR
com dinamica vital e Ry < 1.
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Figura 6.12: Variacdo temporal do numero de suscetiveis S(t), do nimero de infec-
tados I1(t) e do nimero de recuperados R(t), em um modelo SIR com
dinamica vital, para 1 < Ry < F.

b) Regido 2: 1 < Ry < Fy, onde F; = 721(1 —V1—m).

Para construcao dos graficos desta regiao, usamos a = 0,000523, que
proporcionou Ry = 1,0057. De acordo com a tabela 6.1, temos que o equilibrio livre
de doenca é ponto de sela, e o equilibrio endémico (que corresponde, neste caso, a

(994; 0,3; 5,7) ) é né estavel.

Nas figuras 6.12 e 6.13, que se referem a 1 < Ry < F}, observamos que
o numero de suscetiveis se aproxima do valor S5 =994 e nao S; = 1000 como visto
na regiao 1; além disso, o nimero de infectados e de recuperados nao se aproximam
mais de zero, como quando Ry < 1, mas passam a se aproximar dos valores finitos

I5 e R5, respectivamente.

C) Regiéo 3: F1<R0<F2,0nde FIZ%(l—\/l—’)/l) e
F2:7—21(1—|—\/1—’)/1).

Para analisar o que acontece com o sistema nesta regiao, usamos varios
valores de «, os quais proporcionaram valores diferentes para ;. Sabe-se através
da tabela 6.1 que o equilibrio livre de doenca é ponto de sela e o equilibrio endémico

é foco estavel.
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Figura 6.13: Trajetorias no plano de fase (a) SI, (b) SR, (¢) IR, do modelo SIR

com dinamica vital, e 1 < Ry < F7.

Observou-se que quanto maior o valor de Ry, menor o nimero de os-
cilagoes dos gréficos de S(t), I(t) e R(t). Optamos por colocar neste trabalho, os
graficos referentes a g = 1,92 e a = 0,001. Os pontos de equilibrio, assim obtidos,
sao: o equilibrio livre de doenca (S, I7, R;) = (1000,0,0) e o equilibrio endémico

(S5, 13, Ry) = (520,18, 462).

Na figura 6.14 ilustramos a variacao do nimero de suscetiveis, do
nimero de infectados e do nimero de recuperados. Pode-se observar que com o
passar do tempo ¢, o nimero de suscetiveis vai oscilando até atingir um valor cons-
tante de aproximadamente 520. O numero de infectados também sofre algumas
oscilacoes, porém em nimero menor do que o nimero de suscetiveis, até atingir um
valor constante de aproximadamente 18. Quanto ao niimero de recuperados nota-se
que também sofre oscilagoes até atingir um valor constante de aproximadamente
462. Portanto, podemos concluir que o ponto (520, 18, 462) é foco estavel como ja

visto na tabela 6.1.

Na figura 6.15(a) apresentamos o mesmo grafico de 6.14 em uma escala
de tempo menor. Neste grafico marcamos os pontos P1, P2, P3, P4, os quais se
referem aos mesmos pontos tragados no plano de fase ST da figura 6.15(b). Observa-

se que os pontos P1, P2 referem-se a pontos de minimo e maximo de S(¢), enquanto
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Figura 6.14: Variacdo temporal do numero de suscetiveis S(t), do nimero de infec-
tados I1(t) e do nimero de recuperados R(t), em um modelo SIR com
dinamica vital, para F; < Ry < F3.
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Figura 6.15: (a) Variag¢io temporal do nimero de suscetiveis S(t), do nimero de
infectados I(t) e do nimero de recuperados R(t), (b) trajetéria no plano
de fase SI, em um modelo STR com dinamica vital, para Fy < Ry < F5.
Os pontos P1, P2, P3, P4 marcados em (b) sio os mesmos de (a).
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Figura 6.16: Trajetorias no plano de fase (a) SR, (b) IR, do modelo SIR com
dinamica vital e F1 < Ry < 5.

que os pontos P3, P4 referem-se a pontos de maximo e minimo de I(¢). Vale
salientar ainda, que o nimero de infectados I(t), na regiao com ¢ =2 20 a t = 60 é

proximo de zero mas, nao é zero. Se I(t) fosse zero a epidemia acabaria.

Na trajetéria dos planos de fase SR e I R (figura 6.16(a)e (b)), confirma-
se que com o passar do tempo as oscilacoes se tornam com menor amplitude até
atingir o equilibrio endémico. Portanto, (53,15, R) = (%’ E(Ry — 1), g(RO - 1))
é foco estavel, ou seja, com o passar do tempo a trajetoria espirala, tendendo para

este valor.
c) Regiao 4: Ry > F;, onde F, = %(1 + 1 —m).

Para construcao dos graficos desta regiao, usamos a = 0,08, o que
proporcionou Ry = 153,84. Pela tabela 6.1, o equilibrio livre de doenga (1000, 0, 0)

é ponto de sela, e o equilibrio endémico (S5, I3, R5) ~ (7,38,955) é né estavel.

Nas figuras 6.17 (S(t), I(t), R(t) em um mesmo sistema de coordenadas)
e 6.18 (trajetérias nos planos de fase ST, SR e IR), visualizamos que com o passar
do tempo £, o nimero de suscetiveis apenas decresce, aproximando-se de 7, o nimero
de infectados cresce, apresentando um maximo e depois decresce aproximando-se de

38, e o nimero de recuperados cresce aproximando-se de 955.
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Figura 6.17: Variagdo temporal do nimero de suscetiveis S(t), do nimero de infec-
tados I(t) e do nimero de recuperados R(t), em um modelo SIR com
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Figura 6.18: Trajetorias no plano de fase (a) SI, (b) SR, (¢) IR, do modelo SIR

com dinamica vital, e Ry > F5.

Nesta regiao temos Ry = 153,84, um alto grau de epidemia, o oposto
da regiao 1, onde nao havia epidemia (Ry < 1) e tinhamos o nimero de infectados
tendendo a zero rapidamente. Agora, com Ry > Fy é o nimero de suscetiveis que
decresce rapidamente para zero, mostrando que a epidemia se alastra rapidamente.
Quanto ao numero de recuperados, nota-se que cresce rapidamente para o valor de
R}, diferente da regiao 1, onde o valor de R(t) diminuia para zero com o passar do

tempo t.

Podemos concluir, que quanto maior o valor de «, mais rapidamente e

com maior intensidade a epidemia se alastra.

Poderiamos ter deixado « fixo e alterado os valores de 3 e u. Alterar 8

significa aumentar ou diminuir a taxa de recuperagao. Isto é possivel através do uso
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de medicamentos. Os graficos variando o valor de 3, nas regioes da tabela 6.1, foram
construidos, e o que observamos destes gréficos, é que, para nao ocorrer epidemia, é

necessario aumentar o valor de 3.

Na verdade, o parametro relevante (adimensional) do modelo STR, é

% = Ry. Para aumentar este valor, devemos ou aumentar a/N ou diminuir o valor
de 5+ p.

Cabe salientar ainda, que poderiamos ter explorado o modelo STR com
dinamica vital, alternando as condicgoes iniciais. Os gréaficos com estas alteracoes

foram construidos. Porém, como as mudancas foram pouco significativas, pois estas

alN

Bip’ nao os estamos apresentando aqui.

condicoes nao influenciam no parametro
Espacgo de fase SIR

No modelo STR podemos construir graficos paramétricos no espago de
fase SIR, bem como suas projecoes nos planos de fase SI, SR ou IR. Foram
construidos todos os graficos do espaco de fase para todas as 4 regioes da tabela
6.1. Optamos, porém por apresentar (figura 6.19) apenas o espaco de fase que
corresponde a um conjunto de parametros na regiao 3. Pode-se perceber que,
ratificando o que mostramos nas figuras 6.14, 6.15 e 6.16, o ponto de equilibrio
(S5, 15, R3) = (1%? E(Ry—1),2(Ro — 1)) é um foco estavel, pois a trajetdria espi-

rala para este ponto com o passar do tempo t.

A existéncia desta regiao de parametros merece atencao especial pois,
neste caso, uma redugao na populagao de infectados () nao significa que a epidemia
“cedeu” e que I(t) nao ird mais aumentar; o equilibrio do tipo foco implica em
oscilagoes e portanto levara, por um certo tempo, a acréscimos e decréscimos no

nimero de infectados, antes de chegar ao equilibrio.
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Figura 6.19: Grdfico paramétrico no espago de fase SIR, do modelo SIR com
dinamica vital, e F1 < Ry < F5.

6.2.5 Vacinagao no modelo S/R com dinadmica vital

Estendemos agora, o modelo STR com dinamica vital, para investigar
os resultados de um programa de imunizacao, que tem o efeito de transferir membros
da populacao, da classe dos suscetiveis para a classe dos recuperados, e entao reduzir
o numero de suscetiveis que possam ser infectados. Uma simples condicao é que uma
fragao p (0 < p < 1) de individuos passe a ser permanentemente imunizada, logo que
nasce. Sendo assim, serao incluidos nascimentos na classe dos recuperados a uma
taxa p/Np por unidade de tempo, restando N (1 — p), ndo imunizados, na classe de

suscetiveis. O fluxograma representando este modelo estd na figura 6.20,

pp

Fecuperados

|-‘-N > ﬂp Infectados
[§3]

FoE

Figura 6.20: Fluzograma representando o modelo SIR com dinamica vital e com
vacinacao.

Rif)
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ao qual corresponde o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

as

- = uN(1 —p) —aST — puS, (6.49)
dl
= = aSI—BI—ul, (6.50)
dR
- = BI — R+ pNp. (6.51)

Para este sistema vale também que a populagao total é conservada, isto
é, N = S(t)+I(t)+R(t), visto que a soma 4 + 4 + % nio foi alterada, com relagao
ao modelo anterior. Podemos, entao, trabalhar apenas com as equacoes diferenciais
para S(t) e I(t), sendo que R(t) pode ser obtida a partir da lei de conservagao da

populacao total.

Fazendo-se %2 = 0 em (6.49) e 4 = 0 em (6.50), encontramos dois

ontos de equilibrio (S}, I, R}) (o indice v indica “com vacinagao”):
v v

equilibrio livre de doenca

( lvvlikv? 1 ) - (N(]-_p)aoaNp) (652)
e o equilibrio endémico
-— B+p pNA—p) p BN 5 pNp
( 2117]2117R2v) = ) ) -+ — ; (653)
Q B+ a f+pu o B+u
desde que seja satisfeita a condicao: %1;”) —£>0, isto é
aN(1 —p)
—>1 6.54
B+ p (6:54)

Comparando-se o ponto de equilibrio encontrado em (6.38) com o en-
contrado em (6.52) pode-se verificar que neste 1ltimo, o valor de N, envolvido em
(6.38) no nimero de suscetiveis, foi multiplicado pelo fator (1 — p); além disso, o
nimero de recuperados passou de 0 para Np. Quanto ao segundo ponto de equilibrio,
o valor de S* nao se alterou e independe de p; porém, em R*, adicionou-se o termo

enquanto que em I* o termo foi multiplicado por (1 —
ﬁ

[3+u’ +
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O lado esquerdo da inequagao (6.54) é chamado de taxa de reprodugao

intrinseca e representado por R;), ou seja,
Ry = Ro(1 —p), (6.55)
onde Ry é a taxa de reproducao bdsica definida em (6.31).

Para erradicacao da doenca devemos ter a taxa reprodutiva intrinseca
menor que um, isto é:

Ry(1—p) <1 (6.56)

Isolando-se p na inequacao (6.56), tem-se a proporgao que deve ser
vacinada, ou seja:

1
P>l (6.57)

donde verificamos que, se tivermos um ntiimero reprodutivo bésico grande, a fracao

que deve ser imunizada para prevenir a difusao da infeccao é grande.

Na figura 6.21, construimos o grafico da propor¢ao minima a ser vacina-
dap=1-— RLO. Pode-se observar que para p = 0 devemos ter Ry = 1. Para satisfazer-
mos a inequacao (6.57), devemos usar valores de p acima da curva p = 1_1{%' Nota-se
que quanto mais proximo de Ry = 1, maior é o intervalo de p entre p,,;, = 1 — Rio el,
que satisfazem esta inequacgao; porém, se R for grande, a proporcao p que deve ser
vacinada se aproxima de um, dificultando assim, o controle da doenca. Concluimos,

portanto, que (como seria de se esperar) doengas com Ry elevado sdo mais dificeis

de controlar do que aquelas com Rj baixo.

Na tabela 6.2 apresentamos a conclusao da analise de estabilidade dos
pontos de equilibrio (S},, I1,, Ri,) € (Say, I, Rs,), especificados em (6.52) e (6.53),

respectivamente.
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Figura 6.21: Grdfico da propor¢ao minima da populacao que deve ser wvacinada,
p, em funcao da taxa reprodutiva basica, Ry, do modelo SIR com
dinamica vital.

Parametro Equilibrio Estabilidade Tipo
Ry <1 (S: iv: m ) B estavel né
(Ss 20 QU, RQU) I, <0 instavel ponto de sela
l<Ry<F, |(S; i Ii,, Rt B instavel ponto de sela
(S5 20: I;v, sz) B estavel né
Flo < Ry < F, | (St iv: M, ) B instavel ponto de sela
(S5 30 QU, RQU) B estavel foco
R > Fy, (St i Iy, R},) B instavel ponto de sela
(S5, I3y RS,) B estavel né

Tabela 6.2: Estabilidade e tipos de singularidade de cada um dos equilibrios (6.52)
e (6.53) dependendo do intervalo no qual se situa o parametro R;,. Na
terceira coluna, B indica que o equilibrio é biologicamente viavel.
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Nesta tabela aparece além do parametro RE], definido em (6.55), os valores de F}, e

F,, definidos como:

e N S _2Anth) /L)

Analisando-se a tabela 6.2 podemos verificar que o parametro g usado
na tabela 6.1 foi multiplicado pelo fator (1 —p), com 0 < 1 —p < 1. Isto mostra que
se fizermos o diagrama de bifurcacao para S e para I, ambos serao deslocados para

esquerda, por este fator.

A seguir apresentamos alguns graficos, todos obtidos mediante re-
solugao numérica do sistema (6.49) e (6.50), com a ajuda do Maple, para visualizar o
efeito do valor p. Fixamos os seguintes valores: o = 0,0012 por individuo infectado
por unidade de tempo, = 0,5 por unidade de tempo, u = 0,02 por unidade de
tempo, Sy = 975 individuos, Iy = 25 individuos, R(0) = 0 individuos e N = 1000

individuos, o que corresponde a Ry = 2,307. Com a escolha destes valores temos

1

o 0,566 é o valor minimo para se conseguir erradicar a doenca.

que p = 1 —
Portanto, para p, utilizamos trées valores abaixo de p,,;,, a saber: p = 0, que corre-
sponde a Ry = R;) = 2,307; p = 0,3, que corresponde a RE] = 1,6149, p = 0, 564,
que corresponde a RE) = 1,00585, e dois valores acima de p,;», a saber: p = 0,7 que

corresponde a RE) =0,6921; p = 0,9, que corresponde a RE) =0, 2307.

Cabe salientar que, com p = 0 e p = 0,3, estamos na regiao 3 da
tabela 6.2 (F, < R, < F3,) na qual o ponto de equilibrio estivel é o equilibrio

endémico (S,

L, R;,), especificado em (6.53). Para p = 0, 564 estamos na regiao 2
(1 < Ry < Fy,) na qual o ponto de equilibrio estavel também é o equilibrio endémico
definido em (6.53). Com p = 0,7 e p = 0,9 estamos na regido 1 (R, < 1), na qual o
ponto de equilibrio estdvel é o equilibrio livre de doenca (S}, I7,, R},), especificado

1oy “lvr “*lw
em (6.52).

Apresentamos, na figura 6.22(a), (b), (c) e (d), a variagdo do nimero
de infectados para os diferentes valores de p usados. Em 6.22(a), observamos que

quanto maior o valor de p, menor o nimero maximo de infectados. Com o passar do
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Figura 6.22: Variacdo temporal do nimero de infectados I(t), em um modelo STR
com dinamica vital, usando vacinacdo; o parametro p indica o fracdo
de individuos permanentemente imunizada, logo que nasce.
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Figura 6.23: Variacao temporal, (a) do nimero de suscetiveis, e (b) do nimero de re-
cuperados, em um modelo SIR com dinamica vital, usando vacinacdo;
o parametro p indica a fracdo de individuos permanentemente imuniza-
da, logo que nasce.

tempo t, observamos que com p =0 e p = 0, 3, temos o equilibrio endémico do tipo
foco; com p = 0,564, o equilibrio endémico é do tipo né; e parap=0,7e p = 0,9,
temos o equilibrio livre de doenca do tipo né. Tais comportamentos confirmam,
assim, o que vimos na tabela 6.2. Estas observacoes sao vistas mais detalhadamente

nas figuras 6.24(a) e (b).

Na figura 6.23 ilustramos, em (a) a variagdo do nimero de suscetiveis,
e em (b) a variagdo do nimero de recuperados para os diferentes valores de p. De
ambas pode-se observar que, para valores de p > 0,566, o nimero de suscetiveis
S(t) e o numero de recuperados R(t) tendem para os valores N(1 — p) e Np, re-
spectivamente, que correspondem ao equilibrio livre de doenga (6.52), enquanto que
para p < 0,566, S(t) e R(t) tendem para os valores S5, e R} do equilibrio endémico

especificados em (6.53).

Visualizamos, na figura 6.24, as trajetérias do plano de fase ST (grafico
(a)) e IR (grafico (b)), para os diferentes valores de p. No gréfico (a) pode-se notar
que, quando estamos nas regioes com 1 < R;) < Fi, e F, < RE) < F,, da tabela 6.2
(p=0,p=0,3ep=0,564), os pontos de equilibrio estdo numa mesma vertical.
Isto acontece, porque no equilibrio o valor de S nao depende de p, pois S;, é sempre

igual a %ﬂ, nestas regioes. Para p = 0,7 e p = 0,9, o ponto de equilibrio estavel
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Figura 6.24: Grdfico paramétrico (a) no plano de fase SI, (b) plano de fase IR,
do modelo SIR com dinamica vital, usando vacinag¢dao; o parametro
p indica a fracdo de individuos permanentemente imunizada, logo que
nasce.

é S7, = N(1 —p), que depende do valor de p, e neste caso, os equilibrios nao estao
na mesma vertical. J& em (b) observa-se que quanto maior o valor de p, menor o
nimero maximo de infectados e maior o nimero de recuperados. Isto quer dizer que

menos pessoas ficarao doentes e portanto, mais facil de erradicar a doenca.

6.2.6 Dinamica da epidemia no modelo S/R com dinadmica vital
Alguns resultados sobre a dinamica da epidemia podem ser tteis em
programas de imunizacao.

Relembrando as equagoes (6.26) - (6.28), do modelo STR com dinamica

vital, sem vacinagao:

ds

=2 — uN—S(al

= pN = S(al + p),
dl

i I—1

7 s (B+ 1),
dR

T — BI—uR

dt /8 ILL )

com a condigao (6.31), isto é: N = S(t) + I(t) + R(t), e substituindo

st)=22 e AB) =al(t), (6.58)
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Figura 6.25: Grdfico de s(t) em fungdo de t, do modelo SIR com dindmica vital,
para duas escalas de tempo diferentes no eixo horizontal, para Ry = 5.

onde A(t) representa a forca de infeccao e s(t) a proporcao de suscetiveis, temos:

ds

o = B (et AR)s(), (6.59)

d\

== (e B (Ros(h) — 1), (6.60)
que envolve o nimero reprodutivo basico Ry = %

Nas figuras 6.25(a)-(b) e 6.26(a)-(b), mostramos s(t) e A(t), respectiva-
mente, solu¢ao obtida por resolu¢ado numérica do sistema (6.59)-(6.60), com a ajuda
do Maple; nestes graficos é possivel visualizar a relacao entre as fases epidémicas
e endémicas da infeccao dentro de uma populacao hospedeira. Foram usados co-
mo parametros: ( = 10 por ano (duracdo da infeccio D = % ¢ aproximada-
mente um mes), pu = % por ano, Ry = 5. Para t = 0, usamos A\(0) = 10~ * por
ano ([Anderson e May(1999)]). Observa-se, nesta figura, que aparecem oscilagoes
senoidais, as quais tornam-se cada vez menos severas com o passar do tempo, ten-

dendo para o valor endémico s* = Rio, que é obtido de % =0 em (6.60).

No que segue, exploraremos separadamente cada um dos estagios da

dinamica em questao.
Estégio 1 (inicial): logo apés a introdugao da infecgao

Como em geral, § > pu, isto é, tempo médio durante o qual um in-

dividuo ¢é infectivo é muito menor que a expectativa de vida do individuo; podemos
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Figura 6.26: Grdfico de A(t) em funcdo de t, do modelo SIR com dindmica vital,
para duas escalas de tempo diferentes no eixo horizontal, para Ry = 5.

substituir g por zero no sistema (6.59)-(6.60), obtendo, desta forma, uma aproxi-
macao para o sistema, sob a forma:

ds

o = —X\(t))s(t), (6.61)
d\
e BA(t)(Ros(t) — 1), (6.62)
onde
}%E%g. (6.63)

Lembrando que, no estagio inicial da epidemia, temos um niimero muito
pequeno de infectados iniciais (7(0)) em uma populacao quase totalmente suscetivel,
concluimos que, s ~ 1. A equagao (6.62) serd, portanto:

d\
— = BAt)(Ry — 1). (6.64)
dt
Usando A(0) = aI(0) = Ay, onde aI(0) é a for¢a de infecgao inicial

(“semente”) a solugao de (6.64), que satisfaz essa condigao inicial serd:
A(t) =~ Ao

onde

A=B(Ry—1).

Verifica-se entdo, que inicialmente A(t) e, portanto () crescem exponencialmente

com uma taxa A = f(Ry — 1), desde que Ry > 1.
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Para obter uma expressao para o numero de infectados em funcao de
s(t) e de Ry, dividimos (6.62) por (6.61), e obtemos a relacao direta entre a fracao

de suscetiveis (s(t)) e de infectados (i(¢)) com o tempo ¢:

dA\ 1
=5 = ~PRo(1- R—Os)' (6.65)

Definindo i = + e usando (6.58) e (6.63), obtemos:

\ = aNi = BRyi, (6.66)

que substituido em (6.65) nos leva a:

di 1

— =14+ —— 6.67
ds + Rys’ (6.67)
cuja solugao que satisfaz as condicoes iniciais i(0) = % ~0es(0)~1,é
In(s(t
i(t) ~ 1 — s(t) + D). (6.68)

Ry

A partir de (6.68), podemos calcular o valor méximo de i, isto é,

imaz = 1(s*) onde s* é tal que % = 0. Para tanto, comecamos por obter, da
s=s*
equacao diferencial (6.62), juntamente com a definigao (6.66): s* = Rio. Substituindo

este valor na equagao (6.68), concluimos que
1
i) maz = 1 — A (14 in(Ry)), (6.69)
0

cujo grafico apresentamos na figura 6.27(a).

Concluimos, portanto, que no auge da epidemia, a populacao toda esta
essencialmente infectada desde que Ry nao esteja perto de um, pois 7,4, =~ 1 corres-

ponde a I,,,, >~ N. Observamos ainda que,

R})linooz(t)mam = 1. (6.70)
No final deste estdgio, onde nao ha recrutamento de novos suscetiveis
(k= 0), a infeccao ird se extinguir, e, representando por J a fragdo que foi infec-

tada (0 < J < 1), concluiremos que uma fracao 1 — J da populagdo permanecerd
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Figura 6.27: Grdficos de (a) i(t)maz, € (b) fragdo infectada J, ambos em funcdio de
Ry, do modelo SIR com dinamica vital.

suscetivel. O valor de J pode ser calculado, observando que:

limi(t) =0 e lims(t)=1-/, (6.71)

t—00 t— 00

donde a partir de (6.68), no limite t — co, obtemos:

1
0=1—(1—J)+—In(1—.J),
Ry

isto é:
J=1—¢ "R, (6.72)

que define implicitamente .JJ como funcao de Ry, cujo grafico, apresentamos na figu-
ra 6.27(b). Se Ry for suficientemente grande, tem-se J ~ 1, donde o nimero de
suscetiveis ao final desta primeira etapa, pode ser calculado a partir de (6.71) e
(6.72) como segue:

lim s(t) =1 — J = e 7Ho ~ g7 Fo, (6.73)

t—00

A forca de infeccao A também é pequena no final desta primeira etapa
e continuard decrescendo, visto que da equagao (6.62) tem-se % < 0, pois usando
(6.73) podemos escrever

Ros(t) — 1 ~ Rye M0 — 1,

cujo grafico apresentamos na figura 6.28 em funcao de Ry, onde, além de verificar

que Rye % — 1 < 0, observamos que para Ry >> 1,

Roe ®o -1~ —1.
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Figura 6.28: Grdfico de Ry.e™f0 — 1 em funcdo de Ry

Estagio 2: fase endémica

Neste momento, nascimentos sao cruciais na reposicao da populacao
de suscetiveis. Neste caso, a equacdo (6.59) é reescrita, para A(t)s(t) << p, como

segue:

% ~ pu(l—s). (6.74)

Como condicao inicial podemos usar
s(0)~0 (6.75)

visto que, sendo a escala de tempo desta segunda etapa (expectativa de vida do

hospedeiro) muito maior que o da primeira etapa (tempo de infecciosidade), isto é:

o tempo inicial desta segunda etapa, que é igual ao final da primeira, pode ser

considerado zero.

A solucao do problema de valor inicial constituido pela equacao diferen-
cial (6.74), junto com a condicao inicial (6.75) fornece a suscetibilidade (proporgao
de suscetiveis):

s(t)y=1—e", (6.76)

que, para ut << 1, fornece:

s(t) ~ ut — @ + .., (6.77)



157

Se desprezarmos termos da ordem de (ut)?, obtemos o comportamento aproximada-

mente linear apresentado, para este estagio, na figura 6.25(a).

Em algum momento ¢*, neste segundo estdgio, s(t), que estd aumen-

tando a partir da condigao inicial (6.75), alcangard o valor RLO. Até este momento,
teremos a suscetibilidade s aumentando e a forca de infeccao A diminuindo de acordo

com as equagoes (6.74) e (6.60), respectivamente. Depois que s(t) superar o valor

1

7y isto é, para t > t*, a proporcao de suscetiveis continuara aumentando, mas a

forca de infeccao passa a aumentar, visto que a partir dai, sendo Ry > 1, teremos

A - .

Rys(t) — 1> 0 e, portanto, %

O tempo t*, que corresponde a Rys = 1, pode ser calculado a partir de

Rys(t*) =1, que juntamente com (6.74) e (6.76) fornece
RO(1 - eiﬂt*) = 17

donde:
1

= —.
pL

(6.78)

Quando nao for mais satisfeita a condi¢ao A(t)s(t) << p, cessa este

segundo estagio, dando inicio a uma segunda onda de epidemia (estagio 3).

Mostraremos, a seguir, que o tempo 7 de duracao deste segundo estagio,
que é o tempo maximo tal que A(t) < A(0), onde A(0) (valor de A no final da primeira

onda epidémica que é o inicio deste segundo estdgio), é

2

T=—
pRo

Para isso substituiremos ;1 = 0 e s(t) através de (6.76) na equacao (6.60), obtendo:
dA
i BAt)[Ro(1 — ™) — 1] (6.79)

que tem por solugao:

In <—> = Bl(Ro— 1) — 2(1 — e, (6.80)
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Da expansao de e ™ na equagao (6.80) em poténcias de ut, resulta:

MDY 1 1o 90
In (W) ~ —f[t[l — iR[),U/t + éRgu e — .., (6.81)

de onde podemos observar que a condicao A(t) < A(0) corresponde a ter a expressao

entre colchetes em (6.81) positiva, o que leva a
t <,

onde
2

Ry’

T

Podemos observar que 7 = 2t* (comparar com (6.78)), isto é, passa-se
um intervalo de tempo de praticamente a mesma duracao antes e depois de termos
uma proporgao de suscetiveis igual ao valor de equilibrio endémico s* = Rio. Sé para
t > 7 inicia-se uma segunda onda epidémica, pois a partir deste momento nao vale
mais A(t)s(t) << p; na verdade s(¢) apresenta um valor da ordem de pr = Rlo, cujo
valor é o dobro do valor de equilibrio s*; com todo este excesso de suscetiveis com
relagdo ao valor de equilibrio, dispara uma nova onda epidémica (a segunda onda

epidémica, que é o terceiro estigio).
Estagio 3: segunda onda epidémica

Nesta segunda onda epidémica A(t)s(t) (que é muito maior que p)
crescera novamente na escala de tempo % Repete-se o processo visto no primeiro
estagio, porém com uma menor severidade, pois o nimero de suscetiveis neste caso
¢ menor; grande parte da populacao é imune em decorréncia da onda epidémica

anterior.

6.2.7 Periodo interepidémico

Podemos calcular o periodo interepidémico 7T', isto é o periodo entre
duas ondas de epidemia. Para isso, primeiro calculamos o equilibrio endémico do

sistema de equagoes (6.59) e (6.60), o qual corresponde a: (s*, \*) = (R%)’ pu(Ry — 1))
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Pequenas perturbacoes perto deste equilibrio, podem ser discutidas. Linearizando
as equagoes (6.59) e (6.60) perto do equilibrio, conforme feito no capitulo 3 (ver

3.40)), obtemos a seguinte matriz Jacobiana:

R _L
J(s*, %) = o Ro | (6.82)

(n+B)puRy(Ry—1) 0

Como [ > p (tempo de infecciosidade muito menor que a expectativa

de vida), podemos escrever:

R —1
T(s*,\) & pito Ro | (6.83)

cujos autovalores A devem satisfazer:
A? + ARop + Bu(Ry — 1) = 0, (6.84)

cujas raizes sao:

A~ i + (6.85)

— 1
OndeA:meD

1
5-
Sendo A ~ “%0, no estagio final da epidemia, Ry >> 1, podemos

reescrever a equagao (6.85) como :

(6.86)

O periodo T na fase epidémica, é dado portanto, por T ~ 2nv/ AD, que

é aproximadamente igual a média geométrica entre a escala rapida de tempo D = %

e a escala menos rapida, A ~ ﬁ que é a duracao da fase endémica.
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7 MODELO SEIR

Os modelos até aqui estudados nao incluiam o periodo latente.
Denomina-se periodo latente a um periodo no qual os individuos estao infectados,
mas ainda nao podem transmitir a doenca a outros individuos e, portanto, nao sao

infectivos.

Modelos que incluem este periodo sao chamados modelo SEIR, sendo

que a populacao ¢ dividida em quatro grupos:

e S: nimero de suscetiveis, isto é, de individuos que ainda nao estao

doentes, mas podem ficar doentes;

e I nimero de expostos, isto é, de individuos infectados mas que ainda

nao podem transmitir a doenca;
e [: numero de infectivos, isto é, de individuos que transmitem a doenca;

e R: numero de recuperados ou removidos, isto é, de individuos que
ja estiveram doentes e ja nao podem nem infectar outros nem serem

infectados.

Neste modelo, um individuo suscetivel torna-se exposto para a doenca
através do contato com um individuo infectivo, ficando um periodo de tempo (o
periodo latente) com a doenga mas sem poder transmiti-la. Passado este periodo, o
individuo torna-se infectivo. Mais tarde, o individuo infectivo se recupera e se torna
imune. Doencas contagiosas infantis, como sarampo e coqueluche, que sao infecgoes
respiratérias causadas por virus e bactérias, respectivamente, sao bem descritas
através deste modelo. Estas infeccoes sao ambas transmitidas por particulas no ar
e sao altamente infecciosas, com 90 por cento de suscetiveis adquirindo a infeccao.
O periodo latente é de 5 dias para o sarampo e aproximadamente 14 dias para
coqueluche. O modelo SETR também é usado para descrever a AIDS (Sindrome da

Imunodeficiéncia Adquirida) e a tuberculose [Rohani(2002)].
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7.1 Formulacao do modelo SEIR com dinadmica vital

Neste capitulo estudaremos o modelo SETR com dinamica vital, o qual
é adequado para doencas cuja duragao é da ordem de meses ou anos. E suposto que
todos os recém-nascidos sejam suscetiveis e que exista um equilibrio demografico;
nascimentos e mortes ocorrem naturalmente, a taxas per capita iguais, de modo que
o tamanho total da populacao é constante. Para tanto, individuos sao removidos
por morte natural de cada classe a uma taxa proporcional ao tamanho da classe,

com a mesma constante de proporcionalidade p (¢ > 0) de nascimentos.

Assim como nos modelos vistos anteriormente, a populacao também é
homogeneamente misturada (todos tém igual probabilidade de ter contato um com
o outro). SupoOe-se, ainda, que a taxa de pessoas infectadas seja proporcional ao
nimero de contatos entre suscetiveis e infectivos, com constante de proporcionali-
dade o (a0 > 0); que a taxa de pessoas infectivas seja proporcional ao nimero de
pessoas expostas, com constante de proporcionalidade § (6 > 0); e, que a taxa de
pessoas recuperadas ou removidas seja proporcional ao nimero de infectivos com

constante de proporcionalidade 3 (5 > 0).

Na figura 7.1, apresentamos o fluxograma que representa este modelo,

para uma populacao total de N individuos, no qual temos: «SI, a taxa com a

E\L ﬁ, Recuperados

lus qu

Figura 7.1: Fluxograma representando o modelo SEIR com dinamica vital

qual individuos sao infectados por unidade de tempo; dF, a taxa com a qual in-
dividuos expostos se tornam infectivos por unidade de tempo; BI, a taxa com a
qual individuos infectivos se recuperam e passam para a classe dos recuperados por

unidade de tempo; pN, a taxa de nascimento (de suscetiveis); além disso, uS, pFE,



162

il e pR sao as taxas de mortalidade de suscetiveis, de expostos, de infectivos e de
recuperados, respectivamente. Enfatizamos que o modelo prevé reproducao a partir
de qualquer uma das classes, com uma taxa sempre proporcional a populacao exis-
tente na classe em questao, mas todo recém-nascido é suscetivel, por isso o termo
uN,com N = S+ E+ I+ R, estd entrando na classe dos suscetiveis, no fluxograma

da figura 7.1.

O sistema de equacoes diferenciais correspondente a figura 7.1 é:

d
d—f = uN —aST — puS, (7.1)
dE
prll aSI— (6+p)E, (7.2)
dI
o = B (Bl (7.3)
dR
- = Bl - A4
yr BI — pR, (7.4)
com as condigoes iniciais:
S(0)=S,, E0)=E, I(0)=1I, R(0)=0. (7.5)
Observa-se nas equagoes (7.2) e (7.3) que ﬁ e ﬁ sao, respectiva-

mente, a escala de tempo do periodo latente e do periodo infeccioso.

Adicionando (7.1) - (7.4) e representando por P(t) a soma
S(t)+ E(t)+ I(t) + R(t), obtemos

d(P(t
PO _ v — P (7.6)
que, com a condicao inicial:
N =S¢+ Ey + Iy + Ry, (7.7)
tem por solucgao:
P(t) =N, (7.8)

donde verificamos que, no modelo SETR com dinamica vital, a populacao total é

conservada, isto é, para qualquer instante de tempo ¢, vale

S(t) + B(t) + I(t) + R(t) = N, (7.9)
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sendo que os valores iniciais, em ¢ = 0, sdo dadas em (7.5).

Pode-se, entao, focar o estudo nas trés equagoes (7.1) a (7.3), uma vez
que, obtidos S(t), E(t) e I(t), podemos calcular R(t) a partir da lei de conservacao
(7.9).

7.2 Adimensionalizacao do sistema

As unidades dos parametros envolvidos neste modelo sao:
Wl =[01=[B=[" [el=k"" e [N=[pl (7.10)
quanto as variaveis dependentes temos:
5] = [E] = ] = [R] = [p], (7.11)
onde indicamos por [p|, a unidade de populagao (individuos).

Definindo as novas variaveis dependentes adimensionais, todas variando

entre 0 e 1, como:

=]l

2| =

II
=~
II

==

S , € , 1 , T

sendo s +e+ i+ r =1, além da variavel independente:

= (64 pt,

obtém-se, a partir de (7.1)-(7.4), o seguinte sistema adimensionalizado:

ds )

o = nl=s) = msi, (7.12)

de .

& = Y280 — (71 + 73)e, (7.13)
T

@ V€ — 1, (7.14)

dr

dr )

o = d=m)i—mmn (7.15)

onde definimos novos parametros adimensionais, como segue:

1 _aN )
- 7= , BE
+ B+ B+

"= (7.16)
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Determinacao de R,

Para ocorrer epidemia, o niimero de expostos e infectivos deve crescer,

isto é:
de di
— >0 — >0,
dr ¢ dr
o que nos leva a
205y, (7.17)
7+ 73

Como, para uma populacao onde todos sao suscetiveis (no inicio da infec¢ao), tem-se

s = 1, concluimos que a condicao de ocorréncia de epidemia tem a forma

Y273
Y1+ 73

> 1, (7.18)

donde identificamos o niimero reprodutivo basico Ry, para este modelo adimensio-
nalizado:

2 _ R, (7.19)
M+ 73

O lado esquerdo da inequagao (7.18) pode ser escrito em termos dos

parametros dimensionais, como segue:

Y273 daN 5 N 1
= — e% ,
ity BHp)d+p) d+p B4p

(7.20)

onde reconhecemos a freqiiéncia /N, com a qual infeccoes secundérias sao produzi-
das, multiplicada pelo tempo de vida médio ﬁ de individuos infectivos (periodo
s

infeccioso), sendo que destes, uma fracao pam sobrevivera ao periodo latente para

tornar-se a segunda geracao de individuos infectivos.

No que segue, iremos trabalhar com o sistema adimensional, pois como
foi visto no capitulo 4, além de evidenciarmos as informacoes relevantes, quando

adimensionalizamos o sistema, os calculos tornam-se mais faceis.
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7.3 Pontos de equilibrio do modelo SEIR com dinamica

vital e andalise de sua estabilidade

A lei de conservacao

s(t) +e(t)+i(t)+r(t) =1

(7.21)

nos permite considerar o sistema tridimensional (7.12)-(7.14), para determinar as

componentes s*, e*,i*, dos pontos de equilibrio (s*,e*,i*,r*), como segue:

2 — 0= n(l—s) = yasi =0
dr gi! S) = Yest =V,
de .
e = 0= 7251 —e(m1 +73) =0,
-

i@

B )= e —i =0,

dr

donde obtemos:
para o equilibrio livre de doenca,
(S; ej{a Z){) = (17 0, 0)

e para o equilibrio endémico

« x oy [TV, 723 Vi, V273 o
(32v62722)_ ) _17_7_1) -
Y273 Y23 Y1+ s Yo Y1+ Y3

1 il 4! )
(= Ry —1), Ry — 1)),
(Ro%%(o )%(0 )

desde que seja satisfeita a condicao:
Ry > 1,

ue decorre da imposicao de que e* e * sejam positivos, e 0 < s* < 1.
5 )

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

Em cada um dos equilibrios acima, devemos acrescentar a componente

r*, que, de (7.21), pode ser calculada a partir de r* =1 — s* — e* — i*.

Para analisar a estabilidade de cada ponto de equilibrio, usando a

técnica da linearizagao (ver Apéndice B.2), linearizamos o sistema de equagoes



166

(7.12)-(7.14), em torno de (s*, e*,i*), conforme feito no capitulo 3 (ver 3.40), obtendo

a matriz Jacobiana:

—Y2l" =M 0 —Y2S"
J(S*, e’, Z*) = Vo1 * _(’Yl + 73) Yo 5* . (728)
0 Y3 —1

O comportamento das solucoes na vizinhanca de cada ponto de
equilibrio é determinado a partir da andlise dos autovalores A;, ¢ = 1,2, 3, da matriz
Jacobiana correspondente. Estes, por sua vez, sdo as raizes de um polinémio P(A),
de grau 3 em A, denominado polinémio caracteristico da matriz J. A solucao de
equilibrio é estavel se e somente se todas as raizes deste polinomio estiverem no

semiplano esquerdo do plano complexo, isto é, ReA < 0, para todas as raizes.
As condigoes necessarias e suficientes sobre os coeficientes a;, i = 1,2, 3,
do polinémio caracteristico
A3 + Cl,lA2 + G,QA + as, (729)

que impliquem localizac¢ao dos zeros de P(A), na regido caracterizada por ReA < 0,
isto é, ReA; < 0, ReAy < 0 e ReA3 < 0, sdo as condicoes de Routh-Hurwitz, que

apresentamos no apendice C:

a1 >0, (7.30)
ag > 0, (7.31)
ajay — as > 0. (732)

a) Andlise da estabilidade do ponto de equilibrio livre de

doenga (s}, ¢i,i})

A matriz Jacobiana calculada neste ponto de equilibrio é:

-N 0 —72
J(ST7 6?7 ZT) = 0 _(71 + 73) Y2 ) (733)

0 Y3 —1
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cujo polindémio caracteristico correspondente tem a forma (7.29), com

a =27+ + 1, (7.34)
a =271 + 95 + 77 + 173 — 1278 (7.35)
as = MY + 71 — 117273 (7.36)

Analisando as condigoes de Routh-Hurwitz (conforme apéndice C) para
este polindmio, mostraremos que o equilibrio livre de doenca é estavel se By < 1 e

instavel se Ry > 1.

Testando as condigoes de estabilidade (7.30), (7.31) e (7.32), temos que:

e a; dado em (7.34) é sempre positivo; portanto, a condigao (7.30) é

sempre satisfeita;

e a3 dado em (7.36), serd positivo, se ﬁ < 1,isto é Ry < 1;se Ry > 1,

a condicao (7.31) de Routh-Hurwitz nao serd satisfeita;
e quanto a condigao (7.32), obtemos, apds substituir a;, ay e a3 de
acordo com (7.34), (7.35) e (7.36), respectivamente:

1+
’71( 71)+71+1> Y273 ,
Y1+ 73 Y1+ 3

que serd verdade se % < 1,isto é Ry < 1.

Concluimos, portanto, que se Ry < 1, o ponto de equilibrio livre de
doenca (s, ef,if,rf) = (1,0,0,0) serd estavel; por outro lado, se Ry > 1, este

equilibrio sera instavel.

b) Andlise da estabilidade do ponto de equilibrio endémico
(53, €3, 43)

A matriz Jacobiana calculada neste ponto de equilibrio é:

_ Y17273 0 _ (m1+73)
Y1+73 3
* ko k) +
J(s3,€5,15) = % -7 —(n+7s) % ) (7.37)

0 Y3 —1
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cujo polinomio caracteristico tem a forma (7.29), com:

G =1+ +7+ L2 (7.38)
M+
717273
ay = n , 7.39
2 "+ Y1723 ( )
az = 17273 — 7N + 73)- (7.40)

Analisando as condigoes (7.30), (7.31) e (7.32) de Routh-Hurwitz para

este polinomio, temos que:

e a; dado em (7.38), é sempre positivo; portanto, a condigao (7.30) é

sempre satisfeita;

e a3 dado em (7.40) é positivo se Ry > 1; se Ry < 1, a condicao (7.31)

nao é satisfeita;

e quanto a condi¢ao (7.32), obtemos:

V17273
Y1+ 73

+v1(n +v3) >0,

V17273 > <’Y1’Y2’Y3

+ +
Y1+ 73 Y1+ 73 717273)

(’71 + 73 +

que é sempre satisfeita.

Portanto, podemos concluir que o ponto de equilibrio

N 1 o 2 N Y e - - Y v _ m(4y) | 1 _ )
(32,62,22,7“2) (7273 ’7273(71+73 1)’72(71+73 1)’1 Y1+73 +72(71 1) ¢ um

ponto estavel se Ry > 1, e instavel se Ry < 1.

7.4 Diagrama de bifurcagao

Os diagramas de bifurcagao para s*, e*, ©* e r*, sao apresentados nas
figuras 7.2 (a), (b), (c) e (d) respectivamente, tendo o parametro Ry no eixo hori-
zontal, donde identificamos uma bifurcacao transcritica em Ry = 1. Na regiao com
Ry < 1, o equilibrio livre de doenca é estavel e o equilibrio endémico é instavel e
nao ocorre epidemia; na regiao com Ry > 1, o equilibrio livre de doenca ¢ instavel e

o equilibrio endémico é estavel, e tem-se epidemia.
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Figura 7.2: Diagrama de bifurcacdio (a) para s*, (b) para e*, (c) para i*, (d) para
r*, para o modelo SEIR com dinamica vital.



170

7.5 Graficos de solucoes obtidas por método numeérico

A seguir, apresentaremos alguns graficos de solugoes do modelo SETR,
em sua versao original (dimensional), obtidos a partir da resolugdo por método
numérico feita pelo Maple; dividiremos esta sec¢cao em duas partes: uma para Ry < 1

e a outra para Ry > 1.
Graficos com Ry < 1

Na figura 7.3, apresentamos, em um mesmo sistema de eixos coordena-
dos, os gréficos de S(t), E(t), I(t) e R(t) em funcdo do tempo ¢, em duas escalas

distintas, para Ry < 1. Pode-se observar nesta figura que, em qualquer instante ¢, a

1000 ik mnnﬁ
800 00 St
BOD £on
4007 Ret) 400 .
E(t)
200y E () 2004
10t} - I(t) .
50 100 o150 200 t T ETN t

Figura 7.3: Variagdo temporal do nimero de suscetiveis S(t), do nimero de expostos
E(t), do nimero de infectivos I(t) e do nimero de recuperados R(t), em
um modelo SETR, com Ry < 1.

soma S(t)+ E(t) + I(t) + R(t) mantém-se constante, igual a N. Além disso, nota-se
que o numero de suscetiveis diminui um pouco e depois aumenta. O nimero de
infectivos e de recuperados cresce levemente e depois decresce até zero. (Quanto ao
nimero de expostos, apenas decresce até atingir zero. Verifica-se, portanto, que se

Ry < 1 o ponto de equilibrio
(ST, By, I, R}) = (N,0,0,0) (7.41)

é estavel.
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Figura 7.4: Grdfico paramétrico (a) no plano de fase SE, (b) no plano de fase F1I,
(¢) no plano de fase SI, do modelo SEIR, com Ry < 1, para os mesmos
valores iniciais e parametros usados na figura 7.3.

Quanto aos graficos paramétricos (planos de fase-2D e espaco de fase-
3D), no modelo SEIR, temos seis opcoes de graficos no espaco bidimensional: ST,
SE, SR, EI, FR e IR. Além de colocar o plano de fase SI, optamos por colocar
os planos SE, EI e ER neste trabalho, pois o que muda neste modelo, com relagao
aos estudados nos capitulos anteriores, é a inclusao do niimero de expostos (E(t)).
Para construcao destes graficos usamos os mesmos valores de parametros e valores
iniciais com os quais geramos a figura 7.3, e as setas indicam o sentido da evolucao

temporal do sistema.

Na figura 7.4(a) apresentamos o plano de fase SE. Pode-se observar que
o numero de expostos diminui sempre, enquanto que o niimero de suscetiveis diminui
um pouco, mas depois aumenta até N. Em (b) onde visualizamos o plano de fase
E1, verifica-se, que o numero de expostos também diminui até zero, enquanto que o
nimero de infectivos aumenta um pouco, atingindo um maximo, e depois decresce
até zero. J4 em (c), no plano de fase ST, observa-se que o nimero de suscetiveis
diminui um pouco e depois aumenta até atingir /NV e, o nimero de infectivos aumenta
e depois diminui até zero. Quanto ao plano de fase FR, apresentado na figura 7.5(a),
verifica-se que o nimero de expostos sempre diminui e o nimero de recuperados

aumenta e depois decresce até zero.
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Figura 7.5: Grdficos paramétricos (a) no plano de fase SE; (b) no espago de
fase SEI, em um modelo SEIR, com Ry < 1, os wvalores iniciais e
parametros sao iquais aos da figura 7.3.

Confirma-se, portanto, nas figuras 7.4(a)-(b) e 7.5(a), o comportamento
observado quando nao ocorre epidemia (Ry < 1) para cada um dos grupos em funcao

do tempo, na figura 7.3.

Quanto aos gréaficos 3D do espaco de fase, teriamos varias opcoes, mas
optamos por colocar no trabalho apenas o grafico SET, apresentado na figura 7.5(b).
Todas as outras possibilidades de graficos do espago de fase, ou seja, SER, SIR,
ETR também foram construidos, e todos eles evidentemente confirmaram o compor-
tamento, anteriormente determinado, do sistema em direcao ao estado assintotico

livre de doenca.
Graficos com Ry > 1

Na figura 7.6, apresentamos, em um mesmo sistema de eixos coordena-
dos, os gréficos de S(t), E(t), I(t) e R(t) em fungdo do tempo ¢, em duas escalas
distintas, para Ry > 1. Pode-se observar que, em qualquer instante £, a soma
S(t) + E(t) + I(t) + R(t) mantém-se constante igual a N. Além disso, nota-se que
existem oscilacoes com o passar do tempo ¢, enquanto que o niimero de suscetiveis, de

infectivos, de expostos e de recuperados tende para o ponto de equilibrio endémico,
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Figura 7.6: Variagdo temporal do nimero de suscetiveis S(t), do nimero de expostos
E(t), do numero de infectivos I(t) e do nimero de recuperados R(t), em
um modelo SETR, com Ry > 1, e duas escalas de tempo diferentes.

obtido em (7.26) para as varidveis adimensionais, e que corresponde a

m(pu—q) pN 0. M
S5, By, I3, Ry) = — - N+ L2 (1 L
(27 2942 2) <a57 q 5a’mq Ot, + 045 q( +m)+a
4

onde definimos

m=0+u e ¢g=0+p. (7.43)

Assim como em Ry < 1, optamos por apresentar, neste trabalho, apenas
os planos de fase SE (figura 7.7(a)), EI (figura 7.7(b)), SI (figura 7.7(c)), e ER
(figura 7.8(a)). Para construgio destes graficos usamos os mesmos valores da figura

7.6, e as setas indicam o sentido da evolucao temporal do sistema.

Pode-se perceber nas figuras 7.7(a)-(b)-(c) e 7.8(a), que o ponto de
equilibrio endémico (S3, E5, I, R5)) é um foco estavel, pois a trajetéria espirala

para este valor com o passar do tempo 2.

Na figura 7.8(b), construimos o grafico do espago de fase SEI, no qual

se confirma que o ponto de equilibrio é um foco estavel.
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Figura 7.7: Grdficos paramétricos (a) no plano de fase SE, (b) no plano de fase
EI, (¢) no plano de fase SI, do modelo SEIR, com Ry > 1, para 0s

mesmos valores iniciais e parametros usados na figura 7.6.

Figura 7.8: Grdficos paramétricos (a) no plano de fase SE, (b) no espaco de fase
SEI, do modelo SEIR, com Ry > 1; os grdficos foram construidos
usando-se 0s mesmos valores iniciais e parametros da figura 7.6.
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7.6 Vacinacao no modelo SEIR

No modelo SETR podemos também investigar o efeito de um programa
de imunizagao, assim como foi feito no modelo STR com dinamica vital. Usamos
a mesma condi¢ao da se¢do 6.2.5, ou seja, uma fragao p (0 < p < 1) de individuos
passa a ser permanentemente imunizada, logo que nasce. Sendo assim, serao in-
cluidos nascimentos na classe dos recuperados a uma taxa pu/Np por unidade de

tempo, restando pN (1 — p), nao imunizados, na classe de suscetiveis. O fluxograma

repraoahfahr]n acto madala actd na fionira 70
pHp
| ¥
4= D (D G
R
lus ¢U~E lul ¢HR

Figura 7.9: Fluxograma representando o modelo SEIR com dindamica vital e com
vacinacao.

ao qual corresponde o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

ds

il uN(1 —p) — ST — puS, (7.44)
dE

- = I —aoF A4
o asS qF, (7.45)
dl

— = 0F —mlI 7.46
dR

onde m e ¢ sdo os mesmos que estao definidos em (7.43).

Para este sistema vale também que a populacao total é conservada, isto
é, para qualquer ¢ > 0 tem-se S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N; por isso, focamos o

estudo apenas nas trés primeiras equacoes do sistema (7.44)-(7.47).

As componentes S, EX, I dos pontos de equilibrio (S}, EX, I, RY), po-

v)Tv VYU

dem ser obtidos fazendo-se 23 = 0 em (7.44), %€ = 0 em (7.45) e L =0 em (7.46),
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donde encontramos:

(vaa EfvajikuaRTu) = (N(l _p)a 0,0, Np) (7'48)

* * *
( 2v9 E2v7 IQU’

oy _ (mg pNA—p) pm pdNA—p) p .
RQU)_<a67 q a(sa mq aaR%) ) (749)

onde Ry, = N + ™) %(1 —p)(1+2)+ £ desde que seja satisfeita a condigio:

adN (1 —p)

> 1. 7.50
e (7.50)

Comparando-se o ponto de equilibrio encontrado em (7.41) com o en-
contrado em (7.48), pode-se verificar que, neste tltimo, em Sj,, o valor de N no
nimero de suscetiveis, foi apenas multiplicado pelo fator (1 — p), e em Rj,, passou
de 0 a Np. Quanto ao segundo ponto de equilibrio, encontrado em (7.49), podemos
verificar que, quando comparado a (7.42), o niimero de suscetiveis permaneceu o
mesmo, porém no nimero de expostos o termo % foi multiplicado por (1 — p), no
numero de infectivos, o termo /jfb—]qv foi multiplicado pelo fator (1 — p) e no nimero

de recuperados, o termo %(1 + %) foi multiplicado por (1 — p).

O lado esquerdo da inequagao (7.50) é chamado de taxa de reprodugao

intrinseca RE), e podemos escrever:
RO = RO(]' - p)a
onde Ry é o nimero reprodutivo bésico determinado em (7.20).

Para erradicacao da doenca devemos ter a taxa reprodutiva intrinseca
menor que um, isto é:

Ro(1—p) <1, (7.51)

donde, isolando-se p, tem-se a proporcao que deve ser vacinada, ou seja:

1
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que é idéntico ao que encontramos na inequagao em (6.57) no modelo STR com

dinamica vital. Temos, portanto, a mesma conclusao encontrada no capitulo ante-

rior, ou seja, doencas com Ry elevado sao mais dificeis de controlar do que aquelas

com R, baixo.

7.7 Periodo interepidémico no modelo SEIR

Assim como visto no modelo STR com dinamica vital, podemos também

neste modelo, calcular o periodo interepidémico T' (periodo entre duas epidemias).

Relembrando as equagoes (7.1)-(7.4):

% = uN —aSI — us,
% = aSI—E(+ u),
% = 0E—1(B+p),
= pr-um,

com a condi¢ao(7.9), isto é: N = S(t)+ E(t)+1(t)+ R(t) e, substituindo s(t)

A(t) = al(t), e(t) = 2L temos:

ds

dt
de

dt
dA

dt

alN J

= (n+A1)s(t),
As(t) = (0 + pe(t),

(1 + B)(Ro(0 + p)e(t) — A1),

onde definimos Ry = 22 (=).

B+u N o+p

O ponto de equilibrio do sistema de equagoes (7.53)-(7.55), é:

(5%, e*, \*) = (&

Ry’

(551 = 75)s 1(By — 1))

S(t)

(
N

(7.53)
(7.54)

(7.55)

Linearizando o sistema de equagoes (7.53)- (7.55), perto do ponto de

equilibrio, conforme feito no capitulo 3 (ver 3.40), encontramos a seguinte matriz
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Jacobiana:
— Ry 0 —Rio
J(s*, e N) ~ | u(Ry — 1) —(0 + p) " : (7.56)
0 B+ Ro(6+p) —(B+n)

cujos autovalores A devem satisfazer a equacao:

A + a A% + agA + a3 = 0, (7.57)
onde
a; =+ 0+ pRo + 2p, (7.58)
as = pRo(B + 0 + 2p), (7.59)
az = p(Ro = 1)(B + p)(0 + ). (7.60)

Usando a condigao § e > u e pRy na equagao (7.57), obtemos:
AP+ (B+0)A* ~0. (7.61)
Temos, entao Ay ~ —(5 + 0) que é uma das raizes da equacao (7.57).

Os outros autovalores da equagao (7.57), sao calculados através de

A? 4 uRoA + u(Ry — 1)% =0, (7.62)
que é idéntica a equagao (6.69), exceto que [ — %. As raizes da equagao (7.62)
sao:
O N
’ 2A° JA(D+ D)
onde A = “(Ri_l), D = % (duracao do perfodo infeccioso) e D' = 1 (duracdo do

periodo latente).

Logo, o periodo interepidémico T' é dado por T' ~ 2w/ A(D + D").

Portanto, temos novamente, como no modelo STR com dinamica vital,

visto no capitulo anterior (equacao 6.86), oscilagoes amortecidas, com D = % sendo

substituido por D + D' = % + 5 (duracdo total da infecqao).
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8 CONSIDERACOES FINAIS

A busca de um modelo matematico que represente fielmente a dinamica
de uma dada epidemia tem motivado muitos pesquisadores a desenvolverem seus es-
tudos nesta direcao. Ao longo dos tltimos séculos uma enorme quantidade de espaco
editorial foi dedicado a modelos matematicos, com a pretensao de ter aplicabilidade
imediata em problemas de satide publica. “Quantos desses modelos tém sido real-
mente aplicados na pratica? E de se duvidar que alguém saiba a resposta. Bem
poucos modelos tiveram aplicabilidade efetiva” ([Massad(1996)]). E de se pensar
que a pouca aplicacao desses modelos, até o momento, deve-se em grande parte ao
desconhecimento de sua existéncia por parte dos profissionais de saude publica. A
linguagem matematica aplicada na comunicacao especializada é outro fator limitante

da compreensao dos modelos, e sua conseqiiente nao aplicagao.

A aplicabilidade, entretanto, de tais modelos, tem como pré-requisito
o conhecimento de uma série de fatores. E preciso saber quais os modelos que
sao disponiveis no momento; quais sao suas propriedades; quao matematicamente
trataveis eles sao; se existem aproximacoes convenientes; quais as expectativas em
relacao aos resultados; quais seriam as técnicas analiticas e computacionais a serem
desenvolvidas de modo a otimizar tempo e esforcos; quais poderiam ser as con-
seqiiéncias para o desenvolvimento da tecnologia computacional; se as modificacoes
nos modelos resultantes de acréscimo de realismos biolégicos levariam a resultados

diferentes, e assim por diante.

A construcao de modelos para o estudo da dinamica de doencas infec-
ciosas € ttil sob varios aspectos. Em primeiro lugar, esse exercicio nos obriga a
sermos precisos sobre os varios conceitos biolégicos e sociais envolvidos na trans-
missao, infecciosidade, padroes de desenvolvimento da imunidade e renovacao do
contingente de suscetiveis. A especificacao desses aspectos permite maior precisao
na expressao de teorias e conceitos que compoem a compreensao cientifica sobre o

tema, permitindo construir e testar hipoteses. Em segundo lugar, torna-se possivel
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explorar o papel da teoria na identificacao de dreas em que a obtencao de dados epi-
demiol6gicos seria necessaria para tornar as predicoes mais acuradas, permitindo,
assim, planejar e avaliar programas de deteccao de fontes de transmissao, controle

e prevencao de doencas.

O objetivo do trabalho foi conhecer e analisar alguns modelos epidemi-
olégicos elementares, sob vérios enfoques. Usamos técnicas de abordagem analitica
(determinagao e andlise de estabilidade dos equilibrios - espago de fase e linearizagao,
solugbes exatas quando possivel), bem como graficas (solugoes numéricas tragadas
com o auxilio do Maple). Em especial, enfatizamos a importancia da adimensiona-

lizacao, na determinacao dos parametros relevantes do problema.

Na adimensionalizacao o estudo de sensibilidade a variacao nos
parametros de um problema de valor inicial adimensional sao inerentes ao préprio
problema e nao apenas consequéncia de usar sistemas de unidades ou escalas ou
dimensoes particulares. Os resultados se aplicam independentemente do sistema
de unidades utilizado. Este procedimento ainda traz como vantagem a reducao no
nimero de parametros com os quais precisamos trabalhar, tornando os calculos mais

faceis.

Os onze modelos que estudamos com detalhes foram:

1. SI sem dinamica vital,
2. ST com dinamica vital;
3. ST com dinamica vital incluindo morte induzida pela doenca;

4. ST com taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade onde

suscetiveis e infectados contribuem para a taxa de nascimento;

5. ST com taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade onde ape-

nas suscetiveis contribuem para a taxa de nascimento;

6. ST com capacidade de suporte;
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S1S sem dinamica vital;
S1S com dinamica vital;
STR sem dinamica vital;
STR com dinamica vital,

SEIR com dinamica vital.

No que segue, apresentaremos algumas comparacoes entre os resultados

obtidos, e faremos uso da numeracao estabelecida acima para identificar os modelos

aos quais nos referiremos.

Quanto ao nimero reprodutivo basico Ry:

e nos modelos em que existe conservacao da populagao total (2, 7, 8,

9 e 10), este é automaticamente encontrado ao adimensionalizarmos o

sistema;

comparando os modelos (7 e 9, 8 e 10) observamos que o nimero repro-
dutivo basico, Ry, é o mesmo. O valor de Ry dd uma idéia da velocidade
de propagacao da doenca, a qual é relacionada com a taxa de variacao
do numero de infectados. Nos modelos considerados, temos, no com-
partimento dos infectados, taxas (por unidade de tempo) SI saindo e
aST entrando. O que difere entre os modelos SIS e SIR, é que, no
primeiro, S vai para o compartimento dos suscetiveis, S, enquanto que,
no segundo, A1 vai para o compartimento dos recuperados, R. Isto nao

interfere no valor de Ry;

e comparando o nimero reprodutivo bédsico nos modelos ST (2) e SIS

(8), vimos que:

alN alN
" = (Ro)sr > (Ro)srs = R
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donde podemos concluir que é mais facil que uma doenca se torne

endémica no caso em que os infectados nunca se recuperam (ver figuras

3.11 e 5.8).
Quanto aos equilibrios:

o equilibrio livre da doenga, sempre que existir (2, 6, 7, 8, 10 e 11) é nd

estavel se Ry < 1; e, sela se Ry > 1;

o equilibrio endémico nos modelos (2, 6, 7, 8, 10, 11), é sela se Ry < 1;
se Ry > 1, o tipo de equilibrio varia, entre né e foco, porém sempre é

estavel;

em todos os modelos que apresentam equilibrio endémico (2, 4, 5, 6,
7, 8, 10, 11) observamos que o nimero de suscetiveis neste equilibrio
é relacionado com a populagao total N e com o nimero reprodutivo

bésico, Ry, por:
N
Ry’

donde identificamos uma razao relevante adimensional para o nimero

S* =

de suscetiveis no equilibrio endémico dos modelos que estudamos:

S 1

N Ry
em todos os modelos com conservacao da populagao total (1, 2, 7, 8,
9, 10 e 11) temos o equilibrio livre de doenga com S* = N e os demais

compartimentos vazios;
comparando os equilibrios endémicos nos modelos (2, 8 e 10), temos:
* * _Qx * * *
Ssr < Ss1s = Ssir e Isp > Igrg > Igpp-

Observamos, portanto que, no estado endémico do modelo ST, o niimero
de individuos infectados é significativamente mais elevado do que nos
demais, como seria de se esperar, porque cada individuo uma vez infec-

tado, continuara neste compartimento;



183

e existe equilibrio que implica em extin¢ao da espécie ((S*,I*) = (0,0))
nos modelos: ST com taxa de nascimento diferente da taxa de mortali-

dade (4 e 5) e no modelo ST com capacidade de suporte (6);

nos modelos (3 e 9), a doenga nao permanece endémica, tende a desa-
parecer da populagao, deixando um numero de individuos no compar-
timento dos suscetiveis que ndo contrairam a doenca (ver figuras 4.2 e

6.3). Este é o caso em que aparecem infinitos pontos de equilibrios, ou

seja, (S*,I*) = (S*,0);

nos estudos de sensibilidade aos parametros, vimos que na quase tota-
lidade dos modelos que estudamos, Ry < 1 caracteriza como equilibrio
estavel, aquele livre de doenga (sempre do tipo nd), ocorrendo em
Ry = 1 uma bifurcagao transcritica (ver figuras 3.19, 4.24, 5.15, 6.9,
7.2), para o regime Ry > 1, tem-se como equilibrio estavel o equilibrio
endémico. Neste caso, temos equilibrio do tipo né nos modelos (2, 7
e 8), do tipo foco em (11), e ainda a seqiiéncia né-foco-né em (10),
a medida que aumenta o valor de Rp; no modelo (6) esta seqiiéncia
reduz-se a né-foco. Em vez deste parametro, identificamos nos mode-
los ST com taxa de nascimento diferente da taxa de mortalidade (4
e b), outro parametro relevante adimensional v, = g, cujo valor dis-
crimina quando 7y, < 1, o equilibrio livre de doenca (sempre do tipo
nd) como estavel, ocorrendo também uma bifurcagdo em v, = 1 (figura
4.8). Mas a situagao que corresponde a vy, > 1 é mais rica que aquela
anteriormente identificada com Ry, > 1, porque admite possibilidade
de solugoes periddicas. No modelo (4) existe um intervalo contido em
2 > 1 onde o equilibrio endémico é do tipo né ou foco estavel, quando
realistico (tabela 4.1). Solugoes periddicas (equilibrio do tipo centro),

visualizadas na figura 4.17, sdo previstas no modelo (5);

comparando os equilibrios endémicos do modelo ST com taxa de nasci-

mento diferente da taxa de mortalidade nos casos estudados (4 e 5),
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pode-se notar que no primeiro (modelo 4) o nimero de infectados é
maior do que no segundo (modelo 5). Quanto ao nimero de suscetiveis,
é igual em ambos os sistemas. No modelo (4) temos S e I contribuin-
do para a taxa de nascimento, o que fornece um maior niimero de in-
dividuos no compartimento dos suscetiveis, como no equilibrio o niimero
de suscetiveis, nos dois modelos é igual, um maior ntiimero de indivivuos

estara no compartimento dos infectados.
Quanto ao periodo interepidémico:

alguns modelos estudados apresentam comportamento oscilatério. A
previsao de oscilacoes implica que uma queda no nimero de infecta-
dos nao implica, necessariamente em término da infeccao. Depois de
certo tempo de diminui¢ao no nimero de infectados, estes comecarao
a aumentar, pois existe a reposicao de novos suscetiveis; e nova epi-
demia inicia. Nos modelos (4, 6, 10 e 11), observa-se que as oscilagoes
apresentam amplitudes decrescentes (figuras 4.11, 4.28, 6.14, 7.6) com
o passar do tempo t. Nestes casos, epidemias posteriores possuem seve-
ridade menor que as anteriores. No modelo (5) também visualizamos
oscilagoes, porém, estas apresentam a mesma amplitude com o passar

do tempo ¢ (figura 4.20);

quanto a duracao do periodo interepidemico temos que

(T)sir=27VAD e (T)spir = QW\/M

donde temos:

(T)sir < (T)sErr.

Podemos, portanto, esperar que as epidemias ocorram mais freqiien-
temente (7" menor) no modelo (10) que corresponde a um periodo da

infeccao mais curto.
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Quanto ao controle da doencga (vacinagao):

e 1nos modelos (10 e 11), em que introduzimos uma propor¢ao minima p

que deve ser vacinada, observa-se que p depende apenas de Ry, isto é:

> 1 !
p R[]’

donde vemos que doencas com Ry elevado sao mais dificeis de controlar

do que aquelas com R; baixo. Cabe salientar, porém, que cada um

destes modelos é caracterizado por um valor de R, especifico:

aN aN ¢
(Ro)sir B+ (Ro)serr EE
Como ﬁ < 1, temos que

(RO)SEIR < (RO)SIR;

logo, doencas que apresentam periodo latente sao mais faceis de contro-
lar, pois a existéncia de um compartimento de expostos reduz o valor de
Ry e em conseqiiéncia reduz também a proporcao minima p, que deve

ser vacinada, para controle da doenca.

Os modelos apresentados nao pretendem de forma alguma ser exaus-
tivos na cobertura de todos os tipos de doencas infecciosas. Também nao pretendem
espelhar com realismo todos os fatores relevantes para a dinamica de qualquer doenca
particular. Sao apenas uma forma possivel de enquadramento elementar dos varios
tipos de doencas, uma espécie de primeira escolha, a partir da qual se poderao efe-
tuar elaboragoes adicionais de modo a tornar o modelo mais proximo da realidade.
Ha& elaboracoes 6bvias que vém a mente quando se pensa em doencas particulares.
A titulo meramente ilustrativo, se considerarmos, por exemplo, a infeccao da AIDS,
onde o modelo ST é talvez o mais adequado, serd conveniente dividir o comparti-
mento S em varios subgrupos, segundo o risco de exposicao a infeccao. No caso
das viroses que afetam as criancas, a taxa que mede a for¢ca de contagio é melhor

representada na forma de uma funcao com flutuacoes periddicas em que o maximo
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se situa no inicio das aulas e o0 minimo no verao. Nesse caso, faz também sentido

que a forca de contdgio seja uma funcao da idade.

Para terminar, apresentamos abaixo algumas complicagoes aos modelos

elementares, que nao usamos neste trabalho:

a) anticorpos maternos: durante a gravidez, a mae transfere para o feto
anticorpos contra as doencas para as quais a mae esta imunizada. O recém-nascido
nasce assim com imunizacao passiva, herdada da mae, a qual costuma durar 3 a 9
meses na espécie humana. Este fato é relevante para a determinacao da idade da

primeira vacinacao;

b) separacao entre machos e fémeas: ha muitas situagoes que machos e
féemeas devem ser tratados separadamente devido a diferencas bioldgicas evidentes
na forma como a doenca afeta os dois sexos. Os casos mais freqiientes sao de doencgas
sexualmente transmitidas e o caso em que ha transmissao vertical da mae para o

feto, como por exemplo na rubéola.

¢) heterogeneidade na transmissao: em todos os modelos epidemi-
olégicos que estudamos vimos que os individuos da populagao se misturavam homo-
geneamente. Os dados reais disponiveis tém sugerido a existéncia de heterogenei-
dades na transmissao dos agentes infecciosos, relacionados com grupos etarios, loca-
lizagdo demografica (meio rural e meio urbano), fatores sociais e culturais (tamanho

das familias, nimero de parceiros sexuais, consumo de drogas, condigoes de higiene).

Mas é importante notar que complicar indefinidamente os modelos com
vista a aproxima-los da realidade, por si s6, nao conduz a respostas adequadas aos
problemas. Em geral s6 aumenta o nimero de perguntas. Complicar obriga quase
sempre ao conhecimento de um maior nimero de parametros populacionais e de
taxas epidemiologicas muito dificeis de medir na populacao. Cobrir adequadamente

realismo e viabilidade é o passo mais delicado em um processo de modelagem.
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Apéndice A ANALISE DE ESTABILIDADE
DOS EQUILIBRIOS DE UMA
EQUACAO DIFERENCIAL
ORDINARIA AUTONOMA

Considerando a equacao diferencial autonoma nao linear:

dx
== Al
" fa) (A1)
e sendo z* o valor de z, tal que f(z*) =0, isto é:
dx
— =0 A2
= (22

dizemos que z* é um equilibrio do sistema.

A.1 Linha de fase

Para construir e analisar a linha de fase de uma equagao autonoma

& — f(x), deve-se:

e resolver f(x) = 0 para determinar todas as solucoes de equilibrio e

marca-las numa linha de fase (eixo z orientado);

e determinar o sinal de 9 nos intervalos entre as solucoes de equilibrio

dt
sucessivas, e marcar setas horizontais apontando para direita quando

f(z) > 0 e setas horizontais apontando para esquerda quando f(z) < 0;

e cada solucao de equilibrio pode ser classificada em: estavel, instédvel ou

semi-estavel, de acordo com a figura A.1:

A.2 Linearizacao de uma equacao autonoma nao linear

A estabilidade local de cada uma das solugoes de equilibrio (z*), da

equagao diferencial (A.1), pode ser determinada através da linearizacao da equacao
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P

instavel serni-estavel estavel

Figura A.1: Andlise dos tipos de equilibrio em uma linha de fase.

diferencial nao linear, em torno de x = z*. Analisar a estabilidade local, em torno
de x = z*, significa que, para valores de x proximos de x*, queremos verificar se x

se afasta ou se aproxima de x*. Para isso, consideremos

z(t) = x* + €(t), le(t)] < 1. (A.3)

Substituindo (A.3) em (A.1), obtemos

de(t)
dt

= f(a* + elt) (A4)

Expandindo o segundo membro da igualdade acima em série de Taylor, em torno
do ponto x = x*, e mantendo apenas os termos em x — z* lineares, escrevemos a

aproximacao linear para a equagao (A.4) como segue:

de(t) o ;0 o | Y
e fl@®) + (x — ") [£] - (A.5)
Como f(z*) =0 e x(t) — z* = €(t), entdo
de(t) _ o0 .
W _ payetr) (A6)

que é uma equagao diferencial linear para €(t).

A solucao do problema do valor inicial constituida pela equacao dife-

rencial (A.6), juntamente com a condi¢ao inicial €(0) = ¢, tem a forma

e(t) = epel @t (A.7)

Considerando €, # 0 (se €, fosse igual a zero, ja estariamos em ¢t = 0

no equilibrio) para determinar a estabilidade do equilibrio, observamos de (A.7):
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e se f'(xz*) < 0, entdo lim;_, |€()| = 0 e 0 equilibrio z* é dito linearmente
estavel;

e se f'(z*) > 0, entdo lim;_, |€(t)| = 00 e 0 equilibrio z* é dito linear-

mente instavel;

e se f'(z*) = 0, é necessédrio considerar termos de ordem mais alta em

€(t) para determinar o tipo de estabilidade.
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Apéndice B DETERMINACAO E ANALISE
DE ESTABILIDADE DOS
EQUILIBRIOS DE UM SISTEMA
BIDIMENSIONAL AUTONOMO

B.1 Plano de fase

Dado um sistema com duas equacoes diferenciais da forma

X = Plry) (B.1)
V= Q). (B2

denomina-se plano de fase deste sistema, ao plano zy, sobre o qual cada ponto
representa um “estado” do sistema, que corresponde ao valor de x e de y em um

certo instante t.

A seqiiéncia de pontos (z,y) percorrida pelo sistema, & medida que ¢
aumenta, é denominada trajetoria sobre o plano de fase, e constitui uma solucao da
equacao diferencial, obtida de (B.1) e (B.2):

dy  Q(z,y)
dr  P(x,y)

(B.3)

Em cada ponto da trajetoria, pode-se associar um vetor tangente a esta,
elemento do campo de diregoes da equacao (B.3), cuja orientagao é a da resultante
dx dx

.. dzr dy 1
de 7 (para a direita se i > 0, € para a esquerda se i < 0) e qat (para clma Se

d - d
< >0, e para baixo se 2/ < 0).

Em particular, pode-se determinar, neste plano, o lugar geométrico
de pontos nos quais o elemento do campo de direcoes é perpendicular ao eixo x;
tais pontos estao situados sobre a curva que satisfaz a equacao diferencial ‘fi—f =0,
denominada isdclina de inclina¢do nula de x (“nullcline”de x). Da mesma forma,

uma solucao da equacao diferencial % = 0 é denominada iséclina de inclinacao
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nula de y (“nullcline” de y), cujo grafico é uma curva constituida por pontos cujo

elemento do campo de direcoes correspondente é perpendicular ao eixo y.

Para obter o comportamento qualitativo das solugoes de (B.1)-(B.2),

no plano de fase, devemos:

a)

Determinar as “nullclines” de z, fazendo ‘Z—f = 0 e as “nullclines” de y

usando % = 0, e fazer o grafico destas curvas no plano de fase zy.

As “nullclines” de x (colocado no eixo horizontal) dividem o plano em
regioes com setas horizontais apontando para direita, quando % >0e,
regioes com setas horizontais apontando para esquerda, quando ‘Z—f < 0.

Sobre as “nullclines” de z, as setas sdo evidentemente verticais (% = 0).

As “nullclines” de y (colocado no eixo vertical) dividem o plano em

regioes com setas verticais apontando para cima, quando % > 0 e,

regioes com setas verticais apontando para baixo, quando % < 0. Sobre

as “nullclines” de y, as setas sao evidentemente horizontais (% =0).

A tabela abaixo mostra a direcao das tangentes as trajetérias, formadas

pela composicao das setas:

dx dr __ dr
; E>O E—O E<O
a>0 ~ [ 1 [ X
W—0] — o —
Yol N ] /

Tabela B.1: Composicao de um elemento do campo de direcoes no plano de fase.

c)

d)

Um ponto de equilibrio (z*,y*) ocorre quando uma “nullcline” de x
intercepta uma “nullcline” de y, pois satisfaz

dx dy
| z=z* — 0 — | z=z* — 0
dt | y=y* ¢ dt | y=y*

Analisar a estabilidade considerando o sentido das érbitas que cruzam

as “nullclines”. Se as setas apontam para dentro de uma regiao, entao
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as drbitas sao atraidas para esta regiao e o ponto de equilibrio é estavel.
Se as setas apontam para fora da regiao, entao o ponto de equilibrio é

instavel.

Observacao: Se todas as setas giram no mesmo sentido, ao redor de um
ponto de equilibrio, a andlise das “nullclines” é inconclusiva, pois podemos ter no,

centro ou foco.

A seguir, visualizamos na figura B.1, graficos contendo o campo de
direcoes no plano de fase xy e trajetorias, para caracterizar os diferentes tipos de
equilibrios apresentados no decorrer deste trabalho. Nestes graficos o ponto de

equilibrio analisado ¢ o (0,0).

B.2 Linearizacao do sistema

Linearizacao é a técnica que relaciona as solucoes no caso nao linear
com as correspondentes solucoes da aproximacao linear do sistema em torno do
equilibrio em questao, para obter informacoes qualitativas a respeito do comporta-
mento de longo prazo das solucoes, a partir de um momento em que a solucao esteja
suficientemente préxima do equilibrio considerado. A validade de tal aproximacao é
garantida, sob certas condicgoes pelo teorema de Hartman, o qual serd visto no final

desta secao.

Considerando-se o sistema nao linear autéonomo:

Z—f = P(z,y)
(B.4)
W _ O, y),

dt
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Figura B.1: Tipos de pontos de equilibrios: (a) nd estdvel, (b) nd instdvel, (c) sela,

(d) centro, (e) foco (espiral) estdvel, (f) foco (espiral) instdvel.
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e assumindo que (z*, y*) seja um ponto de equilibrio deste sistema. Pode-se expandir

P(z,y) e Q(x,y) em série de Taylor em torno de (z*,y*), como segue:

oP oP
P ~ P(z* u* o o v ok
e B I A WU
N 0P (m—x*)2+ 0*P (2 — 2y — 1)+
022 | o 2 dxdy ... Y (B.5)

y=y* y=y

i @2763] g - _293*)2 i [é’j?y] g (=29 =)+ (B.6)

e lineariza-las préximo a um ponto de equilibrio (z*, y*), truncando a série nos termos

lineares em (r—x*) e em (y —y*), e lembrando que P(z*,y*) = Q(z*,y*) = 0, donde

obtemos:
[OP] . [aP] .
Py = grl . E=a)+ 50 W=v)
Y=y Y=y (B?)
[0Q)] e *
.y~ |50 | . w5 =)

que pode ser escrito em forma matricial:

d_u

= J(@",y") (B.8)
d_v v
dt

onde definimos
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e J(z*,y*) é a matriz Jacobiana calculada no ponto (z*,y*);

(B.9)

Para verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio, deve-se analisar

os autovalores A; e A, da matriz Jacobiana.
Os autovalores (A) da matriz .J, sdo as solugoes da equacao algébrica:
N>~ AT+ D=0 (B.10)
onde T e D sao o trago e o determinante da matriz J(x*, y*), respectivamente.

Resolvendo a equagao (B.10) obtemos:

T++T?—-4D
2

ALQ - (B].].)

As raizes de (B.11) dependem do valor de A = T2 — 4D:

e se A > 0 temos duas raizes reais e distintas, isto é, A; # As;
e se A =0 temos duas raizes reais e iguais, isto é, A; = Ao;
e se A < 0 temos raizes complexas com parte imaginaria nao nula.

Para classificar os pontos de equilibrio podemos usar os critérios usados

nos sistemas lineares, que estao apresentados na tabela B.2.

Se D = 0, temos uma das raizes da equagao (B.10) igual a zero. A outra
raiz sera positiva se T' > 0 e negativa se T' < 0. Esses casos sao considerados raros
e significam que existe uma regiao onde os pontos de equilibrio nao sao isolados,

e estdo todos situados sobre uma reta. Um ponto de equilibrio (z*,y*) é isolado,
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A =T? — 4D | Determinante Traco Tipo de ponto critico | Estabilidade
D >0 T>0 no instavel
A>0 D >0 T <0 no estavel
D <0 T>00uT<0 ponto de sela instavel
A= D >0 T>0 no instavel
D >0 T <0 no estavel
D >0 T7>0 ponto espiral instavel
A<O D >0 T<0 ponto espiral estavel
D >0 T=0 centro estavel

Tabela B.2: Propriedades de estabilidade de pontos de equilibrio de sistemas linea-
res, de acordo com o determinante D e o trago T', da matriz Jacobiana,
calculada no ponto.

se podemos determinar um circulo com centro (z*,y*) dentro do qual nao existem

outros pontos de equilibrio.

Um ponto critico é dito hiperbolico, se a parte real de todos os autova-
lores da matriz Jacobiana forem nao nulos. Se a parte real de algum dos autovalores

da matriz Jacobiana for nula, entao o ponto critico é nao hiperbdlico.

Teorema de Hartman: em torno de um ponto critico hiperbdlico,
existe uma vizinhanca na qual o retrato de fase do sistema nao linear se assemelha

ao do linearizado.
O comportamento dos pontos de equilibrio do sistema nao linear (B.4)
é idéntico ao sistema linearizado (B.9), exceto nos seguintes casos:
a) A <0eT =0: no sistema nao linear pode-se ter centro, ponto espiral

estavel ou ponto espiral instavel;

b) A =0e D # 0: no sistema nao linear pode-se ter né estavel (ou

instavel) ou espiral estdvel (ou instédvel).
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B.3 Teorema de Poincaré

Suponha que as fungoes P e () tenham derivadas parciais de primeira
ordem continuas num dominio D do plano xy. Seja Dy um subdominio limitado de
D e seja R a regiao que consiste de D; mais a sua fronteira (todos os pontos em R

estdao em D). Suponha que R ndo contenha nenhum ponto critico do sistema:

dz
It = P(z,y)
(B.12)
dy
a Q(xay)‘

Se existe uma constante t, tal que x = ¢(t), y = ¥(t) seja uma solugao
do sistema (B.12) que existe e permanece em R para todo t > t,, entdo ou z = ¢(t),
y = 1(t) é uma solugao periddica (trajetéria fechada), ou x = @(t), y = ¥(t) se
espiraliza em direcao a uma trajetoria fechada quando ¢ — co. Em qualquer caso,

o sistema (B.12) tem uma solu¢do periédica em R.

B.4 Teorema de Liapounov

Enunciaremos, a seguir, dois teoremas de Liapunov, o primeiro que
trata da estabilidade, e o segundo, da instabilidade [Boyce, Di Prima (1997)].

Teorema 1

Suponha que o sistema autonomo:

dx
pn = P(z,y)
(B.13)
dy
% - Q(may)a

tenha um ponto critico isolado na origem. Se existir uma funcao V' que seja continua
e tenha derivadas parciais de primeira ordem continuas, que seja definida positiva,
e para a qual a funcao V' dada pela equacao:

Vi(z,y) = Valz,y)P(z,y) + Vy(z,9)Q(z,y), (B.14)
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seja definida negativa num certo dominio D do plano zy contendo (0,0), entdo
a origem serd um ponto critico assintoticamente estdvel. Se V for semidefinida

negativa, entao a origem sera um ponto critico estavel.
Teorema 2

Seja a origem um ponto critico isolado do sistema autonomo dado em
(B.13). Seja V uma fungao continua com derivadas parciais de primeira ordem
continuas. Suponha que V' (0,0) = 0 e que, em toda vizinhanca da origem, h& pelo
menos um ponto no qual V' é positiva (negativa). Entdo, se existir um dominio
D contendo a origem tal que a funcao V, dada pela equacao (B.14), seja definida

positiva (definida negativa) em D, entao a origem serd um ponto critico instével.
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Apéndice C CONDICOES DE
ROUTH-HURWITZ

No apéndice B.2, apresentamos uma breve discussao a respeito da es-
tabilidade linear de um sistema de duas equacoes diferenciais ordinarias autéonomas

de primeira ordem, com a forma geral

dx
o P(z,y)
(C.1)
dy
% - Q(xay)a

Vimos que, nas vizinhancas de um ponto de equilibrio, efetua-se a ex-
pansao das fungoes P(z,y) e Q(x,y) em série de Taylor em torno deste ponto e,
desprezando termos quadraticos em (z — x*) e (y — y*), obtém-se o sistema de
equacoes diferenciais lineares abaixo:

dE
— =J7 2
o J.Z (C.2)

onde a matriz J tem seus elementos constituidos pelas derivadas parciais das fungoes

P e (@), calculadas no ponto de equilibrio em questao, e
T =
y—vy
Desta forma, temos que a estabilidade local fica determinada pelos autovalores da

matriz J; estes autovalores sao as raizes da equacao caracteristica, o que implica em

calcular as raizes de um polinémio.

Em um sistema de equacoes diferenciais com n varidveis dependentes,

dx

d—tl = fl(.fUl,.ng, ,xn)

d.ng

P fo(z1, 2, 0y ) (C.3)
dzx,,

W = fn(l'l, T2y eeny l‘n)
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teremos para a equagao (C.2):

l‘l—ib'l
. Ty — T3
TrT =

Ty — T,

* * *

onde x* = (a3, 3, ..., x5) representa um ponto de equilibrio cujas coordenadas sa-

tisfazem:
dxq dxs dx,,

Y g T g T

e J é a matriz Jacobiana, de dimensao n x n, calculada no ponto de equilibrio.

As solugoes da equagao (C.2) sao obtidas impondo-se
7 = ape (C.4)

onde 7y é um vetor constante e A é determinado substituindo-se a equagao (C.4)

em (C.2); obtém-se entdo a equagao de autovalores:
(J—ADip =0 (C.5)

sendo I a matriz identidade de ordem n. A condicao para a existéncia de uma

solucao nao trivial para zy é dada por
det]J — AI] =0 (C.6)

o que implica em calcular as raizes de um polinomio P(A), de grau n em A; este

polinomio é denominado polinomio caracteristico.

Considerando-se, o problema de determinar as raizes da equacgao

algébrica polinomial:
PA) =A"+a A" +aA"* + ... +a, =0 (C.7)

cujos coeficientes a;, 1 = 1,2, ..., n sdo todos reais e onde se admite que a,, # 0, pois
caso contrario A = 0 também seria uma solucao e as demais raizes seriam solugoes

de uma equacao polinomial de grau n — 1.
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Da equagao (C.4) verifica-se que a solugdo & = 0 é estavel se todas as
raizes do polinomio caracteristico estiverem no semiplano esquerdo do plano com-

plexo, isto é, se R,A < 0, para todas as raizes.

O que se procura sao condicoes sobre os coeficientes a;, i = 1,2, ...,n,
que impliquem localizagao dos zeros de P(A), na regido caracterizada por R, A < 0.
As condicgoes necessdrias para que isto ocorra sao as condi¢oes de Routh-Hurwitz.

Existem varias formas equivalentes para estas condicoes, uma das quais supoe:

a, > 0, além de

Di=a; >0
a; a
Dy=det| = " |>0
1 a2
a; asz as

D3 = det 1 ay ay >0

0 ay as
_ I -
1 ay au
0 a, as . . .
Dy = det >0, parak=1,...,n—1.
0 1 a9
L 0 0 . .. Qg |

Para exibir um exemplo, consideremos a equacao cubica:
A3 + a1A2 + CEQA + a3 = 0 (CS)

donde escreve-se, para garantir R.A; = 0, para ¢ = 1,2, 3, as seguintes condigoes

sobre os coeficientes desta equacao:
ap >0; a3 >0; ajas —az > 0.

Estas condigoes foram usadas no modelo SETR, desenvolvido no capitulo 7.
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