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Resumo

Teorias de calibre formuladas em um espago-tempo nao comutativo tém sido intensa-
mente estudadas nos tltimos anos. O interesse nesse assunto possui motivagoes provenien-
tes da teoria de cordas. Uma das propriedades mais notéveis das teorias nao-comutativas
consiste de uma estrutura ndo usual de divergéncias, a chamada mistura UV/IR, que
pode levar ao aparecimento de divergéncias infravermelhas nao integraveis. A eliminagao
de tais divergéncias é crucial ja que elas podem provocar o colapso da série perturbativa.
Modelos nao-comutativos supersimétricos tem um lugar proeminente entre as teorias de
campo fisicamente interessantes, uma vez que a supersimetria favorece o cancelamento
das divergéncias perigosas. Eles sao os melhores candidatos num programa para defi-
nir teorias de campos nao-comutativas consistentes. Neste trabalho investigamos a QED
e Yang-Mills nao-comutativos supersimétricos em trés dimensoes usando o formalismo
de supercampos. Para o caso abeliano provamos que a mistura UV/IR nao é fonte de
divergéncias infravermelhas nao integraveis. Além disso, o modelo resulta ser finito na
aproximacao de um lago. O mesmo se aplica ao caso nao abeliano porém apenas na
representacao fundamental do grupo de calibre.



Abstract

During last years noncommutative gauge theories have been intensively studied. The
interest in this subject has deep motivations coming mainly from string theory. One of the
most remarkable properties of noncommutative theories is the so called UV /IR mixing,
that could lead to the appearance of nonintegrable infrared divergences. The elimination
of such divergences is crucial since they may invalidate the perturbative solution. Noncom-
mutative supersymmetric models have a prominent place among the physically interesting
field theories, because supersymmetry favours the cancellation of these dangerous diver-
gences, they are the best candidates in a program to define consistent noncommutative
field theories. In this work the three-dimensional noncommutative supersymmetric QED
and Yang-Mills theory are investigated within the covariant superfield approach. For both
theories, we prove the absence of the harmful infrared divergences arising from the UV/IR,
mixing mechanism. For NCSQFE D3 we show the cancellation of the linear UV/IR infra-
red divergences and the absence of the UV and UV/IR infrared logarithmic divergences at
the one-loop order. For the non abelian theory, we show that the cancellation of the linear
UV/IR infrared divergences is achieved for the U, (NN) group but only in the fundamental
representation. We also verify the absence of the UV and UV/IR infrared logarithmic
divergences in the one-loop approximation.
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1 Introducao

1.1 Breve historico e desenvolvimento

A idéia de formular teorias de campos em espaco-tempo nao-comutativo ji existe
desde os anos quarenta [1, 2|. Com o intuito de resolver o problema das divergéncias
ultravioletas (UV') postulou-se a existéncia de um comprimento minimo que serviria como
regulador ultravioleta. Esta idéia foi, provavelmente, abandonada em virtude do sucesso
do programa de renormalizacdo. O estudo destas teorias recebeu renovado interesse a
partir dos resultados obtidos por Seiberg e Witten|3]|. Foi mostrado por estes autores que
o limite de baixas energias da dindmica de cordas abertas na presenca de D—branas é uma
teoria de calibre que se desenvolve num espaco-tempo nao-comutativo. Mas esta nao é a
tnica motivacao, de fato, a relagao de incerteza que emerge da gravitacao quantica impede
que se fagam medigoes com precisio maior que o comprimento de Planck (10733c¢m),
desde que o momento e a energia necessarios para tal medida modificariam a geometria
nesta escala [4]. De forma que nosso entendimento do espago-tempo como uma variedade

diferenciivel deve ser abandonado nesta escala.

A mais simples relacao de nao-comutatividade entre as coordenadas do espaco-tempo

(xz*,u=0,1,...,d — 1) que podemos postular é dada por

[z, "] = 10", (1.1)

onde O & uma matrix antisimétrica constante com dimensao de area. Transformar as
coordenadas em operadores hermitianos que nao comutam implica na existéncia da relacao

de incerteza
1
Azt Ax” > 3 [Slad (1.2)

que expressa justamente o fato de nao podermos determinar z* e x com precisao absoluta.

Na matematica a idéia de geometria ndo-comutativa surgiu nos anos 80 com Connes

[5] e sua ligagdo com a teoria de cordas comegou com Witten em 1986 [6]. A conexdo com a
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fisica de particulas se iniciou em 1991[7] com a introdugdo deste conceito na elaboracdo de
uma extensao nao-comutativa para o modelo padrao. Contudo o estimulo para os grande
esforcos dos ultimos anos nas teorias de campo nao-comutativas nasceu da obtencao da
teoria de Yang-Mills ndo-comutativa como limite de baixas energias da teoria de cordas
na presenca de um campo magnético de fundo [3, 8-10]. A isto se deve a expectativa
de que estas teorias de campo sejam livres de inconsisténcias, ou seja, sejam modelos

renormalizaveis, causais e com matriz S unitaria.

Uma das expectativas sobre teorias nao-comutativas é a eliminagao das divergéncias
ultravioletas que aparecem na expansao perturbativa das respectivas contra-partidas co-
mutativas (teorias ndo deformadas). Contudo foi mostrado que as teorias ndo-comutativas
apresentam doi tipos diferentes de diagramas de Feynman, os diagramas ditos nao plana-
res, onde a deformacao elimina as divergéncias UV, e os planares, onde a nao localidade
nao altera o comportamento ultravioleta. Nestes tltimos continuam aparecendo as di-
vergéncias ultravioletas da correspondente teoria comutativa [11-13]. Surgem também
divergéncias infravermelhas (I R) associadas as ultravioletas (mecanismo UV /IR) mesmo
no caso de teorias de campo massivas, o que é inesperado. Estas divergéncias infraverme-
lhas podem ser nao integréveis e portanto invalidam a expansao perturbativa da teoria.
Por nao terem origem em poélos de massa zero, nao podem ser contornadas pela estratégia
usual de adicdo de reguladores infravermelhos. E nesse ponto que as teorias supersimétri-
cas se tornam boas candidatas a serem teorias nao-comutativas consistentes, pois possuem
um comportamento UV mais ameno que as teorias convencionais, o que por sua vez tende
a eliminar a aparicao de divergéncias infravermelhas nao integréveis. Além de seu pa-
pel na renormalizagao, a supersimetria tem dado origem a interessantes desenvolvimentos
como, por exemplo, possiveis generalizagbes do produto Moyal|14] e solucoes exatas para

o mapa de Seiberg-Witten|15].

Duas boas revisoes sobre teorias quanticas de campo nao-comutativas sao encontradas
em [16, 17]. Para introdugbes ao superespaco, a supersimetria e a teorias de campo

formuladas no superespago o leitor pode referir-se a [18, 19].

Por motivos de clareza, convém ressaltar que quando dizemos teorias (quanticas)
de campo nao-comutativas ou teorias nao-comutativas estamos nos referindo a teorias

(quanticas) de campo formuladas num espago-tempo nao-comutativo.
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1.2 Nao-comutatividade em teorias de campo

Uma das formas de construir teorias nao comutativas é a partir da teoria comu-
tativa usual substituindo no lagrangeano o produto ordinério de campos pelo produto
Groenewold-Moyal [20, 21] ou produto estrela (x). Este é justamente o produto que pro-
vém como limite de baixas energias da teoria de cordas. Vamos utilizar a correspondéncia

de Weyl [22], que relaciona operadores de campos com fungoes,
O (z) — ¢(x), (13)

para derivar a expressao para o produto—+ em [ dimensoes. Associamos o operador de

campo com uma funcao classica através de sua transformada de Fourier
. dPp .~
Oa)= [ 5 ™o ). (1.4
(2m)

onde pt = pt%, = p*n,, 2", sendo 1, = diag (—, +, ..., +) a métrica do espago-tempo, de
forma que o produto de operadores é dado por

A A T /del de2
(2m)” (2m)”

PTG (p1) Gy (p)
usando a féormula de Baker-Campbell-Hausdorff* e (1.1) temos

€*i(p1+p2)ﬁ67%p‘fp5@w<gl (pl) (52 <p2) ’

O, () Oz (x) > (¢ * ) (1), (1.5)

onde

(615 60) (@) = 3586, (1) 63 ()] _ . (16)
define o produto— x . Quando introduzimos desta forma a nao-comutatividade, continua-
mos com um espago-tempo comutativo, contudo o produto estd deformado por um fator

que contém derivadas, o que torna a interagao nao local|11].

1Como ©H*¥ & constante, (O 2?] = 0, de forma que a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff fica

1
truncada em edeB = eA+B+3[4,8]
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1.2.1 Propriedades do produto Groenewold-Moyal

O produto definido em (1.6) possui algumas propriedades que serdo importantes no
decorrer do trabalho, contudo sdo de facil deducdo e sdo encontradas na literatura 2, entdo

nos limitaremos a cita-las.

1. Diretamente de (1.1),

iky _ ei(erk)m

e % e e~ Pk (1.7)

onde p Ak = $p"0,, k.

2. A tranformada de Fourier do produto é

*q)(x) = dp _d7k 7 (k) e~ Phkemilpth)z
(9@ = [ s g e et (18)

onde f (p) e G (k) sdo, respectivamente, as componentes de Fourier de f (z) e g ().
3. O complexo conjugado do produto Moyal é,
(f*9)" (x) = (9" * f") (x), (1.9)
onde * representa o complexo conjugado.

4. O produto é associativo,
[(f > g) x h] (z) = [f x (g * h)] (2) . (1.10)

5. Umas das propriedades mais importantes na obtencao das regras de Feynman é que
o produto—* nao modifica a parte quadratica da acao, isso se da porque a integral

do produto de duas fungoes é igual a integral do produto ordinéario,

[Pa(t )@= [datgen@ = [def@a@. )

ja que a modificagao é dada por um fator de fase.

6. Usando (1.10) e (1.11), temos

/de (fixfok.xfn)(z) = /de (fax i x fokox fuoi) (2), (1.12)

ou seja, a integral de um produto—* com n fatores é ciclicamente invariante.

2Veja, por exemplo [23].
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7. Outra expressao fundamental para a obtengao das regras de Feynman das teorias
nao-comutativas é obtida escrevendo os campos em termos das correspondentes

transformadas de Fourier,

/dDa: (fixfoxoxfn)(z)= / (Z dej> V(21 ey ) f1 (1) fo (22) o fn (20)
"~ (1.13)

onde

- dej —iSkjz;
V(xl,...,xn):/ <2W>e V (s ) (1.14)

sendo
V (kp, oo kn) = (27)7 6 (2,k;) e isikinks (1.15)

1.3 Teorias de campo nao-comutativas

1.3.1 A mistura UV/IR

Um dos aspectos mais interessantes das teorias de campos nao comutativas é o apa-
recimento de uma nova classe de divergéncias, que surge nos diagramas nao planares,
onde a nao-comutatividade regula o comportamento ultravioleta mas gera divergéncias
infravermelhas. Esse mecanismo ficou conhecido como mistura UV/IR |24, 25|. Estas
divergéncias podem ser tao severas que tornam sem sentido a expansao perturbativa, a
persisténcia destas novas divergéncias é determinante para decidir se a teoria pode ou nao

ser renormalizavel.

Por exemplo, na extensao nao-comutativa da teoria de campo escalar com interagao
\¢*, a primeira correcdo quantica a funcdo de vértice a um laco apresenta um termo

proporcional a
1

mpop
sendo K a fun¢do de Bessel modificada e

Ky (y/mpop), (1.16)

pop=rp,(0°)" p,. (1.17)

Analisando o limite p — 0 temos

LR o (@) | (1.18)

mpop 2 2
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onde se percebe a presenca de divergéncias infravermelhas quadrética e logaritmica origi-
nadas de um comportamento divergente no ultravioleta. E surpreendente o aparecimento
de divergéncias infravermelhas num modelo massivo. Note também que o limite © — 0
é singular, ou seja, o limite comutativo é divergente. Isto ocorre porque as integrais de
lago ndo dependem linearmente de seus respectivos integrandos. A mistura UV/IR difi-
culta a implementacao do programa usual de renormalizacao, pois diversas insercoes de
um subdiagrama com o tipo de divergéncia de (1.18) num diagrama de ordem superior,
como mostrado na figura 1, causam a quebra do desenvolvimento perturbativo. De fato,

deixando de lado fatores irrelevantes, a amplitude correspondente ao diagrama da figura

/ dPk 1 1 (1.19)
(27T)D (k, o k,)” (k,z + mQ)n+1’ .

cuja parte divergente proveniente da mistura UV /IR d& a contribuicdo

d 2n > d
/7d h = > "= (1.20)
(kok) const., 2n < d

onde d é a dimensdo do subespago ndo-comutativo[24]|. As tinicas divergéncias infraverme-

1, pode ser escrita

lhas UV/IR? que nao trazem risco & série perturbativa sdo as logaritmicas pois qualquer

poténcia de logaritmo é dominada pela medida de integracao,

/ddk [In (ko k)] ~ finito. (1.21)

No caso do campo escalar real ndo-comutativo em quatro dimensoes (D = 4) com
autointeragio ¢ a renormalizabilidade foi provada explicitamente até dois lacos [26, 27].
Na correspondente teoria complexa a renormalizabilidade foi provada até um laco somente
se |¢|* é generalizado ao caso ndo-comutativo como indicado em [28]. O método de
Polchinski [29] foi utilizado para estender a prova a todas as ordens. Contudo o problema
UV/IR teve que ser contornado através da introdugdo de um corte infravermelho [30].
Foi provado, no caso do campo escalar, que estas divergéncias podem ser ressomadas e
o corte infravermelho removido [31], contudo néo foi possivel estender este procedimento
a outras teorias. No que diz respeito as teorias de calibre nao-comutativas o mecanismo
UV/IR também da origem a divergéncias IR quadrétricas que, em principio inviabilizam

o programa de renormalizac¢ao|32-34].

3Neste trabalho denominaremos as divergéncias infravermelhas provenientes de divergéncias ultra-
violetas pela mistura UV/IR de divergéncias infravermelhas UV/IR, para diferenciar das divergéncias
infravermelhas das teorias de massa zero, que sdo esperadas em p = 0 devido ao comportamento infra-
vermelho dos propagadores.
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1 n
k\\ //k
— —
p p

FIGURA 1: Inser¢oes de um subdiagrama com diver-
géncia UV/IR num diagrama de ordem su-
perior.

A dificuldade comum nestes modelos é a presenca de singularidades infravermelhas
UV/IR quadréaticas, originadas a partir de divergéncias ultravioletas quadraticas. Isto faz
suspeitar que no caso de teorias supersimétricas, cujo comportamento UV é mais ameno, o
programa de renormalizacao possa ser implementado a todas as ordens. De fato, somente
é conhecido um modelo nao-comutativo quadridimensional renormalizavel, o modelo de
Wess-Zumino [35-37], onde a supersimetria melhora o comportamento ultravioleta, de
forma que o mecanismo UV/IR gera apenas divergéncias infravermelhas logaritmicas,
que, como ji foi apontado, ndao comprometem o programa de renormalizagao. Em trés
dimensoes se conhecem modelos ndao-comutativos renormalizdveis tais como o modelo su-
persimétrico O (V) sigma nao linear|38, 39| e o modelo supersimétrico O (N) sigma linear
no limite N — oo [40]. Neste trabalho mostraremos que a versao tridimensional da QED
e da teoria de Yang-Mills ndo-comutativas supersimétricas, sao super-renormaliziveis e

finitas a um lago [41, 42].

1.3.2 Unitariedade

Teorias de campos com nao-comutatividade espago-temporal possuem uma matriz S
nao unitaria, pois as regras de Cutkosky sao violadas, tanto para teorias escalares [43]
quanto para teorias de calibre [44]. Contudo, se considerarmos apenas nao comutatividade

espacial (0% = 0), a teoria ¢ unitéria.

Teorias com O £ () possuem um infinito nimero de derivadas temporais dos campos
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no lagrangiano, devido & forma do produto Moyal, sdo nao locais no tempo e podem servir
para testar a quebra da nog¢ao convencional de tempo na escala de Planck. Porém, apesar
de podermos definir um funcional gerador de fun¢oes de Green conectadas e obter as regras
de Feynman, nao é inesperado que a teoria assim construida seja inconsistente, pois a falta
de unitariedade a invalida como uma teoria quantica. Teorias com nao comutatividade
espacial sao nao locais no espaco mas sao locais no tempo, gerando modelos com evolucao

temporal unitaria, o que possibilita a formulagido Hamiltoniana dos mesmos [45].

Pelo ponto de vista das teorias de cordas pode-se mostrar que excitagoes de baixa
energia de uma D—brana na presenca de um campo magnético sao descritas em termos de
teorias quanticas nao-comutativas com ©% = (. Este limite pode ser entendido a partir do
fato que os modos nao-massivos da corda aberta desacoplam dos modos massivos da corda
fechada quando na presenca de um campo magnético de fundo BY = 0, gerando assim
uma teoria de campos que respeita os requisitos bésicos de causalidade e unitariedade da
matriz S . Por outro lado, modelos com nao-comutatividade espago-temporal (6% = ()
nao descrevem um limite da teoria de cordas. No caso de um campo elétrico de fundo,
B% #£ 0 com BY = 0, mostra-se que os modos massivos ndo desacoplam, ou seja, nao
temos uma teoria de campos efetiva que descreva essa dindmica. Apesar disso encontra-se
na literatura formulacoes que tentam quantizar teorias com nao-comutatividade espaco-

temporal e preservar unitariedade [46-49].

Estes motivos nos levam a adotar neste trabalho apenas nao-comutatividade espacial,
©% = (, para evitar as patologias da ndo-comutatividade espaco-temporal e para analizar

teorias que, do ponto de vista da teoria de cordas, tem interesse efetivo.

1.3.3 Simetrias discretas

A anélise das simetrias discretas é outro aspecto interessante destas teorias, visto
que a nao comutatividade quebra a invaridncia de Lorentz. Foi mostrado que, com nao-
comutatividade espacial, a eletrodindmica quéntica nao-comutativa é invariante sobre
paridade, com a transformacao usual dos campos. Contudo apresenta violacao de conju-
gacdo de carga, a menos que conjuntamente com essa transformacao também se troque
© por —0. Essa troca também é necesséaria para fazer a teoria invariante sobre reversao

temporal. Apesar disso a invariancia CPT permanece operacional.

Para ©#”geral a eletrodinamica quantica nao-comutativa apresenta quebra de pari-
dade, conjugacao de carga e reversao temporal, mas permanece invariante sobre CPT
[50].
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1.3.4 Nao-comutatividade e grupos de simetria

A extensado nao-comutativa dos grupos de calibre e suas representagoes nao é trivial. A
deformagao introduzida pelo produto Moyal altera as relagoes de fechamento dos grupos.
Por exemplo, sejam g; e g, duas matrizes hermitianas n X n dependentes de posicao,

geradores de SU (n) , é facil verificar que

g1x g2 — g2 * g1 (1.22)

nao é de traco nulo e, portanto, ndo pertence a algebra de SU (n) [51]. O tnico grupo
que admite uma extensdo ndo-comutativa trivial é o grupo U (N), denominaremos por
U, (N) esta extensdo. A generalizagdo ndo-comutativa natural para a transformagao de

calibre de um campo A, = A{T, ¢

Ay, — e K Ta g A s @KOTa oK Ty g K Ta (1.23)
onde
. =1
e K = N7 | (KT £ (KO ¢k (KT | (1.24
"0 nt I ~ -

n—vezes

Na forma infinitesimal esta transformacao se reduz a
a Z a a
6A, = T,(0,K*) + 3 [To, T) (K % AY + AD 5 K°)
7: a a a
+§{Ta,Tb} (K* % Ab — A % K*) + O [K“]. (1.25)
A presenca do anti-comutador {7,,7T,} impede que seja implementada a generalizagio

nao-comutativa para os grupos SU (V). Os geradores dos grupos de Lie U (N) na repre-

sentacao fundamental formam uma base do espaco de matrizes N x N, portanto
{Tm Tb} = da1e, (1.26)

garantindo que esta generalizacdo nao quebra o fechamento do grupo.

Podemos também construir extensoes para os grupos SO (N) e USp(2N), contudo
estas generalizacoes sao mais intricadas, para maiores detalhes sobre elas nos referimos
a |52, 53]. A ndo-comutatividade impoe vinculos sobre a estrutura do grupo de calibre
e a representacao dos campos de matéria, ainda assim é possivel obter uma versao nao

comutativa para o modelo padrao[54].

Essas consideracoes sio do ponto de vista puramente da teoria de grupos. E in-

teressante que as mesmas restricoes aparecem nas teorias de campos nao-abelianas que
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emergem no limite de baixas energias da teorias de cordas [55, 56|, ndo apenas na escolha

do grupo mas também na escolha da representacao dos geradores.

1.3.5 Renormalizabilidade

As divergéncias ultravioletas que aparecem nas teorias de campo nao-comutativas
na aproximacao de um lago podem ser eliminadas por contra-termos cuja estrutura é
similar aos termos da lagrangiana de partida [34, 57-59]. Contudo a mistura UV/IR
ameaca o desenvolvimento perturbativo quando d4 origem a divergéncias infravermelhas
nao-integraveis. Note que mesmo as integrais regularizadas podem gerar divergéncias
infravermelhas UV /IR com o maximo grau da divergéncia superficial UV . Por exemplo,
no caso da polarizagao de vacuo da eletrodindmica quantica nao-comutativa em quatro
dimensées foi apontada a presenca de um polo infravermelho quadrético do tipo [34, 58]

P’
o

i1 (p ~ 0) ~ (1.27)

Isto certamente destréi a solucao perturbativa desta teoria.

Como dito antes, a supersimetria pode ser uma maneira de suavizar as divergéncias ul-
travioletas e livrar a teoria de divergéncias infravermelhas UV /IR nao integréaveis. De fato,
foi mostrado que na versao supersimétrica da eletrodindmica quantica nao-comutativa o
poélo infravermelho (1.27) se torna proporcional a diferenga entre o nimero de graus de
liberdade bosonicos e fermionicos o que, numa teoria supersimétrica, ¢ nula [32]. Isto leva
a acreditar que teorias de calibre nao-comutativas supersimétricas sejam livres de diver-
géncias infravermelhas UV /IR néo integraveis e, nesse sentido, consistentes. Os resultados

desta tese corroboram esta hipotese.

1.4 Teorias quanticas de campo supersimétricas em trés
dimensoes

Modelos de calibre em trés dimensoes espago-temporais tém sido bem estudados nos
ultimos anos [61-64]. A motivagao principal vem da possibilidade de obter resultados nao
perturbativos mais facilmente, além de que a finitude ultravioleta da teoria de Yang-Mills-

Chern-Simons ser um aspecto notavel [65—69]. Teorias de calibre em (2 + 1) dimensdes

4 A regularizacio ameniza o comportamento UV divergente se respeita a simetria de calibre, baixando
o grau superficial de divergéncia dos diagramas de quadréatico para logaritmico[60]. Porém as divergéncias
infravermelhas que se originam do mecanismo UV/IR continuam sendo quadréticas.
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também tém sido utilizadas para investigar problemas em fisica da matéria condensada,

tais como supercondutividade a alta T, [70, 71] e efeito Hall quantico[72].

Em trés dimensoes os dois supercampos mais importantes sao o escalar e o espino-
rial. O supercampo escalar é definido de forma a ter a seguinte expansao na coordenada
fermionica

¢ (x,0) = ¢ (x) + 0%, (x) — 6*°F (x), (1.28)

que termina no termo quadratico pois 0, é uma varidvel grassmaniana. Os campos com-

ponentes sao obtidos com as projecoes

¢(x) = ¢(,0), (1.29a)
Vo (x) = Dad(z,0), (1.29b)
F(z) = D%Z)(x,@)’. (1.29¢)

O simbolo | indica que 6 é colocado como zero apds a diferenciagdo da correspondente
expressao,
Dy = O +i0°0p4, (1.30)

com o = 1,2 é a derivada espinorial e

1
D? = 5D@Da. (1.31)

(veja o Apéndice A para maiores detalhes).

O supercampo espinorial é introduzido como
1
Ay (2,0) = x,, (2) — 0,B (x) +i0° Vs, (z) — 20* [Aa (x) + éaagxﬁ ()], (1.32)

com 0s campos componentes

Xo () = Ay (z,0)], (1.33a)
B(z) = %D“Aa(x,e), (1.33b)
Vi (2) = —%[DaAg(x,9)+DﬁAa(:c,0)], (1.33¢)
Ao (2) = %DBDQAB(Q:,Q)‘. (1.33d)

Estes sao os ingredientes bésicos para construcao de teorias de supercampos em trés

dimensoes.
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1.4.1 Campo escalar

A acgado para modelos envolvendo apenas o supercampo escalar possui a forma,
5 1 a m
S=[dz ZD ¢Dad + 5¢¢+ f@)], (1.34)

onde f (¢) é uma fungdo arbitraria do supercampo escalar, que, por razdes de renormali-
zabilidade, deve ter até a quarta poténcia em ¢. Levando em conta (1.29), a agdo (1.34)

é escrita em componentes

S = / dz {—%FQ + %waaa%ﬁ - %¢D¢+

+m (P + oF) + f" (9) V* + [ (¢) F], (1.35)

onde [ é o operador d’Alambertiano. O campo auxiliar F' pode ser eliminado usando a

equacao de movimento
F=mé+ [ () (1.36)

Note que o tltimo termo entre colchetes da equacio (1.35) gera o termo de interacdo ¢°

para f (¢) = A¢".

1.4.2 Campo espinorial

Vamos introduzir a transformacao de calibre para o supercampo escalar em trés di-

mensoes

d— o, ¢ — e o, (1.37)

onde K é um parametro da transformacdo de calibre e ¢ é o complexo conjugado de ¢.

Para K constante o termo cinético,
/ d°zD*¢ Dy, (1.38)
é invariante sob esta transformacao. Vamos introduzir a derivada supercovariante,
Vot = (Do + 1A,) 0. (1.39)

Para obtermos um termo cinético do tipo (1.38) com a derivada supercovariante, temos

que introduzir uma transformacgao de calibre para o supercampo A,

Ay — Ag+ DK, (1.40)



1.4 Teorias qudnticas de campo supersimétricas em trés dimensdes 19

com isso V,¢ se transforma como,
Vad — eV 0. (1.41)

Com uma transformagao semelhante para o complexo conjugado, fazendo que V¢ (V,¢)"

seja invariante sob transformacoes de calibre. O tensor intensidade de campo é dado por
1
W, = §D D, Ag, (1.42)

que é invariante sob a transformagdo (1.40). Levando em consideragdo a estrutura de

componentes de A,, a transformagao (1.40) corresponde a
o =00, O0B=17, 0Vog=0npw, OAy=0, (1.43)

onde definimos as componentes do parametro de supercampo de calibre K, por

w = K|, (1.44a)
0o = D.K], (1.44b)
T = DK|. (1.44c)

Uma escolha apropriada do parametro K (e consequentemente de suas componentes) é a
que elimina os campos X, e B. Esta escolha é conhecida como calibre de Wess-Zumino,
que possui a vantagem que todas as poténcias A, para n > 2 sao nulas. Contudo isto
quebra a supersimetria, restando apenas uma supersimetria residual. Em termos dos

campos componentes,

Wa = Ao + 0607 fup — i607065)\°. (1.45)

Note que W, é dado somente em termos do gaugino )\, e do tensor intensidade f,g3,

(Umn)aﬁ an7 (146)

DO | —

faﬁ =

onde F.,, = 0,,V,, — 0, V., € o tensor intensidade e ¢™" = [¢™, 0¢"| & um tensor simétrico.
)

As componente de W, podem ser definidas por

Ao = W, (1.47a)
fopg = DWpsl. (1.47D)

Das propriedades das derivadas (ver apéndice A) segue a propriedade de transversalitidade
de W,,
D*W, = 0. (1.48)
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Vamos agora construir a a¢do envolvendo o campo espinorial. O termo cinético mais

natural para supercampo de calibre é
1 5 «

que em componentes se reduz a

1
/ d*z <§ P fup — A%'aamﬁ) : (1.50)
O acoplamento com matéria é dado pelo termo

Sy = %/df’zv%(vagb)*, (1.51)

que em componentes é
Sy = /dsx [_FF + z’fbaﬁa%g B (ﬁD(b - iV&ﬁ‘b&aﬁé - ivaﬁaaﬁ(b;b_'_

GOV Vi VO (oily — Duths) + A% (80 — D) +

+ (V°F = 9°F) Xo + (0ag¥™0 — Oap)” ¢ — Dapdt™ + Oapdt)”™) x° +

5 (BB + 00" ha+ (FO + F) x™xa) | (152

No calibre de Wess-Zumino somente os termos nas duas primeiras linhas sobrevivem, a
presenca dos termos adicionais traz as conhecidas diferencas entre os resultados obtidos
no formalismo de supercampos e no célculo em termos de componentes. Note que a
maioria dos trabalhos realizados em componentes usa uma supersimetria simplificada,
que é obtida impondo o calibre de Wess-Zumino. O motivo principal é que a teoria possui
supersimetria residual e contém menos termos, entretanto, essa formulacao nao pode ser

alcancada projetando diretamente a acdo de supercampos em componentes.

Devemos também mencionar mais uma construcao invariante de calibre no superes-

pago que é o andlogo em supercampos ao termo de Chern-Simons,
m
Scs = — | d°zA°W,, 1.53
s = 32 / (1.53)
com a estrutura em componentes,

Scs = g/d?’x (VO fop — A%Aa) - (1.54)
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1.4.3 Modelos nao-abelianos de calibre

Vamos generalizar os resultados das duas subsecoes para o caso de campos nao-
abelianos. Os supercampos tomam valores numa algebra de Lie, A, = A2T% e ¢ = ¢"T*,

onde os T sao os geradores da algebra.

A derivada covariante é introduzida como
Ve = D% +1i[p, AY], (1.55)

portanto a acao de acoplamento entre os campos de calibre com os campos de matéria
Sy é

Suy = / &z (D6 + i [6, A°]) (D6 + i [3, A%]), (1.56)

enquanto que as transformacoes de calibre sao

¢ — e e ¢ e o™ Ay — e Age™ —iem™ Dae™. (1.57)

Devido ao nao cancelamento dos comutadores e anti-comutadores do supercampo
de calibre e suas derivadas, o tensor intensidade de campo para o caso nao-abeliano é

exatamente

W = %DﬁDaAﬂ —% (A%, DgAa] = é (4%, {45, Aa}] (1.58)

e se transforma, frente a (1.57),
W, — e & W,e'™. (1.59)

A acao que é invariante frente a esta transformacao é formalmente idéntica a acao para o

caso abeliano,
S =Tr / d° 2 WW,, (1.60)

contudo possui um nimero maior de vértices, provenientes dos termos adicionais de W,.

A generalizacao da acao de Chern-Simons para o caso nao-abeliano é dada por

m 1 1

Scs = ﬁTr/dE’z <A“Wa +3 {A*, AP} DgA, + - 4% AP} {A,, Aﬁ}) . (1.61)
g

Assim encerramos a apresentacdo de teorias de campo no superespaco tridimensinal.

Agora estamos aptos a desenvolver a extensao nao-comutativa destas teorias e a estabe-

lecer a formulacao quéntica das mesmas.
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1.5 Nao-comutatividade e Supersimetria em teorias de
campo

Esta tese versa sobre a consisténcia perturbativa de teorias de calibre supersimétri-
cas nao-comutativas definidas num espaco-tempo de 2 + 1 dimensoes. Esta particular
escolha de dimensionalidade se baseia em simplicidade. A supersimetria em 2 + 1 di-
mensoes é mais simples que em 3 + 1, pois s6 ha um gerador de supersimetria. Aliado
a isto temos o fato que o tensor intensidade de campo é polinomial, ao contrario do que
ocorre no caso quadrimensional, o que define uma ac¢ao com um nimero finito de termos,
tornando o exame da consisténcia mais facil e trazendo a possibilidade de obtencao de
resultados mais precisos. Investigaremos se a supersimetria também é capaz de melhorar
o comportamento UV bem como evitar o aparecimento de singularidades infravermelhas
UV/IR nao integraveis que invalidem o desenvolvimento perturbativo assim como acon-
tece em quatro dimensoes para o modelo de Wess-Zumino [35] e para as fungoes de dois e
trés pontos da eletrodindmica quantica ndo-comutativa supersimétrica(NCSQEDy) [73]
e do modelo ndo-comutativo supersimétrico de Yang-Mills (NCSY M,) [74]. Utilizaremos

sistematicamente o formalismo covariante de supercampos.

Os resultados originais desta tese serao apresentados nos capitulos 2 e 3, onde de-
monstramos a consisténcia da formulagao covariante de supercampos de teorias de calibre

supersimétricas nao-comutativas tridimensionais.

No capitulo 2 comegcamos calculando as correcoes a um lago das funcoes de vértice de
n pontos da teoria de calibre abeliana tridimensional. Mostraremos que a eletrodinamica
quéantica ndo-comutativa supersimétrica em trés dimensées (NCSQEDs) é finita no UV e
livre de divergéncias infravermelhas UV /IR em um lago. Também mostraremos que esta
teoria é livre de divergéncias nao integraveis em qualquer ordem da teoria de perturbagoes

e que nao possui divergéncias superficiais além de dois lacos.

No terceiro capitulo estenderemos o estudo ao caso nao abeliano. Provamos que resul-
tados andlogos aos obtidos para a NCSQFE D3 emergem para a teoria de Yang-Mills nao
comutativa supersimétrica em trés dimensoes (NCSY Mj3), porém com uma importante
ressalva: A restricdo & representacao fundamental do grupo de calibre torna-se condicao

necessaria para a existéncia da teoria.

No quarto capitulo apresentaremos as conclusoes desta tese bem como as perspectivas

futuras. O Apéndice A é uma breve introducao a supersimetria em 2 + 1 dimensoes.
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2 QED tridimensional nao
comutativa supersimétrica no
formalismo de supercampos

Neste capitulo vamos utilizar o formalismo covariante de supercampos para estudar a
eletrodindmica quéantica tridimensional nao-comutativa supersimétrica. Mostraremos que
a teoria é livre de divergéncias UV/IR néo integraveis em todas as ordens de lago e que

é finita na aproximacao de um laco.

2.1 Acao e regras de Feynman

Comecaremos introduzindo a transformacao de calibre para o superpotencial espino-
rial A,,
Ay — A = e (A, —iD,) e, (2.1)

onde K é um parametro da transformacao de calibre. Essa transformacao pertence ao
grupo U, (1), que é a extensdo ndo comutativa do grupo U (1) usual. Na forma infinite-

simal se reduz a
0A, = Do K — i[Ay, K], . (2.2)

A acdo da teoria no caso de uma supersimetria (N =1) é [18],

1 a
S = 7 /d5zW * Wa, (2:3)
onde
1 ' 1
Wy = 5D DyAg — LA®, DuAdl, — A", {4 A, (2.4

é aintensidade de supercampo construida a partir de A,egaconstantedeacoplamentodateoria.
Nos comutadores e anti-comutadores, o subescrito , indica que os produtos dos operadores

envolvidos sdao produtos Moyais. Como ja foi mencionado, a nao comutatividade espaco-
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tempo traz problemas de unitariedade, entao neste trabalho nos limitaremos a considerar

apenas nao comutatividade espago-espago [43].
E simples verificar que a acdo S ¢é invariante sob a transformacio de calibre (2.1).

A utilizacao da formulag@o covariante de supercampos exige modificar a acao de par-
tida (2.3) pela adigdo de um termo de fixagao de calibre (Sgr) explicitamente supersimé-
trico [75]. Escolhemos

1
4¢g?

onde £ é um parametro real. Finalmente lembramos que a quantizacao de sistemas com

SGF = — /d5Z<DaAa) *D2<DﬁAﬁ), (25)

vinculos de primeira classe através do método de integral funcional prescreve que o corres-
pondente integrando deve também incluir o determinante da matriz cujos elementos sao
os colchetes de Poisson dos vinculos com as condicoes de calibre. Este determinante é de-
nominado na literatura determinante de Faddeev-Popov e quando expressado em termos

dos campos fantasmas c e ¢’ toma a forma'
i 5201 P a ol e
AL[A,] = / DD e77 | PP bl (2.6)

onde 6 A, é dado pela equagdo (2.2). O expoente da equacao (2.6) define a interacdo dos

fantasmas com o campo de calibre (Sgp). Apods levar em conta (2.2) encontramos

1
Ser =55 [ (D" Dac + i x D Aq, ). (2.7)
g

Logo, na familia de calibres covariantes parametrizada por &, a acdo da eletrodinamica

supersimétrica ndo comutativa é dada pela soma de (2.3), (2.5) e (2.7), isto é,

SNcsQEDy = S + Scr + Srp-. (2.8)

Na sequéncia obteremos as regras de Feynman que derivam de (2.8). A obtengao dos
propagadores se d4 como nas teorias comutativas, uma vez que o produto Moyal nao traz

modificagoes & parte quadratica da acdo (2.8). A parte quadratica no campo de calibre

!Lembramos que c e ¢’ sio supercampos com paridade grassmaniana impar [18].
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A, (S?) é dada pela soma da parte quadrética de (2.3) e (2.5),

S? = QLQQ d?ziD”D“AVDﬁDaAﬁ — 4§1g2 / d°2(D*A) « D*(DP Ap)
= 2%}2 d°z EDVDO‘AWDBDO{AB — %(DMQ) * Dz(DﬁAﬁ)}
= 2%2 d°z B(l + %)AO‘DAQ - %(1 - %)A%@WDZA/?]
— 2ig2 d°zA” B(l + %)DCM — %(1 — %)iaaﬁm} AP, (2.9)
onde C*? = —(C,5 é um tensor antisimétrico definido com a normalizagao C'? = 4. Por

definicdo, o propagador de A, (z) é a fun¢io (A%(z1)AP(22)) que satisfaz a equagdo

1 |1 1
2

1 1. 9 a . . o5
2 —(1+ E)DCﬁa — 5(1 — g)zaagD } (A (zl)AB(z2)> = —i6° (21 — 22). (2.10)

E facil verificar que

1

(A%(21) AP (z)) = % {C“ﬁé(é +1) = (6= Dio""D? | 85— ), (2.11)

onde a prescricao de Feynman deve ser subentendida, assim como em todos os propaga-
dores restantes. Note que para o calibre de Feynman (£ = 1) a equagdo (2.11) se reduz
a

<Aa(zl)AB(22)> = igzcaﬁécSS(zl — 23). (2.12)

Analogamente, para os campos fantasmas obtemos

(d(21)c(22)) = —ig 555(21 — 2). (2.13)

Assumimos que os fantasmas estao na representacao adjunta. Os propagadores da teoria

estao representados na figura 2.

A, Ag
c d
~— — — — — — — o

F1GURA 2: Propagador do campo de calibre e dos su-
percampos fantasmas.

O passo seguinte consiste em determinar os vértices do modelo. A agao de interacao
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(Sint) no setor de calibre é, de acordo com (2.3),

Sint = % /d% l—imD@A7 * [AP DgAu], — %DVD@A7 * [AP {Ag, Ao }ile—
g

[A7, DAY, « [AP, DgA,), + —=[AY, D,AY), % [AP {Ag, AL })s +

! &
8 12
o AT (A AT (47 {45, AL (214

Vale lembrar que o produto Moyal é ciclico, usamos essa propriedade para agrupar alguns
termos da agao de interagao de forma a obter o resultado acima. Temos vértices de trés a
seis pernas, com uma, distribuicao de derivadas espinoriais conforme esté representado na
figura 3. A notagao adotada para os vértices indica explicitamente o niimero de derivadas
que atuam nas pernas. Por exemplo, o vértice trilinear serd denotado por V3 por conter
trés derivadas, enquanto que o vértice de seis pernas serd denotado Vj pois nao possui

derivadas.

3

(a) (b) (c)

(d) (e)

F1GURA 3: Vértices do campo de calibre. As duas li-
nhas tranversais nas pernas dos vértices in-
dicam que temos duas derivadas atuando
naquela perna, D*D? enquanto uma li-
nha transversal indica a atuacao de uma
derivada, D®.

Vamos comecar calculando o vértice trilinear prestando especial atencao & nao comu-
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tatividade da interacao. Partimos de

SP.o= — 1 d®2D"D*A, % [A®, DsA,).
g
= 4 d*zd*0 [D"D*A, x A’ x DgA, — D"D* A, * DA, x A%
g
_ L d*0 (ﬁ dgm) ﬁ A, (2m)° 6 (k) e~ kimi gmiBicikinks o
4g° o) = @2n)? ’

X [D“’DQA,Y (21) A° (22) DgAa (23) — DDA, (21) DgAq (x2) AP (23)]

. 2 3 dskj 3 i ke Nk
= 4 a0 I1 (2m)7 6 (Xky) e =i<aminti x
9 j

=1 (2m)°
x [DTD*A, (k1) A? (ks) DgA, (k3) — DYD*A, (ki) DgA, (ko) A” (k3)](2.15)

onde os campos foram escritos em termos de suas respectivas transformadas de Fourier.

O fator de fase e~*¥i<iki"ki carrega o efeito da ndo comutatividade e para j = 3 se reduz a

V (k’l, k’g, k’g) = e_ikl/\kQ, (216)
de forma tal que (2.15) fica
3 .
S3,o= ( ) (27) 5 (Shy) e ™72 [DYDYA, (k1) AP (ky) DpAq (k3) —
=1
—DVD*A, (ki) A° (ko) DAy, (k3)] - (2.17)

Mudando variaveis de integragdo (ks — k3 e k3 — ko) no segundo termo entre colchetes
de (2.17) obtemos

4g =1 (2m)?
x DDA, (ki) AP (kq) DgA, (k3)

_ __/ (3 Pk, )(2@35(2/@) (=2 sin (k1 A )] x

x DTD*A, (k1) AP (ky) DA, (ks3), (2.18)

3 o _L 2 3 d3k ) —ik1Aka _ _+ik1Ake
So: = > | 0TI (2m)* 6 (Sk;) e e ] x

onde a conservacdo de momento 0 (Xk;) = 0 foi levada em conta. Concluimos entdo
que a nao comutatividade incorpora ao vértice trilinear usual o fator trigonométrico

—2isin (k1 A ko), entdo

.
‘/3 (kl, kg, kg) = _2—g2 S1n (/{?1 A\ kg) . (219)
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Nesta ultima férmula, k; é o momento da perna com duas derivadas enquanto ks é o da
J
perna sem derivadas, conforme indicado na Fig. 3(a). Devemos notar que a ordem dos

termos é importante.

O vértice quartico, que designaremos V5 por conter duas derivadas espinoriais, possui
duas contribuicoes, uma em que temos duas derivadas na mesma perna e outra em que
as derivadas atuam em pernas distintas, as notagoes sdo dadas conforme a Fig.3(b) e (¢).

Encontra-se que

1

‘/Qb (1{71, ]{ZQ, ]{Zg, ]{Z4) = 3—g2 sin (kl A ]{Zg) sin (kg A ]{Z4) s (2208,)
1

‘/QC (1{71, ]{ZQ, ]{Zg, ]{Z4) = 2—92 sin (kl VAN ]{Zg) sin (kg VAN ]{Z4) . (220b)

A ordem dos campos para Vo, é DYDYA,, (k1) AP (ko) Ag (k3) A, (k4) enquanto para Vs, é
AV (ky) D, A (ko) AP (k3) DA, (ky)

Para o vértice de cinco pernas obtemos
2

‘/1 (kl, kg, kg, k4, ]{Z5) = —ﬁ sin (/{?1 A kg) sin (]{Z4 A k5) sin (k?g A k4 + kg N ]{Z5) y (221)
[Y

sendo a ordem dos espinores, A7 (ky) D, A% (ko) AP (k3) A (ks) Aq (ks) . O vértice de seis

pernas é dado por

2
Vb (k’l, k’g, k’g, k’4, k’5, k’(;) = ———F [SiIl (k’l A k’g) sin (k‘5 A k’(;) — sin (k’l A\ ]{32) sin (k’5 A ]{34)

9¢g2
+ sin (kg VAN ]{Z3) sin <k5 VAN ]{Z6) — sin (]{ZQ AN kg) sin (k?g; N k4)](222)
com a seguinte ordem dos campos, A® (k;) A7 (ko) A, (k3) Ay (ks) AP (ks) Ag (ke) .

A parte de interagio entre fantasmas e campo de calibre que emerge de (2.7) fornece

o vértice que denotaremos V.,

1
Ve = —sin (k2 A k), (2.23)

92
cuja representagao grafica é dada na figura 4 com o ordenamento D¢ (k1) A, (k2) ¢ (k3) .
A estrutura do vértice V, emerge ap06s carregar uma integragdo por partes na parte

de interacdo (Spp,,) de (2.7)

1 1
Srp,, = 3 d°z ¢ %« D*[Ay, c, = oY d°z D¢ x[Ag, c,. (2.24)
O objetivo desse procedimento é ter a derivada atuando em ¢’ e ndo no comutador, o que

simplifica os célculos.
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FI1GURA 4: Vértice dos campos de fantasmas. A linha
tranversal indica a atuacao de uma deri-
vada, D“.

Concluimos que, como regra geral, a ndo comutatividade se manifesta na teoria por
meio das alteragoes nos termos de interacao. Estas alteragoes, denominadas nesse traba-

lho, fatores trigonomeétricos, envolvem os momentos que entram nos vértices.

Além dos propagadores e vértices, as regras de Feynman para o calculo de superdia-

gramas no espaco de momentos devem ser suplementadas pelas seguintes prescri¢oes:

1. Cada vértice traz uma integragdo na respectiva varidvel fermionica | d?6;,

. ~ , 3 L.
2. cada lago traz uma integragdo no momento que corre através dele, [ %,

3. a amplitude associada a todo diagrama é multiplicada por um fator de conservacao
de momento (27)* 4 (Xp;), onde a soma se di sobre os momentos que entram no

supergréafico,

4. para o calculo da acao efetiva devemos associar a cada uma das linhas externas do
&*p;
(2m)°
devem ser levados em conta os diagramas irredutiveis de uma particula (1PI).

diagrama um fator [ ® (p;) , sendo ® o supercampo correspondente a linha. So6

5. os fatores topologicos sao determinados como na contrapartida comutativa,

6. o resultado final do diagrama deve ser simetrizado em relacao aos momentos exter-

nos.

Neste ponto torna-se instrutivo comparar com a situagao analoga encontrada na
QED tetradimensional nao comutativa supersimétrica no formalismo de supercampos
(NCSQED,). Observamos algumas peculiaridades da teoria em 2+1 dimensoes. Em 3+1
dimensoes temos uma transformagao de calibre nao-linear e uma ac¢ao nao-polinomial, que
leva a um modelo com infinitos termos na interacdo [73]. Em 2 4 1 dimensdes a série de
termos na interacao termina, devido ao fato que a intensidade de campo W, é polinomial.
Isto implica que em 2 + 1 dimensoes teremos uma simplificagao significativa do programa

de renormalizagao.
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2.2 Grau de divergéncia superficial

Para estudar a estrutura de divergéncias ultravioletas (UV') do modelo, iniciaremos
determinando o grau superficial de divergéncia, w [G], associado a um supergrafico gené-
rico com L lagos, V vértices, P propagadores e Np derivadas espinoriais aplicadas nas
pernas externas do campo de calibre. Nao ha diferenca entre a contagem de poténcias

dos casos comutativos e nao-comutativos.

O grau de divergéncia superficial recebe contribuicao explicita dos propagadores e
implicita das derivadas supercovariantes. Essa tltima pode ser desvendada com o uso da

regra de conversao

DoDpg = i0pp — CopD? (2.25)

e da identidade
(D*)?* =0 (2.26)

Cada lago contribui com duas poténcias de momentum para w [G]. Para ver como isso
ocorre, note que cada integracio d°k é decrescida de uma poténcia de momentum quando

o correspondente lago é contraido a um ponto. De fato, ao usar a algebra das D’s,
612D%615 = 612 (2.27)

uma poténcia de momento do numerador é diminuida.

Seja V3, Vo, Vi e Vy o nimero de vértices do campo de calibre com trés, duas, uma
e nenhuma derivada espinorial, respectivamente. Entao eles juntos contribuem a w [G]
com o fator %‘/:9, + Vo + %Vl, pois a contagem é dada pelo numero de derivadas que cada
vértice contém e cada derivada contribui com uma poténcia de k'/2. Além disso, w [G]
¢ aumentado por %Vc, sendo V, o nimero de vértices com fantasmas, pois esse vértice

contém um operador [] no denominador.

Cada propagador do campo de calibre (seja P4 o nimero desses propagadores) de-
cresce w [G] por dois e cada propagador de fantasmas decresce w [G] por um (seja P. o

nimero desses propagadores). Mover uma derivada supercovariante para um campo ex-

terno decresce w [G] por % Vamos chamar de Np o niimero das derivadas atuando em

campos externos. Juntando todas estas contribuigées, concluimos que w [G] é dado por

3 1 1
w[G) =20+ JVs+ Vot S (Vi+ Vo) =2Pa— P = SNp. (2.28)

O ntmero de propagadores de fantasmas é igual ao nimero de vértices com fantasmas,
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P. =V, visto que estas excitacoes sempre formam lagos fechados. Entao, apos utilizar a
identidade topologica
L+V —-P=1, (2.29)

com P=Py,+P.eV =V3+ Vo 4+ Vi+ Vo + V., obtemos

3 1 1 1
A dependéncia de w [G] com os vértices, indicada em (2.30) , caracteriza a QF D3 nao

comutativa supersimétrica (A = 1) como uma teoria super-renormalizavel no ultravioleta.

Veremos que as divergéncias primitivas estao limitadas aos diagramas com um e dois lacos.

Convém esclarecer alguns pontos em relacao ao grau de divergéncia. Foi dito que a
contagem de poténcias é a mesma que para a contrapartida comutativa, mas o signifi-
cado € um pouco diverso. Em teorias nao comutativas temos dois tipos de contribuicoes
provenientes de um diagrama, as planares, que nao possuem fatores trigonométricos que
dependem dos momentos de integracao e se assemelham portanto as do caso comutativo,
e as nao-planares, cujos fatores trigonométricos dependem dos momentos de integragao.
Para as primeiras, a contagem tem o mesmo significado que para as teorias comutativas,
representa o grau da divergéncia ultravioleta superficial. Para as nao-planares, o fator tri-
gonométrico proveniente da nao comutatividade ameniza o comportamento ultravioleta,
fazendo com que as integrais sejam UV convergentes, mas em contrapartida apresentam
um comportamento infravermelho que incorpora singularidades pelo mecanismo UV/IR.
Para essas contribui¢oes w [G] representa a maior poténcia da divergéncia infravermelha

UV/IR do diagrama em questao.

Ressaltamos que este trabalho estad focado na analise das divergéncias UV e das di-
vergéncias infravermelhas geradas pelo mecanismo UV/IR. E talvez 6bvio assinalar que
estas tltimas possuem uma origem diversa das divergéncias infravermelhas usuais, as quais
estao invariavelmente relacionadas com a presenca de particulas de massa zero. Neste 1l-
timo contexto, fica claro que a presenca de um termo proporcional a é no propagador
(2.11) traz problemas infravermelhos para a teoria, tal como acontece com o termo seme-
lhante que aparece na QED nao supersimétrica no calibre de Landau. Mesmo o termo
proporcional a % traz problemas em corregbes radiativas de ordem superior |76, 77|, ou
seja, mesmo para & = 1 (calibre de Feynman), a presenca de um campo componente de
A, de massa zero é fonte de problemas infravermelhos. A escolha do calibre de Wess-
Zumino ameniza os problemas infravermelhos, porém esse calibre quebra a supersimetria

nao sendo apropriado, portanto, para trabalhar com supercampos.
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As singularidades infravermelhas usuais podem ser tratadas modificando a teoria pela
inclusdo de uma massa reguladora nos propagadores [78-80| o que provoca uma quebra
suave da supersimetria. Mostra-se, com identidades de Ward, que grandezas fisicas nao
dependem dessa massa reguladora e que a supersimetria continua operacional, embora
esteja explicitamente quebrada. As divergéncias infravermelhas UV/IR ndo aceitam o
mesmo tratamento e sua permanéncia pode destruir a expansao perturbativa da teoria,

por isso é importante conferir que isto nao acontece.

2.3 Acoplamento com a matéria

Até o momento estamos com uma teoria supersimétrica sem acoplamento com a ma-

téria. A presenca de matéria é levada em conta pela adicdo de supercampos escalares

¢q,a=1,..., N, incorporando & (2.8) a agdo da matéria S,,
1 - = e , _
Sm = /d5Z |:§(Da¢a + Z[gba? A ]*) * (Dagba - Z[Aom gba]*) + mgbagba ) (231)
onde ¢,,a =1,..., N, sio os correspondentes supercampos conjugados. A acdo pode ser

posta da seguinte forma,

Su = [0 (D* < m) 6, 5 (60 A%] * Dut = D65 [An6]) (232

1

3 6], A0l (23

onde fica facil perceber a presenca do termo cinético, que fornece o propagador, e de dois

termos de interacao, um trilinear e outro quértico.

O propagador livre do campo escalar é dado por

D>+ m

m55(21 — 22) (234)

<<$a(z1>¢b(z2)> = —i0ap

e serd representado como na figura 5.

¢a §bb

F1GURA 5: Propagador do campo de matéria.

A parte da interacao trilinear possui dois termos, diferenciados pela posicao da deri-

vada espinorial atuando em ¢, ou ¢,. Denotaremos esse vértice Vd)D , mas devemos lembrar
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que ele possui dois termos, um sendo —¢,, (k1) A (k) Do, (ks) e 0 outro D¢, (k1) A (ko) ¢, (k3),

sendo o fator trigonométrico comum para ambos
VP =sin (ki A k). (2.35)
O fator trigonométrico do vértice quértico, ¢, (k1) A (k) Ay (k3) ¢, (k) &
V) = 2sin (ky A ks) sin (ks A ky) - (2.36)

Os vértices de interagao de A, com o campo escalar estao representados na figura 6.

ba

(a) (b) (c)

FIGURA 6: Vértices que envolvem os supercampos de
matéria. A linha transversal indica a atu-
acao de uma derivada, D®.

2.3.1 Grau de divergéncia superficial

A inclusao de matéria traz modificagoes na contagem de poténcias para o calculo do
grau de divergéncia superficial. Cada vértice trilinear contribui com % e cada propagador

com —1, de forma que

1

5 (V1+VC+V¢D)—2PA—PC—P¢—§ND

w[G] =2L+§V3+Vz+%
onde, como ja foi apontado, V; é o nimero de vértices s6 com pernas do campo de calibre
com ¢ derivadas espinoriais, V¢D é o niimero de ambos vértices trilineares D¢, x A, % ¢, €
—p, * A% x Dy, Vq? é o niimero de vértices quarticos ¢, x A x A, x ¢, € Np & o niimero
de derivadas espinoriais associadas a linhas externas. Py é o ntimero de propagadores do
campo escalar. E simples verificar que Py = VQ? +V¢D — %Em sendo /4 o nimero de pernas
externas do campo de matéria. Usando (2.29), com P = Py +P.+P,e V = V3 +Vo+Vi+

Vo+Ve+ VP + V), obtemos

3 1 1 1 1 1
w[G]:2—2Vo—§V1—Vz—§V3—§VC—V£—§V¢D—§ s = 3N (2.37)
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2.4 Funcao de dois pontos do superpotencial espinorial
na aproximacao de um laco

2.4.1 Setor de calibre

E facil verificar a partir da equacdo (2.30) que a NC'SQE D5 nio contém divergéncias

3

UV de grau superior a w [G] = 2. No entanto o grafico com grau de divergéncia w [G] = 2,

"2 cujo fator trigonométrico, proporcional a

que aparece para V3 = 1, é um "tadpole
sin (p A p), é identicamente nulo. No que diz respeito as divergéncias lineares s6 podem
aparecer nos graficos com V3 = 2, ou Vo = 1 ou V. = 2. As topologias de interesse estao

desenhadas na figura 7.

\/ - \\
W\N\\ \*\/\/\/

(a) (b) (c)

FiGurA 7: Topologias com grau superficial de diver-
géncia linear que contribuem para a fungao
de dois pontos do campo de calibre.

Vamos analisar detalhadamente a topologia (a) da figura 7. A analise vai exibir o
procedimento de montagem da amplitude e a utilizagdo da algebra de D’s. As topologias
restantes serdo analisadas de maneira similar. A topologia (a) da figura 7 é uma soma
de diagramas, visto que temos varias combinacoes possiveis dos vértices trilineares. Esta

soma é mostrada explicitamente na figura 8.

Nem todos os graficos mostrados na figura 8 sao linearmente divergentes ja que di-
agramas com derivadas atuando nas pernas externas possuem um grau de divergéncia
menor. De fato, no que diz respeito aos diagramas explicitamente desenhados na referida
figura, somente os diagramas (a) e (b) s@o linearmente divergentes, enquanto que os di-
agramas (c) e (d) sdo apenas logaritmicamente divergentes. Vamos calcular a soma das

contribui¢es dos diagramas (a) e (b) isolados na figura 9.

?Diagrama com um lago e apenas uma perna externa.
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AN
p p
N e
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p+k
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(9) (h)

+

F1GURA 8: Diagramas com grau de divergéncia UV li-
near e logaritmico que contribuem para a
funcao de dois pontos do campo de cali-
bre. Os pontos representam outras confi-
guracoes, que por terem um nimero maior
de D’s nas pernas externas sao finitos.

A utilizacao das regras de Feynman ja estabelecidas nos leva a

1 d3p d3k 1. 1.
-[9a+9b = —5/ (277)3 /d201d282/w [_2—.92 Sln(k’ /\p):| [_2—.92 Sln(k’/\—p) X
x A%(p, 01) A (=p, 65) [(D" DA, (k,01) Dy Aar (—F, 02)) %
x <DﬁAa (—p— k,01) D" D A, (p+ k, 92)> -

- <DVD6“A7 (k,0,) DYDY A, (—k, 92)> X
X (DgAo (—p — k,01) Dy Ags (p + k,605))] (2.38)
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p+k

F1GURA 9: Diagramas 8(a) e 8(b), com grau superfi-
cial de divergéncia linear.

onde o fator % vem da segunda ordem da teoria de perturbagoes. Devemos explicitar em

qual vértice a derivada D, esta sendo aplicada, isso é feito utilizando a seguinte notagao

<DﬁAa (kv ‘91) A“{ <_k7 92)> = Dﬁl <Aa (kv 91) A“{ <_k7 92)> ) (239)
<Aa (kv 91) DﬁAv (_ka 02» = _DBQ <Aoz (ka 01) Av (_ka 02)) : (2'40)

Note a diferenca de sinal, que provém da natureza fermionica da derivada supercova-
riante e do campo espinorial. O subindice numérico indica em qual # a derivada esti
atuando. E importante perceber também que quando ha duas derivadas aplicadas no
mesmo supercampo e atuando no mesmo vértice essa mudanca de sinal nao aparece, isto
é:

(Aq (k,0,) D" DA, (—k,02)) = DS Dgs (Aq (k,01) A, (=, 05)) . (2.41)

Com isso obtemos respectivamente, para os termos entre colchetes na equagao (2.38)

—D] DDy (A, (k,01) Ao (—k,02)) D1 D3 DS (Ao (—p — k,01) Ay (p+ k. 02))
+D7DYDY DY (A, (k,01) Ay (—k, 03)) D1 Dgrg (Ao (—p — k., 01) Awr (p + K, 040.42)

Na sequéncia substituimos (A, (k,6) Ay (—k, 62)) pela forma explicita

(€41, (&= 1)ika5D2 81a, (2.43)

;2
ig
(Au (. 01) Ay (—h,0) = L | Cop ™2+ 5

2

onde d12 = § (01 — 05). Obviamente, (2.43) é a transformada de Fourier de (2.11). Note

também que estamos usando a correspondéncia entre espaco de momentos e coordenadas?

i@aﬁ — ka,@- (244)

3Que & equivalente a usar a seguinte regra de transfomada de Fourier de espaco de momentos para

coordenadas, f (z) = [ (gi];sf (k) e=ike.
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A seguir movemos todas as derivadas para a mesma varidvel fermidénica, com o uso da
regra

D5615 = —D{12, (2.45)

de modo que a amplitude se reduz a

1 d*p d®k sin®*(k A p) ,
Toarop = — d*0,d*0 AP(p,0)A% (—p, 0

€1
k2

D2)512 X

! ! - 1
XDgD* DY (Coy (€ + 1)+ (p+ k)m,mm)ém —
ng 2)512 X
Rl
(p+ k)?

Quando nao explicitamente indicado deve ser entendido que a derivada supercovariante

x {DVDO‘DB/(CW (E+1) + ko

—D'DD¥ DV (Cryy (€4 1) + ko

XDgDg (Coar (§+ 1) + (P4 k) oo D*)d15| . (2.46)

age na variavel grassmanniana #;. Os termos onde a derivada supercovariante age nos
campos externos foram omitidos pois eles nao produzem divergéncias lineares UV e nem
a conseguinte mistura UV /IR. Vamos agora carregar a algebra das derivadas espinoriais
na equagao (2.46). Denominamos por D o termo entre colchetes nesta tltima equagao. E

possivel provar que

D = (£+1)°D'D*DyCa812D5D% DY Coryrz +

2
- ]- ’ ’
+ﬁD7DQDﬁ/CW5mD5Da DY (p+ k), D615 +

(5 k_ )DVDO‘DB ko D261 D5 D% DY Cipry 615 +
~1
L (€ )’ 2
k* (p+ k)
g + 1) DPYDaDa Dﬂ/ 077’512D6D5’Caa/512

DYD*Dykye D*615D5D” DY (p + k)., D615 —

—(
2
( ) DPYDO{DO/DA/CAW/(leDBDB/ (p + k)aa/ D2512 —
(p+k)°

2 J—
8 - E 1) prpapepr kg D2015D 3D gy Clor 612 —

(s

D'D*D* D" k.., D*615DsDy (p+ k)., D?815. 2.47
YR vy D012 DD (p + k) g D012 (2.47)

O primeiro e o segundo termo da soma na equagdo (2.47) se anulam individualmente
depois de transferir todas as derivadas para uma das deltas e fazer as contragoes com o

simbolo de Levi-Civita, pois resultam ser proporcionais a D,DgD®, que é identicamente
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nulo. O terceiro e o quarto termo de (2.47) também possuem a parte dominante nula,
contudo a correspondente prova é um pouco mais intrincada e servird de exemplo no que
se refere & utilizacao da algebra das derivadas espinoriais. Vamos focalizar no terceiro

termo. Apos transferir todas as D’s para a mesma delta mediante integragdo por partes,

chega-se a
€-1), 612D>Dy D* DY DD DY Cprp 4
L2 vya! V12 3 8 ay'012- (2 8)
Logo, a regra (2.25) é empregada para converter fatores D*D® em momento, com o
resultado
E=D ks KTk D? + K2Cly s C kY D?
L2 ya'012 | g’ B'B
k2 Cy ok C7 D2 4 Ky sC1CY D Codia (2.49)
onde somente os termos proporcionais a D? foram mantidos, pois termos com D¢ ou
D?D* sdo nulos quando entre deltas®. E necessario ainda lembrar que (D?)* = —k? além
de
{D.,D*} =0. (2.50)

Os termos que envolvem o momento externo p no numerador foram desconsiderados pois
nao contribuem para a divergéncia linear. Levando a cabo as contragdes o termo sob
analise colapsa para
(€ -1
L2
_k2cﬁlﬁka7k7a/ca’w0a’y/ + k2kﬁ/6kva/caﬁca"ylca’y/:| 512
(€ -1

— T [kﬁfﬁkavk;QCM + 2k4oﬁ’/3 — 2k4oﬁ’/3 + kzk’ﬁ/ﬁkva’ga v] 519 = 0. (2‘51)

|3k Kk oy + B2C g C k™7 oy

O mesmo ocorre com o quarto termo da equagao (2.47).

Resumindo,

D=—2((+1)°01.D"D*D, DDy 65 —

2
- 1 / /

—%512137 D* DaDpleﬁDﬁ/DQkaa/512 —
(€-1)
k?

(g B 1)2 k’Y’Y/ 2 Y N pany 2
i o 0D DY DY DD DDy Dk (2.52)
p

—2 Ky 019D* DY DY DD 619 —

4 Apos realizar todas as conversdes e contracoes, se restarem uma ou trés D’s, o termo é nulo.
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inclui a totalidade dos termos que contribuem para a divergéncia linear. Completamos o

isolamento das divergéncias utilizando (2.25)

=4 (g + 1>2 k251206,8’D2512 - (6 — )k2512D2D5D6/D 512 —

(p +k)*
2 2 (€ - 1) Kt
—4 (g - 1) k’ 512D6Dﬁ/512 - 47512056/D 512 (253)
(p+ k)
que no limite £ — oo é equivalente a
D =4k2612C55 D012 [(€ + 1)° — (€ — 1)°] = 16€k*Cagid1a. (2.54)
Inserindo (2.54) em (2.46) obtemos
d3p d*k sin?(k A
Lo yop = _§ / / ) (k:2 r) A%(p,0)As(—p,0), (2.55)

que é a parte linearmente divergente da topologia (a) da figura 7, portanto I7, = losiop-

A topologia 7 (b) possui duas componentes, pois o vértice quartico (2.20) possui dois
termos. Vamos denotar a parte proporcional a (2.20a) por I}, e a parte proporcional a
(2.200) por IZ,. Para obter as contribui¢des linearmente divergentes as derivadas devem
estar no interior do lago. Para I}, temos que contrair A, (k;) com os trés supercampos
restantes. A contribuicdo que resulta de contrair A, (k;) com Ag(k2) é nula devido ao

fator trigonométrico. Logo

L i [ & . ) )
n - _3_92/(%) de/(2 s sin (kA p) [(D7D°A, (k.6) A (~h.0) A° (9.6) A, (~1.)
+(DYD*A, (k,0) Ay (—k, 0)) A® (p,0) Az (—p,0)] . (2.56)

A manipulacdo das derivadas é mais simples que no caso do vértice trilinear®,

(DYDA, (k.0) Ay (—k.0)) = DYD* (A, (k,00) Ag (—k.02)}],,_y,

- 2
= =—D'D C’yﬁ< 5 ) + ( 1 )Zk?,yﬁDQ 512|91:92
2 k k
- k;2 53 (2.57)

®A notagao 12|y, _,, € uma abreviatura para [ d*61d*02012012. Indica a contragao da delta do pro-
pagador a um ponto, entdo D? O12]g,—g, = [ d*01d?02612D%615 = [ d?6;.
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Analogamente

(DYD*A, (k,0) Ao (—k,0)) = D'D* (A, (k,0) Ao (=k,0))|,, _,,

;2
ig
= 25 (2.58)
Inserindo (2.57) e (2.58) em (2.56) chega-se a
d’p &k sin® (k A p)
I =— d*0 AB ) Aa(—p.0) 9.
K / (27)? / R (p,0) Ap (—p. ) (2.59)

No que diz respeito a 2 s6 temos uma combinagdao que gera divergéncias lineares. E

aquela na qual as duas pernas com derivadas estao contraidas,

2 = L p 2 @k sin? X
I3 = 57 / (27r)3d 0 / 2ny (kA p) (2.60)
x A7 (p,0) AP (—p, 0) (D, A (k,0) Dy A, (—k,0)) . (2.61)

Apo6s inserir a forma explicita do propagador

<D’7Aa (kv 9) DﬁAa (_kv ‘9>> = _D%Dﬁz <Aa <_k7 91) Aa (kv ‘92)>|€1=92

)
ig (€+1)
= TDA/DB |:—2 k2 512‘91202

;42

= SE+1C (2.62)

Assim sendo, a parte linearmente divergente do segundo vértice quartico é

Iy = %(Hl) / <;l7£3d29 / (%3 i g{;Ap)Aﬁ (p.0) Ag (—p.6). (2.63)

Como resultado,

In, = I3, + I3

- %<§_1)/(§£3d29/(;l7r]§38m (k]{;/\p)Aﬁ(Pﬁ)Aﬁ(—Pa@)- (2.64)

Para completar a anélise das divergéncias lineares para o setor de calibre, resta analisar
a topologia (¢) da figura 7. Com as regras de Feynman (2.13) e (2.23) montamos a

amplitude /7. associada com este diagrama

’l>2 1 dgp 2 ) d3k s 2
I, = _§E/Wd 01d HQ/WSIH (kA p)Aa(p,01)Ap(—p,02) x

x (D¢ (k,01) c(—k,05)) {c(—p — k,02) D¢ (p+ k,61)) . (2.65)
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Apos explorar a dlgebra das derivadas,

(D (K, 01) c(—k,0)) (c(—p — k,02) D°C (p + k,01))
— =D (¢ (k,01) ¢ (—k,02)) D3 (c(—p — k,02) ¢ (p+ k,61))

ig>D? ig*>D?
= D(l)‘ (%512) Dzﬁ (@%’_7)2512)

4
— —— 9 DD%,,DI D%,

k2 (p+k)
- 97425121)@1)5512 - _97420045512, (2.66)
(p+Fk) (p+ k)
I, se reduz a
L[ d&p &k sin®(k A p)
fe=75 i AP(—p,0)As(p, 0). 2,
e 2/(27)3d9/<27r)3 (k + p)? (=p,0)As(p. 0) (2.67)

Assim, na aproximagao de um lago a funcdo de dois pontos do supercampo de calibre é
livre de singularidades ultravioletas e infravermelhas UV /IR, visto que Ir, + Iz, + I7. = 0.

Note que este cancelamento acontece para qualquer calibre covariante.

E facil mostrar que as potenciais divergéncias subdominantes (logaritmicas) de Ir,, Iz, e
I7., que envolvem derivadas do supercampo de calibre, sao proporcionais a integral

d®k kagsin®(k A p)
| s s o (268)

e, portanto, inexistem devido as propriedades de simetria do integrando. De fato, o
diagrama (c) da figura 8 possui cinco derivadas aplicadas nos propagadores, convertendo
quatro delas para momento ficamos apenas com uma, que é nula entre deltas; movendo
uma derivada para um supercampo externo os termos nao nulos sdo proporcionais a (2.68) .
No diagrama com duas derivadas aplicadas nas pernas externas (diagrama (d) e os outros
indicados pelas reticéncias na figura 8), teremos termos com quatro, seis e oito D's, todos

gerando contribui¢ées proporcionais a (2.68).

Concluimos que nao temos divergéncias lineares nem logaritmicas, ou seja, a funcao

de dois pontos de A* é finita na aproximacgao de um lago no setor de calibre.

2.4.2 Setor de matéria

Passamos agora a analizar a NC'SQF D5 acoplada com supercampos de matéria. A
questao reside em determinar se o setor de matéria pode ser fonte de divergéncias lineares

na funcao de dois pontos do supercampo A, na aproximacdo de um lago. Os graficos
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podem agora ser divididos naqueles em que Ey = 0 e naqueles em que F, # 0. A
divergéncia principal para os quais £y = 0 é w = %, correspondendo a um “tadpole”
que é identicamente nulo. A seguir temos graficos com pernas externas de A, que sao
linearmente divergentes no UV e estao desenhados na Fig. 10. Para os graficos com
E, # 0 somente aqueles com Ey = 2 sao potencialmente logaritmicamente divergentes no
UV, aqueles com E,; > 2 sao finitos, mas esses contribuem para a auto-energia do campo
escalar, nao para a funcdo de dois pontos do superpotencial A,, e serao analisados mais

adiante.

(a) (b)

FiGURA 10: Correcoes de um laco & auto-energia do
campo espinorial de calibre.

Graficos com FE, = 0 verificam a condigao V¢D > 0 ou V(f > 0 que, exceto para o
tadpole ja4 mencionado, implicam em 3V,” + V) > 1. Por outro lado, se 5V,” +V{ > 2, o
grafico correspondente é superficialmente finito de acordo com (2.37). Ja que nao existem
pernas externas de matéria, cada vértice do grafico de um lago deve envolver matéria.

Entao temos a seguinte condigéo para w nao ser negativo,
1< —1 V + ¥ Y <2 2.69

O limite inferior da inequacao corresponde a w = 1, enquanto o limite superior corresponde

aw=0.

O caso linearmente divergente no UV ocorre somente para a corregao introduzida pela
matéria na aproximacao de um lago & funcao de dois pontos do campo de calibre A,; estas
topologias sdo indicadas na figura 10. A topologia (a) da figura 10 é uma soma de quatro
diagramas, dados pelas diferentes possibilidades de combinacao dos vértices trilineares V¢D .
Contudo s6 temos dois diagramas independentes, pois as duas combinagoes que possuem
os vértices iguais e as duas que possuem os vértices diferentes geram o mesmo resultado.

Com isso a topologia 10(a) fornece
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S W ko A sin?
ow = / G, / oA P 0 A ) s (k) (20)

[Da1 < ¢6(1)04(2) > (D2 < ¢4(1)4(2) >)
—  (Da1Dg2 < $4(1)84(2) >) < 6,(1)8,(2) >]

X

onde os indices 1 e 2 na derivada supercovariante assinalam o campo em que o operador

D & aplicado. Levando em conta a forma explicita do propagador, encontramos

A3k .
hou — 00, [ Gz AT (. 0) A% (p, ) sin* k1 )
y Od(DQ +m) . (D} +m)Ds
Rm?2  P(k+p)2tm?
k2 + m? Pk +p)2+m2 7] '
que, depois de usar Dyd15 = —D1012, pode ser posto como
d3k
_ 2
Lo = hd QQ/WJ(IC&?)
X D2 + m)512Do¢1(D% +m)Dg1012A% (—p, 61) A% (p, 02)+
+ (Df +m)812(D} +m)Dg1615(D* Ao ) (—p, 61)A” (p, 6)] (2.72)
onde introduzimos a notacao
sin(k A p)
J(k,p) = : 2.73
o) = ) [+ pP 1 o) &7
E conveniente separar I;, em duas partes, I1g, = I{ézl + I%ZL, onde I{ézl e I{SEL sa0, res-

pectivamente, associadas ao primeiro e segundo termo no colchete do lado direito da Eq.

(2.72). E simples verificar que

10a -

R

x (k% +m?) aﬁAa( L0) A7 (p,0) + (kag + mCap)(D*A%(—p, 0)) A" (p,0)] (2.74)

Para o segundo termo encontramos
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I, =-N / <;l;]§3d29 / <;ljr]§3j(k, p)(kys +mClp) [DYD* Au(—p, 0)A%(p,0)] . (2.75)

Somando as Eqs. (2.74) e (2.75), podemos colocar a contribui¢do proveniente da topologia

(a) da figura 10 como

B d3p ) A3k SiHQ(/{? A p)
Lo = _QN/ (27T)3d 9/ (2m)3 (k2 + m?) [(k + p)? + m?]

X [(F + m)CopA™(~p. ) A% (0.6) + (ko + mCop) [D?A%(~p,0)] A%(p.6)

1
+ Sk mC) DD A (=, 0)4°(,0)| (2.76)

As manipulagoes algébricas para a topologia (b) da figura 10 sdo mais simples pois dispo-

mos apenas de um vértice e menos derivadas para manipular. Encontramos

d*p A3k sin2(k; A D)
fon =20 2 A%*(—p,0)A° : 2.
106 / (27T)3d 9/ (271')3 (k‘ + p)2 + m2 Caﬁ ( D, 9) (p7 6) ( 77)

Logo,

Lo = T+ Liow

L dp d*k sin?(k A p)
= 2N / anpd? / @) (2 = m2) [k + p) + 7] (2.78)

(k- 10C.0) | (D247 () A°(0.0) + 7 D Au(p.0)A°(3.0)| - (2:7)

X

Enfatizamos que as divergéncias lineares perigosas desapareceram bem como as subdomi-
nantes, ou seja, ainda na presenca de matéria a funcao de dois pontos do superpotencial é
finita na aproximacao de um laco. Esta funcao de dois pontos pode ser usada para derivar

o propagador efetivo na expansao % [81].
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2.5 Funcao de trés e quatro pontos do superpotencial
espinorial na aproximacao de um laco

2.5.1 Setor de calibre

Vamos examinar agora os diagramas com grau de divergéncia superficial logaritmico.
Correspondem a 0 < w < 1, 0 que é possivel se Vo =1, ouV; =1,0u Vo =2, 0u 'V, = 3,4,
ouV,=2comVo=1,oulV3=2comV, =1, oulV3=2comV,.=2 oul; =34, ou
Vo =1 com V3 = 1. As contribui¢oes dessas topologias sao muito similares entre si, de

forma que o mesmo mecanismo de cancelamento se aplica & todas elas.

(a)

F1GURA 11: Diagrama logaritimicamente divergente
tipico.

Como um prototipo desse mecanismo, vamos considerar o supergrafico com V3 = 3
na figura 11. Sua amplitude, no calibre de Feynman é
1.2 d3p1d3p2
Ihn = ——(=) | ——== [ 4?0,d%0,d*0
y S(5) / e / 100,20,
y / d®k sin(k A pr)sin[k A (pr + p2)] sin[(k + p1) A pa)
(2m)?

k2(k + p1)?(k + p1 + pa)?
Aﬁ(Pl, 91)145/(]92, 92)145”(—]91 — D2, 93)

% DA/DQDﬁ/512Dﬂ/DalD6”523DPYHDQHDﬁ51307al07/a//07//a . (280)

X

Observamos que temos nove derivadas e portanto s6 temos um resultado nao nulo nos
termos em que uma delas é movida para uma perna externa. Usando a relagao (2.25) e
a identidade {D,, D*} = 0 encontramos que I;; é nulo, pois todas as contribuigdes sao

proporcionais a D,D?D®. Esse fato é independente de calibre. Num calibre arbitrario,
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apos realizar alguma algebra de D’s, Il(? ¢ dado por

d3p1d3p2 d3k,
[1(? = [11 - /d2 / / 27T)3

2
k2(k + p1)? (k + p1 + p2)? g £<§ B 1)Aﬁ(p1’9>Aﬁl<p2’9)

« [kﬁzﬁ DBABH <p3’ 9) + kﬁﬁ DB’ABH (p37 9) + kﬁ’ﬁD,@ A,@N <p37 9)i| , (281)

3
sin(p; A pg) — Z sin(2k A p; + p1 A p2)]
i—1

cuja parte planar é proporcional & integral

A3k k5B
, 2.82
/ @r (k4 )2k + p1 ¥ ) (2.82)

(©)

que é nula por integracao simétrica. A parte nao planar de ;7 é composta de dois termos,

um proporcional a

d®k kopcos(2k A p)
/ : (2.83)

213 k*2(k+p)?
que é evidentemente finito, e o outro proporcional a uma combinagao linear de integrais

da forma

/ &’k kapsin(2k Ap) i Pap (2.84)

(2m)3 k4 T 4Ax NG
Onde pog = Opnp™ (am)aﬁ e ©,,, ¢ a matriz antisimétrica constante que caracteriza a nao
comutatividade do espacgo-tempo. Como estamos tratando apenas de nao comutatividade
espacial ©% = (), a ultima expressao nao produz divergéncias logaritmicas, o que confirma
a finitude de Il(?.

Este mecanismo também assegura o desaparecimento das divergéncias logaritmicas
UV e das infravermelhas logaritmicas UV /IR dos graficos na figura 12. A finitude UV de
todos esses graficos pode ser demonstrada numa forma anéloga. Por exemplo, no calibre
de Feynman, o grafico de um lago com V5 = 2 contém quatro derivadas espinoriais e sua
contribuigdo principal no UV é proporcional a integral finita da Eq. (2.68). Uma situagao
similar surge para os graficos de um lago com V;, = V3 = 1. Os gréficoscom V3 =2e 1V, =1
contém oito fatores D e, depois de usar a identidade (D?)? = [, emergem dois termos,
um proporcional & integral (2.68) e outro, onde algumas derivadas sdo movidas pras
pernas externas, que é finito. Os outros graficos de um lago, potencialmente divergentes,
correspondem a V. = 4 ou V3 = 4 e, para eles, o mesmo mecanismo se aplica, portanto
sao finitos. E facil verificar que isso ocorre para um calibre covariante arbitrario. O
cancelamento das singularidades UV/IR infravermelhas para todos estes graficos tem a

mesma origem que aquele para o grafico da figura 11.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)

© (h) (i)

F1GURA 12: Contribuicoes logaritmicamente diver-
gentes para as fungoes de trés e quatro
pontos.

Até agora o resultado liquido do nosso estudo é que a teoria sem matéria é finita no
UV e no infravermelho UV/IR a um lago. Isto é devido ao fato de que funcoes de mais
de quatro pontos ndo apresentam divergéncias superficiais (2.30). E interessante notar
que no formalismo de campo de fundo [18, 65, 66], todas as contribuicées a agao efetiva
sao superficialmente finitas. De um ponto de vista formal isso é causado pela presenca de
duas derivadas espinoriais na expressdo para a intensidade de campo W, na Eq. (2.4),
que faz Np > 4 na equacdo (2.30), jA que corre¢des de lago devem ser no minimo de

segunda ordem na intensidade de campo (compare com [82, 83]).
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2.5.2 Setor de matéria

Restam a ser considerados os gréficos com w [G] = 0 que incluem vértices dos super-
campos escalares. Supergrificos com trés e quatro pernas externas do campo de calibre
sdo logaritmicamente divergentes no UV, os restantes sdo finitos. Segue de (2.69) que os
tnicos graficos logaritmicamente divergentes envolvendo matéria a um lago que sobram

sao aqueles desenhados na figura 13.

(a) (b)

(c) (d) (e)

F1GURA 13: Contribuicoes para as funcoes de dois e
trés pontos do campo espinorial de cali-
bre.

Os diagramas (a) e (b) dessa figura sdo nulos. O primeiro é dado pela soma de dois

termos provenientes dos dois diferentes vértices trilineares de matéria,

d3p1d3p2 2 2 a
Lis, = W d“0,d"0,A (plael)Aa (p2791)14ﬁ (—pl —p2,92) X

X / (;lwl;s sin(k A py)sinfk A (p1 + p2)] sin[(k + p1) A pa] X

< [(6u(164(2)) (D5 (¢u(164(2))
~ (D2 (3.08(2)) (6.)3(2)] (2.85)

Inserindo os propagadores, obtemos termos com nimero impar de derivadas, de forma que

uma delas tem que ser movida para as pernas externas. Assim, realizando a manipulagao
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das derivadas,

D2+ m D?+m
N ——0 ) )
|:(Zk2+m2 12) (2(k+p1 + p2)2 + m? 12)

D>+ m D2+ m
— im0 ' 612 || D5 Ag (—p1 — po, 0

(lk2—|—m2 12) <Z(k+p1+p2)2+m2 12)} » Ag (—p1 — p2, 02)
—2N

= A oo ] 0 TRl Dy A (o =) (286)

como queriamos demostrar. O segundo diagrama é nulo pois é proporcional & amplitude

no calibre de Feynman do diagrama da figura 11, Eq.(2.80).

Um célculo direto mostra que as contribuigoes planares dos supergraficos (c) e (d) sdo
proporcionais a integral da equacao (2.68), que é nula. As divergéncias infravermelhas
UV/IR das contribuiges nao-planares se calculam de maneira semelhante ao que acontece
nos graficos das figuras 11 e 12. O quinto grafico é finito. Sua amplitude é dada por

l / d3p1 d3p2 d3p3

2 (2m)? /d291d292Aa (1,01) A (p2,01) A% (p3,02) A (pa, 02) x

[13a

&dk : .
X / sin(k A p1)sin[(k + p1) A po] sin[(k + p1 + p2) A p3] X

(27m)?
‘ —2mN512
x sin(k A (p1 + p2 + p3)) (k2 +m2] [(k + p1 + p2)? + m?]’

(2.87)

que é semelhante ao termo proporcional a m da integral da Eq. (2.79).

2.6 Funcoes de N > 4 pontos de A,

As fungoes de N > 4 pontos sdo superficialmente finitas em um lago conforme (2.37) .
No que diz respeito a superdiagramas de dois ou mais lacos com V5, = 1, ou V3 = 2
ou V., = 2, ou seja, com w[G] = 1, & facil perceber que sao graficos de vacuo. Isto
garante que nao ha divergéncias lineares UV e infravermelhas UV/IR além de um lago e,
como conseqiiéncia, as fungoes de Green nao apresentam divergéncias infravermelhas nao
integraveis em qualquer ordem da teoria de perturbacgoes. Claro esté, isto nao implica na

auséncia de divergéncias logaritmicas (subdominantes).

2.7 Auto-energia de matéria

Temos agora que tratar dos graficos com Ey > 0. Esses gréaficos nao contém divergén-

cias lineares, de acordo com (2.37). Além disso, o niimero de pernas externas escalares
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deve ser par, uma vez que cada vértice carrega um nimero par de campos escalares e
somente um par de campos pode ser contraido num propagador. Como dito antes, as
divergéncias logaritmicas s6 sao possiveis, nesse caso, para /g = 2 com V¢D = 2 e para

E4 =2 com VQ? = 1. Estes graficos sao mostrados na Fig. 14.

(a) (b)

F1GURA 14: Correcoes de um lago para a auto-energia
do campo de matéria.

O grafico (a) da figura 14 da a contribuigao

d? 3k - in?(k
-[14(1 = 292/ (27_(_];3 d201d202 / nga(_p) 91)¢a(p7 92)]{32 [(S;:n+(p)/2\ i)mQ] DOJ(DQ - m)Dﬂ(SlQ
X B(g +1)Cap + %(g — 1)%#] 012+ ... . (2.88)

Como antes, as reticéncias representam termos finitos. Apoés algumas simplificagoes, ob-

temos

3 3 12
Il4a = _2592m/ d,n.];?, dze/ o &Sa(_pv e)gba(p? 9) 0 (k Ap) : (289)

(2 (27)3 k2 [(k + p)? + m?]

O segundo grafico da Fig. 14 gera a amplitude

&3 Bk - ke
Ly = (€—1) / (27T1;3d291 / (%)Bgzsa(_p, 01)00(p. 02) =5 sin® (k Ap) D510, s, . (2:90)

que é identicamente nula devido a identidade k%, = 0.

Portanto a fungdo de dois pontos do campo escalar é livre da mistura UV /IR e, além
do mais, finita em qualquer calibre covariante na aproximacao de um laco. Segue da

equacao (2.37) que os supergraficos com duas ou mais pernas externas de ¢ (¢) e uma ou

mais pernas de campos de calibre sao também superficialmente UV finitos.
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2.8 Resumo dos resultados

Vamos fazer um resumo dos resultados obtidos neste trabalho, reunindo-os conforme

a ordem na aproximagao perturbativa. Pela equacao (2.37) temos

1. Em um laco,

(a) Divergeéncias superficiais lineares somente na fungao de dois pontos tanto sem
ou com matéria. Provamos que estas divergéncias se cancelam para qualquer

calibre covariante;

(b) Divergéncias logaritmicas nas funcoes de dois, trés e quatro pontos. A simetria
da parte divergente do integrando destas amplitudes garante a finitude destas

funcgoes.

As funcoes de mais de quatro pontos sao superficialmente finitas.

2. Em dois lagos,

(a) Divergéncias superficiais lineares somente em diagramas de vacuo.

(b) Divergéncias superficiais logaritmicas nas funcoes de dois, trés e quatro pontos.

Contudo estas sao divergéncias integraveis e nao ameacam a série perturbativa.

3. Em N > 2 lacos,

Nao apresentam divergéncias superficiais. Somente podem apresentar divergéncias
que sao insercoes de subdiagramas de dois lagos divergentes. Desta maneira, a
anélise das divergéncias logaritmicas que podem aparecer na aproximagao de dois

lacos determina a finitude da teoria.
Sumarizando, concluimos que a eletrodinamica quantica tridimensional nao comuta-

tiva supersimétrica ¢é finita no UV e no UV/IR infravermelho a um lago tanto com e sem

matéria. Além disso ndo apresenta divergéncias infravermelhas UV /IR ndo integréaveis.

2.9 Algumas reflexoes sobre dois lagos

Os resultados apresentados até aqui nos garantem que a NCSQFE D5 é finita na apro-

ximagao de um lago e que temos diagramas com grau de divergéncia superficial logaritmico
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em dois lagos. O céalculo dessas contribui¢oes demanda provavelmente computacgao infor-
matizada, visto que temos vinte e cinco topologias potencialmente divergentes e cada uma
com muitos diagramas. Mas podemos fazer algumas reflexdes qualitativas sobre o célculo.
Primeiramente é simples verificar, pela equacao (2.37) que todas as topologias colaboram
para a funcdo de dois pontos do superpotencial A, e as fun¢oes de trés pontos ou mais

sao finitas.

Comecamos considerando os graficos que possuem um vértice de quatro pernas do
campo de calibre, V5, ou de A, com os campos de matéria, Vq?, mesmo que contenham
pernas de calibre acopladas a vértices trilineares, V3, ao invés de acopladas ao vértice
quartico, desde que contenham um lago fechado do campo de calibre ou do campo escalar,

como exemplificamos na figura 15.
(a) (b) (c)
(d)

(e) (f)

F1GURA 15: Algumas das correcoes de dois lago para a
auto-energiado campo de calibre que sao
finitas.

Podemos mostrar que todos esses diagramas nao apresentam divergéncias UV. De
fato, a contribuicdo de cada um destes diagramas consiste em dois tipos diferentes de

termos.

1. Aqueles que envolvem a divergéncia linear do subdiagrama que contém o lago fechado

citado acima. O cancelamento que encontramos para essas divergéncias subsiste no
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caso de dois lagos.

2. No que diz respeito as divergéncias logaritmicas desse subdiagrama, elas sao pro-

kB sin? (k A p
/d?’k kf ), (2.91)

porcionais a integral

a qual é finita.

Entéao, todos os diagramas de dois lagos que contém esse subgraficos (com lago fechado
de A, ou de ¢,) nao trazem divergéncias para a fun¢do de dois pontos. Mas restam
todos os diagramas que contém apenas os vértices trilineares de calibre e de fantasmas.
Esses diagramas possuem uma dificuldade essencial pois a presenca de cada vértice triplo
V3 implica em seis possibilidades de combinacao das derivadas quando esse vértice nao
envolve pernas externas e duas possibilidades no caso contrario (a agdo de derivadas
nas pernas externas desses diagramas torna-os imediatamente finitos, como indica a Eq.
(2.37)). Contabilizamos 144 graficos diferentes deste tipo, de forma que efetuar esse
célculo sem ajuda de um computador se torna proibitivo. A figura (16) ilustra algumas

dessas topologias.

i Mt ot

(a) (b) (c)

(d) (e)

F1GURA 16: Exemplos de correcoes de dois lagos para
a funcao de dois pontos do campo de ca-
libre formadas com vértices trilineares.

O desenvolvimento de um algoritmo destinado a manipular as derivadas espinoriais

seria o objetivo essencial de nossa pesquisa no futuro imediato. Achamos que vale a pena
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pagar o preco de levar a cabo esta tentativa ja que se o resultado final confirmar a auséncia
de divergéncias UV e infravermelhas UV/IR na NCSQFED; estariamos na presenca de

uma teoria finita de campos interagentes, e portanto nao trivial, em 2 + 1 dimensdes.
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3 Teoria de Yang-M:ills
tridimensional nao comutativa
supersimétrica no formalismo de
sSupercampos

Dando seqiiéncia as investigacoes sobre a consisténcia das teorias de campos, vamos
utilizar novamente o formalismo de super campos para estudar o modelo de Yang-Mills

supersimétrico ndo comutativo em 2 4 1 dimensées (NCSY Ms).

No capitulo 1 mostramos que é possivel construir uma generalizagao nao-comutativa
dos grupos unitarios U (N) , desde que os geradores T, a = 1, ..., N?, estejam na represen-
tacao fundamental. Vamos mostrar que o cancelamento das divergéncias infravermelhas
UV/IR dominantes (lineares neste caso), é obtido para o grupo U, (N) somente nesta
representagao, que ja a nivel cléssico ¢ mandatoéria para garantir o fechamento da algebra
do grupo [51, 84, 85]. Vamos verificar também a auséncia de divergéncias logaritmicas

UV e infravermelhas UV/IR para a teoria na aproximagao de um lago.

Os geradores T, sao matrizes hermitianas N x N que satisfazem a algebra
[Taa Tb] - ifabcTca (31)

onde fu. s30 as constantes de estrutura de U, (V). Na representagdo fundamental os

geradores sao normalizados segundo

Tr (TaTb) = %5(11). (32)

3.1 Acao e regras de Feynman

A agao do modelo NCSY Mj é [18]
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1 5 «a
SIQ—QZTI'/dZW *Wa, (33)

onde
1

a : Q@ 1 o
Ws = 5D"Dgla = 5[0 Dals)s = 2 [0 {Ta, Tahls (3.4)

é a intensidade de campo construida a partir do superpotencial espinor I',, que toma
valores na algebra de Lie, T'y(2) = T%(2)7T°% a = 1,...,N% Mais uma vez ficaremos

restritos a nao-comutatividade espaco-espaco, para evitar problemas de unitariedade.

A acglo na equacdo (3.3) é invariante sob a transformacao de calibre de U, (V) , cuja

forma infinitesimal é

Ty = Do K —i[la, K], , (3.5)
onde K(z) = K%(z)T* é um parametro de calibre.

A formulagdo covariante implica na necessidade de modificar a ac¢ao (3.3) pela adicao

de um termo de fixagao de calibre (Sgr) explicitamente supersimétrico, que escolhemos

Sep = — Tﬁ/d%(Dﬂ})*D%LWF@, (3.6)

4€g?

onde ¢ é um parametro real. O determinante de Faddeev-Popov é dado por
AWFJIﬂ/IdeeiT“%“””“K4 (3.7)

de modo tal que, apos levar em conta a equagdo (3.5), encontramos a agdo dos campos
fantasmas (Srp) e suas interagdes com o superpotencial espinor
1
Spp = ﬁTr/d5z(c'D°‘Dac+ ic' x D*[Cy, c]s) - (3.8)
g
Os campos de fantasmas ¢ e ¢’ também tomam valores na algebra de Lie. Com isto, a
agdo da teoria de Yang-Mills supersimétrica em trés dimensoes é a soma de (3.3), (3.6) e
(3.8),
Snesyms =S + Sar + Sk (3.9)

Obteremos agora as regras de Feynman que derivam de (3.9) . Os termos quadréaticos

no superpotencial e nos supercampos fantasmas definem a parte cinética da agio (S?).



3.1 Acao e regras de Feynman o7

Esta é dada por
S? = iTr/df’z 1DaDﬁr DYDgl., — iDar D2DPT,| +
2¢2 4 @ TR T e e p
1
+—Tr/d520’D°‘Dac
2¢?

1 1 1 1 1
- T 52 12(1+ )r*ar, — =(1 — =)'*d,z D" 'D*D,c| (3.1
27 r/dz{2(+£) 2( E) 100 + c c}(3 0)

e fornece os propagadores livres

< T2 (22) > = ig0a {Caﬁé(g +1) — %(5 — 1)1’80‘5D2] (21 — 2),  (3.11)

D2
< d(z1)ep(z2) >= —Zigzéabﬁéf’(zl — 29), (3.12)

representados na figura 17.

ra Ty
/
Ca Cp
~— — — — — — — —e

F1GURA 17: Propagador do superpotencial espinor e
dos supercampos fantasmas.

Determinaremos a seguir os vértices do modelo. A agao de interacao (S;,;) extraida
de (3.9) é

1 ' 1

Sii = —2Tr/d5z {—immn * 0%, DT o)x — DD T, TP {Ts, Ta}u)u—
g

1 N i

— g[FV,DJ Jo % [0, DT o] + o

. .
[0, {0, Th )+ 0%, {05, Ta buls + %c’*D“[Fa,c]*} : (3.13)

07, D, P % [0%,{Tg, Ta}u] +

72

A notagao dos vértices serd como no capitulo anterior, ou seja, o nimero de derivadas
serd explicitamente indicado. O vértice trilinear, com trés derivadas, é denotado V3, o
vértice quértico, que possui dois termos, com duas derivadas, é denotado V5 e assim

sucessivamente. O vértice com os supercampos fantasmas é denotado por V..
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Vamos calcular o vértice trilinear, primeiro termo de (3.13),

Z’ (o7
3, = —4—g2Tr / d>zDYDT., x [, Dgl',].
_ : 5 e B Y e B
— —PTr/d 2 [DYDT. % T? « DgT', — DYD°T, % Dl % I'7]
g
i 2 - d3k5j 3 ik1 Ak
= —— [ d°0 — | (2m)° 0 (O] ky) e M2 %
i H G | @70 (k)
x [DYDOT (ki) T (ko) DgT, (ks) Tr (T*TT¢) —
—D7DT% (k1) DT, (ko) T (ks) Tr (T°T°T°)] (3.14)

onde! o superpotencial foi escrito em termos de sua transformada de Fourier e dos gera-
dores do grupo de calibre; também utilizamos o fator de fase inserido pela nao comutati-
vidade, V' (ki, ko, k3) = e~*1"*2. Mudando varidveis de integra¢ao no segundo termo entre

colchetes (ko — k3 e k3 — ko) e fazendo b — c e ¢ — b,

3 i 2 & d3k] 3 —ik1Nko
S8 = “ip 0[] ) @06 (C ke X

e (2m)?
X DVDPTY (k) T (k) DA, (k) x
X [efikl/\kgTr (TaTch) o eikl/\szr (TaTch)} X (315)

Note que neste resultado utilizamos a conservacao de momento o (> k;) = 0. Concluimos
que no caso ndo-abeliano a ndo comutatividade incorpora o fator e~*1"*2Tr (T°T*T*) —

e Ty (TTT) ao vértice da teoria comutativa, entdo

Vs (ki ko, k3) = e~ MM Ty (TOTPTC) — ™M Ty (T°TT)] . (3.16)

)
“ige |
Os momentos sdo como indicados na figura 18 (a) e a ordem dos termos é DY DT (k) % (ky) DT (1
conforme (3.15).

As duas componentes do vértice quartico, V5, sao

Ve = — 1 [ei(kl/\kg+k3/\k4)Tr(TaTchTd)_ei(kl/\k2+k4/\k3)Tr(TaTdeTc)_
1242
_ei(kz/\k1+k3/\k4)Tr(TaTchTb) + ei(kg/\k1+k4/\k3)Tr(TaTchTb)] (317)

1Vale lembrar que kAp = 1k;07p; e OV ¢ a matriz antisimétrica que caracteriza a ndo comutatividade
do espaco-tempo. E que estamos restritos ao caso ©% = 0 para evitar problemas de unitariedade.
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(@) (b) (c)

F1GURA 18: Vértices do superpotencial de calibre. As
duas linhas indicam a presenca duas deri-
vadas enquanto uma linha simples indica
a presenca de uma.

[§]
‘/’2 — L[ei(k1/\k2+k3/\k4)Tr(TaTchTd> o ei(kg/\kl+k3/\k4)Tr(TbTaTch> -
C 892
_ei(k1/\k2+k4/\k3)Tr(TaTdeTc> 4 €i(k2/\k1+k4/\k3)TI‘<TbTaTdTC)], (318)

com a ordem dos termos dada por DY DT (ky )T (ky)TG(ks)T'% (ky) para Vo, (figura 18
(b)) e por T'%(ky) D, (ko)T%(k3) DT (ky) para Vo, (figura 18 (c)). Observamos das
expressoes para V3 e V5 que a diferenca nos vértices deste modelo para os vértices de
NCSQFED; esta unicamente nos tracos dos geradores do grupo de calibre, que nao per-
mitem combinar as exponenciais para formar os senos. De forma que as expressoes para

V1 e Vj sdo semelhantes as do caso U, (1), com os devidos tragos.

O vértice da interagao entre o superpotencial e os supercampos fantasmas, V., é dado
por .
v, — Qng [e= MR Ty (TOTTe) — RNy (TOTeT?)] . (3.19)

A representacao grafica serd como indicado na figura 19, e a ordem dos supercampos é
DaCa/ (k’l) Fg{ (k’g) ct (k’g) .

C \
N
a
N
A2
) AVAVAVAV
g b
3//
c ¢

FIGURA 19: Vértice com os supercampos fantasmas.

Consideramos os momentos como positivos quando entram no vértice. Para completar

as regras de Feynman devemos acrescentar as prescrigoes 1 a 6 da secao 2.1, pois sao as
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mesmas do caso abeliano.

3.2 Grau de divergéncia superficial

Nao ha diferenca entre a contagem de potencias do caso abeliano e nao-abeliano,

portanto é facil verificar que o grau superficial de divergéncia para esse modelo é

1 3 1 1
=2—=V.=-2Vh—=Vi —Vo—=V3— =N 2
w 2V Vo 2V1 Va 2V3 5 VD (3.20)
onde V;, 7 = 0,...,3, € o nimero de vértices s6 com pernas do campo de calibre envol-

vendo ¢ derivadas supercovariantes espinoriais, V. ¢ o niimero de vértices de fantasmas
e Np é o nimero de derivadas movidas para as pernas externas como consequéncia de
tranformacoes da algebra de D’s. Invocando a relagdo topologica que conecta o nimero
de lagos, vértices e linhas internas (L +V — P = 1), observamos que todos os diagra-
mas além da segunda ordem em lacgo sdo superficialmente finitos. De forma que a teoria
em analise é super-renormalizavel. E o mesmo permanecera valido com a introducao de

campos de matéria, como veremos adiante.

3.3 Adicao de matéria

Introduziremos o campo de matéria minimamente acoplado ao campo de calibre. Para

este fim adicionamos a agao de calibre (3.9) o termo Sy,
1 - - _
Su =0 [ @2 |00+ 0T+ (Dt~ iTasol) +mis| (320

onde ¢(z) = ¢“(2)T*, sendo ¢(z) o campo escalar e ¢ (z) seu correspondente conjugado.

O propagador livre do campo escalar, representado na figura 20, é dado por

< éﬁa(zl)<bb(z2) >= —21 77”55(21 — 22) . (322)

(ba Cbb

FI1GURA 20: Propagador supercampo escalar.

A interacao possui trés termos, dois trilineares e um quértico. Como acontece na

NCSQFEDs, os vértices trilineares se distingiiem pela posi¢ao da derivada espinorial, deno-
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taremos esse vértice V., lembrando que temos dois termos, um deles —¢* (ky) I (k2) Do¢° (k3)
e o outro D*¢" (k1) T'® (k2) ¢° (ks3) , sendo o fator introduzido pela ndo comutatividade para

ambos
VP = [e7 ey (TTTC) — ™" Ty (T°TT?)] . (3.23)

Para o vértice quartico, ¢* (k) I (ky) T (k3) ¢ (k4), obtemos o fator

VO — _1 [TI' (TaTchTd) 6ik1/\k2+ik3/\k4 — Tr (TbTaTch) 6—ik1/\k2+ik3/\k4_
2
—Tr (TaTdeTc) 6ik1/\k2—ik3/\k4 + Tr (TbTaTch) e—ikl/\kg—ik3/\k4] ) (324)

Os vértices desta interagao estao representados na figura 21.

F1GURA 21: Vértices dos campos de matéria. A li-
nha simples indica a atuacao de uma de-
rivada, D®.

Com a adigao de Sy, o grau de divergéncia superficial fica

1 3 1 1 P |
w=2= Vo= 2V = TVi = Vo= gVh— o By — 5V — V) = o Np, (3.25)

onde F, é o nimero de pernas escalares externas, Vd)D ¢ o numero de vértices envolvendo
0 supercampo escalar com uma derivada e VQ? ¢ o nimero de vértices com o supercampo

escalar sem derivadas.
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3.4 Funcao de dois pontos do superpotencial espinorial
em um laco

3.4.1 Setor de Calibre

Da equagao (3.20) obtemos que a topologia com maior grau de divergéncia superficial,
para V3 = 1, sao tadpoles, que, devido ao fator trigonométrico, sao identicamente nulos.

As divergéncias lineares aparecem apenas nos diagramas desenhados na figura 22.

(a) (b) (¢)
k k
TN TN k
a //4\\ !
p \/\/ RN
) AVAVAY: AVAVAV:
a d d b N /\// y
LN PR I e
¢ Ptk
b a ¢
(d) (e) (f)

F1GURA 22: Diagramas com grau de divergéncia su-
perficial linear.

Note que o diagrama do vértice quartico que contrai I'¢ (k1) com T'} (k;) & nulo. Fa-

zendo ky = ky e k3 = —k4 em V5, e lembrando que o propagador insere uma ¢, temos
1 arpared arparpde
Vo = 12 [Te(T*T*T°T?) — Te(T*T*TT¢)—
—Te(T*T°TT*) + Te(T*TT*T*)]
= 0. (3.26)

Denotaremos a soma das amplitudes dos diagramas (a) e (b) desta figura por I,, a

soma dos diagramas com vértice quartico por [, e a amplitude do diagrama de fantasmas



3.4 Funcgao de dois pontos do superpotencial espinorial em um lago 63

por /.. Utilizando as regras de Feynman obtidas na secao 3.1,

1 d3p d3k i —1 a c % arc
lo = _5/ (27r)3/ dgeld%/ (2m)? {_4—512 7 (T = I (1T

x {-4%}2 [T (1T T ) — Ty <T“'Tc’Tb'>]] X

<% (p, 0,)TY% (—p, 6,) [<D7D“Fi‘; (k,0,) DT, (~k, 92)> x

X <Dﬁrg (—p— k,6:,) DV DT (p + k, 92)> -

- <D7DOT$ (k,01) DY DT (—k, 92)> x

X <Dﬁrg (—p — k,0,) DgT% (p+ k, 92)>] . (3.27)
As manipulagoes das derivadas espinoriais sdo as mesmas realizadas na equagao (2.38),
de forma que o primeiro termo entre colchetes da equagio (3.27) possui parte dominante

nula. Os propagadores do segundo termo trazem as deltas de cor 6*” e §°/, de forma que

o fator do vértice se reduz a
Te (T°T°T°) T (T°TVT°) = T (TT°T") T (T°TV'T°) —

_672ik/\pTr (TaTbTC) Ty <TaTch’> + Tr (TaTCTb) Tr <TaTch/) . (328)

Usando a propriedade ciclica do trago e renomeando as varidveis mudas dos dois tltimos

termos, obtemos
2Ty (T°T°T°) Tr (T*TVT%) — 2cos (2K A p) Te (TT°T*) T (T°TT")
que nos da uma parte planar, linearmente divergente no UV, proporcional a

/&

que é eliminada por regularizacao dimensional. Note que usamos o resultado obtido no

/ / APk Tr (TeTPT¢) Tr (T°TV'T°)

capitulo 2, equagdo (2.54) . A parte ndo planar é

5 3
Ll:—ﬁ/d /20/dkc052k/\p)x

Tt (T°T"T*) Tr (TCTb T“) T (p, )T (—p, ), (3.30)

onde percebemos a presenca de uma divergéncia linear infravermelha UV/IR. O fator
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trigonométrico do diagrama (c) da figura 22 é

1
1242
—Tr(TTTT") + ' C* )Ty (ToTITT?)]

1
= 5o [2cos (2k A p) Te(T*T*T*T?) — Te(T*T°TT*) — Te(TT*TT")] (3.31)
g

[e' 2 T(T TP TOTY) — Te (T T TT™)—

onde a delta proveniente do propagador, 6*, foi utilizada. Os dois tltimos termos deste
fator trigonométrico sdo planares e sao eliminados por regularizagdo dimensional. Do

resultado das manipulacoes das derivadas 2.57, obtemos para a parte nao planar

1 d®k cos ( QkA
Iate) = / / / P (3.32)

xTr(T“TbT“Td % (p, e)rd( 9) (3.33)

Analogamente para o diagrama 22(d) , obtemos

— oz [Te(T°T*TT?) — ' C*I)Ty(T° TP TT*) —
g

_ei(f2k/\p)Tr<TaTcTaTb> + Tr(TaTaTch)]

1
=~ [T TT) + Ta(TTT°T) — 2.cos (2K A p) Tr(T°T*T°T*)] (3.34)
g

de modo que a parte nao planar da amplitude, levando em conta 2.58, é

2 3k cos ( 2k/\
Iy = / / / P, (3.35)

xTr(T“TbT“TC % (p, 6 rﬁ( 9) (3.36)

O ultimo diagrama com vértice quartico da figura 22, é proveniente do vértice V5., sendo

o fator trigonométrico dado por

e [2cos (2k A p) Te(T*T*T°T") — Te(T*T*T°T") — Te(T*T'T"T*)] (3.37)
g

entdo a parte infravermelha UV /IR divergente da amplitude fica,

d*k 2k
by = S [ [ / s CRAD) (3.3
xTr(TbT“TCTb I (p, 0)T5(—p, 6). (3.39)

Somando as equagoes (3.32), (3.35) e (3.38), obtemos I,

. 1/ / / &k cos ( 2]<; AD) (3.40)

T (T“TbT“T”> 8 (p, e)rg’ (—p, 9). (3.41)
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Resta calcular o diagrama de fantasmas, figura 22 (f), para completar a analise do setor
de calibre da teoria. O diagrama possui dois vértices, portanto o fator trigonométrico é a

multiplicagao de dois V.. Inserindo o fluxo de momentos deste diagrama em (3.19),

ey T

i i c a —1 cra
g [T (T°T"T*) — e ™" Tr (T°T*T")]

= —4—;4 [2Tr (T°T°T°) Tt (T°T"'T*) —
—2cos (2k A p) Tr (T°T*T*) Tr (T°T"T*)] (3.42)

onde foram usadas as deltas de cor provenientes dos propagadores, §°“ e §°“. Utilizando

o resultado da algebra das D’s do diagrama equivalente do capitulo anterior,

b [ [ [ el 3.9

T (T“TCTb) Tr (T“TCT” ) T (p, 0)T) (—p, ). (3.44)

E facil mostrar que as partes subdominantes da funcio de dois pontos sdo proporcionais

a integrais do tipo (p* = 6*pj)

S (3.45)

2m)3 kY Aw /R

que é finita independente da dire¢ao que tomamos p — 0.

/ d3k koze%k/\p i pa
(

Das equagoes (3.27), (3.40) e (3.43), encontramos que as divergéncias lineares infra-

vermelhas UV /IR sdo canceladas se e somente se
Te (T°7°TT" ) = 2T (T°T°T*) T (T°T°T") (3.46)

Escolhemos Ty o< 1 e TrT, = 0 para a # 0. Com isso e lembrando do fato de que o
conjunto {7,, a = 1,..., N*} forma uma base no espaco das matrizes T, na representacio

fundamental obtemos

1
= S0ubji. (3.47)

onde foi utilizada a equagao (3.2) . Esta relacao nos informa que (3.46) se verifica apenas na

(T%); (T)

representac¢ao fundamental das matrizes T,. Comparando com a NCSFEQ; [41], a equagao
(3.46) constitui um novo requerimento proveniente do carater ndo abeliano do grupo
de calibre. Surpreendentemente esse mesmo requerimento assegura o cancelamento das
divergéncias infravermelhas UV /IR quadraticas no caso ndo abeliano em quatro dimensoes

[73|, apesar das profundas diferencas nas estruturas destas teorias. Para uma discussao
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detalhada do cancelamento das divergéncias infravermelhas UV/IR na teoria de Yang-

Mills supersimétrica ndo comutativa no espago tetradimensional referimos o leitor a [73].

Resumindo, como no caso abeliano, a funcao de dois pontos do superpotencial de
calibre é livre de singularidades UV e infravermelhas UV/IR na aproximagio de uma

laco.

3.4.2 Setor de matéria

Para o estudo completo da funcao de dois pontos resta analizar se a inclusao de
supersimetrias pode ser fonte de singularidades nao integraveis. Como no setor de calibre,
a maior divergéncia é proveniente de tadpoles, Vd)D = 1, que sao identicamente nulos.
Os diagramas linearmente divergentes incluindo vértices de matéria sao, de acordo com

(3.25) , aqueles desenhados na figura 23. O fator trigonométrico para os primeiros quatro

F1GURA 23: Diagramas com grau de divergéncia su-
perficial linear.

diagramas desta figura é o mesmo, pois a posicao dos campos é igual, s6 se diferenciando
pela posicao das derivadas. Portanto basta calcular o fator para um deles, por exemplo o

diagrama 23(a), com o resultado

2Ty (T°T'T¢) (T*TT") — 2 cos(2k A p)Tr (T*T°T") Tr (T*T°T") . (3.48)
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Depois das manipulagoes das D’s, obtemos a contribuicdo ndo planar
dp d*k cos(2k A p)
I, = 4 d-0
(27)3 (27m)3 (k2 + m?) [(k + p)? + m?]
x [(k? +m?)Cogl® (=p, )07 (p, 0) + (kag + mCap) [D*T*(—p,0)] T (p, 0)

1 ,
5 (kg +mCy) DY DT (—p, OO0 (p,0)| Te (T°T°T*) Tr (T“TCT”>, (3.49)

para os diagramas com vértice trilinear da figura 23, onde utilizamos o resultado da
topologia equivalente em NC'SQFE D3, equagdo (2.76). O diagrama com vértice quartico

tem fator trigonométrico

V) = _% [Tx (T°T*TT*) + T (T°T*T°T°) —
—2cos(2k A p)Tr (T*T°TT*)] (3.50)

de forma que a amplitude /., associada a este grafico é

d’p d®*k  cos(2k A p) /
le=—2 i sl (=p, OT™ (p, 0) Tx (T°T°TT") .
‘ /(27r)3d9/(27T)3(k:+p)2+m20ﬁ (=p, )7 (p, 0) 1"( )
(3.51)

Percebemos entdo que o cancelamento do termo linearmente divergente em (3.49),

—(k* +m?)Cagl ™ (—=p, )T (p, ), (3.52)

esta condicionado a que a relagdo (3.46) seja satisfeita. Como acontece no caso abeliano,
as integrais primitivamente com divergéncias logaritmicas sao canceladas por integracao
simétrica. Com isso, a relagdo (3.47) também assegura que o modelo NC'SY Mj é finito na
aproximacao de um lago mesmo com supersimetria estendida. A contagem de divergéncias
superficiais (3.25) implica na auséncia de divergéncias além da segunda ordem da teoria

de perturbacoes.

Podemos também analizar o efeito de incluir supercampos escalares na representacao
fundamental ao invés da representagao adjunta, ou seja, ao invés de termos supercampos
tomando valores na édlgebra de Lie, tomamos um vetor coluna com N componentes. Com

isso Sy, fica

Sy = / d’z B (D% + L) * (Do — i¢La) + moo| . (3.53)

Neste caso, os diagramas da figura 23 sdo totalmente planares. A modificagdo incorporada

pela nao comutatividade é
e~ hinks (3.54)
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para os dois vértices trilineares envolvendo matéria e
e*lkl/\kgflkg/\/m (355)

para o vértice quartico. Assim, o fator trigonométrico dos graficos (a) — (d) da figura 23
é

6zk/\pe—zk/\p -1

, (3.56)

enquanto para o digrama 23(e) ,
eik/\erip/\k - 1. (357)

Estas contribuicoes planares sao eliminadas por regularizacao dimensional. Portanto a
teoria é consistente com supercampos escalares tanto na representacao adjunta quanto
na representacao fundamental. Note que o fato dos campos estarem na representacao
fundamental,

Va=Dyop—i¢l'y,

ou adjunta
Va=Dyp—i[p,T4],, (3.58)

sao significa que as matrizes do grupo de calibre estejam numa ou noutra. A exigéncia da
teoria para ser consistente, equagao (3.46) , é que o grupo de calibre esteja na representagao

fundamental.

3.5 Funcoes de trés e mais pontos do superpotencial
espinorial na aproximacao de um laco

As fungoes de trés e quatro pontos de I'* sao primitivamente logaritmicamente diver-
gentes, tanto no setor de calibre quando no setor de matéria, como mostram as contagens
de divergéncias (3.20) e (3.25). Contudo é facil notar, levando em conta o resultado ob-
tido no segundo capitulo para as fungoes correspondentes, que as citadas divergéncias nao
aparecem. De fato, os cancelamentos para os diagramas das figuras 11, 12 e 13 nao depen-
dem de nenhum balanco especial, ocorrem individualmente para cada diagrama e provém
principalmente do resultado das manipulacoes das derivadas espinorias, que permanecem
as mesmas para o caso nao abeliano. Os termos nao nulos por algebra de D’s sdo, neste

caso, proporcionais a integral 3.45.

As fungoes de N > 4 pontos sdo superficialmente finitas em um lago conforme (3.25) .

Quanto a superdiagramas de dois ou mais lagos, vale o resultado discutido no capitulo
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2, ou seja, ndo ha divergéncias lineares UV e infravermelhas UV/IR além de um lago e,
como conseqiiéncia, as fungoes de Green nao apresentam divergéncias infravermelhas nao
integraveis em qualquer ordem da teoria de perturbagoes. Contudo restam ser analisadas

as potenciais divergéncias superficiais logaritmicas na aproximacao de dois lagos.

3.6 Auto-energia do campo de matéria

De acordo com (3.25), graficos com pernas externas do supercampo escalar ndo pos-
suem divergéncias lineares, pois o niimero de pernas externas deve ser par. Os diagramas

com grau de divergéncia superficial logaritmico estdo desenhados na figura 24. Para o

FIGURA 24: Diagramas com grau de divergéncia su-
perficial logaritmico que contribuem para
a auto-energia de matéria.

diagrama (a) da figura 24 obtemos a contribui¢do ndo planar

B &p &Pk
Il4a - _4692m/ (27T)3d20/ (27T)3¢a(_p7 0)¢a(p7 0) X (359)
2]{: /\ a (& crpc/
X [EZS}L o f )m2] Te (T°T*T¢) Tr (T'T°T*) (3.60)

que é finita. A amplitude do segundo diagrama da figura 24 é nula. Isso ocorre porque

do propagador do superpotencial de calibre, para esta configuragao,
(T (k,0) TS, (—k,6)) (3.61)

somente o termo proporcional a (£ — 1) possui fatores D suficientes para contrair a 019,
contudo este é proporcional a k%, = 0. Portanto a auto-energia do campo de matéria é

finita em qualquer calibre covariante e, consequentemente, livre da mistura UV /IR. Todos
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os outros supergraficos envolvendo pernas externas de ¢ ((;5) , COM Oolu sem pernas externas

do supercampo de calibre, sao UV finitos e ndo geram divergéncias infravermelhas UV/IR.

Concluimos que a NC'SY M3 é uma teoria consistente, sem divergéncias infravermelhas

UV/IR néo integraveis, tanto com ou sem supercampos de matéria.
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4 Conclusoes

A teoria de cordas atraiu a atengao sobre teorias de campo nao-comutativas. As teorias
de calibre sao de particular interesse intrinseco, basta lembrar a sistematica utilizada
na constru¢do da extensdo nao-comutativa do modelo padrao [54]. A mistura UV/IR
trouxe novo obsticulo para a renormalizacao destas teorias e, até o momento, somente
foi mostrado que modelos nao-comutativos supersimétricos sao renormalizdveis a todas as
ordens da teoria de perturbagdes tanto em trés quanto em quatro dimensdes 35, 38—40].

Por isso o foco desta tese é em teorias de calibre nao-comutativas supersimétricas.

Vamos comentar agora as contribuicoes originais deste trabalho. No capitulo 2 apre-
sentamos um estudo detalhado das correcoes radiativas de um laco as fungoes de vértice
de dois, trés e quatro pontos da teoria de calibre supersimétrica nao comutativa abeliana,
verificando o cancelamento tanto das divergéncias dominantes quanto as subdominantes
no UV e infravermelho UV/IR [41]. No capitulo 3 estendemos os estudos para teorias de

calibre ndo-abelianas [42].

Nossos resultados indicam que a supersimetria mais uma vez garante a consistén-
cia da expansao perturbativa das teorias de calibre nao-comutativas no formalismo de
supercampos. Mostramos que a eletrodindmica quantica tridimensional nao-comutativa
supersimétrica é finita no UV e no UV/IR infravermelho a um lago tanto com e sem
matéria. Além disso nenhum diagrama de trés lacos ou mais apresenta divergéncias su-
perficiais, o que caracteriza a teoria como super-renormalizdvel. Na aproximacao de dois
lacos temos apenas divergéncias logaritmicas que nao ameagam o desenvolvimento per-
turbativo. Para a teoria de Yang-Mills mostramos que os mesmos resultados sao obtidos.

Entretanto requer o uso da representagdo fundamental de U, (N).

A extensao natural deste trabalho é o calculo das divergéncias logaritmicas a dois la-
cos. E fundamental averiguar se temos teorias de calibre nao-comutativas finitas, uma vez
que mostramos que estas sao finitas na aproximagao de um lago e nao contém divergéncias

superficiais além de dois lagos. Nao sao esperadas novas relagoes entre tracos dos gera-
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dores para a teoria nao-abeliana, estas relagoes surgem no cancelamento de divergéncias
lineares, o cancelamento das divergéncias logaritmicas se d4 individualmente para cada
topologia. Contudo se novas relacoes surgirem, necessariamente devem ser satisfeitas na
representacao fundamental do grupo de calibre. Como citado no final da capitulo 2, es-
tas verificacbes demandam o uso de algoritmos computacionais, em vista do nimero de

diagramas envolvidos.

O cancelamento das divergéncias infravermelhas UV /IR nas teorias de calibre néo-
comutativas supersimétricas reforca a idéia de que a supersimetria é ingrediente funda-
mental na construcao de teorias quinticas de campo nao-comutativas consistentes, sendo
livres de divergéncias nao integraveis, respeitando unitariedade e causalidade. O estudo
em 2 4 1 dimensoes permitiu estudar efeitos em ordens mais altas da teoria de perturba-

¢Oes, onde mostramos a auséncia de mistura UV/IR.
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APENDICE A - Supersimetria em trés

dimensoes

Vamos apresentar uma breve introdugao a supersimetria em (2 + 1) dimensoes espago-
temporais, aproveitando a mesma para introduzir as convencoes que foram utilizadas neste
trabalho. A idéia béasica de supersimetria é que existe uma nova simetria com parametros

fermidnicos que mistura as componentes bosonicas e fermionicas da teoria.

A.1 Convencoes

A métrica utilizada serd 7, =diag(—, +, +). Utilizaremos, seguindo [18], a notacio

. . . , af
de bi-espinores para representar vetores, isto é, escreveremos z* — 1% = z# (fyu) , com

as matrizes gama
(’70)0{5 = _i027 (’71)0{6 = 017 (72)045 = 0-37 (Al)

onde o' sao as matrizes de Pauli, e

{v", 7"} = 20", (A.2)
3

As matrizes gama com os dois indices em baixo, (v/),; = (=1, -0 ,ol), sdo simétricas,

de modo que todos os vetores sao representados por bi-espinores simétricos.

Para baixar e levantar indices utilizaremos o simbolo antisimétrico de segundo grau

Co3, dado por

0
Cop = —Clao = —CF = ( i ol ) , (A.3)

com a propriedade

CopC?® = 0153 — 5}60. (A.4)
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A convencgao de contracao de indices sera a north-western,

Yo =V’ Cha, P = 0%y (A.5)

e a formacao do escalar é implementada por
1, ,
U = JU, = i, (A.6)

Estamos usando o simbolo C,3 ao invés do convencional €,4 para simplificar as regras
de conjugacao hermitianas, convém ressaltar que 1) é real enquanto v, é imaginario, de

forma que v* é hermitiano. Usamos também a identidade
A,Bg — AgB, = —C,3A"B,, (A.7)

que segue de (A.6) usando (A.4).

O grupo de Lorentz é SL (2, R) e a representacao fundamental age sobre um espinor
real de duas componentes (espinor de Majorana), ¢ = (@/}1,@/)2). Todos os espinores

utilizados pertencem a uma algebra de Grassmann, ou seja, sao anti-comutantes

ot = Py, (A8)
()" = (W) ()" (A.9)

Segue imediatamente que ¥*Y* = 0 e, como a = 1,2, temos que Y*1*?..p*" = 0,

Vn > 2.

A.2 Superespaco e supercampos

O superespago é dado por trés coordenadas espago-temporais, x*, u = 1,2,3 e duas
coordenadas espinoriais anti-comutantes 6, o = 1, 2, que representaremos conjuntamente
por 2™ = (z#,0%) . Vamos definir uma fungio no superespago por f (zM) = f(z,0), que
pode ter indices de Lorentz e de simetrias internas. As transformagoes destas funcoes
frente aos geradores do grupo de Poincaré, F,g para translacgoes e M, para rotacoes, sao

da forma usual. A algebra graduada de Poincaré (ou superalgebra) é obtida adicionando



A.2 Superespago e supercampos 75

geradores espinoriais supersimétricos @), que verificam

{Qa, Qs} = 2Pap, (A.10)
[Qa, Psy] = 0, (A.11)
[Pag,Pq/(s] = 07 (A12)

bem como as relagoes de comutagao usuais com M. Os geradores sao escritos como
Qo = 100 + 0°040, Pag = i0ap-. (A.13)
Essa algebra é realizada sobre os supercampos F'(x, ) por
F(2,0) = (¢ Past@) p (1 ) (A.14)
de modo que ¢** P,3 + €7(Q), gera a supertransformacao de coordenadas

= + Q‘MV _ % (EMQV + 6”8“) , (A15)
elu — eu + Eu. (A16)

Vamos definir a derivada em relagao as variaveis grassmanianas da maneira seguinte

&)
0,0° = % =7, (A.17)

sendo que esta derivagao obedece a regra de Leibniz. As derivadas em relagao as coorde-

nadas 2°?, sdo definidas como segue:

1

Oapr™” = 5(5gag+5g53), (A.18)
1

0 =3 307 (A.19)

O operador de momento tem a propriedade de hermiticidade

(i00)" = +i04p. (A.20)

A integracao de variaveis anti-comutantes é definida de forma a ser translacionalmente

invariante, de forma que

/d@a = 0, (A.21)

/ do0° = & (A.22)
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Com isto temos que a integracao nas variaveis grassmanianas é equivalente a diferenciagao,

/ b, f (z,0) = 0°f (2,0). (A.23)

A integracao por partes é
/d‘gaf (SL’, 9) aﬁg (SL’, 9) = - <_1)nf /dea [aﬁf (SL’, 9)] g (SL’, 9) ) (A24)

onde ny é o nimero fermionico da funcao f (z,0). E interessante notar que uma funcao

f (z,0) possui uma expansao finita em série de Taylor,
f(x,0) = fo () + f7 (x) 0o + fo (x) 6. (A.25)

No caso geral estas funcoes podem ser tensores de postos diferentes e sao chamadas de

componentes de f(x,0).

Podemos definir a funcao delta como sendo

5 (6) = —6° — —%mea, (A.26)

visto que
/d29 6% = i/d@“d@a 0°05 = —1. (A.27)

Com isto
[0 10086 -0 1 6. (A.28)

satisfazendo a condicao usual da funcao delta.

As funcoes definidas no superespaco 2 sdo denominadas supercampos e as tranfor-
magoes de supersimetria num dado supercampo ¢ (z,6) com um parametro infinitesimal

€* sao definidas como

00 (x,0) = €*Qud(x,0)
= € (i0a + 0°05a) ¢ (2.,0). (A.29)

Expandindo ¢ (x,0) em 6 e definindo
66 (2,0) = 6A (z) + 0%, (x) — 0°6F (x), (A.30)

sendo A (z), ¢, () e F (z) as componentes do supercampo ¢ (x, ), encontramos compa-
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rando poténcias de 6§ entre (A.29) e (A.30),

A (x) = —eY, (2), (A.31a)
6, (2) = —€ (CopF () +i0apA (z)), (A.31b)
OF () = —ea’i@aﬁwﬁ (x), (A.31c)

as transformagoes de supersimetria para as componentes.

As derivadas supercovariantes D, sao definidas de forma a serem anti-comutantes com

os geradores de supersimetria ()g e comutantes com os geradores de translacoes Pg,

{Da; Qs} = 0, (A.32)
(Do, Pg,] = 0. (A.33)

Estas propriedades sao satisfeitas pela escolha
Do = 0y +10° 054, (A.34)
a qual por sua vez verifica
{Dy, D} = 2i00p , [Da, Dg] = —2C45D?. (A.35)
Somando estas duas expressoes obtemos
DoDg = i0np — CapD?, (A.36)

que é fundamental para simplificar as contribuicoes das derivadas nas amplitudes dos

superdiagramas. Outra importante relacao,
D,DsgD®* =0, (A.37)

é obtida notando que o objeto totalmente anti-simétrico com trés indices espinoriais deve

ser nulo. Partindo de (A.37) é também possivel mostrar que

{D.,D*} =0. (A.38)

Multiplicando a equacio (A.37) por D” pela esquerda e usando (A.38) chega-se a

D’D,DgD* = —DPD*DygD,, = 0. (A.39)
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Aplicando (A.36) temos que

i0°* — CPD?) (030 — CpaD?) = —8Dpo + C*Cpy (D?)”
B B B
= —20+2(D?)* =0, (A.40)

onde usamos (A.4) . Isto fornece
(D?)? =0, (A.41)

a qual constitui a ultima relacdo que é necessaria para carregar a algebra das derivadas

espinoriais,

Para encerar este apéndice vamos observar como as D’s se comportam na presenca

das funcdes 6% (6; — f3). Como definido anteriormente em (A.26),
1 a
6% (0, — 6,) = —5 (01— 02)" (01 — 05)” Cas (A.42)

de forma tal que
(52 (91 - 92) (52 (91 - 92) - 0, (A43)

. N . / .
devido a natureza grassmaniana das 6's. Assim

02 (01 — 02) Dod” (61 — 05) = 3% (01 — 02) (O + 0°kiga) 6 (61 — 05)
= 6% (01 — 02) (61 — 02),, + 0%kpad® (01 — 02) 6% (01 — 65)
= 0. (A.44)

E facil mostrar também que

) (01 — 92) D25 (01 — 92) =9 (01 — 92) . (A45)

A.3 Formulacao quantica

Vamos utilizar a formulagao funcional, generalizada para teorias definidas no superes-

paco [19], para quantizacdo das teorias estudadas.

O funcional gerador das fungoes de Green conectadas, W [J], & dado por
eiW[J} _ NO/[DF] eiS[F]+ifd5zF(z)J(z)’ (A.46)

onde N, é uma constante de normalizagdo, [DF] é a medida de integragiao funcional,

S [F] é a agdo que define a teoria e J (z) é a fonte para o supercampo F'(z).
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Neste método o principal objeto de interesse é a acao efetiva, para obte-la definimos

um campo classico S 1]
W J
F.(z) = F.[J|z] = 5T

onde F,. depende funcionalmente de J e é, ao mesmo tempo, uma funcao de z. Sendo

(A.47)

possivel inverter esta ultima relagdo, obtemos J. (z) = J.[F.|z], que nos permite fazer

uma transformagio de Legendre em W [J],
TR = W[ - / B2, (2) Fo(2). (A.48)

Definindo assim a agdo efetiva, I' [F|, que tem a propriedade de gerar diagramas préprios

da teoria. O desenvolvimento perturbativo de I' [F,] é

riE =% % / Bogd® T (21, o 20) Fo(21) o Fo (7). (A.49)

n>2
O coeficiente I'™ (zy, ..., z,) é chamado de funcdo de vértice de n— pontos do supercampo
F(z) e serd o objeto que calcularemos nesse trabalho. Para tanto somaremos todos
os diagramas proprios que contribuem para a funcao de n— pontos, amputaremos as
linhas externas e multiplicaremos por [ (g%é’ch (p) , representando os supercampos classico

externo.
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