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Resumo

Seja C' uma co-algebra. Consideremos o anel de convolucao C*, que é a
algebra dual de C. Dado um co-médulo a direita (resp. a esquerda) sobre C'
é possivel definir um C*-médulo & esquerda (resp. a direita) racional.

Nesta tese, estudamos as nogoes correspondentes dos conceitos de primos,
fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos, que sao encontrados
na literatura em [2], [3], [4], [13] e [17], para co-médulos. A nogao do conceito
de primo é obtida também para co-algebras. Mostramos que uma co-algebra

C é prima se, e somente se, C' é uma co-algebra simples.

Abstract

Let C' be a coalgebra. We consider the convolution ring C*, which is the
dual algebra of C'. Given a right C-comodule (resp. a left C-comodule) is
possible to show that it is a left (resp. right) rational C*-module.

In this thesis, we study the correspondent notions of prime, strongly prime,
semiprime and strongly semiprime that are given in [2], [3], [4], [13] e [17] to
comodules. A notion of prime is given to coalgebras too. We show that a

coalgebra C'is prime if and only if C' is a simple coalgebra.
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Introducao

Moédulos primos, fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos
tém sido muito estudados, como podemos encontrar nas referéncias [2], [3],
[4] e [17].

Co-modulos também foram muito considerados ultimamente. Dada uma
co-dlgebra C' e um co-médulo a direita (resp. a esquerda) sobre C, consi-
derando o anel de convolucao C*, que ¢é a algebra dual de C, definem-se os

C*-mddulos a esquerda (resp. a direita) racionais.

Um resultado conhecido e que usamos neste trabalho é o isomorfismo exis-
tente entre a categoria dos C*-moddulos a esquerda racionais e a categoria dos
co-médulos a direita, ([1], Th.2.2.5). Aproveitamos para dizer que trabalha-

mos sempre com co-mddulos a direita, quando nada for dito ao contrario.

O objetivo desta tese é estudar nogoes correspondentes dos conceitos de
primos, fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos para co-
modulos, usando o isomorfismo mencionado acima. Também estudamos a

nocao correspondente do conceito de primo para co-algebras.

Feito este estudo, percebemos que é possivel definir uma categoria na
qual os resultados anteriores feitos para co-moédulos sao obtidos como um
caso particular. Este estudo originou o segundo capitulo da tese. No que

segue, apresentamos uma nocao de cada capitulo.

O Capitulo 1 apresenta os pré-requisitos necessarios ao desenvolvimento

dos resultados deste trabalho.

No Capitulo 2, dado um anel R, definimos uma subcategoria de R-Mod,



que denotamos Dg, onde todo M € Obj(Dg) possui a propriedade que
R/Ang(M) é artiniano a esquerda. Estudamos entdo mddulos primos, forte-

mente primos, semiprimos e fortemente semiprimos em Dg.

Um dos principais resultados deste capitulo diz que um médulo M € Dy
P M;, onde os Mi/s sao R-submodulos

simples de M, isomorfos dois a dois. Provamos também que um médulo em

¢ primo se, e somente se, M = ).,
Dpg é primo (resp. semiprimo) se, e somente se, é fortemente primo (resp.

fortemente semiprimo).

Obtivemos também uma caracterizagao para médulos semiprimos em Dpg
em termos de médulos primos, isto é, um modulo é semiprimo se, e somente

se, ¢ uma soma direta de mdédulos primos.

Em ([2], Prop.1.20) Dauns prova que para um anel R e um R-mdédulo
M, se N {N : Néum submédulo de M primo em M} = (0) entdao M ¢ semi-
primo. Em ([3] e [4]), ele questiona a reciprocidade desta proposi¢do. Mos-
tramos neste trabalho que esta reciproca é verdadeira para qualquer médulo

semiprimo em Dg.

No Capitulo 3, definimos co-mdédulos primos, fortemente primos, semipri-
mos e fortemente semiprimos. Dizemos que um co-médulo a direita M sobre
C é primo se M é primo como um C*-médulo a esquerda racional. De maneira
semelhante damos as defini¢oes de co-moédulos fortemente primos, semiprimos

e fortemente semiprimos.

Os resultados referentes a co-moédulos primos sao obtidos como um caso
particular do Capitulo 2, usando além do isomorfismo entre a categoria dos
C*-modulos a esquerda racionais e a categoria dos co-mdédulos a direita, o fato
de que C*/Anc« (M) é artiniano a esquerda, para todo C*-médulo a esquerda
racional primo M. Conseqiientemente, os resultados obtidos sao semelhantes

aos do Capitulo 2.

Para os co-modulos semiprimos, os resultados nao sao obtidos como um
caso particular do Capitulo 2, pois em geral, nao é verdade que todos os
C*-médulos a esquerda racionais semiprimos estejam em Dg«. Apresentamos

um exemplo que mostra este fato. Mesmo assim, conseguimos provas diretas



para os resultados correspondentes.

No capitulo 4, considerando o fato que C' é um co-modulo a direita e a
esquerda sobre si mesma, definimos e caracterizamos as co-algebras primas.

Mostramos que as co-algebras primas sao apenas as co-algebras simples.

Ao considerarmos C' como um co-moédulo a direita sobre si mesma, C' é
primo (isto é, ¢+C' é um médulo primo) se, e somente se, C' é uma co-algebra
simples. O mesmo resultado vale se considerarmos C' como um co-modulo a

esquerda sobre si mesma.



Capitulo 1

Pré-Requisitos

Neste capitulo, R é um anel nao necessariamente comutativo com unidade
e R-Mod, a categoria dos R-moédulos a esquerda. Em todo o texto, estamos
trabalhando com mdédulos a esquerda quando nada for dito ao contrario.

O objetivo deste capitulo é lembrar defini¢oes e resultados que sao usa-
dos nos capitulos posteriores, permitindo assim um melhor entendimento do
trabalho.

1.1 Conceitos basicos

Nesta secao, lembramos as defini¢oes de anéis primos, semiprimos, primi-
tivos (& esquerda) e semi-simples assim como alguns resultados relativos aos
mesmos. Vemos também as defini¢oes e algumas propriedades importantes
dos médulos semi-simples, primos e semiprimos. Sobre estes temas, a litera-

tura é muito ampla, destacamos [2], [3], [4], [8] e [13].

Um ideal I de R é dito primo se I # R e para quaisquer ideais U,V em
Rtaisque UV CTentaoU CTouV C 1.

Um ideal J de R é dito semiprimo se para qualquer ideal U em R tal que
U? C Jentao U C J.

Definicao 1.1. Um anel R € dito primo (resp. semiprimo) se (0) é um ideal

primo (resp. semiprimo).

Segue imediatamente de suas defini¢oes que todo anel primo é semiprimo.



Exemplos: Anéis simples sao primos e portanto, semiprimos. Anéis redu-
zidos (isto é, anéis que nao possuem elementos nilpotentes nao-nulos) sao

Semiprimos.

Definicao 1.2. Um anel R é dito primitivo a esquerda se R possui um R-

modulo a esquerda simples e fiel.

Um R-médulo M ¢ fiel se seu anulador em R é zero, isto ¢, Ang(M) =
{r € R:rm =0, para todom € M} = 0.

Exemplo: Sejam D um anel de divisao e V' um D-espago vetorial a direita.
Entao o anel End(Vp) operando a esquerda sobre V' é um anel primitivo a

esquerda.

Definicao 1.3. Um R-mddulo M é chamado semi-simples se M é a soma

direta de uma familia de submddulos simples.
Exemplo: Os mdédulos simples sao semisimples.

Defini¢ao 1.4. Um anel R é chamado semi-simples a esquerda (a direita) se
R wvisto como um mddulo a esquerda (a direita) sobre si mesmo € um mddulo

semi-simples.

E bem conhecido que R é um anel semi-simples a esquerda se, e somente
se, R é um anel semi-simples a direita, este é um corolario do famoso Teorema

de Wedderburn-Artin.

Enunciamos dois resultados que sao usados no Capitulo 2.

Proposicao 1.5. ([8], Ch. 4, Prop. 11.7) Seja R um anel artiniano a esquerda.
Entao:
(i) R é semi-simples < R € semiprimo.

(ii) R € simples < R € primitivo a esquerda < R € primo.

Proposicao 1.6. ([8], Ch.1, Th.3.10) Seja R um anel simples. Entdo as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) R € artiniano a esquerda.

(ii) R € semi-simples.

(i) R possui um ideal 4 esquerda minimal.

(

iv) R ~ M, (D), para algum inteiro positivo n e algum anel de divisao D.



Por tltimo, recordamos a definicao de médulos primos e semiprimos que

é de fundamental importancia no desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 1.7. ([2], Def. 1.2) Seja M um R-mddulo. Dizemos que um submd-
dulo N de M ¢é primo em M se rRm C N, para r € R, m € M, implica
rM/N =0 (isto é, r € Ang(M/N)).

O moédulo M é dito primo se (0) é um submddulo primo em M.

Vemos que um submédulo N de M é primo em M se o quociente M /N é
um maédulo primo.

Chamamos a atencao para o fato de que quando o submédulo N de M
for primo como um médulo, isto é, (0) é submédulo primo em N, diremos N
um modulo primo.

Uma das equivaléncias imediatas desta definicao, diz que um R-modulo M
é primo se, e somente se, Ang(M) = Ang(N) para todo submédulo nao-nulo
N de M, veja (]2], Cor. 1.5).

Definicao 1.8. ([3], Def. 1.4) Seja M um R-mddulo. Dizemos que um submd-
dulo N de M € semiprimo se rRrm C N, para r € R, m € M, implica que
rm € N.

O modulo M é dito semiprimo se (0) é um submoddulo semiprimo de M.

Observamos que todo médulo primo é semiprimo.

Proposicao 1.9. Seja M um R-mddulo semi-simples. Entao M é um maodulo

SEMIPTIMO.

Demonstragao: Sejam m € M e a € R tais que aRam = 0. Podemos
escrever M = Y., € M;, onde os M;'s sao simples. Logo, m = Y oicr M,
onde m; € M; para um conjunto finito de indices F' C I, dai am = ) _,_, am;.

Se am; = 0 para todo 7 € F', entao am = 0 e o resultado segue. Suponha
que am; # 0 para algum i € F'. Como M; é simples, temos que Ram; = M;.
Sendo que a € Ang(Ram), segue que aRam; = 0 e entao aM; = 0. Logo,

am; = 0 o que é uma contradigao. ]



1.2 A categoria o|M]

Nesta segao, apresentamos a categoria o[ M| e suas principais propriedades.
Esta categoria é bem estudada em [17] e [18].
Primeiramente recordamos as defini¢oes de geradores e subgeradores de

um R-maodulo.

Definicao 1.10. ([18], Ch. 3, Sec.13.3) Seja R um anel e sejam M e P dois
R-modulos a esquerda. Dizemos que P é M-gerado se existem um conjunto
de indices w e um epimorfismo 1 : M) — P. Dizemos que M ¢é gerador

para P.

Definigao 1.11. ([18], Ch. 3, Sec. 15) Seja R um anel e sejam M e P dois R-
modulos a esquerda. Dizemos que P é M -subgerado se existem um conjunto
de indices Q e um epimorfismo o : M — P, para algum R-mddulo P* D P.

Dizemos que M ¢é subgerador para P.

Dado um R-moédulo M, a categoria de todos os R-médulos que sao M-
subgerados é denotada por o[M]. Logo, dizer que um R-médulo P é M-
subgerado é equivalente a dizer que P € o[M]. E claro que todo médulo
M-gerado é também M-subgerado.

A categoria o[M] é a menor subcategoria de R-Mod que contém M e
que é fechada para submoddulos, médulos quocientes e somas diretas. Além
disso, o[M] é uma subcategoria plena de R-Mod, isto é, Hom,(N,P) =
Hompoa(NV, P), para quaisquer R-médulos N e P em o[M].

Fazemos um comentario a respeito de envoltoria injetiva e para isso, lem-

bremos algumas definigoes.

Defini¢ao 1.12. Um R-mddulo P é dito M-injetivo, ou injetivo em o[M],
se para todo submaodulo N de M e todo homomorfismo f : N — P, existe um

homomorfismo g : M — P tal que g|x = f, isto €, o diagrama abaizo comuta

0—>N—>

v
l [
/’/

P

onde i € a inclusao.



Um modulo P diz-se injetivo se P é M-injetivo para todo R-médulo M.

Definicao 1.13. Seja M um R-modulo. Um submddulo N de M diz-se
essencial em M se N NP #£ 0, para todo submddulo nao-nulo P de M.

Usamos a notagao N C, M para um submédulo N essencial em M.

Seja N um R-médulo. O Lema de Zorn garante a existéncia de um R-
modulo £ que é uma extensao essencial maximal de N, isto ¢, N é um
submodulo essencial de E e se existir um outro R-médulo B tal que N seja
um submoddulo essencial em B, entao a inclusao N — FE estende-se a um
monomorfismo B — E. Além disso, F é também um R-mddulo injetivo. O
R-médulo E é entao chamado a envoltoria injetiva do R-moédulo N. Para
maiores detalhes, veja ([6], Th.1.10 e Prop.1.11). O Teorema 1.10 de [6]
mostra que E é uma extensao injetiva minimal de N se, e somente se, F é
uma extensao essencial maximal de N e a Proposicao 1.11 garante que, a
menos de isomorfismo, existe apenas uma envoltéria injetiva.

Analogamente, para todo médulo N € o[M], existe a envoltéria M-
injetiva de N em o[M] que denotamos por N, isto é, N é uma extensio M-

injetiva minimal de N em o[M]. Para maiores detalhes, veja ([18], Sec. 17.9).

Observagao 1.14. Todo médulo M-injetivo P em o[M] é gerado por todo
subgerador dele em o[M]. De fato, seja K € o[M]| um subgerador de P.
Entéo existem um conjunto de indices 2 e um epimorfismo ¢ : K — P’
para algum P’ D P.
Temos que P’ ~ K(Q)/Ker(go_) € o[M]. A seqiiéncia exata curta
0—P-—>P —P/P—0

em o[M] cinde, pois P é injetivo em o[M]. Entdo existe ¢ : P* — P tal que
Yoi=idp. Assim, a funcdo ¥ oy : K& — P é um epimorfismo e portanto,
P é K-gerado.

1.3 Teoria de torsao em o¢[M], médulos forte-

mente primos e fortemente semiprimos

Seja M um R-médulo. A teoria de torsao em o[M] é apresentada de
maneira detalhada em ([17], Ch. 3, Sec.9). Vamos apresentar aqui apenas o

essencial ao desenvolvimento de temas posteriores deste trabalho.



Nesta secao também lembramos as defini¢oes e principais resultados sobre
modulos fortemente primos e fortemente semiprimos, pois ambos estao bem
relacionados com a teoria de torsao em o[M].

Uma classe 7 de médulos em o[M] é dita:

(i) Uma classe de pretorsdo se T é fechada para médulos quocientes e somas
diretas.

(ii) Uma classe de pretorsao hereditdria se T ¢é fechada para submédulos,
modulos quocientes e somas diretas.

(iii) Uma classe de torsdao hereditdriase T é fechada para submédulos, médulos
quocientes, somas diretas e extensoes em o[M] (isto é, dada uma seqiiéncia

exata curta 0 = U - N -V —0tal que U, V € 7 entdo N € 7).

Sejam 7 uma classe de pretorsao em o[M]| e N um R-mdédulo. O seguinte

conjunto é um submoédulo de N:
T(N):=Tr(T,N)=» {UCN:U€eT},

a soma de todos os submodulos de N que pertencem a 7.

7T (N) é chamado o submddulo de 7-torsao de N. Se 7(N) = N, entao
N é dito um moédulo de 7-torsao e se 7(N) =0, N é dito um médulo livre
de 7-torsao.

Seguem algumas propriedades de 7 (V).

Proposicao 1.15. Sejam T uma classe de pretorsao em o[M] e N € R-Mod.
Entao as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) T(N)eT.

(ii) T7(N) =>_{Imh, h € Homgr(U,N), U € T} €é o maior submddulo de N
que pertence a T .

(iii) Para todo R-homomorfismo f : N — L, onde N e L sao R-mddulos
quaisquer, temos que f(T(N)) C T(L). Além disso, se T é uma classe de
pretorsao hereditdaria entdo, para todo submédulo L de N, temos que T (L) =
LNT(N).

Demonstracao: (i) Consideramos {U;}; a familia de todos os submddulos de
N que pertencem a 7, as inclusoes canonicas {¢; : U; — @ U;} e as inclusoes

(2
{h; : Uj — N}, entao existe um tnico R-homomorfismo g : @ U; — N tal que
i



gogq; = h;. E claro que Img = Y. U; e portanto a aplicacio g : @ U; — S U;
¢ sobrejetora e isto implica que @ U;/Kerg ~ > U;. Sendo quez 7T é fechada
para somas diretas e médulos qué)cientes, segue que 7 (N)=>"U, € T.

(ii) A igualdade é clara. Por outro lado, se N' é um submédulo de N tal
que N' € T, entdo é claro que N' C Y {U C N;U € T}.

(iii) O primeiro fato é evidente. Suponhamos 7 uma classe de pretorsao
hereditaria. E ¢bvio que T7(L) € L N T(N), basta tomarmos a inclusio
i: L < N. Temos que LN7T(N) é um submddulo de 7 (), o qual pertence

a T, ecomo 7T é fechada para submdédulos, segue que L N7 (N) € 7. Logo,
LNT(N)CT(L). ]

Quando 7 é gerada por um unico R-médulo, digamos U, temos que
T(U,N) :=Tr(UN) = {3, filw) : w; € U, fi € Homg(U,N),n € N}
é o maior submddulo de N que é U-gerado. Chamamos Tr(U, N) o trago de
U em N. Claramente Tr(U, N) = N se, e somente se, N é U-gerado.

Definicao 1.16. ([17], Ch.3, Sec.13) Um R-mddulo a esquerda M € dito

fortemente primo se M € o[N] para todo submddulo nao-nulo N de M.

Teorema 1.17. ([17], Ch.3, Sec.13.3) Sejam M um R-mddulo e M sua

envoltdria injetiva em o[M|. Entdao as sequintes condigdes sao equivalentes:

(i) M € fortemente primo.

(i) Para quaisquer 0 # z,y € M, existem t = t(x,y) e 1,79, , 74 € R tais
t

que m Ang(rix) C Ang(y).

=1

(iii) M é fortemente primo.

(iv) M é gerado por cada um de seus submddulos nao-nulos.

(v) M ndo possui submaddulos completamente invariantes nao-triviais (isto €,
se N C M ¢ tal que f(N) C N, Vf e EndR(J\//T), entao N =0 ou N = J/\/[\)
(vi) Para toda classe de pretorsao (resp. pretorsao hereditdria) T em o[M],

T(]\/Z):]\/jou ’T(]\//_T):O (resp. T(M)=M ouT(M)=0).

Embora seja bem conhecido na literatura, vamos dar uma breve prova de

que moédulos fortemente primos sao primos.

Proposicao 1.18. Seja M um R-mddulo fortemente primo. FEntao M ¢é

primo.
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Demonstracgao: Sejam N um submoédulo nao-nulo de M e 0 # n € N.

Entao por (ii) do teorema acima, para cada y € M, existem s = s(n,y)

ery,-,rs € R tais que Ang(rin,--- ,rsn) C Ang(y). Mas Ang(N) C
Ang(rin,--- ,rsn) € Ang(y). Logo, Angr(N) C Ang(M) e dai Ang(N) =
Ang(M). Portanto, M é primo. ]

Para definir os modulos fortemente semiprimos precisamos de mais alguns

fatos da teoria de torsao.

Sejam M € R-Mod, M sua envoltéria injetiva em oM]eT = EndR(]\/f\).
Sejam K um submoédulo de Mel e o[M]. Denotamos por TX(L) o trago
de o|K] em L, dado por

TK(L) =) {UCL:Ueo[K]}

Por 7y denotamos a classe de torsao hereditaria em o[M] determinada por
TK C ]\/4\, isto é, um médulo U € Tk se, e somente se, Hompg(U, fl?) = 0.

Entao o correspondente submédulo de 7x-torsao de L, Tk (L), é dado por
Ti(L) =Y {U C L: Homp(U,TK) = 0}.

Apresentamos algumas propriedades relativas a estas nogoes. A pro-
posicao apresentada abaixo, encontra-se em sua totalidade em ([17], Ch. 3,

Sec. 11.10), enunciamos apenas as propriedades que nos sao uteis.

Proposicao 1.19. Sejam M um R-mddulo, K um submaddulo de M e T =
EndR(]\/Z). Entao, temos que:
(i) TK(M\) =TK (é um mddulo K-injetivo).

(il) 75(L) N Tx (L) = 0, para todo submédulo L de M.

A defini¢ao de médulos fortemente semiprimos encontra-se em ([17], Ch. 3,
Sec. 14.3), dada por uma série de equivaléncias. Por objetividade, apresenta-

mos somente as que sao usadas no trabalho.

o~

Definicao 1.20. Sejam M um R-mddulo e T = Endr(M). O mddulo M é
dito fortemente semiprimo se as condicoes equivalentes abaixo sao satisfeitas
para todo submodulo K de M.

() M/Tic(M) € o[K].

(ii) M = TK @ Ti(M).
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Proposigao 1.21. Seja M um R-mdédulo fortemente semiprimo. Entao M &
o[N] para todo N C, M.

Demonstragao: Seja N um submddulo essencial em M. Pela Proposicao
1.19, TN(M) N Ty(M) = 0. Como N C TN(M), entao N N Ty(M) =0 e
isto implica que 7y (M) = 0, pois N C, M.

Sendo 7 uma classe de torsao hereditaria, segue que M N 7, N(]\/Z ) = 0.
Portanto ’TN(M) =0, pois M C, M.

Temos que M ¢é fortemente semiprimo, entao M=TN = Tr(N, M ), por
(ii) da definigdo acima. Logo, M e o[N] e claramente M € o[N]. O

Usando a proposicao acima é facil ver que modulos fortemente primos sao
fortemente semiprimos.

Sejam M um R-moédulo semi-simples e K um submédulo de M. Entao,
M é injetivo em o[M] veja ([18], Ch. 4, Sec.20.3) e portanto, M = M. Pela
Proposicao 1.19, temos que 7% (M) = SK, onde S = Endgr(M). Além disso,
Tx(M) = > {U C M : Homg(U,SK) = 0}, pois SK ¢ injetivo em o[M].
Usamos isto na prova do resultado abaixo, que embora seja conhecido na

literatura, nao encontramos sua prova.

Proposicao 1.22. Seja M um R-modulo semi-simples. FEntao M € forte-

mente semiprimo.

Demonstracgao: Seja K C M. Consideremos o submédulo nao-nulo SK de
M. Se M =SK =Tr(K, M) entdo M € o[K] e obviamente M ¢ fortemente
semiprimo. Suponhamos que SK seja um submoédulo préprio de M. Como
M ¢é semi-simples, temos que SK ¢é um somando direto de M, entao existe
um submoédulo L de M tal que M = SK & L.

Mostremos que L C Tx(M). Suponhamos o contrario. Entao existe um
R-homomorfismo nao-nulo f : L — SK. Podemos escrever L = Ker(f) @ P,
para algum submodulo P de L, pois L é semi-simples.

Por ser L injetivo em o[M] veja ([18], Ch. 4, Sec.20.3), existe h : SK — L

tal que o diagrama abaixo comuta

.-

f(P) == SK

P

21 ///
-7 h

L

£

12



onde 1; e 15 820 as respectivas inclusoes. A funcao h pode ser estendida a uma
h' € S tal que h'|sx = h, pois M é injetivo em o[M].

Sendo SK um submoédulo completamente invariante de M, temos que
P = h(f(P)) =K (f(P)) C SK e isto implica que P = 0. Logo, L = Ker(f)
e isto é um absurdo, pois f é ndao-nula. Portanto, L C Tk (M) e assim, M =
SK®LCSK®Tg(M)C M. Logo, M/Tg(M) ~ SK = TX(M) € 0[K] e

M ¢é fortemente semiprimo. [

1.4 Co-algebras e co-mdédulos

As definigoes e resultados desta se¢do podem ser encontrados em [1] e [9].

Consideramos k£ um corpo e os produtos tensoriais sempre tomados sobre k.

Defini¢ao 1.23. Uma co-dlgebra é uma tripla (C,A,¢e), onde C é um k-
espaco vetorial, A : C' — C®C ee: C — k sdo morfismos de k-espacos

vetoriais tais que os diagramas abaizo comutam:

A

a) C C®C b) C
SN
A A®id C®k A ke C
. ‘d@x Aj
CoC20CeC C®C

Os morfismos A e ¢ sao chamadas co-multiplicacao e co-unidade da co-
algebra C, respectivamente. No diagrama b), ¢, e ¢ sdo os isomorfismos
canonicos.

A comutatividade do diagrama a) expressa pela igualdade (id @ A)o A =
(A ®id) o A, é chamada co-associatividade, enquanto que a comutatividade

do diagrama b) é expressa por idc = ¢ 0 (e ®id) o A = ¢, 0 (id R ¢€) o A.

Exemplos: 1) Seja S um conjunto nao vazio. O k-espago vetorial kS com
base S é uma co-algebra com co-multiplicacao A e co-unidade ¢ definidas por
Als) =s®@sec(s)=1,Vse S.

2) O corpo k é uma co-algebra com co-multiplicacdo A : k — k ® k o isomor-

fismo candnico A(a) = a ® 1 para todo « € k, e a co-unidade € : k — k é a
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funcao identidade. Este exemplo é um caso particular do exemplo anterior,
onde temos apenas um elemento basico 1.
3) Seja H um k-espago vetorial com base {c,,; m € N}. Entdo H é uma

co-algebra com co-multiplicacao A e co-unidade ¢ definidas por:
A(Cm> = Z & Cm—i, E(Cm) = 6o,m
i=0

para todo m € N (§;; é o stmbolo de Kronecker).
4) Sejan > 1 um inteiro positivo e M¢(n, k) um k-espago vetorial de dimensao
n?. Denotamos por (e;;)1<;j<n & base de M¢(n, k). Definimos sobre M¢(n, k)

a co-multiplicagao A por
Aley) =) e @ ey
p=1
para todo i, j e a co-unidade £ por
5(62']‘) = 5ij .
Portanto, M¢(n, k) é uma co-algebra, chamada Co-algebra de Matrizes.

Sendo uma co-algebra C' um k-espaco vetorial, diremos que C' é finito

dimensional quando sua dimensao sobre k é finita.

Apresentamos agora a notagao de Sweedler para a co-multiplicagao A da
co-algebra C. Esta notagao é muito eficaz, no sentido de facilitar a escrita
quando temos longas composigoes envolvendo A.

A definigao recursiva da seqiiéncia de aplicagoes (A,,),>1 ¢ definida como
A =AA,:C—-CC®- -®C, ntl vezes, onde Vn > 2, temos que
A, =(A®id" oA, ;.

A notagao de Sweedler para A se escreve como A(c) = > ¢ ® ¢y, para
todo ¢ € C; evitando assim a escrita A(c) = >, . ¢; ® ¢;. Indutivamente,
Ay () =>c1® - ®cpy1, Yn > 2. Para mais detalhes, veja ([1], pag.4).

Pela definicao de A,,, quanto maior for o n, mais “carregada” torna-se a

escrita de A, (c), qualquer que seja ¢ € C. Para n = 2 temos que
AQ(C) = Zch ®C12 X cy = ch ®C21 ®CQ2 = 201 & co @ c3

e

c= 25(01)02 = che(cg).
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As igualdades acima sao exatamente a comutatividade dos diagramas a)

e b), respectivamente.

Definicao 1.24. Seja (C,A,¢) uma co-dlgebra. Um k-subespago vetorial D
de C' € chamado uma subco-dlgebra de C' se A(D) C D® D.

Uma co-algebra C' é dita simples se suas tnicas subco-algebras sao 0 e C.

Defini¢ao 1.25. Seja (C, A, e) uma co-dlgebra e I um k-subespaco vetorial
de C'. Entao I é chamado:

(1) um co-ideal a esquerda (a direita) se A(I) CC &I (resp. A(I) CI®C).
(i) um co-ideal se A(I) CIRC + C®I ee(l)=0.

Seja V' um k-espaco vetorial. O k-espago vetorial V* = Homy(V k) é
chamado o espago dual de V.

O espaco V* é um espaco topoldgico com a topologia induzida pela topo-
logia de YX* = {f : X — Y}, onde X e Y sao conjuntos nao-vazios. Esta
topologia sobre V* é chamada topologia finita. Uma base para os abertos

nesta topologia é dada por conjuntos da forma:

{geV*:g(x;) = f(x;),1 <i<n},

onde {z; : 1 < i < n} é um conjunto finito de elementos de V' e f é um
elemento fixo de V*. Portanto, todo conjunto aberto é uma uniao de abertos
dessa forma. Introduzimos mais algumas notagoes.

Se S é um subconjunto de V*, entao denotamos por
St={veV:f(v)=0VfeS}
Analogamente, se W é um subconjunto de V', entao o conjunto
WH={feV*: f(W)=0}.

E facil ver que os conjuntos S+ e W+ sao subespacos de V e V*, respec-
tivamente.

Lembremos algumas defini¢oes importantes como, por exemplo, subespa-
¢os fechados e subespagos densos em V*.

Se W é um subespago de V entao (W+)+ = W. Também, se S é um
subespaco de V*, entdo (S+)*+ = 5, onde S é o fecho de S na topologia finita.
A prova destes fatos encontra-se em ([1], Th. 1.2.6).
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Dizemos que um subespago S de V* é fechado na topologia finita se S =
5 - (S
Seja S um subespaco de V*. O subespaco S é denso em V* se S = V*.

Equivalentemente, S é denso em V* se, e somente se, S+ = {0}.

Dada uma co-dlgebra (C,A,¢), o k-espaco vetorial C* = Hom(C, k)
possui uma estrutura de k-algebra, onde a multiplicacao M : C* @ C* —
C* é dada por M = A*p, sendo p : C* ® C* — (C ® C)* definida por
p(f®g)(c®d) = f(c)g(d), para ¢,d € C e a unidade é u(1), onde u =c*¢ e
¢ : k — k* é o isomorfismo canonico.

Mais explicitamente, dados f,g € C* | o produto fxg = M(f ® g) ¢é

chamado produto de convolucao e é determinado da seguinte forma:

frgle)=Ap(f @ g)(c) = p(f @ 9)Alc) =Y _ fler)glea),

onde A(c) =Y ¢1 ® es.

A unidade de C* é igual a €. De fato, sejam f € C* e ¢ € C. Temos
que (f *e)(c) = X fla)e(er) = fQoae(er)) = fle). Logo, fxe = fe
analogamente, ¢ x f = f.

A k-algebra C* assim definida é chamada algebra dual da co-algebra C.

Oportunamente neste trabalho, falamos da co-algebra co-oposta de uma
co-algebra C e da algebra oposta de C*. Vamos defini-las aqui.

Seja (C, A, &) uma co-dlgebra. Consideramos a aplica¢ao k-linear AP =
TA, onde T: C®C — C® C édada por T(a®b) = b® a. B facil verificar
que (C, AP ¢) é uma co-algebra, chamada a co-algebra co-oposta de C' e é
denotada por C°P.

A élgebra oposta de C*, denotada por C*°?, é a tripla (C*, MT,u), onde

T é como acima.
Lembremos a definicao de um morfismo de co-dlgebras.

Defini¢ao 1.26. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) co-dlgebras. Dizemos que

a funcao k-linear g : C'— D € um morfismo de co-dlgebras se os sequintes
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diagramas comutam:

C
Y

Ac Ap g k‘

A

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser escrita como Ap(g(c)) =

> 9(0)1®glc)a = g(c1) ® glez2) = (9 @ g)Ac(c).

O proéximo resultado relaciona os ideais de C* e as subco-algebras de C'.

CoC-L%DeD D

Proposicao 1.27. ([1], Prop. 1.5.23) Sejam C uma co-dlgebra e C* sua dlgebra
dual. As sequintes propriedades sao verificadas:

(i) Se I é um ideal de C* entio I+ é uma subco-dlgebra de C.

(ii) Se D € um k-subespago de C entio D é uma subco-dlgebra de C' se e,

somente se, D+ é um ideal de C*. Neste caso, C*/D+ ~ D* como dlgebras.

Demonstracdo: (Esboco) (i) E facil mostrar que, para todo ¢ € I+, A(c) €
C®I*teAc) € It ®C e portanto, A(c) € It @ I+,

(ii) Se D+ é um ideal de C* entdo, por (i), D*+ = D é uma subco-
algebra de C'. Reciprocamente, consideramos D uma subco-algebra de C' e a
inclusao ¢ : D — ', que é um morfismo injetor de co-algebras. E facil ver
que i* : C* — D* é um morfismo sobrejetor de dlgebras, onde Ker(i*) = D*.

Logo, D+ ¢ um ideal de C* e as 4lgebras C*/D+ e D* sao isomorfas. O

Definicao 1.28. Seja C' uma co-dlgebra. Um co-mddulo a direita sobre a co-
dlgebra C € um par (M, p), onde M é um k-espago vetorial e p: M — M@ C

€ um morfismo de k-espacos vetoriais tal que os diagramas comutam:

p

a) M MeC b) M\
P id®A P M®Ek
%7
p®id
MC—MeCxC M®C
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Para facilitar a escrita, diremos apenas um co-médulo a direita, ficando

subentendido que C' é a co-algebra considerada.

A notagao de Sweedler estende-se também para a estrutura p de um co-
modulo da seguinte forma:

Seja M um co-moédulo a direita cuja estrutura é dada por p: M — M &C.
Entao para todo m € M, escrevemos p(m) = ) m) ® my), onde os m(o)/s
estao em M e os m(l)'s estao em C. Se M é um co-modulo a esquerda com
estrutura p : M — C ® M, escrevemos p(m) = > m(_1) ® m(), onde os
m(_l)/s estao em C' e os m(o)/s estao em M.

Na notagao de Sweedler, a comutatividade dos diagramas a) e b) é dada

respectivamente por
Y (me)o @ (me)m @may = Y _me) @ (mu)i ® (ma))2
= D) ®ma) @ me

m = Z E(m(l))m(g)

Exemplos: 1) A co-dlgebra C' possui ambas as estruturas de um co-médulo
a direita e a esquerda sobre si mesma, dadas pela sua co-multiplicacao A.

2) Se C' é uma co-élgebra e X é um k-espaco vetorial, entdo X ® C' torna-se
um C-co-médulo a direita cuja estrutura dada por p: X @ C - X @ C® C
é induzida por A, isto é, p = id ® A. Logo, p(x @ c¢) => 2 ® ¢1 ® ca.

Defini¢ao 1.29. Seja (M, p) um co-médulo a direita. Um k-subespago veto-
rial N de M € chamado um subco-médulo a direita se p(N) C N @ C.

Um co-moédulo a direita M é dito simples se seus unicos subco-modulos
sao 0 e M.

Definig¢ao 1.30. Sejam (M, p) e (N, ¢) co-mddulos a direita. Uma func¢ao k-

linear g : M — N ¢ dita um morfismo de co-maodulos se o sequinte diagrama

comuta:
M—L—N
P o]
Mec L Ngo
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e a comutatividade deste diagrama é dada por
D (g(m))o) @ (9(m))ay = Y g(m)) @ mq.

Sejam (M, p) um co-mdédulo a direita e N um subco-médulo de M. Con-
sideramos o k-espago vetorial M/N e p : M — M/N a projecao canonica,
p(m) = m. Entao é claro que existe uma tnica estrutura de co-médulo a
direita sobre M /N para a qual M — M /N é um morfismo de co-mddulos,
veja ([1], Prop. 2.1.14).

O co-mddulo (M/N, p), onde p(m) = > M) ® m), para m € M, é dito

o co-modulo quociente de M por N.

Denotamos por MY a categoria dos co-médulos & direita sobre a co-
dlgebra C, onde os objetos de MY sdo os co-mddulos & direita sobre C' e

cujos morfismos sao os morfismos de co-modulos definidos acima.

Por “ M denotamos a categoria dos co-mdédulos a esquerda sobre a co-
algebra C, onde os objetos de “M sdo os co-mdédulos a esquerda sobre C' e

cujos morfismos sao os morfismos de co-modulos a esquerda.

1.5 Modulos racionais

Sejam C' uma co-algebra e C* sua k-algebra dual. Seja M um C*-mddulo
a esquerda cuja estrutura é dada pelo morfismo ¢y, : C* @ M — M de

k-espacos vetoriais. Definimos:
pm 2 M — Hom(C*, M), por ppr(m)(c*) = c*'m,m € M,c* € C*.
Sejam j : C'— C**, j(c)(c*) = ¢*(¢) a injegao canodnica, e
fu M @C™ — Hom(C*, M), fyu(m® c™)(c") =™ (c")m
que é um morfismo injetor. Segue que
pns = M@ C— Hom(C™, M), par = fu(id @ j)

é injetor. B claro da definicio que iy (m @ ¢)(c¢*) = ¢*(¢)m, para c € C, ¢* €
C*eme M.

Definicao 1.31. ([1], Def.2.2.2) O C*-mddulo a esquerda M ¢ dito racional
se pu(M) € py(M ® C).
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Observacao 1.32. M é um C*-mddulo racional se, e somente se, Vm € M,
existem duas familias finitas de elementos (m;); € M e (¢;); C C tais que
c'm =), c*(c;)m;, para todo ¢* € C*.

Seja M um C*-mddulo racional e suponhamos que para um m € M exis-
tam dois pares de familias finitas (m;);, (¢;); e (m;) i (c;) ;j como acima, entao

/ ’ . ;o .
DM ®@ci =) ;m; ®c;, pois py ¢ injetivo.

Denotamos por C*-Mod a categoria dos C*-mddulos a esquerda e por
Rat(C*-Mod) a subcategoria dos C*-médulos a esquerda racionais.
A categoria Rat(C*-Mod) é fechada para submdédulos, médulos quocientes

e somas diretas, sendo também uma subcategoria plena de C*-Mod.

Vamos detalhar um pouco como as categorias M e Rat(C*-Mod) estao

relacionadas.

Seja (M,w) um co-médulo a direita onde w : M — M & C. Definimos
Yy : C* @M — M por ¢, = ¢(y ® idpy)(ide- @ T)(ide ® w), onde idy e
idc+ sdo as identidades, T: M @ C' — C ® M é dada por T(m ® ¢) = c®@m,
v : C*®C — k é definida por y(c*®c) = c*(c)ep: k@M — M éo
isomorfismo canonico.

Se w(m) = > m() ®m) entdo 1, (c*@m) = Y c¢*(m))m(o) param € M
e para todo ¢* € C*. Temos que le=m = em = > e(mu))me) = m e
facilmente verificamos que (¢*d*)m = ¢*(d*m) para ¢*,d* € C* e m € M.

Logo, (M, ,) é um C*-médulo a esquerda racional.

Seja (M, 1) um C*-mddulo a esquerda racional. Sendo a aplicagao linear
py : M ®@C — Hom(C*, M) injetora, segue que fips : M @ C — ppy (M @ C)
¢ um isomorfismo de k-espagos vetoriais.

Definimos wy, : M — M ® C por wy(m) = fiy; (par(m)), m € M. Entdo
wy(m) =Y m) ®mq), onde 0s m() s e os m(1)’s sdo as duas familias finitas
de elementos em M e C, respectivamente, tais que c¢*m = > c*(m))mo),
para todo ¢* € C*.

Sendo que lg=m = em = m segue que m = »_ (m))mo) € mostra-se
também que (wy @ id)wy = (id @ A)wy. Logo, (M,wy) é um co-médulo a

direita.
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Agora, consideramos f : M — N um morfismo de co-médulos. Sendo que
M e N tém a estrutura de C*-mddulos racionais, verifica-se facilmente que f
¢ um morfismo de C*-moddulos racionais.

Da mesma forma, dado um morfismo f : M — N de C*-médulos a
esquerda racionais, (M, ¥yr) e (N, 1), entdo f é um morfismo de co-médulos
a direita.

Assim, é possivel definir os seguintes funtores:
T : M® — Rat(c~M) tal que T(M,w) = (M, ) e T(f) = f,

para todo co-médulo (M, w) e para todo morfismo f : M — N de co-mddulos
e

S : Rat(c=M) — M tal que S(M,¢)) = (M,wy) e S(f) = f,
para todo C*-médulo racional (M, ) e para todo morfismo f : M — N de
C*-moédulos racionais.

Estes funtores sao tais que S o T = idyc e T 0 S = idRay(..m) € Portanto

Teorema 1.33. ([1], Th.2.2.5) As categorias M e Rat(C*-Mod) sdo iso-

morfas.

Dizemos que um C*-moddulo racional é finito dimensional quando sua di-
mensao sobre k ¢ finita.
A proposicao abaixo diz que C*-moddulos racionais finitamente gerados sao

finito dimensionais.

Proposicao 1.34. Todo C*-mddulo racional ciclico € finito dimensional.

Demonstragao: Seja M um C*-moédulo a esquerda racional ciclico. Entao
M = C*m, para algum 0 # m € M. Sabemos que existem duas familias
finitas (¢;); € C e (m;); € M para as quais ¢*m = Y, c*(¢;)m;, para todo
c* € C*. Portanto, M = C*m estd contido no espacgo vetorial gerado pela

familia finita (m;);. O
Usando este fato, é facil ver que

Proposigao 1.35. ([1], Prop.2.4.11) Todo co-mddulo nao-nulo contém um

subco-maodulo simples.
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Apresentamos agora a categoria dos bico-mddulos. Sejam C' e D duas co-
algebras. Um k-espaco vetorial M é dito um bico-mdédulo a esquerda sobre
D e a direita sobre C' (ou brevemente, um (D, C)-bico-médulo) se M tem
uma estrutura p~ : M — D ® M de D co-médulo a esquerda, dada por
p~(m) =" m_1 ®m|g e uma estrutura de C' co-médulo a direita p* : M —
M ® C, dada por p*(m) = > m(@) ® m(). Além disso, estas estruturas sao
tais que (p~ ® id)pt = (id ® p™)p~. Esta compatibilidade é expressa pela

comutatividade do diagrama

M M C
P P~ ®id
i +
DoM-peMecC

isto é, para todo m € M, temos que

D (me) -1 ® (M) @ may = > m_y ® (mig)) o) @ (mye)) ).

Se M e N sao dois bico-médulos, entao f: M — N é dito um morfismo
de bico-moédulos se f é um morfismo de co-moddulos a esquerda sobre D e
também um morfismo de co-modulos a direita sobre C'. Fica assim definida

a categoria dos (D, C)-bico-mddulos que denotamos por  MC.

Considerando as élgebras duais D* e C* das co-algebras D e C', respecti-
vamente, denotamos por (C*, D*)-Mod a categoria dos (C*, D*)-bimddulos.
Um objeto nesta categoria é um k-espaco vetorial com as estruturas de C*-
modulo a esquerda e de D*-moddulo a direita, que sao compativeis no sentido
que c*(md*) = (¢*'m)d*, Ve* € C*, d* € D* e m € M. Os morfismos nesta
categoria sao fungoes k-lineares que sao morfismos de C*-modulos a esquerda
e morfismos de D*-médulos a direita.

Denotamos por Rat((C*, D*)-Mod) a subcategoria plena de (C*, D*)-Mod
que consiste de todos os objetos que sao C*-médulos a esquerda racionais e

também D*-mddulos a direita racionais.

Analogamente ao Teorema 1.33, temos que

Teorema 1.36. ([1], Th.2.3.3) Sejam C' e D co-dlgebras. Entao as categorias
D MC e Rat((C*, D*)-Mod) sdo isomorfas.
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Exemplo: A co-dlgebra C' é um (C, C')-bico-médulo com ambas as estruturas
dadas por A. Pelo isomorfismo das categorias, C' € Rat((C*, C*)-Mod), isto

é, C' ¢ um C*-modulo a esquerda e a direita racional.

Um fato interessante que cabe comentarmos aqui é que as categorias
DME | MEBDZF - pPPOC  DRCP A\ o CPRD AL g30 categorias isomorfas,
veja ([1], pag.91).

Sabendo que a co-dlgebra C' € M, entdao pelos isomorfismos acima,
concluimos que C' é um co-mdédulo a direita sobre a co-algebra C'®@ C°P e este

fato é usado no Capitulo 4.

1.6 A categoria o[M]°

Nesta secao seremos breve, pois sabendo que Rat(C*-Mod) e MY sio
isomorfas, podemos aplicar o que foi desenvolvido na Secao 1.2.

Seja M € M. Chamamos o[M]® a classe de todos os objetos de M
que sdo M-subgerados, isto é, para todo N € o[M]¢ existem um conjunto
de ndices Q e um morfismo sobrejetor de co-médulos ¢ : (M) — N’
para algum co-médulo N' D N. Nao ¢é dificil ver ¢[M]® é uma subcategoria
de MY que é fechada para subco-médulos, co-médulos quocientes e somas

diretas, além de ser a menor subcategoria de M® que contém M.

Definicao 1.37. Seja M € M. Entdo um co-mddulo Q) € dito M -injetivo,
ou injetivo em o[M]°, se para todo subco-médulo M de M e todo morfismo

f: M — Q de co-mddulos, existe um morfismo de co-mddulos g : M — Q

tal que gl = f.

Se o co-modulo @) é M-injetivo para todo co-modulo M, entao @) é dito
injetivo em M.

Claramente temos que M é injetivo como co-modulo se, e somente se, M
é injetivo como C*-modulo racional.

Para finalizar esta secao, lembramos que dado um co-moédulo a direita
M, podemos desenvolver a teoria de torsdo em o[M]¢ da mesma forma que
fizemos na Secao 1.3 e isto é devido ao isomorfismo estabelecido pelo Teorema
1.33.
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1.7 Resultados complementares

Nesta secao enunciamos alguns teoremas que sao uteis nos Capitulo 3 e 4.

Seja M € M®. Tomando I = Ang-(M), obtemos a subco-algebra I+ de
C que é chamada co-dlgebra associada ao co-médulo M. Além disso, I+ é
a menor subco-algebra de C tal que M seja um co-moédulo a direita sobre a
co-dlgebra I+, veja ([1], Prop.2.5.3 (iv) e [10], Prop. 4.1).

O teorema seguinte encontra-se em sua totalidade em ([16], Lemma8.0.1),

por objetividade, apresentamos apenas os itens que nos serao uteis.

Teorema 1.38. ([16], Lemma8.0.1) Seja C' uma co-dlgebra.
(i) Toda subco-dlgebra simples de C' € finito dimensional.

(ii) Toda subco-dlgebra nao-nula de C' contém uma subco-dlgebra simples.

Seja C' uma co-algebra. O co-radical Cjy de C' é a soma de todas as subco-
algebras simples de C'.

Uma co-algebra C' é dita co-semi-simples se C' = (Y, esta é a definicao
dada em ([9], Def.2.4.1).

Um co-moédulo a direita M é dito co-semi-simples se M é uma soma de

subco-modulos a direita simples.

O resultado a seguir é bastante usado em nosso trabalho, vamos de-

monstra-lo.

Proposigao 1.39. ([1], Sec.3.1) Seja C' uma co-dlgebra. Entao C é simples

se, e somente se, a dlgebra dual C* € artiniana simples.

Demonstragao: Seja C' uma co-algebra simples. Entao, pelo item (i) do
Teorema 1.38, C' é finito dimensional. Logo, C* é finito dimensional, em
particular, C* é artiniana.

Seja I um ideal de C*. Sabemos, pela Proposicao 1.27, que I+ é uma
subco-dlgebra de C. Portanto, I+ =0 ou I+ = C. Assim, ] = C* ou I = 0.
Logo, C* é simples.

Suponhamos que C* seja simples. Seja J uma subco-algebra de C. Nova-
mente pela Proposicao 1.27, J* é um ideal de C*. Assim, J* =0ou J*+ = C*
e claramente J = C' ou J = 0. (Observamos que esta reciproca nao usa o

fato de que C* é artiniana, apenas a sua simplicidade.) [
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Lembramos que A é uma subélgebra densa em C* se , e somente se, A+ =
0. Sob esta condicao, vamos definir um A-moddulo racional. Primeiramente,
notamos que a densidade de A em C* nos diz que a funcao ¢ : C' — A* dada
por ¢(c)(a) = a(c), Ve € C,Va € A é injetora. Basta notar que Kerp =
At ={0}.

Seja (M,1) um A-médulo a esquerda, onde ¢ : A® M — M é um
morfismo de k-espacos vetoriais que da a estrutura de A-modulo a M.

Definimos py : M — Hom(A, M) por p(m)(a) = am. E facil ver que o
morfismo fy : M ® A* — Hom(A, M) dado por fy(m ® a*)(a) = a*(a)m é
injetor.

Segue que pipr : M @ C — Hom(A, M), onde uy = fur o id ® ¢ é injetor.
Pela definigao, pp(m & ¢)(a) = a(c)m, param € M, a € A, e c € C.

Dizemos que o A-mddulo M é racional se pp (M) C pp (M @ C). Equiva-
lentemente, se para todo m € M, existem duas familias finitas de elementos
(ci)i € Ce(my); € M tais que am =Y alc;)m; = pp (- m;®c¢;)(a), Va € A.

Além disso, se para m € M, existem dois pares de familias (¢;);, (m;); e
(c;);, (m}); tais que (3" m; @ ¢;)(a) = par (3 m; @ ¢;)(a), Va € A, entdo
Ymi®c =5 m;- ® c;-, pois gy € injetivo.

A proposicao e o teorema seguintes sao parte de uma observagao feita em
([12], pag. 518). A partir do que notamos acima sobre densidade de dlgebras,

é possivel demonstra-los.

Proposigao 1.40. Sejam C' uma co-dlgebra, C* sua dlgebra dual e A uma
subdlgebra densa em C*. Entao M € um A-maodulo racional se, e somente se,

M é um C*-mddulo racional.

Teorema 1.41. Com a notagao da Proposicao 1.40, as categorias Rat(A-Mod)
e Rat(C*-Mod) sdo isomorfas.
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Capitulo 2

Modulos Primos e Semiprimos

numa Subcategoria de R-Mod

Em todo este capitulo, R é um anel nao necessariamente comutativo.
Lembramos que estamos trabalhando com maddulos a esquerda quando nada

for dito ao contrario.

2.1 Consideracoes iniciais

Nesta secao apresentamos uma subcategoria de R-Mod assim como suas

propriedades. Seja
Obj(Dgr) = {M € R-Mod : R/Ang(M) é um anel artiniano a esquerda}.

Temos que Dy é uma subcategoria de R-Mod cujos morfismos sao todos
os homomorfismos de R-médulos a esquerda, isto é, Dg é uma subcategoria
plena de R-Mod.

Trivialmente, se R é um anel artiniano a esquerda entao a categoria Dy =
R-Mod e reciprocamente.

Em todo o capitulo, Obj(Dg) é denotado por Dg.

Proposicao 2.1. A categoria Dg € fechada para submddulos, médulos quo-
cientes e somas diretas finitas.

Demonstragao: Sejam M € Dr e N C M. Como Ang(M) C Ang(N),
podemos definir f : R/Ang(M) — R/Ang(N) por f(r + Ang(M)) = r +
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Ang(N), que claramente é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Sabemos
que toda imagem homomorfica de um anel artiniano a esquerda é também
um anel artiniano a esquerda. Logo, R/Angr(N) é artiniano a esquerda e
portanto, N € Dg.

Notamos também que, Ang(M) C Ang(M/N) e como anteriormente con-
cluimos que R/Ang(M/N) é artiniano a esquerda e portanto, M /N € Dg.

Vejamos que Dg é fechada para somas diretas finitas. De fato, sejam
M, -+, M, € Dg. Sabemos que Ang(>_, @ M;) =i, Anr(M;) e que o

R-homomorfismo
i=1 i=1

dado por ¢(r+i_, Ang(M;)) = (r+Ang(M,), - ,r+ Ang(M,)) é injetor.

Por hipétese, para cada i = 1,2,--- ,n, o anel R/Ang(M,) é artiniano a
esquerda, entdao Y ., @ R/Ang(M;) é um R-mdédulo artiniano a esquerda.
Dai segue que, R/, Ang(M;) é um R-médulo artiniano & esquerda e por-

tanto, um anel artiniano a esquerda. Logo, Y " , @ M; € Dg. ]

Lembramos as defini¢oes de categorias preaditivas e abelianas, para mais
detalhes veja ([15], pag. 15 e 87). Uma categoria C é chamada preaditiva se
satisfaz as seguintes condigoes:

(a) C possui o objeto zero.

(b) Para quaisquer objetos C,C" em C, o conjunto de morfismos de C' em C’,
denotado por Home(C,C"), é um grupo abeliano.

(c) Para quaisquer objetos C,C" e C" em C, f,fie f € Home(C,C') e
g,g1€ g2 € Home(C',C") valem as igualdades: g(f1 + f2) = gfi + gfs e
(g1 +92)f =aq1f +g2f

A categoria C ¢ dita abeliana se as condigoes (a), (b), (c) e (d) abaixo sao
satisfeitas.
(a) C é preaditiva.
(b) Toda familia finita de objetos em C possui soma direta.

Seja a : €' — C" um morfismo em C. O kernel de a, ker o, é um mono-
morfismo k : K — C em C tal que ax = 0 e para todo morfismo ¢ : K’ — C

tal que ap = 0, existe um tinico morfismo v : K — K tal que ¢ = K.
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O cokernel de «, cokera, é um epimorfismo ¢ : ¢© — Y em C tal que
ca = 0 e para todo morfismo ¢ : ¢" — Y tal que ®a = 0, existe um tnico
morfismo ¢ : Y — Y tal que ¢ = &c.

(¢) Todo morfismo em C possui kernel e cokernel.
(d) Seja o : C — €' um morfismo em C com kernel x : K — C e cokernel
c:C" — Y. Entao o morfismo @ : coker(K — C) — ker(C' — Y) é um

isomorfismo.

Sejam M, N € R-Mod e « : M — N um R-homomorfismo. Entao a
inclusao i : Keraw — M, onde Keraw = {m € M : a(m) = 0} e a projegao
7 : N — N/Im(a) sdo os respectivos kera e cokera. O homomorfismo
a : cokeri = M/Kerao — Im(a) = ker m é um isomorfismo. Com isso, é facil

ver que
Proposicao 2.2. A categoria Dg € abeliana.

Embora Dr nao seja fechada para somas diretas infinitas, se tivermos

uma familia qualquer (M;);c; em Dg de médulos isomorfos, entao é claro que
Y ic1 @ M; € Dg, pois Ang(_,c; @ M;) = Ang(M;), para todo i € 1.

Proposicao 2.3. Seja M € Dg. Entao a categoria o[M] é uma subcategoria

plena de Dg.

Demonstragao: De fato, seja N € o[M]. Entdo existem um conjunto de
indices I e um epimorfismo ¢ : M — N’ para algum R-médulo N’ que
contém N.

E claro que Ang(MD) = Ang(M). Logo, R/Ang(M®) = R/Ang(M)
é artiniano & esquerda, pois M € Dp. Portanto, M) € Dy e sendo que
D, é fechada para quocientes, segue que N € Dp. Mas Dy é fechada para
submédulos e isto nos da que N € Dg. Logo, o[M] C Dg.

Como o[M] é uma subcategoria plena de R-Mod, podemos concluir que
Homgpy (N, P) = Hompmoa(N, P) = Homp, (N, P), para quaisquer N, P €
o[M]. O

Qualquer resultado provado para mdédulos em Dpg vale para um mddulo

qualquer em o[M] desde que M € Dg.
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2.2 Moébdulos primos e fortemente primos

Apresentamos agora resultados relativos aos médulos primos e fortemente
primos tomados em Dpg. Primeiramente, mostramos uma proposicao que é

usada na prova de resultados desta secgao.

Proposicao 2.4. Seja A um anel artiniano a esquerda e M um A-mddulo a
esquerda fiel, isto é, Ana(M) = 0. Entao M possui um A-submddulo simples.
Demonstragao: Sendo A um anel artiniano a esquerda, entdao A possui um
ideal & esquerda minimal I. Temos que existe 0 # x € M tal que Iz # 0,
caso contrario, I C Any(M) = 0, e isto é absurdo, pois I é minimal.
Afirmamos que Iz é simples. De fato, seja 0 # N C [x. Entao existe
0#n € N tal que 0 # An C N. Temos que n = yzx, para algum y € [
nao-nulo e isto implica que 0 # Ay C I. Logo, Ay = I, pois I é minimal.
Portanto, An = Ayx = Ix e isto nos diz que N = Iz, ou seja, Iz é um

submodulo simples de M. O

A proposicao acima nos diz que todo médulo nao-nulo M em Dy possui um
R-submédulo simples. Isto decorre do fato de que M possui um R/Ang(M)-

submodulo simples que, obviamente, ¢ simples como um R-mdédulo.

Proposicao 2.5. Seja M € Di um mddulo primo. Entao, salvo isomorfis-
mos, M possui apenas um submaodulo simples.
Demonstragao: Como M € Dg, temos que M possui um R-submddulo
simples S. Suponhamos que exista outro R-submédulo simples S° de M.
Sendo M um médulo primo, segue que Ang(S) = Ang(M) = Ang(S").
Chamamos I = Angr(M). Temos, por hipdtese, que R/I é artiniano a
esquerda e claramente ¢ um anel primitivo a esquerda. Pela Proposi¢ao 1.5,
R/I é um anel simples. Logo, R/I ¢ isomorfo ao anel de matrizes M, (D),
para algum anel de divisao D e algum inteiro n > 1, pela Proposicao 1.6.
O anel M, (D) possui, a menos de isomorfismo, um tinico médulo simples
D", veja ([8], Ch. 1, Th.3.3). Portanto, S e S sdo R/I-médulos isomorfos e

claramente sdo isomorfos como R-mddulos. O]

Observagao 2.6. Devido ao isomorfismo entre os anéis R/I e M, (D), po-
demos enxergar D" como um médulo sobre R/I. Portanto, os submédulos

simples isomorfos de M podem ser vistos como isomorfos a D".
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O teorema seguinte é uma caracterizagao dos médulos primos em Dg.

Teorema 2.7. Seja M € Dg. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalen-
tes:

(i) M é um R-mddulo primo.

(i) M = > ,cq @ M;, onde os M;'s sio R-submddulos simples de M, iso-
morfos dois a dois, e € € um conjunto de indices.

(iii) O anel R/Angr(M) € simples (e artiniano a esquerda).
Demonstragao: (i) = (ii) Como M € Dg segue, pela Proposigao 2.4, que
M possui um R-submédulo simples S. Além disso, Ang(M) = Ang(S), pois
M é um R-modulo primo.

Chamamos I = Ang(M). Temos entdo que R/I é um anel primitivo a
esquerda e por ser também artiniano a esquerda, segue que R/I é um anel
simples. Pela Proposi¢ao 1.6, R/I é um anel semi-simples. Entao M é um
R/I-médulo semi-simples e é claro que os R/I-submdédulos simples de M sao
R-submédulos simples de M e reciprocamente. Portanto, M ¢ um R-mdédulo
semi-simples. Logo, M é uma soma direta de submodulos simples que, pela
proposicao anterior, sao isomorfos dois a dois.

(ii) = (iii) Como M = }_.., € M;, onde os M;'s sio submédulos simples
de M, isomorfos dois a dois, segue que Ang(M) = Ang(M;), para todo
i € Q. Logo, R/Angr(M) é um anel primitivo a esquerda. Pela Proposicao
1.5, R/Ang(M) é um anel simples.

(iii) = (i) Seja 0 # N € M. Entao Anr(M) C Ang(N) S R. Sendo o
anel R/Ang(M) simples, segue que Ang(M) é um ideal maximal de R. Logo,
Ang(M) = Ang(N) e M é um médulo primo. O

No Capitulo 1, vimos que moédulos fortemente primos sao primos. Pro-
vamos agora que mddulos primos em Dpg sao fortemente primos, isto é, vale
a reciproca. Nao encontramos nenhuma prova na literatura do resultado

abaixo, embora o mesmo seja conhecido. Entao fazemos uma breve prova.

Lema 2.8. A soma direta qualquer de modulos fortemente primos isomorfos

€ um modulo fortemente primo.

Demonstragao: Seja M = ) ., @ M;, onde os M;'s sao médulos forte-

mente primos isomorfos e I é um conjunto de indices qualquer.
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Seja 7 uma classe de pretorsao hereditaria em o[M]. Como os M;'s séo
fortemente primos e isomorfos, segue que 7 (M;) = 0, Vi € I ou T(M;) =
M;, ¥i € I, pelo item (vi) do Teorema 1.17.

Suponhamos que 7 (M;) = 0, Vi € I. Consideramos as projegoes canonicas
T Doier @ My — M;. Entéao m(T (X, @ M) € T(M;) = 0, V. Logo,
T(Zz‘el @ Mz) = 0.

Suponhamos que 7 (M;) = M;, Vi € I e tomamos as inclusoes i; : M; —
Y ier @ M;. Entao M; =T (M;) CT (> .., D M), Vjel Logo,> .., DM
CT(> ;e P M;) e portanto, > .., B M; =T (> ,.; P M;). Concluimos que
M ¢é fortemente primo. ]

Teorema 2.9. Seja M € Dr um mddulo primo. Entao M é fortemente

primo.

Demonstracao: Pelo item (ii) do Teorema 2.7, M é uma soma direta de
submodulos simples isomorfos dois a dois. Sabemos que todo médulo simples
é fortemente primo. Logo, pelo lema anterior segue que M ¢é fortemente

primo. [

O Teorema 2.7 nos diz que os médulos primos em Dy sao semi-simples,
cujos submddulos simples sao todos isomorfos. Logo, M ¢ injetivo em o[M]
e portanto, M = M. Assim, temos a seguinte versao do Teorema 1.17 para

moédulos em Dpg.

Teorema 2.10. Seja M € Dg. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalen-
tes:

(i) M € um R-mdédulo fortemente primo.

(ii) M € um R-mddulo primo.

(iii) M € gerado por cada um de seus submddulos nao-nulos.

(iv) M nao possui submddulos completamente invariantes nao-triviais (isto
é, se NC M €tal que f(N) C N,Vf € Endgr(M), entio N =0 ou N =M ).
v) Para toda classe de pretorsao T em o[M], T(M)=M ouT (M) =0.
Demonstragao: A implicagao (i) = (ii) vale para um médulo qualquer em
R-Mod, veja Proposigao 1.18. Pelo Teorema 2.9, temos que (ii) = (i). A

implicagao (iii) = (i) é clara.
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(i) = (iii) Seja N um submédulo ndo-nulo de M. Por (i), M é N-
subgerado. Como M é injetivo em o[M], segue da Observacao 1.14 que M é
N-gerado.

(i) = (iv) Seja L # 0 um submédulo completamente invariante de M.
Por hipétese, M € o[L]. Pelo que observamos anteriormente ao teorema,
M é injetivo em o[M], entdo pela Observacao 1.14, M é L-gerado, isto é,
M = Tr(L,M). Usando a M-injetividade de M e por ser L completamente
invariante, temos que M = Tr(L, M) = Endr(M)L C L. Logo, M = L.

(iv) = (v) Seja 7 uma classe de pretorsao em o[M]. E claro que 7(M)
é um submdédulo completamente invariante de M, isto segue do item (iii) da
Proposigao 1.15. Por (iv), T7(M)= M ou T (M) = 0.

(v) = (i) Seja K um submédulo ndo-nulo de M. Temos que 7 = o|K]
¢ uma classe de pretorsao hereditdria em o[M] e portanto, uma classe de
pretorsao.

Como K € T, temos que 0 # K C 7T(M) = > {U C M,U € T}, pois
T (M) é o maior submédulo de M que pertence a 7. Por (v), T(M)= M e

isto nos diz que M € o[K]. Logo, M é um R-mdédulo fortemente primo. [

2.3 Modbdulos primos sobre anéis perfeitos

Nesta se¢ao mostramos que mddulos primos sobre um anel perfeito (a
direita) R sd@o modulos em Dg. Apresentamos apenas um resultado sobre
anéis perfeitos que é importante nesta secao, para mais detalhes sobre estes
anéis, veja ([8], Ch.8).

Dizemos que um subconjunto A de um anel R é T-nilpotente a direita se,
para toda seqiiéncia de elementos {aj, as, -} C A, existe um inteiro n > 1

tal que a, - --asa; = 0. No que segue, J(R) é o radical de Jacobson de R.

Defini¢ao 2.11. Um anel R é dito perfeito a direita se R/J(R) é artiniano

a esquerda (e a direita) e J(R) é T-nilpotente a direita.

Teorema 2.12. ([8], Th.23.20) Para um anel R as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) R € perfeito a direita.
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(i) R satisfaz condi¢ao de cadeia descendente sobre ideais a esquerda princi-
pais.

(iii) Todo R-mddulo a esquerda satisfaz condigdo de cadeia descendente sobre
R-submaddulos ciclicos.

(iv) R nao contém uma familia ortogonal infinita de idempotentes nao-nulos,

e todo R-modulo a esquerda nao-nulo N contém um submdodulo simples.

Proposicao 2.13. Sejam R um anel perfeito a direita e S um R-mddulo a

esquerda simples. Entao R/Ang(S) € artiniano a esquerda.

Demonstracao: Temos que J(R) é a intersecao dos anuladores de todos
os R-modulos (& esquerda) simples. Logo, para todo R-mddulo simples S,
podemos definir f : R/J(R) — R/Ang(S) por f(r + J(R)) = r + Ang(S),
que claramente é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Sendo R um anel
perfeito a direita, segue que R/J(R) é artiniano a esquerda. Logo, R/Ang(S)

¢é artiniano a esquerda. [

Teorema 2.14. Sejam R um anel perfeito a direita e M um R-mddulo a

esquerda primo. Entao M € Dg.

Demonstragao: Sendo R um anel perfeito a direita, segue de (iv) do Te-
orema 2.12 que todo R-mdédulo possui um submédulo simples. Logo, M
possui um R-submédulo simples S. Sendo M um moddulo primo, segue que
Angr(M) = Ang(S). Pela proposigao anterior, temos que R/Ang(M) é arti-

niano a esquerda. Portanto, M € Dg. [

Portanto, temos o seguinte resultado para moédulos sobre anéis perfeitos

a direita.

Teorema 2.15. Sejam R um anel perfeito a direita e M um R-mddulo a
esquerda. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) M é um mddulo primo.

(ii) M € um mddulo fortemente primo.

(iii) M = ,cq ®M;, onde os M;'s sio R-submddulos simples de M, isomor-
fos dois a dois, e €2 € um conjunto de indices.

(iv) O anel R/Ang(M) € simples (e artiniano a esquerda)

(v) M € gerado por cada um de seus submédulos nao-nulos.
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(vi) M nao possui submédulos completamente invariantes ndao-triviais.
(vii) Para toda classe de pretorsao T em o[M|, T (M) = M ou T (M) = 0.

2.4 Mobdulos semiprimos e fortemente semi-
primos

Aqui apresentamos resultados relativos aos modulos semiprimos e for-
temente semiprimos em Dgr. Como na secao anterior, estabelecemos uma
equivaléncia entre modulos semiprimos e fortemente semiprimos, o que tam-

bém nao ocorre em geral.

Lema 2.16. Seja A um anel. Entdo valem as sequintes afirmagcoes:

(i) Se M € um A-mddulo semiprimo e fiel, entao A é um anel semiprimo.
(il) M € um A-mdédulo semiprimo se, e somente se, M é um AJ/Ans(M)-
modulo semiprimo e fiel.

Demonstragao: (i) Seja a € A tal que aAa = 0. Entao, Ym € M, temos
que aAam = 0. Sendo M semiprimo, segue que am = 0,Vm € M. Logo,
a € Ana(M) =0, pois M é fiel. Portanto, A é um anel semiprimo.

A prova de (ii) é 6bvia. O

Lembramos que o socle de um médulo M, denotado por s(M), é a soma
de todos os seus submodulos simples. Na categoria Dg, todo mdédulo possui
socle essencial. De fato, sejam M € Dr e N um submédulo nao-nulo de M.
Entao N possui um R-submddulo simples que é também um R-submédulo
simples de M. Logo, N Ns(M) # 0 donde segue que s(M) é um submdédulo

essencial em M.

Teorema 2.17. Seja M € Dr. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalen-
tes:
(i) M é um mddulo semi-simples.
(ii) M € um mddulo fortemente semiprimo.
(iii) M € um mddulo semiprimo.
Demonstracao: (i) = (ii) Foi mostrado na Proposi¢ao 1.22.
(ii) = (i) Suponhamos que M seja fortemente semiprimo. Sabemos, pela

Proposicao 1.21, que M é subgerado por todo submédulo essencial dele. Logo,

34



M é subgerado pelo seu socle, isto é, M € o[s(M)]. Sendo s(M) um R-mddulo
semi-simples, segue que M ¢é semi-simples.

(i) = (iii) Segue da Proposi¢ao 1.9.

(iii) = (i) Seja M um médulo semiprimo. Como M € Dg, R/Ang(M) é
um anel artiniano a esquerda. Também, M é um R/Ang(M )-mdédulo semipri-
mo fiel e por (i) do lema anterior, R/Ang(M) é um anel semiprimo. Pela
Proposigdo 1.5, R/Angr(M) é um anel semi-simples. Portanto, M ¢é um
R/Ang(M)-médulo semi-simples donde segue que M é um R-médulo semi-

simples. ]

Corolario 2.18. Seja M € Dgr. Entao as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(i) M € um mddulo semiprimo.

(ii) M é uma soma direta de médulos primos.

(iii) M € uma soma de mddulos primos.

(iv) Todo submddulo N de M, que é semiprimo como R-mddulo, é um so-
mando direto de M.

Demonstracao: (i) = (ii) Pelo Teorema 2.17, M é semi-simples. Entao
M = > @ S;, onde cada S; é um mdédulo simples e portanto primo. A
implicagao (ii) = (iii) ¢ clara.

(iii) = (i) Suponhamos que M = 3" M;, onde os M; s sdo médulos primos
e portanto semi-simples, pelo Teorema 2.7. Logo, M é um moédulo semi-
simples e dai semiprimo, pelo teorema anterior.

(i) = (iv) E claro, pois sendo M semiprimo, M é semi-simples. Logo,
todo submoddulo de M é um somando direto dele.

(iv) = (iii) Seja ) ,.; M; a soma de submddulos de M tal que cada M;
¢ um modulo primo. Pelo Teorema 2.7, M; é semi-simples para todo ¢ € I.
Logo, Y ,c; M; ¢ um médulo semi-simples e portanto semiprimo.

Suponhamos que )., M; seja um submédulo préprio de M. Por (iv),
existe um submdédulo N de M tal que >, , M; ® N = M. Sendo que N €
Dg, entao N possui um submoédulo simples S. Temos que S é um modulo

primo. Portanto, S C > .., M; N N e isto é uma contradigao. Logo, M =
Yoier M. ]
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2.5 Uma questao de J. Dauns

Dado um anel R, o radical primo de R, que é denotado por Nil,(R), é a
intersecao de todos os ideais primos de R. E bem conhecido que R é um anel
semiprimo se, e somente se, Nil,(R) = 0, para mais detalhes veja ([8], Ch.4).

O resultado a seguir é provado por Dauns em ([2], Prop. 1.20), apresenta-

mos uma rapida prova do mesmo.

Proposigao 2.19. ([2], Prop. 1.20) Sejam R um anel e M um R-mddulo. Se
N {N : N € um submdédulo de M primo em M} = (0) entdo M € semiprimo.

Demonstragao: Suponhamos que existam r € R e m € M tais que rRrm =
0, mas rm # 0. Entao existe um submédulo primo K de M tal que rm ¢ K.
Assim, r ¢ Ang(M/K), mas rRrm = (0) C K e isto contradiz o fato de K

ser um submodulo primo em M. Logo, M é semiprimo. O

Em seus trabalhos ([3] e [4]), Dauns levanta a questao: vale a reciproca
da proposicao acima?

Jenkins e Smith, em ([14], pag. 3600), apresentam um contra-exemplo, que
segue abaixo, no qual mostram que a reciproca nao vale, em geral. Caso seja

necessario para entender este exemplo, veja ([14], Th.11).

Exemplo: Sejam Z o anel dos inteiros e R = Z[X]| o anel de polindmios
sobre Z. Por F, denota-se o R-médulo livre R@ R de R, f o elemento (2, X)
de F' e P o ideal maximal R2 4+ RX de R. Entao N = Pf é um submoédulo

semiprimo de F' que nao é uma intersecao de submodulos primos em F'.

O objetivo desta segao é mostrar que vale a reciproca da Proposicao 2.19

para modulos em Dp.

Teorema 2.20. Seja M € Dg. Entao M € um maodulo semiprimo se, e
somente se, (J{N : N é um submddulo de M primo em M} = (0).

Demonstragao: Se a intersecao dos submédulos primos em M é nula entao
M é um modulo semiprimo, pela Proposicao 2.19.

Seja M um modulo semiprimo. Pelo Teorema 2.17, M ¢é semi-simples e
portanto, M pode ser escrito na forma M = )., @ M;, onde cada M; é um

modulo simples.

36



Para cada j € I, tomamos a projecao 7; : » ., @ M; — M. E facil ver
que Ker(m;) = Z#j & M,. Logo, para todo j € I, temos que o médulo quo-
ciente M/ >, & M; ¢é isomorfo a Mj, que é um médulo simples e portanto,
um maédulo primo.

Portanto, Mj/ = Zi# @ M; é um submdédulo primo em M para todo
j, e é claro que {M; : j € I} = (0). Portanto, a intersecio de todos os

submoédulos primos em M é zero. [
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Capitulo 3

Co-modulos Primos e

Semiprimos

Em todo este capitulo, C' é uma co-algebra e C* é a sua dlgebra dual.
Trabalhamos com co-mdédulos a direita sobre a co-algebra C'. Para facilitar
a escrita, diremos co-mddulos a direita ficando subentendido que C' é a co-
algebra considerada.

Neste capitulo, definimos e caracterizamos co-modulos a direita primos,
fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos.

Lembremos do Capitulo 2 que
Obj(De+) = {M € C*-Mod : C*/Anc+«(M) é um anel artiniano a esquerda}
e que denotamos Obj(Dex) por De-.

Ao considerarmos mddulos primos em Rat(C*-Mod), mostramos que os

mesmos sao objetos da categoria De« e portanto valem os resultados do

Capitulo 2 nexte contexto.

3.1 Co-mddulos primos e fortemente primos

Nesta se¢ao, definimos co-moédulos primos, fortemente primos e mostramos
que estas defini¢coes sao equivalentes. Além disso, damos alguns resultados

que caracterizam os mesmos.

Definicao 3.1. Um co-mddulo a direita M ¢é dito fortemente primo se M ¢é

fortemente primo como um C*-mddulo a esquerda.
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Definicao 3.2. Um co-maodulo a direita M é dito primo se M € primo como

um C*-modulo a esquerda.
Notamos um fato sobre anuladores de um C*-médulo a esquerda racional.

Observagao 3.3. Seja M € Rat(C*-Mod). Entao Va € M, Anc«(x) é um
ideal & esquerda de C* fechado, veja ([1], Th.2.2.14 (ii)). Como Anc«(M) =
Nozeerr Anc+(x), entao Anc«(M) é um ideal fechado de C*, pois é uma
intersegao de fechados.

Chamamos I = Ang«(M). Pela Proposicao 1.27, I+ é uma subco-algebra
de C. Assim, i* : C* — (I*)* definida por i*(¢*) = ¢* o4, para todo ¢* €
C*, é um morfismo sobrejetor de algebras, onde i : I+ — C ¢ a inclusao.
Observamos que Ker(i*) = I+ = I, pois I é fechado. Logo, C*/I ~ (I*)*.

Lembremos que dado um anel R, um R-moédulo a esquerda M diz-se

finitamente anulado se existem elementos mq,mo,---,m, € M tais que

ﬂ?zl AnR(mi) = ATLR(M).

Proposicao 3.4. Seja M um mddulo primo em Rat(C*-Mod). Entao todo
C*-submddulo nao-nulo N de M € finitamente anulado e C* [Ang«(N) € uma

k-dlgebra finito dimensional.

Demonstracgao: Sejam N um C*-submoédulo nao-nulo de M e 0 #n € N.
Temos pela Proposicao 1.34, que C*n é finito dimensional e portanto finita-
mente anulado. Logo, existem ¢f € C*, i = 1,2,...,n tais que Ang«(C*n) =
Ni_y Anc=(cin). Sendo M primo, segue que (., Anc«(cin) = Anc+(C*n) =
Anes(M) = Ane«(N). Logo, N ¢é finitamente anulado.

Mostremos que C*/Anc+(M) é finito dimensional. De fato, basta obser-

varmos que a funcao abaixo é injetora,

i=1
c+1I — (" + Anc<(mq),--- "+ Ang=(my,))
onde I = Anc+(N) =, Anc=(m;) e m; = ¢fn, para i € {1,2,--- ,n}.
Para todo i € {1,2,--- ,n}, a fungdo f : C* — C*m;, dada por f(c*) =
c*m; é sobrejetora. Portanto, C*/Ang«(m;) ~ C*m; e este é finito dimensio-

nal. Logo, C*/I é finito dimensional. O
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Proposicao 3.5. Seja M € Rat(C*-Mod) um mddulo finitamente gerado.
Entao C*[Ang«(M) € finito dimensional.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.34, temos que M ¢ finito dimensional,
logo finitamente anulado. O restante é semelhante a prova da proposicao

anterior. ]

Segue da Proposicao 3.4 que qualquer médulo primo em Rat(C*-Mod)
tem a propriedade que C*/Anc«(M) é artiniano a esquerda (e a direita) e

claramente temos que
Corolario 3.6. Todo mddulo primo em Rat(C*-Mod) é um médulo em De-.

Corolario 3.7. Seja M um co-mdédulo primo. Entao M € fortemente primo.

Demonstragao: Temos que M é um C*-médulo a esquerda racional primo
e pelo corolario acima, M € Dg«. Do Teorema 2.9, segue que M é um C*-
modulo a esquerda racional fortemente primo. Logo, M é um co-médulo a

direita fortemente primo. ]

Lembremos alguns resultados existentes na literatura a respeito de co-

modulos simples.

Proposicao 3.8. ([1], Sec.2.4) Um co-mdédulo a direita S sobre uma co-
algebra C € simples se, e somente se, S € simples como um C*-mddulo a

esquerda racional.

Proposigao 3.9. ([1], Sec. 3.1) Seja C uma co-dlgebra. Entao todo co-mddulo

simples sobre C' € um co-mddulo sobre uma co-dlgebra simples.

Demonstracgao: Seja .S um co-mddulo simples. Entao S é um C*-médulo ra-
cional simples pela proposigao acima. Portanto, S é um C*/Anc«(S)-médulo
simples fiel.

Temos que ((Ang«(S))1)* = C*/Anc-(S) e este dltimo é finito dimensio-
nal pela Proposigao 3.4, isto ¢, a dlgebra ((Anc-(S))*)* é artiniana simples.
Logo, pela Proposicao 1.39, a co-dlgebra (Anc-(S))% é simples e S é um

co-modulo a direita sobre esta co-dlgebra. ]

Embora ja tenhamos dito no Capitulo 1, dado um co-médulo a direita M,

a co-dlgebra (Anc«(M))* é a co-dlgebra associada a M.
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Proposigao 3.10. ([1], Sec.3.1) Seja C uma co-dlgebra e sejam M e N dois
co-modulos a direita simples sobre C'. FEntao M e N sao isomorfos se, e

somente se, possuem a mesma co-dlgebra associada.

Devido ao Coroldrio 3.6 e também ao isomorfismo entre as categorias M¢

e Rat(C*-Mod), provamos os resultados que seguem.

Teorema 3.11. Seja M € MC. Entdo as sequintes afirmacdes sio equiva-
lentes:

(i) M € um co-mddulo a direita primo.

(i) M = > .o @ M;, onde os M;'s sio subco-mddulos simples de M, iso-
morfos dois a dois, e € € um conjunto de indices.

L4
, € simples.

(iii) A co-dlgebra associada ao co-mddulo M, (Anc-(M))
(iv) Todo subco-médulo nao-nulo de M possui a mesma co-dlgebra associada
ao co-modulo M.

Demonstracao: (i) = (ii) Sendo M um co-mddulo a direita primo, segue
que M é um C*-moédulo a esquerda racional primo. Entao M € De« e
portanto, pelo Teorema 2.7, M é uma soma direta de C*-submoddulos simples
M; para ¢ em um conjunto de indices {2, que sao isomorfos dois a dois.

Pela Proposicao 3.8, M ¢ uma soma direta de co-mddulos simples e é claro
que estes sao isomorfos dois a dois.

(ii) = (iii) Novamente considerando M como um C*-mddulo & esquerda
racional, segue de (ii) que Anc«(M) = Anc«(M;), para todo i € Q. Logo,
(Ang«(M))* = (Anc-(M;))* para todo i. Como cada M; é simples, segue da
prova da Proposi¢ao 3.9 que (Anc«(M))* é simples.

(iii) = (iv) Seja N um subco-médulo ndo-nulo de M. Considerando-
os como C*-médulos, temos que Anc« (M) C Ang«(N) e dai, (Anc«(N))* C
(Ang«(M))*+. Sendo a co-dlgebra (Anc-(M))* simples, segue que (Anc-(M))*+
= (Anc+(N))*, pois se a co-dlgebra (Anc«(N))t = 0, entdao N = 0 e isto é
um absurdo.

(iv) = (i) Seja N um subco-mdédulo ndo-nulo de M. Por (iv), temos que
(Anc«(N))t = (Anc«(M))*+ donde segue que Anc-(N) = Anc«(M)), pois
os anuladores sao ideais fechados em C*. Logo, M é um C*-moédulo primo e

portanto um co-médulo primo. [
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Observacao 3.12. Seja C' uma co-algebra finito dimensional. Entao todo
C*-moédulo a esquerda é racional.

De fato, seja M um C*-médulo a esquerda. Mostremos que py (M) C
(M @ C), onde ppy : M — Hom(C*, M), pp(m)(c*) = ¢fm, m € M e
creC*eppy = fu(ideyj) : M&C — Hom(C*, M), uy(m®c)(c*) = c*(¢)m,
para c € C, ¢ € C* e m € M, estas aplicacoes estao definidas no Capitulo 1,
Secao 1.5.

Por hipétese, C' é finito dimensional logo, C* também o é. Portanto, as
aplicagoes k-lineares fy; : M@C** — Hom(C*, M) eid®j : MRC — MQC™
sao isomorfismos. Logo, py (M @ C) = Hom(C*, M).

Portanto, py (M) C Hom(C*, M) = up (M @ C), isto é, M é racional.

Corolario 3.13. Se existe um C*-mddulo racional primo e fiel, entao todo
C*-modulo € fiel e portanto primo. Em particular, as categorias C*-Mod e
Rat(C*-Mod) coincidem.

Demonstragao: Suponhamos P um C*-mddulo racional primo e fiel. Temos

L ¢ simples. Como Anc«(P) = 0, segue

pelo teorema acima, que (Anc«(P))
que C' = (Ang-(P))* é simples e pela Proposicao 1.39 a k-dgebra C* é simples
(e artiniana). Logo, todo C*-médulo é fiel e portanto primo.

Sendo a co-algebra C simples, entao C' ¢ finito dimensional. Pela ob-
servacao acima, segue que todo C*-modulo a esquerda é racional, isto é, as

categorias C*-Mod e Rat(C*-Mod) sao as mesmas. ]

Seja M um co-médulo a direita. Denotamos por Endc(M) ao conjunto

de todos os morfismos do co-mddulo M.

Definicao 3.14. Seja M um co-mddulo a direita. Dizemos que o subco-
mddulo N de M é completamente invariante se f(N) C N, Vf € Endc(M).

Lema 3.15. Seja M € MY. Entdo M ¢ subgerado por todo subco-mddulo
nao-nulo dele se, e somente se, M é um C*-mddulo racional fortemente
primo.

Demonstragao: Suponhamos que M seja subgerado por todo subco-mdédulo
nao-nulo dele. Seja N um C*-submoédulo nao-nulo de M. Entao N é um

s . ’ 4
subgerador de M como um co-modulo. Portanto, existem um co-moédulo M,
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um conjunto de fndices Q e morfismo sobrejetor f : N — M' de co-médulos
A direita, onde M C M. E claro que M é um C*-médulo racional e f é um
epimorfismo de C*-modulos. Logo, M é N-subgerado como C*-médulo, isto

é, M é um C*-moddulo fortemente primo. A reciproca é semelhante. ]

O Teorema 3.11 diz que um médulo a esquerda racional primo M é semi-
simples, e portanto injetivo em o[M]. Logo, M é um co-médulo injetivo em

o[M]¢. Temos o seguinte teorema:

Teorema 3.16. Sejam M € MC e A uma subdlgebra densa da dlgebra dual
C*. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

i) M é um co-mddulo fortemente primo.

ii) M é um D-co-mddulo fortemente primo, onde D = (Anc-(M))= .

iii) M € gerado por cada um de seus subco-mddulos nao-nulos.

(

(

(

(iv) M ndao possui subco-mddulos completamente invariantes nao-triviais.
(v) Para toda classe de pretorsao T em o|[M|°, T(M) =M ou T (M) = 0.
(vi) M é um A-mddulo a esquerda racional fortemente primo.

(vii) Para todo 0 # x € M, existem n = n(z) e af, -+ ,a’ € C* tais que
N1 Anc-(az) = Ang-(M).

Demonstracao: A equivaléncia (i)<(ii) segue do fato de que M é um D*-
modulo a esquerda racional fortemente primo, onde D* ~ C* /Anc« (M) se, e
somente se, M é um C*-mddulo a esquerda racional fortemente primo.

(iii) = (i) ¢é claro.

(i) = (iii) Temos que M é um co-médulo a direita fortemente primo,
logo um C*-médulo a esquerda racional fortemente primo e portanto primo.
Pelo Corolario 3.6, M € D¢+ e portanto, pelo Teorema 2.10, M é gerado
pelos seus C*-submédulos nao-nulos. Logo, M é gerado por cada um de seus
subco-modulos nao-nulos.

(i) = (iv) Seja 0 # N um subco-médulo completamente invariante de
M. Por (i), M é um C*-mébdulo a esquerda racional primo, donde segue
que M € De«. Claramente N é um C*-submoédulo de M completamente
invariante. Logo, pelo Teorema 2.10, M = N como C*-médulos a esquerda
racionais e portanto, como co-moédulos a direita.

(iv) = (v) Seja 7 uma classe de pretorsao em o[M]°. Temos que 7 (M)

é um subco-médulo completamente invariante de M. Logo, 7 (M) = M ou
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T(M)=0.
(v) = (i) Seja K um subco-médulo nao-nulo de M. Entao 7 = o[K]|°

¢ e portanto, uma classe de

é uma classe de pretorsao hereditdria em o[M]
pretorsao.

Como 0 # K € T, segue que K C T (M), pois 7 (M) é o maior subco-
modulo de M que pertence a 7. Por (v), 7(M) = M donde segue que M
é subgerado por K. Logo, pelo Lema 3.15, M é um C*-mddulo a esquerda
racional fortemente primo e portanto um co-modulo fortemente primo.

(i) = (vi) Seja N um A-submédulo nao-nulo de M. Entao, pelo Teorema
1.41, N é um C*-submoédulo racional de M. Por (i), M é um C*-médulo a
esquerda racional fortemente primo, isto é, existem um C*-médulo K, um
conjunto de fndices Q e um epimorfismo f : N — K de C*-mddulos, onde
M C K. E claro que K é um A-médulo, que é N -gerado como um A-modulo
e f é um epimorfismo de A-mdédulos racionais. Portanto, M é N-subgerado
como um A-médulo, ou seja, M € o[4N], para todo A-submddulo nao-nulo
N de M.

(vi) = (i) Seja N um C*-submédulo ndo-nulo de M. Entao, pelo Teorema
1.41, N é um A-submddulo racional de M e, pela hipétese, M é N-subgerado
como um A-médulo. Portanto, existem um A-médulo M, um conjunto de
indices I e um epimorfismo de A-médulos ¢ : N — M’ onde M C M.
Pelo Teorema 1.41, temos que ¢ é um epimorfismo de C*-médulos. Portanto,
M é N-subgerado como um C*-modulo, isto é, M é um C*-moddulo a esquerda
racional fortemente primo. Logo, M é um co-mddulo fortemente primo.

(i) = (vii) Seja 0 # = € M. Entdo C*z é um submdédulo nao-nulo de M
e, pela Proposigao 1.34, C*z é finito dimensional. Logo, finitamente anulado,
isto é, existem cf, -+, ¢ € C* tais que (), Anc«(ciz) = Anc«(C*x).

Sendo M um co-médulo fortemente primo, segue que M ¢ um C*-mddulo
racional fortemente primo e portanto primo. Logo, Anc«(C*z) = Anc«(M)
donde segue que (;_; Anc«(cix) = Anc«(M).

(vii) = (i) Sejam 0 # x,y € M. Entao por (vii), existem n = n(x)
eaj,---,a, € C* tais que (;_, Anc-(ajz) = Anc-(M) C Anc-(y). Pelo
Teorema 1.17, M é um C*-mdédulo racional fortemente primo. Logo, um

co-mdédulo fortemente primo. ]
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3.2 Co-mddulos semiprimos e fortemente se-
miprimos

Definimos e caracterizamos os co-mddulos semiprimos e fortemente semi-

primos.

Definicao 3.17. Um co-mddulo a direita M ¢é dito fortemente semiprimo se

M ¢€ fortemente semiprimo como um C*-mddulo a esquerda racional.

Definicao 3.18. Um co-maddulo a direita M € dito semiprimo se M é semi-

primo como um C*-mddulo a esquerda racional.

Os modulos a esquerda racionais semiprimos nao estao em D¢+, em geral.
No final desta secao, apresentamos um exemplo que mostra este fato. Apesar
disso, garantimos os resultados que foram obtidos no Capitulo 2 para os
mesmos. Isto ocorre, pois todo C*-mddulo a esquerda racional ciclico M é
finitamente anulado e portanto, a k-algebra C*/Anc«(M) é finito dimensional

e em particular, é artiniana a esquerda (e a direita).

Seja M um co-modulo a direita. Considerando M como um C*-médulo a
esquerda racional, podemos tomar o socle de M, s(M), que é a soma dos C*-
submoédulos simples de M. Como C*-submédulos simples de M sao subco-
modulos simples de M, podemos considerar s(M) como sendo a soma dos
subco-modulos simples de M.

Sabemos que todo co-moédulo possui um subco-moédulo simples, veja Pro-
posicao 1.35. Logo, todo C*-médulo a esquerda racional M possui um C*-
submdédulo simples e dai, s(M) é essencial em M.

Lembramos que um co-médulo M é co-semi-simples se M é uma soma de

subco-modulos a direita simples.

Teorema 3.19. Seja M € MC. Entdo as sequintes afirmacdes sio equiva-
lentes:

(i) M é um co-mddulo co-semi-simples.

(ii) M é um co-mdodulo fortemente semiprimo.

(iii) M € um co-mddulo semiprimo.
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Demonstragao: (i) = (ii) Por (i), M é um C*-mddulo a esquerda racional
semi-simples. Pela Proposicao 1.22, M é um modulo fortemente semiprimo,
logo um co-médulo fortemente semiprimo.

(ii) = (i) Temos por (ii) que M é um C*-mdédulo a esquerda racional
fortemente semiprimo. Pelo que observamos anteriormente ao teorema, s(M)
é essencial em M.

Segue da Proposicao 1.21 que M ¢é subgerado pelo seu socle. Logo, M ¢é
um modulo semi-simples e portanto, um co-mdédulo co-semi-simples.

(i) = (iii) Por (i), M é um C*-médulo a esquerda racional semi-simples e
portanto, pela Proposicao 1.9 temos que M é um médulo semiprimo. Logo,
M é um co-modulo semiprimo.

(iii) = (i) Seja M um co-médulo a direita semiprimo. Entdo M é um C*-
C*m,

entao é suficiente provar que todo C*-submédulo ciclico é semi-simples. E

modulo a esquerda racional semiprimo. Podemos escrever M ="
claro que C*m é um médulo semiprimo para todo m € M.

Pelo Lema 2.16, C*/Anc«(C*m) é um anel semiprimo que é também ar-
tiniano a esquerda, pois pela Proposicao 3.5, é finito dimensional.

Segue da Proposicao 1.5, que C*/Anc«(C*m) é semi-simples. Logo, C*m
é um C*/Ancs(C*m)-médulo a esquerda racional semi-simples e portanto um
C*-modulo semi-simples.

Logo, M é um C*-mdédulo semi-simples, entdo M = s(M) e pelo que
observamos acima, M é a soma de seus subco-médulos a direita simples, isto

é, um co-modulo a direita co-semi-simples. [

Corolério 3.20. Seja M € M. Entdo as sequintes afirmagoes sio equiva-
lentes:

(i) M € um co-médulo semiprimo.

(ii) M € uma soma direta de co-mddulos primos.

(iii) M € uma soma de co-mddulos primos.

(iv) Todo subco-médulo N de M, que € um co-mddulo semiprimo, é um so-

mando direto de M.

O exemplo abaixo exibe um mddulo a esquerda racional semiprimo que

nao estd em De« para uma determinada co-dlgebra C'.
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Exemplo: Seja (C;)i—12... a familia de co-dlgebras de matrizes, C; = M°(1, k).
Podemos tomar a soma direta desta familia, pois a categoria das co-algebras
é fechada para somas diretas, veja ([1], Prop. 1.4.19).

Chamamos C' = >_° @ C;. Vemos, por defini¢ao, que a co-multiplicagao
da co-dlgebra C', A¢, restrita a C; é igual a Ac,, isto é, Ac(C;) = Ag, (C;) C
C; ® C; C C; ® C para todo 7. Logo, cada C; é um co-mddulo a direita sobre
a co-algebra C'.

Segue de ([1], Ex. 1.3.15), que cada C; é isomorfa a M;(k)", onde M;(k) é
o anel de matrizes ¢ x i sobre k. Logo, a co-algebra C; é simples, para todo
1. Portanto, pelo Teorema 4.5, que veremos no Capitulo 4, cada C; é um
Cr-médulo a esquerda racional primo (e fiel, pois C} é simples) e portanto
um co-modulo primo sobre si mesmo.

Notamos que C* =~ [[;2, Cf como k-dlgebras. Para um i fixo, temos que
Anc+(C;) =[], Cj. Usando este fato e também que C; como um C;-médulo
é primo, segue que C; é um C*-moédulo primo. Logo, C; é um co-médulo primo
sobre a co-algebra C.

Sendo i fixo, mas arbitrario temos que C' é uma soma direta de co-médulos
primos. Logo, pelo corolario acima, C' é um co-mddulo semiprimo e dai, um
C*-modulo semiprimo.

Temos que Anc«(C) = (), Anc+(C;) = 0 e portanto, C*/Anc+(C) ~ C*

que nao ¢ artiniano a esquerda e isto termina o exemplo.

O Teorema 3.19 prova que todo C*-méddulo a esquerda racional semiprimo
é semi-simples e reciprocamente. Neste caso, temos uma resposta afirmativa

para a questao de J. Dauns, vista no Capitulo 2.

Teorema 3.21. Seja M € Rat(C*-Mod). Entao M é médulo semiprimo se,
e somente se, (\{N : N é um submddulo de M primo em M} = (0).
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Capitulo 4

Co-algebras Primas

Como dissemos no Capitulo 1, C' pode ser visto como um co-médulo a
direita sobre a co-dlgebra C' ® C°? devido ao fato de que as categorias “ M
e MY®C™" 530 isomorfas. Usando este fato, definimos as co-algebras primas.

Estas co-algebras sao completamente determinadas.

Definicao 4.1. Seja C uma co-dlgebra. Dizemos que C' € prima se C' € primo

como um (C ® C°P)*-mddulo a esquerda racional.
O seguinte lema é bem conhecido em &lgebra linear.

Lema 4.2. ([1], Lemma1.3.2) Sejam V, W, X k-espacgos vetoriais e conside-
ramos as aplicacoes k-lineares: ¢ : V*@X — Homy,(V,X), ¢ : Homy(V,W*)
- VeoW) ep: V*@W*— (Ve W)" definidas por:

o(f@x)(v) = f(v)z, onde feV*, zeX evelV.

¢ (9)(v®w) = g)(w), onde g € Homp(V,W*),v €V ew € W.
p(f@g)(vew) = f(v)g(w), onde f e V* ge W* veV eweW. Entao,
(i) ¢ € injetora. Se X € finito dimensional, entdo ¢ é um isomorfismo.

(ii) ¢ € um isomorfismo.

(iii) p € injetora. Se W ¢ finito dimensional, entdo p € um isomorfismo.

Proposigao 4.3. Seja C' uma co-dlgebra. Entio C* ® C*P € uma subdlgebra
densa em (C' ® CP)*,
Demonstracao: Consideremos a aplicacdo ¢ : C* @ C*? — (C @ C°P)*

k-linear, definida por ¢(f ® ¢g)(c ® d) = f(c)g(d). Por (iii) do lema anterior,
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¢ é injetora. A multiplicacdo em C* ® C* é dada por (f ® g)(f ®4g) =
f*xf ®@g xg, onde f,f € C*eg,g € C*. Nao é dificil ver que ¢ é um
morfismo de k-algebras.

Vejamos que I'mg é uma subdlgebra densa em (C' ® C°P)*. Seja z €
(Img)*, entdo z = > 1 @, ®y; € C @ CP.

Para quaisquer f € C* e g € C*?, temos que ¢(f ® ¢)(> i 2 @ y;) =
Yoy f(xi)g(y;) = 0 e podemos considerar os y; s linearmente independentes.

Assim, existe h € C* tal que h(y;) # 0 e h(y;) = 0, para j # i. Temos
que 0 = p(f @ h)(z) = >, f(z)h(y;) = f(x;), para todo f € C* e isto
implica que z; = 0. Como i € {1,--- ,n} é arbitrério, segue que z = 0. Logo,
(Imi)* = {0}. a

Corolario 4.4. Seja C' uma co-dlgebra. As sequintes condicoes sao equiva-
lentes:

(i) C é um C ® CP-co-mddulo fortemente primo.

(ii) C € um C ® CP-co-modulo primo.

(ii) C' é um D-co-mddulo fortemente primo, onde D = (An(cgceon-(C))*.
(iv) C € gerado por cada um de seus C @ C°P-subco-mddulos nao-nulos.

(v) C nao possui subco-mddulos completamente invariantes nao-triviais.

(vi) Para toda classe de pretorsao T em o[C]¢®C™, T(C) = C ouT(C) = 0.
(vii) C' € um C* @ C*P-mdédulo fortemente primo.

(viil) Para todo 0 # x € C, existem n = n(z) e aj,---,a, € (C @ CP)* tais
que ;= An(cacen)-(a51) = Ancgoen)-(C).

Demonstragao: Segue diretamente do Teorema 3.16. [

Agora, consideramos a co-algebra C' como um co-mdédulo a esquerda (e a
direita). Observamos que se a co-dlgebra C' é simples, entao todo C*-médulo

é fiel. Em particular, o C*-médulo a esquerda (a direita) racional C' é primo.

Teorema 4.5. Seja C' uma co-dlgebra. Entao C é simples se, e somente se,
C' € um C*-mddulo a esquerda (a direita) primo.

Demonstracgao: Obviamente, se C' é simples, entao ¢«C' é primo. Suponha-
mos que C' nao seja simples. Mostremos que C' nao é C*-médulo a esquerda
fortemente primo e isto é equivalente a mostrarmos que C' nao é um C*-

modulo primo.
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Pelo Teorema 1.38, C' possui uma subco-algebra simples D que é prépria,
pois C nao é simples. Sendo D finito dimensional, existe ¥ = {¢;,t € F'} C C,
base de D com F' C N finito.

Completamos ¢ a uma base de C, digamos ¢ = {¢;,1 € F UQ}, onde Q
¢ um conjunto de indices disjunto de F'. Podemos escrever C' = D @& E, onde

E é o subespaco complementar de D em C gerado pelos elementos ¢;'s com
leq.

Tomamos 0 # x € D. Seja {fi, f2, -+, fn} uma familia finita qualquer de
elementos em C*. Sendo que A(z) = ZijeF i ¢; @ ¢;, onde 08 ay; s estdo
todos em k e 0s ¢;'s e ¢;'s estdo em D, segue que f,x = > ijer Gijfa(ci)e,

para todo ¢ € {1,2,--- ,n}.

Agora, tomamos 0 #y € E, entdao 0 ZA(y) e DRDSDRIESERD®
E®FE.
Se A(y) € D® D entao A(y) = >, . cpbBscr @ ¢cs € D ® D e pela

propriedade da co-unidade y = ZmeF Grse(cy)es = erseF Brse(cs)e. € D e
isto é um absurdo.

r,s€

Com o mesmo raciocinio, utilizando a propriedade da co-unidade, mostra-
mos que A(y) ¢ D ® E, Aly) ¢ E® D e se A(y) possui termos onde os
elementos de E nao aparecem simultaneamente nas duas posicoes, entao A(y)
contém necessariamente termos com elementos de E na 12 posicao e termos

com elementos de E na 22 posicao.

Consideramos A(y) = > s € @ Cs + D Quy Cy @ Cp + D, Q& @ €y +
Yy e, ® ¢, onde os indices 7, s,u e w estdo em um subconjunto I; de F'
(0s respectivos ¢, cs, ¢, € ¢, estdo em D), os indices v,t,z e | estao em um
subconjunto finito I, de Q (os respectivos ¢, ¢, ¢, € ¢; estao em E) e 0s aU/s

estao todos em k para quaisquer 2,9 € I1 U I5.

Pelo que vimos acima (usando a propriedade da co-unidade), segue que
existe um indice 7, € I, tal que a,,,, # 0 ou ay,,, # 0, para algum p € I; U L.

Consideramos o caso em que «,, # 0, 0 outro é analogo.

Suponhamos que p € I. Entdo ¢y = > auypcu + ) azpc., onde ¢ € CF
é tal que cj(c;j) = 0,5, para todo j € FFUQ.
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Afirmamos que ¢,y # 0, pois caso contrdrio, teremos que Yayyc, =0e
> as,c. = 0. Segue que a,, = 0 para todo z, em particular, o, , = 0 e isto
¢ um absurdo.

Para todo g € {1,2,--- ,n}, temos que

c,(for) = Z Zaij fo(ej) 6y((ci)2)(ei)1 = 0,
i,jeF
pois ¢;((ci)2) = 0, onde A(c;) = D (ci)1 @ (ci)2. Logo, ¢ € Ny Anc-(fy),
mas ¢, ¢ Anc-(y). Portanto, ¢~C nao é fortemente primo.

Suponhamos que p € I;. Entao a,,,, ¢, ® ¢, € E® D e vimos acima que ¢
necessario a existéncia de um elemento nao-nuloem D® EF ouem F® E. Em
qualquer um dos dois casos, usando o mesmo raciocinio anterior, se obtém

novamente uma contradi¢ao.
Logo, o C*-mdédulo a esquerda C' nao é primo. ]

Observagao 4.6. Seja C' uma co-algebra. Se C' é simples entao C' é prima.
De fato, basta observarmos que os (C' ® C°P)*-submédulos racionais de C
sao exatamente as subco-algebras de C' e vice-versa. Segue entao que C' é um
(C' ® CP)*-mdbdulo racional simples e portanto primo. Logo, a co-dlgebra C

¢ prima.

O teorema seguinte mostra que as co-algebras primas sao apenas as sim-

ples.

Teorema 4.7. Seja C' uma co-dlgebra. Entao C € simples se, e somente se,
C € prima.

Demonstragao: Pela observacao acima, se C é simples entao C' é prima.
Suponhamos que C' nao seja simples. Provemos que C' nao ¢é prima. Sabemos
pelo Teorema 1.38, que C' contém uma subco-algebra simples D que é proépria,
pois C' nao é simples. Sendo D finito dimensional, existe Z = {¢;,t € F'} C C,
base de D, com F' C N finito.

Completamos # a uma base de C, digamos % = {¢;,] € FUI}, onde I
¢ um conjunto de indices disjunto de F. Podemos escrever C' = D @ F, onde
E é o subespaco complementar de D em C gerado pelos elementos ¢;'s, com
lel
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Tomamos 0 # = € D. Seja {t1,ts, - ,t,} uma familia finita qualquer
de elementos em C* @ C*P. Entao t, = 222:1 ha, ® Gay» Vg € {1,2,--- s}
Sendo que (A®id)A(x) = Zz‘,j,leF a1 €;®c; ¢y, onde os oziﬂ/s estao todos em
keosc's, cj/s e ¢ s estdo em D, segue para todo ¢ € {1,---,n} que t,x =
D i1 2ijuer Qijtha, (€1)ga, (ci)ej. Aqui, enxergamos C' como um C' ®@ CP-

co-moédulo & direita.

Tomamos 0 # y € F, entao 0 # (A®id)A(y) € DRIDRXDSDRIDRE®
DRIEQDOERDIDODRKIFEQIECERDIFOEQEQDOERQERQLE.

Se (A®id)A(y) € DRD®D entao (ARid)A(y) = ., jer Brst cr&cs®cy €
D ® D ® D e pela propriedade da co-unidade y = Zr’s’teF Brste(cr)e(es)er =

Zm’t@ﬂ Brst€(cs)e(cy)e, = Zm,teF Brst€(c)e(ey)es € D e isto é um absurdo.

Usando novamente a propriedade da co-unidade, temos que (A ® id)A(y)
decompoe-se em apenas um dos subespacos acima de C® C'® C' se, e somente
se, (A®id)A(y) € EQ E® E. Também, se (A®id)A(y) contém termos onde
os elementos de E nao aparecem simultaneamente nas trés posicoes, entao o
mesmo contém necessariamente termos com elementos de £ na 12 posicao,
termos com elementos de E na 22 posicao e termos com elementos de E na
32 posicao.

Consideremos
(A ® Zd)A(y) = E Qrysity Cry ® Csy ® Cty + E Ayyviwy Cuy ® Coy ® Cun
= E :aplqwl Cpy ® Cq ®cz + E :allglhl ¢y ® Cqy ) Ch,y
= E Qlrysaty Cry ® Csy ® Cty + E Qygvawy Cug ® Cus ® Cuws
= E : Apagaza Cpo ® Cqy ® Czp + E :al2g2h2 Clp, @ Cys &) Chy,
onde os indices ry, sy, ty, U1, v1, P1, 21, g1, h1, 72, V2 € 29 estao em subconjunto
. / . ~ ’ .
I, de F (os respectivos ¢; s indexados por eles estdo em D), os indices
Wi, q1, L1, S2, ta, Ug, Wa, P2, 2, l2, g2 € hy estao em um subconjunto finito de I

. ’ . ~ / ~
(os respectivos ¢; s indexados por eles estdo em E) e os a;jp s estdo em k para

quaisquer i, j,¢ € I; U I5.

Pelo que vimos acima (usando a propriedade da co-unidade), segue que

existe um indice 1, € I tal que a;, pq 7# 0 ou 0y # 0 OU gy, 7# 0, para
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alguns p e ¢ em I U [5.
Os casos ay,pg 7 0 € apgn, 7 0 sao andlogos. Faremos apenas um deles.

Suponhamos que a;, g 7# 0.

Se p,q € I,. Entdo tome ¢; ®@ ¢; € C* ® C*, onde ci(ci) = dqi e
¢y, (ci) = 0y, para todo i € F'U I.

Da mesma forma que no teorema anterior, suponhamos que (c; ® ¢, )y =
0. Entao (¢ ® ¢ )Y = D Qnyugg Cop T D QpogagCqy = 0 e isto implica que
> Qwag Coy = 0 € D 0y 6,00, = 0 € portanto, oy, g4, = 0 para todo go, em
particular, para g, = p. Logo, ay, g = 0 e isto ¢ um absurdo.

Também, (c; ® c;, )(t,r) = 0, pois (A ®id)A(c;) € D@D ®@ D, Vj e F.

Vemos que c; @ ¢, € (,_; Ancrgcrer(tgx) mas ¢ & ¢ & Ancrgeron(y).

Sep,gqel1,peleqe l,epe€ Iyeqe I entao tome (cZ@cfh)) e(C*®
C*P e exatamente como acima teremos para todos estes casos que ¢; ® ¢ €

Ny=1 Ancegco (t;x) mas ¢; @ ¢ ¢ Ancegoron(y).-

Suponhamos que a4 7 0.

Se p,q € Iy entao tome ¢, ®@c;, € C*@C™P, onde c;(c;) = 0qi € c5(¢;) = Op
para todo i € F'U I.

E fécil ver que (ct@ch)y # 0 e que (c; @ c)(tyr) = 0 para todo g €
{1,2,--- ,n}.

Se p,q € I1. Entao apy, ¢, ® D ® £ ® D. Sabemos pela propriedade da
co-unidade que é necessario a existéncia de um termo nao-nulo em £ ® E® D
ouem FQ E®Fouem DR FE®FE.

Se existe um termo nao-nulo Qg G @€, @cyem EQE®D.

Tome c;, ® c;, € C* @ C*P. E facil ver que (C:;’ ® c;/)y = 0, entretanto
(c’q‘, ® c;,)(th) = 0 para todo g € {1,2,--- ,n}.

Os casos em que aparecem termos nao-nulos em FQFERXFE ouem DRERFE,

assim como os casos em que p € [1 eq € I, e que p € I e q € I; sao analogos.

Vemos que em todos 0s casos possivels, cxmowop C nao é fortemente primo
s C*RC )

logo nao é primo. O

Como um corolario imediato temos
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Corolario 4.8. Seja C' uma co-dlgebra. Entao as sequintes afirmativas sao
equivalentes:
(i) C é um (C ® CP)*-mddulo a esquerda primo.
(i) ¢+C € um mddulo primo.
(iii) Cox € um mddulo primo.
(iv) C € uma co-dlgebra simples.
Segue abaixo um exemplo de uma co-algebra simples C' que, pelo corolario

acima, é primo como um C*-médulo & esquerda (e a direita).

Exemplo: Seja C'= M¢(n, k) a co-dlgebra de matrizes. De ([1], Ex.1.3.15),
C ¢ isomorfa & M, (k)*, onde M, (k) é o anel de matrizes n x n sobre k. Logo,
a co-algebra C é simples e, pelo coroldrio acima, ¢«C' é um modulo primo.

Temos que C* ~ M, (k), pois C é simples. Seja V = ¢«k™, o unico C*-
submodulo simples de C*. Segue que C* ~V, & Vo --- P V,, onde V; ~ V,
para todo i.

E facil ver que I; = i P V; é um ideal a direita maximal de C*. Logo,

| =

os I;* s sdo co-ideais & direita de C' que sdo minimais, ou seja, (I;); é uma
familia de subco-moédulos simples de C', isomorfos dois a dois cuja soma é
direta e igual a C.

Pode ser verificado que [ jL é o subco-médulo a direita de C' gerado como

um k-espaco pelas co-matrizes {e;s : s =1,2,--- ,n}.

Como um comentério final deste trabalho, relacionamos a definicao de
co-algebra prima dada por nds com a definicao de co-algebra co-prima que
¢ dada em [11]. Mais recentemente, no preprint [7] esta definigdo é muito
explorada. Para isso, introduzimos mais uma notagao.

Seja C' uma co-algebra. Para quaisquer subespacos X e Y de C, denota-

mos por X A'Y o subespago
XANY =AM XC+CRY).

O subespago X A'Y é chamado “wedge” dos subespagos X e Y.

As definigoes e resultados seguintes sdao encontrados em [11].

Definicao 4.9. Uma subco-dlgebra nao-nula P da co-dlgebra C' é chamada

co-prima se P C X ANY entao P C X ou P C Y, para quaisquer subco-
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algebras X eY de C. Em particular, uma co-dlgebra C' € dita co-prima se
para quaisquer subco-dlgebras X e Y de C tais que C' = X N'Y implica que
C=XouC=Y.

Proposigao 4.10. ([11], Prop.1.2) Seja C uma co-dlgebra. A subco-dlgebra

P de C € co-prima se, e somente se, P+ é um ideal primo de C*.

Pela Proposicao 4.10, a co-algebra C' é co-prima se, e somente se, C* é

uma algebra prima.

Lema 4.11. ([11], Prop. 1.3) Toda subco-dlgebra simples de uma co-dlgebra

C € co-prima. Em particular toda co-dlgebra simples é co-prima.

Lema 4.12. ([11], Th.1.1) Uma co-dlgebra C' finito dimensional é co-prima

se, e somente se, C' € simples.

Teorema 4.13. Seja C uma co-dlgebra. Entao C € prima se, e somente se,

C € co-prima e finito dimensional.

Demonstragao: Se a co-algebra C' é prima entao, pelo Teorema 4.7, C' é
simples e portanto, co-prima. Suponhamos C' uma co-algebra co-prima finito

dimensional entao, pelo Terema 4.12, C' é simples e portanto, prima. O
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