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RESUMO

CUNDA, L.A.B. O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e
Aplicacdes. 2006. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) — Programa de P6s-Graduagdo em
Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Este trabalho trata do emprego do modelo de dano ductil de Gurson e de alguns
aspectos relativos a sua implementagdo computacional. Emprega-se como ponto de partida o
programa Metafor, cddigo de elementos finitos voltado para a simulagdo de problemas de
conformac¢do mecénica, contemplando portanto grandes deformacdes plasticas. Estudam-se
alguns casos simples procurando identificar a influéncia de cada pardmetro do modelo de
Gurson na resposta. E discutida a aplicagdo dos modelos de nucleagio de vazios usualmente
empregados em conjunto com a superficie de escoamento de Gurson em situacdes onde ha
reversdo de solicitacdo. Sdo propostas alteracdes nos modelos usuais de nucleacdao de forma a
minorar resultados incoerentes verificados. Apresenta-se um algoritmo alternativo ao método
de Newton-Raphson para a solugdo do sistema de equagdes associado a forma fraca das
equacdes de equilibrio, em situagdes onde a rigidez fica muito pequena. Tal algoritmo ¢
implementado e testado. Um algoritmo de integragdo de tensdes ¢ apresentado e
implementado, mostrando-se sua vantagem do ponto de vista de robustez, ou seja, obtengao
da resposta correta a despeito do tamanho de incremento empregado. Também ¢ discutido um
procedimento para desconsiderar elementos que apresentem ruptura local. Estudam-se
problemas envolvendo geragdo de calor por deformagdo pléastica em conjunto com a
formulagdo do modelo de Gurson, mostrando que a consideragdo de acoplamento
termo-mecanico com dano traz vantagens em algumas simulagdes. E discutida a
implementagdo do modelo de Gurson sobre a versdo tridimensional do Metafor, que
contempla a formulagdo lagrangiana-euleriana arbitraria (LEA). Ao final, ¢ feita uma

simulag¢do inicial do comportamento de espumas metélicas.

Palavras-chave: dano ductil; modelo de Gurson; nucleagdo de vazios; temperatura.



ABSTRACT

CUNDA, L.A.B. O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e
Aplicacdes. 2006. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) — Programa de P6s-Graduagdo em
Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

This work studies the use of Gurson ductile damage model and some aspects of its
numerical implementation in the Finite Element code Metafor, developed initially at Li¢ge
University to simulate metal forming in a finite strains context. Some simple cases are
studied, trying to identify the influence of each parameter of Gurson model in the response.
The application of the known nucleation models used with Gurson yield surface is studied in
cases where the pressure signal changes and modifications in these nucleation models are
proposed. An algorithm alternative to the Newton-Raphson method is implemented to solve
problems under force loading when the stiffness becomes very small. An algorithm to
integrate the constitutive equations that provides good results even with larger increment sizes
is formulated and implemented. A procedure to manage elements with local rupture is
implemented and tested. Problems with thermomechanical coupling are studied in association
with Gurson ductile damage model, showing advantages in some simulations. The
implementation of Gurson model in the three-dimensional version of Metafor is discussed,
introducing an Arbitrary Lagrangean-Eulerian formulation (ALE). As a further practical

application, the code obtained is applied to the simulation of damage in metal foams.

Key-words: ductile damage; Gurson model; nucleation of voids; temperature.
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CAPITULO 3
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V; — velocidade na diregao i

Vi — divergente das velocidades

X; — coordenada na dire¢ao i

X, — aceleragoes na dire¢ao i

A — grandeza do método de controle de incremento de trabalho

B — grandeza do método de controle de incremento de trabalho

C — grandeza do método de controle de incremento de trabalho
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E — mddulo de elasticidade ou de Young

F™ — forga interna associada ao grau de liberdade i do né S
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int,k
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MCT - método de controle de incremento de trabalho
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Q4-URI — elemento finito bidimensional linear de 4 nds, com subintegragao total

R* — vetor de residuo da estrutura na iteragao k

Ry — raio inicial

R’ —residuo associado ao grau de liberdade i do n6 S

R,  —residuo associado ao grau de liberdade m da estrutura

RY  —residuo associado ao grau de liberdade m da estrutura na iteragdo k
S — superficie externa correspondente ao volume

SEM - sistema de referéncia material

SRE - sistema de referéncia espacial

Us — deslocamentos nodais associados ao S-ésimo no do elemento



U*  — deslocamento nodal do grau de liberdade m da estrutura na iteragio k

U  —deslocamento nodal do grau de liberdade m da estrutura no instante "
V — volume

b — coordenadas nodais associadas ao S-ésimo no6 do elemento

X! —velocidade nodal do grau de liberdade m da estrutura no instante ¢"

X" —aceleragio nodal do grau de liberdade m da estrutura no instante ¢"

X, —aceleragio nodal do grau de liberdade i

a — coeficiente de variagdo do passo de tempo

ou; — incremento virtual de deslocamentos

ou, , —divergente do incremento virtual de deslocamentos

A% — variagdo no multiplicador sobre a carga de referéncia na iteragdo k

ou*  —variacdo nos deslocamentos na iteracio k

du’  — variagdo no vetor de deslocamentos u, na iteragio k

du*  — variagdo no vetor de deslocamentos u, na iteragdo k

e’ — deformagao plastica

A — multiplicador sobre a carga de referéncia no incremento i e iteragdo k
1% — coeficiente de Poisson

y — coeficiente de seguranga empregado no calculo do incremento de tempo
¢° — fungdes de interpolagdo ou de forma do nd S

& — coordenada reduzida ou paramétrica

n — coordenada reduzida ou paramétrica

4 — coordenada reduzida ou paramétrica

£ — valor nodal de coordenada reduzida

n’ — valor nodal de coordenada reduzida

Ojj — tensor de tensdes de Cauchy

o;,; — gradiente do tensor de tensdes de Cauchy

o, — tensdo de escoamento

0';) — tensdo de escoamento inicial, sem endurecimento

yo, — densidade volumétrica de massa

o, — taxa de evolucdo da densidade volumétrica de massa

Le — tolerancia

- — valor nodal de coordenada reduzida

¢j — derivada em relagdo a j das fungdes de forma associadas ao n6 S

0 — angulo entre vetores de deslocamento incremental em iteragdes consecutivas
At — incremento de tempo

At"  —incremento de tempo entre os instantes n - / € n

At“"  — incremento de tempo maximo para que haja estabilidade

Au*  — acumulagdo das variagdes de u no incremento, até a iteragio k

AU! - incremento de deslocamento nodal do grau de liberdade m da estrutura na iteragdo k
AU;  —incremento de deslocamento nodal do grau de liberdade / da estrutura
AZ*  —acumulagdo das variagdes de A no incremento de carga, até a iteragio k

Ip — superficie com deslocamentos prescritos



Ic — superficie candidata ao contato

Ir — superficie com tensdes impostas
) — somatorio

o — produto interno entre vetores

||  —norma euclidiana

CAPITULO 4

a — dimensao do lado de elemento finito
a — dimensao de entalhe
b — dimensao de entalhe
b; — coeficiente de sistema de equagdes empregado na integracao temporal
cosh — cosseno hiperbolico

dt — diferencial de tempo

fc — fracdo volumétrica de vazios que marca o inicio da coalescéncia
v — frag¢ao volumétrica de vazios de nucleagao

fu — fracdo volumétrica de vazios limite

g — potencial pléstico

gi{x} —gfuncao dex

h, — conjunto de varidveis internas
hy — taxa de evolucdo das varidveis internas
h — altura
i — subindice
Jj — subindice
k — subindice
k — parametro de endurecimento
/ — subindice
In — logaritmo neperiano
m — parametro de endurecimento
Sy — desvio-padrao de nucleagdo
p — pressao hidrostatica
q —norma do tensor desviador de tensdes
m — subindice associado as variaveis internas
n — subindice ligado a configuracdo de referéncia

n + a — configuragdo intermedidria entre as configuragdes de referéncia e atualizada
n + 1 —subindice ligado a configuracao atualizada

n, — vetor que da a direcdo da deformagdo plastica

q —norma do tensor desviador de tensdes

qm — conjunto de varidveis internas

q, — taxa de evolugdo das varidveis internas g,

rij — tensor que da a direcao do incremento de deformagao plastica
85 — tensor desviador de tensdes

t — subindice associado as variaveis internas

t — tempo



u — deslocamento

|x| — modulo de x

Aji — coeficiente de sistema de equacOes empregado na integracdo temporal
ij

ABS —moddulo de um valor

C,,  —tensor constitutivo

Cj,  — tensor constitutivo em eixos corrotacionais

D, — tensor taxa de deformacao

D,,  —tensor taxa de deformagdo em eixos corrotacionais

D;  —tensor taxa de deformagdo elastica

D7 —tensor taxa de deformagdo plastica

E — modulo de elasticidade

E ,jv — tensor de deformagdes logaritmicas

EY*  —tensor de deformagcdo logaritmica el4stica

E lﬁv 7 —tensor de deformacao logaritmica pléstica

G — modulo de elasticidade transversal

G{f} —modulo de elasticidade transversal afetado pelo dano
GPa  —unidade de tensdo

H, — conjunto de variaveis internas

H,  —taxade evolucdo do conjunto de varidveis internas
H 4 — tensor elastico afetado pela porosidade

INT — parte inteira de um niimero

K — moddulo de compressibilidade

K{f} —mddulo de compressibilidade afetado pelo dano
MAX - méximo entre um conjunto de valores

MPa — unidade de tensao

NSI  —namero de subincrementos

NSI, —numero de subincrementos

NSI, —namero de subincrementos

P — derivada da superficie de escoamento em relagdo a norma do desviador corrigida
0 — derivada da superficie de escoamento em relagdo a pressao

Q4-URI - elemento finito bidimensional linear de 4 nos, com subintegragao total

Q4-VRI — elemento finito bidimensional linear de 4 nds, com subintegragdo parcial

Ry — raio inicial

Rj — matriz de rota¢do

T — superindice associado ao previsor elastico

Uu  —deformagdo oriunda da decomposicdo polar

a — parametro de controle do esquema de integracao
as — parametro da superficie de escoamento de Gurson
51.], — delta de Kronecker

En — deformacao plastica média de nucleagdo

g’ — deformacao plastica uniaxial equivalente

Eij — tensor de deformagdes

g%  —tensor de deformagdes elasticas



g’;  —tensor de deformagdes plasticas

ey — taxa do tensor de deformagodes plasticas
A — multiplicador pléstico
A — multiplicador plastico
1% — coeficiente de Poisson

o{p,o,, f}— fungdo que introduz o amolecimento na superficie de escoamento de Gurson

Oy — corregdo em AE),
o — corregdo em AE,
o, — tensdo de escoamento
Jﬁ — tensdo de escoamento inicial
Ojj — tensor de tensdes de Cauchy
o,  —tensor de tensdes de Cauchy no instante ¢
o, —tensor de tensdes corrotacionais de Cauchy no instante ¢
o,  —taxade tensdes corrotacionais de Cauchy
v
o,  —taxado tensor de tensdes de Cauchy
Ae"  — magnitude da deformagdo desviadora radial
Ae'  — magnitude da deformagdo desviadora tangencial
Ae, —incremento de deformagdo desviadora

)

AE ,jv — incremento de deformagdes logaritmicas
AE}* — incremento de deformagdo logaritmica elastica
AE})"” — incremento de deformagdo logaritmica plastica
AE ljv 7 — parte volumétrica do incremento de deformacao logaritmica pléstica

AE ,jv 74 _ parte desviadora do incremento de deformagio logaritmica pléstica

AE, - coeficiente empregado no esquema de integragdo temporal
AE, - coeficiente empregado no esquema de integragdo temporal
AH, - incremento na varidvel interna /,

At — intervalo de tempo entre as configuracdes de referéncia e atualizada
Ag — parametro de coalescéncia

Ag,; —incremento de deformagéo

Ag,  —incremento de deformagdo volumétrica

n; — vetor unitario radial ao plano desviador

771.’1, — vetor unitario tangencial ao plano desviador

O — superficie de escoamento

CAPITULO 5

a — dimensao de entalhe

b — dimensdo de entalhe



b, — coeficiente de sistema de equagdes empregado na integracao temporal

c — calor especifico
d — diferencial
dt — diferencial de tempo
dV —diferencial de volume
ds — diferencial de superficie
exp — funcao exponencial
f — fragdo volumétrica de vazios
f — taxa de evolucao da fra¢ao volumétrica de vazios
£, — taxa de evolugdo de da fragdo volumétrica vazios por nucleagao
S — taxa de evolugdo da fracdo volumétrica de vazios por crescimento
f. — taxa de evolugdo da fracdo volumétrica de vazios por coalescéncia
v — frag¢do volumétrica de vazios de nucleagao
fe — fragdo volumétrica de vazios que marca o inicio da coalescéncia
fu — fragdo volumétrica de vazios limite
h — coeficiente de endurecimento linear
h — altura
he — coeficiente de convecgao
hy — taxa de evolucdo das varidveis internas
k — condutibilidade térmica
n; — vetor normal
n — subindice associado ao instante de tempo "
r . . . +
n+l - subindice associado ao instante de tempo "
p — pressao
8, — tensor desviador de tensdes
u — energia interna especifica
7 — taxa de evolucao da energia interna especifica
q —norma do tensor desviador de tensdes
g — vetor de fluxo de calor trocado com o meio externo
q,; —divergente do vetor de fluxo de calor trocado com o meio
r — producao interna de calor
Sy — desvio-padrao de nucleagdo
4, — coeficiente de sistema de equagdes empregado na integracao temporal
D,  —tensor taxa de deformacao
D/ —tensor taxa de deformagao plastica
Dji - tensor taxa de deformagdo térmica
Dij.'" — tensor taxa de deformacao irreversivel
D;"  —tensor taxa de deformagéo reversivel
E — modulo de elasticidade

G,{T} — mddulo de elasticidade transversal afetado pela temperatura

G{f, T} —moddulo de elasticidade transversal afetado pela porosidade e temperatura

H,  —conjunto de varidveis internas



A

H,,, - tensor elastico afetado pela temperatura e pela porosidade
K {T'} — moédulo de compressibilidade afetado pela temperatura

K{f,T} —moddulo de compressibilidade afetado pelo porosidade e temperatura
Q4-URI - elemento finito bidimensional linear de 4 nés, com subintegragao total
Ry —raio

S — superficie

T — temperatura

T — superindice associado ao previsor elastico

T — taxa de temperatura

T,.r — temperatura inicial

T,+; — temperatura no instante ¢" 1

14 — volume

W'  —taxa de dissipagdo termoeléstica de energia

a — parametro de controle do esquema de integracao
a — variaveis internas

a — taxa das varidveis internas

a; — parametros da superficie de escoamento de Gurson
S — coeficiente de dilatacdo térmica

¥ — produg@o interna de entropia

Vwew — Producdo interna de entropia local

Y..a — Producdo interna de entropia por condugdo

o — parametro de endurecimento

o, — delta de Kronecker

e’ — deformagao plastica uniaxial equivalente

g” - deformagio plastica uniaxial equivalente

er — taxa de evolugdo da deformagdo especifica longitudinal pléstica
Ex — deformacao plastica média de nucleagdo

&;  —deformagdes reversiveis

A — multiplicador pléstico

n — entropia

i — taxa de evolugdo da entropia

w{p,o (T}, '} — fungdo que introduz o amolecimento na superficie de escoamento de Gurson

1% — coeficiente de Poisson

o, — densidade volumétrica de massa

7% — energia livre de Helmholtz

74 — taxa da energia livre de Helmholtz

4 — coeficiente de correcdo aplicado sobre a taxa de trabalho plastico
) — superficie de escoamento
o, — tensdo de escoamento

o, —tensdo de escoamento inicial
o  —tensdo limite de escoamento

o, {T'} — tensdo de escoamento, fungdo da temperatura

Ojj — tensor de tensdes de Cauchy



G — taxa do tensor de tensdes de Cauchy

2 — diferencial parcial

Ag  —parametro do modelo de coalescéncia

At — intervalo de tempo entre os instantes 1" ¢ "
AT - incremento de temperatura

AE} - incremento de deformagdes logaritmicas
AE[" — incremento de deformagdo logaritmica térmica

AE,)” —incremento de deformagdo logaritmica plastica

Oy — corregdo em AE),
Py — corregdo em AE,
AE, - coeficiente empregado no esquema de integragdo temporal
AE, — coeficiente empregado no esquema de integragdo temporal
CAPITULO 6
fn — taxa de evolugdo de da fragdo volumétrica vazios por nucleagio
fv — fragdo volumétrica de vazios de nucleacao
n — superindice associado ao instante de tempo ¢”
n+1 - superindice associado ao instante de tempo "’
p — pressao hidrostatica
Sy — desvio-padrao de nucleagdo

A{e? } — parametro de modelo de nucleacao
A{e"} — coeficiente de nucleacdo func¢do de deformagao plastica modificada

A{&?} — coeficiente de nucleagdo funcdo de deformagdo plastica modificada

E — modulo de elasticidade ou de Young

MPa —unidade de tensdo

oy — tensdo de escoamento

e”  —deformagdo plastica

g?  —deformagdo plastica modificada

&?  —deformagao plastica modificada

e’ — deformagao plastica principal maxima

Ex — deformacao plastica média de nucleagdo

e’ — taxa de evolu¢do da deformacao plastica

el — taxa de evolugao da deformagdo plastica principal maxima
1% — coeficiente de Poisson

Ae”  —incremento de deformacao plastica

Ag” —incremento de deformacao plastica modificada

A&?  —incremento de deformagdo plastica modificada

Ag!  —incremento de deformacdo plastica principal maxima

< > — colchete de Macauley



CAPITULO 7

b; — forgas de massa por unidade de volume

Ci — velocidade convectiva

dx™  —incremento de deslocamentos da malha

dx!"  —incremento de deslocamentos da matéria

dx“  —incremento de deslocamentos da malha

dx  —incremento de deslocamentos da malha

A" —incremento de deslocamentos da matéria na iteragdo i
as — diferencial de superficie

dV  —diferencial de volume

dve™ — diferencial de volume do elemento

d — vetor que separa pontos de Gauss nas malhas SRM e SRC
v — fracdo volumétrica de vazios a nuclear
fe — parametro do modelo de Gurson
fu — pardmetro do modelo de Gurson
fi — fungao vetorial arbitraria

i — derivada espacial de f; em relagdo a direcdo j

¢”  —valor da grandeza g em um ponto de Gauss na malha SRC
g”  —valor da grandeza g em um ponto de Gauss na malha SRM
h — parametro de endurecimento

n —numero de graus de liberdade da malha

n; — vetor normal

n¥  —vetor normal ao contorno

qii — divergente do vetor fluxo de calor trocado com o meio
r — producao interna de calor

Sy — desvio-padrio de nucleacio

t — instante de tempo

t — tempo inicial

t+ At —instante de tempo

t; — vetor de tragdes

u — energia interna especifica

u; — deslocamentos da matéria

u; — deslocamentos da malha

Vi — velocidade da matéria

v, — velocidade da malha

X — coordenadas SRE do ponto P

X — coordenadas espaciais

x™" _ coordenadas da particula material no instante i

Chu — matriz convectiva da estrutura

C;  —matriz convectiva de elemento

D;  —tensor taxa de deformacdo

E —~modulo de Young

F  —vetor de forgas externas da estrutura

F™  —vetor de forgas internas da estrutura

FE — formulagao Euleriana

FL  —formula¢do Lagrangiana

K  — matriz de rigidez tangente relativa aos deslocamentos da matéria



C
K ml

— matriz tangente relativa aos deslocamentos da malha

K*®¢  _ matriz de rigidez associada ao processo de determina¢io SRC
LA  —formulagido Lagrangiana atualizada

LEA - formulacao Lagrangiana Euleriana arbitraria

M,, — matriz de massa da estrutura

P — ponto

PTV  —principio dos trabalhos virtuais

R, — residuo na estrutura

S — superficie

SRE - sistema de referéncia espacial
SRM —sistema de referéncia material
SRC —sistema de referéncia de calculo

14 — volume

Vi — vetor de velocidades nodais da malha (estrutura)
v, — vetor de aceleragdes nodais da matéria (estrutura)
X — coordenadas SRM do ponto P

X; — coordenadas materiais

4 — coordenadas SRC do ponto P

i — coordenadas de calculo

o — diferencial parcial

yo, — densidade volumétrica de massa

o;  —tensor de tensdes de Cauchy

& — coordenada isoparamétrica

e — coordenada isoparamétrica

i — coordenadas de calculo

& — fun¢do de forma associada ao né R

ok — funcao de forma associada ao n6 R

Vg - gradiente da grandeza g

1% — coeficiente de Poisson

O';) — tensdo de escoamento de material virgem

a, — parametro da superficie de Gurson

Ex — deformacao plastica média de nucleagao

Ag  —parametro do modelo de dano

. — derivagao temporal de grandeza referida ao SRM
. — derivacdo temporal de grandeza referida ao SRC
fi — derivagao espacial da grandeza f com relacdo a coordenada i
CAPITULO 8

exp — fungdo exponencial e”

In — funcdo logaritmo com base e
v — fragao volumétrica de vazios de nucleagao
fo — fragdo volumétrica de vazios inicial
fe — fracdo volumétrica de vazios que marca o inicio da coalescéncia

k — parametro de endurecimento



— parametro de endurecimento

— parametro da superficie de escoamento de Gurson
— parametro da superficie de escoamento de Gurson
— deslocamento imposto

— deformacgao plastica uniaxial equivalente

— desvio-padrao de nucleagio

— modulo de elasticidade ou de Young

—unidade de tensao

— comprimento inicial

—unidade de tensdo

— tensao macroscopica

— tensao de escoamento

— tensdo de escoamento inicial, sem endurecimento
— tensdo de escoamento de saturagao

— deformagao macroscopica

— deformacao plastica média de nucleagao

— coeficiente de Poisson

— parametro de modelo de coalescéncia
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1 INTRODUCAO

Quando uma estrutura ¢ solicitada por um carregamento, seja este introduzido através
de forcas ou deslocamentos impostos, para solicitagdes pequenas o material da estrutura se
comporta de maneira elastica, apresentando tensdes proporcionais as deformagdes. A medida
que aumenta a solicitacdo, segue-se um comportamento elastoplastico, no qual as
deformagdes aumentam mais rapidamente para um dado aumento de tensdo, tomando-se por
referéncia a fase eldstica. A principal caracteristica do regime elastoplastico ¢ o fato de uma
parcela da deformagdo se mostrar irreversivel, ou seja, ndo desaparece caso seja removida a
solicitacdo — ¢ a chamada deformacao plastica. Caso a solicitagdo continue aumentando, pode
ocorrer ruptura. Em se tratando de um material ductil, ocorrem grandes deformagdes plasticas

antes da ruptura.

A ruptura pode ser abordada segundo dois caminhos: o primeiro, através da chamada
mecanica da fratura, que trata o problema do crescimento de uma trinca discreta, cujo
tamanho, forma e posicdo sdo perfeitamente conhecidos; o segundo caminho ¢ a chamada
mecanica do dano continuo (CDM — continuum damage mechanics), que trata o problema do
enfraquecimento de uma regido, em maior ou menor grau, podendo chegar a tal nivel que
caracterize ruptura. Tal abordagem tem origem no trabalho pioneiro de Kachanov (1958). Se a
deterioragdo do material em uma dada regido for muito grande pode surgir a trinca

macroscopica, objeto de estudo da mecanica da fratura.

Na abordagem segundo a CDM, o enfraquecimento de uma regido da peca ¢
representado através de uma grandeza continua, chamada genericamente de dano, o qual pode

ser representado por escalar, vetor ou tensor, conforme a formulag¢do adotada.

A CDM procura descrever a ruptura do material através da degrada¢do de suas
propriedade mecanicas, ndo sendo introduzida nenhuma trinca macroscopica. Lemaitre e
Chaboche (1988) propdem a classificagdo do dano em quatro grupos, a partir do fenomeno

que o origina:

a) dano plastico dictil — ¢ a degradagdo que se observa em materiais ducteis
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submetidos a grandes deformacdes plasticas;

b) dano viscoplastico de fluéncia - ¢ a degradagcdo que sofre um material que é
solicitado a altas temperaturas. Admite-se que um metal pode apresentar
fluéncia (creep) quando, no instante da aplicacdo da solicitacdo, sua
temperatura 7 for superior a 1/3 de sua temperatura absoluta de fusdao 7, em

graus Kelvin (7> 1/3 T,,);

c) dano de fadiga - ¢ a degradac¢do originada por reversdo ou flutuacido de
solicitacdes. A fadiga ¢ classificada em dois grupos: de alto ciclo e de baixo
ciclo. Na fadiga de alto ciclo, o material rompe ap6s um numero alto de ciclos,
experimentando predominantemente deformacdes elasticas (Chimisso, 1994).
Na fadiga de baixo ciclo (ou oligociclica), o material rompe apds um numero
menor de ciclos, podendo ocorrer deformagdes plasticas de magnitude
consideravel. Admite-se como limite entre as fadigas de alto e baixo ciclo um

numero de ciclos da ordem de 10000 (Chimisso, 1994);

d) dano fragil - € o tipo de degradagdo experimentada por materiais que chegam a
ruptura com niveis baixos de deformagdo, como por exemplo concreto

(Bazant e Oh, 1983), ferro fundido, ceramica e vidro, entre outros.

Este trabalho concentra-se no primeiro caso, ou seja, no dano originado por grandes
deformagdes plasticas em metais. Para tratar tal tipo de dano, duas formulagdes tém sido
largamente empregadas. Uma formulacdo ¢ baseada na termodindmica dos processos
irreversiveis, empregada por Lemaitre e Chaboche (1988), entre outros (Hansen e Schreyer,
1994; Doghri, 1995). Baseia-se na definicdo ou estabelecimento de potenciais
termodinamicos, sendo as variaveis internas dadas em fungdo desses potenciais. A outra
formulagdo emprega como variavel de dano a porosidade do material (Gurson, 1977;
Thomason, 1985a). Dentro desse tipo de formulacdo destaca-se o modelo conhecido como
modelo de Gurson, também referido como modelo de Gurson-Tvergaard, que ¢ empregado

neste trabalho.

O modelo de Gurson, baseado em microvazios, foi desenvolvido a partir de uma

superficie de escoamento para materiais porosos (Gurson, 1977), modificada posteriormente
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por Tvergaard (1981, 1982a). A varidvel de dano empregada ¢ a fracdo volumétrica de vazios
f, definida como a relacao entre o volume de vazios e o volume aparente. O comportamento
dos vazios ¢ descrito através da consideracdo dos trés mecanismos basicos de variacdao do

volume de vazios: nucleagdo, crescimento e coalescéncia.

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho tem como ponto de partida um codigo de elementos finitos voltado para
a simulacdo de problemas de conformagdo mecanica denominado METAFOR. O programa
METAFOR (Hogge et al., 1991; Hogge e Ponthot, 1991; Ponthot, 1992) foi elaborado na
Universidade de Liege, sob a supervisdo de Michel Hogge, e vem sendo aperfei¢oado através

da contribui¢do de varios pesquisadores.

O tratamento numérico do problema de grandes deformagdes foi implementado por
Ponthot (1990, 1995), abordando uma descrigdo Lagrangiana-Euleriana. O trabalho de
Bittencourt (1994) contempla problemas envolvendo contato e atrito através do método da
penalidade, aplicado a situagdes tridimensionais. Stainier (1996) introduziu na versdo
bidimensional a formulagdo do modelo de dano de Gurson aplicada a materiais viscoplasticos.
Rozenwald (1997) acrescentou a possibilidade da consideragdo de acoplamento
termo-mecanico na andlise elastoplastica. Olmi (1997) introduziu um esquema de
remalhamento aplicado a casos bidimensionais. Aymone (2000) introduziu um esquema de

remalhamento e a formulacdo Lagrangiana-Euleriana aplicados a casos tridimensionais.

Apbs o estudo de alguns problemas com o emprego do METAFOR, constatou-se a

necessidade de concentrar os estudos nos seguintes aspectos do programa:

a) implementagdo de um esquema diferenciado de solucdo para o sistema de
equacdes ndo-lineares associado as equacdes de equilibrio. Normalmente, tal
ndo-linearidade ¢ tratada através do emprego do método de Newton-Raphson.
Entretanto, se a estrutura ¢ composta por um material que perde rigidez a
medida que ¢ deformado, o que ocorre em plasticidade e em maior grau se
houver a presenca de dano, o método de Newton-Raphson falha se a solicitagdo

¢ introduzida através de forcas prescritas. E necessario, entdo, implementar um
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algoritmo capaz de contemplar tal tipo de problema;

b) implementagao de um esquema de integracdo de tensdes e variaveis internas
para o modelo de Gurson considerando material elastoplastico, devendo esse
esquema apresentar robustez, ou seja, pequena sensibilidade ao tamanho do

incremento de carga;

¢) consideracdo do acoplamento entre dano e temperatura: o dano ¢ influenciado
pelas tensdes e deformagdes térmicas e pela variagdo nas constantes mecanicas
do material, assim como as constantes ligadas ao problema térmico

(condutividade, coeficiente de dilatacdo) sdo afetadas pelo dano (porosidade);

d) introducdo de modificagdes na lei de nucleagdo, ligadas ao tratamento de

problemas envolvendo reversdo de solicitacao;

e) tratamento de problemas tridimensionais com dano empregando uma
formulagdo Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (LEA), com o objetivo de dar

uma maior aplicabilidade ao c6digo METAFOR.

1.1.1 Solugdo do sistema de equagdes ndo-lineares

A aplicagdao do método dos elementos finitos a solu¢cdo da forma fraca das equagdes de
equilibrio d4 origem a um sistema de equacdes ndo-lineares. Em problemas que envolvem
plasticidade, o método de Newton-Raphson ¢ largamente empregado para solucionar tal

sistema.

O método de Newton-Raphson normalmente trabalha com incrementos de carga
positivos, de forma que a carga aplicada ¢ sempre crescente. Tal procedimento ndo se mostra
adequado se a estrutura € solicitada por forgcas e o material perde a rigidez a medida que ¢
deformado. Nesse caso, o método ndo consegue atingir a solucdo para niveis altos de

solicitacdo, pois a matriz de rigidez tangente pode se tornar impropria.

Em tal situagdo, ¢ necessario o emprego de outro tipo de procedimento. Existe uma
grande disponibilidade de métodos capazes de fornecer a solugdo correta em presenca de

matriz tangente impropria. Esses métodos baseiam-se em trabalhos pioneiros de
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Bergan et al. (1978), Riks (1979) e Crisfield (1981, 1983). Tais métodos trabalham com um
parametro adicional que multiplica um vetor de cargas de referéncia, dando origem as cargas
efetivamente aplicadas. Dessa forma, o escalar cresce e decresce conforme o comportamento
da estrutura, permitindo que a carga diminua a medida que a estrutura perde rigidez. Dentre os
métodos mencionados, implementa-se o0 método de controle de incremento de trabalho, como

apresentado por Chen e Blandford (1993).

1.1.2 Integracdo da lei constitutiva

Quando a lei constitutiva ¢ dada em forma de taxas temporais, 0 que ocorre em
hipoelasticidade em geral e especificamente no modelo de Gurson, € necessario introduzir um
processo de integracdo dessa lei constitutiva para obter o incremento de tensdes e variaveis
internas. O esquema adotado para integrar uma lei constitutiva ao longo do tempo pode ser
explicito ou implicito. Serd explicito quando as grandezas em um instante posterior
dependerem apenas das grandezas no instante anterior. Esse tipo de esquema obriga o uso de

incrementos de tempo bastante pequenos para que se tenha precisdo e estabilidade.

Um esquema de integracdo implicito normalmente leva a uma eficiéncia maior. Em
tais esquemas, o calculo de um passo de tempo entre uma configuracao e outra ¢ mais lento
que em um esquema explicito. No entanto, devido a uma maior estabilidade do esquema de
integracao, ¢ possivel empregar intervalos de tempo maiores, empregando-se menos passos de
tempo para atingir o final do problema. Os esquemas implicitos podem ainda serem

construidos de forma a apresentar estabilidade incondicional.

A literatura menciona diversos esquemas disponiveis para integracdo de equagdes
constitutivas para o modelo de Gurson (Aravas, 1987; Steinmann et al., 1994; Lee e Zhang,
1994). Opta-se por implementar um esquema do tipo ponto-médio generalizado proposto por
Zhang e Niemi (1995a), visto estar também contemplada a matriz tangente consistente
(Zhang, 1995b). Tal esquema apresentou bons resultados, especialmente quando combinado

com subincrementag¢ao, como proposto por Worswick e Pick (1992).

A medida que a solicitagdo cresce, o dano pode atingir valores criticos em alguma

regido da estrutura em estudo. E necessario, entdo, prever uma forma de continuar o problema
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quando se encontra uma ruptura local, pois a estrutura pode ainda apresentar capacidade de
carga. Tal objetivo pode ser atingido introduzindo-se algum procedimento para detectar
elementos que ndo mais apresentam capacidade de carga, anulando a contribuicdo desses
elementos a resisténcia da estrutura. Alguns trabalhos sugerem formas de tratar tal situagdo,
entre eles Tvergaard e Needleman (1984), Worswick e Pick (1995), Hackenberg (1995), e
Koppenhoefer e Dodds Jr. (1998). Um método bastante simplificado ¢ implementado. Tal
método consiste em reduzir as tensdes internas em elementos “rompidos”, de forma que as

forcas internas se anulem, caracterizando a perda de resisténcia associada a ruptura.

1.1.3 Acoplamento entre dano e temperatura

Quando ocorrem grandes deformagdes pléasticas em um curto espago de tempo, como
acontece em conformacdo mecanica, ¢ necessario considerar a energia dissipada por
deformacao pléstica, energia essa que se transforma em calor, ocasionando aumento de
temperatura na pe¢a. O aumento de temperatura provoca tensdes térmicas e alteragdo em
propriedades mecanicas do material, notadamente na tensdo de escoamento ¢ no moédulo de

elasticidade.

Essa combinagao de influéncias constitui o acoplamento termo-mecanico. A variagao
de temperatura influi no problema mecanico através da introducdo de mudancas nas
caracteristicas mecanicas do material e da introducdo de tensdes térmicas. As grandezas
mecanicas influem no problema térmico através da deformacgao plastica que serve como fonte

de calor.

O dano, especificamente a porosidade, também fica acoplado a temperatura, uma vez
que depende das propriedades mecanicas do material e do estado de tensdes. Por outro lado,
certas propriedades térmicas do material dependem da porosidade (Zavaliangos e Anand,
1992). Assim, o dano participa do acoplamento termo-mecanico, afetando e sendo afetado por

este.

Alguns casos sdo estudados, mostrando a influéncia da consideragdo de acoplamento

termo-mecanico em conjunto com o modelo de dano.
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1.1.4 Lei de nucleagao

Um dos mecanismos basicos de variagdo da quantidade de vazios em um material ¢ a
chamada nucleacdo. Representa a primeira etapa do processo de enfraquecimento do material
a medida que ¢ deformado. Apds a nucleagdo, os vazios podem crescer e entrar em
coalescéncia, ou seja, unirem-se. O instante e a intensidade em que ocorrem o crescimento € a
coalescéncia sdo fortemente influenciados pelo instante e pela intensidade da nucleagao.
Pode-se dizer que, para materiais em que nao ha porosidade inicial, a evolugdo da porosidade

¢ comandada pela nucleagao.

A nucleagdo ¢ um fendmeno bastante complexo. Usualmente, em conjunto com a
superficie de escoamento de Gurson, a nucleacdo ¢ descrita através do emprego de uma lei de
distribui¢do (Chu e Needleman, 1980) semelhante a distribui¢do normal de Gauss, que diz que
a taxa de nucleagdo de vazios ¢ proporcional a taxa de deformagdo plastica. Apesar de tal
modelo de nucleagdo ser controlado por deformagdo plastica, a pressdo pode
(ABAQUS, 1992) ou ndo (Stainier, 1996) ser considerada, o que leva a resultados bastante
diversos quando durante a ectapa de nucleagdo hd mudanga no sinal da pressao

(Bittencourt et al. ,1998).

Alguns casos simples sdo estudados com o intuito de verificar a influéncia da pressao
na nucleacdo em situacdes onde ha reversdo de solicitagdo. Sao feitas duas propostas bastante
simples de modelo de nucleacdo, visando minorar inconvenientes verificados no modelo

empregado no programa ABAQUS (1992).

1.1.5 O emprego da formulagdo LEA em problemas tridimensionais

A solucdo de problemas onde ocorrem grandes deformagdes através do emprego do
método dos elementos finitos apresenta uma séria dificuldade: quando os elementos finitos
apresentam uma distor¢do muito grande, os resultados obtidos numericamente se afastam da
resposta fisica do problema. Para diminuir tal inconveniente, alguns métodos tém sido
desenvolvidos, como por exemplo, relocalizagdo de nés da malha de elementos finitos,

adaptacao de malha e formulagao Lagrangiana-Euleriana.
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A relocalizagdao de nés mantém o mesmo numero de graus de liberdade do problema
ao longo do processo. A posi¢ao dos nos ¢ alterada de modo a diminuir a distor¢ao dos
elementos finitos, podendo essa alteracdo ser feita de forma automatica. A adaptacdo de
malha ¢ semelhante a relocalizacdo, sendo feita mediante intervencdo do usudrio. Apresenta
resultados potencialmente bons, ficando limitada a experiéncia do analista na avaliagdo da

qualidade da malha em uso e na geracdo da malha nova.

A chamada formula¢do Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (LEA) surge como uma
ferramenta auxiliar na tarefa de minorar os erros devidos a distor¢ao das malhas de elementos
finitos. Apresenta como caracteristica a possibilidade da malha de elementos finitos se
deslocar de forma relativamente independente dos deslocamentos da matéria. As formulacdes
Lagrangiana e Euleriana podem, entdo, serem tomadas como casos particulares da formulagao
LEA: na primeira, a malha se desloca junto com a matéria e, na segunda, a malha permanece
imovel. A formulagdo LEA foi empregada inicialmente em problemas envolvendo fluidos
(Hughes et al., 1981) e interacdo fluido-estrutura (Donea et al.,1982), sendo posteriormente
aplicada ao problema de grandes deformagdes em solidos (Haber, 1984; Liu et al., 1986;

Schreurs et al., 1986; Hogge e Ponthot, 1991; Ponthot, 1995; Aymone, 2000).

Apobs a aplicagdo do modelo de Gurson empregando a versdo bidimensional do
METAFOR e formulagao Lagrangiana, buscando uma maior generalidade de emprego e
maior confiabilidade nos resultados, estuda-se também o emprego do modelo de Gurson em

conjunto com a formula¢do LEA implementada na versao tridimensional do METAFOR.

1.2 DESENVOLVIMENTO DO TRABALHO

No capitulo 2, ¢ feita uma descricdo do modelo de Gurson, incluindo-se alguns
resultados obtidos a partir de situagdes simples, que servem para mostrar a influéncia dos
parametros do modelo. Apresentam-se algumas recomendagdes do ponto de vista de
parametros a serem empregados. Relatam-se algumas propostas de modificagdo ou de

emprego do modelo de Gurson mencionadas na literatura.

No capitulo 3, apresentam-se as equagdes que regem o problema a ser estudado e a

forma de soluciona-las empregando o método dos elementos finitos. Mostra-se como

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplicagdes



42

encaminhar a solu¢do levando ou ndo em conta o efeito da inércia. Para situagdes onde nao ¢
considerada a inércia, sao feitas consideragdes sobre formas de resolver o sistema de equacdes
ndo-lineares resultante. Implementa-se um algoritmo capaz de tratar estruturas carregadas por
forcas quando a matriz tangente se torna impropria (ponto-limite). Ao final, alguns exemplos

sdo analisados com o emprego de tal algoritmo.

No capitulo 4, apresenta-se um esquema de integracdo de equagdes constitutivas que €
implementado, mostrando situagdes onde foi verificado ganho do ponto de vista de tamanho
admissivel de incremento, levando a uma maior robustez do coédigo. Comentam-se algumas
maneiras de tratar o problema de rupturas localizadas, tornando possivel a continuagdo do

calculo em tais situagoes.

No capitulo 5, ¢ abordado o acoplamento termo-mecédnico, mostrando como sua
consideracao pode ser benéfica no caso da simulacdo de ensaios de tragdo uniaxial em corpos
cilindricos. Mostra-se também como a fragilizagdo por temperatura pode ser simulada em

problemas termo-mecanicos através do emprego do modelo de Gurson.

No capitulo 6, sdo discutidas algumas caracteristicas dos modelos de nucleagdo
comumente empregados em conjunto com a superficie de escoamento de Gurson. Mostram-se
alguns resultados inesperados obtidos quando a solicitagdo ndo ¢ monotona, apresentando-se

sugestoes para minora-los.

O capitulo 7 contém uma breve exposi¢do da formulagcdo Lagrangiana-Euleriana
Arbitraria e alguns resultados obtidos quando se combina tal formulagdo com o modelo de

Gurson, em situagdes tridimensionais.

O capitulo 8 contém uma aplicacio do modelo de Gurson a simulagdo do

comportamento de espumas metalicas.

No capitulo 9, sdo apresentadas algumas conclusdes e recomendacdes no sentido de

melhorar as condi¢des de aplicagdo do modelo de Gurson.
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2 O MODELO DE GURSON

Neste capitulo, apresenta-se o equacionamento do modelo de Gurson, por vezes
referido como modelo de Gurson—Tvergaard (Zhang e Niemi, 1995a). Tal modelo encontra-se
implementado no codigo de elementos finitos METAFOR, que ¢ empregado inicialmente no
estudo de alguns casos simples, buscando mostrar a influéncia dos diversos coeficientes e
variaveis do modelo. Alguns resultados obtidos sdo apresentados na se¢do 2.2. Apds verificar
a influéncia das varidveis e pardmetros, comentam-se alguns aspectos sobre a escolha dos

parametros de nucleacao a serem empregados no modelo.

A segcdo 2.3 apresenta algumas propostas encontradas na bibliografia sobre
determinag¢do ou escolha de parametros a serem utilizados. Na se¢do 2.4, sdo comentados
alguns trabalhos que fazem referéncia ao modelo de Gurson, seja do ponto de vista de
potencialidades de emprego diversas, seja do ponto de vista de efeitos considerados. Em tais
trabalhos, a superficie inicial proposta por Gurson (Gurson, 1977) apresenta-se modificada,

bem como os coeficientes inicialmente propostos por Tvergaard (1981).

A se¢do 2.5 contém algumas conclusdes e relata as opg¢des de pardmetros a serem

adotados no desenvolvimento do trabalho.

2.1 OMODELO

O modelo de Gurson ¢ empregado para descrever a degradacdo de um material em
presenca de grandes deformagdes plasticas. Gurson (1977) propds como mecanismo de
degradagdo o aparecimento de microvazios associados as grandes deformagdes plésticas. No
contexto deste trabalho ndo ha diferenca entre os termos vazios e microvazios, podendo-se
entendé-los como sinonimos. A presenga de microvazios conduz ao emprego de uma
superficie de escoamento dependente da pressdo hidrostatica e da porosidade, superficie esta
obtida a partir de estudos efetuados considerando uma cavidade esférica em um meio

rigido-pléstico sem endurecimento (Gurson, 1977).
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O grau de degradacao do material ¢ medido através da maior ou menor porosidade. A
grandeza que mede a porosidade ¢ chamada de fracao volumétrica de vazios, representada por

f, definida como a razdo entre o volume de microvazios V,.i,s € 0 volume de referéncia

Vaparente~

V.
— ' vazios 1
f /Vaparente ( )

A degradacdo das propriedades mecanicas do material ocorre devido a microvazios
que existam ou venham a se formar na matriz do material. Os mecanismos basicos que
originam variagdo na quantidade vazios a medida que o material é deformado plasticamente

sao:

a) nucleacdo ou formagdo: normalmente se encontra nos metais uma série de
defeitos (inclusoes, juntas de graos) que, quando submetidos a tensdo, podem
originar um vazio (Chu e Needleman, 1980). A chamada nucleacdo ou
formacao ¢ um fenomeno irreversivel, ocorrendo uma tnica vez no mesmo

local (Tvergaard, 1982c);

b) crescimento: os microvazios, pré-existentes ou nucleados, variam seu tamanho
conforme o estado de deformagdo plastica e pressdo hidrostatica no material
(McClintock, 1968; Rice e Tracey, 1969). O tamanho do vazio aumenta
exponencialmente com a pressdo hidrostatica de tracdo e diminui em caso de
compressdo (pressdo hidrostatica negativa), caracterizando um fendmeno

reversivel;

¢) coalescéncia: quando o volume de vazios atinge um nivel relativamente alto, os
microvazios come¢am a interagir entre si. Quando o afastamento entre os
microvazios € da ordem de seu raio médio, tende a ocorrer unido entre vazios

adjacentes, dando origem a vazios maiores (Goods e Brown, 1979).

Assim, o modelo de Gurson envolve dois aspectos fundamentais: uma superficie de
escoamento capaz de descrever o comportamento de um material contendo microvazios e leis

de evolugdo capazes de descreverem a variacdo da quantidade desses microvazios a medida
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que o material ¢ deformado, levando em conta nucleagdo, crescimento e coalescéncia.

2.1.1 A superficie de escoamento

O modelo de Gurson (Gurson, 1977) tem origem na superficie de escoamento proposta
pelo mesmo para materiais dacteis contendo vazios. A superficie proposta depende da tensao
de Cauchy oy, da tensdo de escoamento o,, da pressdo hidrostatica p e da fragdo volumétrica

de vazios f, ficando definida pela equagao 2.

13
o= Esijsij _a){pao-yvf}o-y (2)

b

o{p,o,,f}= 1—2a1fcosh(%3p)}+a3fz (3)
(e

y

Sy =0y ~ P9, P =)5046 4)

Nas equacdes acima o;; € o delta de Kronecker, tendo valor unitario para i = e nulo
nas demais situacoes. A fungdo w{p, o,, f} varia entre 0 e 1, representando um redutor sobre
a tensdo de escoamento. Caso o material se encontre integro, @{p, oy, f} =1 e 0o modelo de

von Mises ¢ reproduzido; para um material completamente danificado, w{p, o,, f} = 0.

Na proposta inicial de Gurson (1977) os parametros «; ndo aparecem. A introducgdo
desses parametros foi proposta por Tvergaard (1981, 1982a), procurando melhor modelar
resultados obtidos no estudo de problemas envolvendo bandas de cisalhamento, para valores

baixos de f. Os valores propostos para os parametros sao

o, =15 a, =1,0 a,=a (5)
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Segundo Thomason (1985b), o pardmetro «, introduz a possibilidade de calibrar a
influéncia da porosidade na superficie de escoamento, enquanto que o parametro ¢, introduz
a possibilidade de calibrar o efeito da pressdo. O parametro ¢, também pode ser entendido

como o inverso do valor da fracdo volumétrica de vazios f que corresponde a ruptura na

auséncia de pressao hidrostatica — w{p =0, o, , '} =0, valor este denominado fy.

Jo=— (6)

Nas figuras 1 e 2 ¢ mostrada a forma da superficie de escoamento para varios niveis de

porosidade, em um sistema de referéncia tensdo uniaxial equivalente normalizada

D858, /O'y versus pressdo normalizada p/O'y . E possivel observar também o efeito do

arametro «o,. O emprego de um pardmetro «, de menor valor reduz o efeito da pressio,
2 2

fazendo com que o escoamento se dé a uma pressdo maior, ou seja, conduzindo a um dominio
elastico maior. Se ndo houver vazios, /= 0; nesse caso, 0 modelo reproduz o comportamento
de um material com superficie de escoamento de von Mises, independente da pressdao

hidrostatica.

Figura 1: superficie de escoamento (o, = 1,0; a,=1,0)
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y2x (Ty

Figura 2: superficie de escoamento (&, = 1,0; ,=0,7)

E interessante observar ainda que, na auséncia de pressdo hidrostatica (corte puro), o

coeficiente w{p, oy, f} pode ser escrito

co{p,o-y,f}ﬂ—alf:l—fi ™

U

0 que caracteriza uma reducgdo na resisténcia igual a relagdo entre a porosidade existente ¢ a
porosidade ultima na ruptura fy; . Tal resultado corresponde a uma relacao linear entre tensao
de cisalhamento no escoamento e fragdo volumétrica de vazios, o que foi observado

experimentalmente em corte por Gurson (1977).

Para valores quaisquer de pressdo, a determinagdo da fragdo volumétrica de vazios que
leva a perda de capacidade de carga ¢ feita a partir da condi¢do w{p, oy, f} = 0. Nesse caso, o

material ndo resiste mais as solicitagdoes. Assim:

b
o1p.0,. 1} =|1-20f cosh| 22 L 7| <0 ®)
O

y
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Il
e

1—2a1fcosh@ +a,f’ 9)
o

y

Larccosh M P _y (10)
3a, 207 1) o,

A equagdo 10 mostra que quando a pressao ndo € nula, a perda de resisténcia mecanica
depende da fra¢do volumétrica de vazios f'¢ também da pressdo normalizada p / o, . Os pares
de valores de pressdo normalizada e fracdo volumétrica de vazios que satisfazem a condi¢ao
expressa na equagdo 10 levam a w{p, o,, f} = 0. Tal condi¢do equivale a uma contragdo da
superficie de escoamento, que ficaria reduzida a um ponto. A figura 3 mostra a representagao

grafica da equagdo 10 empregando o, =0,7 ¢ a, = 1,0.

A regido limitada pelos eixos vertical e horizontal e pelas curvas que representam
ol{p, oy, f} = 0 corresponde a valores admissiveis de pressdo normalizada e fragdo
volumétrica de vazios. Pode-se dizer entdo que as curvas representativas de w{p, oy, f} =0
limitam a ruptura. Fora dessa regido encontram-se valores inadmissiveis de pressdo e fracao

volumétrica de vazios.

Figura 3: valores-limite de porosidade e pressdo

Luiz Anténio Braganga da Cunda (cunda@dmc.furg.br) — Tese de Doutorado, Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2006




49

2.1.2 Nucleac¢ao ou formacao de vazios

A nucleagdo ocorre principalmente devido aos seguintes defeitos presentes no
material: microvazios pré-existentes, inclusdes e particulas de segunda fase, juntas de graos e

empilhamentos ou discordancias (Perzyna, 1986).

Conforme a temperatura e o tipo de solicitagdo, predomina um ou outro defeito como
causador da nucleacdo. Admite-se que, para altas temperaturas ou situagdes envolvendo
impacto, a principal causa da nucleagdo esta ligada as juntas de graos e discordancias. Tal
fonte de nucleacao controlaria o processo de ruptura a altas temperaturas sob tensao constante
(Perzyna, 1986). Quando a nucleacdo se da a temperatura ambiente, admite-se que sua

principal causa esteja ligada as inclusdes.

Perzyna (1986), citando Curran et al., apresenta uma lei para a evolugdo da quantidade

de microvazios N por unidade de volume

N:aa—]j = A{e? e + B{p}p+C{p,T} (11)

X

que considera a influéncia de todos os defeitos mencionados. Na equagdo 11, 7 representa a

temperatura, p a pressdo hidrostatica e £” a deformacado pléstica. O ultimo termo modela a

parcela da nucleagdo que se da a altas temperaturas, assumindo a forma

Cip, T} ~ exp(@} -1 (12)

onde py ¢ um valor limite de pressdo abaixo do qual ndo ha nuclea¢do, m um parametro do

material € k a constante de Boltzmann.

O primeiro e segundo termos da equagdo 11 representam respectivamente a nucleacao

ligada a deformagao plastica e ao descolamento entre inclusdes e matriz. A nucleagdo ligada a

deformacdo plastica ¢ modelada adotando-se A{c”}# 0 e B{p}=0 (Tvergaard, 1982c).
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O descolamento entre inclusdo e matriz ¢ controlado pela maxima tensao normal na

interface inclusdo—matriz. Segundo Needleman e Rice (1978), tal grandeza pode ser
aproximada por o, + p, 0 que levaria ao emprego de coeficientes A{e”} e B{p} ndo-nulos
na equagdo 11, visto que existe uma relagdo direta — 6, = he” — entre a taxa de evolugdo da

tensdo de escoamento e a taxa de deformacdo plastica, sendo que /4 caracteriza o

endurecimento por deformagao pléstica.

Tvergaard (1982c) salienta que valores ndo-nulos para os coeficientes A{e”} ¢ B{p}

devem ser empregados apenas quando a varidvel que controla a nucleagdo, seja deformagao
pléstica, seja pressao, for crescente, o que modela a irreversibilidade do fendmeno de

nucleacao.

Admite-se inicialmente neste trabalho que a nucleagdo de vazios ¢ governada pela

deformacdo plastica, o que leva a considerar como nao nulo apenas o termo A{c”}. Assim, a

taxa de nucleagdo de vazios f, pode ser escrita

f, = Ale"}é? (13)

O coeficiente A{c”} define a quantidade e a velocidade com que se formam os

vazios. Chu e Needleman (1980) propdem que se empregue uma distribuicdo normal para

descrever a formagado de vazios, devido a complexidade do fendmeno. Assim, emprega-se

Ale"y = ——exp| ——| — (14)

onde se identifica uma fracdo volumétrica de vazios a se formar fy, a deformagdo plastica

média em torno da qual os vazios se formam &y e o desvio padrao da distribui¢ao sy.
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Figura 4: influéncia do desvio-padrio sy na lei de nucleagao

Na figura 4, observa-se o efeito do desvio-padrao de nucleacdo sy no coeficiente
A{e”} . A variagdo da deformacgdo plastica de nucleagdo ¢y provoca apenas um deslocamento

nas curvas da figura 4, ndo modificando sua forma. Tvergaard (1982b), empregando
nucleacao governada por tensdao, adota um coeficiente B{p} definido dentro dos mesmos

principios, da forma

Biph = —I"_exp _l[ﬂj (15)

O codigo ABAQUS (1992) apesar de empregar nucleacgdo controlada por deformacao
plastica, considera dependéncia da pressdo, admitindo que a nucleagdo em um ponto se da
apenas se o ponto esta tracionado. Tal procedimento estaria associado a uma nucleagao
proveniente de descolamento entre inclusdao e matriz, conforme ilustra a figura 5. Na figura Sa
mostra-se o material virgem. O momento do descolamento que d4 origem a nucleagdo ¢

indicado na figura 5b. Na figura 5¢c mostra-se o crescimento do vazio nucleado.

Tal procedimento equivale a considerar uma restrigdo a nucleagdo, ficando o
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coeficiente de nucleacdo A{e”} dado por

Aty =—I _exp —l(MJ sep >0 (16)

A{e?} =0 se p< 0 (17)

@) (b) ©

Figura 5: nucleacao de vazios por descolamento na interface matriz—inclusao

Outra abordagem possivel ¢ admitir a lei de nucleagdo como sendo independente do
sinal da pressdo, conforme procedimento adotado por Stainier (1996), e inicialmente

implementado no METAFOR.

Na maioria dos trabalhos consultados, a influéncia do sinal da pressdo em processos de
nucleacdo controlados por deformacdo ndo ¢ claramente estabelecida, exceto em Stainier
(1996), ABAQUS (1992) e Tvergaard (1982c). Embora tal aspecto possa parecer secundario,
seu papel ganha importancia quando se considera a possibilidade de reversao de solicitagao,
situagdo que sera abordada com maiores detalhes no capitulo 6. Considerando-se que a
pressao parta de zero e cresca de forma monotona assumindo valores positivos, as abordagens
de Stainier (1996) e do ABAQUS (1992) levam ao mesmo resultado. Se o sinal da pressao
variar durante o processo de nucleagdo, os resultados podem ser substancialmente diferentes,

como serd mostrado no capitulo 6.
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Caso nao seja considerada a possibilidade de reversao de carregamento, partindo-se de
um material sem porosidade inicial, admitindo-se nucleagdo somente em tragao
(ABAQUS, 1992), se o material for comprimido este comporta-se conforme o modelo de von
Mises, com escoamento independente da pressdo hidrostatica, o que equivale ao emprego de
uma superficie de escoamento como a da figura 6. Caso seja adotado o modelo de nucleacao
independente da pressdao, a superficie de escoamento resulta dependente da pressdao
hidrostatica tanto em tracdo quanto em compressao (figura 7), ja que sempre haveré nucleagao
de vazios e a fung¢do w{p, o,, f} comporta-se de forma simétrica com rela¢do a pressdo

hidrostatica.

a,f 08
—3— 0 (von Mises) _
~—@— 00 v 06—
0.4 —
0.2 —

! | ' \ \ ' | |

6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
p/o,

Figura 6: superficie de escoamento com nuclea¢do somente em tragao

a f

—3¢— 0 (von Mises)

—&@— 0,01
| T \ | \ \
-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

rjo,

Figura 7: superficie de escoamento com nucleagdo simétrica em tragdo e compressao
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Huang et al. (1998) apresentam uma forma semelhante a proposta por Chu e

Needleman (1980) para a lei de nucleagao,
f, =46, +Bp (18)

onde, se considerarmos que &, =hé”, chega-se & mesma lei proposta por Curran et al.

(Perzyna, 1986), a menos do ultimo termo da equagdo 11. A diferenca ¢ que na equagdo 18, o
coeficiente 4 ¢ dependente ndo da deformagdo plastica, mas da quantidade de vazios
necessaria para completar a quantidade de vazios que deve nuclear e ainda nao nucleou.

Assim,

wify-[ fd
4= h

para jol ﬂdt < fy (19)

sendo que ¢ representa o instante atual. A presenc¢a de 4 na equagdo 19 acaba transformando o
primeiro termo da equagdo 18 em um termo que introduz nucleacdo governada por
deformagdo. O parametro  pode ser determinado a partir de um teste de tragdo uniaxial, pois
w fy representa a declividade inicial da curva fragdo volumétrica de vazios f versus
deformacdo axial €. Huang et al. (1998) citam varios trabalhos onde se pode encontrar tal tipo
de curvas, por exemplo os trabalhos de Argon e Im, Argon et al., Fisher ¢ Gurland, Le Roy et
al., Brownrigg et al., Spitzig et al., Boucier et al. Quando se forma a quantidade prevista de

vazios, o coeficiente 4 se anula.

2.1.3 Crescimento de vazios

Os vazios crescem quando o material que os contém ¢ submetido a deformacao
plastica. Em temperatura baixa e velocidade de carregamento alta os vazios tendem a crescer
em forma plana de trinca, dando origem a uma ruptura fragil. Em temperatura alta e
velocidade de carregamento baixa, o crescimento se d4 mantendo uma forma proxima a

esférica (cavidades) caracterizando uma ruptura ductil, pois os movimentos de discordancias
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responsaveis pelo escoamento pléstico sdo favorecidos (Stainier, 1996).

Worswick e Pick (1991) verificaram experimentalmente que o crescimento com
manuten¢do de forma ¢ favorecido quando a pressdo hidrostatica ¢ alta. Quando a pressdo ¢

baixa e a deformacgao plastica alta, ocorre mudanca de forma de vazio.

A equagdo que governa o crescimento ¢ estabelecida admitindo-se que a parcela de
deformacao elastica do conjunto matriz—vazio pode ser negligenciada, e que ha conservagao

de massa do conjunto matriz—vazio (Tvergaard, 1982c). Assim, chega-se a

fo =(U=0)é0 (20)

onde &7 € a variagdo de volume aparente. A lei de crescimento de vazios expressa na equagao

20 estabelece que os vazios crescem com variacdo de volume positiva (tragdo) e decrescem
com variacdo de volume negativa (compressdo), caracterizando assim a reversibilidade do
fendmeno de crescimento de vazios. A equacao 20 também garante que a taxa de crescimento
de vazios ¢ nula se f = 0, pois nesse caso o modelo de Gurson reproduz o modelo de von

Mises, onde a deformagao pléstica se d4 sem mudanca de volume, anulando a equacgao 20.

2.1.4 Coalescéncia de vazios

A coalescéncia esta ligada a ruptura rapida que ocorre apos a fragdo volumétrica de
vazios atingir certo limite, aqui denominado fc. Trata-se da unido entre dois vazios proximos,
pela ruptura do ligamento entre estes. Admite-se a possibilidade de coalescéncia quando o
raio médio dos vazios for da ordem de seu espacamento (Goods e Brown, 1979).
Considerando-se um arranjo cuibico de vazios esféricos com aresta a como o da figura 8, para
raio de vazios igual ao afastamento entre as faces (» = a/3), chega-se a uma fracdo volumétrica

de vazios da ordem de fc = 0,15.

fc: 3 (21)
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Brown ¢ Emburry (1973) admitem que o inicio da coalescéncia ocorre em uma fragao

volumétrica de vazios fc entre 10% e 20%. Uma das explicacdes possiveis para a

discrepancia ¢ o fato do arranjo real de vazios ndo seguir exatamente a forma cubica mostrada

na figura 8.

A ruptura rapida devido a coalescéncia de vazios tem sido introduzida no modelo de

Gurson de duas formas: ou por modificagdo da fragdo volumétrica de vazios ap6s o inicio da

coalescéncia, ou por modificacdo da lei de evolucdo de vazios ap0s f¢ ser superado.

A primeira forma leva a uma superficie de escoamento dependente ndo da fracdo

y, . . ~ r, . . * . .
volumétrica de vazios f, mas de uma fracdo volumétrica de vazios f corrigida pela

coalescéncia (Tvergaard e Needleman, 1984)

) :(D{p,sl.j.,O'y,f*}

com

f*:{f f<te
fc+K,(f_fc) f>fc

K' :fU_fC
fF_fC

(22)

(23)

24)
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onde fr representa a fragdo volumétrica de vazios na ruptura e f,, =1/, . Assim, quando a

fragdo volumétrica de vazios atinge o valor de ruptura fz, o material perde a capacidade de

resistir a solicitagdes.

A segunda forma de introduzir o efeito da coalescéncia (Tvergaard, 1982b) ¢ através
da modificagdo na lei de variacdo de vazios, procedimento adotado neste trabalho. A

superficie de escoamento permanece fun¢ao da fragdo volumétrica de vazios f.

O =d{p,s;,0,,f} (25)

sendo que a lei de evolucao de vazios ¢ modificada apds o inicio da coalescéncia, ficando

SRV f<fe
—J/n T/ 26
/ fe /> fe 20
com
/ _fU_fC P
fc_ Aé‘ & (27)

onde A¢ é um parametro do material, assim como fr no esquema anterior (equacdo 24).
Admite-se que até o inicio da coalescéncia a fragcdo volumétrica de vazios varia por nucleacao

e crescimento de vazios. A partir dai, a variacao de f'segue uma lei diferenciada (equacao 27).

O primeiro esquema (equacgdo 22) sugere uma ruptura governada pela fracdo
volumétrica de vazios: quando esta atinge o valor fz, o material perde a resisténcia mecéanica.
O segundo esquema (equagdo 26) sugere uma ruptura definida principalmente por deformagao
plastica: quando o material experimenta um acréscimo de deformacao plastica da ordem de Ag

apos o inicio da coalescéncia, sua resisténcia mecanica desaparece.
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2.1.5 Lei de deformacao irreversivel

Apds definida a superficie de escoamento e o conjunto de leis que controla a evolugao
da fragdo volumétrica de vazios, para que o modelo fique completo ¢ necessario definir a lei

de evolucao das deformacdes irreversiveis ou plasticas.

Segundo Gurson (1977), se a matriz de um material com microvazios segue o
principio da normalidade, o material também segue o mesmo principio. Assim, empregando-

se plasticidade associada, chega-se a uma lei como a seguir (Gurson, 1977; Tvergaard, 1982a)

e =122 (28)

y

2.1.6 Comportamento elastico

A presenca de microvazios além de alterar o comportamento plastico do material,
altera também seu comportamento eléastico. Se for considerada a possibilidade de descarga, ¢
importante considerar a influéncia dos microvazios nas propriedades elasticas do material.
Lemaitre e Chaboche (1985) propdem a determinagdo do grau de degradacdo do material a

partir do grau de degradagdo no médulo de elasticidade E.

E possivel obter a influéncia dos microvazios nas propriedades elasticas a partir de
teorias de homogenizagdo para materiais com duas fases. Considera-se os vazios como uma
fase sem resisténcia alguma. Baseado no trabalho de Mori e Tanaka, Stainier (1996) apresenta
os valores do modulo de compressibilidade K e do mddulo de elasticidade transversal G para
um material com uma fracdo volumétrica de vazios f, expressos em fun¢do das mesmas

propriedades, respectivamente K € Gy, para o material sem porosidade.

_4K,G,(1- f) _ G(-1)
Kisi= 4G, +3K, [’ Gif} = 1, 6K, +12G, P (29)
9K, +8G,
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Segundo Stainier (1996), as equagdes 29 levam em conta um certo nivel de interacao
entre vazios. Para valores baixos de fracdo volumétrica de vazios, a resposta obtida com o
emprego das equacdes obtidas a partir da teoria de Mori e Tanaka (equagdes 29) reproduz o
comportamento obtido com o emprego das equagdes 30 apresentadas nos trabalhos de

Perzyna (1986), Johnson (1981) e Mackenzie (1959).

4K, G,(1-f)

Kisi= 4G, +3K,f

(30)

GLf} =Gy (1 f)[l —MfJ

9K, +8G,

Aplicando-se as equagdes acima (equagoes 29 e 30) para um material com moddulo de

elasticidade E,= 117,9 GPa e coeficiente de Poisson v,= 0,3 analisa-se a variagdo das

propriedades elasticas segundo os dois modelos. Os resultados sao apresentados nas figuras 9

all.

Na figura 9, observa-se a variagdo do modulo de compressibilidade em funcdo da
porosidade, idéntica pelas equagdes 29 ou 30. Os modulos de elasticidade e de elasticidade
transversal sd3o menos afetados pela porosidade quando sdo empregadas as equagdes 29,
obtidas a partir da formulacao de Mori e Tanaka, do que quando sdo empregadas as equacoes
30 propostas por Mackenzie (1959). No prosseguimento do trabalho serd adotada a

formulagdo obtida a partir da teoria de Mori e Tanaka.

1.0 —

0.8 —

o 0.6
4
< 7

0.4 —

0.2 —

(o T T |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

f

Figura 9: variagdo do modulo de compressibilidade em fun¢do da porosidade
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1.0 —
7 Mori e Tanaka (1973)
o8 4 N T Mackenzie (1959)
[I]O 0.6 —
:: i
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0.4 —
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 10: variacdo do médulo de elasticidade em fun¢do da porosidade
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Figura 11: variacdo do médulo de elasticidade transversal em fungdo da porosidade

No quadro 1 apresenta-se um resumo do modelo de Gurson conforme aplicado neste

trabalho.
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Quadro 1: resumo do modelo de Gurson

Comportamento reversivel:

d-zj = ﬁy’kl(ékl — &) Hy, = K{f}6,0, +2G{f}(6,0, _%5ij5k1)
4K,G,(1- 1) Gy(1- /)
K= 200 Gy = 0
vl 4G, +3K, f & 1+ 6K, +12G, 7
9K, +8G,

Comportamento irreversivel:

I3
O = ESI'JS?/' —a){p,ay,f}ay

%
w{p,o,.f}= {1—2a1fcosh[a2(3p)J+a3f2]
20

y

— — 1
Sy = Oy ~ P9 P =00

gr =190
y aaij

Lei de evolu¢ao da fragdo volumétrica de vazios f:

fz{f,ﬂrfg f<re
fe f>Je

com

2
. fy (e’ —¢y . .
Jo = exp| — % g’ nucleagio
SyN2m 20 sy
f . ==y crescimento
f ¢ = fu A__fc g’ coalescéncia
£
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2.2 ALGUNS CASOS BASICOS

Nesta sec¢do, aplica-se o modelo descrito na se¢@o anterior a casos simples, nos quais a
malha de elementos finitos é constituida por um tnico elemento e as tensdes ¢ deformagdes
sao uniformes no dominio deste. Procura-se, tanto quanto possivel, separar os efeitos de
nucleacdo, crescimento ¢ coalescéncia de vazios, de forma a evidenciar o efeito da variagao

de cada parametro do modelo na resposta.

2.2.1 Nucleagao

Este exemplo analisa a nuclea¢do de vazios através da consideragdo de cisalhamento
simples. Como o volume do elemento ndo sofre variacdo, ndo deve haver crescimento de
vazios. O estado ¢ homogéneo, tanto em termos de tensdes e deformagdes quanto em termos

de deformacgao plastica e dano. Todos os graus de liberdade sdo prescritos.

A malha ¢ constituida por um elemento quadrilatero em estado plano de deformagdes,
com altura e largura unitarias. A geometria inicial ¢ mostrada tracejada na figura 12, sendo a

configuracdo final imposta mostrada na mesma figura, em trago cheio.

Figura 12: configuragdes inicial (tracejada) e final (linha cheia)

O deslocamento horizontal aplicado na face superior, igual a dimensdao do lado do
elemento, ¢ dividido em 1000 incrementos. As caracteristicas mecanicas do material e os
parametros do modelo de dano empregados sdo: £ = 3000y°, v=03,0,=(1+2 gp)ayo,

Gyo =10000, o, = 1,5, a,= 1,0, fy = 0,05, &y = 0,05, ex = 0,1, ey = 0,2, sy = 0,01 e sy = 0,1.
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Apresentam-se nas figuras 13 a 15 os resultados obtidos para fracdo volumétrica de
vazios considerando algumas combinagdes de valores de desvio-padrao sy e deformacgao
plastica média de nucleagdo &y, mantendo-se constante a fracdo volumétrica de vazios a
nuclear fy. Pela andlise da figura 15, observa-se que a deformagdo plastica média de
nucleagdo ¢ respeitada. O desvio-padrdo sy influi na concentragdo da nucleagdo em torno da
deformacdo pléastica média de nucleacdo &y . Quanto maior o desvio-padrdo sy, maior a
deformacdo pléstica verificada entre o inicio e o fim da nucleagdo. Observa-se também que o

valor de vazios nucleados ¢ o valor previsto fy.

Quando se adota uma certa deformagao plastica média de nucleacao gy associada a um
desvio-padrao relativamente pequeno, o resultado (figura 14) se comporta conforme esperado,
nucleando o valor especificado fy. Para a mesma deformagdo plastica de nucleacio,
aumentando o valor do desvio-padrao adotado, a nucleagdo nio atinge o valor previsto fy. Se a
deformagdo plastica média de nucleacdo &y diminui (figura 13), o valor final de vazios
nucleados se afasta ainda mais do valor previsto. A explicag@o para a diferenca entre o valor

prescrito fy e o valor efetivamente nucleado passa pela expressdo adotada para a taxa de

nucleagdo de vazios fn. A distribui¢do normal introduzida pelo coeficiente A{¢ ”} na
expressao para fn implica em uma fra¢do volumétrica de vazios nucleada dada pela integral
de fn entre -oc e +oc. Quando a deformacao plastica média de nucleagdo ¢ pequena e o

desvio-padrao de nucleagdao é grande, parte significativa de fn situa-se em uma regido de
deformagdo plastica negativa. Tal situacdo se encontra representada na figura 16, obtida para

ey = 0,3. Como se faz a integracdo de fn considerando unicamente deformagdo plastica

positiva, a parcela de fn correspondente a deformagdo negativa ndo ¢ integrada. A fracao
volumétrica de vazios nucleada resulta menor que a prevista. Esse efeito diminui & medida
que a deformacao plastica de nucleacdo cresce, como se v€ pela comparagdo entre a fragao
volumétrica de vazios formada para os diversos valores de &y (figuras 13 a 15). Quando o
desvio-padrao sy diminui esse efeito também diminui. Conclui-se, entdo, que para uma dada
deformacao pléstica média de nucleacdo existe um desvio-padrao maximo a ser empregado,
de forma que a nucleacdo se complete. Pela figura 16, nota-se que para &y = 0,3 o

desvio-padrao méaximo seria um valor em torno de sy = 0,1.
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Figura 13: fragdo volumétrica de vazios para gy = 0,05
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Figura 14: fra¢do volumétrica de vazios para ey = 0,1
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Figura 15: fragdo volumétrica de vazios para gy = 0,2
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Figura 16: coeficiente de nucleagdo A{s”} para ey =10,3
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Sabendo que a parcela de vazios nao nucleados depende da area sob a curva de fn que
fica em uma zona de deformagdo plastica negativa, ¢ possivel prever se para uma dada
combinac¢do de &y e sy a nucleagdo vai atingir o valor desejado fy ou ndo. O calculo de areas
sob a curva de Gauss pode ser feito mediante o emprego de tabelas encontradas em textos de

estatistica (Stevenson, 1981), também apresentadas no apéndice C (tabela 1).

Figura 17: area sob a curva de Gauss

As tabelas sdo organizadas para fornecer a area sob a curva de Gauss, limitada pelos
eixos verticais que passam na média X e em uma posicdo z desvios-padrdes afastada da
média. Estabelecendo-se uma porcentagem minima de fy a ser formada, k., , pode-se obter
relacdes entre &y € sy para que isso ocorra, através da drea sob a curva de Gauss. A
coordenada z marca a transi¢do entre a zona onde ha nucleacao (deformacao plastica positiva)
e a zona onde ndo ha. Assim, a condi¢ao que deve ser satisfeita para que haja um determinado

nivel de formagao de vazios ¢ que

£y —2.5y 20 31)

sendo o valor de z escolhido para que uma area igual a k,,;, fique na parte positiva do eixo das
deformacgdes plasticas. A esse valor de &, corresponde uma area tabelada de &, - 0,5 sob a

curva de Gauss, entre os eixos verticais que passam na média e na coordenada z.

Por exemplo, caso se deseje uma nucleagdo minima de 95% de fy , ki = 0,95. A area
entre a vertical que contém a média e a vertical que contém a coordenada z sera de 0,45.
Entrando na tabela (apéndice C), verifica-se que a area de 0,45 corresponde a um z de 1,645.

Entdo a relagdo minima entre &y € sy para que ocorra uma formagao de pelo menos 95% de
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fn € de 1,645. Para 97% de formac¢ao minima essa relacdo ¢ de 1,882 e para 99% de 2,337.

A analise das tensdes de cisalhamento (figura 18) para o caso com &y = 0,2 mostra que
o emprego de um desvio-padrdo pequeno, correspondente a uma nucleagdo rapida, introduz
uma variacao brusca nas tensoes de cisalhamento. Na mesma figura 18 € possivel observar o

efeito de amolecimento introduzido pela presenga dos vazios.

16000.00
12000.00
o /06@8 <
o
1= 00
Q e
IS @@@0
; e
/
g 8000.00 %egge@w
)
°
S o =02 |
& ol O - 5,=0,01
ﬁ — —— 54=0/1
4000.00 — semdano ||
0.00
0.00 0.20 0.40 0.60

Deformacao plastica equivalente €7

Figura 18: tensdes de cisalhamento com e sem dano

Cabe ainda uma tultima consideracdo a respeito da nucleacdo: se a deformagdo de
cisalhamento imposta neste exemplo se da sem mudanga de volume, ndo havendo perda de
massa, como se pode chegar a uma fracdo volumétrica de vazios diferente da inicial? Em
outras palavras: como passar de uma situagdo com volume unitario e porosidade nula a outra

com porosidade diferente de zero e ainda volume unitario?

Supondo-se a nucleacdo originada por descolamento entre a matriz do metal ¢ uma
inclusdo (figura 5), no exato momento em que ocorre o descolamento, o volume da particula
ndo contribui mais a resisténcia do conjunto, pelo menos para solicitagdes de tragdo. No
entanto, a massa da inclusdo continua no sistema. A fragdo volumétrica de vazios nucleada

seria entdo uma medida ndo de vazios fisicos — furos, buracos — mas de vazios no sentido de
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perda de resisténcia. Tais cavidades podem estar vazias ou preenchidas por um material que

nao contribui a resisténcia do conjunto — caso de nucleacao a partir de inclusoes.

2.2.2 Crescimento

Neste exemplo sdo estudados os efeitos de tragdo e compressdo na formagdo e
crescimento de vazios. Analisam-se situagdes em estado plano de deformagdo e
axissimétricos. Tais situagdes apresentam homogeneidade de tensdes e deformagdes. A
geometria para os casos de tragdo ¢ indicada na figura 19, onde se mostra a configuragao
inicial pontilhada e a configuracao final em linha cheia. Para compressao a unica modificagao

¢ o sentido do deslocamento aplicado.

A malha ¢ composta por um elemento finito com dimensdes iniciais unitarias. O
deslocamento aplicado em tragao ¢ o dobro do lado inicial e em compressao igual a metade do

tamanho do lado.

Inicialmente, estuda-se somente o crescimento dos vazios. Para tanto emprega-se um
material com porosidade inicial, sem considerar efeito de nucleag¢do. O material ndo apresenta
endurecimento. O deslocamento ¢ aplicado com o emprego de 1000 incrementos. As
caracteristicas mecanicas do material e os parametros do modelo de Gurson empregados sdo:

E=3000,’, v=0,3, 5," = 10000, o, = 1,5, ,= 1,0 e fo= 0,05.

.
|
|
|
|
|
|
|
|
|

2

Figura 19: configuragdes inicial, final e condi¢des de contorno

A verificagdo da conservacdo de massa pode ser feita com o auxilio dos valores
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apresentados na figura 20. A densidade volumétrica de massa da matriz ¢ dada por

-1 .. . . o, . ~
p=m[(1= W, o] - Admitindo-se uma densidade da matriz unitaria, tomando a fra¢do

volumétrica de vazios inicial de 0,05 e o volume aparente inicial unitario, encontra-se uma
massa m = 0,95. Para um volume aparente final de 1,37, admitindo-se que a massa se
conserve, deve-se ter uma fracdo volumétrica de vazios da ordem de 0,3065. O valor obtido
para a fracdo volumétrica de vazios na simulacao ¢ de 0,3058. A diferenga pode em parte ser
explicada pela presenca no volume final da parcela devida a dilatagdo elastica, da ordem de

0,001, calculada a partir da pressao final e do médulo de compressibilidade K.

E possivel proceder de forma semelhante para corpos axissimétricos (figura 21) em
compressao. A partir da variagdo de volume, procedendo-se como acima e descontando a
parcela elastica chega-se uma porosidade teorica de 0,0233. O valor obtido com o emprego do

METAFOR ¢ de 0,0232.

Na figura 22 ¢ comparada a evolugdo da pressdo para o material com porosidade

inicial e para um material sem dano (von Mises).
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/
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030 T e - ﬁ” / /’
/
0.25 //
= /
<1 0.20 //
3 /
0.15 /
~ g
0.10 // /
0.05
~
~
0.00
0.00 0.40 0.80 1.20

Deformacao plastica equivalente &7

Figura 20: fragdao volumétrica de vazios e variacao de volume em EPD
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Figura 21: fragcdo volumétrica de vazios e variacdo de volume em axissimétrico
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Figura 22: pressao com e sem dano em EPD (tragdo)
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A seguir sdo estudados casos onde o material apresenta endurecimento, nucleacao e
crescimento de vazios. Admite-se que a formagdo de vazios se dé tanto em tracdo quanto em
compressao (Stainier, 1996). As propriedades empregadas sdo: E = 3000y0, v = 0,3,

o,=(1+2 &), 6,°=10000, o, = 1,5, a,= 1,0, fy = 0,05, ey = 0,1 e sy = 0,01.

Observa-se, nas figuras 23 e 24, inicialmente o fendmeno de nucleagdo, que ocorre de
forma rapida devido ao valor do desvio-padrdo adotado. Apds, segue-se uma fase de

crescimento da fracdo volumétrica de vazios em trag¢do, ou decréscimo em compressao.

Nas mesmas figuras 23 e 24, observa-se que em compressao aparentemente ndo chega
a se formar a fragdo volumétrica de vazios de nucleagdo fy . O que ocorre € que, assim que
inicia a fase de nucleacdo, ja comega a ocorrer simultineamente “crescimento” — no caso
decréscimo — de vazios. Quanto as tensdes (figuras 25 e 26), observa-se que o amolecimento
introduzido pelo dano mais uma vez ¢ verificado ao se comparar os casos com e sem dano.
Como o desvio-padrao empregado ¢ pequeno, o efeito do dano se mostra nas tensoes de forma
brusca. Observa-se também (figuras 25 e 26) que em compressdao o dano afeta de maneira
mais significativa a geometria axissimétrica. Em tragdo, a geometria mais afetada ¢ o estado

plano de deformacao.

Com relagdo ao volume final nos casos de tragdo com dano, em estado plano de
deformacao (figura 28) t€ém-se uma maior variagdo de volume que em corpos axissimétricos
(figura 27). Isso esta ligado a maior porosidade verificada em estado plano de deformacgado que

em axissimeétricos.
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Figura 23: fracdo volumétrica de vazios em axissimétrico
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Figura 24: fragdao volumétrica de vazios em EPD
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Figura 25: tensdo axial em axissimétrico com e sem dano (tracdo e compressao)
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Figura 26: tensdo longitudinal em EPD com e sem dano (tracdo e compressao)
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Figura 27: variagdo de volume em axissimétrico com e sem dano (tragdo e compressao)
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Figura 28: variagdo de volume em EPD com e sem dano (tracdo e compressao)
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2.2.3 Coalescéncia

Neste exemplo ¢ estudado o modelo de coalescéncia, utilizando-se para tanto uma
geometria axissimétrica em tragdo, com malha constituida por um elemento finito com
dimensdes unitarias. A geometria empregada estd representada na figura 29, onde se mostra a
configuracdo inicial pontilhada e a configuragdo final em trago continuo. O deslocamento

aplicado em tragao ¢ o dobro do lado do elemento indeformado.

Admite-se que ha nucleagdo de vazios, seguida de crescimento e coalescéncia. Neste
exemplo em particular ndo sdo corrigidos os valores de K ¢ G em fungdo da porosidade.
Utilizam-se 10000 incrementos de carga. As caracteristicas mecanicas do material e os
pardmetros do modelo de dano empregados sdo: £ = 75 GPa, v = 0,3, ayo = 250 MPa,
o=01+2¢" 0" a,=1,5, a,= 1,0, fy =0,05, ey =0,1,sy = 0,01, fo =0,08; fo = 0,1,
fc=0,12,Ac =0,1 e Ae =0,3.

Figura 29: configuragdes inicial, final e condi¢des de contorno

Observa-se nas figuras a seguir os resultados de carga em func¢do do deslocamento
aplicado (figuras 30 e 34), tensdo em funcdo da deformagdo plastica (figuras 31 e 35),
porosidade em funcao da deformagdo plastica (figuras 32 e 36) e deformacao plastica em

funcao do deslocamento aplicado (figuras 33 e 37).

Quando se observa a evolugdo da fracdo volumétrica de vazios em fungdo da
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deformacao plastica equivalente percebe-se a mudanga de declividade (figuras 32 e 36)
introduzida pela passagem da etapa de crescimento a etapa de coalescéncia, em f = fc. Esta
ultima etapa deve levar o material a uma ruptura tanto mais rdpida quanto menor for o

parametro Ag, como se vé através da observagao das figuras 30 e 34 ou figuras 31 e 35.

Na figura 38, observa-se que a pressdo normalizada cai de forma linear com o
aumento da porosidade. A ruptura se d4 quando a curva correspondente ao problema

intercepta a curva superior que da os valores limite de pressdo e fracdo volumétrica de vazios,

conforme discutido na secao 2.1.1.
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Figura 30: forca de tragdo para Ae=0,1 e sy = 0,01
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Figura 32: fragdo volumétrica de vazios para Ae=0,1 e sy =0,01
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Figura 34: forca de tragdo para Ae=0,3 e sy = 0,01
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Figura 36: fragdao volumétrica de vazios A= 0,3 e sy = 0,01
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2.3 DETERMINACAO DE PARAMETROS

Um ponto nevralgico na aplicacdo do modelo de Gurson ¢ a determinacdo dos

parametros a serem empregados. Zhang (1996) classifica tais parametros em grupos:

a) parametros constitutivos: «,, @, € a,, ligados a superficie de escoamento;

b) parametros iniciais: fy, fy, Sy € €y, ligados a origem dos vazios, se nucleados ou

pré-existentes;

¢) parametros criticos: fc, Ag, ligados a intera¢do entre os vazios, marcando o

inicio da fase final de degradacdo do material.

Segundo Zhang (1996), os parametros constitutivos podem ser mantidos para
diferentes materiais, sendo que os valores 1,0<a, <15, a,=10 ¢ o, =¢ tém sido

largamente empregados (Gurson,1977; Tvergaard 1981, 1982a, 1982b, 1982c; Tvergaard e
Needleman, 1984; Koplik e Needleman, 1988; Zhang e Niemi, 1995b).

Os parametros iniciais estariam ligados a dois fendmenos diferenciados: vazios
pré-existentes ou vazios que se formam ao longo da deformacdo plastica. Zhang (1996)
sugere o emprego de uma fracdo volumétrica de vazios inicial f, para modelar os vazios
originados por inclusdes maiores, que se destacam da matriz com uma deformacao plastica
menor. Os vazios originados por tais inclusdes poderiam ser considerados como presentes
desde o inicio do processo de deformacgao. O valor f; seria adotado em fungdo do componente
que se admite va se destacar da matriz. Para acos estruturais, o sulfeto de manganés (MnS) ¢
adotado como origem de nucleagdo, encontrando-se distribuido na liga em uma fragdo

volumétrica em torno de 0,0005 (Zhang, 1996; Koppenhoefer e Dodds Jr., 1998).

Para modelar o efeito das inclusdes menores, que se destacam da matriz a uma
deformagdo plastica mais elevada, emprega-se um modelo de nucleagdo como proposto por
Chu e Needleman (1980). Os pardmetros sy = 0,1 e ey = 0,3 tém sido empregados (Tvergaard
e Needleman, 1984; Lee e Zhang, 1994) para modelar diversos materiais. Koppenhoefer e
Dodds Jr. (1998) empregam sy = 0,025 e gy = 0,5 em uma simulacdo e sy = 0,25 ¢ ey = 0,2

em outra, sendo que essa Ultima escolha parece algo inadequada, podendo-se esperar
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nucleacao incompleta devido a combinacao de valores de deformacdo média de nucleacao e
desvio-padrao de nucleagdo, como discutido antes. Kikuchi et al. (1991) empregam ¢y = 0,3
para duas ligas de aluminio. Para a determinacdo de fy recomendam o emprego de

microscopia.

Segundo Zhang (1996), a quantidade de vazios a nuclear fy fica atrelada ao pardmetro
critico que marca o inicio da coalescéncia. Existem varios pares de valores de fy e fc capazes
de ajustar determinado ensaio, especialmente se o problema em questdo ocorre com
triaxilidade baixa. Assim, a determina¢do de fy e fc deve ser feita em conjunto, através de
ensaios e simulagdes numéricas, preferencialmente em situagdes onde a triaxilidade seja alta,
pois nesse caso existe uma tendéncia dos parametros em convergirem para uma solugo unica.
Zhang (1996) recomenda a introducdo de um mecanismo fisico para levar em conta a
coalescéncia, como os apresentados em Thomason (1985a, 1985b), Zhang e Niemi (1995b) e
Klocker e Tvergaard (2003). Segundo Zhang (1996), tal tipo de mecanismo conduziria o

problema da determinacao dos parametros de nucleacdo e coalescéncia a uma solugao Unica.

Ragab (2004c) verifica dependéncia entre os parametros de nucleacao e a deformagao

obtida na ruptura, recomendando maior estudo do fendmeno de nucleagdo.

Worswick e Pick (1991), em um trabalho que trata do estudo do crescimento de
microvazios em uma liga de bronze, optam por empregar uma fracdo volumétrica inicial de
vazios ao invés de empregar o modelo de nucleagdo. A fragdo volumétrica inicial a ser
adotada vem de uma anélise metalografica da liga empregada, considerando que um dos
componentes da liga originara os vazios. Esse componente apresenta uma resisténcia a tragao
cerca de 20 vezes menor que a resisténcia da matriz, portanto parece razoavel admitir que
logo no inicio do processo de deformagdo plastica a fase menos resistente ja represente um
vazio. Quando da comparacao entre os valores de f oriundos do emprego do modelo de
Gurson com os medidos experimentalmente, os valores experimentais resultam menores. A
explicagdo ¢ dada justamente admitindo que a nucleagdo tenha demorado mais que o previsto,
fazendo com que o crescimento de vazios nos corpos de prova fosse menor que o previsto, por
ter sido retardado pela nucleacdo. A fracdo volumétrica inicial fy adotada foi de 0,025, obtida

a partir de resultados metalograficos. Para a superficie de escoamento, foram empregados
a, =125, @,=095 e a,=aq;, tendo os autores se baseado em trabalhos anteriores

desenvolvidos (Worswick e Pick, 1990; Becker et al., 1988). Em um trabalho posterior
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(Worswick e Pick, 1995), os vazios no mesmo material sdo modelados como surgindo através

de nucleagdo, com os parametros fy = 0,025, sy = 0,05 ¢ ey =0,13.

Quanto aos parametros criticos, o inicio da coalescéncia tem sido admitido como
ocorrendo quando a fragdo volumétrica de vazios for da ordem de 0,1 a 0,2, como
preconizado por Brown e Emburry (1973), sendo o valor 0,15 bastante empregado (Aravas e

McMecking, 1985; Worswick e Pick, 1995; Tvergaard e Needleman, 1984).

Alegre e Gutiérrez-Solana (2004) apresentam um procedimento para identificar
parametros do modelo de Gurson a partir de ensaios de tragdo em corpos de prova com e sem
entalhe. Indicam que, para aco inox submetido a altas temperaturas, o parametro fc varia em

funcao do envelhecimento.

Mahnken (1999) apresenta a determinagdo de parametros do modelo de Gurson a
partir de resultados experimentais empregando um algoritmo de otimizacdo. Recomenda ser
necessaria a consideracdo de resultados metalograficos para melhorar a confiabilidade de tal
procedimento. Ja Springmann ¢ Kuna (2005) recomendam que a determinacdo de parametros
deve ser feita a partir de quantidades globais como por exemplo for¢a e deslocamento.
Corigliano et al. (2000) apresentam um método para determinagdo de f), &, € «, através da
solugdo de problema inverso. Lievers et al. (2004) apresentam um procedimento para calibrar
os parametros de nucleacdo do modelo de Gurson a partir de ensaios efetuados em chapas

metalicas conformadas.

Ragab (2004a) apresenta uma compilacdo de valores de porosidade inicial f,

deformacgdo de nucleagdo ¢y e fragdo volumétrica de vazios na ruptura, fr.

2.4 MODIFICACOES NO MODELO E APLICACOES DIVERSAS

O modelo de Gurson tem sido modificado por varios pesquisadores, especialmente
quanto a seus parametros. Varias possibilidades quanto a adog¢ao dos pardmetros da superficie
de escoamento «;, pardmetros de nucleagdo e de coalescéncia tém sido adotadas, como se viu
na se¢do anterior. Existem propostas no sentindo de tornar tais parametros dependentes da

porosidade, pressdo, forma dos vazios etc... Também existem propostas no sentido de se

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplicagdes



84

empregar endurecimento cinematico (Lee e Zhang, 1994; Besson e Guillemer-Neel, 2003;
Cedergren et al., 2004). Ragab (2004c) alega que o emprego de endurecimento cinematico
fornece deformacgdes de ruptura mais corretas que o emprego de endurecimento isotropo. O
proprio acoplamento termo-mecanico ndo deixa de ser uma evolu¢do do modelo, ja que

introduz a possibilidade de considerar pardmetros termo-dependentes.

Thomason (1985a, 1985b) propds um modelo que incorpora as equagdes de Rice e
Tracey (1968), capazes de modelar além do crescimento do vazio, sua mudanga de forma. O
fato de os vazios nem sempre serem esféricos levaria a uma alteracdo de forma na superficie
de escoamento. A existéncia dos pardmetros «; no modelo de Gurson ¢é criticada
(Thomason, 1985b), pois a introducdo de tais parametros viria apenas contornar a
inadequacdo do modelo em descrever o comportamento dos vazios. As discrepancias de
resultados que levaram Tvergaard (1981) a propor o emprego dos parametros «; seriam fruto
da ndo consideracdo da mudanga de forma dos vazios, € que os parametros «; apenas
introduzem um fator de escala sobre a superficie, ndo alterando sua forma, sendo portanto
inadequados. Klocker e Tvergaard (2003) apresentam uma modificagdo no modelo de Gurson
para considerar a mudanca de forma do vazio, bem como o inicio da coalescéncia por

localizag¢ao de deformagao no ligamento entre vazios.

Zhang e Niemi (1995b) apresentam um critério que introduz o mecanismo de
coalescéncia de forma natural, sem a necessidade da determinagdo experimental de um valor
critico a partir do qual se inicie a coalescéncia. Tal proposta admite que o vazio mantém a
forma (esférica) durante o crescimento, sendo que a presenga ou ndo de coalescéncia ¢

governada pela triaxilidade.

Mahnken (1999) sugere o emprego de uma forma linearizada da superficie de Gurson
ao invés da forma quadratica original. Tal simplificagdo melhoraria a convergéncia dos
algoritmos de integracdo de tensdes. Procedimento semelhante ¢ mencionado por

Stainier (1996).

Ragab (1999) propde uma adaptacao do modelo de Gurson para simular problemas em

estado plano de tensdo.

Goya et al. (1992) trabalham com dois arranjos de vazios, um cubico e outro

hexagonal, alegando que este ultimo representa um material isdtropo enquanto que o primeiro
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representa um material ortotropico. A influéncia da forma do vazio considerado ndo alteraria
substancialmente a forma da superficie de escoamento. Trabalhando com uma fungao

genérica, que contém a superficie de Gurson no caso de g; = g, =n = 1,0,

»
oip.c,, f}= {1—2q1f"cosh(%p)}+qu”} (32)

y

e analisando um furo embebido em material rigido plastico, encontram como valores
adequados aos parametros da equacdo 32 ¢; = 1,91, g, = 0 e n = 1,0 para carregamento do tipo
pressao hidrostatica; para carregamento do tipo tensdo desviadora, os parametros a serem
empregados seriam ¢, = 1,21, ¢ = ¢i° e n = 2/3, valores obtidos considerando o arranjo

cubico de vazios. Considerando o arranjo hexagonal, e combinando carregamento de pressao

1-Q
\/1_%f

o arranjo cubico e Q = 1,07 f*” para o arranjo hexagonal. Um resumo da proposta de Goya et

e tensdo desviadora, sugerem ¢, = 1,283 e ¢, = {1 —[ ]]Ql ,com Q = 1,21 /% para

al. encontra-se no quadro 2.

Quadro 2: parametros propostos por Goya et al. (1992)

Parametros Arranjo cubico Arranjo hexagonal
Q 1,21 1% 1,07 1%*
q 1,91 1,283
q> (se f=0,0650) 0,719 0,788
q> (se f=0,0082) 0,847 0,883

Segundo Goya et al. (1992), o modelo proposto se revela mais adequado que o de
Gurson para prever a superficie de escoamento quando se considera o arranjo hexagonal de
vazios. No trabalho de Goya ef al. (1992), encontra-se uma proposta da extensdao do modelo a
situacdes anisotropicas, o que ¢é feito através do emprego de tensores. Goya et al. (1992)

relatam ainda proposta de Richmond e Smelser, no sentido do emprego de uma superficie de
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escoamento com parametros q; =g, = 1,0 e n =2/3.

Voyiadjis e Kattan (1992) apresentam uma formulagao que introduz o dano através de
uma matriz. Aplicam tal formulagdo para simular o modelo de Gurson, chegando a

parametros de superficie de escoamento dependentes da porosidade.

(33)

Lee e Mear (1993) relatam falhas no emprego da superficie de escoamento de Gurson
quando a curva tensdo-deformagdo do material apresenta endurecimento. Foi empregado no

estudo um material descrito por uma curva tensao-deformagao do tipo

=== (34)

onde o ¢é a tensdo, £ a deformacdo e o € &, valores de referéncia, sendo o endurecimento
governado pelo valor de n. Foram obtidos resultados indicando que o erro nas previsoes
diminui a medida que n cresce, ficando tais resultados menos sensiveis a triaxilidade. Isso
indica que quanto mais o material se aproximar de um material sem endurecimento (n
elevado), menos erros sdo verificados, pois a superficie de Gurson foi obtida considerando um
material rigido plastico. Outra causa das alegadas falhas da superficie de escoamento de
Gurson seria uma possivel inadequacao para emprego com carregamentos genéricos, uma vez

que a superficie de Gurson foi deduzida admitindo como carregamento apenas pressao.

Para minorar tais erros, Lee e Mear (1993) apresentam parametros ¢, ¢ «, fungdo da
triaxilidade e da curva tensdo-deformagdo plastica (endurecimento) do material. Como a

proposta ¢ feita para baixas fragdes volumétricas de vazios, «, seria irrelevante. Para

triaxilidades entre 0 e 0,8, apresentam figuras mostrando os valores dos parametros. Para

triaxilidade de 0,2, apresentam as expressdes a seguir:
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044 L 0s 038
n n

a, =162 (35)

Lee e Mear (1993) relatam ainda que a proposta de Tvergaard (1981), apesar de ter
sido deduzida para um caso particular, fornece bons resultados e representa uma melhora
significativa na proposta original de Gurson (1977), que emprega parametros «; unitarios.
Ristinmaa (1999) também indica que o parametro «, ¢ fun¢do do endurecimento do material.
Ragab (2004b) indica que «, ¢ «, sdo fungdo do tipo de endurecimento e também da forma
do vazio, apresentando uma série de valores adequados para serem empregados na simulagao

de diversos materiais metalicos. Ristinmaa (1999) alega que a forma do vazio tem pouca

influéncia nos resultados.

Wen et al. (2005) apresentam uma modificagdo no modelo de Gurson para levar em
conta o tamanho do vazio. Mostram que a superficie de escoamento para materiais que
contenham vazios muito pequenos pode ser mais dilatada que a prevista pelo modelo de
Gurson. Tal efeito seria insignificante em curvas tensdo-deformacao obtidas através de testes
de tracdo axial, se a porosidade for baixa, podendo se tornar significativo a medida que a

porosidade aumenta.

Biner e Spitzig (1990) empregam o modelo de Gurson para estudar o fendomeno de
compacta¢do, quando se tem um material com porosidade e se busca reduzi-la por meio de
compressdo. Tal processo ¢ conhecido como sinterizagdo. Através de uma modificacdo na
superficie de escoamento, introduzindo o efeito da pressdao no interior dos vazios, o0 modelo
modificado reproduziu muito bem resultados experimentais. Como parametros da superficie

de escoamento foram empregados a, =125, a, =095 ¢ a; =« . Wang (1991) também

emprega o modelo de Gurson no estudo de processos de sinterizagdo. Empregou um

coeficiente a, = e®, dependente da fragio volumétrica de vazios e de uma constante a ser

ajustada.

Fleck et al. (1992) empregam o modelo de Gurson no estudo de um caso de
indenta¢do. Mostram que para < 0,15, o modelo de Gurson aplicado a tal situacao apresentou

bons resultados quando comparado a resultados experimentais.

O modelo de Gurson também tem sido empregado em conjunto com procedimentos da

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplicagdes



88

Mecanica da Fratura. A possibilidade da unido entre trincas e furos, considerando o material
de ligacao modelado através do emprego do modelo de Gurson, tem sido estudada por Aravas
e McMeecking (1985) empregando integral J e COD, e por Kikuchi et al. (1991), Needleman
e Tvergard (1994), Koppenhoefer ¢ Dodds Jr. (1998) empregando integral J e também por
Skallerud e Zhang (2001).

Um tema que tem recebido grande atencdo nos ultimos anos ¢ a influéncia da
densidade da malha de elementos finitos empregada quando o material apresenta
amolecimento. Se ndo forem tomados cuidados adicionais, a resposta fica fortemente
dependente da densidade de malha empregada. Como o dano introduz um forte
amolecimento, tal problema se manifesta quando do emprego do modelo de Gurson
(Tvergaard, 1982c; Needleman e Tvergaard, 1994). Para eliminar ou diminuir tal efeito alguns
procedimentos tém sido adotados: emprego de viscoplasticidade ou modelos ndo-locais
(plasticidade com gradientes). Todos esses procedimentos acabam por introduzir um

comprimento caracteristico, dependente do problema fisico e nao da malha.

No caso dos modelos ndo-locais, admite-se que uma determinada varidvel interna
depende de grandezas no ponto onde estd sendo calculada, e também de grandezas na
vizinhanga deste ponto. Seguindo essa linha aplicada ao modelo de Gurson, t€ém-se os
trabalhos de Leblond, Perrin e Devaux (1994), Tvergaard e Needleman (1995), Reusch et al.
(2003, 2003a).

O emprego de formula¢des envolvendo plasticidade com gradientes admite que a
superficie de escoamento depende ndo somente das variaveis internas, mas também dos
gradientes dessas varidveis, o que faz com que haja uma espécie de comportamento nao-local.
Nessa linha, aplicada ao modelo de Gurson, tém-se os trabalhos de Gologanu ef al. (1995) e

Ramaswamy e Aravas (1998a e 1998b).

A viscoplasticidade introduz naturalmente um comprimento caracteristico no
problema. No contexto do modelo de Gurson, empregam viscoplasticidade Tvergaard e

Needleman (1995) e Stainier (1996).
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2.5 RESUMO E CONCLUSOES

Nas secdes anteriores, apresenta-se o equacionamento do modelo de Gurson,
abordando a superficie de escoamento e a evolugdo de vazios por nucleagdo, crescimento e

coalescéncia.

Mostra-se que a perda de capacidade de carga do material (ruptura) é fung¢do nao
somente da fragdo volumétrica de vazios ultima fy, mas também da pressdo. Quanto maior a
pressdo, menor a fragdo volumétrica de vazios que leva a ruptura. Tal conclusdo ndo aparece

de forma clara na bibliografia consultada.

Mencionam-se possiveis diferencas no comportamento do modelo de nucleagado, caso
haja a possibilidade de variagdo no sinal da pressdo ao longo da etapa de nucleagdo. Tal

discussdo sera retomada de forma mais abrangente no capitulo 6.

Quanto aos parametros «; da superficie de escoamento, deste ponto em diante serdo
adotados os valores recomendados por Tvergaard (1981), a menos que se faga ressalva em
contrario. Quanto aos parametros de porosidade inicial, nucleagdo e coalescéncia, serd
adotado procedimento semelhante, j& que muitas das propostas mencionadas na se¢do 2.3

buscam contemplar situagdes particulares ou materiais especificos.

Na secdo 2.2.1 apresenta-se um critério que relaciona os valores de deformagdo de
nucleagdo ¢y e desvio-padrdo sy para que haja efetiva nucleagdao da fragdo volumétrica de
vazios fy . No contexto da bibliografia consultada, tal critério se revela inédito, sendo

inclusive violado em alguns trabalhos referidos na se¢ao 2.3.
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3 ADETERMINACAO DA CONFIGURACAO EQUILIBRADA

Quando sao aplicadas solicitagdes sobre uma estrutura, esta se deforma passando de
uma situacdo com geometria conhecida (configuragdo inicial) a uma outra configuragdao que

necessita ser determinada (configuragdo deformada).

Uma configuragdo somente ¢ admissivel quando além de respeitar as condigdes de
contorno impostas através de forcas e/ou deslocamentos prescritos, estd em equilibrio. A
verificacdo do equilibrio ¢ feita a partir do conhecimento das solicitacdes externas e das

tensQes internas.

Neste capitulo, estuda-se o problema da determinacdo da configuragdo deformada
correta. A discretizagdo espacial da estrutura ¢ feita mediante o emprego do método dos

elementos finitos.

Na secao 3.1, sdo apresentadas algumas relacdes bdsicas que governam o

comportamento de um meio continuo.

Na secdo 3.2, mostra-se como o problema definido na se¢do 3.1 ¢ solucionado

numericamente através do emprego do método dos elementos finitos.

A secdo 3.3 trata da determinacdo da configuracdo deformada correta, feita
iterativamente caso a primeira aproximag¢ao obtida para a nova configuracdo nao se encontre
em equilibrio. Aborda-se o método de Newton-Raphson, indicando situacdes em que seu
emprego ndo ¢ adequado. Comentam-se propostas alternativas encontradas na literatura para a
obtencao da resposta nas situagdes em que o método de Newton-Raphson falha. O método de
controle de incremento de trabalho (Chen e Blandford, 1993) ¢ adotado como alternativa em

tais situagdes.

Ao final, na secao 3.4, sao apresentados alguns resultados obtidos com o algoritmo
descrito na secdo 3.3. Apresentam-se os resultados obtidos para um elemento finito, onde o
amolecimento da estrutura ¢ dado pela variacdo da secdo transversal. Apos, ¢ abordado o

problema de uma barra cilindrica tracionada axialmente por forgas.
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3.1 EQUACOES QUE GOVERNAM O CONTINUO

Neste trabalho serdo tratados problemas no contexto da mecanica do continuo. A
massa do corpo estudado ¢ distribuida de forma continua no seu volume. Para facilitar a
defini¢ao das equagdes que regem esse tipo problema, serd empregada a notacdo indicial.
Maiores esclarecimentos podem ser obtidos em Malvern (1969). Procurando simplificar o
problema, abordam-se neste capitulo apenas as equagdes para processos isotérmicos. A
primeira lei do movimento, ou equagdo da conservagdo da quantidade de movimento, pode

ser escrita

PX; =0y, +pb (36)

onde p representa a densidade de massa, x; as coordenadas, o;; o tensor de tensdes de Cauchy
e b; as forcas volumétricas especificas. O ponto () sobre as variaveis indica derivacdo em
relacdo ao tempo; a virgula no subindice, derivacdo espacial em relagdo a coordenada

indicada apo6s a virgula.

A segunda lei do movimento, ou equagdo da conservacdo do momento da quantidade
de movimento, pode ser escrita

o, =0, (37)

A equacdo da continuidade, ou lei da conservagdo de massa, ¢ expressa como a seguir,

onde v; ¢ a velocidade do ponto considerado.

p+pvi,i =0 (38)

V., =i, (39)
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Para meios incompressiveis, p =0 e a equagdo 38 torna-se

v..=0 (40)

As leis acima (equagdes 36, 37 e 38) devem ser respeitadas no volume » do corpo. Na
superficie, tem-se condi¢des de contorno em deslocamentos, tensdes ¢ de contato (figura 39)
que também devem ser respeitadas. As condi¢des de contorno em tensdes, na superficie /» da

figura 39, podem ser escritas

on; =1, (41)

onde n; € o vetor normal a superficie e ¢ o vetor tensdo (forgas por unidade de superficie). A
equagao 41 também ¢ conhecida como lei de Cauchy. As condi¢des de contorno em

deslocamentos, na superficie /' da figura 39, sdo traduzidas por

u, =1, (42)

onde u; sdo os deslocamentos do meio € u, os deslocamentos prescritos. Na superficie /¢

(figura 39) candidata ao contato, deve-se garantir que ndo ha interpenetragao entre os corpos,
podendo ou ndo haver deslizamento relativo entre regides em contato. A possibilidade de
deslizamento entre regides adjacentes em contato implica no surgimento de forgas

tangenciais, calculadas segundo uma lei constitutiva de atrito (Bittencourt, 1994).

Xy -

<t

X
1
Xz

Figura 39: condigdes de contorno em deslocamentos, tensdes e de contato
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O conjunto de equagdes anterior (equacgdes 36, 37, 38, 41 e 42) nao forma um
problema fechado. Para que seja possivel resolvé-lo, é necessaria a consideracdo da relagdo
entre as tensdes o € os deslocamentos u;, ou seja, a consideracdo de uma lei constitutiva —

neste caso material hipoelastico com superficie de escoamento de Gurson.

O conjunto de equagdes estabelecido antes (equagdes 36, 37, 38, 41 e 42), acrescido
da lei constitutiva do material, forma a chamada “formulacao forte”, ou exata, de um
problema da mecanica do continuo. Tais equagdes devem ser verificadas em todos os pontos
do continuo. Sua solucdo ¢ dificil e limitada a carregamentos e geometrias muito simples.
Como alternativa é possivel a ado¢do de formas variacionais, permitindo uma solugdo

aproximada do problema. Adota-se aqui o0 método dos elementos finitos.

3.2 SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA

Antes de estudar com maiores detalhes a solu¢do numérica do problema, cabe uma
consideracdo bastante geral. Em plasticidade, o estado de tensdes e deformacdes ndao depende
apenas do deslocamento medido com relacdo a posicao inicial, como ocorre em elasticidade.
As tensdes e deformacgdes dependem do caminho percorrido para atingir o estado de
deslocamentos em questdo. Assim, nao faz sentido buscar a determina¢do do estado de
tensdes e deformagdes para uma determinada solicitacdo, sem determinar todo o caminho até
chegar a essa solicitacdo. Isso leva ao emprego de um procedimento incremental, onde se
avanca incrementando a solicitagdo passo a passo até atingir o nivel desejado (Zienkiewicz e
Taylor, 1989). O avanco ao longo da histdria de tensdes e deformagdes ¢ indicado por uma

variavel, o tempo ¢.

A determinacdo da histéria de tensdes e deformagdes ¢ feita referenciando-se as novas
quantidades obtidas a configuragdes conhecidas. Conforme se empregue uma ou outra
configuracdo como referéncia surgem as chamadas formulagdes ou descrigdes. Existem varios

tipos de formulagdo, entre elas:

a) formulagdo Euleriana: estuda a passagem da matéria através de uma regido

particular do espaco, tomada como referéncia. Assim, o sistema de referéncia ¢
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fixo e denominado sistema de referéncia espacial (SRE). Estudam-se as
propriedades da particula que esta passando em uma posi¢ao do espaco em um
dado instante. Tem grande aplicagao na mecanica dos fluidos, pois apresenta
como caracteristica o fato de os elementos finitos manterem sua forma inicial,
ndo havendo problemas relativos a distor¢do da malha. Assim, o meio pode
experimentar enormes deformacdes sem qualquer problema do ponto de vista
de malha de elementos finitos. Para emprego em mecanica dos soélidos, a
formulagdo euleriana tem como grande inconveniente a dificuldade na

introduc¢ao das condi¢des de contorno;

b) formulagdo Lagrangiana: estuda o deslocamento espacial de uma certa
quantidade de matéria que forma um corpo. O sistema de referéncia ¢ fixo ao
corpo em estudo, e denominado sistema de referéncia material (SRM).
Estuda-se o deslocamento de uma determinada particula. Normalmente os
problemas de mecanica dos sélidos sdo tratados através do emprego de uma
formulacdo Lagrangiana. Como os elementos finitos da discretizagao
acompanham a deformag¢do do corpo, em zonas de grandes deformagdes pode
haver problemas do ponto de vista de distor¢ao da malha de elementos finitos

empregada.

Conforme se empregue como referéncia uma ou outra configuracio, surgem divisdes
dentro da formulagdo Lagrangiana. Existe a chamada formulacao Lagrangiana Total, onde se
emprega como referéncia a configuracdo geométrica inicial do corpo em estudo, no instante
ty, normalmente livre de solicitacdes e portanto livre também de tensdes ¢ deformagdes. E
bastante empregada quando se admite uma lei constitutiva hiperelastica, com tensdes obtidas
a partir da derivagdo de uma funcdo conhecida em relacdo as deformagdes. Outra
possibilidade ¢ o emprego da chamada formulacdo Lagrangiana Atualizada. Para o célculo
das grandezas do problema no instante #+Atz, considera-se como referéncia a ultima

configuracdo equilibrada conhecida, no instante 7. Bastante empregada quando se trabalha

com leis constitutivas hipoelasticas, que relacionam taxas de tensdo a taxas de deformagao.

Estuda-se nesta secdo a determinagdo numérica da configuragdo equilibrada de um

corpo em um instante de tempo ¢+A¢, correspondente a um nivel de solicitagcdo conhecido, a
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partir das grandezas conhecidas no instante de tempo ¢, correspondente a um nivel de
solicitagdo diverso. Emprega-se, portanto, uma formulacdo Lagrangiana Atualizada
(Bathe, 1996). A configuragdo em um instante de tempo ¢, onde todas as incognitas do
problema sdo conhecidas, serd denominada configuracdo de referéncia. A configuragdo que se
busca determinar sera chamada configuracdo atualizada, associada ao instante 7+Af. As
coordenadas ao final do incremento sdo atualizadas, sendo acrescidos os deslocamentos do
incremento. A configuragdo atualizada de um incremento serve como configuragdo de

referéncia do incremento seguinte.

Como ndo se conhece a geometria da configuracdo atualizada, esta sera arbitrada
através da imposi¢do de um campo de deslocamentos cinematicamente admissivel, ou seja,
continuo, com derivadas continuas e¢ que ndo viola as condigdes de contorno em

deslocamentos. Tal procedimento possibilitard o inicio do processo de solug¢dao do problema.

Tomando-se a equagdo 36, multiplicando por um campo de deslocamentos
cinematicamente admissivel ou;, e integrando sobre o volume V do corpo em questdo se

obtém
[ pxoudv = o, 6udV+| pbdudr (43)
Considerando que
[ (oyu,) av =[ o, dudv+| o,éu av (44)
chega-se a
[ piouav+[ o,ou av =] (o,00,) dv+[ pboudv (45)

Empregando o teorema de Gauss (Dym e Shames, 1973) e a lei de Cauchy
(equagdo 41) chega-se a

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplica¢des



96

[ (oy01,) av =[ (on,Jouds = [ t,6u,ds (46)

sendo S a superficie externa do volume V. Relacionando as equagdes 45 ¢ 46 se obtém

[ pE6udv+| o,6u,,dv = pbdudV+] t6uds (47)
com
. Ou,
u, _1 %_,r j (48)
Y2\ 0x, Ox,

Para problemas quasi-estaticos, desprezando o efeito da inércia e rearranjando a

equacdo 47, resulta
[ oyou,,av = pbdudv+| 16udS (49)

As equacdes 47 ou 49, conforme seja ou ndo considerado o efeito da inércia,
representam a forma integral ou “forma fraca” do problema da mecanica do continuo. Elas
garantem o equilibrio no volume V" do corpo, sem no entanto garanti-lo em todos os pontos

deste.

3.2.1 Solugdo da forma fraca das equagdes de equilibrio via elementos finitos

Para resolver as equacdes 47 ¢ 49 sera empregado o método dos elementos finitos
(Bathe, 1996; Zienkiewicz e Taylor, 1989). O dominio real ¢ subdividido em subdominios, os
elementos finitos. No interior dos elementos finitos as grandezas podem ser calculadas a
partir do conhecimento de seus valores em pontos pré-determinados do elemento finito, os

nos, através das funcdes de interpolagao.
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Serdao empregados elementos finitos lineares do tipo isoparamétrico, nos quais as
mesmas funcdes que descrevem a geometria servem como fungdes de interpolacdo. Assim,

para um elemento com N nds, tém-se que

u =y P HENIUS (50)
du, =Y $*ENEY U] (51)
X, =20 pSER XS (52)

sendo U° e X° os deslocamentos e coordenadas nodais associados S-ésimo né do elemento.
¢° sdo as fungdes de interpolagdo ou de forma, e & 7 e ¢ sdo as coordenadas reduzidas ou

paramétricas, variando de —1 a 1 no dominio do elemento.

Para o caso tridimensional (hexaedro de 8 nos) as fungdes de forma ¢° sio dadas por

¢ = W A+E25)1+nn*)1+ L) (53)

com &%, n° e ¢* assumindo os valores —1 ou +1 conforme a posi¢do do né no elemento, ¢ S
variando de 1 a 8. Para o caso bidimensional (quadrilatero de 4 nés) as fungdes de forma ¢°

sdo dadas por

¢ = V,a+E850+nn’) (54)

com &% e n° assumindo os valores —1 ou +1 conforme a posi¢do do né no elemento

(figura 40), e S variando de 1 a 4.
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(x,0y,)
v o (5.3
&9
(X2~Y2)
=X }?ll
Coordenadas Fisicas
(-1,1) (1D

Uy .

(1.-1)

(-1.-1)
Coordenadas Reduzidas

Figura 40: sistemas de coordenadas fisicas e reduzidas (caso bidimensional)

E possivel aplicar a equagdo 49 para um tUnico elemento finito. Levando em conta a

equacdo 51 obtém-se
(55)

J- U/¢j5UiSdVe[em — Iypb[¢S5U[SdVe[em +J-St[¢S5(][SdSelem

Considerando que a equagdo 55 deve se verificar para um incremento de

deslocamentos arbitrario, e que a integral das forcas de superficie so resultara diferente de

zero na superficie 7/, onde existem forgas externas aplicadas, a equagdo 55 transforma-se em
(56)

S elem __ N elem S elem
[ oygave = pbg*drem + er tpSdre
onde dI';" representa a parcela da superficie I, onde existem forcas externas prescritas que

pertence ao elemento.
Os termos a direita da igualdade representam o efeito das forgas externas. O termo a
esquerda representa o efeito das tensdes internas. Empregando a montagem classica de

elementos finitos, considerando a contribui¢do de cada elemento que se conecta a um nd S
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chega-se a um conjunto de i equagdes para esse n6. Quando sdo considerados apenas graus de
liberdade translacionais, tém-se i = 2 para casos bidimensionais e i = 3 para casos

tridimensionais. A equagdo de equilibrio do n6 S fica

s _ e 57)
com
Jo jV T Lt (58)
€
Fs = [ pbg’dve™ +| L Lgtdry (59)

A equagdo 57 substitui as equacdes 36 e 41. Se a configuracdo atualizada empregada
no calculo da equacdo 57 ndo esta em equilibrio, verifica-se a preseng¢a de um residuo, dado

pela diferenca entre as forcas externas (equagdo 59) e internas (equacao 58).

R[S — Eext,S _Eint,S (60)

E possivel obter para a estrutura uma equagdo analoga & equacio nodal (equagdo 60),

esta ultima limitada ao n6 S. Emprega-se um processo de montagem para obter vetores de

forcas externas F: e internas F," associadas & estrutura, considerando a contribui¢do de

cada nd. Calcula-se o residuo R, para a estrutura através de

R, =F™ —F™ (61)
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com o subindice m esta associado a cada grau de liberdade da malha de elementos finitos.

Para obter uma configuracdo equilibrada apds um incremento de solicitagdo,
procura-se minimizar o residuo na estrutura, corrigindo as coordenadas até que haja
equilibrio. Normalmente tal corre¢do ¢ feita iterativamente. Desenvolve-se o residuo em série

de Taylor, retendo apenas o termo de primeira ordem

k

R
RE + OR, AU =0 (62)
ou,
Uk =Ur + AU (63)

onde o superindice & esta relacionado a k-ésima iteracao.

Com o emprego da equacdo 62 ¢ possivel determinar a correcdo nos deslocamentos,
aplicada através da equacao 63, ficando assim determinada a correcdo na geometria. Com a
nova geometria recalculam-se as forgas internas e externas (equacdes 58 e 59), continuando
com as iteragdes até que o residuo se anule. No caso do METAFOR, emprega-se como
critério de convergéncia a norma euclidiana do residuo testada contra uma tolerancia

especificada.

O termo entre parénteses na equagdo 62 ¢ a chamada matriz tangente, ou operador
tangente. Sua obtencao depende da lei constitutiva empregada e do processo empregado para
integra-la. Sua obten¢do nem sempre ¢ imediata (Zhang, 1995b; Govindarajan e Aravas,
1995; Stainier, 1996). Bittencourt (1994) emprega uma matriz tangente obtida numericamente

por perturbacdo de nos.

Observe-se que quando ¢ desprezado o efeito da inércia, a equagdao que traduz o
equilibrio em um elemento finito (equagdo 56) resulta independente do tempo, servindo este
apenas como uma referéncia associada ao nivel de carga, perdendo seu sentido fisico. O

mesmo acontece com a equagdo correspondente a estrutura.

Caso ndo se considere o efeito da inércia, o que equivale a empregar como ponto de
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partida para a aplicacao do método dos elementos finitos ndo a equacao 49 mas a equagao 47,

para um elemento finito obtém-se
J‘Vp¢RXi¢SdVelem +J.V O-y-¢j-dVdem — J.Vpbi¢SdVelem +J.FF ti¢SdF;lem (64)

Montando as equagdes associadas a cada grau de liberdade chega-se a um sistema de

equagdes para a estrutura

¥ =R (65)

com a matriz de massa M,, obtida adicionando-se a contribuicdo de cada elemento que se
conecta a determinado n6 e montando a contribuicdo de cada n6é a matriz de massa da

estrutura. A contribui¢do elementar a matriz de massa vale

Mij :J.V¢Rp¢SdVelem (66)

e ¢ denominada matriz de massa consistente do elemento. Quando os efeitos de inércia sao
considerados, a equacdo 65 fornece as aceleragdes associadas aos graus de liberdade. Para
determinar deslocamentos é necessario o emprego de um processo de integragdo temporal. E
possivel empregar algoritmos de integracdo explicitos ou implicitos. Neste trabalho sera

empregado o método explicito das diferengas centrais, resumido a seguir.

. ;1. . +1
Define-se a velocidade em um ponto médio entre os instantes " e t""" como

1

Xn+% _
m Atn+1

(X" =X (67)

m

ficando a aceleragdo no instante " dada por
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.. 1 . . .o
X = (XA - X0y (68)
t

. +7 ~ . ~ .
onde se considerou At" = At""'. As aceleragdes no instante ¢" sdo calculadas a partir da

equagdo 65,

X, =M,R (69)
e substituidas na equagdo 68. Como X ,’;_% ¢ conhecido do passo anterior, através da equagao

68 se obtém X7, o que leva as coordenadas atualizadas X"*' através da equagdo 67.

Assim,

. 1 Xn+1 _Xn .
X = (—m g J+ XA (70)
At"
XM= X XA (71)

onde o superindice n refere-se ao instante de tempo, e os subindices / e m variam de 1 até o
total de graus de liberdade da malha de elementos finitos. Em conjunto com o processo de
integracdo explicito ¢ usual o emprego de uma matriz massa diagonalizada, ou seja, com
termos ndo-nulos somente na diagonal. Quando se emprega uma matriz de massa
diagonalizada, o sistema de equagdes representado pela equagdo 69 fica desacoplado,
facilitando muito o processo de célculo. Ao invés de resolver um sistema de m equagdes com
m incOgnitas para determinar as aceleragdes, sdo resolvidas m equagdes independentes.
Emprega-se como processo de diagonalizagdo da matriz de massa o processo de soma de

linhas (Hinton et al., 1976).

O método das diferengas centrais ¢ condicionalmente estdvel, sendo que sua

estabilidade depende principalmente do tamanho do incremento de tempo Az empregado na
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integracdo. Para que se tenha estabilidade, deve-se empregar na integragao um incremento de
tempo menor que o tempo necessario para uma onda de pressdo percorrer a distancia entre os
dois nés mais proximos da malha de elementos finitos (Flanagan e Belytschko, 1984). Assim,

o tamanho do incremento de tempo empregado ¢ dado por

At < At (72)
Atcrit — }/ Lmin p(l + V)(l B 2‘/) (73)
E(l-v)

onde E ¢ o modulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson, p a densidade volumétrica de
massa, L™" a menor distancia entre dois nos na discretiza¢do empregada e y um coeficiente de

seguranca, normalmente adotado entre 0,6 € 0,9.

3.2.2 Ordem da integracdo a ser empregada

Em elementos finitos isoparamétricos, a integracdo das grandezas sobre o volume de
cada elemento ¢ feita numericamente. Para quadrilateros isoparamétricos lineares
bidimensionais, para que a integra¢ao seja feita de maneira exata ¢ necessario que se utilize 4

pontos de Gauss.

Em elasticidade, essa regra funciona bem. Porém, em plasticidade cldssica (von
Mises), onde o critério de escoamento ¢ independente da pressao, a deformagao plastica se da
sem mudanca de volume. Nesses casos, quando se empregam 4 pontos de Gauss pode ocorrer

o chamado fendmeno de locking, ou trancamento da malha (Ponthot, 1995).

Quando ha porosidade, a deformacao pléstica ndo se da de forma isocorica (a volume
constante), mas com uma mudanca de volume pequena, para deformagdes plésticas usuais.
Ainda assim, ¢ necessario que seja tomada precaucao com relacdo ao surgimento de locking.

Um estudo bastante completo sobre o fendmeno, suas causas, formas de quantifica-lo e de
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evita-lo pode ser encontrado em Ponthot (1990).

Dentre as diversas possibilidades de evitar o locking, uma das mais empregadas ¢ a
chamada subintegracao. Ela consiste em integrar as grandezas no elemento finito com menos
pontos de integracdo que os necessdrios a uma integracdo exata. Tal procedimento foi
proposto por Zienkiewicz et al. (1971), sendo discutido de forma ampla em Malkus e Hughes

(1978).

A subintegragdo pode ser parcial ou total. No caso da subintegragdo parcial
(integragdo reduzida seletiva), para o elemento isoparamétrico linear de 4 nds (bidimensional)
calculam-se as tensoes desviadoras com o emprego de 4 pontos de Gauss e a pressao com 1
ponto de Gauss. Para o calculo da pressdo, considera-se deformagdo volumétrica constante no
elemento. Os elementos assim calculados sdo chamados Q4-VRI (volumetric reduced
integration). Em elementos tridimensionais de 8 nos, emprega-se como regra de integragao 1

ponto de Gauss na parte volumétrica e 8 pontos de Gauss na parte desviadora.

No caso do modelo de dano de Gurson, hd o acoplamento entre a superficie de
escoamento e a pressao. As tensdes desviadoras, a pressao, a deformagao plastica e a fragao
volumétrica de vazios sdo ajustadas em conjunto. No caso do emprego do modelo de Gurson
com elementos Q4-VRI, o que se faz ¢ o calculo da previsao do incremento de pressao em
cada ponto de Gauss a partir de uma variacdo de volume constante no elemento. Se nao
houver plastificagdo, as pressdes serao idénticas nos 4 pontos de Gauss e idénticas a calculada
para um ponto central. Caso haja plastificagdo, a pressdo nos pontos de Gauss que
plastificarem sera ajustada. Assim, apesar do previsor eldstico de pressao idéntico para os 4
pontos, a pressdo final pode resultar diferente, pois a corre¢do plastica leva em conta o efeito

das tensOes desviadoras e demais variaveis internas.

Outra maneira de aplicar a subintegracdo ¢ através do emprego de um Unico ponto de
Gauss para calcular tensdes volumétricas e desviadoras, a chamada subintegragdo total. Aos
elementos bidimensionais calculados dessa maneira se atribui a designacao Q4-URI (uniform
reduced integration). A vantagem desse método de célculo € o menor tempo gasto no célculo
das tensdes e demais incognitas associadas aos pontos de Gauss, especialmente quando sao
considerados os efeitos da inércia empregando um algoritmo de integracao no tempo do tipo

explicito.
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Por outro lado, pode-se ao tentar eliminar o /ocking através da subintegracao total
estar introduzindo um outro fendmeno indesejavel - o chamado hourglass. O fendbmeno de
hourglass estd associado a modos de deformacdo com energia nula (Alves, 1991) que se

sobrepdem a soluc¢ao fisica, levando a resultados completamente irreais.

A correcao do hourglass € feita através da introdugdo de forgas viscosas calculadas de
forma a amortizar os modos de deformagdo parasitas sem contudo interferir na solugdo fisica

do problema (Stainier e Ponthot, 1994).

3.3 A DETERMINACAO DA CONFIGURACAO DEFORMADA

Quando se despreza o efeito das forgas inerciais, a discretizagdo espacial através do
método dos elementos finitos conduz a um sistema de equagdes algébricas. Tomando-se a
expansdo em série de Taylor da equacdo 61, onde foi retido apenas o termo de primeira
ordem, identifica-se um residuo R,,, a matriz tangente K,,; € o vetor de deslocamentos nodais

AU, correspondente.

R, =K, AU, (74)
com
OR
= 75
ml é’Ul ( )

Para solicitagdes de valor elevado, a equagdo 74 apresenta uma forte ndo-linearidade,
com a matriz tangente fortemente dependente dos deslocamentos, devido a plasticidade e
grandes deformacgdes. Na figura 41, apresenta-se uma curva carga versus deslocamento

genérica para uma estrutura, mostrando forte nao-linearidade e amolecimento.
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Figura 41: pontos-limite, snap-back e snap-through

Segundo Yang e Shieh (1990), os requisitos basicos que um método de solugao deve

satisfazer para apresentar um bom desempenho em aplicac¢des estruturais sdo:

a) tamanho do incremento de carga auto-ajustavel, refletindo o endurecimento ou

amolecimento da estrutura;

b) capacidade de diminuir (ou mesmo reverter) o carregamento externo na

ocorréncia de pontos-limite, que sdo pontos onde a rigidez se anula;

c) apresentar estabilidade em qualquer ponto de uma curva carga-deslocamento

genérica (figura 41), mesmo na vizinhanga de pontos-limite e snap-back.

O primeiro requisito pode ser introduzido com razoavel facilidade em qualquer
esquema iterativo de solugdo adotado. Em func¢dao do nimero de iteragdes necessarias para
atingir o equilibrio em um incremento, ¢ possivel ajustar o tamanho do incremento seguinte

(Ponthot, 1995; Chen e Blandford, 1993).

O segundo requisito tem papel importante quando se analisam casos onde sdo
aplicadas forgas em uma estrutura que sofre diminui¢do de rigidez, havendo a possibilidade
de que esta se anule. O terceiro requisito trata da estabilidade para qualquer valor de rigidez,
positiva, nula, negativa ou infinita. Normalmente, para que se consiga atender ao segundo e
terceiro requisitos ¢ necessdria a introdu¢do de um parametro de carga e uma equacao

adicional de restrigdo, que governam o tamanho e o sentido do incremento de carga.
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Existem varios métodos disponiveis para resolver o sistema de equagdes
correspondente a forma fraca das equagdes de equilibrio. Dentre os mais conhecidos
destacam-se os métodos de Newton-Raphson (Zienkiewicz e Taylor, 1989), do comprimento
do arco (Riks, 1979; Crisfield, 1981), do controle de deslocamentos (Zienkiewicz, 1971) ¢ o
método de controle de incremento de trabalho (Powell e Simons, 1981; Bathe e Dvorkin,
1983; Chen e Blandford, 1993). Tais métodos sdo revisados no trabalho de Yang e Shieh

(1990), no sentido do atendimento ou ndo dos requisitos mencionados antes.

Segundo Yang e Shieh (1990), quando se aplica o0 método de Newton-Raphson com
forgas prescritas, caso a estrutura atinja um ponto-limite ndo havera convergéncia. Caso se

trabalhe com deslocamentos prescritos, a convergéncia ndo ocorre nos pontos de snap-back.

Os métodos de comprimento de arco e controle de incremento de trabalho empregam
um parametro de carga e uma equacdo adicional. Permitem a obtencdo de solugdo em
pontos-limite e pontos de snap-back. Ainda segundo Yang e Shieh (1990), os métodos de
comprimento de arco apresentam inconvenientes quando sdo considerados graus de liberdade
rotacionais (simulagdo de porticos, por exemplo), em fungdo da diferenga de magnitude entre
os deslocamentos rotacionais e translacionais. Yang e Shieh (1990) propdem um método de

controle de deslocamentos generalizado, capaz de contornar tais inconvenientes.

A seguir, descreve-se de forma rapida o método de Newton-Raphson, pelo seu amplo
uso. Como método alternativo para o caso de estruturas solicitadas por forcas e que possam
apresentar amolecimento ¢ adotado o método de controle de incremento de trabalho (Chen e
Blandford, 1993). Tal escolha se baseia na capacidade do método em fornecer solugdo em
presenca de pontos-limite, e em fun¢do da facilidade de implementacdo, nao levando a
modificagdes substanciais no algoritmo do programa METAFOR. Também nao ¢ aumentado
de forma excessiva o esfor¢co computacional, sendo apenas necessario executar algumas

operagoes vetoriais adicionais, sem aumentar o nimero de operagdes matriciais.

3.3.1 O método de Newton-Raphson

Dentre os diversos métodos iterativos disponiveis um dos mais usados ¢ o método de

Newton-Raphson (MNR). E um método que além da facil implementacio computacional
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apresenta convergéncia quadratica, ou seja, o residuo diminui rapidamente. A condi¢do para
que isso ocorra ¢ que a solucdo inicial esteja dentro de uma “zona de atra¢ao” suficientemente
proxima da solugdo correta, de forma que através de algumas iteragdes o resultado tenda a

solucao correta.

Partindo-se de uma configuragdo equilibrada para a qual se conhece a geometria e as
solicitacdes, busca-se determinar a nova configuracdo equilibrada apdés um incremento de
solicitacdo. Devido ao incremento de solicitagdo surge um residuo, ou seja, forgas
desequilibradas. Essas forcas desequilibradas serdo minimizadas através de correcdo na
geometria, empregando-se a matriz de rigidez tangente e calculando um incremento de

deslocamentos através de

R =K. AU, (76)
Ul =AU (77)

Com a nova geometria, recalculam-se as for¢as internas e o residuo. Caso o residuo
ndo tenha se anulado prossegue-se iterando até que este resulte suficientemente pequeno,

segundo algum critério de convergéncia.

R+ KEAUM =0 (78)

Ut =Ur + AU (79)

Assim, para um incremento de carga, os passos para a obten¢do da configuragao

equilibrada empregando-se o método de Newton-Raphson sao:

a) determinar o incremento na solicitacdo, seja forca ou deslocamento prescrito;
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b) determinar o estado de tensdes para a geometria atual;

¢) determinar o residuo. Se o incremento de solicitagdo foi aplicado através de
forcas, a forga externa ficard maior que a for¢a interna dando origem ao
residuo. Se o incremento foi aplicado por deslocamentos prescritos, as tensdes
internas maiores levarao a uma for¢a interna maior que a externa, originando o

residuo;

d) se o residuo for pequeno comparado a uma tolerancia, considera-se que existe
equilibrio. As coordenadas do passo anterior sdo atualizadas somando-se os

deslocamentos calculados. Passar ao proximo incremento (a). Caso contrario,
e) determinar a matriz de rigidez tangente K,,;

f) determinar o incremento de deslocamentos para o residuo calculado em (c);

passar para o item (b).

A literatura apresenta alguns inconvenientes do método de Newton-Raphson aplicado

a analise estrutural:

a) a inversdo da matriz tangente ¢ uma operagao onerosa, tanto mais quanto maior
o numero de graus de liberdade. Em fungdo disto tém sido propostos os
chamados métodos de Newton-Raphson modificados ou quasi-Newton, que
propdem atualizagdes e inversdes da matriz tangente menos freqiientes.
Pode-se atualizar a matriz de rigidez apenas na primeira ou segunda iteragao de
cada incremento de carga. Também pode ser mantida a matriz tangente inicial.
E claro que a convergéncia diminui. Entretanto a necessidade de realizar um
maior nimero de iteracdes pode ser compensada se as iteragdes forem mais

rapidas;

b) a matriz tangente nem sempre € simétrica, como ocorre em plasticidade
ndo-associada, o que leva a necessidade do uso de métodos de solugdo para
matrizes nao-simétricas, normalmente mais lentos que os aplicaveis a matrizes

simétricas;
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¢) no caso da estrutura experimentar uma diminuicao de rigidez (amolecimento ou
softening), quando o carregamento ¢ introduzido através de forcas, o método de
Newton-Raphson ndo ¢ capaz de fornecer uma resposta adequada, uma vez que
matriz tangente pode se tornar impréopria e os deslocamentos tenderem a
infinito. Caso o carregamento seja introduzido por meio de deslocamentos
prescritos, problema semelhante ocorre na vizinhanga dos pontos de snap-back.
Na verdade, para forcas aplicadas, ja na vizinhanca de um ponto-limite o
nimero de iteragdes necessarias para a obtengdo da solucdo correta se torna
muito grande. Em tal situacdo, normalmente o calculo ¢ interrompido em
funcdo de um nimero méximo de iteragdes normalmente especificado nos
codigos de elementos finitos. E preciso entdo buscar um outro esquema de

solucdo capaz de continuar com o calculo em tais situagdes.

Varios métodos tém sido desenvolvidos para contornar esse inconveniente, como por
exemplo o método de controle de deslocamentos generalizado (Yang e Shieh, 1990), o
método do comprimento do arco (Riks, 1979) e o método de controle do incremento de
trabalho (Powell e Simons, 1981). Quanto aos dois primeiros inconvenientes, em maior ou
menor grau continuam presentes caso se adote métodos alternativos como os mencionados

antes.

Também tém sido estudadas formas de tornar a aplicacio do Método de
Newton-Raphson mais eficiente. Mondkar e Powell (1978) fazem uma comparagdo entre o
método de Newton-Raphson puro, com variantes empregando atualizagao de rigidez no inicio
de cada incremento ou mesmo com rigidez mantida constante desde o primeiro incremento.
Crisfield (1979) apresenta um algoritmo de Newton-Raphson modificado para apresentar uma

convergéncia melhorada.

Geradin et al. (1981) fazem uma comparacdo entre diversos métodos ditos
quasi-Newton, onde ao invés de se empregar a matriz tangente nas iteragdes, emprega-se uma
outra matriz obtida por modificacdo da matriz tangente, mais facil de ser obtida. Mostram que
em alguns casos, o custo computacional diminui bastante empregando-se os métodos

quasi-Newton ao invés do Newton-Raphson puro.

Esche et al. (1997) apresentam uma discussao sobre processos de line-search que
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buscam aumentar a convergéncia do método de Newton-Raphson.

3.3.2 M¢étodos alternativos para solugdo de sistemas de equacdes nao-lineares

Bergan et al. (1978) propdem um método para solug¢do de sistemas de equagdes com
operador tangente nao-linear. Tal método trabalha com a forca externa definida como um
vetor de referéncia multiplicado por um pardmetro de carga, pardmetro que pode decrescer
apo6s atingir um ponto-limite. Trabalha também com o conceito de CSP ou current stiffness
parameter para detectar a presenca do ponto-limite e ajustar o tamanho do incremento
conforme o grau de ndo-linearidade. Bergan (1980) fornece critérios para detectar pontos de
bifurcacdo, e sugere como pode ser encaminhado o tratamento do problema quando o

carregamento externo for ndo-proporcional.

Riks (1979) apresenta um método que emprega um parametro de carga relacionado ao
comprimento de um arco da trajetéria de equilibrio. Assim, a carga pode diminuir apds atingir
um ponto-limite ou um ponto de bifurcagdo, que sdo detectados através do emprego de
autovalores e autovetores. E introduzida uma equagdo adicional, a equagio de restri¢do, tendo
como variaveis deslocamentos e o pardmetro que governa a variagdo da carga. E o chamado
método do comprimento do arco, que limita a variagdo nos deslocamentos em fungdao de um
incremento constante ao longo da trajetoria de deformacdo. Mais tarde o método foi
sistematizado por Crisfield (1981), que também introduziu /ine-searches com o objetivo de

melhorar a convergéncia (Crisfield, 1983).

Runesson et al. (1986) apresentam uma comparagao entre varios métodos de solugdo.
Apresentam ainda uma equacdo de restricdo para emprego em conjunto com o método de
comprimento do arco em fun¢do de deslocamentos, deslocamentos prescritos e forgas,

podendo-se atribuir um peso maior no controle a um ou outro termo.

Bathe e Dvorkin (1983) apresentam um método mixto que combina equagdes de
restricdo do tipo comprimento de arco com equagdes de restricdo do tipo controle de

incremento de trabalho, conforme a proximidade de um ponto-limite seja maior ou menor.

Segundo Yang e Shieh (1990) e Chen e Blandford (1993), os métodos de controle de
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arco podem apresentar problemas de convergéncia quando se tém deslocamentos de
magnitudes muito diferentes, o que ocorre quando sdo considerados graus de liberdade
rotacionais. Em tais situagdes, se a equacao de restri¢ao for definida em fun¢ao da norma do
vetor de deslocamentos, pode apresentar inconsisténcia de unidades se ndo forem tomados

cuidados adicionais em sua definigao.

Yang e Shieh (1990) apresentam como inconvenientes dos métodos de controle de
incremento de trabalho e de comprimento de arco a determinagdo da corregdo iterativa na
forca externa, pois esta ¢ obtida a partir de uma equagdo quadratica que tem duas raizes. A
escolha incorreta da raiz poderia introduzir o retorno pelo caminho previamente percorrido
sobre a trajetoria de equilibrio. Yang e Shieh (1990) apresentam um método aplicado a
situagdes onde ocorrem multiplos pontos-limite e snap-back. Desenvolvido para estruturas de
barras, foi denominado método de controle de deslocamentos generalizado, e viria a suprir as

deficiéncias dos métodos de controle de incremento de trabalho e de comprimento de arco.

Magnusson e Svensson (1998) apresentam um método de solug¢do capaz de detectar
com exatidao pontos-limite e pontos de bifurcagdo, através do emprego de autovalores. Os
autovetores fornecem informag¢do se o ponto atingido ¢ um ponto-limite ou ponto de
bifurcagdo. Segundo Magnusson e Svenson (1998), em caso de pontos de bifurcagdo, a partir
do conhecimento do autovetor associado ao autovalor correspondente ao ponto de bifurcagao
¢ possivel determinar o comportamento ap6s a bifurcacdo. Um incoveniente do método € que,
ao sistema com N x N equagdes associado aos deslocamentos, ¢ agregada uma equacao de
restricao e mais um sistema N x N associado aos autovalores e autovetores, 0 que aumenta em

muito o esfor¢o computacional necessario a solugdo do problema.

3.3.3 O método de controle de incremento de trabalho

O método do controle de incremento de trabalho como apresentado por Chen e
Blandford (1993) ¢ um aprimoramento de outras formas (Powell e Simons, 1981; Bathe e
Dvorkin, 1983) de aplicar o mesmo método. O método trabalha de forma incremental e
iterativa, iterando sobre cargas e deslocamentos. Assim, para um incremento i + 1,

a equagdo 61 em forma incremental fica
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Kk_l&/{k :ﬂ,k P_Fim,k—l (80)

i+1 i+1 i+1

onde K ¢ a matriz tangente, u o vetor de deslocamentos, P um vetor de cargas de referéncia,
mantido uniforme ao longo do processo e F™ o vetor de forcas internas. Os subindices i + 1
estdo associados ao incremento ¢ os superindices k ¢ £k — 1 estdo associados as iteragdes.
Observe-se que a condigdo de P constante ao longo do processo corresponde a carga

proporcional e conservativa.

Quando a matriz K deixa de ser positivo-definida, o que ¢ detectado pelo surgimento
de algum termo diagonal nulo ou negativo, t€ém-se um ponto-limite, o que corresponde ao
inicio do amolecimento. O método a ser apresentado niao se destina a tratar pontos de

bifurcagao.

O pardmetro de carga A, em uma iteragdo k de um passo i + 1 é calculado por

A, = +064, . A maneira de calcular o valor de 1A', através do célculo de seu incremento
S, , da origem a alguns dos métodos mencionados na segdo anterior. Aplicando-se

incrementos positivos &4, na primeira iteragio de cada incremento e mantendo A,

i+1

constante no incremento (A, = 0 para £ > 1), o método de Newton-Raphson é obtido.

il
Quando 84;,, é vinculado & norma de um incremento de deslocamentos se obtém o método do
comprimento do arco. Vinculando a escolha de 5%, a um incremento de trabalho, se obtém o

método de controle de incremento de trabalho.

Trabalha-se com um incremento de trabalho constante entre a configuracdo de
referéncia e a configuracdo atualizada. A equacdo adicional de restricdo introduzida quando

se emprega o método de controle de incremento de trabalho ¢é

AXf PAuf = +dWw, (81)

onde A significa acumulagdo de um dado valor ao longo de todo o incremento. Desse modo,
A= 204", m =1,2,..., k ; dW é um dado valor de incremento de trabalho previsto para ser

acumulado no incremento. O incremento de trabalho pode ser positivo ou negativo, conforme
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o incremento se situe antes ou apds um ponto-limite, como se vera adiante. Observando a
equacdo 81, nota-se que ndo hé inconsisténcia quanto as unidades mesmo que se tenha graus

de liberdade rotacionais, o que ¢ uma boa caracteristica, fornecendo generalidade ao método.

Na primeira iteragdo de cada incremento, a equagdo 81 leva a uma estimativa inicial

para o parametro de carga da ordem de

AA =64 =+ dWI (82)
Poéu
Para as iteragdes seguintes, a correcao no parametro de carga ¢ obtida a partir de
(AT + SAYP(AU ™ + S ul + dut ) =+dw (83)

onde os deslocamentos totais # do incremento foram separados em duas parcelas, uma parcela
u; correspondente a carga de referéncia P e uma parcela u, correspondente ao residuo

Rk — /ftk—lP_Fint,k—l )

ou* = o1 out +out (84)
ouf =(K"H)7'p (85)
51/{5 — (kal)fl (lkflp_Fint,kfl) — (kal)fle (86)

, k . ~ k-1 . int k-1
onde o residuo R " ¢ definido em fun¢do das for¢as externas A" P e das for¢as internas £/,

A equacdo 83 pode ser reescrita
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A +B(6A)+C =0 (87)
onde
A=Pou! (88)
B=P(Au*" +6ut + A dul) (89)
C=AV"P(Au*" +oul)+dw (90)

A partir da solu¢ao da equacdo 87 se obtém a correcdo no parametro de carga para a
iteragdo. A equagdo 87 é uma equacio quadratica, com duas raizes reais se (B —44C) > 0. Se
(B> —4A4C) < 0, ndo existe solugdo real que fornega o mesmo incremento de trabalho do passo
anterior. Tal situagdo significa que foi encontrado um ponto-limite, devendo o incremento de
trabalho ter seu sinal trocado, o coeficiente C (equacao 90) recalculado, e assim dois valores

reais serao obtidos como solugao.

Obtidas as duas raizes reais, resta escolher qual delas deve ser empregada. A escolha ¢
feita considerando que se deve evoluir ao longo da curva carga-deslocamento, sem que haja
retorno pelo caminho ja percorrido. Para tanto, generalizando os resultados relativos a uma
situagdo unidimensional, os vetores que correspondem aos deslocamentos do incremento
calculados para duas iteracdes consecutivas devem formar um angulo agudo entre si. Essa
condicao ¢ introduzida através do calculo do cosseno entre os dois vetores de deslocamento

para iteragdes sucessivas,

B Auk .Auk+l
0 "
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k+1 : : ; k+1
para Au" " calculado como abaixo, considerando uma e outra das duas raizes o4" .

Au'" = Au* + A du + out! (92)

A equagdo 91 daré origem a dois valores de cosseno, correspondentes as duas raizes
ket . .. )
oA"". Opta-se pela raiz que fornecer o cosseno positivo. Caso ambos 0s cossenos sejam

.. . . , . . ~ . . +]
positivos, opta-se pela raiz mais proxima a solugéo linearizada 54" = — C/B.

A escolha do sinal do incremento de trabalho na primeira iteragdo de cada incremento
¢ feita em funcdo do resultado obtido na decomposicao da matriz de rigidez. Se houver algum
termo diagonal nulo ou negativo, adota-se um dW negativo, pois a estrutura estd amolecendo.

Em caso contrario dW seré positivo.

Para tornar o tamanho do incremento auto-ajustavel em funcao da variagdo do grau de
ndo-linearidade do problema, Chen e Blandford (1993) recomendam um critério em funcao do

numero de iteragdes necessarias para que a convergéncia seja atingida.

AW =adW, (93)

i+1 i

4
o= ]— (94)

onde /; representa o numero de iteragdes que se fizeram necessarias para atingir a
convergéncia. O valor 4 ¢ o numero de iteragdes desejadas, podendo ser alterado. Assim, se a
convergéncia estiver ocorrendo com menos de 4 iteragdes, o incremento de trabalho aplicado
vai crescendo passo a passo. Caso contrario, decresce. A limitagdo do pardmetro o
(0, £ <1,5) busca evitar uma diminui¢ao excessiva no tamanho do incremento de trabalho

ou uma amplificagdo excessiva que poderia ser prejudicial do ponto de vista da convergéncia.

O critério de convergéncia recomendado ¢ também em funcao de trabalho,
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&k(/lkp_Fint,k)
sorp P

(95)

onde p, ¢ uma tolerdncia que varia de 10°a 107"°.

O roteiro de céalculo empregando o método de controle de incremento de trabalho fica,

entao:

a) determinar o incremento na solicitacdo do incremento, através da equagao 82;
b) determinar o estado de tensdes para a geometria atual,
¢) determinar o residuo;

¢) se ndo for a primeira itera¢do e se o residuo for pequeno comparado a uma
tolerancia, existe equilibrio. As coordenadas do passo anterior sdo atualizadas
somando-se os deslocamentos. Passar ao proximo incremento (a). Caso

contrario,
d) determinar a matriz de rigidez tangente K;

e) determinar os deslocamentos correspondentes ao residuo e a carga de

referéncia. Se for primeira iteragdo, passar para o item (b). Caso contrério,

f) determinar a correcdo no parametro de carga e nos deslocamentos, através da

equacao 83. Passar para o item (b).

Observando-se o roteiro acima e comparando com o do método de Newton-Raphson,
conforme se encontrava implementado, verifica-se que nao ha diferenca substancial. Além
disso, os inconvenientes mencionados por Yang e Shieh (1990) quanto a inconsisténcia
dimensional da equagdo de restri¢ao (equacao 81) e dificuldades na escolha das raizes nao se
verificam. Ademais, a implementacdo do método de controle de incremento de trabalho,
conforme apresentado, ndo aumenta o numero de operacdes matriciais. Além de alguns
produtos escalares adicionais, ao invés de determinar deslocamentos para um vetor de cargas

(residuo), determina-se deslocamentos para dois vetores de cargas (residuo e cargas de
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referéncia) simultaneamente, o que ¢ feito com uma pequena mudanga na rotina de solucao. A
formag¢do e decomposicdo da matriz de rigidez, que sdo as operacdes mais demoradas,
continuam sendo unicas. Assim, ¢ em vista dos resultados obtidos que serdo apresentados na
secdo seguinte, parece plenamente justificada a escolha do método de controle de incremento

de trabalho como alternativa ao método de Newton-Raphson, no contexto deste trabalho.

3.4 APLICACOES

Nesta secdo apresenta-se o estudo de dois problemas empregando o algoritmo descrito

antes.

3.4.1 Monoelemento

Neste exemplo, procura-se resolver um caso bastante simples, onde um elemento em
estado plano de deformagdes ¢ tracionado por forcas. A secdo transversal se reduz devido a
deformagdo do elemento, levando ao efeito de amolecimento ou diminui¢do da rigidez da
estrutura. Quando a rigidez tende a um valor pequeno, o método de Newton-Raphson falha.
Resolve-se 0 mesmo problema aplicando o método de controle de incremento de trabalho

para obter a resposta apds o ponto-limite.

O elemento analisado ¢ do tipo Q4-VRI em estado plano de deformacgdes, inicialmente
quadrado com lado de 5 mm. Quando o carregamento ¢ introduzido por deslocamentos
prescritos, a vinculagdo ¢ como indicada na figura 42. Quando o carregamento ¢ introduzido
por forgas, estas substituem os dois vinculos verticais superiores, aplicadas verticalmente

nesses graus de liberdade. As propriedades do material constituinte do elemento sdo:

E=200GPa, v=103, p=7500 kg/m’, o, = o) (1+ ke’), o =250 MPa e k = 2500 Mpa.
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Figura 42: esquema do elemento e vinculos

Na figura 43, observa-se a evolucdo da for¢a de tracdo obtida empregando o método
de Newton-Raphson com carregamento aplicado por forgas e por deslocamentos. Na figura
44, observa-se a forca de tracdo obtida empregando o método de controle de incremento de
trabalho. Nota-se que, quando o carregamento ¢ introduzido através de deslocamentos
prescritos, o método de Newton-Raphson funciona a contento. Quando o carregamento ¢
introduzido por forcas, o método de Newton-Raphson falha quando a rigidez tende a zero
(figura 43). Na figura 44, observa-se que o método do controle de incremento de trabalho

consegue fornecer a resposta apos o ponto-limite ser ultrapassado.
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Figura 43: forca de tragdo (MNR — deslocamentos e forcas)

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplica¢des



120

8000 —

=z
X
o)
o
On
©
()
g MNR - Deslocamentos
On _
5 y o MCT
(T
2000 —
[
0 | | | | |
0 10 20 30 40 50

Deslocamento (mm)

Figura 44: forca de tracdo (MNR — deslocamentos e MCT — forgas)

3.4.2 Barra em tragao

Neste exemplo, estuda-se o problema de uma barra axissimétrica tracionada, sendo
que a tragdo ¢ introduzida por forgas. E um problema semelhante ao anterior do ponto de vista
de curva carga-deslocamento esperada, porém ¢ interessante testar o algoritmo implementado
para problemas com um niimero maior de graus de liberdade, com véarios elementos, onde
enquanto alguns elementos tém seu estado de tensdes aumentado outros t€m seu estado de
tensdes aliviado, devido a plastificacdo na se¢do onde ocorre estriccdo. Emprega-se como
referéncia a solugcdo obtida através do método de Newton-Raphson com deslocamentos

prescritos.

A barra cilindrica estudada possui altura 2 = 40 mm e raio R o= 5 mm. Na figura 45 ¢
mostrado um esquema de " da barra, que sera discretizada com elementos Q4-VRI
considerando-se a dupla simetria existente. Emprega-se uma perturbacdo geométrica para que

a estric¢@o tenha inicio. As dimensdes do entalhe introduzido para dar origem a estric¢do sao

Luiz Anténio Braganga da Cunda (cunda@dmec.furg.br) — Tese de Doutorado, Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2006




121

a = 0,025 mm e b = 5,215 mm. As propriedades mecanicas do material sao: £ = 75 GPa,

v=03, 0, =0,(1+ke")", o) =250MPa, k=345 e m=0,l.

1 |
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Figura 45: geometria de %4 do corpo de prova e malha empregada
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Figura 46: forca de tracdo versus deslocamento no topo
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Figura 47: deformadas para MNR (deslocamentos) e MCT (forgas), respectivamente

Pela andlise das figuras 46 e 47, verifica-se que tanto a relacdo carga versus
deslocamento quanto a deformada sdo muito semelhantes, quer se empregue o método de
controle de trabalho aplicando como solicitagdo forgas, quer se empregue o método de
Newton-Raphson com deslocamentos prescritos, este ultimo tomado como referéncia. O
quadro a seguir mostra o nimero de passos, iteracdes € tempo necessdrios para atingir o

estado final previsto.

Quadro 3: passos, iteragdes e tempo

Método N°de passos | N°de iteragoes | Tempo relativo
NR — deslocamentos 207 154 1,0
CT (A4 =0,07) 127 537 2,1
CT (A4 =0,05) 197 531 3,1
CT (A4 =0,04) 249 629 3,8
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3.5 RESUMO E CONCLUSOES

Neste capitulo, foram apresentadas as equagdes que governam o equilibrio de um
corpo sujeito a solicitagdes, equacdes estas que podem apresentar forte nao-linearidade. Tais
equagdes sao discretizadas empregando elementos finitos. Para problemas guasi-estaticos o
método de solugcao mais empregado ¢ o de Newton-Raphson, que em algumas situacdes falha.
Para contemplar tais situagdes, implementa-se um método alternativo de solugdo, o método de
controle de incremento de trabalho (Chen e Blandford, 1993). O algoritmo de controle de
trabalho implementado se mostra capaz de resolver o problema da determinag¢do de curvas

carga-deslocamento em estruturas solicitadas por for¢as quando a rigidez tende a zero.

Alguns pontos nevralgicos na escolha desse tipo de algoritmo, mencionados por Yang
e Shieh (1990), sdo satisfeitos pelo método, notadamente consisténcia dimensional da
equacgao de restricdo (equagdo 81) e definicdo de um critério de escolha de raizes que ndo
admita davidas quanto a raiz a ser adotada, de modo que nao haja possibilidade de retorno

sobre a curva carga-deslocamento.

As modificagdes necessarias no cddigo computacional para implementar o método de
controle de trabalho podem ser consideradas pequenas, caso o codigo ja contemple o método
de Newton-Raphson. Além disso, o esfor¢o computacional aumenta unicamente devido a
produtos escalares adicionais e a determinagao de deslocamentos para dois vetores de carga, o
que ¢ feito de forma simultanea. O nimero das operacdes relativamente custosas, como por
exemplo montagem e triangularizacdo da matriz de rigidez global, nao ¢ alterado para um

passo.
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4 OBTENCAO DAS TENSOES E VARIAVEIS INTERNAS

Para que seja feita a verificacdo do equilibrio na presenga de solicitagdes, ¢ necessario
o conhecimento das tensdes na estrutura, de forma a possibilitar o calculo das forcas internas.
Em hipoelasticidade a lei constitutiva relaciona taxas de tensdo e taxas de deformagdo.
Portanto, para a obtencao das tensodes, ¢ necessario o emprego de um processo de integragao

da equagdo constitutiva.

Este capitulo trata da determinacao do incremento de tensdes que ocorre em fun¢do de
um incremento de deslocamentos conhecido. Além do incremento de tensdes, busca-se
determinar o incremento nas variaveis internas — dano e deformacao plastica. Para tanto,
considera-se uma discretizagdo temporal onde a cada instante ¢ estd associado um

determinado nivel de solicitacao.

Para problemas onde se admite a presenca de deslocamentos finitos, notadamente
grandes rotacdes, existem diversas defini¢des de tensores de tensdo e deformacao passiveis de
emprego. No apéndice A, sdo feitas consideragcdes sobre medidas de tensdo e deformagdo

empregadas em conjunto com deslocamentos finitos.

A secdo 4.1 mostra de forma geral como ¢ resolvido o problema da determinagdo do
incremento de tensdes em presenga de deslocamentos finitos, indicando como sdo

desacoplados os problemas da ndo-linearidade fisica e da ndo-linearidade geométrica.

A secdo 4.2 trata da integragdo temporal das equagdes constitutivas em plasticidade
com dano (Zhang e Niemi, 1995a), mostrando como ¢ obtido o incremento de tensdes

corrotacionais de Cauchy.

A partir de procedimentos empregados por outros autores (Tvergaard e Needleman,
1984; Worswick e Pick, 1995; Koppenhoefer ¢ Dodds Jr., 1998), ¢ proposta uma maneira de
prosseguir com o calculo quando um ponto de Gauss atinge um estado critico de pressao e

dano, procedimento este apresentado na se¢ao 4.3.

Na secdo 4.4, sao mostrados alguns resultados obtidos com o esquema de integragdo

Luiz Anténio Braganga da Cunda (cunda@dmec.furg.br) — Tese de Doutorado, Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2006




125

implementado. No primeiro caso, ¢ mostrada a robustez do esquema; no segundo, o resultado

obtido com a implementac¢ao do procedimento de eliminagao de elementos.

4.1 O TRATAMENTO DA NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

A obteng¢do do incremento de tensdes por integragao da lei constitutiva pode ser feita
de duas maneiras. Pode-se empregar o sistema de referéncia associado a ultima configuragao

equilibrada conhecida (configuracao de referéncia), empregando a equagao (v. equagao 322)
v
o, =CuuDy (96)

para a evolugdo de tensdes, onde o; ¢ uma taxa corrotacional de tensdes de Cauchy, C;y; o

tensor constitutivo e D,, o tensor taxa de deformagdo. A obtencdo do incremento de tensdes de
Cauchy a partir da integragdo da equagdo 96 ¢ abordada em Bittencourt (1994) e Ponthot
(1995), que relatam ser este um processo que ndo apresenta objetividade incremental.

Também ¢ possivel partir de uma equagao definida no sistema corrotacional (v. equagdo 321),
0; = Ci]C‘lelfl 7)

procedimento que se adota neste trabalho. Na equacdo 97, &; € a taxa de tensdes

corrotacionais de Cauchy, Cj;, o tensor constitutivo em eixos corrotacionais € D, o tensor

taxa de deformacdo definido também em eixos corrotacionais. Empregam-se equagdes
constitutivas com a mesma forma das equagdes constitutivas empregadas em pequenas
deformagdes, apenas trocando a taxa de tensdes de Cauchy empregada em pequenas

deformacgdes pela taxa de tensdes corrotacionais de Cauchy.

Dessa forma, ¢ possivel realizar a integragdo de tensdes desde uma configuragdo de
referéncia onde todas as grandezas s3o conhecidas até uma configuragdo atualizada onde se

conhece apenas a geometria, desacoplando os efeitos de ndo-linearidade fisica e
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nao-linearidade geométrica. No tratamento da ndo-linearidade fisica, o procedimento ¢

idéntico ao realizado em pequenas deformacgdes.

Considera-se a taxa de deformagdo nos eixos corrotacionais D,, constante durante o

passo de tempo, podendo ser determinada a partir da equagdo 329, resultando

e 1 1
Dkl :Eank, ZEAE:[] (98)

onde Uy ¢ a deformagdo calculada a partir da decomposicdo polar, com relagdo a
configuragdao de referéncia. Emprega-se o método da rotagdo instantdnea final (Nagtegaal,
1982), ou seja, durante a integracdo das tensdes considera-se que haja somente deformacao,

sendo que a rotacdo R;; ¢ aplicada no instante /+Atz. Considerando-se que
o, =0} (99)

a tensdo corrotacional no instante +At fica dada por

c,t+At t 1At c c
oy =ap+ | CpuDyd (100)

J

sendo que a avaliacdo da integral presente na equagdo 100 encontra-se descrita na se¢do 4.2.

ApOs obtidas as tensdes corrotacionais, € facil obter as tensdes de Cauchy, aplicando a

rotagdo R;;.
A ct+A
o " =R, 0,"R, (101)

Assim, a integracao das equacgdes constitutivas ocorre em duas etapas:

a) calculo das tensdes corrotacionais de Cauchy (tratamento da ndo-linearidade
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fisica);

b) calculo das tensdes de Cauchy a partir das tensdes corrotacionais de Cauchy

(tratamento da ndo-linearidade geométrica).

E interessante salientar que o emprego do método da rotagdo instantanea final traz

como vantagens (Ponthot, 1995):

a) objetividade incremental;
b) ndo introducao de variagao artificial de volume;
¢) simplicidade e economia na implementacao;

d) possibilidade da obtencao de um operador tangente consistente.

42 A INTEGRACAO DAS EQUACOES CONSTITUTIVAS

Busca-se um processo para determinar a variagdo nas tensdes e varidveis internas
desde uma configuracdo de referéncia onde todas as grandezas sdo conhecidas, até uma
configuracdo atualizada onde se conhece apenas a geometria. Tal processo ¢ independente do
fato de haver a possibilidade da ocorréncia de deslocamentos finitos, conforme mencionado

na sec¢ao anterior.

4.2.1 Algoritmos para integracdo de equagdes constitutivas

Um dos grandes temas de estudos em plasticidade tem sido o desenvolvimento de
algoritmos de integracdo temporal de equacdes constitutivas ao mesmo tempo robustos e
eficientes. Enquanto que a melhor ou pior aproximagdo da matriz tangente se reflete apenas
na taxa de convergéncia, a exata integracdo das equagdes constitutivas tem reflexo direto na
precisao com que ¢ resolvido o problema. Na escolha ou desenvolvimento de um algoritmo de

integracdo, deve-se atentar para os seguintes aspectos (Runesson et al., 1988):
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a) superficies de escoamento com vértices, que podem levar a descontinuidades

no vetor normal & superficie de escoamento;
b) consisténcia incremental;
¢) estabilidade incremental e precisdo;

d) objetividade incremental.

A objetividade incremental estd relacionada a problemas onde ocorrem grandes
deformagdes, notadamente rotacdes. Esse aspecto fica resolvido com o emprego de uma

formulagao corrotacional, como descrito na se¢ao anterior.

A chamada robustez de um esquema de integragdo pode ser associada a um
compromisso entre estabilidade e precisdo. Um esquema de integragdo com estabilidade
incondicional sempre levara a solugdo correta, mesmo que a um custo mais alto. Um esquema
de integragdo preciso garante uma solucao de boa qualidade, podendo implicar em aumento
de custo. A busca do equilibrio entre estabilidade e precisdo com a maior eficiéncia possivel
tem sido preocupagdo constante, com o objetivo de obter solu¢des confiaveis, a um custo
toleravel. Considere-se ainda que essa busca da otimizagdo de precisdo e estabilidade com

eficiéncia depende em muito do problema que esta sendo resolvido.

Para resolver problemas hipoelasticos, tém sido largamente empregados os métodos
do tipo previsor elastico - corretor plastico, também conhecidos como métodos de parti¢ao de
operador (split-operator). Esses métodos calculam uma previsdo do valor das tensdes,
considerando todo o incremento de deformagao como elastico. Caso seja atingida a superficie
de escoamento, calcula-se a parcela plastica de deformagdo e desconta-se a tensdo

correspondente a essa parcela. Assim € imposta a condi¢ao de consisténcia.

Ortiz e Popov (1985) apresentam uma andlise da estabilidade e precisdo de duas
familias de métodos de integracdo aplicaveis a um material que siga um conjunto de leis

constitutivas bastante geral, apresentado a seguir:

&, =&, & (102)
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o, = Cl.j,dg,f, (103)
&y = rloy.4q,} (104)
qm :Z’hm{o-(jﬁqm} (105)

onde o representa o tensor de tensdes de Cauchy, &;;, £ e &’ os tensores de deformagéo, de
deformacdo elastica e de deformagdo plastica. Cj representa o tensor constitutivo € g, um
conjunto de varidveis internas. A direcdo da deformacgdo plastica é dada por r; e sua

magnitude por A.

Sao analisadas as familias do trapézio generalizado e do ponto médio generalizado,
aplicadas a plasticidade com superficie de escoamento de von Mises sem endurecimento. Os
subindices n e n + 1 estdo relacionados as configuracdes, € aos niveis de solicitagdo. No
instante n tem-se a chamada configuracdo de referéncia, onde todas as grandezas ligadas ao
problema sdo conhecidas. E a tltima configura¢io equilibrada conhecida. No instante n + 1
tém-se a configuragdo atualizada, para a qual se conhece apenas as coordenadas. E possivel
calcular o incremento de deformagao ocorrido entre as duas configuracdes. Busca-se, a partir
desse incremento de deformagdo, determinar o incremento correspondente nas tensdes e

variaveis internas. A familia do trapézio generalizado € representada pelas equagdes a seguir,

(Gij)n-H = Cijkl (& — €1 (106)
(&]),n =()), + AUA=-a)(ry), +a(ry),..] (107)
(4,)0a =(q,), +AlA-a)(h,), +a(h,),.] (108)

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplicagdes



onde

(’Q‘/)n =7y {(O-[/)rﬂqn} ; (r,_‘/)ml = nj{(ay)n+la(qm)n+1}

(B = 110,408 (B = 1 0005005 (G0 '}

enquanto que a familia do ponto médio generalizado emprega as equagdes

(Gij)n+l = Cijkl(gkl &)

(gij'))nﬂ = (gij!‘))n + /l(r;‘j)nﬂz

(@) = (), + A,

onde

e =1 ll=a)(0y), +a(0y),..,(A-a)g,), +(q,),.}

() nie =y i =a)(0y), +(0;),0,(1=a)q,), +(q,),.}
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(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)
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A variacdo do parametro o faz com que se passe de um método explicito (a = 0), isto
¢, dependente somente das grandezas ja conhecidas, a um método implicito (« = 1). Tais
familias contém como casos particulares (Ortiz € Popov, 1985) os métodos do retorno radial,

da normal média (mean normal) e closest-point return.

Quanto a precisdo, o estudo de Ortiz e Popov (1985) indica que as duas familias
possuem precisdo de primeira ordem. Para o caso particular de = 0,5, as duas familias tém
precisdo de segunda ordem. Isso indica que o valor adequado para o quando se esta
preocupado com precisdo ¢ a = 0,5. Para incrementos de deformagdo grandes comparados a
deformacao no escoamento, valores de « superiores a 0,5 se revelaram convenientes quanto a
precisdao. A andlise da estabilidade indica que a familia do ponto médio generalizado
apresenta estabilidade incondicional para « > 0,5. A familia do trapézio generalizado tem sua
estabilidade incondicional influenciada pela forma da superficie de escoamento. Quando a
curvatura da superficie de escoamento ¢ constante a estabilidade incondicional ¢ atingida para
a > 0,5. Caso a superficie de escoamento contenha vértices, somente se terd estabilidade
incondicional com « = 1,0, no caso da familia do trapézio generalizado. Isto indicaria uma
superioridade da familia do ponto médio generalizado sobre a familia do trapézio

generalizado.

Gratacos et al. (1992) estudaram o problema da precisdo da familia do ponto médio
generalizado para superficie de escoamento de von Mises com endurecimento isotropo. Para
incrementos de deformacao reais, na maioria dos casos estudados o valor « = 1,0 revelou-se

mais conveniente que = 0,5.

Lee (1988) analisou a precisao de trés esquemas de integragdo: forward Euler (a = 0),
retorno radial com rigidez secante (a = 0,5) e backward Euler ou retorno radial (o = 1,0). O
estudo de Lee (1988) considera uma superficie de von Mises modificada para levar em conta
a influéncia de pressao e plasticidade associada. Os resultados obtidos indicam que o esquema
que apresenta melhores resultados em termos de eficiéncia e precisdo, independente do
incremento de deformacao, ¢ o retorno radial com rigidez secante (« = 0,5). Runesson et al.
(1988) recomendam o emprego de o = 0,5 para incrementos de deformagdo de pequenos a

moderados, enquanto que « = 1,0 seria preferivel para grandes incrementos de deformacao.
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Zhang (1995a) apresenta uma andlise de precisdao para esquemas de ponto médio
generalizado aplicados a superficie de escoamento de Gurson com endurecimento isotropo.
Para tanto, um incremento de deformacdo 4e;; € decomposto (figura 48a) em uma componente
desviadora 4e; e em uma componente volumétrica 4g,, , de modo que de; = Ade; + A,y 0y,
sendo J;; o delta de Kronecker. Além disso, o incremento de deformagdo desviadora de;; €
decomposto (figura 48b) em uma componente radial 4¢'7;” € em uma componente tangencial
Ae'n;’, de modo que de; = Ae” n; + A€’ ;i , sendo n;” e n;’ os vetores unitarios radial e
tangencial ao plano desviador. Zhang (1995a) analisa os resultados obtidos para alguns
valores de a. A precisdo de segunda ordem quando « = 0,5 foi observada para pequenos
valores de deformacdo desviadora tangencial a superficie de escoamento Ae’. Em tais casos a
magnitude da deformagdo desviadora radial de" ndo afeta a precisdo. Quando a deformagio
desviadora tangencial Ae’ cresce, a precisdo de segunda ordem so é atingida para a = 0,625 ou

a=0,75.

q/0,

(a) (b)

Figura 48: incremento de deformacgao - (a) secdo meridiana; (b) plano desviador

O trabalho de Zhang (1995a) mostra que, quando os incrementos de deformacao
desviadora tangencial de’ sio grandes, o uso de o = 0,5 nio conduz a bons resultados,
chegando a erros de 40% em relagdo a uma solucdo de referéncia obtida com método
explicito e incremento de deformagdo bastante reduzido. Nesse caso, o erro para o = 0,75 foi
da ordem de 5%. O uso de a =1,0 levou a valores moderados de erro em todos os casos. O
erro diminui na presenca de deformag¢ao volumétrica 4e,, exceto quando a¢=0,75. O valor de

a que levou a menores erros situa-se entre 0,75 e 0,875. Segundo Gratacos et al. (1992) esse

Luiz Anténio Braganga da Cunda (cunda@dmec.furg.br) — Tese de Doutorado, Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2006




133

valor situa-se entre 0,75 e 0,83.

Além de um adequado esquema de integracdo, existem alguns recursos para melhorar
a eficiéncia e robustez de um esquema de integracdo. Segundo Worswick e Pick (1991), um
recurso conveniente na integracdo das equacdes constitutivas associadas a superficie de
escoamento de Gurson ¢ o emprego de subincrementacdo. O nimero de subincrementos NS/
pode ser escolhido em fun¢do de duas grandezas: o valor da superficie de escoamento e a

pressao normalizada calculada pelo previsor eléstico.

NSI, = INT(®’,, /) (118)
NSI, = INT(ABS(p”,, / ,)) (119)
NSI = MAX(NSI,, NSI,) (120)

Com base no exposto acima, se empregarda um algoritmo do tipo ponto-médio
generalizado, preferencialmente utilizando «=0,75, e adicionando um esquema de

subincrementagao.

4.2.2 Aplicagdo a superficie de escoamento de Gurson

Para a integragdo das equagdes constitutivas em plasticidade com endurecimento
isotropo, opta-se pelo algoritmo proposto por Zhang e Niemi (1995a). Trata-se de uma
evolucdo do algoritmo proposto por Aravas (1987) para integrar equagdes constitutivas com
variaveis internas quaisquer, separando a deformagdo plastica em duas parcelas: uma

volumétrica e outra desviadora.

O algoritmo em questao pode variar de explicito a implicito, conforme o valor adotado

para o parametro a. O valor de « varia de 0 para integragcdo explicita a 1 para integracao
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implicita. Trata-se, portanto, de um algoritmo de ponto médio generalizado, expresso de
forma a permitir o equacionamento da matriz de rigidez tangente consistente em forma

explicita, sem necessidade de inversdo de matrizes. Assume-se nesta secdo que a tensao

representada por o;; e as deformagdes logaritmicas Eljv sdo corrotacionais, apesar de ndo se

empregar indice adicional para representar tal condicao.

As equagdes basicas que regem o problema de integragao de equacdes constitutivas

sdo apresentadas a seguir.

Ey =E}+E)’ (20
D, =D} +D} (122)
o, = Hyszg’e (123)
O{o;, H,}=Pip.q.H,}=0 (124)
Ht:ht{DI;’O-ii’Ht}:ht{D;’p’q’H’} (126)

onde
Hyu = (K[} =%GUf)S,0, +2G11}6,9, (127)
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p =)0, q=1%s;8, Sy =0y = P9, (128)
0,=1se i=]j 0,=0 se i#]j (129)

Tais equagdes carregam algumas hipdteses importantes:

a) admite-se a decomposicdo aditiva da deformagdo logaritmica El.j.v em parcelas
elastica Eljv “ e plastica Eljv #, conforme a equacdo 121; tal procedimento ¢

valido quando se emprega a descrigdo lagrangiana atualizada e as

configuracdes de refereréncia e atualizada estdo proximas;
b) somente deformacdes elasticas provocam tensdo, conforme a equagao 123;

¢) a superficie de escoamento depende da norma ¢ do tensor desviador de tensoes,

da pressao p e das demais variaveis internas H; (equacao 124);

d) a taxa de deformacdo plastica ¢ definida em fun¢do de um potencial g. O
potencial adotado coincide com a superficie de escoamento de Gurson,

correspondendo, portanto, a plasticidade associada (equagdo 125);

e) a taxa de evolucdo 4, das variaveis internas H, depende do estado de tensoes e

do préprio valor das varidveis internas (equagdo 126).

As principais expressoes do esquema de ponto médio generalizado aplicado por Zhang
e Niemi (1995a) a plasticidade com dano e superficie de escoamento de Gurson sdo
apresentadas a seguir, onde o subindice fora do parénteses refere-se ao instante considerado e
o superindice 7 estd associado a valores calculados considerando todo o incremento de

deformacao como elastico, ou seja, o chamado previsor elastico.

(E))yn =(E)), +(AE)) (130)

n+l
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(@) ra = Hy[(E]), +(AE]),.,] (131)

(@)1 = (0 pa = H g (AEGT) . (132)
(AE]™) 0 = A1) i (133)
(H,),.,=(H,),+(AH,),,, (134)
(AH,),, =(h),., (135)

D, =1/%sijsﬁ —a){p,O'y,f}O'y =0 (136)

Y
wlp,o. ., f}= {1—2a1fcosh[a22(3p)J+a3f2} (137)
. (o2

y

Identifica-se uma expressao (equagdo 131) que define o previsor eldstico. Caso o
estado de tensdes assim calculado recaia fora da superficie de escoamento de Gurson
(equagdo 136), é necessaria a aplicacdo de uma correcdo plastica, conforme a equacdo 132. A
deformacao pléstica no incremento, que possibilita o céalculo da correcao plastica a ser
aplicada sobre as tensdes oriundas do previsor eléstico, ¢ dada pela equacao 13. As equagdes
134 e 135 dao a evolucao das variaveis internas, neste caso deformacao plastica e dano

(t=12).
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1)1 = [57@] = 140 ) (H),0) (138)
Yo = 4G s (FL), 0} (139)
(0))s = (1= )0, + (0}, (140)
H._ =(-a)H, +aH (141)

Tanto as tensdes quanto a deformagdo plastica no incremento podem ser separadas em

componentes volumétrica e desviadora

(Uij)n+1 = pn+l5ij + (Sij)n-H = pn+15ij + %q(nij)n-%—l (142)
(n[/‘)n+1 = %q(sij)rwl (143)
S..
AE;VJ? =AE;V,17,V +AE1.;.V""d =] - é)_q) l5y + 0”_(1) EM (144)
. é’p n+a 3 é)q n+a 2 9nia

onde AE;V 7Y representa a parte volumétrica do incremento de deformacdes plésticas e
AE;v »“ representa a parte desviadora do mesmo incremento. E conveniente alterar a forma

da equagdo 144, o que torna possivel o equacionamento em forma explicita da matriz de

rigidez tangente consistente (Zhang e Niemi, 1995a).
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AES" Zﬂ[—(@] ldj +[ﬁ®j 9, 3! ”)M}zlAE S +oAE i
3 i 3 Py 2

op 9 ), 0 Dusa 2 4,

AE, =201 (5—@}
9ia \ 04 ),..

Combinando as equagdes 146 e 147 para eliminar A, chega-se a

AE, q_n(ﬂ)j . Mq[ﬂ_ﬂbj 0
qn+a é’q n+a é’p n+a

ou simplesmente
AE ,P+AE,0=0

com

138

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)
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A expressao final para as tensdes com a consideracao da corregdo plastica fica

() =(0,), — K{f}AE 6, —3G{f}AE, Gidra

n

ou

pn+1 :pfﬂ +K{f}AEp

(S[j )n+a

(Sg/)n+1 = (S;',')ZH _3G{f}AEq

n
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(152)

(153)

(154)

Assim, o problema da integracao de tensdes na presenga de plasticidade e dano fica

reduzido a solug@o do conjunto de equagdes ndo-lineares a seguir:

AE,P+AE,Q =0

(Dn+l = (I){pn+l’(sz'j‘);z+l’(Ht)n+l} = 0

P :p;ﬂ +K{f}AEp

_ T (Sij)n+a
(S[j)nJrl - (Sij)nﬂ _3G{f}AEq -

n

(155)

(156)

(157)

(158)
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(AHt)nJrl = (ht)n+a {AEp’AEq’anra’(Sij)n+a’(Ht)n+a} (159)

Emprega-se o método de Newton-Raphson na solucdo do sistema de equagdes
ndo-lineares anterior. Trabalhando com AE, e AE, como incognitas principais € tomando as

equacdes 155 e 156 chega-se a

A,p, + 4,0, = b (160)

Ay p, + Ay p, = b, (l61)

onde p, e p, sdo as corregoes em AE, e AE,, respectivamente. Os coeficientes 4; e b; sdo

apresentados no apéndice D. Com os valores de p, € p, € possivel corrigir AE, e AE,

AE, =AE, +p, (162)

AE, =AE, +p, (163)

e atualizar p,+1, (8;)n+1 € (H;).+1 empregando as equagdes 157, 158 e 159. Repete-se o

processo até que a solucdo apresente um erro pequeno, adotando-se como critério de

convergéncia |((D)n+1| <107,

Quando a =1 ¢ empregado, o método do ponto médio generalizado introduzido por
Zhang e Niemi (1995a) reproduz o método denominado backward Euler ou closest point
return, sendo as tensdes relaxadas sobre o ponto mais proximo da superficie de escoamento
atualizada (Aravas, 1987). No quadro 4 ¢ apresentado um resumo do esquema de integragcdo

temporal para as equagdes constitutivas adotado.
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. Lo T Fag N
Previsor elastico: (0)nn =(0y), +Hy (AE),.,

Teste da superficie de escoamento: CI){(()'U)ZZ+1 J(H,),}<0

Se ®{(0;),,.(H,),} <0 entdo,

T
(O-jj)n+l = (G;‘j)ru—l

(Ht)n+l = (Hz)n

sendo, aplica-se o corretor plastico:

(a) resolve-se o sistema abaixo, determinando p, € p,
A,p, +A4,p, = b
Ay p, +Apnp, =b,

(b) corrige-se AE, e AE, e ap0s as tensOes e varidveis internas:
AE, =AE, +p,
AE, =AE, +p,
P = pnT+1 + K{f}AEp

T (Sl'j‘)n+a
(85) 0 = (85) 1 —3G{[JAE, ———

n

(AHt)nH = (ht)n+a {AEP’AEq’pn+a’(sij)n+a’(Ht)n+a}

(©) se ©,.,{(0;),,1,(H,),,} <0, convergiu. Se ndo, vai para (a);
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4.3 ELIMINACAO DE ELEMENTOS EM SITUACAO CRITICA

Quando apés um determinado nimero de iteragdes ndo ¢ atingido o equilibrio entre
forcas externas e internas, o calculo do passo que ndo convergiu € refeito, com um incremento
de carga ou trabalho reduzido, igual ao ultimo tamanho de incremento aplicado que
convergiu, dividido por 3. Caso a convergéncia ndo seja atingida, o incremento continua
sendo reduzido buscando a convergéncia. Essa reducao ¢ feita enquanto duas condicdes se
mantiverem verdadeiras: a primeira, o tamanho do incremento apds a divisdo por 3 deve
resultar maior que 10% do tamanho do primeiro incremento empregado na solucdo do
problema; segunda, a divisdo por 3 pode ser feita no maximo 5 vezes sucessivas. Tais
condigdes podem ser alteradas pelo usudrio do METAFOR, caso julgue conveniente. Caso
ainda assim ndo se consiga equilibrio, € possivel que alguns pontos de integracdo da estrutura
estejam em uma situagdo de ruptura. Tal situacao estd associada ou ao fato de o elemento ter
atingido o dano de ruptura f;; , ou aos limites de pressdo e dano apresentados na figura 3

estarem sendo violados.

Quando um elemento chega a uma situagdo de ruptura, ¢ necessario estabelecer um
critério para que este elemento ndo impeca o prosseguimento do problema, uma vez que a
ruptura verificada pode ser uma ruptura local, ou seja, a estrutura ainda apresenta capacidade

de carga, apesar de ter perdido sua resisténcia em uma regiao localizada.

Tvergaard e Needleman (1984) sugerem que se despreze o elemento em que a fracao
volumétrica de vazios chegar a 90% de fy. Hackenberg (1995) emprega o modelo de
coalescéncia com modificacdo na superficie de escoamento. Quando a fracdo volumétrica de
vazios em algum ponto atinge o valor fr, 0 mdédulo de elasticidade nesse ponto ¢ dividido por
10000 e o célculo continua com esse ponto trabalhando no regime elastico. A contribui¢ao do
ponto a rigidez da estrutura passa a ser pequena, pois com o mddulo de elasticidade reduzido,
o acréscimo de tensdo devido a um incremento de deformagdo se torna insignificante na

escala do problema.

Neste trabalho, quando um ponto de integragdo apresenta uma condicdo critica, as
tensdes nesse ponto ndao sao mais calculadas a partir da relacdo constitutiva. Para um
elemento nessa situacdo, as tensdes na configura¢do atualizada sdo calculadas como as

tensdes na configuracdo de referéncia multiplicadas por 0,999. As varidveis internas sao
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mantidas constantes. Esse procedimento leva a uma queda nas forgas internas
correspondentes ao elemento. Quando se emprega a aproximagdo quasi-estatica, na solu¢ao
do sistema de equacdes associado ao equilibrio da estrutura, se um nd estiver conectado
unicamente a elementos “rompidos”, este tem suas coordenadas mantidas fixas ou limitadas.
Esse tratamento dos nds que conectam unicamente elementos “rompidos” € necessario, pois
devido a baixa rigidez nos graus de liberdade desses nos, qualquer forca residual provoca um
grande deslocamento, podendo-se chegar a problemas de determinante jacobiano negativo.
Procedimentos semelhantes sdo empregados por Tvergaard (1990), Worswick e Pick (1995) e

Koppenhoefer e Dodds Jr. (1998).

4.4 APLICACOES

Nesta se¢do estudam-se dois casos: no primeiro, o objetivo ¢ mostrar a robustez do
algoritmo de integracao de tensdes e variaveis internas implementado; no segundo, mostra-se
a influéncia do entalhe empregado para simular estriccdo em testes de tragdo axial e também

os resultados obtidos empregando o algoritmo de eliminacao de elementos com ruptura local.

4.4.1 Robustez do esquema de integracao

Neste exemplo, apresenta-se o resultado obtido com o esquema de integracdo
apresentado por Zhang e Niemi (1995a) combinado com subincrementacdo como propoe
Worswick e Pick (1992). Estuda-se um elemento em estado plano de deformagdo sujeito a
tragdo, onde se considera nucleacao e crescimento de vazios. Na figura 49, apresenta-se a
geometria, condi¢cdes de contorno e dimensdes. Emprega-se integracdo com 1 ponto de Gauss
(Q4-URI) e esquema totalmente implicito com & = 1. Nao se corrige os valores de K e G em
fun¢do da porosidade, para possibilitar a comparacdo com o ABAQUS e com a resposta

obtida por Zhang e Niemi (1995a). As propriedades do material sdo: £ = 75 GPa, v= 0,3,
o, = 0'3(1 +ke?)", 0'3 =250MPa, k=345, m=0,]1, fy=0,04, ey=0,3,sn=0,1, a1 =1,5¢

o) = 1,0.
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Figura 49: malha empregada, condi¢des de contorno e dimensdes
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Apresentam-se na figura 50 os resultados obtidos com o programa ABAQUS, para

diversos tamanhos de incremento. A deformacdo logaritmica é dada por € = In (1 + u / a),

onde u ¢ o deslocamento aplicado e @ o tamanho inicial do elemento.

0.25

0.20

0.15

0.10

Fracao volumétrica de vazios f

0.05

0.00

Figura 50: fragdo volumétrica de vazios obtida com o ABAQUS
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/.////
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Na figura 51 sdo mostrados os resultados obtidos com o METAFOR. A solugdo
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mostra-se praticamente independente do tamanho do incremento, tomando-se por referéncia a
solugdo considerada exata, obtida por Zhang e Niemi (1995a) a partir de um sistema de
equagdes nao-lineares resolvido com 200000 incrementos. Verifica-se, portanto, que o
esquema de integracdo implementado, associado a subincrementagdo, resulta em um

procedimento preciso e confiavel, mesmo quando os incrementos de deformacao crescem.

0.20

20000 incrementos Metafor
0.16 O 62 incrementos Metafor
o 1000 incrementos ABAQUS

0.12 j
/

0.08 /
0.04 ¥

Vil

H

Fracao volumétrica de vazios f

0.00 g

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Deformacao logaritmica €

Figura 51: fragdo volumétrica de vazios obtida com o METAFOR

4.4.2 Emprego da eliminagao de elementos

Este exemplo trata da simulagdo numérica de um ensaio largamente empregado na
determinagdo de propriedades mecanicas de metais - o ensaio de tragdo axial em corpo de
prova cilindrico. Tal simulacdo tem sido bastante empregada na valida¢do de codigos de
elementos finitos que consideram grandes deformacdes e dano (Tvergaard e Needleman,1984;

Aravas, 1987; Lee e Zhang, 1991; Steinmann et al., 1994; Stainier, 1996; Garcia Garino et al.
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1996a). Em materiais ducteis, a deformacao se desenvolve de maneira elastica até que a
tensdo de escoamento seja atingida. O material sofre entdo uma reorganizacdo em sua

estrutura e o corpo de prova comega a sofrer um estrangulamento denominado estricgao.

Caso a solicitacdo continue aumentando, na regido central da se¢do de estriccio
comega a ocorrer crescimento € unido de microcavidades, dando origem a uma trinca, que
progride do nucleo para a superficie do corpo de prova. A ruptura se da de forma plana no
centro do corpo, alterando sua orientagdo para aproximadamente 45° em relagdo ao eixo
longitudinal quando se aproxima da superficie do corpo de prova, devido a predominancia da
ruptura por cisalhamento, uma vez que nessa regido o estado triaxial de tensdes ja ndo existe

mais. E a chamada ruptura em taga e cone (cup-cone).

Neste exemplo, prescreve-se inicialmente um deslocamento no topo da barra que leva
a um valor moderado de porosidade, visando a observa¢do dos campos de pressdes e
porosidade. Utiliza-se como referéncia o trabalho de Aravas (1987). Para que a estriccao
tenha inicio, emprega-se uma perturbacdo geométrica. Garcia Garino ef al. (1996b, 1997)
fornecem informacgdes sobre a influéncia das dimensdes dessa perturbagdo geométrica no
resultado final da simulagdo. Empregam-se entdo dois tipos de perturbagdo, com dimensdes
sugeridas por Stainier (1996). Empregam-se dois tipos de elemento (Q4-VRI e Q4-URI),
procurando verificar se ha diferenca de comportamento entre uma situacao e outra. A barra
cilindrica a ser estudada possui altura 2 = 40 mm e raio Ro= 5 mm. A relagdo entre a altura e
o raio ¢ da ordem de 8. Na figura 52 ¢ mostrado um esquema de " da barra, que sera
discretizada considerando-se a simetria existente. Empregam-se dois tipos de perturbacdes
para iniciar a estric¢do: um entalhe brusco, com dimensdes a = 0,025 mm e b = 0,168 mm e
um entalhe suave com dimensodes a = 0,025 mm e b = 5,215 mm. Note-se que a dimensao
horizontal (profundidade) dos entalhes ¢ a mesma - 0,005 R, - havendo variacdo apenas na

altura.

As propriedades mecanicas e parametros de dano do material adotado sdo:

E=75GPa, v=03, o, =c"(1+ke")", o =250MPa, k=345, m=0l, fy = 0,04,

ev=03,5=0,1, 21 =15¢e a,=1,0.
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N|=

IR

a

Figura 52: geometria do corpo de prova e malha empregada (entalhe suave)

O carregamento ¢ introduzido através de deslocamentos prescritos no topo da barra.
Inicialmente ¢ aplicado um deslocamento da ordem de 0,19*4/2, valor este que ndo deve levar
a coalescéncia de vazios. Na figura 53, mostra-se a curva carga versus deslocamento obtida
com o emprego dos elementos Q4-VRI e Q4-URI e com os dois tipos de entalhe. Observa-se
que o comportamento para os elementos Q4-VRI e Q4-URI ¢ muito semelhante. No entanto,
o tempo de andlise empregando o elemento Q4-VRI foi cerca de 2,5 vezes superior ao tempo

de analise empregando o elemento Q4-URI, para ambos os entalhes.

Observa-se também que a curva carga-deslocamento para o entalhe suave (figura 53)
revela um amolecimento maior do que no caso do entalhe brusco. Tal se deve ao fato de a
estriccdo iniciar antes com o entalhe suave. Na figura 54, tem-se a deformacao pléstica para
entalhe suave (figura 54a) e brusco (figura 54b), e fracdo volumétrica de vazios para entalhe
suave (figura 54c) e brusco (figura 54d), quando ¢ aplicada a metade - 1,9 mm - do
deslocamento de topo previsto. Para esse nivel de deslocamento aplicado, no caso do entalhe
suave, ja ha localizacdo de deformagao e porosidade; no caso do entalhe brusco, a distribui¢ao

dessas grandezas na barra ainda ¢ praticamente uniforme.

Apresenta-se na figura 56 os valores finais de deformagdo plastica, pressao e fracao
volumétrica de vazios para o entalhe brusco, calculados com Q4-VRI. Os resultados obtidos
empregando o elemento Q4-URI sdo extremamente semelhantes. Na figura 55 sdo
apresentados os valores finais obtidos para o entalhe suave, empregando-se o elemento

Q4-VRI. Na figura 57 sdo mostrados os valores de fragdo volumétrica de vazios e pressao

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplicagdes



148

normalizada (pressao dividida pela tensdo de escoamento inicial) obtidos por Aravas (1987).
A concordancia entre os valores apresentados por Aravas (1987) e os valores referentes ao
entalhe brusco (figura 56), o mesmo empregado por Aravas (1987), € razoavel, levando-se em
conta que o trabalho de Aravas (1987) ndo menciona o emprego de corre¢do nas propriedades

elasticas, ao contrario deste trabalho.

\

. 4 t
<
\c-; 15 Elemento e entalhe
@
S ——— Q4-URI - entalhe brusco
o .| \
o o Q4-VRI - entalhe brusco
o°
8 10 — - - - Q4-URI - entalhe suave
S Z=  Q4-VRI - entalhe suave

5 |

0 | | | |

0 1 2 3 4

Deslocamento (mm)

Figura 53: curvas carga versus deslocamento variando entalhe e elemento
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(a)

Figura 54: deformacao plastica e fragdo volumétrica de vazios (desloc. 1,9 mm)
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Figura 55: fragdo volumétrica de vazios, pressao e def. plastica, entalhe suave (Q4-VRI)
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Figura 56: fragdo volumétrica de vazios, pressdo e def. plastica, entalhe brusco (Q4-VRI)
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Figura 57: fragdo volumétrica de vazios e pressao normalizada (Aravas, 1987)
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Com o intuito de verificar como se comporta o problema quanto a eliminagdo de
elementos, simula-se a mesma barra aumentando o deslocamento imposto no topo e
admitindo possibilidade de coalescéncia de vazios. Emprega-se a barra com entalhe suave. As
constantes relativas a coalescéncia empregadas sao fc = 0,15 e Ag = 0,5. Emprega-se o
elemento Q4-URI. Inicialmente, quando ndo se admite a possibilidade de eliminagdo de

elementos, o elemento que corresponde a posi¢do central da barra atinge o dano de ruptura e

interrompe o calculo (figura 58).

Na figura 59 sdo apresentadas as malhas deformadas correspondentes as etapas da
eliminagdo de elementos. Os elementos em amarelo sdo elementos “eliminados”, enquanto
que os elementos em verde sdo elementos onde a fragdo volumétrica de vazios excede o valor
critico para inicio de coalescéncia fc. Admite-se que um nd que esteja vinculado unicamente a
elementos eliminados terd suas coordenadas mantidas inalteradas. Nas figuras 59a, 59b e 59¢
nota-se a evolucao da coalescéncia do centro para a superficie da barra. Nas figuras 59d, 59¢
e 59f observa-se que enquanto alguns elementos centrais vao sendo eliminados, tendo suas
tensdes diminuidas, ocorre uma redistribuicdo de tensdes que acaba por provocar o aumento
do nivel de dano nos elementos proximos a superficie da barra. Apds, nas figuras 59g, 59h e
591 a eliminagdo de elementos prossegue, até que o calculo ¢ interrompido, restando um unico
elemento, e ainda assim enfraquecido pelo dano. Observe-se que o primeiro elemento a ser
eliminado é o que corresponde a regido central da barra. Apds, os elementos vao sendo
eliminados do centro para a superficie da barra, simulando a progressdo da trinca (Tvergaard

e Needleman, 1984; Stainier, 1996).

Na figura 60, apresenta-se a ultima configuragcdo equilibrada atingida sem o emprego
da eliminagdo de elementos. O elemento em vermelho esta com fragdo volumétrica a 90% de

fu, valor tomado como limite para evitar problemas numéricos.

Nas figuras 61 e 62 apresentam-se os valores de fracdo volumétrica de vazios, pressao

e deformacao plastica ao final do célculo, eliminando ou ndo elementos, respectivamente.
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Figura 58: forga de tracdao eliminando ou nao elementos com ruptura local
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Figura 59: eliminagdo de elementos danificados
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Figura 60: Gltima configuragdo equilibrada atingida sem eliminagdo de elementos
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Figura 61: porosidade, pressao e def. plastica finais eliminando elementos
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Figura 62: porosidade, pressao e def. plastica finais sem eliminar elementos

4.5 RESUMO E CONCLUSOES
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Neste capitulo, inicialmente, sdo discutidos alguns aspectos gerais do processo de

integracdo de equagdes constitutivas. Apds, ¢ apresentado um esquema de integracdo de

equagdes constitutivas que ¢ implementado e testado, revelando boa robustez.

A secdo 4.4.2 trata da simulacdo de ensaio de tragdo em barras cilindricas. Mostra-se

como a dimensdo do entalhe empregado para dar origem a estriccdo pode influenciar na

solugdo obtida. No mesmo exemplo, mostra-se como a implementagdo de um esquema de

eliminacdo de elementos “rompidos” permite levar a solugcdo avante, apds a ruptura do

primeiro elemento da malha. O esquema implementado, apesar de bastante simples e

intuitivo, apresentou resultado considerado satisfatorio.
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5 A INFLUENCIA DA TEMPERATURA

Quando ocorrem grandes deformagdes plasticas em um tempo relativamente curto,
como em conforma¢do mecanica, ¢ necessario considerar na determinagdo das tensdes a
energia dissipada por deformacdo plastica. A energia dissipada se transforma em calor,
ocasionando aumento de temperatura na peca. A variacdo da temperatura provoca tensoes
térmicas e também alteracdo em propriedades mecanicas do material, notadamente na tensao

de escoamento e constantes elasticas.

Essa combinagdao de influéncias ¢ chamada acoplamento termo-mecanico. As
grandezas térmicas influem no problema mecanico através da introdu¢do de mudangas nas
caracteristicas mecanicas do material e da introducdo de tensdes térmicas. As grandezas
mecanicas influem no problema térmico através da deformagao plastica, que serve como fonte
de calor. A uma maior temperatura correspondem menores modulo de elasticidade e tensao de
escoamento. O efeito da temperatura ¢ mais marcante na tensdo de escoamento que nas

constantes elasticas (Huetnik e van der Lugt, 1986).

’

A porosidade também intervém no acoplamento termo-mecanico. E razoavel
considerar que a porosidade afete algumas propriedades térmicas do material, notadamente
aquelas que dependem da continuidade do material, como por exemplo calor especifico e
condutibilidade. Zavaliangos ¢ Anand (1992) mostram como levar em conta tal tipo de
influéncia. A presenga de deformacdo térmica altera o estado de tensdes, alterando a

porosidade.

r

Na secao 5.1, mostra-se como ¢ obtida a equagdo que da as taxas de temperatura,
levando em conta a parcela de energia dissipada por deformacdo plastica. Na secdo 5.2,
comenta-se a resolu¢do do problema termo-mecanico acoplado, ji que a variacdo de
temperatura depende da deformacao plastica e a deformagao plastica depende da deformacao
térmica, que depende da variacao de temperatura. A secdo 5.3 contém as alteragdes no modelo
de Gurson para levar em conta efeitos térmicos. A se¢do 5.4 contém as alteragdes no esquema
de integragdo apresentado na secdo 4.2 para levar em conta efeitos térmicos. Na se¢do 5.5 sdo

apresentadas algumas aplicagdes.
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5.1 A DEFORMACAO COMO FONTE DE CALOR

O primeiro principio da termodindmica pode ser escrito
pu=o,D;+pr—gq,, (164)

onde u ¢ a energia interna especifica, p ¢ a densidade de massa, » ¢ a producdo interna de
calor e g; o vetor fluxo de calor trocado com o meio externo ao dominio considerado. o; sdo

as tensoes de Cauchy e D;; o tensor taxa de deformacdo, que pode ser decomposto de forma

aditiva em duas parcelas, uma irreversivel D, ¢ outra reversivel D, sendo que somente esta

ultima provoca tensdes. A equacdo 164 pode ser interpretada como sendo a equagdo que

traduz a conservagao de energia.

O segundo principio da termodinamica, expresso através da desigualdade de
Clausius-Duhem, diz que a taxa de aumento de entropia 77 do sistema material em estudo ¢

sempre maior ou igual a taxa de entrada de entropia no sistema.
—2———q,, (165)

A producio de entropia ¢ dada por (Malvern, 1969)

. T 1 1
kL I B (166)

podendo ser separada em duas parcelas, uma local ;.. € outra relativa a condugao Ycong.

?/ = 7local + 7cond (167)
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Tomando a equagdo 164 e isolando 7, tém-se que

1
p gy p JsJ

Substituindo a equagdo 170 na equagdo 166 resulta

u
ylocal = 77__+_6D
P

Define-se a chamada energia livre de Helmholtz y como

v =yl a,Ty=u-Tn

i b

onde « sdo varidveis internas. A taxa da energia livre de Helmholtz pode ser escrita

= OV e OV OV

= ’ a=u-Tn-T
V= ot T a (
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(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)
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e, da equacao 174, isolando a taxa de entropia resulta

=tV Ty (175)

Tomando a equagdo 172 e substituindo a equagdo 175 resulta

1 ;T
7/10(:01 :Eo-yDy_%_?n (176)

Partindo da fun¢ao energia livre de Helmholtz, é possivel deriva-la em relacdo a 7,

obtendo

e em seguida, empregando a regra da cadeia, obter a taxa da equacdo 177 multiplicada pela

densidade p
pﬁ—pé{‘éz)“7’wa+ R (178)
or\ or or* og"oT ' dadT
Definindo

2
=_T;Z (179)
%=p§ﬁ (180)
&y
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A=-p=+£ (181)

e substituindo as equacdes 179, 180 e 181 na equacdo 178 resulta

" 0o,
pii=pet -0 p

—L D" +—a 182
T or ' or (182)

Tomando a equagdo 168 multiplicada por pT € possivel escrever

PTY o = PTi + pr—g,, =0 (183)

Substitiuindo a equagdo 182 na equagdo 183 obtém-se

801.].

rev 8A 2
oT D; —a—Taj+pr—qj’j =0 (184)

pTylocal_pCT-i_T[

Tomando a equagdo 173, derivando em relagdo ao tempo e multiplicando pela

densidade p obtém-se

. a rey a‘// rev al// r al/j S
=p—vyle o, T} =p| —D" +—T+—a 185
pY =P Vig; j p(ﬁg;@ i Yo Tt (185)

que, considerando as equacdes 179, 180 e 181, pode ser reescrita
py =o,D)" —pnT - Aa (186)

Substituindo a equacdo 186 na equagdo 176 multiplicada pela temperatura 7 e pela

densidade p
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PTY ioear = —JV.DI;eV +Aa+ O'l.le.j (187)
PTY 1eas = ayD;” +Aa (188)

Substituindo a equacdo 188 na equagdo 184 chega-se a

irr . . ao_i] rev aA : _
o,D;" +Aa—pcT+T T D; ——aTa +pr—q,, =0 (189)
- irr . aa?f rev aA :
IOCT=—C]j’j+pV+J!~/-DU +Aa+T a_TDU —a—TOK (190)
Teg +prio D —pe Y OV, (191)
PO T O T g TP gmor TP Baer

: . 0 oy ). o’y
cl=—qg.. +pr+o0.D" —p—|wv-T—— o+ pT ——D% 192
p q]a] p y -y IO 8“ [W 8T j p ag;’e\/aT y ( )
O termo
0 oy |.
P oa {‘” ar} (193

na equacdo 192 representa a energia nao recuperavel armazenada no material, associada ao
aumento de discordancias (Rozenwald, 1997). Tal parcela é da ordem de 5% a 15% da

energia associada a deformacgao plastica. Assim, a equacao 192 pode ser modificada através

Luiz Anténio Braganga da Cunda (cunda@dmc.furg.br) — Tese de Doutorado, Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2006




161

da introdu¢@o de um coeficiente y variavel entre 0,85 e 0,95. Assim, t€ém-se que

. . o’y
pcT = yo DI +pr—gq,, + pT{TJDi’.‘” (194)
a W Geprar |
[rte 52%// rev
i = pr| D] (195)
i

A parcela de calor gerado por deformacgao reversivel (equacao 195) € pequena, sendo
desprezada por alguns autores (Simo e Miehe, 1992). Rozenwald (1997) a considera, para
materiais hiperelasticos ou hipoelasticos plasticamente incompressiveis, alegando beneficios
do ponto de vista de estabilidade no esquema de integracdo da equagdo 194 para a obtengao

das temperaturas.

Alguns autores consideram o acoplamento entre problemas termo-mecanicos ¢ dano
sem levar em conta condu¢do de calor e trocas com o meio, ou seja, processo adiabatico

(Mathur et al., 1994; Norr et al., 1998). Nesse caso, a equagdo 194 ¢ reduzida ficando

pcT = yo, D (196)

5.2 SOLUCAO DOS PROBLEMAS TERMICO E MECANICO

Para resolver a equagdo 194 e determinar o incremento de temperatura, ¢ necessario o
emprego de um processo de discretizagdo espacial associado a um processo de integragdo
temporal, de forma semelhante ao que se fez com a equagdo 46, correspondente a forma fraca

das equagdes de equilibrio.

O acoplamento termo-mecanico fica evidente através de duas equagdes: a equacdo 194

mostra que para a determinagdo do incremento de temperatura € necessario o conhecimento
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da taxa de deformagao plastica. Por outro lado, a taxa de deformagao plastica € obtida a partir
da taxa de deformacdo total, descontando-se a taxa de deformagdo térmica e¢ a taxa de

deformacao eléstica (equagao 334).

Para resolver em conjunto as equagdes resultantes da discretizacdo em elementos
finitos correspondente ao problema termo-mecédnico, duas formas sdo usualmente

empregadas: os esquemas monoliticos ou os esquemas particionados (staggered ou étage).

Os esquemas monoliticos tém como caracteristica o tratamento do problema
termo-mecanico simultaneamente, trabalhando com um sistema de equagdes com graus de
liberdade térmicos e mecanicos, sistema esse nao-simétrico. Além de mais custosos do ponto
de vista do tamanho do sistema de equagdes a resolver, apresentam problemas com relagao ao
tamanho do incremento a ser empregado. A parte térmica pode exigir um incremento bastante
diferente da parte mecanica, e o algoritmo fica limitado pelo menor dos dois. Como

vantagem, apresentam uma grande robustez.

Os esquemas particionados tratam o problema termo-mecanico em duas etapas: uma
etapa mecanica que se desenvolve a temperatura constante, seguida por uma etapa térmica.
Alternativamente, a fase mecanica pode desenvolver-se a entropia constante. Entre outras,
apresentam a vantagem da solucdo de dois sistemas de equagdes menores ao invés de um
maior. Além disso, o sistema correspondente ao problema mecanico pode ser simetrizado.
Outra vantagem seria o fato de poder trabalhar com incrementos de tempo diferentes em uma

€ outra etapa.

O Metafor permite ao usudrio optar entre o emprego de um esquema monolitico ou

particionado (Rozenwald, 1997).

5.3 O EFEITO DA TEMPERATURA NO MODELO DE GURSON

As constantes da superficie de escoamento a; introduzidas por Tvergaard (1981)
representam a maior ou menor influéncia da fragdo volumétrica de vazios e da pressdo sobre a
superficie de escoamento. Nao se encontrou em trabalhos consultados (Zavaliangos ¢ Anand,
1992; Srikanth e Zabaras, 1999; Alegre e Gutiérrez-Solana, 2004) men¢do a uma eventual

dependéncia das constantes o; em fung¢do da temperatura. Além disso, o proprio Tvergaard,
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em um trabalho posterior onde considera acoplamento termo-mecanico adiabatico (Mathur et
al., 1994), trata os parametros a; como independentes da temperatura. Alegre e Gutiérrez-
Solana (2004) consideram o parametro fc como dependente do envelhecimento a altas

temperaturas.

Assim, a0 menos para porosidades abaixo do inicio da coalescéncia, parece razoavel
considerar que o acoplamento entre efeitos térmicos e a superficie de escoamento de Gurson

se d€ apenas através da dependéncia entre a tensdo de escoamento € a temperatura. Assim,

®:1/%Sy5ij -wl{p,o T}, f}o {T}=0 (197)

onde 7 representa a temperatura.

Quanto as constantes elasticas, estas levam em conta a influéncia de temperatura e
porosidade. A influéncia da porosidade ¢ considerada da mesma forma que para problemas

isotérmicos (Stainier, 1996), ficando a dependéncia da temperatura implicita.

4K TG T3 - )

Kirti= AG (T} +3K AT} f (198)
_ G {T}(1- 1)
GUT) = - 6K {T}+12G,{T} ’ (199)
9K, (T} +8G, (T}

O subindice 0 esta associado ao material integro, sem porosidade, com dependéncia

apenas da temperatura.

Para a obtencdo da taxa de deformagdo plastica admite-se plasticidade associada,

assim,
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py=i2% (200)
ao,,

O tensor taxa de deformacdo térmica ¢ obtido empregando a hipotese classica

(Rozenwald, 1997) da variagdo de temperatura provocar apenas deformacao volumétrica,

Dy = pTs, (201)

O fato de se considerar efeitos térmicos ndo altera a consideragdo das tensdes serem
provocadas unicamente por deformacgdes eldsticas (Kleiber, 1991; Zavaliangos e Anand,
1992). Considerando a decomposic¢ao do tensor taxa de deformagao detalhada no apéndice B,
a taxa corrotacional de tensdes de Cauchy em presenca de deformagdo térmica pode ser

escrita

Gy = Hyy(Dy =Dy — Dy) (202)
onde o tensor elastico H ;u carrega os efeitos de porosidade e temperatura, calculado a partir

de G{f, T} e K{f, T} provenientes das equacdes 198 ¢ 199. Um resumo do modelo de Gurson

considerando os efeitos térmicos ¢ apresentado no quadro 5.
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Quadro 5: resumo do modelo de Gurson considerando efeitos térmicos

Comportamento reversivel:

Gy = I:Iijkl(Dkl - Dy _DIZI) I:Iijkl = K{f:T}5g5k1 +2G{f’T}[5ik5jl _%5y5k1]
AKATIG AT (1- f) B G {T}(1-f)
KipTy= AG AT} +3K AT} f G{ﬁT}_1+6Ko{T}+12Go{T}f
9K, {T} +8G, {T}

Comportamento irreversivel:

) :1%31‘/‘5@/ —o{p,o (T}, f}o T}=0

%
o{p,o T} f}= {1 ~2aq, fcosh[w] ta,f’ ]

20 AT}
Sy = 0y ~ P9 P =00
. OD , :

Lei de evolugao da fragdo volumétrica de vazios f:

f:{f,ﬂrfg f<re
fe f>Je

com

2

: 1( e - '

f, = ]:/N2_ exp{ 5 ( £ "o j ]g‘” nucleagdo
syV27m Sy

Sfe =0=1)D; crescimento
Sfe= % g’ coalescéncia
&
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5.4 CALCULO DAS TENSOES E VARIAVEIS INTERNAS

Sejam dois instantes de tempo subseqiientes n e n+1, separados por um intervalo de
tempo A¢. No instante 7 sdo conhecidas todas as grandezas relativas ao problema, quais sejam,
coordenadas, temperaturas, deformacdes e tensdes. No instante n+/ se conhece apenas as
coordenadas e as temperaturas. Busca-se determinar a variagdo nas tensdes ¢ nas demais
variaveis internas quando se passa do instante n ao instante n+/, problema que foi resolvido
para o caso isotérmico na se¢do 4.2.2. O algoritmo apresentado na se¢do 4.2.2 sofre pequenas
alteragdes. E introduzida uma discretizagdo do tipo ponto-médio generalizado para a

temperatura, dentro da filosofia do procedimento apresentado por Zhang e Niemi (1995a),

T,,=0-a), +al

n+l

(203)

com 0 < o<1, de forma semelhante ao que ¢ feito com as tensdes e demais variaveis internas.
A diferenca ¢ que a temperatura 7,.; ¢ conhecida. Assim, ¢ possivel calcular a integral do

tensor taxa de deformacao térmica, para aplicé-la na expressao do previsor elastico.

AE)" = [ Ditdt = pATS,, (204)

t+At A A
(Uij)gﬂ = (O-ij)n +L Hijkl (Dy _DZ )dt = (O-ij)n +szka (AEg _AEg’th) (205)

Caso o previsor de tensdes calculado conforme a equagdo 205 recaia fora da superficie

de escoamento, sera aplicada uma corregao plastica.

t+At A
(O-zj )n+1 = (O-y )Z+l - -[t Hijkl (DIS )dt (206)

O quadro 6 mostra um resumo do esquema de integragdo de tensoes.
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Previsor elastico: (0,0 =(0,), + Hy (AE) = AEN™) .,
Teste da superficie de escoamento: ~ ®{(c),.,.(H,),. T} <0

Se ®{(c;),,.(H,),.T} <0 entdo,

n+l?
T
(O-l/ )n+l = (Gl] )n+1

(Ht)n+1 = (Ht)n

sendo, aplica-se o corretor plastico:

() resolve-se o sistema abaixo, determinando p, € p,
A,p, +4,p, = b
Ayp, +Ayup, =b,

(b)  corrige-se AE, e AE, e ap0s as tensdes e varidveis internas:
AE b= AE , TP,
AE, =AE, +p,
Ppn = pnT+1 +K{f’T}AEp

T (Sij)n+a
(85)na = (85)p0 =3GU TIAE, ———

(AHt)nH = (ht)nﬂz {AEp’AEq’pn+a’(S[j)n+a’(Ht)n+a}

(©) se ®{(0,),,,(H,),,,, T} <0, convergiu. Sendo, vai para (a);
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5.5 APLICACOES

Nesta secdo, estudam-se trés problemas considerando acoplamento entre efeitos
térmicos e dano. O primeiro problema trata da compressao de um cilindro. Mostra-se que o
efeito térmico aumenta o amolecimento introduzido pelo dano. No segundo exemplo,
estuda-se a tracdo de uma barra considerando ou ndo efeitos térmicos. Mostra-se que a
estric¢cdo se forma de maneira natural se for considerado acoplamento termo-mecanico, sem a
necessidade de utilizar entalhes. O ultimo exemplo procura mostrar de forma simplificada a

fragilizacdo que ocorre com metais sujeitos a baixas temperaturas.

5.5.1 Compressao de cilindro

Estuda-se o caso de um cilindro constituido de material elastoplastico com
endurecimento is6tropo, com altura de 36 mm e raio de 9 mm, sujeito a compressao axial
(Cunda et al., 1997). A altura do cilindro ¢ reduzida em 44%, durante 1,6 s. Na determinacao
da configuracdo atualizada emprega-se o algoritmo para andlise dindmica explicita. Admite-se
que todo o trabalho plastico se transforma em calor ¢ que nao ha troca com o meio (processo
adiabatico). Considera-se contato colante na base do cilindro. Emprega-se uma malha de
elementos finitos isoparamétricos de 4 nds e tamanho uniforme. Discretiza-se apenas um
quarto da pega, devido a simetria. Admite-se que, neste exemplo, algumas propriedades
mecanicas do material ndo variam com a temperatura. Sdo elas: £ = 210 GPa, v= 0,28 ¢
densidade p = 7830 kg/m’. A temperatura inicial é de 293 K e o coeficiente de dilatagio
térmica vale f= 15 x 10° K. O calor especifico ¢ vale 460 Jkg'K™' e a condutibilidade
térmica k = 46 Wm'K™'. A tensdo de escoamento inicial ¢,° e o coeficiente de endurecimento
linear 4 sdo termo-dependentes, assumindo os valores apresentados no quadro 7. Os
pardmetros empregados no modelo de dano sdo fy = 0,04; &y = 0,3; sy = 0,1; o= 1,5;

Oy = 1,0.

Apresenta-se a malha inicial e a configuragdo final (figura 63) ap6s a compressao.
Apresenta-se também a evolugdo da forca de compressdo (figura 64), considerando-se
comportamentos elastoplastico com e sem dano e comportamentos termo-elastoplastico com e

sem dano. Os aumentos de temperatura no ponto central do cilindro e na superficie externa, a
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meia altura, s3o mostrados na figura 65. A forca de conformagao (figura 64) e o aumento de

temperatura (figura 65) ndo mudam sensivelmente quando se considera ou nao o dano, devido

a baixa porosidade envolvida no processo (figura 67).

Quadro 7: tensdo de escoamento e parametro de endurecimento

Temperatura (K)

294

383

433

508

573

o’ (MPa) h(MPa)

|

320 350
285 320
265 300
220 250
200 200

2
____________ ¢ d*
h\_\-‘_‘—\—\_
]
o

Figura 63: malha, configuracgao inicial e configuragdo final
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Figura 64: forca aplicada versus tempo
100 — Compressao de cilindro
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80 - - - Termoplastico - ponto 2
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¥
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¥
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Figura 65: aumento de temperatura versus tempo
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Figura 67: porosidade e temperatura finais — termoplastico com dano
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Figura 68: evolucdo da porosidade — termoplastico com dano
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Pela andlise da distribuicdo final de porosidade (figura 67) observa-se que a
porosidade maxima ndo se encontra nem na zona onde a deformacgao plastica ¢ maxima nem
na zona onde a pressdo ¢ maxima, mas numa zona intermedidria entre essas. A figura 68
mostra a evolucdo da porosidade em 4 regides (pontos a, b, ¢ e d da figura 63), na secdo a
meia altura do cilindro. Observando-se a figura 68 ¢ possivel perceber que, na zona central do

cilindro, apds ocorrida a nucleagdo, a porosidade comeca a decrescer devido a compressao.

Os resultados até a figura 68 foram obtidos admitindo-se nucleagdo tanto em tracao
quanto em compressdo. Considerando a possibilidade de nucleagdo apenas em tragdo, a
distribui¢do de porosidade final resulta substancialmente diferente (figura 69). A forca
aplicada praticamente nao difere em relagao ao caso sem dano, novamente devido aos baixos

niveis de porosidade envolvidos.

0.022
0.0z20
0.019
0.017
0.016
0.014
0.013
0.012
0.010
0.004
0.007
0.006
0.004
0.002
0.001

A\
G

Figura 69: porosidade final — termoplastico com dano, nucleagdo em tragao

Considera-se que o procedimento implementado mostra-se capaz de reproduzir o
amolecimento do material causado pelos efeitos de dano e aquecimento, mesmo com a adogao

de um acoplamento simples entre esses efeitos.

5.5.2 Teste de tracao axial

Neste exemplo, estuda-se a tracdo de uma barra axissimétrica. O problema ¢ analisado
segundo quatro abordagens: elastoplastica, elastoplastica com dano, termo-elastoplastica e

termo-elastopléstica com dano (Cunda et al., 1998).

A altura / da barra ¢ de 53,334 mm e o raio Ry de 6,413 mm. E empregada uma malha
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de elementos isoparamétricos de 4 nods, com integracdo reduzida na parte volumétrica
(Q4-VRI). O carregamento ¢ aplicado através de uma velocidade de deslocamento vertical
prescrita nos nds do topo da barra, da ordem de 1 mm/s. Estudam-se trés geometrias: duas
apresentando imperfeicdo & meia altura da barra, na parte externa, com o objetivo de dar

origem a estric¢do, e uma barra homogénea.

Ll

I

a

Figura 70: dimensdes dos entalhes

A imperfeicao ¢ introduzida através de uma variacdo de raio na metade da altura da
barra, sendo o raio menor unico, da ordem de 0,995 Ry. As dimensdes que caracterizam as
imperfei¢des sdo: a = 0,032 mm e b = 0,82 mm (figura 70) para o denominado entalhe 1 e
a =0,032 mm e b = 8,62 mm para o entalhe 2. A relagdo b/h ¢ da ordem de 3,07% para o
entalhe 1 e de 32,3% para o entalhe 2. Na figura 71, mostra-se a malha empregada para

discretizar Y4 da barra, considerando-se a simetria existente.

Figura 71: malha com o entalhe 2 e condi¢des de contorno empregadas
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Assume-se que 90% da energia dissipada por deformacdo plastica se transforma em
calor, que pode ser dissipado pela parede externa vertical da pega (conveccdao). As
propriedades mecéanicas, que neste exemplo se admitem independentes da temperatura, sdo:

modulo de elasticidade £ = 206,9 GPa, coeficiente de Poisson v= 0,3 e densidade p = 7800

kg/m’. A temperatura inicial é 7, or =293 K e o coeficiente de dilatagdo térmica = 10 x 10°
K. O calor especifico é da ordem de ¢ = 460 Jkg'K™' e a condutibilidade de & = 45 Wm 'K
O parametro de convecgdo & 4. = 17,8 W/m’K. Os parametros de dano adotados sdo fy = 0,04,

ev=0,3,sy=0,1, fc=0,55,a;,=1,5, e a,=1,0. A tensdo de escoamento ¢ dada por
0,(T)=0,(T)+(c;(T)— o, (1))l -exp(-6&")]
o) = 6!(T,, )1 - 0.00T - T,,)]

o, (T)=0,(T,

onde o) (T,

»)=450MPa, o (T, )=715MPa, 6 =1693 ¢ T, =293K.

Na figura 72, apresentam-se isolinhas finais de deformacao plastica, pressao, fragao
volumétrica de vazios e temperatura, para andlise termo-elastoplastica com dano sem o

emprego de entalhe.

As curvas carga-deslocamento para algumas combinagdes de tipo de andlise e
geometria sao mostradas na figura 73. Nota-se que as barras com entalhes tém
comportamento diferente da hipotese de analise considerada mais rigorosa, ou seja,
termoplasticidade com convec¢do, dano e sem entalhes. Verifica-se que a presenca dos
entalhes afeta o comportamento pds-pico da curva carga-deslocamento, como relatado por

Garcia-Garino (1996b; 1997).

Observa-se que as barras com entalhe 1 apresentam uma carga critica maior. Isso se

verifica tanto na andlise elastoplastica quanto na anélise termo-elastoplastica (figura 74).

A conclusdo a que se chega ¢ que a introdugdo de entalhes para dar origem a estriccao
introduz perturbagdes consideraveis. Assim, para fugir do efeito introduzido pela presenga dos
entalhes, ¢ conveniente o emprego de uma abordagem termo-elastoplastica, quando entdo a

estriccao se forma de maneira natural.
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Figura 72: isolinhas para analise termo-elastoplastica com dano e sem entalhe
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Figura 73: carga versus deslocamento para material sem dano
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Figura 74: carga versus deslocamento considerando dano

5.5.3 Fragilizagdo por efeito de temperatura

Neste exemplo, simula-se um ensaio de tracdo realizado a diferentes temperaturas em
uma barra axissimétrica. Emprega-se a geometria e propriedades térmicas e mecanicas do
exemplo anterior, variando apenas a temperatura inicial. Emprega-se a barra com entalhe do
tipo 2, também descrito no exemplo anterior. As temperaturas iniciais empregadas sdo de 193

K e 393 K. Apresenta-se, na figura 75, as relagdes carga versus deslocamento obtidas.

Considerando-se as andlises sem dano, observa-se que a carga maxima atingida ¢
maior quando a temperatura ¢ menor, devido ao aumento da tensdo de escoamento. Note-se
que nas andlises sem dano as curvas carga versus deslocamento evoluem de forma
semelhante, o que contraria a menor ductilidade verificada em ensaios a temperaturas mais
baixas. Quando se introduz a consideracdo do dano na analise, observa-se que a declividade
do ramo descendente ¢ menor no caso da temperatura de ensaio maior, o que caracteriza uma
maior ductilidade. Nas figuras 76 e 77 apresenta-se a evolugdo da temperatura na superficie

externa para temperaturas iniciais de 193 K e 393 K, sem considerar dano.
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Figura 75: relagdes carga versus deslocamento para diferentes temperaturas iniciais
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Figura 76: temperatura na superficie externa, a partir da estric¢do, para 7p= 193 K
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Figura 77: temperatura na superficie externa, a partir da estric¢do, para 7p =393 K

5.6 CONCLUSOES

Apresentou-se uma forma relativamente simples de acoplar uma analise
termo-mecanica ¢ o modelo de Gurson. Os resultados obtidos permitem verificar que, com a
consideragao desse acoplamento, ¢ possivel simular um ensaio de tragdo simples sem a
necessidade de um entalhe para dar origem a estriccdo. Tal possibilidade mostra-se
interessante, pois a presenga de entalhes ficticios empregados para originarem a estric¢ao

acaba perturbando a solugao final.

Também se mostra que, com a consideragdo do dano na analise termo-mecanica, ¢
possivel introduzir a fragilizagdo que ocorre quando diminui a temperatura, efeito que sem a

consideragao do dano nao se manifesta.
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6 A INFLUENCIA DA PRESSAO NA NUCLEACAO DE VAZIOS

O modelo de Gurson envolve dois aspectos fundamentais: uma superficie de
escoamento dependente da porosidade e leis para a evolucao dessa porosidade. Admite-se que
a variagdo de porosidade ocorre devido a 3 fendmenos: nucleagdo, crescimento e coalescéncia

de microvazios.

Neste capitulo, pretende-se abordar alguns aspectos dos modelos de nucleagao usados
em conjunto com a superficie de escoamento de Gurson, mostrando algumas inconsisténcias
encontradas quando a pressdo ndo varia de forma mondtona, e propondo algumas formas de

minorar o problema.

6.1 MODELOS USUAIS DE NUCLEACAO

Usualmente em conjunto com a superficie de escoamento de Gurson empregam-se
modelos de nucleagdo baseados em deformagao plastica (Chu e Needleman, 1980), sendo que
dois modelos (Stainier, 1996; ABAQUS, 1992) destacam-se pelo largo emprego. O primeiro
dos modelos, implementado no METAFOR (Stainier, 1996), que considera a taxa de

nucleagdo de vazios independente da pressdo, dada por

f, = A{e"é” (207)
P Sy _l e’ —&y ’
Ale }_SN ﬂexp{ 2( . ” (208)

No modelo de nucleagdo acima, admite-se que a nucleag@o seja independente do fato

de a regido em questdo encontrar-se tracionada ou comprimida. Como uma das causas da
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nucleacao ¢ o descolamento que ocorre na interface inclusao - matriz do metal, parece que tal
fendmeno seja de alguma maneira influenciado pela pressdo hidrostatica. Parece coerente
esperar que o descolamento seja favorecido por tensdes de tragdo na interface, sendo inibido

ou at¢ impedido na presenca de tensdes de compressao.

O segundo modelo de nucleacdo (ABAQUS, 1992; Alegre e Gutiérrez-Solana, 2004)
comumente empregado com a superficie de escoamento de Gurson procura levar em conta a
situagdo mencionada acima. Encontra-se implementado no ABAQUS e ¢ muito semelhante ao
anterior, sendo que a diferenca ¢ uma restricdo a nucleagdo, impedindo que esta ocorra
quando a regido em questao se encontra comprimida. Tal critério estaria em consonancia com
Needleman e Rice (1978), que dizem ser a tensdo na interface matriz-inclusdo proporcional a
pressao. Note-se que apesar de ser um modelo de nucleagdo baseado em deformacao,

apresenta também dependéncia da pressao.

f, = Ateryer (209)

A{g”}:f—Nexp - — sep>0 (210)

Ale?}y =0 sep<0 (211)

Para um estado de tensdes unicamente de tragdo, ambos os modelos fornecem os
mesmos resultados. A diferenca entre um e outro se apresenta quando o material ¢
comprimido durante a etapa de nucleagdo. No caso do modelo implementado no ABAQUS, se
o material atinge uma deformagdo pléstica superior a deformacdo de nucleacdo em
compressdo, ¢ apos € tracionado, € possivel que a nucleagdo ndo se dé. Esse fenomeno foi
primeiro observado ao empregar tal modelo de nucleagdo no estudo de um processo de
hidroconformagdo (Bittencourt et al. ,1998). A simulagdo do processo consiste na aplicacao

de deslocamentos radiais prescritos no contorno externo de uma placa circular ¢ na aplicagao
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de uma pressao de fluido na zona central da placa. Na figura 78, mostra-se o contorno inicial
e a malha final. A pressdo cresce linearmente com o tempo, ndo sendo considerada friccao

entre a placa e a matriz.

Figura 78: contorno inicial e deformada final

Inicialmente chamou aten¢do em tal problema o fato de em uma regido com
deformacao plastica alta (figura 79) e pressao positiva (figura 80), proximo a borda esquerda
da peca, ser encontrada porosidade nula (figura 81). Estudando a historia de pressdes nessa
regido (figura 82), verificou-se que a mesma inicialmente se encontrava comprimida, tendo a

tracdo se dado ao final do processo de deformacao.
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Figura 79: deformacao plastica final
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Figura 81: fragdo volumétrica de vazios final
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Figura 82: pressao proxima a borda esquerda da placa
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Figura 83: deformagdo plastica proxima a borda esquerda da placa
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Procurando confirmar a causa de tal ocorréncia — porosidade nula combinada com
deformagdo pléstica alta — estuda-se o comportamento de um material sujeito a carga ciclica.
Os resultados obtidos na analise de um monoelemento axissimétrico de tamanho unitario,
sujeito a ciclos de carregamento axial, empregando o modelo de nucleagdo implementado no
ABAQUS sao mostrados a seguir. Empregam-se dois tipos de ciclos: o denominado ciclo TC,
iniciando com tracdo, ¢ o denominado ciclo CT, iniciando com compressdo, detalhados na
figura 84. As propriedades do material, admitido como elastoplastico perfeito, sdo:
E =10 GPa, v =0,3 e tensdo de escoamento o, = 70 MPa. A fracdo volumétrica de vazios a
nuclear fy ¢ de 0,04 em uma deformagdo plastica média de nucleacdo gy de 0,3 e com um

desvio-padrao de nucleagdo sy de 0,1.
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Figura 84: deslocamentos impostos nos ciclos TC e CT
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Figura 87: evolucdo da pressdo durante os ciclos TC e CT

Na figura 85, mostra-se a fracdo volumétrica de vazios obtida para ambos os ciclos
(TC e CT). A deformagdo plastica ¢ apresentada na figura 86, enquanto que a pressdo ¢
apresentada na figura 87. Observa-se pela figura 85 que no ciclo TC a fragdo volumétrica de
vazios de nucleacdo ndo se completa, pois antes que isto possa ocorrer, 0 material comeca a
ser comprimido interrompendo a nucleagdo. Comeca entdo uma etapa de decréscimo de

porosidade, que se prolonga até o fim da etapa de compressao.

Analisando-se na mesma figura 85 os resultados de porosidade para o ciclo CT,
verifica-se que o material permanece intacto, sem porosidade. Observando-se as figuras 84 e
87, verifica-se que quando a deformagdo plastica média de nucleagdo gy de 0,3 ¢ atingida, o
material se encontra comprimido. Assim, a nucleacao acaba sendo inibida pela equagao 211.
Quando o material passa a ser tracionado, a equagdo 212 resulta em um valor nulo, pois a
deformacao pléstica ja ¢ muito maior que a deformacao plastica média de nucleagdo (ver

figura 4).

Cabe ressaltar que quando se emprega um material que se admite livre de porosidade
inicial, e por algum motivo ndo ocorre nucleagdo, a superficie de escoamento de Gurson

coincide com a de von Mises. Nao havendo porosidade, seja ela inicial ou nucleada, ndo ha
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crescimento de vazios, pois a equacao 20 resulta nula, uma vez que as deformagdes plasticas
em um material do tipo von Mises se ddo sem mudanc¢a de volume, com o primeiro invariante

do tensor taxa de deformacao plastica nulo.

Para confirmar a nucleagdo como principal fonte das diferengas de comportamento
entre os ciclos TC e CT, analisou-se o0 mesmo problema com a consideracdo de uma
porosidade inicial de 5% e sem nucleagdo. A evolugdo da fragdo volumétrica de vazios em tal

situagdo ¢ apresentada na figura 88.

Assim, quando houver a possibilidade de mudanga do sinal da pressdo durante a
nucleacdo, a resposta obtida empregando o modelo com nucleagdo somente em tracao parece
inadequada. Salienta-se que a alternancia do sinal da pressdo nem sempre ¢ de fécil
identificacao, pois pode ocorrer mesmo quando o carregamento aplicado ¢ monotono, como

no caso da simula¢do do processo de hidroconformacao.
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Figura 88: evolugdo da porosidade durante os ciclos TC e CT (porosidade inicial de 5%)
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6.2 MODELOS ALTERNATIVOS DE NUCLEACAO

Procurando corrigir os inconvenientes mencionados acima, buscou-se modelos
alternativos de nuclea¢do (Cunda e Creus, 1999a; 1999b), ja que na bibliografia consultada
nao foi encontrada referéncia a inconsisténcia mencionada na se¢do anterior, ¢ nem modelos

que cumpram oS requisitos a seguir:

a) tratem a nucleacdo em compressdao de forma diferenciada da nucleacdo em
tracdo, propiciando que a primeira resulte nula ou a0 menos menor que a
segunda. Assim, ficaria coberta a consideracao de nucleagao por descolamento

na interface inclusdo-matriz;

b) tratem de forma adequada a nucleacdo quando ha alternancia do sinal da
pressdo ao longo do processo, propiciando que haja nucleagdo quando o

material € tracionado, a despeito de haver sido previamente comprimido.

6.2.1 Modelo simétrico

O modelo simétrico encontra-se implementado no METAFOR (Stainier, 1996). Nao
apresenta problemas quando ha reversao de carregamento, uma vez que existe nucleagao seja
o material comprimido ou tracionado. No entanto, satisfaz parcialmente os requisitos

anteriores, pois trata a nucleacdo em compressao de forma idéntica a nucleacao em tracao.

1. = A{e"}er (212)

(e")" = (&")" +(Ae")™ (213)

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos quando se emprega o modelo
simétrico descrito acima ao problema apresentado na secdo 6.1. Apresenta-se a fragdo

volumétrica de vazios nucleada (figura 89) e a fragdo volumétrica de vazios total (figura 90).
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Observa-se que a fragao volumétrica de nucleagdo ¢ atingida (figura 89), sendo que a
nucleacdo ¢ governada unicamente pela deformacdo pléstica uniaxial equivalente, ndo

havendo dependéncia da pressao.
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Figura 89: fra¢do volumétrica de vazios nucleada — modelo simétrico
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Figura 90: fracdo volumétrica de vazios total — modelo simétrico
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Quanto a fracdo volumétrica de vazios final (figura 90), observa-se que no caso do
ciclo CT a porosidade final ¢ maior que no caso do ciclo TC. No ciclo CT apds a nucleagao
em compressao segue-se uma fase de crescimento de porosidade em tracao, enquanto que no
ciclo TC apos a nucleacdo em tragdo segue-se uma fase diminuicdo de porosidade devido a

compressao. Além disso, o ciclo CT desenvolve-se com deformacao plastica mais elevada.

6.2.2 Modelo deslocado

O modelo denominado deslocado ¢ muito semelhante ao modelo implementado no
ABAQUS. A diferenga ¢ o parametro que governa a nucleacdao, que neste caso ¢ adotado
como sendo uma deformagdo plastica modificada £7”, obtida a partir da acumulagdo dos
incrementos de deformacdo plastica equivalente que se derem em tragdo. Dessa forma, a
nucleacdo em tracdo ou compressao ¢ tratada de forma diversa, ndo ficando a nucleagao

inibida quando o material ¢ comprimido no inicio da solicitagao.

f, = AEryE (214)

(EN)" = (&) +(ag")™ (215)
(AE?)""' =0 se p"'<0 (216)
(AE?)" =(Ae?)"™ se p"t'>0 (217)

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos quando se emprega o modelo descrito
acima ao problema apresentado na secdo 6.1. Apresenta-se a fracdo volumétrica de vazios

nucleada (figura 91) e a fragcdo volumétrica de vazios total (figura 92).
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Figura 91: fragdo volumétrica de vazios nucleada — modelo deslocado
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Figura 92: fragdo volumétrica de vazios total — modelo deslocado
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Observa-se que a fragao volumétrica de nucleagdo ¢ atingida (figura 91), sendo que a
nucleagdo ¢ governada pela deformagdo plastica uniaxial equivalente £7 e pela pressio.
Quando ha pressao negativa (ver figura 87) a nucleagdo cessa, tornando a crescer quando a
pressao assume valores positivos. A porosidade final (figura 92) resulta maior no caso do

ciclo CT.

6.2.3 Modelo baseado na deformacao plastica principal méxima

Esta proposta emprega como parametro nao a deformacdo plastica equivalente, mas
uma deformagdo plastica &7, obtida por acumula¢do da deformagdo plastica principal

maxima &/ .

A motivacdo para o desenvolvimento desta proposta foi a possibilidade de ocorrer
pressdo negativa com uma ou até duas das tensdes principais positivas, se a tensao principal
de compressdo for suficientemente grande para equilibrar o efeito das tensdes principais
positivas. Nesse caso, poderia haver nucleagdo na direcdo da deformagdo plastica principal

maxima. Assim, emprega-se como parametro de nucleagdo a deformacgao plastica principal

maxima & . Quando o sinal da pressdo troca, o acumulador é zerado.

se p'.p"" <0 entio (£7)' =0 (218)
f,=AtE"el @) =(@")" +((ag")™) (219)
(Aé‘,p)n-%—l =(Aglp)n+l (220)

onde <> ¢ o colchete de Macauley: <p>:%(p+|p|). (Agl)™ & o incremento de

deformacao pléstica principal méxima, calculado usando os autovalores do tensor incremento

de deformagao pléstica, obtido por integracao do tensor taxa de deformacao plastica.
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Figura 93: fra¢do volumétrica de vazios nucleada — modelo baseado em deformagao
plastica principal maxima
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Figura 94: fracdao volumétrica de vazios total — modelo baseado em deformagao plastica
principal méxima
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6.2.4 Qual dos modelos empregar?

Observando-se o comportamento dos modelos descritos nas segdes anteriores (6.2.1,
6.2.2 e 6.2.3), verifica-se que o problema detectado com o emprego do modelo de nucleagao
descrito pelas equagdes 209 a 211 fica resolvido caso se empregue qualquer dos 3 modelos
apresentados. Dos modelos mencionados, o modelo denominado simétrico trata a nucleagao
em tragdo ou em compressao de forma idéntica, o que soa um tanto quanto estranho, nao
devendo todavia ser descartado até que haja uma maior disponibilidade de resultados
experimentais. O modelo deslocado ¢ de facil implementagdo e parece ser uma boa

alternativa, assim como o modelo baseado em deformacao pléstica principal maxima.

6.2.5 Hidroconformagao aplicando os modelos alternativos

Apo6s a implementacao dos modelos alternativos de nucleacao, simula-se novamente o
problema de hidroconformagdo. Trata-se da aproximacgdo axissimétrica inicial empregada no

estudo de um problema tridimensional (Aymone, 2000).

Antes de descrever de forma mais detalhada o problema de hidroconformacgao, cabe
um breve comentario sobre tratamento de problemas envolvendo contato. O Metafor adota o
método da penalidade para resolver problemas de contato. Quando ¢ detectada
interpenetragdo entre a ferramenta e a pega que estd sendo conformada, surgem forcas que
procuram anular essa interpenetra¢do. Para tanto ¢ definida uma penalidade normal a
superficie de contato, que da a magnitude das forgas restitutivas que procuram eliminar a
interpenetragdo. Quanto ao deslizamento entre ferramenta e peca a ser conformada, 3

situagdes podem ocorrer:

a) contato colante: ¢ o que ocorre quando apds as duas superficies (ferramenta e
peca a ser conformada) entrarem em contato ndo se admite que possa ocorrer

escorregamento entre uma € outra,

b) contato deslizante: admite-se que o contato do tipo deslizante ocorre sem atrito

algum entre peca a ser conformada e ferramenta;
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¢) contato com atrito: nessa situacao admite-se a presenga de atrito entre a pega a
ser conformada e a ferramenta. Existem diversos modelos para levar em conta
o atrito (Bittencourt, 1994). Se o atrito for muito grande, o problema tende a
um problema com contato colante; se for muito pequeno, tende a um problema
com contato deslizante. A magnitude do atrito ¢ definida através da penalidade

tangencial: se nula, tém-se contato deslizante.

A peca a sofrer hidroconformacao ¢ uma chapa circular de 50 mm de raio por 1 mm de
espessura. A matriz sobre a qual a pega sera pressionada tem raio de arredondamento de
2 mm. A borda esquerda da chapa sofre um deslocamento horizontal de 25 mm, enquanto que
a borda direita ¢ fixa na direcdo horizontal, podendo deslocar-se livremente na direcdo
vertical. Admite-se contato deslizante. Existe uma pressdo de 8 MPa atuando na face inferior
da chapa, de baixo para cima. Alguns graus de liberdade da face inferior sdo restringidos em

¥, conforme indicado na figura 95.

| 45,25 mm J
T T

")

T

SaEARad wiitkitiaii

50 mm

1

)
[
|0

Figura 95: geometria para simulacao de hidroconformacao

As propriedades do material, admitido como elastoplastico perfeito, sdo: E = 100 GPa,
v =0,3 e tensdo de escoamento o;, = 70 MPa. A fra¢do volumétrica de vazios a nuclear fy € de
0,04 em uma deformacao plastica média de nucleagdo gy de 0,3 e com um desvio-padrao de

nucleagdo sy de 0,1. Emprega-se a; = 1,5 e ap = 1,0.

Analisa-se o problema descrito com os modelos de nucleacdo simétrico e deslocado,
As curvas para pressdo e deformagao pléstica praticamente ndo diferem daquelas apresentadas
nas figuras 82 e 83, obtidas para o modelo em que se tem nucleagdo somente em tragao.

Analisando-se a regido proxima a borda esquerda da placa, apresentam-se as parcelas de
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nucleacao e crescimento da fracdo volumétrica de vazios, e também a porosidade total, para o
modelo simétrico (figura 96). Observa-se que a nucleacdo se completa, mas devido a
compressao, ocorre um decréscimo de porosidade, de modo que a porosidade final resulta

nula.

No caso do modelo deslocado (figura 97), a nucleagao s6 comeca quando a pressao
assume valor positivo. O acréscimo de deformagdo plastica entre o instante em que a pressao
passa a ter valor positivo e o instante final de analise ndo ¢ grande o suficiente para completar
a nucleacdo. Aos vazios nucleados soma-se uma pequena parcela de crescimento, o que leva a
uma porosidade ndo-nula ao final do processo. Nas figuras 98 e 99, apresentam-se as
distribui¢des finais de porosidade, para os modelos simétrico e deslocado, respectivamente.
Observa-se que no caso do modelo deslocado a porosidade proxima a borda esquerda ¢

superior a zero.

0.040 — (
i modelo simétrico
5 nucleagao
0.020 — —5—  crescimento
—af— total

0.000 —

Fracao volumétrica de vazios

-0.020 —

0040 Hegeeoepocopesopecopesopesepesepeceress
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo (s)
Figura 96: fracdes volumétricas de vazios nucleada, por crescimento e total proximas a
borda esquerda da placa (modelo simétrico)

Luiz Anténio Braganga da Cunda (cunda@dmec.furg.br) — Tese de Doutorado, Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2006




197

0.016 —
B modelo deslocado
0.012 — nucleacao
—>—  crescimento
7 —==— total

Fracao volumétrica de vazios

-0.004 | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo (s)

Figura 97: fragdes volumétricas de vazios nucleada, por crescimento e total proximas a
borda esquerda da placa (modelo deslocado)
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Figura 98: fragdo volumétrica de vazios total final (modelo simétrico)
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Figura 99: fragdo volumétrica de vazios total final (modelo deslocado)

6.3 APLICACAO A RUPTURA POR FADIGA DE BAIXO CICLO

Uma extensdo Obvia que surge quando se pensa em carga ciclica, seria a analise de
problemas de fadiga de baixo ciclo, onde a ruptura se d4 com deformagdo plastica

consideravel.

Do ponto de vista de nucleagdo, alguns trabalhos consultados simulam fadiga
empregando o modelo de nucleagdo simétrico (Skallerud e Zhang, 2001; Cedergren et al.,

2004).

Com relacdo aos trés modelos alternativos de nucleacdo, chama aten¢do o fato da
fragdo volumétrica total resultar significativamente diferente ao final do processo (figuras 90,
92 e 94) caso o ciclo seja iniciado com compressdao ou com tragdo. Uma possivel explicagdo
poderia ser o fato do processo de deformacdo se desenvolver sempre a niveis maiores de

deformacao plastica na ciclagem iniciada com compressao, o que pode ser visto na figura 86.

Observando a figura 88, verifica-se que, quando se considera que a porosidade ja
existe no material, a diferenca entre os valores finais de fracado volumétrica de vazios caso se
inicie com tragdo ou com compressao resulta bastante pequena. Ainda assim, caso se inicie
com compressao, a fragdo volumétrica de vazios ¢ maior devido ao processo ocorrer com

deformagdo pléstica maior (figura 86). Entretanto, a influéncia de um processo que se
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desenvolve a uma deformacdo plastica mais alta ndo ¢ tdo grande a ponto de justificar a
diferenca nos valores finais da fragdo volumétrica de vazios para os modelos alternativos
implementados. Tal diferenca parece dever-se as combinacdes do sinal da pressao com o nivel
de vazios. Quando uma configuragdo com razodvel quantidade de vazios ¢ tracionada, o
crescimento de vazios fica favorecido. Assim, ao final do processo a quantidade final de

vazios resulta maior.

Pergunta-se: apesar de justificado, tal comportamento ¢ fisicamente admissivel? Se
estivermos pensando no contexto da fadiga de baixo ciclo, ou seja, quando o material

experimenta certa deformagao plastica sob carga ciclica, a resposta ¢ nao.

Suponha-se uma situa¢do em que determinado componente rompe apos, por exemplo,
100 ciclos. Se essa ruptura for governada pela fragdo volumétrica de vazios, e esta se
comporta de forma bastante diversa caso um ciclo se inicie com tragdo ou compressao, parece

incoerente que a ruptura apos 100 ciclos seja governada pelo sinal do primeiro.

Nas figuras 100 a 103 s3ao apresentados os resultados obtidos para a evolugdo da
fragdo volumétrica de vazios final empregando-se os quatro modelos de nucleagdo em estudo,

submetendo o material a dez ciclos iguais ao da figura 84.

Observa-se que nos modelos alternativos (simétrico, deslocado e baseado em
deformagdo pléstica principal maxima) o dano médio ¢ crescente & medida que aumenta o
nimero de ciclos, podendo chegar a um valor critico que corresponderia a ruptura. Isso ¢ um
primeiro indicativo que os modelos se prestam a simulacdo do fenomeno de fadiga de baixo
ciclo. No modelo simétrico os ciclos desenvolvem-se com um dano mais baixo que nos
demais modelos. No caso do modelo deslocado, a diferenca entre o dano médio nos ciclos CT
e TC é um pouco menor que no modelo baseado em deformagao plastica principal maxima e
menor ainda que no modelo simétrico. Tal diferenca poderia ser um indicativo da influéncia
do sinal do primeiro ciclo no comportamento ao longo do processo: quanto menor a diferenca,
mais proximo do comportamento esperado, ou seja, que um fenomeno verificado ap6s um
nimero grande ciclos se comporte de forma relativamente independente do sinal do

carregamento no primeiro ciclo.
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Figura 100: fracdo volumétrica de vazios total — modelo ABAQUS (10 ciclos)
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Figura 101: fracao volumétrica de vazios total — modelo simétrico (10 ciclos)
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Figura 103: fracdo volumétrica de vazios total — modelo baseado em deformacao

plastica principal maxima (10 ciclos)
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6.4 CONCLUSOES

A maioria das referéncias consultadas aplica o modelo de Gurson considerando
carregamento monotono, sem alternancia no sinal da pressdo. Neste capitulo, procura-se mais
do que tudo chamar atencao para resultados incoerentes que podem ser obtidos quando ha
alternancia do sinal da pressdo durante o processo de solicitagdo. Os modelos propostos antes
(deslocado e baseado em deformacdo plastica principal méxima) sdo uma tentativa muito
ténue de contornar o problema, visto que a caréncia de resultados experimentais e
metalograficos que poderiam embasar modelos mais sofisticados ¢ grande. Os modelos

apresentados sdo modelos bastante simples e de facil implementagdo numérica.

Além disso, o modelo deslocado coincide com os modelos que vém sendo empregados
até entdo (simétrico e ABAQUS) caso haja somente tragdo e ¢ capaz de nuclear vazios apos

uma etapa prévia de compressao.
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7 A FORMULACAO LAGRANGIANA-EULERIANA ARBITRARIA

Neste capitulo, ¢ abordada de forma concisa a formulagdo Lagrangiana-Euleriana
Arbitraria. Ao final, sdo discutidos alguns resultados obtidos com o emprego da versao
tridimensional do METAFOR, empregando a referida formulagdo e o modelo de dano de

Gurson.

7.1 INTRODUCAO

Normalmente em plasticidade com grandes deformacgdes ¢ necessario o emprego de
procedimentos incrementais, tornando possivel a determinagao da historia de tensdes e
deformagdes a que o material ¢ submetido. O célculo das incognitas relevantes ¢ feito a partir
de uma configuracdo de referéncia, empregando-se um sistema de referéncia. Conforme o
sistema de referéncia empregado e o instante em que ¢ avaliada a configuragcdo de referéncia,

sao obtidas as diversas formulagdes empregadas em mecanica computacional.

O sistema de referéncia pode ser considerado fixo no espago (figura 104), sendo
denominado sistema de referéncia espacial (SRE). A formulagcdo que emprega tal sistema de

referéncia ¢ a chamada formulagdo Euleriana (FE).

e e
| 2 t | &2 [+ At
Xof-- Xopb-nneny
5 € ] e
2 o 5 -

Figura 104: ponto P em dois instantes de tempo consecutivos ¢ e ¢ + At, com coordenadas
x (SRE)

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplica¢des



204

Na formulagdo Euleriana a malha de elementos finitos se mantém fixa (figura 105) e
indeformavel, sendo que as particulas materiais se deslocam através dessa malha, passando de
um elemento finito a outro. A FE ¢ bastante empregada em problemas de mecéanica dos
fluidos. Eventualmente pode ser empregada na simulagdo de processos de extrusdo,
apresentando como grande vantagem o fato de a malha nao sofrer distor¢ao alguma. Por outro
lado, para aplicagdes mais gerais no contexto da mecanica dos soélidos, a introdugdo das
condigdes de contorno materiais fica grandemente dificultada, ja& que os limites do corpo

geralmente ndo coincidem com os limites dos elementos finitos.

) 1 +Al

—

Figura 105: formulacdo Euleriana (SRE)

A adogdo de um sistema de referéncia movel no espago, porém ligado ao corpo em
estudo (figura 106), denominado sistema de referéncia material (SRM), conduz a chamada
formulagdo Lagrangiana (FL). Cada né da malha de elementos finitos fica ligado ao mesmo

ponto material (figura 107) ao longo de todo o processo de deformagao.

Xo(t)

x;(t} Xq(t+at)

Figura 106: ponto P em dois instantes de tempo consecutivos ¢ e ¢ + A¢, com coordenadas
x (SRE) e X (SRM)
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A formulagdao Lagrangiana apresenta como vantagem a facilidade na introducao das
condigdes de contorno, visto que um nd inicialmente na fronteira do corpo permanece na
fronteira do mesmo ao longo do processo. Tal formulagdo também se mostra conveniente
quando se deseja estudar a historia de tensdes e deformagdes em um ponto material, uma vez
que tal ponto material esta sempre na mesma posi¢do paramétrica em relacdo aos nos,
situando-se sempre no mesmo elemento finito. O inconveniente do emprego da FL se
manifesta na presenca de grandes deformacdes. Em tal situacdo, algumas regides da malha de
elementos finitos podem experimentar grandes distor¢des, fazendo com que a convergéncia

do problema seja reduzida. Além disso, os resultados obtidos podem ter a precisdo diminuida.

{ 1 +Al

Figura 107: formulagao Lagrangiana (SRM)

E possivel definir pelo menos dois tipos de formulagdo Lagrangiana, conforme o
instante em que é tomada a configuragdo de referéncia. E possivel tomar como configuragio
de referéncia a configuragao inicial do problema, levando a chamada formulacdo Lagrangiana
Total, normalmente empregada em conjunto com leis constitutivas hipereldsticas. Outra
possibilidade ¢ tomar como referéncia a tltima configuracao equilibrada conhecida. Assim ¢
obtida a formulagdo Lagrangiana Atualizada (LA), muito empregada em problemas onde a lei

constitutiva ¢ expressa em funcao de taxas (hipoelasticidade).

Procurando aproveitar as vantagens de cada uma das formulagdes descritas antes,
minorando seus inconvenientes, surgiu a chamada formulacdo Lagrangiana-Euleriana
Arbitraria (LEA), também conhecida como formulacdo Euleriana-Lagrangiana Mixta ou

formulagdo Euleriana-Lagrangiana Arbitraria.
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A formulacdo LEA considera que a matéria se desloca em relagao a malha como em
uma formula¢do Euleriana, sendo que normalmente no contorno ¢ imposta uma restri¢do para
que os contornos da malha e da matéria coincidam ao longo do processo, como em uma
formulagdo Lagrangiana. Quando do emprego da formulagdo LEA ¢ necessaria a
consideragao de um terceiro sistema de referéncia, que nao ¢ fixo no espaco ¢ nem fixo ao

corpo, o chamado sistema de referéncia de calculo (SRC), como se vé na figura 108.

Xo(t)}

x,(tmt)

Figura 108: ponto P em dois instantes de tempo consecutivos ¢ e ¢ + A¢, com coordenadas
x (SRE) e ¥ (SRC)

As formulagdes Euleriana e Lagrangiana podem ser entendidas como casos
particulares da formulacdo Lagrangiana-Euleriana Arbitraria. Fixando-se o sistema de
referéncia de calculo (SRC) no espago, a formulacdo Euleriana ¢ reproduzida. Ligando-se o

sistema de referéncia de calculo (SRC) a matéria, a formulagdo Lagrangiana ¢ reproduzida.

A posicao do SRC pode ser modificada de forma arbitraria ao longo da simulagao, ou
calculada, gerando um conjunto de incognitas adicionais. A forma de determinar o sistema de

referéncia de calculo sera abordada na secao 7.5.

A vantagem do emprego em mecanica dos solidos de uma formulagdo
Lagrangiana-Euleriana Arbitraria em relagdo ao emprego de uma formulacao Lagrangiana ¢
que, como o sistema de referéncia de calculo pode ser escolhido de forma arbitréria, a
distor¢cao da malha de elementos finitos pode ser reduzida, desde que a escolha da posi¢ao dos

noés ao longo do processo seja adequada.
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E importante frisar que, caso a distor¢do dos elementos seja muito grande, a
necessidade de remalhamento ndo ¢ eliminada, sendo no entanto postergada. Tal retardo no
remalhamento se constitui em um fato altamente benéfico, j& que alguns aspectos do
remalhamento s3o bastante dependentes da presenca de um operador qualificado e experiente
(Gadala e Wang, 1999), o que implica em custos. Dentre tais aspectos, € possivel enumerar a
correta definicdo do instante no qual o remalhamento deve ser realizado e a avaliacdo da
qualidade da malha gerada. Assim, Ponthot (1995) salienta que o remalhamento e a
formulacdo LEA devem ser entendidas ndo como técnicas concorrentes, mas como técnicas

complementares.

Na figura 109, ¢ mostrada de forma esquematica a evolu¢do da malha conforme a
formulacdo empregada, considerando as formulagdes Euleriana, Lagrangiana e

Lagrangiana-Euleriana Arbitréria, respectivamente.

1 1 +Al

A
\
\

\
Y

LA

LEA

Y

Figura 109: evolu¢ao da malha conforme a formulagcdo empregada (FE, LA, LEA)
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Do ponto de vista de emprego em codigos de elementos finitos, a formulagdo LEA foi
empregada na mecanica dos sdlidos em conjunto com o método dos elementos finitos
inicialmente por Donea et al. (1982), simulando o fenomeno de interacao fluido-estrutura. As
primeiras aplicagdes a simulacdo de conformagdo mecanica aparecem nos trabalhos de
Haber (1984), Liu, Belytschko e Chang (1986) e Schreurs, Veldpaus e Brekelmans (1986).
Liu et al. (1988) derivam uma matriz tangente empregando um processo de linearizagao
consistente. Huetnik ez al. (1990) aplicam a formulacdo LEA a simulagdo de problemas de
contato. Gadala e Wang (1998, 1999) apresentam uma formulacdo que contempla o caso de

cargas seguidoras.

7.2 CINEMATICA DA FORMULACAO LEA

Na cinemadtica da formulagdo LEA s3o envolvidos trés dominios ou sistemas de
referéncia: o dominio espacial (SRE), caracteristico da formulacdo Euleriana, com
coordenadas espaciais x;; o dominio material (SRM), composto pelas coordenadas materiais
X;, caracteristico da formulagdo LA e o dominio de referéncia ou de céalculo (SRC), com

coordenadas y;.

Para relacionar o movimento da malha com o movimento da matéria ¢ necessario o
estabelecimento de relagcdes biunivocas entre as coordenadas espaciais, as coordenadas
materiais e as coordenadas da malha ou de calculo. Assim, as coordenadas espaciais x; sao
expressas em fun¢do das coordenadas materiais X; e do tempo ¢ (equagdo 221), ou em fun¢do

das coordenadas da malha y; e do tempo ¢ (equacao 222).

x; = x,(X,,1) (221)

x; =x,(x,.1) (222)

Usando as relagdes anteriores, ¢ possivel definir os deslocamentos da matéria u; e da

malha #;, considerando ¢y como o tempo inicial.
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u, (X, 1) =x,(X,,0)-x,(X,, 1)) (223)

(i) = X, (:,0) - %, (X to) (224)

Diferenciando com relagdo ao tempo ¢ as coordenadas espaciais expressas como

fun¢do das coordenadas materiais x,(X,,#) e mantendo fixas as coordenadas materiais X;, a

velocidade da matéria v; pode ser escrita como sendo

VFM — 2 (225)
ot |,

i

De forma similar, diferenciando em relagdo ao tempo ¢ as coordenadas espaciais

x,(x,,t) e mantendo fixas as coordenadas da malha y;, a velocidade da malha v, pode ser

definida como

i 8t i

Xi

V= axi(Xi’t) _; (226)

O ponto cheio () sobrescrito indica derivagdo temporal de uma quantidade referida ao
SRM enquanto que o ponto vazado (-) sobrescrito indica derivagdo temporal de uma
quantidade referida ao SRC. A diferenca entre as velocidades da matéria ¢ da malha ¢

chamada de velocidade convectiva ¢;
c. =V, —V, (227)

De forma a assegurar que os nos externos da malha representativa de um corpo solido
permanecam sobre o contorno do mesmo, o contorno da malha (SRC) e da matéria (SRM)

devem coincidir. Para tanto, Schreurs et al. (1986) sugerem o uso da restri¢ao
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cn,” =0 (228)

onde n;* é o vetor normal ao contorno no ponto considerado. Tal restrigdo inibe movimentos
dos nds de contorno na dire¢do normal a este, sendo que os movimentos tangenciais sao

permitidos.

Para uma func¢do vetorial arbitraria f;, a derivada material no tempo ¢ obtida pelo

emprego da derivada convectiva

s
ot

9
ot

_9
Lot

9 _9
X@xj Ot

9,

+v, —=
6xj

pY

(229)

pY

onde o primeiro termo do lado direito da equagdo contém a taxa local de variacdo da func¢ao f;
na vizinhanga de x;, enquanto que o segundo termo contém a taxa convectiva de variagdo de f;
(gradiente) na vizinhanga de um ponto a medida que ele se move para um lugar onde o valor

da funcgao f; ¢ diferente (Malvern, 1969).

De maneira similar, € possivel definir uma derivada referencial no tempo como

. , Ox ; , , :
% :% +—L %:% +\3}% (230)
ot|, ot ot| ox, ot 7 ox
x V4 J x J
e pela combinagdo das equagdes 229 e 230, a derivada material resulta
v |, o o3
ot|, ot " ox,

X

ou
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f - fi+ ¢ fi (232)

onde o termo mais a direita representa o efeito convectivo devido ao movimento relativo entre

a malha e a matéria.

A equagdo 232 contém dois casos particulares:

a) formulagdo Lagrangiana (v, =V, ): a matéria e a malha deslocam-se juntas;

f=1 (233)

b) formulagio Euleriana (v, = 0): a malha esta fixa.

fi=f+v.f (234)

7.3 EQUACOES DE CONSERVACAO NA FORMULACAO LEA

As leis de conservagdo em forma LEA sdo definidas sobre a configuracdo atualizada a
partir das leis de conservagdao em forma LA (se¢do 3.1), empregando-se a equacdo 232 para
relacionar derivadas temporais SRC e SRM. A conservagao de massa em forma Euleriana ¢

dada por

ptpv, =0 (235)

onde p ¢ a densidade volumétrica de massa e v; a velocidade da matéria. Considerando a

equagdo 232 resulta
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prep, +pv, =0 (236)

A equagdo que expressa a conservacao do momento da quantidade de movimento nao

se altera, j4 que nao envolve derivagao temporal,
o.=0, (237)

sendo verificada de forma trivial se ¢ empregado o tensor de tensdes de Cauchy o, .

A conservagdo da quantidade de movimento, que deve ser satisfeita em qualquer ponto
do interior do corpo, ¢ expressa em forma Lagrangiana através da equacdao de balanco de

momento

o. . +pb =pv, (238)
q,J i i

onde b; sdo as forcas de massa por unidade de volume. Em forma Lagrangiana-Euleriana

resulta

o, tpb = p(\;ﬁcjvi,_/j (239)

As forgas de inércia aparecem do lado direito da equacdo 239. Em problemas
quasi-estaticos, nos quais as forcas de inércia podem ser desprezadas, a equacao 239 para as

formulagdes LA e LEA coincide, resultando entao
c;;+pb =0 (240)

A conservagdo de energia em forma Lagrangiana-Euleriana ¢ dada por
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pz;+ peu;, =o,D, +pr—gq,, (241)

onde u ¢ a entropia, D;; o tensor taxa de deformacdo , r representa a produgdo interna de calor

e ¢; o vetor fluxo de calor trocado com o meio externo ao dominio considerado.

7.4 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais, obtém-se a chamada forma fraca das
equagdes de equilibrio. Assim, tomando a integral da equacdo 239 multiplicada por um

incremento virtual de deslocamentos, chega-se a

J.Vﬁu{ogj, L+ pb, - p(\ji rew,, ﬂdV =0 (242)

que expressa em forma escalar o trabalho virtual realizado pelas for¢as de volume e de

superficie. Empregando o teorema de Gauss, resulta

[ oviduwav+[ pey, duav+| ou,,0,dv =[ pboudv+| 1,6uds (243)

com #; = oy n;. As integragdes sdo realizadas sobre areas e volumes atualizados. Caso ¢; = 0, o

que ocorre em uma formulagdo LA, a equacao 243 reproduz a equagdo 47.

Empregando elementos finitos, a equacdo 243 transforma-se em um sistema de

equacdes para toda a estrutura

Mml VOI+ C I/vl = Rm (244)

ml

onde a matriz de massa e o residuo calculado a partir dos vetores de forcas internas e externas
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tém a mesma forma apresentada na se¢do 3.2. A matriz de convecgao C,; da estrutura € obtida
por montagem a partir das contribui¢des de cada elemento, sendo as contribui¢des

elementares Cj; dadas por

C, = ppcgfdve (245)

A diferenga entre as equagdes 65 e equagdo 244 ¢ o termo convectivo C,,V,, que

complica a resolucdo da equagdo 244. Desprezando os efeitos de inércia, a equacdo 243

assume a forma
R =F™ — F,,i”‘ (246)

idéntica a equacdo 61 para formulacdo LA. Nesse caso, para solucionar a equacdo 246,

emprega-se um método iterativo, como por exemplo o método de Newton-Raphson.

7.5 DETERMINACAO DA CONFIGURACAO EQUILIBRADA

A resolugdo da equagdo 244 em dindmica ou da equagdo 246 em problemas
quasi-estaticos permite determinar a configuracdo equilibrada atualizada, de forma
semelhante ao que acontece na formulagdo LA. Em problemas guasi-estaticos, a equacao 246
¢ solucionada em forma iterativa. E empregado o método de Newton-Raphson, iterando até
que o residuo se anule. O ponto crucial na aplicagdo do método de Newton-Raphson ¢ a
determinagdo do operador tangente, ou matriz de rigidez tangente, que relaciona taxa de

varia¢ao de esfor¢os internos as taxas de deslocamentos.

° int °
F' ==—"_dx, (247)

X,
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ApoOs uma série de consideragdes, Ponthot (1995) mostra que a equagao 247 conduz a

F'" =K x,+KYx, =KSv, + KXy, (248)

onde se identifica uma matriz de rigidez tangente relativa aos deslocamentos da matéria K,

e outra K¢, relativa aos deslocamentos da malha. A equagdo 248 ¢ fundamental na

determinagdo da nova configuracdo equilibrada. Ela mostra que ¢ matematicamente
impossivel linearizar o PTV no contexto da formulacdo LEA empregando unicamente o SRC,
mas que ¢ necessario levar em conta, de forma simultanea, as grandezas referentes ao SRM. A
justificativa é evidente. E possivel verificar o equilibrio estatico de um corpo para o qual se
conhece o campo de tensdes empregando apenas o SRC, mas nao ¢ possivel determinar como
esse equilibrio evolui, pois a evolucdo temporal do campo de tensdes depende das
deformacdes materiais. Liu et al. (1988) apresentam a derivagdo de uma matriz tangente

consistente onde a dependéncia em relacdo ao SRC e SRM também se verifica.

Assim, um elemento finito na formulacdo LEA possui um duplo conjunto de

incognitas, como se vé na figura 110, onde se encontram evidenciados o incremento de

deslocamentos material dx e da malha dx¢ .

dx\}'

X,

Figura 110: incognitas em um no de elemento finito (formulagao LEA)

7.5.1 Resolugdo das equacdes de equilibrio

No contexto do método de Newton-Raphson, a equagdo 248 conduz a

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplica¢des



216

R, =K. dx5 +K)dx) (249)

As matrizes K* e K¢, sdo de ordem n x n, sendo n o nimero de graus de liberdade

da malha. O sistema de equagdes caracterizado pela equacao 248 ¢ entdo um sistema com
nimero de incognitas igual ao dobro do niimero de equacdes. Existem duas formas de
resolver a equagdo 248: ou eliminando incognitas de forma a reduzir seu nimero a metade, ou
acrescentando equacdes de restricdo suplementares capazes de tornar o sistema determinado,
o que corresponde a uma matriz de ordem 2n x 2n. Tal processo ¢ conhecido como processo

de determinac¢ao SRC.

O emprego de um SRC que nao ¢ estabelecido a priori, nem calculado em fungao da

deformagdo da matéria, introduz uma grande liberdade na solugdo do problema. E possivel

fixar a malha no espago (dx,” = 0), reproduzindo a formulagdo Euleriana. Por outro lado, é

possivel fixar a malha a matéria (dx = dx°), reproduzindo a formulagio Lagrangiana.

A determinagdo do SRC de forma a reproduzir as formulagdes Euleriana ou
Lagrangiana representa uma solugdo trivial. E possivel empregar um processo de
determinagdo SRC nao-trivial, considerando a coincidéncia entre as fronteiras da malha e da

matéria (equagdo 228). Os incrementos devem respeitar tal condi¢ao de coincidéncia, assim

(dxC —dx™)-n” =0 (250)

7.5.2 Dificuldades na solug¢do das equagdes de equilibrio acopladas

A solugdo das equacdes de equilibrio quando se emprega o processo geral de
determinagdo SRC, o que corresponde a empregar um sistema de equacdes com 2n
incognitas, apresenta algumas dificuldades na sua implementagdo. A aplicacdo da equagdo
250 introduz algumas complicagdes, fato que leva alguns autores a considerar os nos de

fronteira como puramente lagrangianos, o que simplifica o problema.
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O processo geral de determinacdo SRC deve ser passivel de linearizagdo, podendo-se
entdo calcular uma matriz K°*°, de modo a transformar a equagio 249 em um sistema

quadrado de ordem 2n x 2n. Assim, resulta (Schreurs, Veldpaus e Brekelmans, 1986)

_ (251)

onde se encontram adicionadas as condi¢des impostas pela equagdo 250 sobre as fronteiras.
Estas ultimas impedem a resolucao particionada da equagdo 251, pois se fosse admissivel tal

resolugdo, apos obtidos dx®, nas fronteiras livres teriamos que

dx! -n® =dxt -n® (252)

1 1 1

ou seja, o processo de determinacdo SRC controlaria os deslocamentos da matéria normais a

fronteira, de forma independente do comportamento fisico do problema.

Para contornar tal inconveniente, ¢ necessario resolver a equagdo 249 como um
sistema acoplado com 2n incognitas. Tal procedimento torna-se oneroso em relagdo ao

emprego de uma formulacdo LA, onde o numero de incognitas permanece limitado a n.

Para contornar o problema do duplo conjunto de incognitas, Gadala e Wang (1998)
propdem o emprego de uma combinagdo de interpolacdo transfinita e condensagdo, em nivel

de elemento, que faz com que o numero de incognitas permaneca limitado a .

Além das complicagdes citadas, ha o problema dos termos convectivos nas matrizes de
rigidez K e K°. E necessaria a obten¢do de um campo continuo de tensdes para que possa ser

calculado seu gradiente.

Outra dificuldade provém do fato de dx e dx geralmente apresentarem valores

diferentes em um mesmo no. Isso faz com que, ao longo das iteragdes, um ponto material na

configuragao de referéncia passe a ser caracterizado por dois pontos de Gauss na configuragao
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deformada, um associado ao SRC e outro associado ao SRM, ja que a malha e a matéria se

deslocam de forma diversa.

Figura 111: pontos de Gauss da malha e matéria (formulagdo LEA)

O inconveniente da duplicidade de pontos de Gauss (malha e matéria) ¢ que as
equacdes constitutivas sdo integradas para pontos materiais, enquanto que o equilibrio ¢
verificado sobre a malha. A transferéncia de tensdes da matéria para a malha é possivel,
podendo, entretanto, surgirem falsas descargas elasticas, de origem puramente numérica,

resultantes do processo de transferéncia.

Para avaliar corretamente a variacdo de tensdo para uma dada particula material, &
necessario calcular o incremento de deslocamento apos a tultima configuracdo equilibrada
conhecida. Nio basta simplesmente somar os dx'"’ de cada iteragdo, ja que esses incrementos
de deslocamento referem-se a espacos tangentes diversos (a ultima iteragdo ndo-equilibrada,
que, por definicdo, muda de uma iteracdo a outra). Para calcular o campo de tensdes de
maneira correta, ¢ necessario acompanhar a evolu¢do de particulas materiais que
correspondem geometricamente aos ndés da malha na Ultima configuragdo equilibrada

conhecida. Para cada uma dessas particulas materiais € necessario a cada iteracao:

a) localizar o elemento que a contém, determinando suas coordenadas

isoparamétricas &, € 77,;

Figura 112: n6 material (SRM) em elemento finito da malha (SRC)
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b) atualizar as coordenadas dessas particulas materiais;

X =) g (G e (253)

J

¢) calcular o incremento de tensdes nos pontos de Gauss materiais;
d) transferir o campo de tensdes para os pontos de Gauss da malha;

e) calcular o residuo, e, caso este ndo se anule, executar nova iteragao.

O processo pode ser entendido como um processo desenvolvido com duas malhas:
uma, definida pelas coordenadas de malha (SRC) onde sdo verificadas as equagdes de
equilibrio; a outra, definida pelas coordenadas materiais (SRM) onde sdo integradas as
equagdes constitutivas. Algumas grandezas devem ser transferidas do SRM ao SRC e
vice-versa durante as iteracoes. Uma malha comum ¢ redefinida cada vez que o equilibrio ¢

atingido.

Resumindo, as dificuldades adicionais na aplicagdao da formulagdo LEA acoplada no
tratamento de problemas de mecanica dos solidos envolvendo materiais com comportamento

dependente da historia de deformagdes sao:

a) tamanho do sistema de equacgdes a ser resolvido multiplicado por 2;
b) necessidade de incluir um processo de determinagdo SRC;

c) restrigdes a serem respeitadas sobre as fronteiras livres;

d) presenca de termos convectivos nas matrizes de rigidez tangentes;
e) necessidade de obter um campo continuo de tensdes;

e) necessidade de uma técnica multi-malhas para integrar corretamente as leis
constitutivas, bem como possibilidade de determinar a que elemento um ponto

qualquer da estrutura pertence.
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Essas dificuldades podem ser minoradas empregando-se um método alternativo, a

chamada técnica de separagdo do operador LEA.

7.6 A TECNICA DE SEPARACAO DO OPERADOR LEA

A técnica de separagao do operador LEA permite simplificar a resolugdo das equagdes
de equilibrio e diminuir seu custo, sem abrir mao dos principais beneficios da formulagao
LEA. Inicialmente, para um incremento de carga ¢ efetuada uma etapa puramente lagrangiana
na qual a malha e a matéria encontram-se ligadas. Benson (1989) relata que um algoritmo
empregando separagao de operador normalmente resulta mais econdmico € mais robusto que

um algoritmo que trabalhe de forma acoplada.

Apos atingido o equilibrio, ¢ empregado um processo de determinagao SRC. Adota-se
o método de interpolacdo transfinita, um método de geracdo de malha que trabalha a
topologia constante, gerando a malha em uma regido quadrangular a partir de linhas de
contorno previamente definidas, sobre as quais ¢ fixo o nimero de nds. Definida a nova
malha (SRC), ¢ realizada uma conveccao de grandezas entre as malhas antiga (SRM) e nova

(SRC). A malha nova servird como referéncia (SRM) para o incremento de carga seguinte.

As vantagens da separacao do operador LEA sdo evidentes. Na etapa puramente
lagrangiana, estando a malha e a matéria ligadas, ndo existem termos convectivos. As
equagdes de conservacao ficam grandemente simplificadas. A formulagdo recai sobre a
formulagcdo LA desenvolvida no capitulo 3. O tamanho do sistema a resolver permanece de
dimensao n. O processo de determinagdo SRC pode ser escolhido segundo os requisitos que

se deseje satisfazer, normalmente malha pouco distorcida e uniforme.

7.6.1 Etapa Lagrangiana Atualizada

Na etapa LA, o movimento da malha e da matéria sdo tratados de forma acoplada

(v, =v,). Neste passo, em se tratando de um codigo implicito, calcula-se a matriz tangente

para a solugdo do problema e, ao atingir o equilibrio, a malha obtida ¢ relativamente
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distorcida. A matriz tangente ¢ calculada sem a necessidade de avaliar os termos convectivos

(Ci = 0)

Detalhes na determinagdo da matriz tangente analitica para problemas de contato
podem ser encontrados em Bittencourt e Creus (1998). Em problemas com dano, até a
implementagdo da matriz tangente analitica, emprega-se a matriz tangente obtida por

perturbacdo numérica.

7.6.2 Etapa Euleriana

Apos ser atingido o equilibrio na etapa LA, ¢ executada a etapa Euleriana, onde os nds
da malha sdo realocados de forma a diminuir a distor¢ao dos elementos. Esta realocagdo nodal

equivale a eliminar as incognitas v, da equacdo 248, visto que a posi¢do dos nds da malha

realocada (SRC) ¢ imposta de forma a controlar a deformagcdo da malha e reduzir sua
distor¢do. Ainda na etapa Euleriana os dados (variaveis de estado) sdo transferidos da malha
do passo LA (SRM) para a malha realocada (SRC). Emprega-se como técnica de realocagao
nodal o método de interpolacdo transfinita (Ponthot, 1995). No trabalho de Aymone (2000)
sao discutidas outras técnicas de realocacdo nodal. Segundo Benson (1989), pode ser atingida
uma maior economia se a etapa Euleriana ndo for realizada em todos os passos de carga,
também se for empregado um particionamento na estrutura de modo que somente seja
realizada etapa euleriana onde a malha apresentar distor¢do elevada a ponto de degradar a

convergéncia do problema.

Apos a aplicagdo da realocagdo nodal, a transferéncia de dados da malha LA para a
malha realocada pode ser feita com a aplicagao da derivada convectiva (equagdo 232). Para a

transferéncia de tensdes resulta

] o

O; =0,—C0,, (254)

Tal procedimento ¢ valido se a malha realocada ¢ proxima da malha LA, como sera

visto na se¢do 7.7.1. No passo Euleriano, ndo ¢ verificado o equilibrio, visto que a realocacao
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nodal ¢ realizada freqlientemente, ocasionando uma pequena mudanca de posi¢ao nodal em

cada passo de tempo.

Depois do passo Euleriano, o processo iterativo de calculo continua no passo de tempo
seguinte, onde novamente se utiliza a separacdo do operador LEA. De acordo com Ponthot e
Hogge (1991), a transferéncia de dados da malha LA para a malha realocada pode causar
algum trabalho extra no inicio do passo LA do tempo seguinte, especialmente em problemas

de contato.

Tanto para problemas quasi-estaticos (codigo implicito com matriz tangente) quanto
para problemas dinamicos (codigo explicito sem matriz tangente) ¢ feita a separacdo do

operador LEA.

7.6.3 O método de Interpolacao Transfinita

Na formulag¢do Lagrangiana-Euleriana com separagdo de operador LEA, uma nova
malha de elementos finitos deve ser determinada ao fim de cada etapa LA, ou em intervalos

prescritos pelo usuario do codigo.

E desejavel que a topologia se mantenha constante, ou seja, o nimero de nds, nimero
de elementos e as conetividades ndo variem. Nesse caso, pode-se dizer que a cada ponto de
Gauss na malha antiga corresponde um ponto de Gauss na malha redefinida. Como a
redefini¢ao de malha ¢ feita seguidamente, deve-se empregar um método bastante simples e
rapido. A interven¢do do usudrio deve ser a minima possivel. Um método que satisfaz os

requisitos anteriores ¢ o chamado método da Interpolagdo Transfinita (Ponthot, 1995).

O método de Interpolacdo Transfinita trabalha através do particionamento hierarquico
do dominio em subdominios quadrangulares. A malha ¢ gerada a partir de informagdes nas
faces dessas regides quadrangulares, faces essas denominadas linhas mestras. O niimero de
elementos e o tamanho destes ¢ definido a partir do posicionamento de nds sobre as linhas
mestras. Maiores detalhes sobre o método de Interpolagdo Transfinita podem ser encontrados

no trabalho de Ponthot (1995).
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linha mestra

l

n
regiao \\ J‘
L4
Figura 113: parti¢do hierarquica em subdominios ¢ malhamento transfinito

7.7 TRANSFERENCIA DE DADOS

A determinagdo das tensdes e variaveis internas nos pontos de Gauss da malha
associada ao sistema de referéncia de material (SRM) e a verificacdo do equilibrio para tal
estado de tensdes constituem a etapa Lagrangiana Atualizada do passo de carga. Apds,
segue-se a etapa euleriana, quando € necessario definir uma nova malha de elementos finitos e
fazer a transferéncia de dados da malha referida ao SRM para a malha nova (SRC), que

servird de configuracio de referéncia para o passo seguinte.

O algoritmo para transferéncia de dados entre os sistemas SRM e SRC ¢ executado em

duas etapas:

a) suavizagdo: ¢ a obtencdo de valores nodais para a grandeza a ser transferida, o
que caracteriza um campo continuo sobre o dominio. Para tanto, ¢ aplicado um
processo de minimos quadrados local, como proposto por Hinton e Campbell
(1974). Partindo dos valores da grandeza nos pontos de integragdo, com o
conhecimento das func¢des de forma do elemento, ¢ possivel chegar aos valores
nodais correspondentes. Fazendo a média entre os valores nodais de todos os
elementos que concorrem ao nd obtém-se o valor nodal da grandeza. Segundo

Ponthot (1995), tal técnica evita a obtengdao de valores de tensdo abaixo dos
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reais nas fronteiras do dominio e em zonas muito deformadas. Esse
procedimento ¢ empregado para todas as grandezas que sdo calculadas nos

pontos de Gauss, tais como deformagao plastica equivalente, porosidade, etc...

b) interpolagdo: a partir dos valores nodais de uma grandeza, empregando as
fungdes de forma do elemento ¢ possivel determinar os valores em qualquer
ponto no dominio do elemento. Assim, determinando a que elemento da malha
SRM um ponto de Gauss da malha SRC pertence, ¢ possivel determinar
tensoes, deformacdo plastica, porosidade etc... Caso as malhas SRM e SRC se
encontrem proximas, € possivel empregar um procedimento simplificado

descrito a seguir.

7.7.1 Calculo de campo de grandezas nos pontos de Gauss da malha SRC

,

A transferéncia de dados entre as malhas SRM e SRC pode ser feita de duas formas. E
possivel através da determinacdo do elemento SRM a que um ponto SRC pertence, empregar
as fun¢des de interpolacao do elemento SRM e, com o valor das coordenadas paramétricas do
ponto SRC, obter o valor da grandeza a ser transferida. Tal processo se revela bastante

preciso, porém o preco a pagar € um custo computacional alto.

Caso a distancia entre os pontos de Gauss SRM e SRC seja pequena, particularmente
quando os pontos de Gauss SRC situam-se no interior do elemento SRM (figura 111), ¢
possivel (Ponthot, 1995) empregar para a grandeza a ser transferida um desenvolvimento em
série de Taylor limitada aos termos de primeira ordem. Assim, a grandeza g * na malha SRC é

obtida a partir de g " na malha SRM por

gV =¢g"+dVg (255)

onde d representa o vetor que separa os pontos de Gauss nas malhas SRM e SRC e ﬁg 0

gradiente da grandeza a ser transferida. Esse procedimento encontra-se detalhado no trabalho

de Aymone (2000). Gadala e Wang (1999) empregam procedimento semelhante.
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No inicio de cada passo de carga, os sistemas de referéncia SRM e SRC coincidem.
Para incrementos de carga pequenos, a distancia entre as posicdes SRM e SRC de um ponto
de Gauss sera pequena. Segundo Rozenwald (1996), a precisao da equagdo 255 ¢ tanto melhor
quanto menor for a distancia que separa os pontos de Gauss SRM e SRC, o que pode ser
obtido por incrementos pequenos de solicitagdao, ou por reconstrucao freqiiente da malha, por
exemplo, ao fim de todos os incrementos de carga. A grande vantagem desta forma de
transferir grandezas ¢ nao haver a necessidade de determinar a que elemento SRM pertence
um ponto SRC. Salienta-se que a aplicabilidade de tal processo passa pelo emprego de um

algoritmo de redefinicao de malha que mantenha a topologia constante.

A hipdtese inicial, ou seja, pontos de Gauss SRC e SRM pertencentes a0 mesmo
elemento SRM, deve ser confirmada, para haver a garantia de nao estar sendo introduzido
erro. Uma maneira possivel de fazé-lo, conforme o elemento empregado e o nimero de

pontos de Gauss, ¢ através de inversao paramétrica.

7.7.2 Grandezas a serem transferidas

A escolha das grandezas a serem transferidas para a verificagdo do equilibrio ¢ feita
em funcao da lei constitutiva que governa o material. No caso de materiais hipoelasticos, as
taxas de tensdo sdo obtidas a partir das taxas de deformacdo. As tensdes sdo obtidas
incrementalmente por integragdo das taxas de tensdo. As varidveis internas, deformagado
pléstica equivalente e fracdo volumétrica de vazios, também influem no processo, ja que estdo

presentes na equagao da superficie de escoamento.

As variaveis a serem transferidas para a verificagdo do equilibrio mecanico serdo,

entdo, tensdes de Cauchy, fracdo volumétrica de vazios e deformagao plastica equivalente.

Para problemas onde héd acoplamento termo-mecéanico, ¢ necessaria também a
transferéncia da temperatura, ja que a verificacdo do equilibrio térmico sera realizada através
da lei de Fourier, que relaciona o fluxo de calor ao gradiente de temperatura. Além disso, em
func¢do do algoritmo de calculo de temperaturas adotado, os valores finais das temperaturas ao
final de um incremento temporal servem como valores iniciais para o incremento seguinte

(Rozenwald, 1996).
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Em caso de problemas dinamicos, ¢ necessario transferir a densidade para reavaliar a
matriz de massa da estrutura. Se o material for quasi-incompressivel ¢ possivel reavaliar a
matriz de massa empregando a densidade inicial. Também devem ser transferidas as
velocidades e aceleragcdes nodais. Ponthot (1995) emprega um método simplificado
simplesmente transferindo as velocidades e aceleragdes nodais de uma malha a outra e

informa que tal técnica apresenta boa conservagdo de energia cinética.

O quadro 8 apresenta as etapas desenvolvidas na solu¢do de um problema empregando

a formulagdo LEA conforme implementada no Metafor.
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Quadro 8: etapas para o emprego da formulagao LEA

1 INICIALIZACAO - Entrada de dados: instantes inicial (°¢) e final (/¢ ), geometria (nos
e elementos), condigdes de contorno, cargas, leis constitutivas, matrizes de conformagao
(contato).

2 OPERADOR LEA

2.1 Passo LA

="t 4 At lago sobre o passo de tempo
2.1.1 Aplicar o método de Newton-Raphson ou Diferencas Centrais para, a partir da

configuragio de referéncia "X ="X, encontrar uma nova configuracio instantinea
lX — n+1X )
2.1.2 Calcular o gradiente de deformagao espacial *"'F .
00X
D
2.1.3 Calculo das tensdes de Cauchy 'o
2.1.3.1 Calcular a matriz *'U

U ="' FT'F |, que requer o calculo de autovalores e autovetores
2.1.3.2 Calcular 'R

0-1 R=071U71 Ole
2.1.3.3 Obtengao das tensdes corotacionais de Cauchy '

n+l

, ""F=""R"'U ,com 'R e *'U tensores de rotagdio e deformacio pura

) , L. _ _ _ 1 _
previsor eldstico: pezop +K© 1E£N,c; S;’CZOS; +2G° IE;N,C com ° lElfN,c :Eln[o IUZ]

aplicagdo do corretor pléstico, fornecendo os valores de 's;, 'p, 'f, '¢”

rotacdo das tensdes corotacionais '¢¢ através de 'e=""R'c‘*"'R" obtendo 'o
2.2 Passo Euleriano
2.2.1 Realocagao Nodal
2.2.2 Corregdo da posi¢do dos nos de contato, se houver
2.2.3 Transferéncia de dados da malha LA para a malha realocada

3 AVALIACAO DA DISTORCAO E DO ERRO (pés-processamento)
4 SE "'t </t VAI PARA O PASSO 2, SENAO
5 FIM
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7.8 APLICACOES

Nesta secdo, estudam-se algumas aplicagdes buscando mostrar as vantagens do
emprego de uma formulagdo LEA e de um programa tridimensional. Estuda-se o dobramento
de uma barra retangular, onde se mostra que a aproximacao bidimensional ¢ inadequada para
simular o problema. Estuda-se também a tragdo de uma barra de se¢do quadrada, onde se
mostra que o emprego da formulagdo LEA fornece resultados diferentes da formulagao LA.
No ultimo caso estudado, o puncionamento de um bloco clibico por uma esfera rigida,
mostra-se que o emprego da formulagdo LEA permite atingir o final da simulagdo, o que nao

ocorre ao empregar a formulagdo LA, devido a distor¢ao excessiva dos elementos.

7.8.1 Dobramento de barra retangular

Este exemplo (Bittencourt, 1994) trata do dobramento de uma barra retangular que se
apoia em uma matriz fixa. A barra tem profundidade de 8 mm, altura de 3 mm e comprimento
de 48 mm. Ao modelar a barra leva-se em conta a simetria em relagdo aos planos XZ e YZ. A
figura 114 mostra uma vista do plano YZ, onde aparece a malha inicial tracejada, a deformada
final em traco cheio e as duas matrizes. A matriz inferior ¢ fixa e a superior modvel,

experimentando um deslocamento vertical de 11 mm.

Figura 114: esquema indicando a densidade de malha, as matrizes e as posi¢oes
inicial e final da malha
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As matrizes possuem um angulo de abertura de 83°. O raio de arredondamento do
vértice da matriz superior ¢ de 2 mm, enquanto que o raio na concordancia entre os planos da

matriz inferior ¢ de 1 mm, este ultimo ndo indicado na figura 114

As propriedades do material sdo: modulo de elasticidade £ = 210 GPa, coeficiente de
Poisson v = 0,3 e tensio de escoamento o, = g (1 + h &%), com &,” = 400 MPa e

h = 210 MPa. O contato ¢ modelado como sendo do tipo deslizante, empregando-se

penalidade normal k£ =350 GPa.

Inicialmente, analisa-se o problema como estado plano de deformacdes, empregando a
versao bidimensional do Metafor. Os parametros de dano empregados nessa analise foram de
a1=15, a,=1,0, fy =0,04, ey=0,2 e sy = 0,1. Apresentam-se as distribuicdes de pressao
(figura 115), deformacdo plastica (figura 116) e porosidade (figura 117), empregando
formulacido LA e o modelo de nucleagdo deslocada em compressdo. Observa-se que a
porosidade surge onde se tem deformagao plastica e pressdo mais altas, sendo originada quase
que totalmente por nucleagdo, ja que a deformagdo pléstica final ndo ¢ tdo alta assim em

comparac¢do a deformagdo plastica de nucleag¢do e ocorre em uma zona bastante limitada.

Apos, o0 mesmo problema foi analisado empregando formulagdo LEA. Os resultados
obtidos para pressao (figura 118), deformagao plastica (figura 119) e porosidade (figura 120)
sao apresentados. Observa-se que apesar de alguma diferenca encontrada nos valores de
pressdo e deformagdo plastica, os valores da porosidade resultam praticamente idénticos para

ambas as formulagdes.

. 129.2
99.6
= 700
— 404
— 108
— -187
— 483
= .77.9
— -107.5
1 1371
— -166.8
-196.4
-226.0
-255.6
-285.2

Figura 115: distribuicdo final de pressdo — EPD (LA)
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Figura 116: distribui¢ao final de deformacao pléastica — EPD (LA)

0.011

0.008
0.004

Figura 117: distribuicdo final de porosidade — EPD (LA)

-258.7
-293.6
-3284
-363.3

1 -154.1

—1 -189.0
—1 -223.8

Figura 118: distribuigdo final de pressao — EPD (LEA)
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0.055
0.051
0.048
0.044
0.040
0.037
0.033
0.029
0.026
0.022
0.018
0.015
0.011
0.007
0.004

Figura 120: distribuicdo final de porosidade — EPD (LEA)

A seguir ¢ feita a analise tridimensional, inicialmente empregando a formulacdo LA

sem dano. As restrigdes em X situam-se somente na face posterior.

Apresenta-se na figura 121 a deformada final e um detalhe da secdo localizada sobre o
plano XZ. Como o problema nao estd mais confinado na direcdo X, a zona comprimida em
contato com o vértice da matriz superior tem sua largura aumentada, enquanto que a parte
tracionada inferior tem sua largura diminuida. Esse efeito ¢ conhecido como curvatura
anticlastica, fazendo com que nem toda a parte superior da barra fique em contato com a
matriz superior. Isso se revela na distribuicao de pressdes (figuras 122 e 123). A falta de

restricdo em X na andlise tridimensional ocasiona diferenca consideravel nos valores de
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pressdao, em relagdo aos valores obtidos através da analise bidimensional. A distribuicdo de

deformacdo plastica ¢ apresentada nas figuras 124 e 125.

Figura 121: deformada final e detalhe evidenciando a curvatura anticlastica — LA

Os resultados obtidos para pressdo (figuras 126 e 127), deformacao plastica (figuras
128 e 129) e porosidade (figuras 130 e 131) considerando dano sdo apresentados a seguir.
Observa-se que a porosidade resulta superior em relacdo aquela obtida na andlise

bidimensional.

Fica clara a inadequagdo do emprego de uma aproximagao bidimensional para simular
este problema. A aproximacdo bidimensional leva a uma zona de contato entre peca e
ferramenta completamente diferente da obtida empregando aproximagdo tridimensional.
Assim os valores de pressdao e porosidade também resultam diferentes conforme a

aproximacao empregada.
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Figura 123: detalhe da distribuicao final de pressdo — LA sem dano
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epl
0.69
0.64
0.60
0.55
0.51
0.46
0.41
0.37
0.32
0.28
0.23
0.18
0.14
0.09
0.05

Figura 125: detalhe da distribuicdo final de deformacao plastica — LA sem dano
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Figura 127: detalhe da distribui¢@o final de pressdo — LA com dano

O Modelo de Gurson para Dano Ductil: Estratégia Computacional e Aplicagdes



236

Figura 129: detalhe da distribuicao final de deformagao pléastica — LA com dano
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Figura 131: detalhe da distribuig¢@o final de porosidade — LA com dano

wf
0.082
0.077
0.071
0.066
0.060
0.055
0.049
0.044
0.038
0.033
0.027
0.022
0.016
0.011
0.005
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7.8.2 Tragdo em barra de se¢do quadrada

Este exemplo trata da tragao axial de uma barra de secdo quadrada. A barra tem secao
transversal de 2 x 2 mm e altura 8 mm. Devido a simetria em relagdo a trés planos ortogonais

¢ possivel discretizar apenas 1/8 da barra. O material da barra apresenta moddulo de
.. _ ~ _ o o 0 o’

clasticidade £ = 210 GPa ¢ tensdo de escoamento dada por o, =0 +(0, —o,)1-e” ),

com O'yo = 500 MPa, af =700 MPa e 6 = 16,93. As constantes de dano utilizadas sdo: a1 =

L,5; a,=1,0;fy =0,05; en=0,3; sy =0,1;fc =0,15e Ac =0,3 .

Figura 132: malhas inicial, final (LA) e final (LEA)

As distribuigdes de deformacao plastica (figura 134), pressdo (figura 135) e fracdo
volumétrica de vazios (figura 136) correspondem a ultima configuracao equilibrada obtida,
que se da niveis diferentes de deslocamento, como se pode ver pela figura 133, que mostra as
curvas carga versus deslocamento para analises Lagrangiana Atualizada (LA) e Lagrangiana

Euleriana Arbitraria (LEA).

Observa-se que, empregando a formulacdo LA, os elementos na zona de estriccao
apresentam uma menor qualidade (figura 132b) em relacdo aos obtidos empregando a
formulacao LEA (figura 132c). A distribuicdo de deformacdo plastica final (figura 134) se
mostra algo diferente conforme a formulacdo empregada, mais uniforme quando se emprega
formulacdo LEA. No caso do emprego de formulacdo LA, os valores mais elevados de
deformacdo plastica ndo se encontram sobre o eixo longitudinal. Salienta-se que as

configuragdes apresentadas na figura 134 referem-se a niveis de solicitacao diferentes.
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_ 1500 —
<
© i
o
@© LA - sem dano
(@) .
1000 — LEA - sem dano . .
LA - com dano \
N \
LEA - com dano \
500 — \\
0 | | | |
0.0 04 0.6 0.8 1.0

Deslocamento (mm)

Figura 133: curvas carga versus deslocamento (LA ¢ LEA)

epl
1.20
1.11
1.03
0.94
0.86
0.77
0.69
0.60
0.51
0.42
0.34
0.26
0.7
0,09
0.00

Figura 134: deformacao pléstica final (LA e LEA)

A distribui¢dao de pressdo (figura 135) na se¢do de estriccdo, nas formulagdes LA e

LEA, se mostra dependente da fragdo volumétrica de vazios, ou seja, onde a porosidade ¢

baixa (material menos degradado) a pressao ¢ alta. Em zonas de porosidade alta o material se

encontra degradado, incapaz de resistir a solicitagdes, levando a uma pressao baixa.
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pres

300.0 300.0
2571 2571
214.3 2143
171.4 171.4
1286 128.6
85.7 85.7
42.9 429
0.0 0.0
429 -42.9
-85.7 I
1288 1286
AT14 171.4
.214.3 214.3
257 1 2571
-300.0

-300.0

0.60
0.56
0.51
0.47
0.43
0.39
0.34
0.30
0.26
0.21
017
0.13
0.09
0.04
0.00

Figura 136: fracdo volumétrica de vazios final (LA e LEA)

A distribuicao de porosidade (figura 136) mostra que no caso da formulagdo LA esta
encontra-se mais disseminada ao longo do eixo longitudinal da barra. No caso da formulagao
LEA, hd uma concentragdo de porosidade na sec¢do de estric¢do. Tal fato esta ligado a posicao
dos pontos de Gauss dos elementos conectados a secdo de estriccdo. Na formulagdo LA, onde
os elementos resultam mais alongados, os pontos de Gauss afastam-se da se¢ao de estriccao,

levando a uma distribuicao da porosidade ao longo do eixo longitudinal da barra analisada.
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7.8.3 Puncionamento de bloco

Este exemplo trata do puncionamento axial de um bloco cubico metéalico por uma
esfera rigida. Olmi (1997) e Aymone (2000) estudam problema semelhante, porém
comprimindo um cilindro com uma esfera. O bloco possui altura de 100 mm e se¢cdo quadrada
de 140 mm de lado. O pungdo esférico possui raio de 50 mm, deslocando-se verticalmente
segundo o eixo vertical. O deslocamento previsto para a esfera ¢ de 50 mm. Neste caso,

devido a dupla simetria do problema, apenas % do bloco ¢ modelado.

O contato entre o puncao rigido e o bloco ¢ admitido como sendo do tipo deslizante,

com penalidade normal de 618 MN/m. Os pardmetros do material constituinte do bloco sao:

E =206 GPa, v= 103, p= 7500 kg/m’, o, =0 +he’, o) = 346,4 MPa, h = 138 MPa,

a1=15, a,=1,0,fy =0,04, ey=0,5, sy =0,1, fc = 0,15 e Ae =0,3.

O contato com o pung¢do se dd na face superior do bloco. As condigdes de contorno na
face inferior do bloco correspondem a deslocamento vertical nulo e deslocamento horizontal
livre. Modela-se apenas 4 do bloco, impondo como condi¢do de contorno nos planos de

simetria deslocamentos normais a estes nulos.

Inicialmente, ¢ feita uma analise elastoplastica empregando a formulacdo LA, situacio
em que o problema ndo avanca além de 82 % do deslocamento total previsto para o puncgao,
devido a distor¢do excessiva dos elementos. Empregando a formulagdo LEA o problema
prossegue até o final. Na figura 137, apresenta-se a deformada final, obtida empregando
espelhamento duplo da malha correspondente a aplicagdo da formulagdo LEA. Na figura
138a, ¢ mostrada a malha LA correspondente a 82% de deslocamento do puncdo e na figura

138b, a malha LEA correspondente a 100% de deslocamento do puncao.

Na zona onde se dd o contato com o pun¢do, a malha apresenta elementos com uma
forma bastante melhor quando se emprega a formulagdo LEA (figura 138b) em relagdo ao
resultado obtido empregando a formulacdo LA (figura 138a). No caso do emprego da
formulag¢ao LA, outro problema se manifesta: devido ao afastamento muito grande entre os
n6s da malha LA na zona de contato, esta comega a fugir da forma esférica, assumindo uma

forma poliédrica.
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Figura 137: deformada final (LEA)

e ———

(b)

Figura 138: deformadas finais empregando formula¢des LA e LEA

Apresenta-se na figura 139 a pressdo e deformacdo plastica atingidas, a 82% do

deslocamento previsto do puncao para a formulagao LA e na figura 140 as mesmas grandezas

para 100% do deslocamento do pungdo para formulagdo LEA. Observa-se que, apesar de

corresponderem a niveis de puncionamento diferentes, as distribuicdes de deformacao plastica

Oes plasticas elevadas na zona de contato com o

guardam semelhanga, apresentando deformag

O pico de deformagao pléstica presente na figura 139 muito provavelmente se deve a

puncao.
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distor¢do excessiva dos elementos da malha correspondente a formulagdo LA, uma vez que

ndo se manifesta na figura 140.

pres epl

| 154.4 4.10
, , 1 120.4 3.82
86.5 3.55

‘ 52.5 3.28

1 18.6 3.01
" -15.4 273

i -49.4 246

l" -83.3 2.19
-117.3 1.91

ll -151.2 1.64

-185.2 1.37

-219.1
-253.1
-287.0
-321.0

1.09
0.82
0.55
0.27

Figura 139: pressao e deformacao plastica a 82% do puncionamento previsto (LA)
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1.90
1.76
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146
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0.29
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A

-19.6
-50.8
-82.1
-113.3
-144 6
-175.8
-207.0
-2383
-269.5

S

Figura 140: pressao e deformagao plastica finais (LEA)

A andlise com dano ¢ realizada empregando-se os modelos de nucleacdo deslocado,
simétrico e com nucleagdo somente em tragao. Quando se emprega formulagdo LA na analise
com dano, o problema s6 admite de 78% (modelo simétrico) a 80% (modelos deslocado e
com nucleagdo somente em tragdo) de deslocamento do punc¢do. Com a formulagcdo LEA ¢
possivel atingir 100% do deslocamento previsto para o pun¢do, com qualquer dos modelos

utilizados. Apresentam-se, nas figuras 141 e 142, os valores de pressdo e deformacgao plastica
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com dano empregando formulacdo LA e modelo de nucleagdo simétrico. Com os outros
modelos de nucleagdo empregados ndo ha alteracdo na distribui¢do de pressdo. Quanto a
deformacgdo plastica, a distribuicdo é a mesma, apenas o valor do pico se altera. Saliente-se
que tal pico ¢ um valor espurio que aparece devido a distor¢do excessiva dos elementos na
zona de contato. A diferenga em seu valor é considerada irrelevante, uma vez que sua
presenca ja caracteriza erro. Nas figuras 143, 144 e 145 apresentam-se as distribuicdes de
porosidade para os modelos de nucleagdo simétrico, deslocado e com nucleagdo somente em

tracao.

Figura 141: pressao a 78% do puncionamento previsto, nucleagdo simétrica (LA)
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®
=

4.93
4.60
4.28
3.95
3.62
3.29
2.96
2.63
2.30
1.97
1.64
1.32
0.99
0.66
0.33

Figura 142: deformacdo plastica a 78% do puncionamento previsto, nucleagdo simétrica (LA)

Figura 143: porosidade final, nucleagao simétrica (LA)
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wvf
1.630E-04
1.521E-04
1413E-04
— 1.304E-04
— 1.195E-04
— 1.087E-04
= 9.780E-05
— 8.693E-05
— 7.607E-05
— 6.520E-05
— 5433E-05
4.347E-05
3.260E-05
2.173E-05
1.087E-05

Figura 144: porosidade final, nucleagdo deslocada (LA)

z

%

wvf
0.012
0.012
0.011
— 0.010
— 0.009
— 0.008
— 0.007
= 0.007
— 0.006
— 0.005
— 0.004
0.003
0.002
0.002
0.001

Figura 145: porosidade final, nucleagdo somente em tragao (LA)
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Empregando formulacdo LEA as distribui¢cdes de pressao e deformacgao plastica sao
quase idénticas para qualquer dos modelos de nucleacdo empregados. A deformagdo plastica
se mostra quase uniforme na zona de contato com a esfera, sem a presenga do pico verificado
ao empregar formulacdo LA. Os resultados obtidos concordam em sentido qualitativo com os
resultados para puncionamento de cilindro por esfera, sem dano, obtidos empregando
simulagdo tridimensional e formulagdo LEA por Aymone (2000) e mediante emprego de
remalhamento em simulagdo bidimensional por Olmi (1997) e Stainier (1996).
Apresentam-se, nas figuras 146 e 147, as distribuicdes de pressdo e deformacdo plastica

obtidas empregando o modelo deslocado.

Os resultados de porosidade dependem do modelo de nucleacdo empregado. Pode-se
dizer que a porosidade obtida com a formulagao LEA (figuras 148 a 150) ¢ uma evolugdo da
porosidade obtida com a formulagdo LA (figuras 143 a 145). Quando o modelo de nucleagdo
simétrico ¢ empregado, tem-se como que uma casca enfraquecida abaixo da zona de contato
(figuras 143 e 148). O modelo com nucleacdo somente em tragdo (figuras 145 e 150) origina
porosidade em uma zona mais limitada que a verificada empregado o modelo simétrico. Na
zona onde se tem porosidade maxima ao empregar o modelo com nucleacdo somente em
tragdo (figura 150), também se tem um nivel razoavel de porosidade ao empregar o modelo

simétrico (figura 148).

Ja o modelo deslocado mostra uma distribui¢do de porosidade (figuras 144 e 149)
diferente dos demais. Os maiores valores de porosidade encontram-se na superficie externa do
bloco em uma zona tracionada mas pouco deformada plasticamente, o que justificaria os
baixos valores de porosidade observados. Chama atenc¢do a auséncia de porosidade na zona

onde se tem a porosidade maxima no caso do modelo de nucleacao somente em tragao.

A diferenga na distribuicdo de porosidade, conforme o modelo de nucleacdo
empregado, sugere a necessidade de uma investigagdo metalografica detalhada, que pode
fornecer elementos para avaliar a qual o modelo de nucleagdo mostra-se mais adequado para

simular esse problema.
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Figura 147: pressao final, nucleagdo simétrica (LEA)
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6.29E-04
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Figura 149: porosidade final, nucleagcdo deslocada (LEA)
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wi
0.0072
0.0067
0.0062
0.0057
0.0053
0.0048
0.0043
0.0038
0.0034
0.0029
0.0024
0.0019
0.0014
0.0010
0.0005

Figura 150: porosidade final, nucleagdo somente em tracao (LEA)

7.9 CONCLUSOES

A possibilidade de empregar uma simulagdo tridimensional ¢ altamente benéfica,
podendo modelar situagdes que a aproximacdo bidimensional ndo consegue resolver, ou

resolve de forma inadequada, como no caso do dobramento da barra retangular.

A formulagdo LEA em alguns casos mostra-se muito vantajosa, como no caso do
puncionamento do bloco, possibilitando que a simulagao prossiga até o final, o que ndo ocorre
com o emprego da formulacdo LA. No estudo do dobramento de barra retangular modelada
em 2D, o emprego da formulagio LEA ndo trouxe ganho, até por que a distor¢do dos

elementos ndo se mostrou grande.
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8 APLICACAO A ESPUMAS METALICAS

Entende-se por espuma metalica o material composto por uma matriz metalica com
vazios internos. Uma espuma metalica pode ser formada por células abertas (figuras 151a e

152) ou fechadas (figura 151b), conforme o processo de producao adotado.

(a) (b)

Espumas metalicas tém comportamento mecanico e propriedades fisicas que diferem
fortemente dos materiais solidos. Apresentam combinagdes interessantes de propriedades,
como por exemplo, altas rigidez e resisténcia combinadas com peso especifico baixo,

permeabilidade a gases combinada com alta condutividade térmica.

Segundo Queheillalt et al. (2002), as propriedades de uma espuma metalica dependem
do tipo de célula, se aberta ou fechada, do metal componente da matriz metélica, da densidade
e da maneira como o metal se distribui na célula. Espumas metalicas de célula fechada tém

como propriedades alta rigidez e alta resisténcia em relacdo a baixa densidade. Além disso,
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apresentam excelente isolamento acustico e baixa condutibilidade térmica, quando se toma
por referéncia o metal que da origem a espuma. Espumas de célula aberta t€tm como
propriedades valores menores de rigidez e resisténcia quando comparadas as espumas de
célula fechada, apresentando uma propriedade interessante: admitem a passagem de fluidos

pela estrutura aberta, podendo ser empregadas para dissipar calor.

Evans et al. (1999) apresentam como propriedades das espumas metalicas, além das
descritas antes, baixo custo de produgdo, durabilidade frente a intempéries e retardo na

propagacao de incéndios.

Em funcdo das propriedades mencionadas, as espumas metalicas tém sido
crescentemente empregadas na industria automotiva, especialmente como parte dos
equipamentos de seguranga passiva, atuando como absorvedoras de impacto. As
caracteristicas de baixo peso, isolamento acustico, baixa condutibilidade térmica e

amortecimento de vibragdes sdo bem-vindas.

Na industria aeroespacial, os painéis sanduiche contendo espumas metalicas (figura
153) tém sido empregados em substitui¢do aos painéis do tipo honeycomb, pela economia e

pela flexibilidade de forma (Banhart, 2001).

Figura 153: painel sanduiche com espuma metalica em seu interior (Banhart, 2001)

A caracteristica das espumas metalicas de célula aberta de permitirem passagem de
fluido em seu interior possibilita que sejam usadas em trocadores de calor. Podem servir para

resfriar um equipamento ou aquecer um fluido.

Na figura 154, mostra-se uma curva tensao versus deformagdo genérica para uma
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espuma metalica em compressdo. Identifica-se uma zona 1, onde o comportamento ¢ do tipo
elastico linear. Aumentando a deformagdo, segue-se uma zona de transi¢ao (zona 2), onde se
tem plasticidade. Apds, identifica-se um patamar (zona 3) que cobre um amplo espectro de
deformacgdo, no qual a tens@o se mantém mais ou menos constante. Esse patamar, em caso de
impacto, possibilita uma grande absor¢do de energia a tensdo constante. Apds (zona 4),

verifica-se um aumento da densidade e da resisténcia da espuma metélica.

COMPRESSAO

@ Elasticidade linear

(@ Zona de transi¢do
© | ® Plateau
s - ~
:’é_ @ Densificagio
2
5
£
[_1 ‘

@ ©) @

(ON

Deformagdo macroscopica €

Figura 154: curva tensdo—deformagio tipica para espuma metalica (Ochsner et al., 2003)

Para empregar tal tipo de material como componente em estruturas de protecdo ¢
necessario dispor de métodos numéricos confidveis, além de relagcdes constitutivas
desenvolvidas e testadas empregando procedimentos experimentais que levem em conta a

variedade de propriedades mecanicas, geométricas e fisicas da espuma e da matriz.

Este capitulo apresenta os resultados iniciais de um convénio firmado entre a UFRGS
e a Universidade de Aveiro, apoiado pelo convénio CAPES/GRICES, que busca desenvolver
relagdes constitutivas apropriadas para simular o comportamento mecanico de espumas

metalicas, incluindo dano.

A sec¢ao 8.1 trata do estudo do dano em um material metalico macico, através da
simulag¢do de um ensaio de tracdo ciclica sobre um corpo de prova cilindrico. Nesse caso, o
interesse € verificar se 0 modelo de Gurson reproduz a queda na rigidez esperada em presenga
de dano, verificando o comportamento da relagdo tensdo-deformacdo no corpo de prova,

relagdo esta avaliada de forma global.
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Na se¢do 8.2, procura-se aplicar a mesma metodologia empregada na secao 8.1 a uma
célula de um metal celular empregada como aproximacao inicial para melhor entender o

comportamento de espumas metalicas.

8.1 DETERMINACAO DE DANO VIA SOLICITACAO CICLICA

Uma das manifestacdes mais visiveis da degradacdo do material por dano ¢ a variacao
das constantes elasticas, especialmente do médulo de elasticidade (Lemaitre, 1988). A medida
que o material se degrada, o modulo de elasticidade diminui. Para avaliar de forma
experimental esse efeito, normalmente um corpo de prova ¢ submetido a carregamento
ciclico, com carga crescente, até a ruptura. Em tal situacdo, ¢ esperado um comportamento

como o da figura 155.

A o (MPa)
500 1
400 4

0 10 20 30 40 S0 60 70 80 9 100 10

Figura 155: variacdo no modulo de elasticidade com carga ciclica (Lemaitre, 1988)

Para verificar a capacidade do modelo de Gurson em reproduzir tal comportamento, ¢
estudado o comportamento de uma barra cilindrica submetida a tragdo, sendo o carregamento

aplicado de forma ciclica.

8.1.1 Analise de um ensaio ciclico de tragao em barra cilindrica

Estuda-se o problema de uma barra cilindrica sujeita a tra¢do, sendo o carregamento
aplicado de forma ciclica. O diametro da barra ¢ de 10 mm e a altura de 40 mm. Considerando
simetria axial, o problema ¢ modelado empregando-se elementos finitos axissimétricos. A

malha empregada ¢ mostrada na figura 156. Emprega-se um entalhe na secao central para dar
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origem a estricgdo. As propriedades do material sdo £ = 75 GPa, v = 0,3, 0';) =250 MPa,
o, :afv)(l+k5p)’”, k=345, m = 0,1, fy = 0,04, ex = 0,3, sy = 0,1, a1 = 1,5, a2 = 1,0,

fc=0,15e Ae=0,6.

A carga ¢ introduzida por meio de um deslocamento prescrito 6 na face superior da
barra, aplicado de forma ciclica e crescente, chegando a um valor de 5 mm. Esse

deslocamento permite calcular uma deformagdo macroscopica ¢ =In(1+6/L,), onde J é o

deslocamento aplicado no topo da barra e Ly o comprimento inicial desta. Na figura 156 sao

apresentados resultados finais de pressdao, tensao de von Mises, deformagdo plastica e

porosidade.
1] mises f
I 1 5E+08 2 EE+08 0.563
1.3E+08 2 3E+08 0.526
1.0E+08 2 1E+08 0488
I s0E+0T 2 0E+08 0451
— 5BE+07 1.8E+08 0414
— 32E+07 1.7E+08 0377
I 7EBE+0B 1.5E+08 0.339
-1 7E+07 1.3E+08 0.302
-4 1E+07 1.2E+08 0.265
-6 5E+07 1.0E+08 0.228
-8 8E+07 B.7E+07 0.191
-1.1E+08 71E+07 0.153
-1 4E+08 5 5E+07 0.116
-1 BE+08 38E+07 0.079
-1 8E+08 2 4E+07 0.042

Figura 156: pressao, tensdo de von Mises, deformagao plastica e porosidade finais

A figura 157 mostra a variagdo da tensdo macroscopica o em fun¢do da deformacgao
macroscopica &, definida acima. A tensdo macroscopica ¢ calculada considerando a area da
secdo transversal indeformada. A mudanca no modulo de elasticidade aparente ¢ dificil de

perceber visualmente na figura 157, em parte devido a escala.

Os valores do mddulo de elasticidade aparente (figura 158), calculado como sendo a
relacdo entre a tensdo macroscopica o e a deformagdo macroscopica &, foram obtidos a partir
da soma das de reagdes de apoio verticais e do deslocamento 6 imposto no topo, publicados

pelo Metafor. No calculo do modulo de elasticidade aparente, considerou-se a média entre os
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valores verificados na carga e na descarga.
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Figura 157: tensdo macroscopica versus deformacao macroscopica (barra cilindrica)
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Figura 158: modulo de elasticidade aparente (barra cilindrica)
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8.2 DETERMINACAO DO DANO EM ESPUMAS METALICAS

As propriedades das espumas metalicas podem ser controladas durante o processo de
producao, especialmente variando a geometria da célula, se aberta ou fechada, e a densidade

relativa da espuma em relacao ao material da matriz.

As espumas metalicas exibem uma estrutura randémica (figura 152). E possivel
determinar a geometria exata usando tomografia computadorizada (CT-scan) e modelar tal
geometria com uma malha densa de elementos finitos, como mostrado na figura 159a. Tal
abordagem leva a malhas com enorme nimero de graus de liberdade, implicando em enorme

esfor¢co computacional.

Outra possibilidade, adotada neste trabalho, ¢ simular um metal celular com estrutura
regular, como na figura 159b. Admite-se que, se o tipo de célula do metal celular e sua
densidade relativa forem semelhantes aos da espuma que se quer estudar, haverd boa
correlagdo entre as propriedades do metal celular e da espuma. Neste caso, deve-se empregar
também o conceito de RVE (representative volume element), quando se admite que a partir da
simulagdo de uma regido do material (figura 159c) é possivel estimar o comportamento deste,
se a regido for representativa. O niamero de células necessarias para que se tenha um volume
representativo do comportamento do material ainda estd sendo definido. Por simplicidade,
estuda-se nesta etapa inicial o comportamento de uma célula. Neste caso, considerando as
simetrias existentes, ¢ possivel obter bons resultados com malhas com niimero de graus de

liberdade moderado.

(@) (b) (c)

Figura 159: malhas empregadas para representar espuma metalica e metal celular
(Ochsner e Lamprecht, 2003)

Além do mais, a idéia de substituir a espuma metalica por um metal celular permite
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construir modelos com a geometria regular e testa-los em laboratério, com o objetivo de

levantar parametros a serem empregados no modelo numérico.

A figura 160 mostra um corpo de prova de metal celular em estado plano de tensdo,

instrumentado para ensaio.

Figura 160: placa de metal celular instrumentada (Ochsner, 2002)

8.2.1 Aplicacdo das condi¢des de contorno

Um aspecto importante a ser levado em conta na modelagem de uma célula de metal
celular ¢ quanto as condi¢des de contorno a serem empregadas, que devem representar o
comportamento médio da espuma. Quando um deslocamento vertical ¢ aplicado na face

superior (figura 161), as faces verticais devem permanecer verticais, enquanto que o

afastamento entre elas pode mudar.

deslocamento imposto

-~ e
LITITtTT] |

F==-x

face livre

\“ }/
2 | X
___________________ S— L.____________________

Figura 161: resultados de diferentes condi¢des de contorno aplicadas a face direita
(Ochsner e Lamprecht, 2003)
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Este comportamento pode ser imposto computacionalmente de varias formas, dentre
elas empregando molas internas. Para simular faces verticais que se deslocam
horizontalmente permanecendo verticais, os graus de liberdade horizontais sdo conectados
dois a dois com molas internas (representadas na figura 161 como apoios simples) que so6
atuam quando ha deslocamento horizontal relativo entre os nés conectados. Tais molas atuam

como forgas restitutivas que mantém as faces retas.

8.2.2 Analise numérica de uma célula de metal celular

A seguir estuda-se (Cunda et al., 2005) o comportamento de uma célula de uma placa
de metal celular como mostrado na figura 160. A placa contém furos com 1,5 mm de
diametro, com distancia de 0,64 mm entre as bordas dos furos. A presenca dos furos simula
um metal celular com densidade relativa de 0,6152. Para estudar uma célula deste metal,
considerando simetria, um oitavo da célula ¢ discretizada, empregando o Metafor

tridimensional. As condi¢des de contorno e a malha empregada sdo mostradas na figura 162.

A carga ¢ introduzida através de um deslocamento vertical (direcdo y) imposto na face
superior da célula. Com este deslocamento ¢ calculada uma deformacdo macroscopica

e=In(1+6/L,), onde 6 ¢ o deslocamento aplicado e L a altura inicial da célula.

deslocamentos aplicados - y

molas internas -

X ! . "
. simetria -
% face livre y
zZ

Figura 162: malha e condi¢des de contorno para um oitavo de célula

A matriz metalica tem como propriedades: £ = 72,7 GPa, v = 0,34, U;) =250 MPa,
o, =0y +(cr —o)l—exp(-ke")], o) =250MPa, o =410MPa, k=25, f5 = 0,05,

a1=15, a,=1,0,fc=0,25e Ac=0,3.
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Figura 163: pressao final, analise com dano

Figura 164: deformagao plastica final, analise com dano

Figura 165: fragdo volumétrica de vazios final
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Figura 166: tensao macroscopica versus deformacdo macroscopica (espuma)

30 —
sem dano

. --- com dano
& 28
g _
[0)
E |
o
3
S 26—
[0)
o
o |
S
O
3 24—
[} \
(] \
© - \
o \
3 \
O 22 ] \
= \

20 | | | | |

0 2 4 6 8 10

Ciclo

Figura 167: modulo de elasticidade aparente (espuma)
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Observando a figura 166 ¢ possivel perceber que o efeito do dano comega logo apds o
escoamento, devido a consideragdo de porosidade inicial ao invés de nucleacdo, como
considerado para obter a figura 157. A queda no modulo de elasticidade aparente (figura 167)
foi obtida da mesma forma que a da figura 158, e ¢ maior apds o sexto ciclo, devido ao dano

crescente.

8.3 COMENTARIOS FINAIS

Este capitulo apresenta os resultados iniciais de um trabalho que se encontra em
andamento. Tal trabalho busca simular o efeito de dano em espumas metalicas, através do
estudo do comportamento de uma célula de um metal celular. Mostra-se que o efeito do dano

pode ser modelado numericamente empregando o modelo de Gurson.

A simulagdo do comportamento de espumas metalicas tera continuacdo, incluindo a
determinagdo de parametros do modelo de Gurson que ajustem resultados experimentais

obtidos em ensaios a serem realizados na Universidade de Aveiro.
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9 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

A seguir sdo apresentadas as principais contribui¢des e resultados deste trabalho.

No capitulo 2, mostra-se a influéncia dos diversos parametros do modelo na resposta.
Demonstra-se que a perda de capacidade de carga depende ndo apenas da fracdo volumétrica
de vazios, mas também da pressdo. A perda de capacidade de carga s6 ocorre com porosidade
fu caso a pressdo seja nula. A medida que a pressio cresce, a ruptura se da com porosidade

menor. Tal dependéncia ndo foi encontrada em forma clara na bibliografia consultada.

A secdo 2.2.1 apresenta um critério que relaciona os valores de deformagdo de
nucleac¢do ¢y e desvio-padrdo sy para que haja efetiva nuclea¢do da fragdo volumétrica de
vazios fy prevista. No contexto da bibliografia consultada, tal recomendacao revela-se inédita,

sendo inclusive violada em alguns trabalhos consultados.

O capitulo 3 apresenta um algoritmo para solu¢do de problemas nado-lineares através
de controle de incremento de trabalho, que ¢ implementado e fornece resultado satisfatorio
nos casos aplicados. Salienta-se que a implementacdo do referido algoritmo ndo modificou
substancialmente o codigo Metafor original, construido para trabalhar com o método de

Newton-Raphson, tendo acrescentado versatilidade ao software.

No capitulo 4, ¢ apresentado um esquema de integracdo de equagdes constitutivas para
um material do tipo Gurson, que ¢ implementado. O algoritmo mostra-se bastante robusto,
fornecendo resposta considerada boa a despeito do tamanho de incremento utilizado na

solucao.

Nesse mesmo capitulo, comentam-se os resultados obtidos com a implementagdo de
um procedimento de “elimina¢do” de elementos, quando estes atingem uma condigao critica.
Salienta-se que os elementos ndo sdo eliminados da malha de elementos finitos, sendo no
entanto calculados de uma forma alternativa apds atingirem nivel alto de dano, o que equivale
a elimind-los. O procedimento, da forma como estd implementado, presta-se a tratar
elementos na borda da pega, de modo a simular uma trinca em modo I, como no exemplo

apresentado. O resultado obtido mostrou-se adequado, devendo no entanto ser investigado em
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maior profundidade, variando-se a geometria das pecas, densidade de malha, etc...

No estudo de problemas que envolvem solicitagdes elevadas a ponto de conduzirem o
material a um estado de ruptura iminente, ¢ desejavel avaliar a validade do emprego de
consideragdes de simetria. E sabido que no caso de barras tracionadas a ruptura (cup-cone)
ndo ¢ axissimétrica. Também ¢ sabido que a tensdo de ruptura cai a medida que aumenta o
tamanho da estrutura considerada, o chamado efeito de escala. A possibilidade de representar
o efeito de escala empregando o modelo de Gurson ndo ¢ investigada neste trabalho, também

ndo sendo abordada na bibliografia consultada.

No capitulo 5, mostra-se como a consideracdo do acoplamento termo-mecanico
permite simular o ensaio de tragdo em uma barra cilindrica sem o emprego de imperfei¢des,
que acabam por alterar a solu¢do final. Também se mostra que o comportamento fisico de
fragilizagdo a baixas temperaturas se faz presente quando se combina o modelo de Gurson

considerando analise termo-mecanica.

No capitulo 6, ¢ discutida a influéncia da pressdo na nucleagdo. A maioria das
aplicagdes do modelo de Gurson ¢ feita em situagdes de carregamento monotono que levam a
pressodes positivas. Para aplicagdes praticas (geometria e carregamento complexos), nao ¢
possivel garantir que a pressdo ndo sofra variagdo de sinal ao longo do processo de
solicitacdo. Procura-se chamar atencdo para resultados incoerentes que podem ser obtidos
quando ha alternancia do sinal da pressdo durante o processo de nucleagdo. Assim, parece
interessante empregar um modelo de nucleacao que leve em conta a possibilidade de, durante

o processo de nucleagdo, a pressao ter seu sinal alterado.

Sdo feitas algumas propostas simples de alteragdes no modelo de nucleagdo
empregado, que no entanto fazem com que o comportamento de tal modelo seja mais factivel
em caso de reversao de sinal da pressdo. Espera-se que tais propostas em conjunto com
ensaios adequados de laboratério possam melhorar as condigdes de aplicacdo do modelo de
Gurson, especialmente quanto a descricdo da nucleacdo. Cabe aqui a proposta de
implementagdo de endurecimento cinematico, especialmente para o tratamento de carga

ciclica.

O capitulo 7 trata da implementagao do modelo de Gurson no Metafor 3D, o que abre

o leque de geometrias passiveis de analise. Também se mostra que em alguns casos o
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emprego da formulagdo Lagrangiana Euleriana Arbitraria leva a resultados bem diferentes em
relacdo a formulacdo Lagrangiana Atualizada, sendo que a malha de elementos finitos

mantém um aspecto melhor, devido as redefini¢des de malha ao longo do processo.

O capitulo 8 apresenta os resultados iniciais de um trabalho que terd continuagao,
buscando a determinagdo de pardmetros do modelo de Gurson que ajustem resultados
experimentais a serem obtidos. Os resultados iniciais indicam que € vidvel empregar o modelo
de Gurson para simular a degradacao nas propriedades mecanicas das espumas metalicas

devido ao dano.

Dentro do convénio CAPES-GRICES entre a Universidade Federal do Rio Grande do
Sul (UFRGS) e a Universidade de Aveiro (Portugal) os estudos de modelamento de dano em
espumas metalicas e de acoplamento termo-mecanico terdo prosseguimento, incluindo a
determinagdo de pardmetros do modelo de dano, combinando simulagdo numérica e ensaios

de laboratorio.
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APENDICE A — ELEMENTOS DE MECANICA DOS SOLIDOS
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Este apéndice contém alguns conceitos importantes sobre medidas de tensdo e
deformacdo em presenga de deslocamentos finitos. Maiores detalhes podem ser obtidos em

Malvern (1969) e Ponthot (1990; 1995).

Em problemas onde os deslocamentos sdo pequenos, ¢ indiferente estabelecer o
equilibrio na configuragdo inicial ou na configuracao deformada, visto que elas estdo muito
proximas. Sendo assim, ndo existe divida quanto as medidas de tensdo e deformagdo a serem

empregadas.

Para problemas onde se admite a presenca de deslocamentos finitos, o equilibrio deve
ser estabelecido na configuragdo deformada, pois esta pode ser bastante diferente da
configuracdo inicial. Em fung¢do da existéncia de pelo menos duas configuragdes relevantes, a
configuragdo inicial e a configuragdo deformada, e infinitas configuragdes intermediarias
entre estas, surgem diversas defini¢gdes de tensores de tensdo e deformagdo passiveis de
emprego (Pai ef al., 1998). Na secdo A.1, sdo feitas breves consideragdes sobre medidas de
deformacdo em presenga de deslocamentos finitos. Na secdo A.2, trata-se das medidas de

tensao, sendo abordado o conceito de objetividade.

A.1 MEDIDAS DE DEFORMACAO

A.1.1 O tensor gradiente de deformagao

Seja um ponto material, parte de um meio continuo. A configuracdo do meio continuo
antes de qualquer deformagdo ¢ chamada configuragdo de referéncia. A posi¢do inicial do
ponto, na configuracdo de referéncia, pode ser expressa por um vetor X. Neste apéndice
emprega-se negrito para indicar vetor ou tensor. Apds o meio continuo sofrer deformacao, o
ponto que na configuracdo de referéncia ocupava a posigdo X passa a uma posi¢do x na
configuracdo atual. A posicdo x do ponto material na configuracdo deformada ¢ funcdo da

posicdo de referéncia X e do instante de tempo considerado ¢.
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x = %X, 1) (256)

XE)xE ]

%

K%

Figura 168: configuragdo de referéncia e configuragdo atual

O deslocamento, a velocidade e a aceleracdo podem ser definidos respectivamente por

u=x-X (257)

v:,;:x:% (258)
2

a=v=5= ‘fﬁj‘ (259)

Considerando-se um segmento de magnitude dx, sua variacdo de comprimento ¢ dada
por

2
dx = 5—;61)( + gX’j dX? ... (260)
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Para um segmento bastante pequeno, ¢ possivel reter apenas os termos de primeira

ordem,

dx = X ax 61)
oX
dx = FdX (262)
Fe o F = 0% (263)
oxX I ax

onde F ¢ o chamado gradiente de deformacao entre as configuracdes de referéncia e atual, ndo
necessariamente simétrico. A condicdo que F deve satisfazer ¢ que seu determinante

jacobiano J seja positivo, para que a transformagao seja valida.

det F=J>0 (264)

A variagd@o de volume associada a transformacao ¢ dada por

dv=Jdv (265)

ficando claro que o determinante jacobiano J s6 pode assumir valores positivos. O gradiente
de deformacgdo pode ser decomposto de forma Unica em uma rotagdo pura (R) e em uma

deformacao pura (U ou V') através da decomposi¢ao polar

F=RU=VR (266)

-1
onde R é um tensor ortogonal (R” = R ; R'R = I). U e V sdo chamados tensores de
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deformacao direita e esquerda, respectivamente. Esses tensores sdo simétricos € positivo-
definidos. U é uma deformacdo aplicada na configuragdo original, enquanto que ¥ é uma

deformacdo aplicada na configuracdo rotada. Os tensores U e V relacionam-se por

V =RUR" (267)

U=R"VR (268)

A.1.2 Tensores de deformacao usuais

Seja um segmento de comprimento dS, onde

ds® =dx"dx (269)

Quando o continuo que contém o segmento sofre uma deformacao, o segmento muda

de comprimento, passando a

ds® = dx" dx (270)

X})x2 ‘

o

lexj

Figura 169: variacdo de comprimento de segmento
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Considerando a relagdo existente entre a posicao atualizada e a posi¢do de referéncia

(equagdo 262),

ds* =dX"F"FdX (271)

ds* =dx"F"F'dx (272)

e subtraindo o comprimento do segmento antes da deformacgao

ds* —dS* =dX" (F'F — IdX (273)

ds> —dS* =dx" (I - F"F")dx (274)

As quantidades entre parénteses podem ser consideradas medidas de deformacao de
dS, sendo nulas em caso de movimentos de corpo rigido. A partir dai, definem-se alguns

tensores empregados para medir deformagoes.

Ef=U-1I (275)
E°=y(C-1) (276)
E'=YI-B™") (277)

onde
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B=FF" =V* (278)

C=F'F=U’ (279)

O tensor C ¢ conhecido por tensor de Cauchy-Green a direita, enquanto que o tensor B
¢ conhecido como tensor de Cauchy-Green a esquerda, ou tensor de deformagdo de Finger.
Ambos sdo objetivos, ou seja, independem de movimentos de rotacdo. O tensor E "¢ o0
chamado tensor de deformagdes de Biot. O tensor E ¢ o tensor de deformacao de Green-
Lagrange, representando uma deformacdo definida a partir da configuracdo de referéncia
enquanto que o tensor de deformacgdo de Almansi £ A, ou de Euler-Almansi, representa uma
deformagdo definida a partir da configuracdo atualizada. Outro tensor de deformacao

empregado ¢ o chamado tensor de deformagdes logaritmicas ou natural

E" =1nU = Y%4In(F"F) (280)

Os tensores de deformacdo anteriores relacionam-se por

E'=F"E°F™ (281)

E" = 4In(QE® + 1) (282)

Cabe salientar que para movimentos de corpo rigido, os tensores de deformacao E B,
E G, E' e E" se anulam, enquanto que U, V, B e C transformam-se na matriz identidade 1.
Para deformagdes pequenas, os tensores de deformacdo de Green-Lagrange, Euler, Biot e

logaritmico apresentam valores muito proximos.

A.1.3 O tensor gradiente de velocidade
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O tensor gradiente de velocidade L ¢ definido na configura¢ao deformada como

v _d%_ % OX _

L= = FF™ (283)
ox oOx O0X ox

podendo ser decomposto em uma parte simétrica e outra anti-simétrica,

L=D+W (284)

onde D ¢ a taxa de deformagdo, dada por

D=D"=Yy(L+L") (285)

e W ¢ a taxa de rotacdo dada por

W=-w"=yWL-L") (286)

O tensor taxa de deformacao relaciona-se com a taxa do tensor deformagodes de Green-

Lagrange por

F'DF = E° (287)

observando-se que o tensor taxa de deformacao ¢ referido a configuracao atual, enquanto que

a taxa do tensor de deformagdes de Green-Lagrange ¢ referida a configuragao de referéncia.

Em procedimentos incrementais do tipo lagrangeano atualizado, onde se toma como
referéncia a ultima configuragdo equilibrada conhecida, e as configuragdes de referéncia e

atualizada sdo proximas, pode-se dizer que
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F=I (288)
U=1 (289)
R=1 (290)

D=U (291)

W =R (292)

A.1.4 O tensor velocidade angular

Seja o vetor n que gira sem se deformar. No instante inicial (# = #j), n assume o valor

N. Assim,

n=RN (293)

n=RN (294)

n=RR'n (295)
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O tensor velocidade angular £2¢ definido como

Q=RR"' (296)

o que faz com que a derivada temporal de n fique

i=0n (297)

Considerando a defini¢do do tensor velocidade angular £2, pode-se decompor o tensor

gradiente de velocidade L em

L=5+Q (298)

com

S=RUU'R" (299)

No caso de um movimento de corpo rigido, onde D ¢ nulo e F = R, temos 2= W.
Entretanto, se existe deformagdo, W e 2 podem ser bastante diferentes. Quando se tomam

configuracdes de referéncia e atualizada proximas, € possivel dizer que

Q=W (300)

A.2 MEDIDAS DE TENSAO

Em fun¢do da existéncia de duas configuragdes geométricas envolvidas, conforme a
solicitacdo atuante esteja referida a uma ou a outra configuracao, surgem diversas medidas de

tensdo passiveis de emprego. Dentre elas, opta-se pelas tensdes de Cauchy. Tal escolha se
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justifica quando se consideram algumas propriedades do tensor de tensdes de Cauchy:
a) tensor simétrico, com autovalores reais e autovetores ortogonais entre si;
b) sdo as tensdes verdadeiras que atuam no corpo deformado;

¢) tensor em func¢do das quais estdo escritos a maioria dos critérios de escoamento

e das leis constitutivas.

Justificada a escolha do tensor de tensdes de Cauchy como medida de tensoes,

passemos a discussao da chamada objetividade.

A.2.1 O conceito de objetividade

O chamado “principio da objetividade” diz que as equagdes que representam os
fenomenos fisicos devem ser independentes do movimento do sistema de referéncia. Note-se
que o principio da objetividade representa um passo adiante da chamada “invaridncia
tensorial”, que relaciona dois tensores medidos em diferentes sistemas coordenados fixos,

pois envolve a possibilidade de movimento dos sistemas de referéncia envolvidos.

Para que se obtenha uma lei objetiva, esta deve ser formulada envolvendo apenas
grandezas objetivas, isto €, que possuem um significado fisico independente do movimento do

sistema de referéncia.

Seja uma fungao

f(4,B,,C;)=0 (301)

medida em um referencial que sofre um movimento genérico descrito por

X, =00),X,+C, (302)
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onde ((?); € um tensor ortogonal de segunda ordem fung¢do do tempo e C; um vetor qualquer.

A funcdo f'serd objetiva se os tensores 4, B; e C;; se transformarem como a seguir.

A=4 (303)
B =0(1),B, (304)
C; = 0(1), C,0(0), (305)

onde se emprega o apdstrofo como superindice para indicar o tensor medido na posicao

atualizada do referencial.

A taxa de deformacdo D ¢ uma grandeza objetiva, assim como o tensor de tensdes de

Cauchy o.

D =0DQ" (306)

o =000" (307)

No entanto, o tensor taxa de tensdes de Cauchy o transforma-se como

6 =000" +050" + 050" (308)

ndo sendo objetivo e, portanto, inadequado para ser empregado em formulagdes que

envolvam deslocamentos finitos.
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A.2.2 Taxas de tensdo objetivas

Uma das formas de se tratar problemas envolvendo plasticidade ¢ o emprego das
chamadas formulac¢des em taxas (hipoelasticidade), quando se relaciona uma taxa de tensdo a
uma taxa de deformagdo através do emprego de uma lei constitutiva. Assim, ndo basta
trabalhar com um tensor de tensdes objetivo, devendo-se tomar a precaugdo de que a derivada
temporal do tensor de tensdes adotado também seja objetiva. Busca-se, entdo, uma taxa de

tensdes que seja objetiva e de alguma forma relacionada com o tensor de tensdes de Cauchy.

Seja um sistema de eixos que gira com uma velocidade angular € com relagdo a um

referéncial fixo, de forma que a derivada temporal da matriz de rota¢do da transformacao vale

n=206n (309)

onde 7 ¢ uma matriz ortogonal e @ uma matriz anti-simétrica. Aplicando uma rotagdo ao

tensor de tensdes de Cauchy, resulta

o =n'on (310)

ficando a derivada temporal da equagao 310

6 =n'on+n'on+n'on (311)

Substituindo a equacao 309 na equacao 311 ¢é possivel escrever

6 =n"(6-0c+0c60)n (312)

ou ainda
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\%
6 =n"on (313)

onde

oc=0-0oc+00 (314)

¢ denominada taxa de tensdo corrotacional. O sistema de eixos rotados, definido por 7, ¢
chamado sistema de eixos corrotacional. E possivel entdo reescrever as equacoes 310 e 312,

ficando

oc‘=n"on (315)

v

6‘=n"on (316)

onde 6° ¢ chamada taxa corrotacional de Cauchy, que € objetiva.

A.3 LEIS CONSTITUTIVAS EM GRANDES DEFORMACOES

A lei constitutiva em forma de taxas para materiais hipoelasticos sujeitos a pequenas

deformacdes pode ser escrita,

6 =Cé (317)

onde C é o tensor constitutivo. E possivel estendé-la a problemas envolvendo grandes
deformacdes, desde que se considerem medidas adequadas de tensdao e deformagdao. Como

medida de tensdes, empregar-se-do tensdes de Cauchy, através do emprego da taxa
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corrotacional de Cauchy, que ¢ objetiva. O tensor taxa de deformagdo D também ¢ uma
grandeza objetiva. E necessario apenas expressa-lo no mesmo sistema de referéncia que a
taxa corrotacional de Cauchy, ou seja, o referéncial corrotacional. Isso pode ser feito

mediante uma transformacao como abaixo

D‘=n"Dn (318)

O tensor constitutivo para um material isétropo serd dado por

C =n"(n"Cmn (319)

onde se esta considerando que o tensor constitutivo depende apenas de o

C(0)=C(c°) (320)

A lei constitutiva expressa no sistema corrotacional pode ser escrita entdo como

6 =CD° (321)

onde o superindice ¢ esta associado ao referencial corrotacional.

Como a taxa de tensdo calculada nos eixos iniciais (configuragdo de referéncia) ¢

também uma grandeza corrotacional, € possivel empregar uma equagdo do tipo

o =CD (322)

para obter as tensdes. O processo de integracdo serd diverso caso seja empregada como

v
relacdo constitutiva a equacdo para o ou para 6°, mas para qualquer das leis € possivel obter
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as tensoes de Cauchy, que € o objetivo final.

Diferentes taxas corrotacionais presentes na literatura podem ser obtidas escolhendo
diferentes valores para @e 7. Por exemplo, pode-se adotar o tensor anti-simétrico genérico 6

como sendo igual a velocidade angular £2, que ¢ também um tensor anti-simétrico.

Q=RR" (323)

com R proveniente da decomposic¢ao polar. Neste caso, a equagao 309 fica

n=R=0QR (324)

o que leva a taxa corrotacional de Green-Naghdi

o =0-Q0c+0f2 (325)

Outra alternativa € escolher @ como sendo igual a taxa de rotagao W. Assim, a equagdo

309 fica

n=0=WQ (326)

e a taxa corrotacional reproduzida ¢ a taxa de Jaumann

o =c-Wo+oW (327)

A escolha mais conveniente para @ ¢ aquela que permite uma rotagao tal que faz com
que os eixos corrotacionais acompanhem a deformacao de corpo, de sorte que um observador

ligado a estes eixos ndo note rotacdes rigidas do corpo. De modo intuitivo, adota-se 17 = R,
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com R proveniente da decomposi¢@o polar, pois todo o efeito de rotacdo da transformacio F

esta contido em R. Realizando-se a operagdo a seguir

D°=R'DR (328)

e considerando as equacdes 266, 283 e 285 chega-se a

D =UU" (329)

Assim, um observador ligado aos eixos corrotacionais definidos por R observa apenas
a deformacdo da matéria. Considerando um procedimento incremental lagrangeano
atualizado, onde a configuragdo atualizada esta proxima a de referéncia (ultima configuragao

equilibrada conhecida), tem-se que

R=WwW (330)

0 que permite afirmar que os resultados serdo proximos, a despeito da forma adotada para 7,

escolhida dentre as equagdes anteriores, equacdes 324 ou 326.
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APENDICE B - DECOMPOSICAO DO TENSOR TAXA DE
DEFORMACAO
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Este apéndice contém detalhes da decomposi¢ao do tensor taxa de deformagdo quando
se admite termoplasticidade e deslocamentos finitos. Maiores detalhes podem ser obtidos em

Rozenwald (1996) e Ponthot (1990; 1995).

Quando se trabalha com termoplasticidade em pequenas deformacdes ¢ usual
decompor as deformacdes em trés parcelas — eldstica, plastica e térmica. Neste apéndice

emprega-se negrito para representar vetores ou tensores.

e=&'+e"+¢&" (331)

Em grandes deformagdes tal procedimento ndo ¢ admissivel. Deve-se, isso sim, fazer a
decomposicdo do gradiente de deformagdao, empregando uma decomposi¢ao multiplicativa

(Wriggers et al., 1992)

F=F‘F’F" (332)

onde ficam evidentes as parcelas elastica F*, plastica F' e térmica F " Esta decomposicao foi
proposta inicialmente por Lee (1969, 1981), considerando apenas as parcelas elastica e
plastica. Lee (1969) admite a existéncia de uma configura¢do intermedidria, obtida por
descarga elastica, sujeita apenas a deformacdes plésticas. Considera-se um ponto que na
configurag¢do atualizada possui coordenadas x e um ponto vizinho com coordenadas x + dx.
Admite-se a possibilidade de aplicar uma descarga eldstica nessa regido do corpo, de forma
que se elimine a deformacdo elédstica, permanecendo apenas a parcela plastica. As novas
posi¢des dos pontos vizinhos passam a x” e x” + dx”. Pode-se estabelecer uma relagio ligando

dx e dx’, dada por

dx = Fedx” (333)

Considerando a configuragdo inicial X livre de tensdes, que se relaciona com a

configuracdo atualizada x por
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dx = FdX (334)
¢ facil ver que
dx? =(F°)"' FdX (335)
F”=(F°)"'F (336)
e finalmente
F=F°‘F" (337)
dx’ =F"dX (338)

A decomposi¢do anterior, empregada entre outros por Simo (1988a e 1988b), pode ser
estendida ao caso anisotérmico (Wriggers et al., 1992; Srikanth e Zabaras, 1999), desde que
se entenda o conceito de descarga eladstica como descarga reversivel, onde se elimina a
deformacao reversivel, ou seja, as deformacodes eléstica e térmica, o que equivale a fazer com

que as temperaturas retornem a seus valores iniciais.

Interessa-nos o efeito da decomposicao anterior (equagao 332) sobre os tensores taxa

de deformacdo D e taxa de rotagdo W. Para se chegar a tal efeito, considera-se antes uma
decomposicdo do tensor gradiente de deformacdo térmica F " em duas parcelas: uma a

volume constante F™ que d4 a mudanga de forma, e outra puramente dilatacional J th, dando

a variacao de volume.

Fh = (Jth)%Fth (339)
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com

J" =det(F")=1 (340)

Adotando-se a hipotese classica (Simo e Miehe, 1992; Wriggers et al., 1992) de a
deformacdo térmica ocasionar unicamente mudan¢a de volume, sem mudanca de forma,

resulta

F'"=1 (341)

0 que permite concluir que a expressao final do tensor gradiente de deformagdo térmica pode

ser escrita
F =" T (342)
ficando a expressdo do tensor gradiente de deformacao
F=(J"FF" (343)
Lembrando a defini¢do do tensor gradiente de velocidade L
L=FF"' (344)

e sua decomposi¢do em partes simétrica e anti-simétrica, que da origem aos tensores taxa de

deformacao D e tensor taxa de rotagao W

L=D+W (345)
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1 r
W==(L-L
2( )

e considerando o valor de F resulta

i )3 VA .
Feg&%llF7W+u%4wﬁ”+FTO

F =™ Ay (pey

ficando o tensor gradiente de velocidade L

L=Fth(Fth)—l +Fe(Fe)—1 +Fer(Fp)—l(Fe)—l

Definindo

Le — F@(F@)*l
'=F"(F")"

Lth — Fth (Fth)—l
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(346)

(347)

(348)

(349)

(350)

(351)

(352)

(353)
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o gradiente de velocidade pode ser escrito

L=L+FL"(F)'+IL" (354)

Fica claro, entdo, que o tensor gradiente de velocidade ndo pode se decompor
aditivamente como uma soma de parcelas elastica, plastica e térmica, estando o termo plastico
acoplado com a parte elastica do tensor gradiente de deformagdes. Se, no entanto, admite-se

que a parcela elastica da deformacao ¢ suficientemente pequena de modo que

Fex1 (355)

entao

L=L+DI"+I" (356)

e assim, decompondo as parcelas do gradiente de velocidade em partes simétrica e anti-

simétrica

D=D°+D’+D" (357)

W=W<+W?’ (358)

. y, . . \ . . . th
onde a parcela anti-simétrica devido a temperatura se anula, visto a simetria de F .

A teoria desenvolvida acima tomando por base a decomposicdo multiplicativa de Lee
(1969, 1981) nao ¢ unanime (Miehe, 1994; Mandell, 1981). O principal defeito estaria

relacionado a expressdo que envolve as parcelas do gradiente de velocidade

L=L+FL’"(F)'+L" (359)
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parcelas estas expressas em configuragdes diferentes: as parcelas elastica L* e térmica L" na
configuracdo atualizada e a parcela plastica L” na configuracio intermediaria. Os termos F e
(F e)'1 tém por objetivo exprimir a parcela plastica na configuracio atualizada. Quando (F°)
for proxima da matriz identidade, as configuragdes intermediaria e atualizada sdo proximas, e

se pode admitir a decomposic¢do aditiva do gradiente de velocidade.

Para fugir dessa limitagcdo, foram desenvolvidas outras formulagcdes (Nemat-Nasser,
1979; Nemat-Nasser, 1982) para o caso isotérmico, sempre procurando recair em uma
decomposicao aditiva do tensor taxa de deformagdo, valida para qualquer magnitude de
deformacdes elésticas. Tais formulagdes além de também possuirem inconvenientes

(Rozenwald, 1996), sdo mais dificeis de estender ao caso anisotérmico.

Ponthot (1995) propde escolher como configuracdo de referéncia a configuragao
atualizada ao invés da configura¢do inicial. Dessa forma, a configuragdo intermedidria,
situada entre as configuracdes de referéncia e atualizada, acaba se confundindo com estas.

Matematicamente resulta

F=F‘F’F" (360)

com

F=F'=F'=F"=1 (361)

permanecendo as derivadas temporais

F=F'+F"+F" (362)

de onde se conclui que

L=FF'=F'+F’'+F"=D+W (363)
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o que leva as decomposi¢des exatas

D=D‘+D"+D"

com
D =(F +F")2
D’ =(F"+F")
Dth — (Fth +Fl‘hT)/2
e também
W=W¢+W?
com

we=(F-F")2

wr=(F"-F")2
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(364)

(365)

(366)

(367)

(368)

(369)

(370)

(371)
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APENDICE C — AREAS SOB A CURVA NORMAL DE GAUSS
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Neste apéndice mostra-se como utilizar as tabelas que fornecem a area sob a curva de

Gauss, entre duas linhas verticais correspondentes a determinado nimero de desvios-padroes.

Cada valor da tabela 1 indica a proporcao da area total sob a curva normal contida no
segmento delimitado por uma perpendicular levantada na média e uma perpendicular

levantada a distancia de z desvios-padrdes.

_

Figura 170: distribuicdo normal padronizada

[ >

Z  'média

Ilustrando, 43,57% da area sob uma curva normal de Gauss estdo entre a ordenada

maxima e um ponto 1,52 desvios-padrdes atras.
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z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 00000 0,0040 000080 0,0120 00160  0,0199 00239  0,0279 00319  0,0359
0,1 0,0398  0,0438 00478 00517  0,0557  0,0596 00636  0,0675 00714  0,0753
0,2 0,0793  0,0832  0,0871  0,0910  0,0948  0,0987  0,1026 0,064  0,1103  0,1141
0,3 0,1179  0,1217  0,1255  0,1293  0,1331  0,1368  0,1406  0,1443  0,1480  0,1517
04 01554  0,1591 01628  0,1664  0,1700  0,1736  0,1772  0,1808  0,1844  0,1879
0,5 0,1915  0,1950  0,1985 02019 02054 02088 02123 02157 02190  0,2224
0,6 02257 02291 02324 02357 02380 02422 02454 02486 02518  0,2549
0,7 02580 02612 02642 02673 02704 02734 02764 02794 02823 0,852
0,8 02831 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 03106 03133
09 03159 03186 03212 03238 03264 03289 03315 03340 03365  0,3389
1,0 03413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03599  0,3621
1,1 03643 03665 0368 03708 03729 03749 03770  0,3790 03810  0,3830
1,2 03849 03869 03888 03907 03925 03944 03962 03980 03997  0,4015
1,3 04032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
14 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1,5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04429  0,4441
1,6 04452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535  0,4545
1,7 04554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1,8 04641 04649 04656 04664 04671 04678 04686 04693 04699  0,4706
1,9 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 04756 04761 04767
20 04772 04778 04783 04788 04793 04798 04803 04808 04812 04817
2,1 04821 04826 04830 04834 04838 04842 04846 04850 04854  0,4857
2,2 04861 04864 04868 04871 04875 04878 04831  0,4884 04837  0,4890
2.3 04893 04806 04898 04901 04904 04906 04909 04911 04913 0,916
24 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 04936
2,5 04938  0,4940 04941 04943 04945 04946 04948  0,4949 04951  0,4952
2,6 04953 04955 04956 04957 04959 04960 04961 04962 04963  0,4964
2,7 04965  0,4966 04967 04968 04969 04970 04971 04972 04973  0,4974
2.8 04974 04975 04976 04977 04977 04978 04979  0,4979 04980  0,4981
29 04981 04982 04982 04983 04984  0,4984 04985 04985 0498  0,4986
30 0498 04987 04987  0,4988 04988  0,4989 04989  0,4989 04990  0,4990
3,1 0,4990 04991  0,4991  0,4991 04992 04992  0,4992 04992 04993  0,4993
3,2 04993  0,4993 04994 04994 04994 04994 04994 04995 04995  0,4995
33 04995  0,4995 04995 04996 04996  0,4996 04996  0,4996 04996  0,4997
34 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04997  0,4997 04998  0,4998
3,5 04998  0,4998 04998 04998 04998  0,4998 04998  0,4998 04998  0,4998
36 04998 04998 04999  0,4999  0,4999 04999 04999  0,4999  0,4999  0,4999
3,7 04999  0,4999 04999 04999 04999  0,4999 04999  0,4999 04999  0,4999
3.8 04999  0,4999 04999 04999 04999  0,4999 04999  0,5000  0,5000  0,5000
39 05000  0,5000 055000  0,5000  0,5000  0,5000  0,5000  0,5000  0,5000  0,5000

Fonte: Stevenson, 1981, p. 461.
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APENDICE D — COEFICIENTES EMPREGADOS NA INTEGRACAO
DE TENSOES
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Neste apéndice apresentam-se os coeficientes empregados pelo algoritmo de Zhang e

Niemi (1995a) na integracao de tensoOes e variaveis internas. As diferencas de sinal em relagao

a referéncia devem-se a definicdo empregada para a pressao hidrostatica.

oQ

OH

H
All :_P_aAEp|: aP al?nJrl + ap :a n+1:|+aqu|: aQ aan +

op,.. OAE, OH,, OAE

n+a P

y o(s..
A12=Q+aAE,,|: OP 3 Gia ) O -aH'm}

8qn+a 2 Qn+a . aAEq aH . aAEq

n+a
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0H,,, OAE,

n+l

y o(s,
_aqul: aQ i(szj)rwa . ( y)n+1 + aQ

aQn‘F(Z 2 ql’l+0! . aAEq aHrHa .

_ aq)n+l aI7n+l + aq)n-H . aHn-H
2 aanrl 8AE‘p 6Hn+1 ‘ aAE
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— a(Dn-H aqn+1 + aq)n+l . aHn-H
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b, = PAE, — QAE,
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onde

oF

n+l :| (3 72)

(373)
(374)

(375)

(376)

(377)
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o(H,),, O )wia O nia e
=Lt _ W/[ A 6p] o (378)
4 P n+oa 4
. o(h, o(h,
a(Hl)n-H — Wij ( ‘/)n+a + ( .I)"+0¢ aqn+a (379)
oAE, OAE,  &g,. OAE,

e sendo wy a inversa de

; - a(hi)n+oz (380)
Y a(H])

n+a
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