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Resumo

Neste trabalho mostramos que certa familia de Rede de Mapas Acoplados
de dimensao finita apresenta diferentes estados assintéticos quando alguns para-
metros (incluindo o acoplamento) sao variados, e entdo conseguimos mostrar a
existéncia de uma transicdo de fases Associando ao sistema uma din&mica sim-
bélica com simbolos +1, 0 e —1 no6s descrevemos uma transicao do tipo Ising
caracterizada por estados assintoticos com apenas simbolos +1 ou apenas sim-
bolo —1.



Abstract

In this paper we show that a certain family of finite dimension Coupled Map
Lattices (CML) presents different asymptotic behaviors when some parameters
(including coupling) are changed, and so we are able to show a change of behavior
that is usually interpreted as phase transition. Associating a symbolic dynamics
with symbols +1,0 and —1 to the system we describe an Ising-like transition
characterized by an asymptotic state composed only by symbols +1 or only by
symbols —1.



1 Introducao

A descricao estatistica de um sistema dindmico por meio de uma medida in-
variante é um assunto classico, bem entendido para sistemas hiperboélicos e com
importantes avancos mesmo nas situagoes mais dificeis em que nao hé hiperbolici-
dade. Para sistemas parcialmente hiperbdlicos, por exemplo, existem uma teoria
que tem crescido desde a tltima década e para alguns modelos como a aplicacao
de Hénon, que sao apenas nao uniformemente hiperbdlicos, uma descricao esta-
tistica muito precisa que inclui o comportamento sob certo tipo de perturbacao
estocéstica é obtido. Atencgao especial é dada para a classe de medidas invarian-
tes conhecidas como medidas SRB. Falando grosseiramente, essas sao as medidas
que capturam a estatistica de todas as o6rbitas comecando em um determinado

conjunto (a bacia de atra¢ao) de volume finito.

Para Redes de Mapas Acoplados (Coupled Map Lattices — CML), todavia, a
situacao ainda esté engatinhando. Existem alguns resultados acerca da existéncia
de medidas invariantes para redes de mapas suficientemente suaves: Bunimovitch
e Sinai (1) para d = 1 e Bricmont and Kupiainen (2) para d > 1; expansora por

pedacos (piecewise expanding): Keller e Liverani (3)), embora o proprio conceito
de SRB ainda seja discutivel (ver (4)).

No que concerne a supracitada descri¢ao por meio de uma SRB, Miller e Huse
(5) obtiveram uma boa descri¢do numeérica do que parece ser uma transigdo de
comportamento em uma CML com uma aplicagao expansora como dinamica local.
Eles tinham motivacoes fisicas para a construgao desse modelo, uma vez que eles
o utilizaram para modelar uma transicao de fase que deve corresponder a um

fenomeno similar em Mecéanica Estatistica. A descricao deles, contudo, sugere a



conjectura de que para CML com aplicacoes expansoras por pedagos existe apenas
uma “relevante” (isto ¢, SRB) medida invariante para acoplamento pequeno e
nao nulo e duas medidas SRB diferentes quando o acoplamento aumenta. Essa
mudanca no niimero de medidas invariantes é geralmente interpretada como uma

transicao de fases (6).

Inspirados nesse modelo Keller e Liverani (3) mostraram a primeira parte da
conjectura, a saber, que existe apenas uma medida invariante quando a cons-
tante de acoplamento é pequena; mais ainda, eles obtieram que as marginais sao
absolutamente continuas em relagao & medida de Lebesgue no espago produto.
O resultado deles persiste sob pequenas perturbagoes randémicas (3, 7), o que

significa um tipo de estabilidade estocéstica.

O objetivo deste trabalho é dar um pequeno passo para uma melhor compre-
ensao da situacao delineada acima: noés construimos uma familia de CML com
dimensdo finita (cuja dindmica local é feita de aplicacoes expansoras diferencia-
veis por pedagos) para a qual uma transigao similar aquela conjecturada por Huse
e Miller é rigorosamente provada. Para essa familia (motivada por alguns resul-
tados numeéricos obtidos por Disconzi e Brunnet (8)) nés damos uma descrigao
mais detalhada da transicao garantida por Keller e Liverani, indicando onde o
suporte da da medida invariante estd. No6s também damos uma caracterizacao

topologica do conjunto de condigoes iniciais para o qual a transicao acontece.

Mais precisamente, nossa dindmica local tem dois conjuntos invariantes com
suportes disjuntos. Para acoplamento zero a medida SRB da CML é simplesmente
a medida produto. Ligando o acoplamento, ocorre o seguinte: se nés chamarmos
os conjuntos invariantes da dinamica local de “+1” e “—1”, a medida invariante do
sistema acoplado seré suportada em um conjunto A tal que todas as componentes
(A);, onde ¢ denota um sitio da rede, estdo contidas no mesmo conjunto +1 ou
—l,ie, AC+1x---x4+1louAdC —1x---x—1. O que determina se as orbitas
vao assintoticamente para “+41” ou “—1” sao os parametros da aplicacao local.
Essa situagao ¢ anédloga ao modelo de Ising para temperatura pequena, onde
todos sitios vao para +1 ou —1 dependendo da configuracao inicial do campo

magnético ou das condigoes de fronteira. Aqui, o conjunto de pardmetros da



transformacao local faz o papel do campo magnético. Esta analogia é tao natural
que no6s chegamos inclusive a usar uma dinamica simbélica com simbolos +1 e

—1 para descrever a transicao. Todas essas idéias sao tornadas precisas no texto.



2 Definicoes

Fixemos uma rede ctibica Z? em R, i.e., o conjunto de vetores j = (j1,. .., ja)
com coordenadas inteiras, cada ponto da rede sendo denominado um sitzo. Deno-
tando por y I o intervalo [—1, 1], n6s fixamos uma fun¢ao f: I — I que chamamos
de dindmica local. Seja A um subconjunto finito de Z? e considere M = [0, 1]*;
este ¢ um espaco métrico compacto mesmo quando A = Z9. Aqui fixamos pora
todo o resto do trabalho A como sendo um cubo d-dimensional de tamanho L em

74, i.e.
A={(j,...,j4) € Z%such that j; =0,1,..., Lfori=1,...,d}

Uma CML é uma aplicagdo F,: M — M definida de maneira que cada sitio é

mapeado na média ponderada da imagem (por f) de seus vizinhos:

€
t+1 t t
v = (1= f(x)) + 55 E f(%)
2d ~
li—jl=1
onde i = (iy,...,iq) € Z% t € N e |-| é a norma euclideana induzida. Nos
escolhemos condigoes periddicas de contorno, i.e., xj = 2}, ;. onde ¢ é um vetor

da base candnica. Note que M é um espaco hd dimensional homeomorfico a
¢
[—1, ]_]Ld.

Claramente, quando ¢ = 0 nao existe acoplamento: a dinamica de cada
um dos diferentes sitios é completamente independente e nés temos a chamada
dindmica produto, denotada por IIx(f): M — M, onde (II5(f)):(x) = f(x;).

Outra maneira de definirmos uma CML é como se segue. defina a transfor-
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macao de acoplamento A.: M — M que é uma aplicacao linear dada por:

(A= (= w55 >
li—jl=1
onde ¢ € A. Para pequenos valores de ¢ a transformagdo A. ¢ C" (Vr > 0 )

proxima da identidade. Com essas defini¢oes a funcao F, pode ser escrita como

AE @) HA(f)

Também é possivel definir uma perturbacao aleatoria da dinamica da seguinte
maneira: escolha uma seqiiéncia {r;};ca, onde r; sdo i.i.d. variaveis aleatorias
escolhidas de acordo com a probabilidade Ps suportada no intervalo (—d,0) com
§ < 1/2. Entdo a seqiiéncia {r;} pertence a Q = (—4,6)" e nesse espaco a
probabilidade ¢ a medida produto P = P2. Considere também uma fungio real
C*> ¢5: I — R tal que:

0 if v € [~1,6 —1JU[1 - 6,1]
¢s(x) = 1 if v €20 — 1,1 — 20]
0<¢(z)<1 ifexe(@—1,20—1)U(1—25,1-0)

Entdo, para uma dada seqUéncia € Q a pertubacio aleatoria G5 da dindmica
acoplada F, é dada por G5 = Rs, o A, o II5(f), onde R, is defined as:

(Rs(2))i = 2 + ps(xi)r:

A fungdo ¢s impede que a dinamica caia fora do intervalo [—1,1] (o que levaria
a uma dindmica mal definida). No6s definimos o espago de probabilidade para

a dinamica completa G5 como V. Esse espaco ¢ munido com a probabilidade
P = PN

Notamos que existe uma outra maneira de definir uma perturbacao aleatoria
da CML. Podemos por G5 = A, o Rs, o IIA(f). Um célculo direto forece Gs =

F.+ A.o Rs,. Aqui estaremos interessados somente na perturbagao dada por Gy,

mas é uma questao natural quais sao as relagoes entre Gs e Gjy.

Observacao 1. Enfatizamos que CML com condi¢oes de contorno periodicas

tém um grupo natural de transformagdes — as tranlagoes espaciais {Sj,}jen —
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do mesmo modo que as redes Z°:

(S57)j = Tj—j

onde (x); = x;. As translagdes espaciais comutam com a dindmica F, (i.e.
F.0S;, =8}, o F. for all jo) e para a CML nds podemos procurar por medidas
invariantes nao apenas pela dindmica, i.e. a a¢do no tempo, mas também pelas

translacoes espaciais.

2.1 As aplicacoes do intervalo.

Comecamos fixando uma familia de aplicacoes f : [—1,1] — [—1, 1] que sera
a base para o que se segue. Dados niimeros reais —1 < —by < —ay < 0 < a1 <
by < 1, um inteiro K > 4, um inteiro d > 1 tal que 2d > b;/a; e nimeros
reais A\, 7 tais que A > (by/b1)2d +2 e 7 > C > 2, nos definimos a familia
E = &(ay,az,b1,by,d, K, \) como se segue: f € &£ se e somente se as seguinte

condicoes sao satisfeitas:

e f é continua.

e existe uma particao —1 =g < @1 < - < gvn <0< qgni1 < - - <qg =1
tal quet f|(qs, qe+1) € uma bijecdo diferenciavel, |Df| > X em (qn,qn+1),
|IDf| > 7 em (qs,qes1),¢ # N e f pode ser estendida a uma fungao C? em

(40, oy 1], 0 =0,..., K — 1.
e f(0)=0.
o —by < f <.
o fl[-1,qn] < —az e fllans1,1] > a1

e para cada ¢ € {0,..., N} temos ou f(q) = —be ou f(q) = —ag; analoga-
mente para cada ¢ € {N +1,..., K} temos ou f(q,) = a1 ou f(qs) = bs.

Observacao 2. O pardmetro d serd a dimensio da CML quando acoplarmos o

sistema. Entao, para cada dimensao nos temos uma familia diferente de mapas
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locais. Isso € razodvel porque € esperado mais expansividade para transicionar um

sitio quando a dimensdo é maior (ver a defini¢cdo de transi¢ao abaizo).

Para ilustrar o que temos em mente referimos para a figura 1; e para dar um
exemplo concreto de uma aplicagao que se enquadra nas nossas hipéteses ponha
d=2,b1 <08, a1 202 by <07, A=55 K =1T7.

Figura 1: Uma fungdo que pertence a £. Observamos que a figura é apenas ilustrativa;
nao ha necessidade para os ramos injetivos serem lineares.

Observacao 3. Aqui fazemos duas observagoes que terao um papel fundamental
nas provas abaizo. Primeiro notamos que nossa perturbacao aleatoria satisfaz as
hipdteses de perturbacdo em (3) (veja (7) também). Segundo, nossas transforma-
¢ao local se encaiza nas hipdteses de transformacao local de (3) e (7). Isso nos

possibilita usar seus resultados.
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2.2 O espaco de simbolos

2.2.1 O modelo de Ising

Antes de introduzirmos o espago simbdlico que usaremos neste trabalho é
conveniente fazermos uma pequena digressao para uma laconica introducao ao
modelo de Ising (9). Uma tal exposi¢do é didatica dado que um dos artigos
que inspirou o presente trabalho é, em certo sentido, uma versao dinamica desse
modelo (5); além do fato de usarmos uma descrigdo simbolica ao estilo do Ising

para caracterizarmos nossa dinamica.

Em fisica a modelagem de um material ferromagnético pode ser feita supondo-
se que o mesmo consiste de uma rede com N sitios de spin % — isto é, cada sitio
pode assumir o estado +1 ou —1 (ou “para cima” e “para baixo”). Ao aplicarmos
um campo magnético B na rede, o estado de mais favoravel energia é aquele em
que todos spins alinham-se com o campo magnético. Intuitivamente isso acontece
porque € necessario um dispéncio maior de energia para que o spin fique alinhado
contra o campo. Assim dizemos que ao aplicar o campo magnético o sistema sofre
uma transi¢ao: a rede que antes podia ter spins distribuidos de forma aleatoria
passa para um estado organizado no qual todos estao alinhados com o campo

magnético (ver figura 2).

I S B S s e S R S S S A B

(a) Rede de spins antes da aplicagdo (b) Rede de spins depois da aplicagdo
do campo magnético do campo magnético

Figura 2: O modelo de Ising

O modelo de Huse é Miller (5) pode ser comparado ao modelo de Ising pensado
dinamicamente: sua dinamica local possui duas regides que podem ser conside-
radas como +1 e —1; quando o sistema é acoplado e conforme o parametro de
acoplamento é variado, eles obtém um estado com todos simbolos migrando para

o mesmo valor. Usaremos uma idéia similar aqui para definirmos nossos simbolos



14

e também o que chamaremos de transi¢ao.

2.2.2 A dindAmica dos simbolos

Para obter informagao sobre o comportamento assintotico das dinamcias F;

e (5, nos introduzimos os simbolos {—1,0, 1} e o espago de simbolos {—1,0, 1}4.

ebo
(1—e)A—1

o simbolo s; = s(z;) como —1 (resp. 0, 1) se x; € [—1,0) (resp. z; € [0,¢],

Dada F, nés definimos a quantidade ¢ :=

e para cada sitio i € A definimos

ebo+0
(1—e)A—1

de forma analoga. Entdo para um dado ponto x € M* é possivel associar seus

e definimos os simbolos

x; € (¢, 1]). Para a dinamica G colocamos ¢’ :=

respectivo estado s, i.e., a-upla correspondente de simbolos {s(z1), s(zs),...} C
{—1,0,1}*. Por abuso de linguagem, as vezes falaremos do estado de um sitio
para referirmo-nos ao seu simbolo. Denotamos por 1* o estado composto apenas

por 1’s em todos sitios do conjunto A.

Definigao 1. Dada f € £ e i € A dizemos que o sitio x; teve uma transicao
0— 1 (resp. 1 — 0) se s(z;) =0 (resp. s(x;) = 1) e s((Fe(x));) = 1 (resp.

s((Fe(x));) =0). De maneira andloga definimos transi¢io para Gs.
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3 Apresentacao dos resultados

Nossos resultados neste trabalho sao apresentados abaixo. Eles envolvem
uma série de desigualdades técnicas. No lema 1 nds provamos que todas essas

condi¢oes podem ser satisfeitas.

Fixe o seguinte: a dimensdo d da CML, uma aplicagdo local f € £ (note
que precisamos primeiro fixar a dimensao porque £ depende de d) e uma regiao

A C Z%, A com dimensao finita e condicdes de contorno periddicas. Para tornar

a not¢ao mais limpa definimos v := ( e:

b1 +a2)/2da2— bg/()\—Q)

L :={(z1,...,x54) € M such that there exists an i € A for which s(x;) = 1}

Teorema 1. Dado ¢y > 0, temos que se: v < e < min(1/)\, e) entdo:
a) as transi¢coes 1 — 0 e 1 — —1 sdo proibidas.

b) Suponha que temos uma configuragio s € {—1,0,1}* com ao menos um
sitio tal que s; = 1. Entao conjunto de condigoes iniciais aberto e denso em L
existe um inteiro No(1) (dependendo do ponto) tal que para todo n > Nx(1) s =
1A,

¢) Temos a existéncia de uma medida invariante absolutamente continua (em

relagdo a Lebesgue).

A situagdo é portanto a seguinte: para € = 0 temos 2L" medidas invariantes
(ja que cada transformagdo local tem duas regides invariantes cada qual supor-
tando uma medida SRB). Com o acoplamento (¢ > 0) o teorema mostra que a

maioria das 6rbitas comecando em £ — um conjunto cujo volume pode ser feito
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muito proximo de um com uma escolha conveniente de d — pode ser descrita por
uma tnica SRB suportada num conjunto com todos simbolos +1. Em (6) uma
transicao de fases é definida como uma mudanc¢a no nimero de medidas SRB.
Em nosso caso, como a maioria das 6rbitas passa a ser descrita por meio de uma
tinica SRB, podemos dizer que efetivamente (i.e, a menos de um conjunto com

volume pequeno) uma transi¢io de fases ocorreu.

Observacgao 4. Para o caso desacoplado (¢ = 0) a dindmica simbdlica é trivial no
sentido de que o estado s € {—1,0,1}* ndo muda com o tempo, embora ele nio
seja necessariamente invariante sob as translagoes espaciais S;, (ver obs 1). O
teorema acima afirma que para uma escolha adequada de € a dindmica simbdlica
néo € mais trivial e o estado assintético é 1* — estado que é claramente inva-
riante sob translacoes espaciais — para um aberto e denso de condigoes iniciais
(dependendo também da escolha dos pardmetros ay, as, by, by). NOs interpretamos

essa mudanca de comportamento como uma bifurcacao.

A maioria dos resultados acima permanecem validos quando adicionamos o
ruido aleatorio I7s, definido na subsecao 1.1. Novamente, fixe a dimensao d, uma

aplicacdo local f € £ e a regiao A C Z%, A com dimensio finita e condicdes de

contorno periddicas. N6s mantemos a notacao v = ( e também

az
b1 +a2)/2d — bg/()\—Q

definimos I := min((1—€)a;—ay /A\—eb,, (1+ﬁ)_1[%— (1_652)\_1 —as(1-5)])

Teorema 2. Suponha que f"/(f")? € limitada. Dado e¢; > 0 ponha v < € <
min(eg, 1/N). Escolha 0 tal que § < T'. Entdo:

a) as transi¢oes 1 — 0 and 1 — —1 sao proibidas.

b) Suponha que temos uma configuragio s € {—1,0,1}* com ao menos um
sitio tal que s; = 1. Entdo para quase todas (com relagdo ao volume) condigdes
iniciais em L existe um inteiro Nx(1) al que para todo n > Nx(1) nds temos

s = 1" com probabilidade P = 1.

Observagao 5. A afirmacgao (a) acima significa que as transi¢oes proibidas per-
manecem proibidas se § € suficientemente pequeno, enquanto que (b) garante que

a transi¢cao permitida de fato ocorre.
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Observacao 6. Nds colocamos todos nossos resultados usando as transi¢oes 1 —
0 el — —1 como proibidas. Mas obviamente o mesmo tipo de construgcao pode
ser feito para obter-se resultados similares com as transicoes —1 — 0 e —1 — 1
sendo as proibidas. Entao, variando os pardmetros nos podemos ter um estado

final com apenas 1’s ou —1’s.

Nas proximas duas secoes provamos os teoremas le 2. Na secao 3 nés pro-
vamos la e 2a. Esses garantem os intervalos de parametros para os quais as
transicoes sao proibidas ou permitas. Em 4 provamos 1b,1c e 2b. Finalmente em

5 n6s provamos o corolario 77.
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4 Demonstracao dos teoremas

4.1 As regioes proibidas

Nesta secao fornecemos as provas dos teoremas la e 2a. Note que essas provas

sdo independentes dimensdo da rede (i.e, a cardinalidade do conjunto A).

Lema 1. As hipdteses em € ed nds teoremas 1 e 2 estao bem definidas.

Dem: Dado ¢ nos temos que min(eg, 1/\) é maior do que zero. Como

(bl +a2)/2da2— b2/(>\—2)

hipoteses, nos escolhemos a, pequeno tal que

— 0 quando as — 0 (lembre que aq, by, by e d estdo fixos pelas

(bl+a2)/2da2— b2/ (0—2) < mz’n(eo, 1/)‘)-

Entao é possivel escolher ¢ como queremos.

Agora devemos mostrar que min((1—€)a; —ai /A — eba, (1+ m)_l[% —

ebo
(1—e)A—1

— as(1 = 5)]) é um nmero positivo.

Primeiro mostramos que (1 —€)a; —a; /A —€by > 0. Como (1 —€)a; —ay /A —

1-1/A
1+b2/a1?

entdo basta mostrar que 1/\ <

mostraremos essa tltima desigualdade. Mas € < 1/,
1-1/X
1+b2/a1

/X < % De fato, pelas hipoteses 2d > by/a; e A > (ba/b1)2d + 2 temos
1-1/)

A > (by/ay) + 2. Mas essa ultima desigualdade é equivalente a 1/\ < T ar

ey > 0 & e <

. Agora, as hipéteses em A, a; e by implicam

Agora mostraremos que 2 — (l_ﬁfﬁ —as(1— %) > 0. Note que L& —ay(1—

€Y €b A : bitaz ba _
57) T > 0 é equivalente a (™5 (1_5))\_1) as > 0. Notando que nossa

hipotese € < 1/)\ é equivalente a (1 —e)A — 1 > X\ — 2, temos:
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b1 + as bo by + as by
S ey wa DA Rl v s v s

Entao estamos feitos se o lado direito da expressao acima for maior que zero.

Mas isso equivale a

a2

bitaz b2
2d A—2

€>

desde que 222 — 22> (; ou equivalentemente: A > (by/(by+az))2d+2. Mas
isso esta de acordo com nossas hipoteses sobre A\ pois (by/b1)2d + 2 > (by/(by +

a))2d + 2. 0

Prova do teorema 1la:

Defina ¢ := (1_652/\_1 (ver 1.3). Assuma que o sitio x; corresponde ao simbolo
1 (i.e. x; > ¢) e todos os outros tém simbolos 0 ou —1. Lembre que pelo lema 1
temos 1/\ < 1:};?21

Vamos mostrar que (F.(z)); > ¢ sempre que z; > c¢. Fazemos isso em duas
partes: primeiro assumimos que ¢ < z; < a;/A. Suponha que temos a situagio
mais favoravel para qualquer uma das transigdes (1); — (—1); e (1); — (0);
acontecerem: f(z;) = —by para todo z; tal que |i —j| = 1. Note que a1/\ < ¢y41

e também que na regiao 0 < x; < ¢,41 n6s temos f(z;) > Ax;. Entao:

(Fua)) = (1= f (@) + 55 2 Sla) 2 (1= — b
1—7|=
Se queremos que o lado direito dessa expressao seja maior do que z; (i.e., que

mesmo na situagao mais favoravel n6s nao tenhamos uma transigao):

Ebg

1— _ . I S
(1 —e)Ax; —bye >z, < x5 > 1o -1

C

Mas x; > ¢ by hypothesis e portanto temos (F.(z)); > cse ¢ < x; < ay/\.
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Note que essas duas ultimas desigualdades estao bem definidas pois:

aq Ebg 11— %
—>Cc=E T =< *
PN IS D W N ey (*)
Mas por hipétese temos € < 1/A e 1/\ < 13:1)321 como notado acima.

Agora vamos tratar do caso x; > a;/A. Vamos procurar pelas condigoes
para as quais (Fi(x)); > c. Pela primeira desigualdade em (%) basta mostrar
que (F.(x)); > a;/\. Note que devido & defini¢do da dinamica local f(z) > a;

para todo x > a;/\. Imagine a situagdo em que (F.(z)); atinge seu menor valor

possivel, i.e, f(x;) = —by para todo x; tal que |i — j| =1 and f(x;) = a;. Entdo:
(Fu(2))i = (1— €)ay —eby > =L e e < b
()i = €)ar —eby > € 1+%.
o que é novamente implicado por nossas hipoteses em e. O

ebo+0
(1—e)A—1

responde ao simbolo to the simbolo 1 (i.e. z; > ¢/) e todos os outros tém simbolos

Prova do teorema 2a: Defina ¢ := (veja 1.3) e assuma o sitio z; cor-
0 ou —1. No6s vamos proceder de forma analoga ao dltimo teorema. Primeiro as-
suma que ¢’ < x; < a;/A. Suponha que temos a situa¢do mais favoravel para uma
das transicdes (1); — (—1); ou (1); — (0); ocorrer: f(z;) = —by para todo z; tal
que |i — j| = 1 e o ruido aleatério iguala —§ em cada componente. Lembrando

que z; < aj /X implica f(x;) > Az; nés temos:

(Gs(2)); > (1 — ) Azi — eby — &

ebo+0 _
(1—e)d—1 —

Se queremos que essa expressao seja maior do que x;, obtemos x; >

Par garantir que a igualdade ¢ < a;/\ valha devemos por § < (1 —€)a; —

eba+9
1 <

ai /X — €bg, 0 que é uma de nossas hipoteses (simplesmente ponha ¢’ =
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ai /) e resolva para J).

Agora vamos tratar o caso x; > a;/\. Vamos procurar pelas condigbes para
as quais (Gs(z)); > . Basta procurar por condigoes para que (Gs(z)); > ai/A.
Note que pela defini¢do de dinamica local nés temos f(x) > a; para todos x >
a;/\. Imagine a situacdo em que (Gs(x)); atinge seu menor valor possivel, i.e,
f(x;) = —by para todo x; tal que |i — j| = 1, f(z;) = a1 e o ruido iguala —0.

Entao:

(Gs(x)); > (1 —€)ag —eby —§ > ay /A

Resolvendo para § encontramos novamente § < (1 —€)a; —a; /A —eby. 0O

4.2 Ocorréncia das transicoes permitidas

Aqui mostramos que as transi¢coes permitidas de fato ocorrem no caso deter-

minista.

Prova do Teorema 1b,c:

Consideremos a pior situac¢ao para que o teorema seja valido: uma rede com
apenas um sitio x; no estado 1 e todos os outros no estado —1. Lembre que

estamos em condicoes tais que as transicoes 1 — 0, —1 sao proibidas.

Pegue um sitio x; tal que s(x;) = —1, s(x;) = —1 para todo sitio z;, para o
qual |7 — k| = 1, exceto para um sitio x; que satisfaz s(z;) = 1. Vamos procurar
por condicdes para as quais (F.(z)); > ¢, i.e., s((F.(z));) = 1. Defina U} c M*
por (U), = f7H((bi—p, b)) ifn =ie (U)n = [ ((—az—p, —az)) caso contrério.

Afirmamos que se

eby €by €

2 a1 =
DR spey Sk S v
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entdo x € U}, implica (F.(x)); > c. Escreva:

(Fua)); = (1= f (@) + 55 3 fla)

In—jl=1
= (1= Of@) + g5 (fl@)+ D0 fla)
In—j|=1,n#i
Se x € U}, entdo:
> (1= (a3 = ) + by = )+ el = 5-)(~az — )
€ eby
:—M—a2(1—ﬁ)+ﬁ

ebo
(1—e)A—-1-

Mas isso é exatamente a afirmacgao sobre p. Agora precisamos checar que isto

Para o resultado basta que a expressao acima seja maior do que ¢ =

esta bem definido no sentido de que 1 > 0 (p < 0 seria inttil). p como desejamos
pode ser escolhido desde de que: & — ay(1 — 5) — % > 0. Mas isso é
verdade pelo lema 1.

Assim mostramos que a transi¢do (—1); — (1); acontece para todo j satis-
fazendo |j — i| = 1 se a orbita atinge U;. Agora provaremos que isso de fato

acontece para um aberto de denso de condigoes iniciais.

A dinamica produto IT,(f) restrita a M* —Llﬁ é expansora, exceto por faixas
(L% — 1)-dimensionais correspondentes a descontinuidade da diferencial — as
quais chamaremos de faizas criticas. Essas faixas criticas dividem o espaco M*
em caixas L?-dimensionais B,, p =1,.. ., K. Como as transicoes 1 — 0, —1 sao
proibidas e nos comecamos com s(z;) = 1, podemos considerar apenas aquelas
caixas B’ tais que (B'); > ¢ (lembre a defini¢ao de ¢ em 2.2). Como a imagem do
intervalo (s, q¢+1), ¢ =0,...,N —1 (resp. { =N, {=N+1,...,k—1) por
f em cada componente é sobre (—bg, —as) (resp. (—bg,b1), (a1,b1)), no6s temos
que a imagem por II,(f) de cada uma dessas caixas B’ interseciona U,. Essa

conclusao continua valida para F. quando e é suficientemente pequeno, entao
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seja €, satisfazendo tal propriedade.

Pegue um paralelogramo Ry = I{ xI§ x- - -x I}, C M*—U,. Mostraremos que
a orbita de Ry contém uma das caixas acima referidas. Sem perda de generalidade
podemos supor que Ry nao intersecta as faixas criticas. Pela expansividade o
conjunto Fi(Ry) contém um paralelogramo Ry = I{ x I3 x --- x I}, com |I},| >
2|10 | (lembre nossas hip6teses em ) e 7). Seja Ry o maior paralelogramo contido
em R; e que nao intercepta as faixas criticas. Nos temos Ry = 112 X 122 X - X Iid
e para cada componente I2 uma das duas vale: |I2]| = |q41 — q¢| para algum
¢ ou |I%]| > |I°|. Essa ultima desigualdade vale porque |(F.(Ry)),,| ¢ maior do
que 2|I°]; se a componente nio contém um intervalo inteiro (qs, qoy1) entdo ela
nao pode intersecionar duas faixas criticas, mas se ela intercepta apenas uma
faixa critica entdo a maior parte é no minimo metade de |(F.(Ry))n|. Agora pela
sobrejetividade de (qgs, go+1), £ =0,...,N—1 (resp. =N, { =N+1,...,k—1)
sobre (—by, —as) (resp. (—bq,b1), (a1,b1)), as componentes da orbita de F.(Rz)
para as quais |12 | = |qes1 — q¢| sempre conterdao um intervalo inteiro (qe, gey1), €
as componentes que nao contém um intervalo inteiro crescerao. Assim no limite
n — oo FI'(Ry) contém uma caixa B, para algum p e entdo ela interseciona U,,.
Portanto existe um n suficientemente grande para o qual F*(Ry) NU,, # &. Noés
concluimos que dado um aberto A C M* existe um outro aberto (dependendo de
i) A, C A tal que F"(A}) C U,, mostrando que o resultado vale para um aberto

e denso.

No ultimo paragrafo n6s mostramos que dado um sitio j tal que |j —i| =1
existe um aberto e denso (em L) A}, dependendo de i, para o qual a transigio
(—1); — (1); acontece. Nos repetimos o argumento para cada um dos novos
sitios 1’s. Dessa maneira, como a rede tem dimensdo finita, concluimos que a
transicao ocorre para todo sitio. Note que para cada sitio n6s temos um conjunto
aberto e denso (em L)diferente A’ tal que a transicdo acontece. Todavia, existe
um conjunto aberto e denso em L de condigbes iniciais valendo para todos sitios,
a saber, G = ﬂfil.A;.

Para obter o volume de £ vamos estimar o volume de L¢: este é o conjunto

onde os estados tém apenas simbolos —1 e 0. Primeiro notamos que cada simbolo
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—1 contribui com um fator 1/2 e cada simbolo 0 com um fator

Eb2 < Ebg — e
(1—eA—1" =2

O ntimero de estados com j simbolos 0 é dado por:

L4
(L4 = )4

e este conjunto corresponde ao volume (1/2)"~7(ae)’. Entdo o volume total de
Leé

> e (UDF e = (1724 a0

Como € é pequeno, 1/2 4+ ae < 1 e a prova da parte b) esta concluida.

=0

A prova da parte (c) é direta. Simplesmente deixamos €y no teorema 1 ser
tal que as conclusdes de (3) valham. Entao temos uma medida invariante abso-

lutamente continua para F,. [

Para provar que a transicao acontece para o caso aleatorio precisamos do

seguinte:

Lema 2. Seja m a medida de Lebesque, v << m, ambas medidas em M = [0, 1]*.

Seja V um aberto e denso em M. Entio v(V) = 1.

Dem: Como V é um conjunto aberto e denso seu complementar M — V
é um conjunto fechado que ndo contém abertos. Entdo m(M — V) = 0 o que

implica pela continuidade absoluta que v(M —V) = 0. Segue-se o resultado. O

Prova do teorema 2b:

Pegue um sitio z; tal que s(z;) = —1, s(z;) = —1 para todo sitio z;, tal que
|7 — k| = 1, exceto para um sitio z; que satisfaz s(x;) = 1. Lembre que estamos
nas condicOes para as quais as transicoes 1 — 0, —1 sao proibidas. Como no
caso determinista, defina &) C M* por (U), = f'((by — p,b1) sen =i e

(U = f ((—az — p, —as)) caso contrario. Afirmamos que se
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€by €by € 1

A vy w7 Ul S ey

)
entdo x € U}, implica (G5(x)); > ¢/. Para mostrar isso vamos supor que z €
U}, e que o ruido iguala —d (que é a pior situagdo para a acontecer (G5(x)); > ¢).

Entao podemos escrever:

(Gole))s > (1= ) (—an = ) + oy (br — ) + €1 = o) (—a = 1) = &

€ €
=—u+ﬁb1—a2(l—ﬁ)—5

A hipo6tese em p significa exatamente que a expressao acima é maior do que

ebo+0
(1—e)A—-1-

C/

Para ter L{; bem definido devemos ter p > 0. Entao precisamos

mostrar que:

eby €by € 1

ARy B G 7l S ey w|

5d )>0

Isso acontece porque resolvando para 0 nos temos exatamente a hipotese

1 eby €by €

AU e v DA - ke way kAUt )

Agora provamos que para quase todo ponto em relacao 4 medida v a 6rbita vi-
sita a regiao L{fL com freqiiéncia positiva. Primeiro considere a transformacao sem
o ruido aleatério. Seja v a medida invariante dada no teorema (1c). Considere
também o conjunto de pré-imagens de U, i.e, o conjunto V' := Uyen(Fe) " (U)).
Nos sabemos pelo teorema 1b que o conjunto V' contém um aberto e denso
Al. Logo, usando o lema acima nés obtermos que v(V*) = 1. Entdo conclui-
mos que v(U}) > 0, pois se tivéssemos v(U},) = 0 a invaridncia de v implicaria
v(F-"(U})) = 0 para todo n € N, dando entdo v(V') = v(Unen(Fo)"(U,)) = 0

Agora considere a dindmica com o ruido. Por (7) temos que G5 também tem
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uma medida invariante 5 que esta proxima de v se ¢ é suficientemente pequeno.
Entao 1/5(?/{;) > 0 ja que I/(Uﬁ) > 0, e portanto a freqiiéncia positiva de visitas
esta provada. Isso prova que o estado do sitio muda para 1 com probabilidade

um.

Para finalizar a prova devemos mostrar que a transicao acontece para todos
os sitios da rede. N6s provamos no tltimo paragrafo que a transi¢ao acontece com
probabilidade um para cada sitio que tem um vizinho z; tal que s(z;) = 1. Para
cada sitio cujo estado se torna 1, repita o argumento acima para seus vizinhos.

Como a rede tem dimensao finita, o resultado se segue. O
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