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RESUMO

O presente trabalho faz uma comparacéo, através de Simulagdo Monte Carlo, entre
diferentes algoritmos para geragdo de numeros aleatérios das distribuicbes Normal, Qui-
Quadrado, F de Snedecor e t de Student. Estas quatro distribuicbes sdo muito empregadas em
Estatistica e tém como caracteristica em comum nao serem integraveis analiticamente. Foram
utilizadas 100 replicagdes, com diferentes tamanhos de amostra para cada distribuicdo. As
andlises descritivas foram realizadas mediante a comparacao das estimativas médias de cada
algoritmo ao longo das 100 amostras com os valores “exatos” da distribuigdo. Também foi
estimado o erro padrao, e graficos foram gerados para algumas medidas-resumo, tais como a
média, o desvio-padrdo e a mediana. De forma geral, os resultados foram bastante
equilibrados, pois, para um mesmo tamanho de amostra em uma dada distribuicdo, alguns
algoritmos apresentaram um comportamento semelhante.

Palavras-chave: Simulagdo Monte Carlo. Algoritmos. Geracdo de numeros aleatérios.

Distribuigdo Normal. Distribuicdo Qui-Quadrado. Distribuicdo F de Snedecor. Distribuigao t de
Student. Amostra.
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1. INTRODUCAO

Muitas vezes, profissionais da area de Ciéncias Exatas fazem uso de modelos
probabilisticos para representar situagdes reais, ou entdo para descrever um experimento
aleatério. Entretanto, mesmo com um modelo probabilistico, certas questdes nao podem ser
resolvidas analiticamente e teremos de recorrer a estudos de simulagdo para obter
aproximagdes de quantidades de interesse. De modo bastante amplo, estudos de simulagao
tentam reproduzir num ambiente controlado o que se passa com um problema real. Para tal
propésito, a solugdo de um problema real envolvera a simulagéo de variaveis aleatérias de um
ou mais modelos probabilisticos de interesse. A simulagdo de variaveis aleatérias supde que o
pesquisador disponha de um bom gerador de numeros aleatérios. Um numero aleatério

representa um valor da Distribuicdo Uniforme no intervalo [0; 1].

Originalmente, os nimeros aleatérios eram gerados manualmente (simulagdo manual)
ou mecanicamente, usando dados, roletas, etc. Isso se tornava muito trabalhoso ou mesmo
impraticavel quando era necessario gerar uma quantidade muito grande de nimeros aleatérios,
da ordem de 1.000 ou 10.000. A solugédo moderna foi substituir esses métodos de geracao por
simulagdo em computadores digitais, utilizando nimeros pseudo-aleatérios em vez de numeros

aleatorios.

Os numeros pseudo-aleatérios sdo obtidos por meio de algoritmos matematicos
recursivos deterministicos. Logo, um numero pseudo-aleatério gerado numa iteragédo
dependera do numero gerado na iteragdo anterior e, portanto, ndo sera realmente aleatério,
originando o nome pseudo-aleatério. (BUSSAB e MORETTIN, 2006). Além disso, toda
sequéncia, por mais longa que seja, sera finita, € o conjunto de valores gerados tendera a
repetir-se.

O proposito dos geradores de numeros pseudo-aleatérios é produzir uma sequéncia de
nameros que aparentam ser gerados aleatoriamente de uma distribuicdo de probabilidade
previamente especificada, tais como a Uniforme, a Normal, a Exponencial, etc. Tratam-se de
programas de computador cujo objetivo é imitar ou simular o comportamento tipico de uma
sequéncia de variaveis aleatérias independentes. Sao algoritmos especificos, sequenciais e
deterministicos (se inicializados em computadores ou momentos diferentes com o mesmo

estado inicial ou semente, produzem a mesma sequéncia de numeros pseudo-aleatorios).

Os geradores de numeros pseudo-aleatérios sdo ingredientes cruciais para uma
grande faixa de aplicagdes que envolvem a simulagédo de variaveis aleatérias, tais como
experimentos estatisticos, sistemas estocasticos, analises numéricas com métodos de Monte
Carlo, algoritmos probabilisticos, jogos de computador e criptografia, entre outros. (VIEIRA,
RIBEIRO e CASTRO E SOUZA, 2004). Nesses estudos, espera-se que o(s) gerador(es) de
nuameros pseudo-aleatérios envolvido(s) seja(m) o mais eficiente possivel, fornecendo valores
muito proximos aos do modelo de interesse, com a maior rapidez e o menor custo

computacional.
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1.1 Tema e objetivos

Este trabalho tem por objetivo comparar diferentes algoritmos geradores de nimeros
pseudo-aleatorios das distribuicdes Normal, t de Student, Qui-Quadrado e F de Snedecor
através de simulacdo. Neste estudo, uma simulacao pode ser entendida como uma particular
realizagdo de cada um desses modelos. Assim, os valores simulados podem ser considerados
uma amostra aleatoéria de cada uma das distribuicbes. Tentar-se-a responder questées como,
por exemplo: dentre os véarios algoritmos existentes para a geracao de uma distribuicao normal
padrao, qual o mais eficiente? Qual o mais simples e facil de implementar? Qual o mais rapido?

Que algoritmo converge mais rapidamente para a distribuicdo proposta?
1.2 Justificativas

As distribuicdes Normal, t de Student, Qui-Quadrado e F de Snedecor sédo largamente
utilizadas em diversos procedimentos estatisticos, tais como testes de hipoteses (paramétricos
e ndo-paramétricos), intervalos de confianca, Inferéncia Bayesiana, etc. Entretanto, nenhuma
delas é integravel analiticamante. Todos os valores dessas distribuicdes estdo dispostos em
tabelas, construidas por meio de técnicas de célculo numérico. Dai, decorre o interesse e a
necessidade de gerar niUmeros pseudo-aleatérios dessas distribuicdes quando se realiza um
estudo de simulagdo, pois as amostras obtidas s&o supostas apresentar esses
comportamentos por hipétese. Assim, seria conveniente gerar dados que, de fato, apresentem

esses tipos de distribuigdes.
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2. REVISAO TEORICA

A sequir, sera feita uma revisdo tedrica da fungcdo gama e das distribuicbes de
probabilidade Normal, t de Student, Qui-Quadrado, F de Snedecor e Gama. A fun¢do gama
esta presente em varias fungdes densidade de probabilidade, tais como nas distribuigbées t de
Student, Qui-Quadrado, F de Snedecor e Gama. A Distribuicdo Gama serd abordada pois,
dependendo dos valores de seus parametros, esta podera dar origem a uma Distribuicao Qui-
Quadrado.

2.1 A Distribuicao Normal

A Distribuicdo Normal é uma das distribuicdes de probabilidade que tem maiores

aplicacdes na Estatistica. E também conhecida como Distribuicdo de Gauss-Moivre-Laplace.

A Distribuicdo Normal foi introduzida pela primeira vez por Abraham de Moivre (1667-
1754) em um artigo no ano de 1733, que foi reproduzido na segunda edi¢cdo de seu The
Doctrine of Chances (1738) no contexto da aproximacdo de distribuicbes binomiais para
grandes valores de n. Seu resultado foi estendido por Pierre Simon Laplace (1749-1827), em
seu livro Analytical Theory of Probabilities (1812), no que hoje é conhecido como Teorema de
Moivre-Laplace. (WIKIPEDIA, 2012).

Laplace utilizou a Distribuicdo Normal na andlise de erros de experimentos. Em 1805,
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) introduziu o método dos minimos quadrados. Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), que alegava ter utilizado o método desde 1794, justificou-o
rigorosamente em seus trabalhos de 1809, assumindo uma Distribuicdo Normal para os erros
de observagbes astronémicas. Dai, deriva o motivo pelo qual esta distribuicdo € também
chamada de distribuicdo dos erros. O nome “Distribuichio Normal® foi atribuido

independentemente por Charles S. Peirce, Francis Galton e Wilhelm Lexis, por volta de 1875.

Além de descrever uma série de fendmenos fisicos e financeiros, a Distribuigdo Normal
possui grande uso no campo da Estatistica Inferencial, sendo imprescindivel para o
desenvolvimento da Amostragem, Estimacdo por intervalo e Testes de Hipdteses. E
inteiramente descrita por seus parametros média e desvio padrdo (ou, de forma equivalente, a
variancia), ou seja, conhecendo-se estes, consegue-se determinar qualquer probabilidade em
uma Distribuicao Normal.

Um uso conhecido da Distribuigdo Normal é que ela serve de aproximagado para o
célculo de outras distribuicbes de probabilidade quando o nimero de observagdes se torna
grande. Essa propriedade provém do Teorema Central do Limite, que afirma que “toda soma
de variaveis aleatorias independentes de média finita e varidncia limitada é aproximadamente

Normal, desde que o numero de termos da soma seja suficientemente grande”.

A funcéo densidade de probabilidade da Distribuicdo Normal com média i e variancia

o’ (de forma equivalente, desvio padrao o) é dada por:
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e
f(x)= et e R,o0>0 xeR

N27wo

Se a variavel aleatoria X segue esta distribuicédo, escreve-se X ~ N( 1 ,62). Se 4 =0

e 0 = 1, a distribuicdo é chamada de distribuicdo normal padrdo (ou normal standard ou

normal reduzida ou normal centrada) e a funcdo de densidade de probabilidade reduz-se a:

p(z)= ;7[ 6[_2J zeR

Esta fungao densidade é tao especial que recebe uma notagao prépria, a qual utiliza a

letragrega @ ealetra z.

04

02
|

00

Figura 1 — Gréafico da distribuicdo normal padrdo, com média // = 0 e variancia o’ =1

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma Distribuicdo Normal possui as seguintes propriedades:

* Média = Mediana = 4.
- Variancia = .
 Assimetria = Curtose = 0.

+ Sua fungdo densidade de probabilidade ndo é integravel analiticamente, sendo

necessario integragdo numeérica ou o uso de tabelas para encontrar o valor das probabilidades.
« Os limites de sua fungdo densidade f(x) tendem a zero quando x tende a infinito.

Assim, lim f(x) = 0 = limf(x). Além disso, seu ponto de maximo (x,f(x)) é

X—>—o0 X—>too

o)

« E simétrica ao redor da média.
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» Cerca de 68,26% dos valores da distribuicdo estdo compreendidos no intervalo
[U-o, H+01]; 95,44%, no intervalo [(-20, H+20]; e 99,73%, no intervalo [#-30,
M +3 0 ]. Este fato é conhecido como “regra 68-95-99,7” ou a “regra empirica” ou a “regra dos
3-sigmas”.

+ De acordo com o Teorema Central do Limite (TCL), a soma de uma grande
guantidade de variaveis aleatérias (com algumas restricbes) tende a uma Distribuicdo Normal.

* A idéia acima resulta que a soma de variaveis aleatérias Normais € ainda Normal com
média igual a soma das médias. Se as variaveis forem independentes, a variancia é igual a

soma das variancias.

* Se a e b sdo constantes conhecidas e se X segue uma Distribuigdo Normal
(X ~N(i,07%)),entdo aX +b ~N(@u +b,a’c?).

* Se X e Y sao varidveis aleatorias independentes que seguem Distribuicdo Normal,
entdo a soma U = X + Y, a diferenca V = X — Y ou qualquer combinagédo linear
W = aX + bY também s&o variaveis aleatérias com Distribuicdo Normal.

» Se X é uma variavel aleatéria N( ¢ ,62), entdo (X - )/ o é uma variavel aleatéria

normal padrdo. Reciprocamente, se X é uma varidvel aleatéria N(0,1), entdo 0 X + ¢ é uma

variavel aleatoria N( &, 07).

2.2 A Funcao Gama

A funcdo gama foi introduzida por Leonhard Paul Euler (1707-1783), por volta de 1730,
como resultado de uma pesquisa sobre uma forma de interpolacdo da fungao fatorial.
Posteriormente, foi estudada por outros matematicos, incluindo Adrien-Marie Legendre (1752-
1833), que, em 1809, a denominou de “fungdo gama” e introduziu a notagéo F() utilizada
atualmente.

Matematicamente, a funcdo gama € considerada uma extensdo do fatorial para o

dominio dos numeros complexos, com exce¢do dos numeros inteiros negativos, sendo definida

por:

[(x)= I:tx_le_’dt 1€ [0;00) xe R
Esta expressao é também conhecida como Segunda Integral de Euler.

Graficamente, a fungcdo gama tem um comportamento estranho, especialmente para os
nameros negativos devido aos pontos de descontinuidade. A figura abaixo mostra o gréfico da
fungdo gama apenas para os nimeros reais positivos, 0s quais sdo de maior interesse neste

trabalho.
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10

Figura 2 — Grafico da funcdao gama no dominio dos numeros reais positivos

Fonte: elaborada pelo autor.

Ela apresenta algumas propriedades peculiares:

«Se ne N, entao T(n)z (n—l)!

« A funcdo gama é recursiva, isto é, ['(x) = xI'(x—1)

* Qutro resultado é dado pela férmula de reflexao de Euler:

F(l—x)l“(x)z#(fm

2.3 A Distribuicao t de Student

A Distribuicédo t foi desenvolvida por William Sealey Gosset (1876-1937) em um artigo
publicado na revista Biometrics em margo de 1908, enquanto trabalhava como quimico da
cervejaria Guinness de Dublin, Irlanda. Como a empresa nao permitia publicagdes com o nome

real dos funcionarios, ele utilizou o pseuddnimo de “Student”.

Gosset descobriu que o comportamento da variavel Z = (X — U )/G} , quando o valor

de o fosse desconhecido e estimado por meio de pequenas amostras, distribuia-se
simetricamente, com média zero, porém ndo normalmente, pois a variabilidade dependia do
tamanho da amostra utilizada. Quanto menor fosse a amostra, mais variavel seriam os

resultados.

O modelo t de Student foi, entdo, caracterizado por um Unico parametro: o tamanho
amostral. Em geral, esse parametro € especificado genericamente pela letra v, sendo
denominado de “graus de liberdade”. Quando é necessario estabelecer a relagdo com o
tamanho da amostra, determina-se vV = n - 1, ou seja, 0 nimero de elementos amostrais

subtraido de uma unidade.



24

Todavia, a funcdo densidade de probabilidade da que hoje é conhecida como

Distribuigéo t de Student foi determinada por Fisher, e é definida por:
F( v+ 1]
2

wi(p)iey)

v
2 1%

t,(x)= v=1,23,.. xeR

na qual I' é a fungdo gama e v séo os graus de liberdade (VIALI e BITTENCOURT,
2007).

"""" W=
"""" W= 4
= w=5
= | =1
o
o
=
T
o
=
D_
=

_4 -2 o} 2 <

Figura 3 — Grafico da Distribuicao t de Student para alguns valores de V comparada a Distribuicao
Normal (em preto)

Fonte: elaborada pelo autor.

A Distribuicao t é simétrica e semelhante a curva normal padrao, porém com caudas
mais altas, ou seja, uma simulagdo da t de Student pode gerar valores mais extremos que uma
simulagdo da normal. Quanto maior for o valor de vV, melhor sera a aproximagdo com a
distribuicdo normal padrdo. A funcdo densidade da distribuicdo t também nao é integravel

analiticamente.

A Distribuigao t aparece naturalmente nos casos em que o verdadeiro valor do desvio

padrdo da populacdo (que supbe-se seguir a DistribuicAo Normal) é desconhecido, e sua

1 & -
estimativa a partir dos dados amostrais, dada por S = \/—12()(1 —X)2 , é utilizada para
n—=1iq

substituir o valor de o', (desconhecido) na equagao do erro padrao o, = O’X/\/; .

Supondo que o tamanho da amostra n seja extraido de uma popula¢do normal, temos

gue a amostra é formada por n varidveis aleatdrias normais independentes Xj,...,X,, cuja média



25

amostral Yz(X1+...+Xn)/n € considerada o melhor estimador para a media 4 da

2
1 < v A ,

1 Z(Xl - X) como a variancia amostral, temos o seguinte
n—14

populagéo. Considerando §? =

resultado:

A variavel aleatéria t dada por:

X - X -
t=—’u out= \/;—’u tem uma Distribuicao t de Student com v =n - 1 graus
S/\In S

de liberdade.

O resultado acima também ¢é utilizado no teste paramétrico t para comparacéo de duas

médias populacionais, supondo que ambas as populagdes sdo normalmente distribuidas.
A Distribuicdo t possui as seguintes propriedades:
* Média =0, para Vv > 1.
» Mediana = 0.
T 14
* Varidncia= ——, para v > 2.
V-2

» Assimetria = 0, para v > 3.

6
* Curtose = ——, para V > 4.

2.4 A Distribuicao Qui-Quadrado

A Distribuicdo Qui-Quadrado ou ;{2 foi desenvolvida inicialmente, de acordo com

Upton e Cook (2002), pelo fisico alemao Ernst Carl Abbe (1840-1905) em 1863 e, de forma
independente, pelo engenheiro geodesista aleméao Friedrich Robert Helmert (1843-1917) em
1875. O modelo foi batizado e popularizado pelo estatistico britanico Karl Pearson (1857-1936)
em 1900, ano no qual ele desenvolveu uma das aplica¢cées mais populares do modelo: o teste
de aderéncia.

A Distribuicdo Qui-Quadrado também é definida por um Unico pardmetro v que esta
relacionado ao tamanho amostral (V = n - 1). Outra maneira de caracteriza-la é como a soma
dos quadrados de VvV normais padrao independentes (VIALI e BITTENCOURT, 2007). Por

definicao, se Z,,Z,,...,Z, forem v distribuicdes normais padronizadas (ou seja, com média

zero e variancia unitaria) independentes, entdo a soma de seus quadrados é uma Distribuicao

Qui-Quadrado com Vv graus de liberdade:

=7 +Z;+.+Z]
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Um corolério imediato da definigdo acima é que a soma de duas Qui-Quadrado
independentes também é uma Qui-Quadrado:

2

X+ =Xow

William Gemmell Cochran (1909-1980) também mostrou que a Distribuicdo Qui-

Quadrado ¢ igual, a menos de uma constante, a distribuicdo da varidncia amostral.

Sua funcdo densidade de probabilidade estd definida apenas para valores nao-
negativos de x e, assim como a Distribuicdo t, depende dos graus de liberdade v conforme

segue:

;(f(x)zv— v=1,23,.. xe [0;00)
22 F(Vj
2
na qual I" é a fungdo gama definida por:
I(x)= j:z*-le—’dt te [0;00) xe R

e V sao os graus de liberdade (VIALI e BITTENCOURT, 2007).

<<
Smwa
(=]

Figura 4 — Grafico da Distribuicao Qui-Quadrado para alguns valores de V

Fonte: elaborada pelo autor.

A Distribuicdo Qui-Quadrado possui as seguintes propriedades:

*Média=Vv.

2 3
» Mediana = V(l——j )
1%

« Variancia = 2v'.

* Assimetria = ,/8/V .
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12
e Curtose = —.
14

A Distribuicdo Qui-Quadrado é muito utilizada em testes de aderéncia e de
independéncia e sua fungdo densidade, assim como a Distribuigdo Normal e a Distribuigcao t de

Student, também nao é integravel analiticamente.
2.5 A Distribuicao F de Snedecor

O modelo F de Snedecor foi inicialmente desenvolvido por Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962) em 1922 e, por isso, ele é também conhecido por Distribuicdo de Fisher ou por
Distribuicdo de Fisher-Snedecor. Em 1934, foi tabelado por George Waddel Snedecor (1881-
1974), que também introduziu a letra F para representa-lo, homenageando dessa forma o seu

real criador.

A Distribuicdo F de Snedecor também depende de dois parametros denominados
“graus de liberdade”. O primeiro (m) é o grau de liberdade do numerador e 0 segundo (n) do
denominador. Na estatistica, ela é caracterizada como o quociente de duas variancias e,
portanto, de duas distribuicbes Qui-Quadrado. Cada parametro, da mesma forma que nos
modelos anteriores, € associado ao tamanho amostral subtraido de uma unidade. Assim,

m = na-1 € n = ng-1, onde n, representa o niumero de unidades amostrais.

A fungéo densidade de probabilidade da F ndo é integravel analiticamante e uma de

suas possiveis representacdes, em termos da fungcao gama, é dada por:

F, (x)= 2 — mn =1,2,3,... Xe [0;00)
F(mjf(nj(mx +n) 2
2 2
na qual I" é a fungdo gama definida por:
I(x)= j:z*-le—’dt te [0;00) xe R

e me n sao os graus de liberdade.
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Figura 5 — Grafico da Distribuicao F de Snedecor param=5e n =20

Fonte: elaborada pelo autor.

A Distribuicdo F possui as seguintes propriedades:

* Média = ,para n > 2.
n_
. 2n° (m+n-—2)
« Variancia = 5 ,para n > 4.
mn-2)"(n—4)
2m+n—2)4/8(n—4
 Assimetria = (2m+n—2)y8(n ),para n > 6.

(n—6)\/m(m+n—2)
« Se X ¢ uma variavel aleatéria F(m,n), entao 1/X é uma variavel aleatoria
F(n,m).

O modelo F é fundamental, em Estatistica, para as areas de Regressao, Planejamento
de Experimentos e Andlise de Variancia (VIALI e BITTENCOURT, 2007).

2.6 A Distribuicao Gama

A Distribuicdo Gama é uma distribuicdo de probabilidade continua, com dois

parametros. Ha duas maneiras diferentes de representa-la:

(1) Com um parametro de forma k e um parametro de escala 6.

(2) Com um parametro de forma @ =k e um parametro de escala inversa f = 10’

chamado de parametro de proporgao.
Caracterizando a Distribuicio Gama usando a forma k e a escala &, temos que uma

varidvel aleatéria X , seguindo Distribuicdo Gama, é denotada por:

X ~ G(k,0)= Gama(k,0)
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Analogamente, pela caracterizagdo (2), temos que uma varidvel aleatéria X , seguindo
Distribuicdo Gama, € denotada por:

X ~Gla, B)=Gama(a, B)
Sua funcao densidade de probabilidade pode ser expressa em termos da fungdo gama
parametrizada pela forma k e pela escala . Ambos os pardmetros sio valores positivos.

A equacao que define a funcdo densidade da Distribuicdo Gama pela forma e pela

escala é:

11 .,
f(x;k,@):?%xk e © x>0e k,0>0

Ja pela caracterizacao (2), a funcéo densidade da Distribuicdo Gama é dada por:
1
flua,B)=p% ——x""e x20ea,>0
[(a)

Ambas as representacdes podem ser utilizadas no software estatistico R, e sao
comumente encontradas, pois uma ou outra pode ser mais conveniente dependendo da
situagéo.

Algumas propriedades da Distribuicdo Gama:
+ Se X, tem uma distribuicdo G(k;,6), para i =1,2,...n (isto é, todas as distribui¢des

tém o mesmo pardmetro de escala @), entdo ZXi ~G(Zkﬂ0j’ se todos X, sé&o

i=1 i=1
independentes.

*Se X ~G(k,0),entao cX ~G(k,cO).

*Se Y ~ G(a,1), entao X =Y/ [ tem distribuigdo G(a, 3) .
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2.7 Relacoes entre as distribuicoes

Qui-
Quadrado

Normal

X
' [ F de Snedecor ]9

tde
Student

Figura 6 — Diagrama ilustrativo das relacées entre as distribuicoes

Fonte: elaborada pelo autor.
As distribuigdes de probabilidade elencadas acima estao inter-relacionadas da seguinte

forma:
« Normal / Normal padrdo: Se X ¢é uma variavel aleatéria N(,u,O'Z), entao
(X —u)/ o é uma variavel aleatéria normal padrao. Reciprocamente, se X é uma variavel

aleatdria normal padréo, entdo (4 ocX é uma variavel aleatéria N (4, 0'2) .

+ Gama / Normal: Se X ¢ uma variavel aleatéria G(k,#) e Y é uma variavel
aleatéria Normal com a mesma média e a mesma variancia que X, entdo F, =F, se o
parametro de forma k ¢ grande em relagédo ao parametro de escala 6.

« Gama / Qui-Quadrado: Se X é uma variavel aleatéria G(k,0) com k=v/2 e

6 =2,entdo X é uma varidvel aleatéria Qui-Quadrado com V graus de liberdade. De forma

analoga, se X é uma variavel aleatéria G(a, /) com a¢=v/2 e f=1/2,entdo X é uma
variavel aleatéria Qui-Quadrado com v graus de liberdade. Reciprocamente, se Q ~ ;{2 (V) e
¢ é uma constante positiva, entdo c¢.Q ~ G(k =v/2,0= 26‘).

« t de Student / Normal: Se X é uma variavel aleatéria f com um nimero grande de

graus de liberdade v, entdo Fy = F, ,onde Y é uma variavel aleatéria normal padrao.
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» F de Snedecor / Qui-Quadrado: Se X ¢ uma variavel aleatéria F'(m,n) com n

grande, entdo mX é distribuida aproximadamente como uma variavel aleatéria Qui-Quadrado

com V graus de liberdade.

* Qui-Quadrado / F de Snedecor: Se X, e X, s&o variaveis aleatérias Qui-Quadrado
com Vv, e V, graus de liberdade respectivamente, entdo (X,/v,)/(X,/v,) é uma variavel
aleatéria F'(v,,v,).

 t de Student / F de Snedecor: Se X é uma variavel aleatéria t com Vv graus de
liberdade, entao X * é uma variavel aleatéria F(1,v);se X é uma varidvel aleatéria ¢ com v
graus de liberdade, entao X 7 é uma variavel aleatoria F(V,1).

A tabela a seguir apresenta a formula de calculo para algumas medidas estatisticas,
baseada nos valores dos parametros das distribuigoes.

Tabela 1 — Medidas estatisticas das distribuicoes Normal, t de Student, Gama, Qui-Quadrado
e F de Snedecor

. tde . F de
Medidas Normal Gama Qui-Quadrado
Student Snedecor
Média y2 0,v>1 k6 14 L,n>2
n—2
3
Mediana y 0 - =~ V(l - ij
9v
2 —
Variancia o’ L,V>2 k6? 2v M,rb
V-2 mn—2)"(n—4)
2 —2)./8(—
Assimetria 0 0O,v>3 — 8/v (Gmtn - 8n Y ,n>6
Jk (n—6)mm+n~2)
Curtose 0 i,v>4 9 12/v
v—4 k

Fonte: elaborada pelo autor.

2.8 Consideracoes sobre as distribuicoes

Pode-se observar que a origem dos quatro modelos é diversa, mas que, de fato,
apresentam algumas caracteristicas comuns. Os quatro modelos apresentam aplica¢cdes na
Estatistica Inferencial e desempenham o principal papel num variado leque de técnicas
estatisticas tanto paramétricas quanto ndo-paramétricas. As caracteristicas mais notoérias que
esses quatro modelos apresentam sao: possuir fungbes densidade de probabilidade de dificil
manuseio, ndo integraveis analiticamente; e dependéncia da fungdo gama (com excecdo da

Normal).
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3. GERACAO DE NUMEROS ALEATORIOS

Para gerar realizagbes de uma distribuicdo de probabilidade especifica, como a
Distribuicdo Uniforme, por exemplo, precisamos gerar niumeros aleatérios. Isso ndo pode ser
realizado por maquinas, pois, na verdade, qualquer sequéncia produzida por uma maquina &
na realidade uma sequéncia previsivel. Dai, a denominagédo de sequéncia de nimeros pseudo-

aleatorios.

Uma sequéncia de numeros serd considerada “aleatéria” do ponto de vista
computacional se o programa que a gerar for diferente e estatisticamente nao correlacionado

com o programa que a usara (FERREIRA, 2010).

Basicamente, a geragdo de numeros “aleatoérios”, o que constitui o chamado Método de
Monte Carlo, pode ser dividida em dois tipos: geracdo de numeros (varidveis) aleatorias

uniformes e geragao de numeros (variaveis) aleatorias ndo-uniformes.
3.1 Geracao de Variaveis Aleatérias Uniformes

Variaveis aleatérias uniformes sdo aquelas que, a principio, se situam dentro de uma
determinada amplitude, geralmente entre 0 e 1, para os quais ndo podemos produzir uma
sequéncia previsivel de valores. Em varias linguagens estes niumeros sao gerados utilizando o
comando “random” ou comandos similares. Na linguagem de programagédo Pascal, por
exemplo, se este comando for utilizado com o argumento “n”, “random(n)”, nimeros aleatérios
inteiros U do intervalo 0<U <n—1 s&o gerados e se o argumento n nao for usado, os

nameros gerados sao valores aleatérios reais do intervalo [0; 1].

Em simulagdo estocastica, as variaveis aleatorias com Distribuicdo Uniforme no

intervalo [0; 1] sdo empregadas de muitas maneiras:
* Em forma direta.

» Para gerar outras distribuicdes discretas ou continuas, pois a partir do modelo
Uniforme podemos gerar realiza¢gdes de varidveis aleatérias de qualquer outro modelo

probabilistico, com base em transformacgdes realizadas nos niumeros aleatérios uniformes.

» Para gerar conjuntos de varidveis aleatdrias dependentes (processos estocasticos

e/ou distribuicdes multivariadas).

Devemos ter bem em claro que, na maioria das vezes, a performance de uma
simulagao estara fortemente correlacionada com a do gerador de uniformes usado. (BUSTOS e
FRERY, 1992). Entdo, uma fonte confiavel para gerar nimeros aleatérios uniformes determina
0 sucesso de métodos estocéasticos de inferéncia e de todo o processo de simulagdo Monte
Carlo. (FERREIRA, 2010).

Segundo Costa Vieira, Ribeiro e Castro e Souza (2004), um bom gerador de nimeros

aleatérios uniformes deveria possuir as seguintes propriedades:
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* Uniformidade — A sequéncia de numeros aleatérios deve passar em testes

estatisticos com a finalidade de verificar a uniformidade da distribuicao.

+ Independéncia — Subseqléncias da sequéncia completa u,u,,... devem ser
independentes. Por exemplo, membros da subsequéncia par u,u,,u,,... devem ser
independentes dos seus vizinhos impares u,,u,,... Desta maneira, a sequéncia de pares
(u,,,u,,,,;) deve ser uniformemente distribuida no quadrado unitario.

* Periodo longo — O gerador deve possui um periodo longo, ou seja, comegar a repetir
valores somente apds que uma sequéncia muito grande de numeros aleatérios foi gerada.
Idealmente, o gerador ndo deve repetir valores. Na pratica, a repeticdo deve ocorrer somente

depois da geragdo de um grande conjunto de valores.

+ Facilidade de implementacéo e eficiéncia — Os geradores devem ser faceis de serem
implementados em uma linguagem de programagéao de alto nivel e eficientes, isto é, utilizar
poucas operacdes aritméticas para gerar cada namero aleatério, usar todas as capacidades
vetoriais/paralelas disponiveis na maquina e minimizar “overheads”, tais como chamadas a

subrotinas.

* Repeticdo — Os geradores devem possuir a habilidade de repetir exatamente a
mesma sequéncia de numeros aleatorios, pois isto € relevante em procedimentos de teste e

desenvolvimento de programas.

* Portabilidade — Os geradores devem ser portaveis, isto €, gerar exatamente a mesma
sequéncia de numeros aleatorios em duas maquinas diferentes, possivelmente com diferentes

tamanhos de palavras.

» Subsequéncias disjuntas — Os geradores devem dispor de métodos eficientes para
gerar um numero aleatério sem ter que passar por todos os estados intermediarios. Essa
caracteristica é necessaria para a utilizacdo dos geradores de nUmeros aleatérios em
ambientes de processamento paralelo, permitindo, assim, particionar a sequéncia em subfluxos

disjuntos.

Bustos e Frery (1992) estendem o conceito de portabilidade para o ambito das
linguagens de programacdo: “Portabilidade significa que, sob as mesmas condigdes
definidoras, a sequéncia seja a “mesma’, independentemente da linguagem computacional
usada para implementar o algoritmo de geracdo, e do computador usado. Na verdade, isto é

bem dificil de ser atingido, particularmente com microcomputadores.”.

De fato, é sabido que os geradores de numeros aleatorios ndo conseguem atender

todos os requerimentos expostos acima em sua plenitude.
3.1.1 O Gerador de Numeros Pseudo-Aleatérios Mersenne Twister

Segundo Ferreira (2010), um dos melhores geradores de numeros aleatérios € o

Mersenne Twister (MT). O Mersenne Twister € um gerador de nimeros pseudo-aleatdrios
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desenvolvido por Makoto Matsumoto e Takuji Nishimura, da Universidade Keio (Japao), nos
anos de 1996 e 1997. Seu nome deriva do fato que o tamanho escolhido para o periodo do
gerador é um primo de Mersenne. Primo de Mersenne é um namero de Mersenne (numero da

forma M, = 2" — 1, com “n” sendo nimero natural) que também & um nimero primo.
O MT possui as seguintes caracteristicas segundo seus desenvolvedores:
* Foi desenvolvido para eliminar as falhas dos diferentes geradores existentes.

» Apresenta o maior periodo € maior ordem de equi-distribuicdo do que de qualquer

outro método implementado. Ele fornece um periodo que ¢€é da ordem de

2997 _1=4.3154x10%"" | e uma equidistribuico 623-dimensional.

« E um dos mais rapidos geradores existentes, embora seu algoritmo seja complexo.
» Faz uso eficiente da memoria.

O Mersenne Twister foi criado para simulagées com Método de Monte Carlo e outras
simulagbes estatisticas, ndo sendo adequado, em sua forma nativa, para tarefas de

criptografia.

Existem muitas versdes implementadas deste algoritmo, inclusive em linguagens como
C e Fortran, e que estao disponiveis na Internet. Este algoritmo é utilizado como gerador
padrdo no software estatistico R, e esta disponivel em outros softwares do género, tais como
SPSS (a partir da versdo 13) e SAS. Também pode ser encontrado nas bibliotecas padroes

das ultimas versdes das linguagens PHP, Python e Ruby.

A fim de testa-lo, gerou-se 1.000.000 de valores com Distribuigdo Uniforme [0; 1]. O
resultado pode ser observado no histograma apresentado na figura 7:

Frequéncia
30000 40000 50000
| | |

20000
|

10000
1

0
|

T T T T T 1
0.0 0.2 04 0.6 [eR=] 1.0

Uniforme

Figura 7 — Histograma de 1.000.000 nimeros aleatdrios gerados pelo algoritmo do Mersenne
Twister

Fonte: elaborada pelo autor.
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Como se pode verificar graficamente, ndo ha evidéncias de que os dados estejam

concentrados mais proximos a um determinado valor. Assim, ndo ha indicios de falha no

gerador, pois o histograma se apresentou muito préximo da Distribuigdo Uniforme.

Outra possivel falha em geradores de nimeros aleatérios € a de que dois valores

consecutivos sejam correlacionados. Pela figura 8, podemos observar o grafico de dispersao

de 2000 pares consecutivos de numeros aleatérios e, como se pode observar, o diagrama esta

uniformemente preenchido (ndo existem buracos):
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Figura 8 — Grafico de dispersao com 2000 pares de niumeros aleatorios gerados em sequéncia

Fonte: elaborada pelo autor.

Na figura 9 é apresentado o mesmo gréafico de dispersdo para 32500 pares, onde se

pode verificar que o diagrama estd completamente preenchido, ndo se percebendo falhas

aparentes:
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Figura 9 — Grafico de dispersao com 32500 pares de nimeros aleatérios gerados em sequéncia

Fonte: elaborada pelo autor.
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3.2 Geracao de Variaveis Aleatdérias Nao-Uniformes

E comum precisarmos de eventos provenientes de varidveis aleatérias que obedecem
outras distribuigbes, além da Uniforme. Podemos obter variaveis aleatérias de qualquer
distribuicdo de probabilidade a partir de ndmeros aleatérios uniformes, por essa razéo a
geracao de numeros uniformes é necessaria. Veremos alguns métodos de validade universal,
que serao referenciados neste trabalho, os quais utilizam variaveis aleatdrias com Distribuicao

Uniforme em [0; 1] para construir varidveis aleatérias com qualquer distribuicao.

3.2.1 O Método de Inversao

Em sua forma mais simples, o Método de Inversdo se baseia no seguinte teorema,

chamado de Teorema Fundamental da Transformacao de Probabilidades:

Teorema: Sejam U uma variavel uniforme U[0; 1] e X uma varidvel aleatéria com
densidade f e fungdo de distribuicdo F continua e invertivel, entdo X = F 7(U) possui densidade

f Sendo F' a funcgdo inversa da funcao de distribuicdo F.

Este teorema sugere que para gerar amostras de uma variavel aleatéria X da qual se
conhece F', se podem gerar nimeros U uniformes em [0; 1] e fazer X = F"(U). Temos, entao,

0 seguinte algoritmo geral de inverséo:

1. Gerar U ~U|[0;1].

2. Fazer X =F'(U).

3. Sair X.

Exemplo: Geragao de valores com Distribuicao Exponencial.

A funcao densidade de probabilidade da Distribuicao Exponencial € dada por:
flxA)=Ae™ x20e A>0

E sua fungéo de distribuicdo acumulada é dada por:
FlxA)=1-e™* x20e A>0

Entdo, para gerar nimeros aleatérios que seguem uma Distribuicdo Exponencial, pelo

Teorema Fundamental da Transformacéo de Probabilidades, podemos substituir F(x;4) por

U . Assim:
U=l-e™*
Isolando x, teremos:
- ~In(1-U)
A

Devido a Distribuigdo Uniforme ser simétrica, podemos substituir 1-U por U, e o

algoritmo definitivo fica:
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1. Gerar U ~U[0:1].

—ln(U)
A

2. Fazer X =

3. Sair X.
Também ha outras distribuicbes conhecidas para as quais o Método de Inversao pode
ser aplicado, tais como a Distribuicdo Weibull, a Distribuicdo de Cauchy e a Distribuicdo de

Pareto.

Para variaveis aleatorias discretas, devemos modificar o teorema para podermos
contemplar fungdes de distribuicbes F em escada, como séo as fungdes de distribuicdo de

probabilidades associadas a essas variaveis aleatérias (FERREIRA, 2010).

Uma condigdo minima para a aplicacao deste método é conhecer a forma explicita de
F', através de boas implementagdes. Entretanto, quando ndo conhecemos explicitamente a
forma de F', mas dispomos de uma boa aproximagédo da mesma, podemos utilizar o método
por aproximagao.

Computacionalmente, a dificuldade é obtermos analiticamente uma expressao para a
fungéo F' para muitos modelos probabilisticos, tais como a Distribuicdo Normal, a Distribuicao
t, a Distribuicdo Qui-Quadrado e a Distribuicdo F, dentre outras. Em geral, suas expressoes
analiticas ndo existem e métodos numéricos sao requeridos para inverter a funcido de

distribuicao.
3.2.2 O Método de Aceitacao-Rejeicao

Para o Método de Inversdo é conveniente conhecer a fungdo de distribuicdo. Em
algumas ocasides, conhecemos a funcao densidade, mas ndo a funcdo de distribuicdo em
forma tratavel, como ocorre, por exemplo, com a Distribuicdo Normal. Em outras situacoes, a
inversa da fungao de distribuicdo nao é tratdvel. Um método muito geral para lidar com alguns
desses casos é 0 que se baseia na aceitacdo e rejeigcdo, chamado de Método de Aceitacao-
Rejeicao ou, simplesmente, de Método de Rejeicdo. Esse método foi introduzido por Von
Neumann (1951).

Suponhamos que desejemos gerar varidveis aleatérias X de uma fungdo de

densidade f, mas ndo sabemos como fazer isso diretamente. Porém, dispomos de um

procedimento para gerar varidaveis aleatérias de uma funcdo de densidade g tal que

f(x)<ag(x) paratodo x,sendo a <co. O método de rejeicao é assim definido:
Enquanto U > f(X)/(ag(X))
Gerar X ~ g, U ~U[0:1].

Sair X .
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Observamos que o método de rejeigdo equivale a gerar valores Y ~ U (0;ag(X)) e
aceita-los se Y < f(X). Entdo, tem-se que o algoritmo de rejeigdo proporciona saidas X tais
que P(X <x|X aceito)=F(x), onde F é a funcdo de distribuicio de X (INSUA,
JIMENEZ e MARTIN, 2009).

O problema deste método é que devemos encontrar g e, em consequéncia, a.

Segundo Bustos e Frery (1992), “a arte no uso dos métodos de rejeicdo consiste em encontrar

a g conveniente”.

Este método também pode ser aplicado a geracdo de variaveis aleatérias discretas,

mas, nesses casos, € bem dificil achar fungbes g adequadas (BUSTOS e FRERY, 1992).

3.2.3 O Método do Quociente de Uniformes

O método de rejeicdo apresenta o inconveniente de ter que ser extremamente

cuidadoso na sele¢cdo da densidade g no caso de distribuicbes com caudas pesadas. Esse

problema ndo se da com o Método do Quociente de Uniformes.
E conhecido que quando (U,V) se distribuem uniformemente no circulo unitario,

V /U segue uma Distribuigdo de Cauchy. Surge, entdo, de forma natural, a questio de que se
poderia ser possivel gerar variaveis aleatérias de outras distribuicbes como o quociente de
variaveis distribuidas uniformemente sobre certo subconjunto. Tem-se, de fato, o seguinte

resultado:

Proposicdo: Seja h uma fungdo ndo negativa com 0 < Ih < oo, Sgja

C, ={(u,v):0£u£1/h(v/u)}
Se (U,V) se distribui uniformemente sobre C,, entdo X =V /U tem fungdo de
densidade h/( I h).

Podemos fornecer o seguinte algoritmo:

Enquanto (U,V)¢ C,
Gerar U,,U, ~ U[0:1].
Fazer U=mU,, V=p'+(p'—p)U,.

Sair X =V /U.

3.2.4 Outros Métodos

Na literatura, sao relatados varios outros métodos para geragdo de nimeros pseudo-
aleatérios de um modelo probabilistico com base na Distribuicdo Uniforme [0; 1]. Um dos
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métodos mais conhecidos é o Método de Composigao, utilizado no caso em que a distribuigcao

da qual desejamos gerar valores € uma mistura, que envolve uma familia de densidades

dependentes de um parametro y e sua fungéo de distribuicio H da seguinte forma:

F=[g(xly)dH(y)

Porém, o Método de Composicao é aplicavel somente para modelos discretos.



40

4. METODOLOGIA PARA A ANALISE COMPARATIVA
DOS ALGORITMOS

Serdo geradas amostras de tamanhos diferentes: 100, 1000 e 10000 para as
distribuicobes Normal e Qui-Quadrado; 100 e 10000 para a distribuicdo t de Student; e 10000
para a distribuicdo F. A razédo pela escolha destes valores foi por serem os mais referenciados
na bibliografia de Estatistica Computacional e Simulagao. Cada um destes tamanhos amostrais
serd replicado 100 vezes. Assim, teremos 100 amostras de tamanho 100, 100 amostras de

tamanho 1000 e sucessivamente.
Para o caso da Normal s6 serao gerados valores para a Normal padréo, pois todos os
algoritmos, inclusive a implementagéo no R, utilizam a relagdo X = u + 0Z para gerar valores

para as distribuicbes nao padronizadas. Assim, a geragdo de uma N(-2,4) é diretamente

dependente do algoritmo para geragao de uma N(0,1), da mesma forma que a geracao da

N(0,1) depende do gerador da uniforme no intervalo [0; 1]. Para as distribui¢cdes ;{2, Fet

serdo utilizados os seguintes valores, respectivamente: ;{2(1), ;{2(17), ;{2 (50); F(1,5), F(5,1),
F(5,5); t(3), t(15), t(30).

Para cada amostra, serdo calculadas as seguintes estatisticas: tempo de execucéo,
esperanca, maximo e minimo, amplitude, desvio-padrao, assimetria, curtose, quartis, distancia
interquartilica e valor-p para o teste de aderéncia. Lembrando que o desvio-padrao é a raiz

quadrada da variancia e o 2° quartil € igual & mediana dos dados.

A aderéncia ao modelo sera avaliada pelo Teste Qui-Quadrado de Aderéncia. Os

niveis de significancia utilizados serédo os valores 5% e 1%.

O tempo de execucgao sera determinado como sendo o tempo médio da geragao das
100 amostras de tamanho 10000. Além do tempo médio, sera determinado o erro padrao da
média dos tempos. Para as amostras menores o tempo de execug¢do nao sera avaliado em
virtude de ele ser praticamente nulo. O algoritmo mais rapido serd considerado o que

apresentar o menor tempo médio, com 0 menor erro padrao.

As demais medidas serdo avaliadas quanto a variagdo em torno dos valores do
modelo. Assim, para cada uma das 100 amostras serdo calculadas as estatisticas
mencionadas acima (quando conveniente) e comparadas com os valores “exatos” do modelo
sendo simulado. Estes valores “exatos” foram obtidos com auxilio do software R. As
estatisticas para a esperanga, a mediana (Distribuigdo Normal), o desvio-padrdo e o valor-p
também serdo representadas graficamente. Um valor médio, com um erro padréo, sera obtido
para cada uma das estatisticas. A analise comparativa entre os algoritmos sera feita com base
nestes valores-resumo, os quais poderdo ser apresentados com um ndmero diferente de casas

decimais ou em notagao cientifica (conforme a precisdo alcangada pelo software R).

Para o algoritmo “vencedor” em cada tamanho de amostra, sera gerado um histograma

e apresentado os valores calculados.
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As analises serdo realizadas no software R, versdo 2.14.2, através do editor Tinn-R,
versao 2.3.7.1, em ambiente Windows. O computador utilizado ter4& um processador de
2.13GHz e 2GB de meméria RAM.
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5. GERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS DA
DISTRIBUIGAO NORMAL

Neste trabalho, consideraremos diferentes algoritmos para gerar nimeros aleatérios da
Distribuicdo Normal padrdo (X ~ N(0,1)) disponiveis na literatura de Estatistica
Computacional e Simulagdo. Como indicamos na secgdo 2.1, se desejarmos gerar nimeros da
Distribuicdo Normal Y ~ N(,U,GZ), basta fazer a transformagdo Y =y + 0X . Na maioria das

vezes, a construcdo destes algoritmos foi baseada nos métodos para geragado de variaveis
aleatérias ndo-uniformes mencionados anteriormente.

5.1 Geradores baseados no Método de Inversao

Embora a funcdo densidade do modelo Normal ndo seja integravel analiticamante, se
conhecem varias aproximacoes para a sua funcao de distribuicdo, o que nos permite utilizar o
Método de Inversdo por aproximagao.

5.1.1 Inversao Aproximada

Na literatura, uma férmula proposta para a inversa da fungao de distribuicdo do modelo
Normal é dada por:

x 0135 _ (1 _x )0.135
0.1975

Ent&o, pelo Método de Inversado, temos o seguinte algoritmo:

F(X)=

1. Gerar U ~U[0:1].

U0.135 _ (1 _ U)O.135
0.1975 '

2. Fazer X =

3. Sair X.

Embora o algoritmo seja baseado em uma férmula aproximada e ndo em um calculo
exato, esse & um dos geradores para a Distribuicio Normal de mais simples e facil
implementacdo em qualquer ambiente computacional. Quanto a eficiéncia, existe uma
divergéncia entre os autores. Insta, Jiménez e Martin (2009) afirmam que este algoritmo é
mais rapido que os demais. Ja Ferreira (2010) menciona que a operagao ¢é lenta, em virtude de

utilizar a exponenciacao.
5.1.2 Inversao pelas aproximacoes de Wichura

Em 1988, Wichura descreveu duas aproximagdes rapidas e de alta precisdo para a

inversa da funcdo de distribuicdo do modelo Normal utilizando polinbmios racionais. Para

valores de x no intervalo [0,075; 0,925], um polindbmio racional em (x—0,5)* foi utilizado,
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enquanto que para valores fora desse intervalo, um dos dois polindmios racionais em +/—1In x
foi utilizado. Como a maioria dos valores de x esta no primeiro intervalo, a raiz quadrada e o
logaritmo so precisam ser calculados em 15% das vezes. A primeira aproximacgao, chamada de

PPND7, fornece 7 casas decimais de acuracia no intervalo [10°'®; 1-10°'®

], e a segunda,
chamada de PPND16, fornece cerca de 16 casas decimais de acuracia no mesmo intervalo. O
método de precisdo mais baixa, PPND7, utiliza polinémios racionais de graus 2 e 3, enquanto

PPND16 utiliza polinémios racionais de grau 7.

O software estatistico R, por padrdo, usa estas aproximacgdes propostas por Wichura
para gerar numeros aleatorios da Distribuicdo Normal baseados no Método de Inversao. No R,

este algoritmo esté implementado em linguagem C.

Por ser extenso e complexo, uma vez que deve-se ter bastante atencdo no momento
de digitar os polindbmios racionais, ndo forneceremos aqui o pseudocdédigo para este algoritmo.
Sua implementacdo, em linguagem C, pode ser encontrada no codigo-fonte do software R,

disponivel no endereco eletronico http://www.r-project.org
5.2 Geradores baseados no Método de Aceitacao-Rejeicao

Na literatura, podem ser encontrados trés algoritmos distintos para gerar ndmeros
aleatérios da Distribuicdo Normal tendo como base o Método de Aceitacdo-Rejeicdo. O
primeiro utiliza a Distribuicdo de Cauchy; o segundo, a Distribuicdo Exponencial; e o terceiro
nao utiliza nenhuma distribuicdo de probabilidade especifica, baseando-se em aceitagbes e
rejeicdes da propria Distribuicao Uniforme [0; 1].

5.2.1 Gerador Normal a partir da Distribuicao de Cauchy

Para implementar este algoritmo é necessario gerar ocorréncias da Distribuicdo de
Cauchy. A densidade da Distribuicdo de Cauchy é dada por:

1
f(X)_—ﬂ'(1+x2) xe R

Assim, podemos gerar ocorréncias desta distribuigao pelo Método de Inversao, em que

teremos X =tan(z(U —1/2)).

Assumindo que @(X) é a densidade da distribuicdo normal padrdo no ponto X , uma

proposicao para este algoritmo é a seguinte:
Fazer M = \/ﬁ .
Repita
Gerar U,V ~U|[0:1].

Fazer X =tan(z(U —1/2)).
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Calcular @(X), f(X).
Até que U < @(X)/Mf(X)

Sair X .
5.2.2 Gerador Normal a partir da Distribuicao Exponencial

Na seg¢do 3.2.1, vimos como gerar nimeros aleatérios da Distribuigdo Exponencial
através do Método de Inversdo. Outro algoritmo proposto para gerar variaveis aleatdrias
normais padrdo baseado no Método de Rejeicdo é aquele que utiliza a Distribuicao

Exponencial. Assumindo que @(X) é a densidade da distribuigdo normal padrao no ponto X ,

temos:
1 Gerar U ~U[0;1] e ¥ ~U[0;U~2e/7].
2. Fazer X =—In(U).
3.(@).Se Y<@(X)/2 entao sair Z=-X .
(b). Sendose P(X)/2<Y <@(X) entdosair Z=X .

(c). Senao volte para o passo 1.

Estes dois ultimos algoritmos apresentam trés desvantagens na sua construgdo: &
preciso saber gerar ou possuir um bom gerador de ocorréncias do modelo Cauchy ou
Exponencial; é necessario calcular o valor da densidade da normal padrdo no ponto X , o que

é expresso por @(X ) ; e ambos os algoritmos sdo iterativos, pois possuem lagos de repetigao,

0 que pode comprometer o desempenho.
5.2.3 Gerador de Marsaglia e Bray (1964)

Este algoritmo foi proposto inicialmente por Marsaglia e Bray em 1964.
Gerar U ~U|0:1].
Se 0<U £0.8638 entao

Gerar V, W ~U[-1].

Sair X =2.3153508*U —1+V +W .
Se 0.8638 <U <£0.9745 entao

Gerar V ~U[0;1].

Sair X :%*(V—1+9.0334237*(U —0.8638)).

Se 0.9973002 < U <1 entao
Repita
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Gerar V, W ~UJ0;1].

Fazer X :%—ln(W).

9
Até que XV SE

Sair X =+/2X sinal (U —0.9986501).
Se 0.9745<U £0.9973002 entao
Repita
Gerar X ~U[-3;3], U ~UJ[0:1].
Fazer V=l X |.
Fazer W =6.6313339*%(3-V)>.

Fazer Soma =0.

SeV <% entao

Fazer Soma = 6.0432809 * (% - Vj .

Se V <1 entdo

Fazer Soma = Soma +13.2626678*(3-V?)-W .

V2

Até que U <49.0024445¢ > —Soma—W
Sair X .

5.2.4 Gerador de Kinderman e Ramage (1976)

Este algoritmo foi proposto por Kinderman e Ramage em 1976, em um artigo intitulado
“Computer Generation of Normal Random Variables’, e encontra-se implementado no software
R em linguagem C utilizando uma versao corrigida de Josef Leydold. Trata-se de um algoritmo
diferenciado dos dois ultimos por utilizar aceitacao-rejeicao nos valores da préopria Distribuigao

Uniforme [0; 1], e ndo em outra distribuicdo de probabilidade especifica. Também nao

necessita do célculo da densidade da normal padréo (@(X)).

Fazer C, =0.398942280401433.

Fazer C, =0.180025191068563.

Fazer A=2.216035867166471.

Criar a fungao g(x)=C, *e™? —C,*(A—x).
Gerar U, ~U[0:1].

Se U, <0.884070402298758 entao



46

Gerar U, ~U[0:1].
Sair X =A*(1.131131635444180*U, +U, —1).
Se U, 20.973310954173898 entéo
Repita
Gerar U, ~U[0:1].
Gerar U, ~U[0:1].
Fazer tt =(A*A-2*In(U,)).
Até que (U, *U, <(A*A)/tt)
Se U, <0.986655477086949 entdo

Sair X = \/E
Senéo
Sair X = —\/E.

Se U, 20.958720824790463 entédo
Repita
Gerar U, ~U[0:1].
Gerar U, ~U[0:1].
Fazer tt = A—0.630834801921960 * min(U,,U,).
Até que (max(U,,U;)<0.755591531667601) ou (0.034240503750111*1U, =U, I< g(tt))
Se U, <U, entao
Sair X =1t.
Senéo
Sair X =—1t.
Se U, 20.911312780288703 entédo
Repita
Gerar U, ~U[0:1].
Gerar U, ~U[0:1].
Fazer tt =0.479727404222441+1.105473661022070 * min(U,,U,) .
Até que (max(U,,U;)<0.872834976671790) ou (0.049264496373128*|U, - U, I< g(tt))
Se U, <U, entao

Sair X =1t.
Senao

Sair X =—1t.
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Repita

(a) Gerar U, ~U[O0:1].

(b) Gerar U, ~U[0s1].

(c) Fazer 1t =0.479727404222441-0.595507138015940 * min(U,,U,) .

Se 1t <0 entao volte para (a).
Até que (max(U,,U;)<0.805577924423817) ou (0.053377549506886* U, —U, I< g(tt))
Se U, <U, entao

Sair X =1r.
Senéao

Sair X =—1t.

Estes dois ultimos algoritmos sdo os mais extensos para geragao de ocorréncias da
Distribuicdo Normal. No momento de suas implementacdes, deve-se conferir atentamente a
digitagdo dos valores numéricos envolvidos para evitar erros nos resultados. Observa-se,
também, que estes algoritmos fazem uso intenso de estruturas de decisdo e de repeticao,
como as do tipo “se-entdo” e “repita”, respectivamente. O uso da estrutura “repita”, que cria um

bloco de instrugdes iterativo, pode comprometer a velocidade de processamento.
5.3 Geradores baseados no Método do Quociente de Uniformes

Os algoritmos seguintes foram construidos tendo como base o Método do Quociente

de Uniformes. Esse método produz resultados exatos.
5.3.1 Quociente de Uniformes de Kinderman e Monahan (1977)

Repita

Gerar U ~U|[0:1].

Gerar V ~U[-1;1].

Fazer X = (V\/Z_/e)/U.

Se X*<5-4¢"*U entao
Sair X .

Senaose X’ <4e ¥ /U +1.4 entao
Se V? <—4U*In(U) entao

Sair X .
Fim do Se
Fim do Se
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Fim do Repita
5.3.2 Quociente de Uniformes de Leva (1992)
Repita
Gerar U ~U|0;1].
Gerar V ~U[-1;1].

Fazer v=V2/e.

Fazer X =U —0.449871, Y =lv1+0.386595 .

Fazer Q= X*+Y(0.19600Y —0.25472X) .
Se 0<0.27597 entao

Sair v/U .
Senao se 0 <0.27846 entdo

Se v’ <—4U*In(U) entao

Sair v/U .
Fim do Se
Fim do Se
Fim do Repita

5.3.3 Quociente de Uniformes exposto por Insua, Jiménez e Martin (2009)

O algoritmo abaixo foi exposto por Insua, Jiménez e Martin (2009) na obra “Simulacién
— Métodos y Aplicaciones’.

Enquanto Z >—In(U)
Gerar U,U, ~U[0s1].

Fazer V =(V2/e)#(2U,-1), X =V /U, Z=X"/4.

Sair X .

Como se pode observar, todos os algoritmos baseados no Método do Quociente de
Uniformes tem suas instru¢cdes contidas dentro de uma estrutura de repeticédo do tipo “repita”
ou “enquanto”. Além disso, todos também exigem o calculo de logaritmos e utilizam operagdes
de radiciagdo (raiz quadrada) e exponencia¢do, 0os quais estdo sujeitos a erros de exatidao e

preciséo.
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5.4 Geradores baseados em outros métodos

Existem algoritmos para geracdo de numeros aleatdrios da Distribuicdo Normal que
foram construidos ndo tendo como base nenhum dos métodos elencados acima. Esses

algoritmos estao baseados em outros teoremas ou métodos, e serdao apresentados a seguir.
5.4.1 Soma de Doze Uniformes ou Método da Convolucao

Este procedimento se baseia no Teorema Central do Limite (TCL) que, em linhas
gerais, afirma que a soma de uma grande quantidade de varidveis aleat6rias (com algumas

restricdes) tende a uma Distribuigdo Normal. Este algoritmo pode ser visto como um exemplo

dessa transformagdo. Se as varidaveis U,, 1,..,n, sdo independentes e identicamente

distribuidas (iid) como uma Uniforme U[0;1], em que E(U,)=1/2 e Var(U,)=1/12, pelo

TCL a variavel aleatéria X = se distribui aproximadamente como uma N(0,1),

n/12
para n suficientemente grande. Para n =12 ja se tem uma boa aproximagéo, com o qual X

toma a forma (ZZU:‘ )— 6, e o algoritmo ficaria:
1. Gerar U,,...,U,, ~U[0:1].
2. Fazer X = (ZZU[)—G

3. Sair X .
Embora seja de pouca complexidade, este algoritmo apresenta trés inconvenientes:
» Trata-se de uma aproximagéo para a Distribuicdo Normal.

» O somatério em questao pode estar sujeito a erros de arredondamento dependendo
do ambiente computacional em que o algoritmo seja implementado.

* Pode haver uma “explosédo de Uniformes”. Por exemplo: se para gerar um valor da
Normal preciso gerar 12 Uniformes, entdo, para gerar 10.000 valores da Normal precisarei
gerar 120.000 Uniformes e assim sucessivamante.

5.4.2 Método de Box-Muller

O método exato para gerar valores da Distribuicdo Normal mais antigo e mais
conhecido é o Método de Box-Muller (Box e Muller, 1958), o qual produz um par de niumeros
aleatérios normais padrdo e independentes de um par de numeros uniformes. Este método
utiliza o fato de que a distribuicdo bidimensional de dois numeros aleatérios normais com
média zero é radialmente simétrica se ambos os componentes normais tem a mesma variancia.

O algoritmo de Box-Muller pode ser entendido como um método no qual os nimeros normais



50

de sua saida representam as coordenadas no plano bidimensional. Devido ao algoritmo
produzir dois numeros aleatérios cada vez que é executado, € comum a sua funcdo geradora
retornar o primeiro valor para o usudrio e ocultar o outro valor para retornar na proxima

chamada da funcao. Este algoritmo encontra-se disponivel no software R.

1. Gerar U,,U, ~U|[0;1].

2. Fazer R=,/-2In(U,), ®=27U,.

3. Fazer X, =Rcos(®), X, = Rsen(0).
4. Sair X,, X,.

As equagbes para obter X, e X, s&@o conhecidas como transformagbes de Box-
Muller.

A desvantagem deste método € a exigéncia do calculo de senos e cossenos, 0 que
envolve o cémputo da expanséo de séries de Taylor. Para uma boa aproximagédo aos valores
exatos de senos e cossenos, dependemos da maior expansao possivel das séries de Taylor, o

que pode variar de acordo com a linguagem de programacao utilizada.
5.4.3 Variante de Marsaglia

Marsaglia introduziu sua “Variante Polar do Método de Box-Muller”, a qual incorpora o
método de rejeicao para evitar as operagdes trigonométricas de senos e cossenos. O algoritmo
é:

Enquanto W >1

Gerar U,,U, ~U|[0:1].
Fazer V,=2U,—1,V,=2U, -1, W=V’ +V,.

Fazer C =,/[-2In(W)]/W .

Sair X, =CV,, X,=CV,.

Uma vez que este algoritmo utiliza rejeicdo para evitar o calculo das fungdes

trigonométricas, temos uma complexidade adicional na sua programacao.
5.4.4 Método Ahrens-Dieter

O Método Ahrens-Dieter (Ahrens e Dieter, 1988) é um gerador normal exato que
transforma um par de numeros aleatérios independentes da Distribuicdo Exponencial e da
Cauchy em dois numeros aleatérios da Normal independentes. Este método é similar ao de
Box-Muller, exceto que, ao invés de aplicar uma transformagao complexa para facilmente gerar
nuameros aleatérios uniformes, aplica uma transformagdo mais simples em duas distribuicoes

gue sao mais complexas de gerar. A principio, as distribuicdes Exponencial e Cauchy poderiam
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ser geradas diretamente, usando —In(U) e tan(z(U —1/2)), respectivamente, o que faria

deste um método de transformacdo. Entretanto, a Unica razdo deste método ser factivel é
devido aos autores terem desenvolvido dois algoritmos baseados em rejeigdo para gerar

amostras das distribuicées Exponencial e Cauchy.

Um dos inconvenientes deste método é ser complexo de entender. Deve ser
cuidadosamente implementado, pois requer muitas constantes. Este algoritmo encontra-se
disponivel no software R. Sua implementagdo, em linguagem C, pode ser encontrada no

codigo-fonte do R, disponivel no enderego eletrénico http://www.r-project.org
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6. ESTIMATIVAS DAS AMOSTRAS DA DISTRIBUICAO
NORMAL

Nos capitulos subsequentes, apresentaremos as estimativas com amostras de
tamanho n = 100, n = 1000 e n = 10000 da Distribuicdo Normal padrao para as seguintes
medidas: esperanga, maximo e minimo, amplitude, desvio-padréo, assimetria, curtose, quartis,
distancia interquartilica e valor-p para o teste de aderéncia. Os valores “exatos” das medidas
para a Distribuicdo Normal padrdo sio: esperanca = 0; maximo = 4.264891 e minimo = -
4.264891; amplitude = 8.529782; desvio-padrao = 1; assimetria = 0; curtose = 0; 12 quartil = -
0.6744898, 2° quartil = 0 e 3° quartil = 0.6744898; distancia interquartilica = 1.34898.

Considera-se como méaximo o valor x tal que a probabilidade P(X <x)=0.99999, e como

minimo o valor x tal que a probabilidade P(X < x)=0.00001.

6.1 Estimativas com amostras de tamanho n = 100

Nas tabelas abaixo, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.
6.1.1 Esperanca

Tabela 2 — Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.009062434 | 0.09543417
Inv. Wichura -0.007578265 | 0.106004
Rej. Cauchy 0.007823898 | 0.1058975
Rej. Exponencial 0.001805649 | 0.09287565
Marsaglia-Bray -0.01017365 | 0.1069247
Kinderman-Ramage -0.01477516 | 0.08043886
Kinderman-Monahan -0.002752763 | 0.09932383
Quoc. Unif. Leva 0.009079546 | 0.09477138
Quoc. Unif. Insua -0.004753159 | 0.1032364
Soma Doze Uniformes | 0.008746627 | 0.1104117
Box-Muller -0.01167383 | 0.1024274
Variante Marsaglia 0.008910398 | 0.1019724
Ahrens-Dieter 0.01058423 | 0.09843404

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 1 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao N(0,1) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.1.2 Maximo e Minimo

Tabela 3 — Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao N(0,1) em 100
amostras de tamanho 100

Gerador Média | Erro Padrédo
Inv. Aproximada 2.532696 | 0.3717791
Inv. Wichura 2.517707 | 0.3713459
Rej. Cauchy 2.514574 | 0.4633389
Rej. Exponencial 2.542086 | 0.4041451
Marsaglia-Bray 2.42405 0.403121

Kinderman-Ramage 2.51027 | 0.4407196
Kinderman-Monahan 2.483085 | 0.3776668

Quoc. Unif. Leva 2.531315 | 0.4510915
Quoc. Unif. Insua 2.507519 | 0.4138504
Soma Doze Uniformes | 2.481613 | 0.4073649
Box-Muller 2.490676 | 0.4677043
Variante Marsaglia 2.533667 | 0.4419769
Ahrens-Dieter 2.585604 | 0.4743861

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 4 — Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribui¢ciao N(0,1) em 100
amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -2.473534 | 0.3582343
Inv. Wichura -2.524946 | 0.4164138
Rej. Cauchy -2.408515 | 0.3797996
Rej. Exponencial -2.51063 | 0.4381672
Marsaglia-Bray -2.49863 | 0.4400174

Kinderman-Ramage -2.47332 | 0.3976071
Kinderman-Monahan -2.571436 | 0.4578993

Quoc. Unif. Leva -2.472008 | 0.4456734
Quoc. Unif. Insua -2.539813 | 0.4254929
Soma Doze Uniformes | -2.411904 | 0.3793033
Box-Muller -2.47362 | 0.4212333
Variante Marsaglia -2.55832 | 0.4564264
Ahrens-Dieter -2.46875 | 0.4298149

Fonte: elaborada pelo autor.
6.1.3 Amplitude

Tabela 5 — Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 5.00623 | 0.4993893
Inv. Wichura 5.042653 | 0.5974695
Rej. Cauchy 4.923089 | 0.5509244
Rej. Exponencial 5.052715 | 0.593337
Marsaglia-Bray 4.92268 | 0.6096093

Kinderman-Ramage 4.983591 | 0.6203069
Kinderman-Monahan 5.05452 0.594761

Quoc. Unif. Leva 5.003323 | 0.6467366
Quoc. Unif. Insua 5.047331 | 0.5992069
Soma Doze Uniformes | 4.893517 | 0.574163
Box-Muller 4.964297 | 0.6359683
Variante Marsaglia 5.091987 | 0.6343671
Ahrens-Dieter 5.054355 | 0.6522928

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 6 — Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicdao N(0,1)
em 100 amostras de tamanho 100

amostra

Gerador Média Erro Padréo

Inv. Aproximada 1.000396 | 0.06350335

Inv. Wichura 0.999242 | 0.07288895

Rej. Cauchy 0.9963197 | 0.0768562

Rej. Exponencial 1.000953 | 0.06933273

Marsaglia-Bray 0.9759807 | 0.06204278

Kinderman-Ramage 0.9933156 | 0.06913938

Kinderman-Monahan 1.007644 | 0.08090255

Quoc. Unif. Leva 0.9925069 | 0.06972294

Quoc. Unif. Insua 0.9971297 | 0.07582419

Soma Doze Uniformes | 0.990602 | 0.06829935

Box-Muller 0.99713 | 0.07369371

Variante Marsaglia 1.002215 | 0.07737016

Ahrens-Dieter 1.001942 | 0.07607487

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 2 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao N(0,1) em 100

amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 7 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicao N(0,1) em

100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 0.02902254 0.2571842
Inv. Wichura -0.0223686 0.2439079
Rej. Cauchy 0.02635954 0.217975
Rej. Exponencial 0.003477309 0.2376233
Marsaglia-Bray -0.01374043 0.2320286
Kinderman-Ramage -0.0003383674 | 0.2398639
Kinderman-Monahan -0.04180047 0.2361352
Quoc. Unif. Leva 0.02170604 0.2331396
Quoc. Unif. Insua -0.02183757 0.2363794
Soma Doze Uniformes | -0.01089978 0.2309453
Box-Muller 0.03744194 0.234206
Variante Marsaglia -0.01625267 0.2777991
Ahrens-Dieter 0.000102327 | 0.2364053

6.1.6 Curtose

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 8 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao N(0,1) em 100
amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padréo
Inv. Aproximada 0.0121851 0.4554933
Inv. Wichura 0.008668426 | 0.4174302
Rej. Cauchy -0.09153277 | 0.3994047
Rej. Exponencial 0.03596081 0.4327935
Marsaglia-Bray 0.039234 0.5269268
Kinderman-Ramage 0.02258049 0.4750382
Kinderman-Monahan -0.006353618 | 0.4320223
Quoc. Unif. Leva -0.002457271 | 0.4602357
Quoc. Unif. Insua 0.006453771 | 0.3898836
Soma Doze Uniformes | -0.1098272 0.4534674
Box-Muller -0.03922979 | 0.4789778
Variante Marsaglia 0.05180219 0.4938133
Ahrens-Dieter -0.009752955 | 0.478546

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 9 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.6628656 | 0.1390403
Inv. Wichura -0.6675943 | 0.1319938
Rej. Cauchy -0.6790974 | 0.1568243
Rej. Exponencial -0.6603809 | 0.1225857
Marsaglia-Bray -0.6565412 | 0.1445299
Kinderman-Ramage -0.6704237 | 0.1242368
Kinderman-Monahan -0.6641848 | 0.1325942
Quoc. Unif. Leva -0.65425 0.1362246
Quoc. Unif. Insua -0.6643328 | 0.1391937
Soma Doze Uniformes | -0.6753588 | 0.1411471
Box-Muller -0.6827325 | 0.1323297
Variante Marsaglia -0.6614249 | 0.1394763
Ahrens-Dieter -0.6571 0.1210521

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 10 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.02281699 | 0.1241362
Inv. Wichura -0.004929354 | 0.1317373
Rej. Cauchy 0.01026994 | 0.1380688
Rej. Exponencial 0.01563119 0.1225143
Marsaglia-Bray -0.01186945 | 0.1224363
Kinderman-Ramage -0.01184882 | 0.09706678
Kinderman-Monahan -0.003526452 | 0.1194232
Quoc. Unif. Leva 0.002608566 | 0.1149112
Quoc. Unif. Insua -0.003913473 | 0.1113667
Soma Doze Uniformes | 0.02130182 0.1320383
Box-Muller -0.02020447 | 0.1339905
Variante Marsaglia 0.008734944 | 0.1279172
Ahrens-Dieter 0.01791564 0.128293

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 3 - Graficos dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao N(0,1) em 100

amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 11 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 3¢ quartil da distribuicao N(0,1) em

100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padréo
Inv. Aproximada 0.6483198 | 0.1258568
Inv. Wichura 0.6714481 | 0.1351443
Rej. Cauchy 0.6752402 | 0.1349913
Rej. Exponencial 0.6489866 | 0.1329137
Marsaglia-Bray 0.6365014 | 0.1346928
Kinderman-Ramage 0.6393106 | 0.1269985
Kinderman-Monahan 0.6861109 | 0.1418966
Quoc. Unif. Leva 0.6742543 | 0.1240231
Quoc. Unif. Insua 0.6617501 | 0.1384011
Soma Doze Uniformes | 0.686223 | 0.1544554
Box-Muller 0.6564531 | 0.1397859
Variante Marsaglia 0.6741447 | 0.1315035
Ahrens-Dieter 0.6827423 | 0.1360271

Fonte: elaborada pelo autor.



6.1.8 Distancia Interquartilica

Tabela 12 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao N(0,1) em 100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 1.311185 | 0.145169
Inv. Wichura 1.339042 | 0.1319143
Rej. Cauchy 1.354338 | 0.1842912
Rej. Exponencial 1.309368 | 0.1451868
Marsaglia-Bray 1.293043 | 0.1525419
Kinderman-Ramage 1.309734 | 0.1593492
Kinderman-Monahan 1.350296 | 0.1562913
Quoc. Unif. Leva 1.328504 | 0.1552029
Quoc. Unif. Insua 1.326083 | 0.1592239
Soma Doze Uniformes | 1.361582 | 0.1515428
Box-Muller 1.339186 | 0.1740855
Variante Marsaglia 1.33557 | 0.1668602
Ahrens-Dieter 1.339842 | 0.1400257

Fonte: elaborada pelo autor.

6.1.9 Teste de Aderéncia

Tabela 13 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao N(0,1) em 100 amostras de tamanho 100

Gerador Média Erro Padrédo
Inv. Aproximada 0.5026506 | 0.2685548
Inv. Wichura 0.5131365 | 0.2762698
Rej. Cauchy 0.4513709 | 0.2858284
Rej. Exponencial 0.5371342 | 0.2636209
Marsaglia-Bray 0.4932079 | 0.2950988
Kinderman-Ramage 0.5462355 | 0.2922936
Kinderman-Monahan 0.464263 | 0.2881989
Quoc. Unif. Leva 0.5170986 | 0.2759117
Quoc. Unif. Insua 0.5065225 | 0.290438
Soma Doze Uniformes | 0.497217 0.306954
Box-Muller 0.4951024 | 0.2869744
Variante Marsaglia 0.4655814 | 0.2798491
Ahrens-Dieter 0.5253088 | 0.2753594

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 4 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
N(0,1) em 100 amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.1.10 Conclusoes

De maneira geral, para as 100 amostras com tamanho 100, os algoritmos Kinderman-
Monahan e Ahrens-Dieter foram 0s que mais se aproximaram, em média, aos valores exatos
das medidas analisadas. Entretanto, o algoritmo de Kinderman-Monahan mostrou-se um pouco
mais preciso que o algoritmo de Ahrens-Dieter. Em termos de variabilidade, ambos se
comportaram de forma similar.

Assim, podemos dizer que o algoritmo de Kinderman-Monahan comportou-se melhor

para a geragdo de amostras com tamanho n = 100 da Distribuicdo Normal padréo.

Tabela 14 — Estimativas médias do algoritmo de Kinderman-Monahan em 100 amostras de tamanho
100 da distribuicao N(0,1)

Medidas Kinderman-Monahan
Esperanga -0.002752763
Maximo 2.483085
Minimo -2.571436
Amplitude 5.05452
Desvio-Padrédo 1.007644
Assimetria -0.04180047
Curtose -0.006353618
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12 Quartil -0.6641848

2° Quartil -0.003526452

32 Quartil 0.6861109
Dist. Interquart. 1.350296

Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 10 — Histograma de 100 valores gerados da distribuicao N(0,1) pelo algoritmo de
Kinderman-Monahan

Fonte: elaborada pelo autor.

6.2. Estimativas com amostras de tamanho n = 1000

Nas tabelas abaixo, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréaficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.

6.2.1 Esperanca

Tabela 15 — Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 0.002014318 | 0.03129956
Inv. Wichura -0.002079295 | 0.03300581
Rej. Cauchy -0.002815066 | 0.03429791
Rej. Exponencial 0.0001384719 | 0.02992357
Marsaglia-Bray 0.003190983 | 0.03452673
Kinderman-Ramage -0.001291773 | 0.03202166
Kinderman-Monahan 0.001041138 | 0.02778461
Quoc. Unif. Leva 0.0004834135 | 0.02646444
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Quoc. Unif. Insua 0.004022597 0.0330536
Soma Doze Uniformes | -0.0006903926 | 0.0318287
Box-Muller -0.0008262409 | 0.02924798
Variante Marsaglia -0.002155977 | 0.03027569
Ahrens-Dieter -0.002501833 | 0.03127202
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 5 — Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao N(0,1) em 100
amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
6.2.2 Maximo e Minimo

Tabela 16 — Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média | Erro Padrdo
Inv. Aproximada 3.161852 | 0.3090106
Inv. Wichura 3.196863 | 0.3647633
Rej. Cauchy 3.283016 | 0.3426755
Rej. Exponencial 3.223687 | 0.3602605
Marsaglia-Bray 3.281389 | 0.4154233

Kinderman-Ramage 3.261837 | 0.3621373
Kinderman-Monahan 3.242655 | 0.3544424
Quoc. Unif. Leva 3.243226 | 0.3253418
Quoc. Unif. Insua 3.1706 0.3394337




Soma Doze Uniformes | 3.101809

Box-Muller
Variante Marsaglia

Ahrens-Dieter

3.215017
3.20478
3.210632

0.3155943
0.3867896
0.2929196
0.2775037

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 17 — Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

6.2.3 Amplitude

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -3.169214 | 0.3226643
Inv. Wichura -3.298735 | 0.3736771
Rej. Cauchy -3.289649 | 0.4256568
Rej. Exponencial -3.182163 | 0.3331722
Marsaglia-Bray -3.227082 | 0.3436708
Kinderman-Ramage -3.184129 | 0.3174223
Kinderman-Monahan -3.236524 | 0.3363518
Quoc. Unif. Leva -3.249184 | 0.3745607
Quoc. Unif. Insua -3.120346 | 0.2724511
Soma Doze Uniformes | -3.147004 | 0.2957891
Box-Muller -3.216268 | 0.3210548
Variante Marsaglia -3.297524 | 0.387599
Ahrens-Dieter -3.252783 | 0.3418995

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 18 — Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média | Erro Padrédo
Inv. Aproximada 6.331065 | 0.4586844
Inv. Wichura 6.495598 | 0.5209199
Rej. Cauchy 6.572665 | 0.5685247
Rej. Exponencial 6.405849 | 0.5428715
Marsaglia-Bray 6.508471 | 0.5407429
Kinderman-Ramage 6.445966 | 0.470401
Kinderman-Monahan 6.479179 | 0.5048546
Quoc. Unif. Leva 6.49241 | 0.4873395
Quoc. Unif. Insua 6.290945 | 0.4391695
Soma Doze Uniformes | 6.248813 | 0.4413202
Box-Muller 6.431285 | 0.4837155
Variante Marsaglia 6.502304 | 0.4641195
Ahrens-Dieter 6.463415 | 0.4245059
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 19 — Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao N(0,1)
em 100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padrao

Inv. Aproximada 0.9985553 | 0.01926768

Inv. Wichura 1.004279 | 0.02111584

Rej. Cauchy 1.003426 | 0.02143183

Rej. Exponencial 1.000373 | 0.02312311

Marsaglia-Bray 0.9983488 | 0.02232527

Kinderman-Ramage 1.000134 | 0.02512456

Kinderman-Monahan 1.003499 | 0.02258203

Quoc. Unif. Leva 1.002539 | 0.02043831

Quoc. Unif. Insua 0.9941485 | 0.02107412

Soma Doze Uniformes | 1.00111 0.02214742

Box-Muller 0.996857 | 0.02185337

Variante Marsaglia 0.9986953 | 0.02377147

Ahrens-Dieter 1.000206 | 0.02285446

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 6 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao N(0,1) em 100

amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 20 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicdo N(0,1) em

100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.004506061 | 0.07164439
Inv. Wichura -0.01557684 | 0.07423158
Rej. Cauchy 0.003774131 | 0.07394407
Rej. Exponencial 0.007041263 | 0.07951698
Marsaglia-Bray -0.01176757 0.086832
Kinderman-Ramage -0.009974317 | 0.07397464
Kinderman-Monahan 0.003023725 | 0.07557843
Quoc. Unif. Leva 0.0004293911 | 0.07242903
Quoc. Unif. Insua -0.0006660868 | 0.07239461
Soma Doze Uniformes -0.0063495 0.06945569
Box-Muller 0.001022244 | 0.08411176
Variante Marsaglia -0.002885438 | 0.08461139
Ahrens-Dieter -0.004838704 | 0.07377537

6.2.6 Curtose

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 21 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao N(0,1) em

100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.0255475 0.1379419
Inv. Wichura -0.01269046 0.154017
Rej. Cauchy -0.0009228562 | 0.1744196
Rej. Exponencial -0.01568317 0.1559886
Marsaglia-Bray 0.02226501 0.1737806
Kinderman-Ramage -0.006898075 | 0.1492507
Kinderman-Monahan -0.0365112 0.1448672
Quoc. Unif. Leva -0.01048786 0.167665
Quoc. Unif. Insua -0.04045058 0.1433633
Soma Doze Uniformes -0.1037695 0.1361594
Box-Muller -0.0044863 0.1405253
Variante Marsaglia 0.003023854 0.1473875
Ahrens-Dieter -0.01796486 0.1532614

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 22 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.6712368 | 0.04225581
Inv. Wichura -0.6781676 | 0.04113612
Rej. Cauchy -0.6792409 | 0.03787453
Rej. Exponencial -0.6741933 | 0.04050138
Marsaglia-Bray -0.665509 | 0.04226359
Kinderman-Ramage -0.6715896 | 0.04703856
Kinderman-Monahan -0.682993 | 0.04029391
Quoc. Unif. Leva -0.6761248 | 0.04052167
Quoc. Unif. Insua -0.6610673 | 0.03960869
Soma Doze Uniformes | -0.6827118 | 0.04688311
Box-Muller -0.6733365 | 0.04329852
Variante Marsaglia -0.6735085 | 0.04686752
Ahrens-Dieter -0.6762204 | 0.04461841

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 23 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

Gerador

Média

Erro Padrao

Inv. Aproximada

Inv. Wichura

Rej. Cauchy

Rej. Exponencial
Marsaglia-Bray
Kinderman-Ramage
Kinderman-Monahan
Quoc. Unif. Leva
Quoc. Unif. Insua
Soma Doze Uniformes
Box-Muller

Variante Marsaglia

Ahrens-Dieter

0.001870556
0.000113983
-0.005639999
-0.0006449595
0.004664403
0.001184501
0.002688699
0.0008143753
0.002831336
-0.001977901
-0.001869335
-0.003201695
-0.0015663

0.03771755
0.03958677
0.04216683
0.03999646
0.04397486
0.04123253
0.03827916
0.03307258
0.03898503
0.03810385
0.0380701
0.03986383
0.03989253

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 7 — Graficos dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao N(0,1) em 100

amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 24 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 3¢ quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padréo
Inv. Aproximada 0.6736855 | 0.0420988
Inv. Wichura 0.6782685 | 0.04116969
Rej. Cauchy 0.6718305 | 0.04810266
Rej. Exponencial 0.672289 | 0.04272079
Marsaglia-Bray 0.674154 | 0.04426279
Kinderman-Ramage 0.6788996 | 0.04190076
Kinderman-Monahan 0.6797421 | 0.03955191
Quoc. Unif. Leva 0.6754142 | 0.04069196
Quoc. Unif. Insua 0.6780062 | 0.04446724
Soma Doze Uniformes | 0.6817653 | 0.04430915
Box-Muller 0.6711728 | 0.04166654
Variante Marsaglia 0.6694676 | 0.03874335
Ahrens-Dieter 0.6734105 | 0.03971431

Fonte: elaborada pelo autor.



6.2.8 Distancia Interquartilica

Tabela 25 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao N(0,1) em 100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média
1.344922 | 0.04593239
1.356436 | 0.04057731
1.351071 | 0.04705975
1.346482 | 0.05117137
1.339663 | 0.04921025
1.350489 | 0.05251921
1.362735 | 0.05016925
1.351539 | 0.05461544
Quoc. Unif. Insua 1.339074 | 0.04933058
Soma Doze Uniformes | 1.364477 | 0.05853384
1.344509 | 0.05054018
1.342976 | 0.04685666
1.349631 | 0.04926479

Fonte: elaborada pelo autor.

Erro Padrao

Inv. Aproximada

Inv. Wichura

Rej. Cauchy

Rej. Exponencial
Marsaglia-Bray
Kinderman-Ramage
Kinderman-Monahan

Quoc. Unif. Leva

Box-Muller
Variante Marsaglia

Ahrens-Dieter

6.2.9 Teste de Aderéncia

Tabela 26 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao N(0,1) em 100 amostras de tamanho 1000

Gerador Média Erro Padréo
Inv. Aproximada 0.5381316 | 0.3195284
Inv. Wichura 0.4840885 | 0.2940198
Rej. Cauchy 0.4564268 | 0.2925798
Rej. Exponencial 0.4534743 | 0.2880199
Marsaglia-Bray 0.5308782 | 0.293837
Kinderman-Ramage 0.4797575 | 0.3009116
Kinderman-Monahan 0.5501258 | 0.2868982
Quoc. Unif. Leva 0.521443 | 0.2685215
Quoc. Unif. Insua 0.5417912 | 0.3045601
Soma Doze Uniformes | 0.4913324 | 0.2950767
Box-Muller 0.4940139 | 0.288086
Variante Marsaglia 0.5443138 | 0.2808249
Ahrens-Dieter 0.4650643 | 0.2863751

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 8 — Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
N(0,1) em 100 amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.2.10 Conclusoes

De maneira geral, para as 100 amostras com tamanho 1000, os algoritmos Rejeigao
pela Distribuicdo Exponencial, Rejei¢do pela Distribuicdo de Cauchy, Variante de Marsaglia,
Quociente de Uniformes de Leva e Box-Muller foram 0s que mais se aproximaram, em média,
aos valores exatos das medidas analisadas. Para este tamanho de amostra, podemos verificar
gue os algoritmos baseados no método de aceitacdo-rejeicdo mostraram-se mais precisos que
0s demais, com uma leve vantagem para o algoritmo baseado na Distribuicdo Exponencial, o
qual, de 11 medidas calculadas, em cinco delas pode ser elencado como um dos geradores
mais precisos (embora nem sempre tenha apresentado a menor variabilidade).

Assim, podemos dizer que o algoritmo de Rejeicdo pela Distribuicdo Exponencial
comportou-se melhor para a geracao de amostras com tamanho n = 1000 da Distribuigao

Normal padrao.
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Tabela 27 — Estimativas médias do algoritmo de Rejeicao pela Distribuicao Exponencial em 100
amostras de tamanho 1000 da distribuicao N(0,1)

Medidas Rej. Exponencial
Esperanga 0.0001384719
Maximo 3.223687
Minimo -3.182163
Amplitude 7.438032
Desvio-Padrédo 1.000373
Assimetria 0.007041263
Curtose -0.01568317
12 Quartil -0.6741933
2° Quartil -0.0006449595
32 Quartil 0.672289
Dist. Interquart. 1.346482

Fonte: elaborada pelo autor.

Rejeicao pela Distribuicao Exponencial

frequéncia

&0

valores

Figura 11 — Histograma de 1000 valores gerados da distribuicao N(0,1) pelo algoritmo de Rejeicao
pela Distribuicao Exponencial

Fonte: elaborada pelo autor.

6.3. Estimativas com amostras de tamanho n = 10000

Nas tabelas a seguir, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréficos, ilustramos o
comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.



6.3.1 Tempo de Execucao

Tabela 28 — Média e erro padrao dos tempos de execucao, em segundos, medidos em 100

6.3.2 Esperanca

amostras de tamanho 10000 da distribuicao N(0,1)

Gerador Média | Erro Padrao
Inv. Aproximada 0.3785 | 0.02090744
Inv. Wichura 1.3302 | 0.02677931
Rej. Cauchy 1.0843 | 0.02690256
Rej. Exponencial 1.9955 | 0.03801581
Marsaglia-Bray 0.7728 | 0.02155941
Kinderman-Ramage 0.6618 | 0.02041885
Kinderman-Monahan 0.8855 | 0.01838835
Quoc. Unif. Leva 0.9466 | 0.02094823
Quoc. Unif. Insua 0.8964 | 0.02638181
Soma Doze Uniformes | 0.3658 | 0.01718468
Box-Muller 0.4043 | 0.01451262
Variante Marsaglia 0.5529 | 0.0193477
Ahrens-Dieter 1.4558 | 0.03188299

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 29 — Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuiciao N(0,1) em

100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 4.078576e-05 | 0.00963597
Inv. Wichura -0.0005912234 | 0.0108083
Rej. Cauchy -2.444202e-05 | 0.01005797
Rej. Exponencial 0.0006174231 | 0.01088158
Marsaglia-Bray -0.0006449274 | 0.009479491
Kinderman-Ramage 1.44414e-05 0.01013144
Kinderman-Monahan -0.0005370181 | 0.008940114
Quoc. Unif. Leva 0.0003107256 | 0.009677595
Quoc. Unif. Insua -0.0006837361 | 0.008291807
Soma Doze Uniformes | 0.0002035495 | 0.009101711
Box-Muller 0.0004087335 | 0.009980175
Variante Marsaglia -0.0002465947 | 0.01037074
Ahrens-Dieter -0.001972872 | 0.01112516

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 9 — Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao N(0,1) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.3.3 Maximo e Minimo

Tabela 30 — Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média | Erro Padrédo
Inv. Aproximada 3.67812 | 0.1951931
Inv. Wichura 3.887468 | 0.361838
Rej. Cauchy 3.833186 | 0.2765049
Rej. Exponencial 3.858787 | 0.2889402
Marsaglia-Bray 3.803388 | 0.3094301
Kinderman-Ramage 3.860144 | 0.2643519
Kinderman-Monahan 3.88738 | 0.3085162
Quoc. Unif. Leva 3.835344 | 0.3134597
Quoc. Unif. Insua 3.911728 | 0.3068029
Soma Doze Uniformes | 3.618569 | 0.2687502
Box-Muller 3.886008 | 0.3121628
Variante Marsaglia 3.915806 | 0.2765527
Ahrens-Dieter 3.791881 | 0.2822758

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 31 — Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

6.3.4 Amplitude

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -3.660849 | 0.2222916
Inv. Wichura -3.789637 | 0.2614513
Rej. Cauchy -3.864249 | 0.3156253
Rej. Exponencial -3.87753 | 0.2795228
Marsaglia-Bray -3.873991 | 0.3124315
Kinderman-Ramage -3.882799 | 0.3072965
Kinderman-Monahan -3.830847 | 0.3023282
Quoc. Unif. Leva -3.842296 | 0.3212197
Quoc. Unif. Insua -3.862537 | 0.3334432
Soma Doze Uniformes | -3.667338 | 0.2377975
Box-Muller -3.827891 | 0.2785688
Variante Marsaglia -3.841867 | 0.3099171
Ahrens-Dieter -3.855592 | 0.3202348

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 32 — Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 7.338968 | 0.2875556
Inv. Wichura 7.677105 | 0.430032
Rej. Cauchy 7.697435 | 0.3923243
Rej. Exponencial 7.736316 | 0.4072806
Marsaglia-Bray 7.67738 | 0.4693779
Kinderman-Ramage 7.742943 | 0.436601
Kinderman-Monahan 7.718227 | 0.421272
Quoc. Unif. Leva 7.67764 | 0.4750116
Quoc. Unif. Insua 7.774266 | 0.4411526
Soma Doze Uniformes | 7.285907 | 0.3325534
Box-Muller 7.713899 | 0.441164
Variante Marsaglia 7.757674 | 0.4261002
Ahrens-Dieter 7.647472 | 0.4475289

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 33 — Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao N(0,1)
em 100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padréo
Inv. Aproximada 0.9986805 | 0.007287532
Inv. Wichura 1.001513 | 0.006440669
Rej. Cauchy 1.00055 0.00780846
Rej. Exponencial 0.9986234 | 0.007175574
Marsaglia-Bray 1.000342 | 0.007662034
Kinderman-Ramage 1.000927 | 0.007522393
Kinderman-Monahan 0.9992433 | 0.007482825
Quoc. Unif. Leva 0.9995201 | 0.006742008
Quoc. Unif. Insua 1.001852 | 0.007659301
Soma Doze Uniformes | 0.9992795 | 0.006831979
Box-Muller 0.9995184 | 0.006948187
Variante Marsaglia 0.9997244 | 0.007335063
Ahrens-Dieter 0.9999237 | 0.007390292

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 10 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao N(0,1) em 100

amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 34 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicdo N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.0004667106 | 0.02768499
Inv. Wichura 0.0003648139 | 0.02760971
Rej. Cauchy 0.0003492828 | 0.02255564
Rej. Exponencial 0.0007948796 | 0.02005484
Marsaglia-Bray -0.0004806933 | 0.02317302
Kinderman-Ramage 0.0009172677 | 0.02602432
Kinderman-Monahan -0.002262727 | 0.02740893
Quoc. Unif. Leva 0.001203913 | 0.02335504
Quoc. Unif. Insua -0.000310124 | 0.02618433
Soma Doze Uniformes | -0.001984239 | 0.02413896
Box-Muller -0.002687322 | 0.02319569
Variante Marsaglia 0.003313385 | 0.02334822
Ahrens-Dieter -0.002117759 | 0.02295513

6.3.7 Curtose

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 35 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

Gerador

Média

Erro Padréo

Inv. Aproximada

Inv. Wichura

Rej. Cauchy

Rej. Exponencial
Marsaglia-Bray
Kinderman-Ramage
Kinderman-Monahan
Quoc. Unif. Leva
Quoc. Unif. Insua
Soma Doze Uniformes
Box-Muller

Variante Marsaglia

Ahrens-Dieter

-0.007741045
0.0001346954
-0.003503153
0.006151363
-0.0009852633
0.001766893
-0.0002936447
-0.00722352
-0.001001362
-0.1006847
-0.0006654236
0.01010244
-0.009525276

0.04796694
0.04985316
0.04939722
0.05392317
0.04832359
0.04906434
0.05054862
0.05358064
0.05331843
0.04137404
0.0434142
0.04539371
0.05025189

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 36 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada -0.6706447 | 0.01463033
Inv. Wichura -0.6772253 | 0.01430168
Rej. Cauchy -0.6750242 | 0.01437012
Rej. Exponencial -0.6730028 | 0.01422749
Marsaglia-Bray -0.6753228 | 0.0127348
Kinderman-Ramage -0.6750868 | 0.01398925
Kinderman-Monahan -0.6742666 | 0.01293207
Quoc. Unif. Leva -0.6752771 | 0.01454069
Quoc. Unif. Insua -0.6752463 | 0.01177066
Soma Doze Uniformes | -0.679744 | 0.01301145
Box-Muller -0.6742513 | 0.01185906
Variante Marsaglia -0.6741473 | 0.01427654
Ahrens-Dieter -0.6753484 | 0.01407911

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 37 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao N(0,1) em
100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 0.000306218 | 0.01364375
Inv. Wichura -0.00107235 | 0.01346843
Rej. Cauchy -0.0008030546 | 0.01366323
Rej. Exponencial 0.0007396668 | 0.01453965
Marsaglia-Bray 0.0006881889 | 0.01251402
Kinderman-Ramage -0.0001945409 | 0.01279031
Kinderman-Monahan 0.0004270331 | 0.01125215
Quoc. Unif. Leva 7.449303e-05 | 0.01205641
Quoc. Unif. Insua -0.00120771 0.01086031
Soma Doze Uniformes | 4.913974e-05 | 0.01306972
Box-Muller 0.001085232 | 0.01280928
Variante Marsaglia -0.0007062951 | 0.01242037
Ahrens-Dieter -0.002233441 | 0.01333005

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 11 — Graficos dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao N(0,1) em 100

amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 38 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 3¢ quartil da distribuicao N(0,1) em

100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padréo
Inv. Aproximada 0.6709169 | 0.01446716
Inv. Wichura 0.673097 | 0.01466783
Rej. Cauchy 0.6760559 | 0.01329012
Rej. Exponencial 0.673573 | 0.01372757
Marsaglia-Bray 0.6733118 | 0.01387864
Kinderman-Ramage 0.6741849 | 0.01347749
Kinderman-Monahan 0.6727967 | 0.0125165
Quoc. Unif. Leva 0.6738794 | 0.01368002
Quoc. Unif. Insua 0.6754664 | 0.01372269
Soma Doze Uniformes | 0.680843 | 0.01379811
Box-Muller 0.6748083 | 0.0122649
Variante Marsaglia 0.6731657 | 0.01245246
Ahrens-Dieter 0.6728348 | 0.01452161

Fonte: elaborada pelo autor.



6.3.9 Distancia Interquartilica

Tabela 39 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao N(0,1) em 100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrao
Inv. Aproximada 1.341562 | 0.01668102
Inv. Wichura 1.350322 | 0.01662842
Rej. Cauchy 1.35108 | 0.01573124
Rej. Exponencial 1.346576 | 0.01633259
Marsaglia-Bray 1.348635 | 0.01622021
Kinderman-Ramage 1.349272 | 0.01595811
Kinderman-Monahan 1.347063 | 0.01539988
Quoc. Unif. Leva 1.349156 | 0.01516611
Quoc. Unif. Insua 1.350713 | 0.01569344
Soma Doze Uniformes | 1.360587 | 0.01506888
Box-Muller 1.34906 | 0.01390899
Variante Marsaglia 1.347313 | 0.01458046
Ahrens-Dieter 1.348183 | 0.01578208

Fonte: elaborada pelo autor.

6.3.10 Teste de Aderéncia

Tabela 40 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao N(0,1) em 100 amostras de tamanho 10000

Gerador Média Erro Padrédo
Inv. Aproximada 0.4732453 | 0.2935678
Inv. Wichura 0.4562296 | 0.285868
Rej. Cauchy 0.4648547 | 0.3030879
Rej. Exponencial 0.4793055 | 0.3023391
Marsaglia-Bray 0.5396041 | 0.2829489
Kinderman-Ramage 0.5195344 | 0.2987819
Kinderman-Monahan 0.469697 | 0.2880658
Quoc. Unif. Leva 0.4770902 | 0.2782912
Quoc. Unif. Insua 0.4835915 | 0.2875804
Soma Doze Uniformes | 0.5123736 | 0.2748049
Box-Muller 0.5313329 | 0.2923391
Variante Marsaglia 0.5197972 | 0.2823057
Ahrens-Dieter 0.5222597 | 0.2979281

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 12 — Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
N(0,1) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.3.11 Conclusoes

De maneira geral, para as 100 amostras com tamanho 10000, os algoritmos
Kinderman-Ramage, Box-Muller e Variante de Marsaglia foram os que mais se aproximaram,
em média, aos valores exatos das medidas analisadas. Em se tratando de precisdo das
estimativas, o algoritmo de Kinderman-Ramage mostrou-se um pouco melhor que os demais.
Entretanto, sua variabilidade (erro padrao) sempre esteve acima dos demais. O algoritmo de
Box-Muller, ao contrario, mostrou ser mais constante nas suas estimativas, pois foi o gerador
que apresentou, na maioria das vezes, a menor variabilidade. Além do mais, o algoritmo de

Box-Muller foi um dos mais rapidos dentre todos os algoritmos analisados.

Por tudo isso, podemos dizer que o algoritmo de Box-Muller comportou-se melhor para
a geracao de amostras com tamanho n = 10000 da Distribuicdo Normal padréo.
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Tabela 41 — Estimativas médias do algoritmo de Box-Muller em 100 amostras de tamanho 10000 da
distribuicao N(0,1)

Medidas Box-Muller
Tempo de Execucao 0.4043 s
Esperancga 0.0004087335
Maximo 3.886008
Minimo -3.827891
Amplitude 7.713899
Desvio-Padrao 0.9995184
Assimetria -0.002687322
Curtose -0.0006654236
12 Quartil -0.6742513
2° Quartil 0.001085232
32 Quartil 0.6748083
Dist. Interquart. 1.34906

Fonte: elaborada pelo autor.

Box-Muller

1000 1500 2000
|

frequéncia
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[ T T T 1
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Figura 12 — Histograma de 10000 valores gerados da distribuicao N(0,1) pelo algoritmo de Box-
Muller

Fonte: elaborada pelo autor.
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7. GERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS DA
DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

Neste capitulo, apresentaremos alguns geradores de numeros aleatérios da
Distribuigdo Qui-Quadrado encontrados na literatura de Estatistica Computacional e Simulacao.
A desvantagem desses algoritmos est4d na sua dependéncia de outras distribuicdes de
probabilidade, como a DistribuicAo Normal, por exemplo. Ou seja, para se implementar o
algoritmo, é necessario saber gerar ou dispor de um bom gerador de alguma outra distribuicao
de probabilidade. No caso dos algoritmos para a Distribuicdo Qui-Quadrado, geralmente é
necessario um bom gerador de ocorréncias da Distribuigdo Gama ou da Distribuigdo Normal
padrdo. Em nossos estudos posteriores, onde analisamos as estimativas desses geradores,
utilizamos o gerador normal disponivel por padrao no software R (Inversdao por Wichura) na

implementacao dos algoritmos da Distribuicado Qui-Quadrado.
7.1 Geradores baseados na Distribuicao Gama

Como vimos em nossa Revisdo Teodrica, a Distribuicdo Qui-Quadrado também pode
ser expressa em termos da Distribuigio Gama com pardmetros k=v/2 e =2 (ou,
equivalentemente, @ =v/2 e f=1/2), onde v s&o os graus de liberdade. Assim, podemos
aproveitar os algoritmos para geragéo de numeros aleatérios da Distribuicdo Gama para gerar
ocorréncias da Distribuicido Qui-Quadrado.

Geralmente, na literatura especializada, os algoritmos para geragdo de numeros
aleatérios da Distribuicdo Gama sédo apresentados de acordo com o valor assumido para o
parametro « : geradores da Gama para & <1 e geradores da Gama para « >1. Entao,
podemos combinar esses dois algoritmos (um para & <1 e outro para & >1) e dispor de um

gerador da Gama para qualquer valor de & .

Para a <1, caso da Distribuicdo Qui-Quadrado com grau de liberdade Vv igual a 1 ou

2, podemos utilizar o algoritmo de rejeicao proposto por Ahrens e Dieter (1974):

e+a 1
Fazer [ = , C=—.
e

Repita
Gerar U, W ~ U[0:1].
Fazer V = SU .
Se V <1 entédo
Fazer X =V°.

Fazer Aceitar =[W <e *].
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senao

Fazer X =—log(c(f-V)).
Fazer Aceitar =[W < X“"].

Até que Aceitar =Verdadeiro .

Sair X .

Para & >1, caso da Distribuigdo Qui-Quadrado com grau de liberdade v maior do que
2, podemos utilizar o algoritmo de Cheng e Feast (1979), o qual é baseado no método do

quociente de uniformes:

a—(1/6a) 2
Fazer c,=a—1, ¢, = 3 ’C3:a'—1’c4:1+c3’c5:ﬁ'
1. Enquanto U, ¢ (0,1)

Gerar U,,U, ~U(0,]).

Se o> 2.5 entédo

Fazer U, =U, +c5(1-1.86U,).
2. Fazer W =¢,U,/U,.
3.Se c,U, +W+W™' <c, entdoirab.
4.Se c;logU, —logW +W =1 entdo voltar a 1.

5.8air X =¢W.

O software R utiliza um algoritmo baseado na DistribuicAo Gama para gerar valores da
Distribuicdo Qui-Quadrado. Por ser muito extenso, ndo forneceremos aqui o pseudocodigo
para este algoritmo. Entretanto, sua implementacao, em linguagem C, pode ser encontrada no
cédigo-fonte do software, disponivel no enderego eletrénico http://www.r-project.org . Neste

trabalho, chamaremos este gerador de “Gama - R”.
7.2 Geradores baseados na Distribuicao Normal

Os algoritmos seguintes sdo baseados unicamente na Distribuicao Normal. Lembrando

que V sao os graus de liberdade da Distribuicdo Qui-Quadrado, a qual queremos gerar.
7.2.1 Soma dos Quadrados de Normais

Gerar Z,,...,Z, ~N(0,]).

Sair X = Z;Zf .
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7.2.2 Aproximacao Normal

Gerar Z ~ N(0,]).

z+vv=if

2

Sair X =

7.3 Gerador baseado na Distribuicao Uniforme e na
Distribuicao Normal

7.3.1 Logaritmo do Produto de Uniformes

Se V é par entao

Gerar U,,...,U,,, ~U[0:1].

v/2
Sair X :—210g(HUiJ.
i=1
Se Vv éimpar entdo

Gerar U,,...,U,,_,,,, ~U[0]].

Gerar Z ~ N(0,]).

v-1/2
Sair X = —210g( HU,}+ZZ.
i=1

7.4 Gerador baseado na Distribuicao Exponencial e na
Distribuicao Normal

O algoritmo seguinte é dependente de um bom gerador de ocorréncias da Distribuicao
Exponencial e da DistribuicAio Normal padrdo. Esse gerador pode ser obtido através da
implementagdo de um algoritmo especifico. Em nossas andlises, utilizaremos o método da
inversdo para gerar numeros aleatérios da Distribuicdo Exponencial. Como ja dissemos
anteriormente, 0s numeros aleatérios da Distribuigdo Normal serdo gerados através do

algoritmo disponivel por padrao no software R (Inversao por Wichura).

Se vV é par entao

Gerar ¥,,....Y,,, ~ Exp(2).

Se Vv éimpar entdo
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Gerar Y ~ ;(Z(V—l).
Gerar Z ~ N(0,1).
Sair X =Y +Z°.

Note que, quando V é impar, este algoritmo remete a geragéo, primeiramente, de uma

qui-quadrado com grau de liberdade v par.
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8. ESTIMATIVAS DAS AMOSTRAS DA DISTRIBUIGAO
QUI-QUADRADO

Nos capitulos subsequentes, apresentaremos as estimativas com amostras de
tamanho n = 100, n = 1000 e n = 10000 da Distribuicdo Qui-Quadrado com graus de liberdade
v iguais a 1, 17 e 50 para as seguintes medidas: esperanca, maximo e minimo, amplitude,
desvio-padrao, assimetria, curtose, quartis, distancia interquartilica e valor-p para o teste de
aderéncia. Os valores “exatos” das medidas para a Distribuicdo Qui-Quadrado com graus de
liberdade v iguais a 1, 17 e 50 sdo, respectivamente: esperanca = 1, 17, 50; maximo
19.51142, 53.97429, 104.5417 e minimo = 1.570796e-10, 2.303421, 18.15884; amplitude
19.51142, 51.67087, 86.38286; desvio-padrdo = 1.414214, 5.830952,
2.828427, 0.6859943, 0.4; curtose = 12, 0.7058824, 0.24; 12 quartil = 0.101531, 12.79193,
42.94208; 2° quartil = 0.4549364, 16.33818, 49.33494 e 3° quartil = 1.323304, 20.48868,
56.3336; distancia interquartilica = 1.221773, 7.69675, 13.39152. Considera-se como maximo o

10; assimetria

valor x tal que a probabilidade P(X < x)=0.99999, e como minimo o valor x tal que a

probabilidade P(X < x)=0.00001.

8.1 Estimativas com amostras de tamanho n = 100

Nas tabelas abaixo, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréaficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.
8.1.1 Esperanca

Tabela 42 — Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () 2’17 x’(50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 1013611 | 0.1303288 | 17.02971 | 0.552995 | 50.03928 | 1.07885
Gama 1.002445 | 0.1390373 | 15.79455 | 0.5109335 | 46.71836 | 1.05343

Gama - R 1.00102 | 0.1345539 | 16.99746 | 0.5218185 | 49.9462 | 1.033436
Exponencial-Normal 1.006839 | 0.1528259 | 17.03385 | 0.5591885 | 50.28968 | 1.144026
Aprox. Normal 1.002002 | 0.1305188 | 17.04111 | 0.4866329 | 50.09301 | 1.054753
Log. Produto Uniformes | 0.9949566 | 0.1376038 | 17.07459 | 0.6391054 | 49.99594 | 1.067584

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 13 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao ,1’2 (1) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 14 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao }(2 (17) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 15 — Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao ;{2 (50) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
8.1.2 Maximo e Minimo

Tabela 43 — Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

X’ () X’ (17) X’ (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 783478 | 2.373793 | 35.66113 | 3.878113 | 77.77607 | 5.548218
Gama 7.789801 | 2.701185 | 35.23331 | 3.718802 | 79.60354 | 4.842029
Gama - R 7.674068 | 2.103014 | 35.00361 | 3.928359 | 78.77379 | 6.05703
Exponencial-Normal 7.959177 | 2.765039 | 35.03132 | 3.479249 | 79.27873 | 6.22584
Aprox. Normal 6.305941 | 1.522088 | 34.18193 | 3.918248 | 78.35757 | 5.643764

Log. Produto Uniformes | 7200294 | 1.847453 | 36.05747 | 4.39571 | 78.5726 | 5.669813

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 44 — Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2

2
YA X (7) X (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados
Normal 0.0004084102 | 0.000876263 | 5.788777 | 1.203202 | 28.80684 | 2.779686
Gama 0.0003683153 | 0.0007983038 | 5.626165 | 1.092559 | 27.43229 | 2.715992
Gama - R 0.0002209926 | 0.0002939924 | 5.941221 | 1.228423 | 28.36079 | 3.158944
Exponencial-Normal 0.0002616999 | 0.0004857139 | 5.920704 | 1.238791 | 28.91423 | 3.056686
Aprox. Normal 0.0005140366 | 0.0008861322 | 5.257081 | 1.239701 | 28.04644 | 2.919457
Log. Produto
, 0.0003712888 | 0.0007504343 | 5.824605 | 1.202796 | 28.91065 | 2.918235
Uniformes

8.1.3 Amplitude

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 45 - Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () 2’17 x’(50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 7 834372 | 2.373783 | 29.87235 | 4.025711 | 48.96923 | 6.082347
Gama 7.789433 | 2.701208 | 29.60714 | 3.86343 | 52.17125 | 5.683367

Gama - R 7.673847 | 2.102969 | 29.06239 | 4.277951 | 50.413 | 6.859562
Exponencial-Normal 7.958915 | 2.765042 | 29.11062 | 3.625154 | 50.3645 | 7.024145
Aprox. Normal 6.305427 | 1.522081 | 28.92485 | 4.078494 | 50.31113 | 6.051686
Log. Produto Uniformes | 7 219923 | 1.847458 | 30.23287 | 4.616039 | 49.66195 | 6.553711

8.1.4 Desvio-Padrao

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 46 — Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () 2’17 X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 1 405883 | 0.2500815 | 5.90586 | 0.492661 | 9.976356 | 0.7468697
Gama 1.40088 | 0.2733829 | 5.740065 | 0.5319134 | 9.710136 | 0.9146257
Gama - R 1.385505 | 0.2430769 | 5.796403 | 0.4647291 | 9.993621 | 0.7290067
Exponencial-Normal | 1415108 | 0.3011704 | 5.853997 | 0.4323223 | 10.02227 | 0.7768654
Aprox. Normal 1.212119 | 0.1943454 | 5.777463 | 0.4962268 | 10.00456 | 0.6611747
Log. Produto Uniformes | 1347999 | 0.2137367 | 5.829967 | 0.5089148 | 9.979114 | 0.6958168

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 16 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao }52 (1) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 17 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao )(2 (17) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 18 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao ,1’2 (50) em 100

8.1.5 Assimetria

amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 47 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

X’ () x’(7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 2 437157 | 0.7363119 | 0.6527182 | 0.3113891 | 0.3133786 | 0.2472258
Gama 2.501086 | 0.8445426 | 1.028708 | 0.3318637 | 0.9355545 | 0.294272
Gama - R 2.465459 | 0.6586784 | 0.6393768 | 0.2962906 | 0.3678915 | 0.2628729
Exponencial-Normal 2.52915 | 0.8612415 | 0.6265297 | 0.2533741 | 0.3711038 | 0.2690283
Aprox. Normal 1.985724 | 0.4648373 | 0.4940468 | 0.2633555 | 0.2783906 | 0.2403129
Log. Produto Uniformes | 2 366051 | 0.6861194 | 0.6659516 | 0.2887007 | 0.3798524 | 0.2719963

Fonte: elaborada pelo autor.



8.1.6 Curtose
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Tabela 48 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () 2’17 x’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 7 934095 | 6.357401 | 0.5951687 | 1.024767 | 0.04877901 | 0.5709505
Gama 8.432716 | 7.902393 | 1.560152 | 1.325459 | 1.574659 | 0.9745901
Gama - R 7.879201 | 5.334487 | 0.5266214 | 0.9563342 | 0.2023706 | 0.6732064
Exponencial-Normal 8.662333 | 7.631208 | 0.4418246 | 0.84462 | 0.1826368 | 0.6922066
Aprox. Normal 4.948974 | 3.257744 | 0.2862528 | 0.8027683 | 0.09007922 | 0.6715497
Log. Produto Uniformes | 7 210431 | 5.633407 | 0.7213792 | 1.013219 | 0.1640637 | 0.7074076

8.1.7 Quartis

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 49 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2 2 a7 X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 0.1047113 | 0.0341031 | 12.82703 | 0.6685445 | 43.06862 | 1.196437
Gama 0.1146729 | 0.03877371 | 11.95431 | 0.5376503 | 40.39959 | 1.021207
Gama - R 0.1173784 | 0.04353134 | 12.85218 | 0.6172795 | 43.05649 | 1.083455
Exponencial-Normal 0.1107677 | 0.03680077 | 12.79426 | 0.6485682 | 43.24628 | 1.34047
Aprox. Normal 0.1458536 | 0.04844308 | 12.94459 | 0.6032102 | 43.05994 | 1.303908
Log. Produto Uniformes | 0115139 | 0.04209123 | 12.94895 | 0.7349228 | 42.94988 | 1.264603

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 50 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () 2’17 x’(50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 0 4649426 | 0.100327 | 16.38709 | 0.7008467 | 49.54433 | 1.250187
Gama 0.4633268 | 0.1045903 | 14.79439 | 0.5714141 | 45.50671 | 1.016658

Gama - R 0.4654244 | 0.103415 | 16.29942 | 0.6220623 | 49.28501 | 1.245475
Exponencial-Normal | 04651829 | 0.107358 | 16.37297 | 0.7046895 | 49.67072 | 1.305889
Aprox. Normal 0.5534392 | 0.1090092 | 16.5745 | 0.6441261 | 49.71388 | 1.342246
Log. Produto Uniformes | 0.4731846 | 0.1050414 | 16.39482 | 0.7899035 | 49.32701 | 1.460295

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 51 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 32 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () x°a7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 1 348428 | 0.231796 | 20.48554 | 0.8147951 | 56.39284 | 1.578335
Gama 1.319698 | 0.2354402 | 18.61027 | 0.8604511 | 51.11427 | 1.267399

Gama - R 1.325479 | 0.2314025 | 20.50397 | 0.8366538 | 56.18925 | 1.608225
Exponencial-Normal 1.321106 | 0.2339665 | 20.53985 | 0.7752193 | 56.64179 | 1.447134
Aprox. Normal 1.423434 | 0.229321 | 20.56278 | 0.8498754 | 56.53935 | 1.39651
Log. Produto Uniformes | 1330116 | 0.2568371 | 20.5356 | 0.8926431 | 56.3541 | 1.52539

8.1.8 Distancia Interquartilica

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 52 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicdo Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2 () 217 X (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 4 .243716 | 0.2279235 | 7.658515 | 0.845224 | 13.32422 | 1.516947
Gama 1.205025 | 0.2292197 | 6.655958 | 0.8579352 | 10.71468 | 1.226004
Gama - R 1.2081 0.2173916 | 7.651788 | 0.9086198 | 13.13276 | 1.570146
Exponencial-Normal 1.210338 | 0.2275746 | 7.745586 | 0.8420262 | 13.39551 | 1.490358
Aprox. Normal 1.27758 | 0.2132516 | 7.618193 | 0.9913532 | 13.47941 | 1.497422
Log. Produto Uniformes 1.214977 | 0.2421293 | 7.586655 | 0.8932431 | 13.40422 | 1.372958

8.1.9 Teste de Aderéncia

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 53 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicdo Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho 100

2’ () 2’ (7) X’ (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados
Normal 0.5037142 | 0.2929729 | 0.523065 | 0.2781264 | 0.5193318 | 0.2931682
Gama 0.449669 | 0.3019771 | 0.1986955 | 0.2163475 | 0.03411114 | 0.06691684
Gama - R 0.441788 | 0.2710657 | 0.5379653 | 0.2825794 | 0.4658109 | 0.2913742
Exponencial-Normal | 05141304 | 0.2844422 | 0.5806409 | 0.3088765 | 0.5233726 | 0.3003739
Aprox. Normal 0.4167744 | 0.2967426 | 0.4828685 | 0.2705549 | 0.5390299 | 0.295332
Log. Produto Uniformes | 05436135 | 0.289159 | 0.4973817 | 0.2953249 | 0.4599109 | 0.2711607

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 19 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
}52 (1) em 100 amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



94

soma_guadrados normal gama gama_R
= =
i o a o * - o o
= . =) o o Oo — Oo o o -
o =) = o s %o o
oo | o =2 oo - oo | e o @ o &
- = (=] C'C'Ci DO = (=] = (=] = = = "
o o o
- - o g s = a - R 0% = o
— =T = o o = = = o o o
=l e, 5 oy o =l e
o — o o
T ° . > T = T e e =
* o o o - * o
=] = o = = = == I,
= o o o o =) = oo o
o =Y o = o & o e .= o
=) o - B} - & o oo =
o o S = -
[T =) == O =
=i PR R o, ° N R =
oo & o e ° Hho = o Fo 2% o
= o
S = o oo S | o o S At R = | * o °
= T T T T T T T T T T T T = T T T T T T
a 20 40 [=u] S0 100 o 20 <0 B0 S0 100 a 20 40 [=u] S0 100
amostra amostra amostra
exponencial_normal aproximacao_normal logaritmo_produto_uniformes
= = =
= o = o = o = o a
o o Te T 507 & £ = = oo
o o = - & o0 =
o | o ] =1 o _| L= oo e [=3 =l oo _| o - [=] o
pass o © %o = 22 o ol @ o = o k-] o
o a b o oo o coo o o - ao o
& o
w |2 oo oB o w | = o oy == a7e o
=1 = & =) — = o o oo o = = o
= g o =] [ S = o oo & “ o
= =) o 4 = T - w £
' o =) ! Lo o v o =N
=% | 2 . & = 4 o oee a® B oo © [ T - -
o= (=} o 2 [=} = = (=] o = — L= (=] 5 ao
o A %% o o - - o 25
o = - o o oo o a @ o
) - o = o~ o o o o oo oo o
=3 o 2 = 7 2o = =T S = =
- o 2 oL o - o o
o < & o o
a o a2 -] a o ca, ° F-
= | o = oo = o | & o o = | /e = &
= T T T T T T = T T T T T T = T T T T T T
a 20 40 [=u] S0 100 o 20 <0 B0 S0 100 a 20 40 [=u] S0 100
amostra amostra amostra

Quadro 21 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
,1’2 (50) em 100 amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
8.1.10 Conclusoes

Podemos observar um resultado bastante equilibrado entre os algoritmos Soma
Quadrados Normal, Gama-R, Exponencial Normal e Logaritmo Produto Uniformes, com uma
leve vantagem para os dois ultimos que, aparentemente, se mostraram, em média, um pouco
mais precisos que os demais. Entretanto, as andlises demonstraram que podemos
seguramente utilizar qualquer um desses quatro algoritmos para gerar amostras com tamanho

n = 100 da Distribuicao Qui-Quadrado sem notarmos grandes diferencas entre eles.

De maneira geral, o algoritmo Logaritmo Produto Uniformes parece ter apresentado o
menor erro padrao. Como este € um dos algoritmos da Distribuicdo Qui-Quadrado de mais facil
implementacao, o indicamos para gerar amostras com tamanho n = 100 da Distribuicdo Qui-
Quadrado.
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Tabela 54 — Estimativas médias do algoritmo Logaritmo Produto Uniformes em 100 amostras de
tamanho 100 da Distribuicao Qui-Quadrado

Logaritmo Produto Uniformes

Medidas 5 2 2

x @) 2~ 7) 2~ (50)

Esperanca 0.9949566 | 17.07459 | 49.99594

Maximo 7.220294 36.05747 | 78.5726
Minimo 0.0003712888 | 5.824605 | 28.91065
Amplitude 7.219923 30.23287 | 49.66195
Desvio-Padrao 1.347999 5.829967 | 9.979114
Assimetria 2.366051 0.6659516 | 0.3798524
Curtose 7.210431 0.7213792 | 0.1640637

12 Quartil 0.115139 12.94895 | 42.94988

2° Quartil 0.4731846 | 16.39482 | 49.32701

32 Quartil 1.330116 20.5356 | 56.3541
Dist. Interquart. 1.214977 7.586655 | 13.40422

Fonte: elaborada pelo autor.
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Logaritmo Produto Uniformes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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8.2 Estimativas com amostras de tamanho n = 1000

Nas tabelas a seguir, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.

8.2.1 Esperanca

Tabela 55 — Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

X’ () X’ (17) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | {00424 | 0.04437553 | 16.98659 | 0.1831337 | 50.04077 | 0.3444357
Gama 0.995014 | 0.04783313 | 15.97035 | 0.1768262 | 46.81807 | 0.2901337
Gama - R 0.9923982 | 0.04598366 | 16.98918 | 0.1815391 | 49.99648 | 0.3039203
Exponencial-Normal | 0.9977112 | 0.04154762 | 17.03724 | 0.1991935 | 50.01545 | 0.3632575
Aprox. Normal 1.000872 | 0.03940131 | 16.98845 | 0.1808796 | 49.99464 | 0.3247249
Log. Produto Uniformes | 0.9983978 | 0.04421942 | 16.98404 | 0.1675511 | 49.99014 | 0.3372535

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 23 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao )(2 (1) em 100
amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 24 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao }52 (17) em 100
amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 25 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao }(2 (50) em 100
amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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8.2.2 Maximo e Minimo

Tabela 56 — Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicdo Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

X’ () X’ (7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 1203881 | 2.178756 | 42.49086 | 3.706514 | 88.90289 | 5.225067
Gama 11.89885 | 2.199388 | 42.46097 | 2.846838 | 90.928 | 4.855209

Gama - R 11.65273 | 2.024027 | 42.82514 | 4.558538 | 88.19078 | 4.228634
Exponencial-Normal | 11.75759 | 2.217741 | 42.71779 | 3.821089 | 88.68212 | 4.938338
Aprox. Normal 9.04643 | 1.566842 | 40.7833 | 3.269835 | 87.06148 | 4.500872
Log. Produto Uniformes | 11.9309 | 2.658933 | 42.61165 | 4.299816 | 88.25396 | 5.074735

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 57 — Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2 () 2 a7 X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 3 379198e-06 | 5.92024e-06 | 4.087693 | 0.7359481 | 23.5977 | 2.147051
Gama 2.944007e-06 | 6.202337e-06 | 4.001263 | 0.6803338 | 23.5406 | 2.041333
Gama - R 2.740861e-06 | 4.705749e-06 | 4.240101 | 0.7179291 | 24.02316 | 1.855858
Exponencial-Normal 2.802556e-06 | 4.329291e-06 | 4.109465 | 0.6971601 | 23.87666 | 2.025615
Aprox. Normal 5.15536e-06 | 1.286584e-05 | 3.027657 | 0.8126496 | 22.49796 | 2.442721
Log. Produto Uniformes | 3.02308e-06 | 5.406248e-06 | 4.180386 | 0.723626 | 23.89202 | 2.02322

Fonte: elaborada pelo autor.

8.2.3 Amplitude

Tabela 58 — Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2’ () 2’17 x’(50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 1203881 | 2.178756 | 38.40316 | 3.893352 | 65.3052 | 5.685702
Gama 11.89884 | 2.199388 | 38.45971 | 2.856143 | 67.3874 | 5.02528

Gama - R 11.65272 | 2.024028 | 38.58504 | 4.655872 | 64.16762 | 4.658971
Exponencial-Normal 11.75758 | 2.217742 | 38.60833 | 3.861792 | 64.80546 | 5.083443
Aprox. Normal 9.046425 | 1.566843 | 37.75564 | 3.390553 | 64.56352 | 5.036253
Log. Produto Uniformes | 119309 | 2.658932 | 38.43126 | 4.417534 | 64.36194 | 5.610083

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 59 — Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2 2 2
X () X (7) X (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 1421924 | 0.07896743 | 5.842718 | 0.1609079 | 10.00735 | 0.232679
Gama 1.403045 | 0.07880162 | 5.765446 | 0.1805143 | 9.793368 | 0.2941288
Gama - R 1.401075 | 0.07893568 | 5.805701 | 0.1409127 | 9.965562 | 0.202802
Exponencial-Normal | 1.404111 | 0.07175905 | 5.865415 | 0.1639057 | 9.957347 | 0.2265789
Aprox. Normal 1.227181 | 0.05342568 | 5.793724 | 0.1417317 | 9.981239 | 0.197087
Log. Produto Uniformes | 1.411868 | 0.09001057 | 5.823167 | 0.1687384 | 9.976004 | 0.23564
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 26 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao }(2 (1) em 100

amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 27 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao ,1’2 (17) em 100
amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 28 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao )(2 (50) em 100
amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 60 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2

X’ () X’ (7) X’ (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados
Normal 2.814027 | 0.3554923 | 0.6913099 | 0.1127892 | 0.3831471 | 0.07486771
Gama 2.802112 | 0.3345793 | 1.042082 | 0.09317144 | 1.030021 | 0.09209641
Gama - R 2.770751 | 0.3533118 | 0.6827602 | 0.1187743 | 0.3803773 | 0.07723718
Exponencial-Normal 2.75016 | 0.3854165 | 0.6814897 | 0.1017661 | 0.3858478 | 0.09084073
Aprox. Normal 2.144612 | 0.2466559 | 0.5206336 | 0.09637081 | 0.3067995 | 0.07292042
Log. Produto Uniformes | 2 770046 | 0.4374848 | 0.6829577 | 0.1227427 | 0.4034304 | 0.08992192

8.2.6 Curtose

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 61 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2’ () 2’17 x’(50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | {15264 | 4.472241 | 0.7263589 | 0.4782312 | 0.2092214 | 0.2183491
Gama 11.50538 | 4.177813 | 1.641141 | 0.434104 | 1.8229 | 0.3745492
Gama - R 11.01609 | 4.109657 | 0.7364455 | 0.6489397 | 0.1884587 | 0.2110019
Exponencial-Normal 10.99213 | 4.756035 | 0.7001752 | 0.4512081 | 0.2107885 | 0.2642397
Aprox. Normal 6.344874 | 2.533877 | 0.3913783 | 0.3394026 | 0.1104477 | 0.1972562
Log. Produto Uniformes | 1129971 | 5.371717 | 0.7250977 | 0.6046086 | 0.2411044 | 0.330943

8.2.7 Quartis

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 62 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

X’ () X’ (17) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 0 1044668 | 0.01048598 | 12.78524 | 0.2060105 | 42.98451 | 0.3711625
Gama 0.1034144 | 0.01247105 | 12.01995 | 0.1962964 | 40.47112 | 0.3329982

Gama - R 0.103179 | 0.01108255 | 12.80098 | 0.1826826 | 42.92437 | 0.3712551
Exponencial-Normal | 0.1027504 | 0.01187885 | 12.80451 | 0.2069324 | 43.00127 | 0.422737
Aprox. Normal 0.1324968 | 0.01210669 | 12.85337 | 0.2097914 | 43.02181 | 0.3798801
Log. Produto Uniformes | 0.1022963 | 0.01049362 | 12.77966 | 0.2088025 | 42.93264 | 0.3756115

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 63 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2’ () 2’7 X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | ¢ 4586327 | 0.03242938 | 16.31935 | 0.2154625 | 49.39096 | 0.4136145
Gama 0.4572804 | 0.03691209 | 15.0175 | 0.1725422 | 45.49367 | 0.2647553
Gama - R 0.4529179 | 0.0325411 | 16.34747 | 0.2266745 | 49.36931 | 0.3623708
Exponencial-Normal 0.458457 | 0.0365063 | 16.39154 | 0.2266728 | 49.37669 | 0.4300503
Aprox. Normal 0.5503767 | 0.03598974 | 16.4969 | 0.2278714 | 49.45569 | 0.3661811
Log. Produto Uniformes | 0 4539841 | 0.03486632 | 16.32471 | 0.21808 | 49.31456 | 0.4072877

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 64 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 32 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

2’ () x°a7) x’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 1 321603 | 0.07218033 | 20.47862 | 0.2730428 | 56.38897 | 0.490837
Gama 1.321135 | 0.0835869 | 18.92503 | 0.247618 | 51.17745 | 0.4156423
Gama - R 1.309473 | 0.08215092 | 20.47525 | 0.3105727 | 56.34308 | 0.4461338
Exponencial-Normal 1.317646 | 0.07683617 | 20.5404 | 0.2841585 | 56.32336 | 0.5502078
Aprox. Normal 1.422365 | 0.076653 | 20.57523 | 0.26167 | 56.42925 | 0.4625401
Log. Produto Uniformes | 1312055 | 0.06768685 | 20.47264 | 0.2698355 | 56.27865 | 0.4544601

8.2.8 Distancia Interquartilica

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 65 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

X’ () x’(7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | { 217136 | 0.06944868 | 7.693384 | 0.2935874 | 13.40446 | 0.4349357
Gama 1.217721 | 0.07966369 | 6.905073 | 0.285838 | 10.70633 | 0.4500149
Gama - R 1.206294 | 0.08000485 | 7.674271 | 0.2974517 | 13.41871 | 0.4629778
Exponencial-Normal 1.214896 | 0.07352935 | 7.735889 | 0.2964563 | 13.32209 | 0.5389205
Aprox. Normal 1.289868 | 0.07402771 | 7.721859 | 0.2852833 | 13.40744 | 0.4849835
Log. Produto Uniformes | 1209759 | 0.06552583 | 7.69298 | 0.3208282 | 13.34601 | 0.4798559

Fonte: elaborada pelo autor.
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8.2.9 Teste de Aderéncia

Tabela 66 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho 1000

p U X’ 17) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 05209141 | 0.2756987 | 0.4677519 | 0.3056123 | 0.5550917 0.2614928
Gama 0.5318049 | 0.2993723 | 0.01286402 | 0.03721403 | 2.981248e-12 | 2.123387e-11

Gama - R 0.4521463 | 0.2712331 | 0.497528 | 0.2884394 0.528615 0.2874854
Exponencial-Normal 0.5146178 | 0.3026659 | 0.4809916 | 0.2932923 | 0.5107994 0.288806
Aprox. Normal 0.164488 | 0.1778481 | 0.3994259 | 0.2695044 | 0.4792859 0.2927765
Log. Produto Uniformes | 5008267 | 0.2604977 | 0.5143086 | 0.3075101 0.4949129 0.3209726

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 29 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
,1’2 (1) em 100 amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 30 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
}52 (17) em 100 amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 31 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
}(2 (50) em 100 amostras de tamanho 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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8.2.10 Conclusoes

Assim como nas amostras com tamanho 100, mais uma vez, para as amostras da
Distribuigdo Qui-Quadrado com tamanho 1000, tivemos um resultado equilibrado, com
destaque para os algoritmos Soma Quadrados Normal, Logaritmo Produto Uniformes e Gama-
R, os quais, em média, se mostraram mais precisos quanto as suas estimativas em relagao aos
demais. Dentre esses geradores, o algoritmo Soma Quadrados Normal mostrou ser, em média,
0 mais preciso de todos, pois quase todas as suas estimativas chegardo bem proximas aos
valores exatos. Deste modo, indicamos o algoritmo Soma Quadrados Normal para gerar

amostras de tamanho n = 1000 da Distribuigdo Qui-Quadrado.

Ao contrario das amostras anteriores, desta vez podemos notar que um algoritmo nao
passou no Teste Qui-Quadrado de Aderéncia: o gerador formado pela combinagdo de
algoritmos da Gama. Assim, podemos dizer que o uso desse gerador ndo é aconselhavel para

geracao de amostras com tamanho 1000 da Distribuicdo Qui-Quadrado.

Tabela 67 — Estimativas médias do algoritmo Soma Quadrados Normal em 100 amostras de
tamanho 1000 da Distribuicao Qui-Quadrado

Soma Quadrados Normal
Medidas > 2 2

ey X (A7) X~ (50)

Esperanca 1.00424 16.98659 | 50.04077
Méaximo 12.03881 42.49086 | 88.90289

Minimo 3.379198e-06 | 4.087693 | 23.5977

Amplitude 12.03881 38.40316 | 65.3052
Desvio-Padrao 1.421924 5.842718 | 10.00735
Assimetria 2.814027 | 0.6913099 | 0.3831471
Curtose 11.5264 0.7263589 | 0.2092214

12 Quartil 0.1044668 | 12.78524 | 42.98451

2° Quartil 0.4586327 | 16.31935 | 49.39096
3¢ Quartil 1.321603 20.47862 | 56.38897
Dist. Interquart. | 1217136 7.693384 | 13.40446

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 32 - Histogramas de 1000 valores gerados da Distribuicao Qui-Quadrado pelo algoritmo
Soma Quadrados Normal

Fonte: Elaborado pelo autor.

8.3. Estimativas com amostras de tamanho n = 10000

Nas tabelas abaixo, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados

pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréaficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.

8.3.1 Tempo de Execucao

Tabela 68 — Média e erro padrao dos tempos de execucao, em segundos, medidos em 100
amostras de tamanho 10000 da Distribuicdo Qui-Quadrado

2’ () 2’17 X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 1814 | 0.02670452 | 23.1541 | 0.09879164 | 66.0115 | 0.2371181
Gama 0.8261 | 0.02064099 | 1.5126 | 0.02517093 | 1.6785 | 0.01799972
Gama - R 1.9393 | 0.02383678 | 2.616 | 0.02344131 | 2.5761 | 0.02173741
Exponencial-Normal 1.8834 | 0.02745869 | 4.9227 | 0.03209377 | 8.087 | 0.06102657
Aprox. Normal 1.8113 | 0.02623341 | 1.8144 | 0.01913904 | 1.8084 | 0.01292715
Log. Produto Uniformes | 2 0269 | 0.02232429 | 2.1376 | 0.02151438 | 0.4278 | 0.008358145

Fonte: elaborada pelo autor.
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8.3.2 Esperanca

Tabela 69 - Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2

Z (1) X7 A~ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados
1.002265 | 0.01406488 | 17.00356 | 0.05717654 | 50.0073 0.111365

Normal

Gama 0.9984107 | 0.01367806 | 15.9847 | 0.05167152 | 46.79615 | 0.0915945

Gama - R 0.9976756 | 0.01428686 | 16.99084 | 0.05833432 | 50.01021 | 0.09790728
Exponencial-Normal 1.00177 | 0.01425757 | 17.00686 | 0.06209903 | 50.01576 | 0.1077557
Aprox. Normal 0.9973358 | 0.01173986 | 16.99711 | 0.06244536 | 50.00073 | 0.1030472

Log. Produto Uniformes | 0.9993951 | 0.01561921 | 17.00386 | 0.05546464 | 49.99514 | 0.1113688

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 33 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao ,1’2 (1) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 34 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao }52 (17) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 35 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao }(2 (50) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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8.3.3 Maximo e Minimo

Tabela 70 - Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicdo Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

X’ () X’ (7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 1648934 | 2.29293 | 48.737 | 3.271737 | 97.0787 | 4.485189
Gama 16.48934 | 2.396411 | 49.55455 | 3.464171 | 99.73896 | 4.441639

Gama - R 15.77967 | 2.183475 | 49.04764 | 3.50109 | 97.76506 | 4.615915
Exponencial-Normal 15.76974 | 1.959954 | 49.01826 | 3.281991 | 98.05577 | 4.423998
Aprox. Normal 12.03783 | 1.989972 | 46.35482 | 2.741745 | 95.44623 | 4.938173
Log. Produto Uniformes | 15 69272 | 1.97937 | 48.75826 | 3.49013 | 98.47288 | 5.483772

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 71 - Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2 () 2 a7 X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Soma Quadrados Normal | 2 862828e-08 | 6.439318e-08 | 3.003431 | 0.5382061 | 20.54746 | 1.48709
Gama 2.0298666-08 | 3.439935¢-08 | 2.848593 | 0.4449955 | 20.05564 | 1.4333

Gama - R 2.437269e-08 | 4.134444e-08 | 2.931265 | 0.5084808 | 20.29962 | 1.779706
Exponencial-Normal 2.348853e-08 | 4.500242e-08 | 2.946182 | 0.4527233 | 20.38461 | 1.625204
Aprox. Normal 4.351029e-08 | 8.783588e-08 | 1.904909 | 0.461565 | 18.62333 | 1.919766
Log. Produto Uniformes | 3 791545¢-08 | 9.452867e-08 | 2.903222 | 0.4583714 | 20.26121 | 1.755344

8.3.4 Amplitude

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 72 - Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2’ () 2’17 x’(50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 1648934 | 2.29293 | 45.73357 | 3.299666 | 76.53124 | 4.767536
Gama 16.48934 | 2.396411 | 46.70596 | 3.443595 | 79.68332 | 4.525931

Gama - R 15.77967 | 2.183475 | 46.11637 | 3.468019 | 77.46544 | 4.897227
Exponencial-Normal 15.76974 | 1.959954 | 46.07208 | 3.194558 | 77.67116 | 4.959216
Aprox. Normal 12.03783 | 1.989972 | 44.44991 | 2.787556 | 76.8229 | 5.270831
Log. Produto Uniformes | 1569272 | 1.97937 | 45.85503 | 3.494796 | 78.21167 | 5.641993

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 73 - Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2 2 2
X () X Q7) X (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | {41723 | 0.02725676 | 5.826287 | 0.04198251 | 9.98813 | 0.0715145
Gama 1.414996 | 0.02531607 | 5.795472 | 0.05859026 | 9.800763 | 0.0936403
Gama - R 1.409579 | 0.02880342 | 5.830417 | 0.05258104 | 10.00712 | 0.0744572
Exponencial-Normal 1.418003 | 0.02501705 | 5.82827 | 0.05226014 | 10.00512 | 0.08035139
Aprox. Normal 1.220302 | 0.01743595 | 5.786366 | 0.04078456 | 9.976783 | 0.07187497
Log. Produto Uniformes | 1 410394 | 0.02759389 | 5.829266 | 0.04762828 | 10.00103 | 0.08075088
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 36 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao }(2 (1) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 37 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao ,1’2 (17) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 38 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao )(2 (50) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 74 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

X’ () X’ (7) X’ (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados
Normal 2.831663 | 0.1290281 | 0.6801614 | 0.02934902 | 0.3943194 | 0.02875119
Gama 2.835818 | 0.1406696 | 1.065714 | 0.03800009 | 1.028579 | 0.03474946
Gama - R 2.803473 | 0.1205338 | 0.691324 | 0.03239232 | 0.4004373 | 0.02608753
Exponencial-Normal | 2 822748 | 0.1325541 | 0.6813965 | 0.03042899 | 0.4016406 | 0.02365893
Aprox. Normal 2.169473 | 0.09495861 | 0.5192819 | 0.02860079 | 0.299735 | 0.02861736
Log. Produto Uniformes | 2 78456 | 0.1086489 | 0.6846554 | 0.03213571 | 0.4029397 | 0.02797536

8.3.7 Curtose

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 75 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

XM X’ (7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 12 05006 | 1.726341 | 0.6774369 | 0.1326606 | 0.2155453 | 0.08629013
Gama 12.07778 | 1.950514 | 1.740841 | 0.1818896 | 1.833498 | 0.1386318
Gama - R 11.61204 | 1.618696 | 0.7284144 | 0.14788 | 0.2279506 | 0.07658477
Exponencial-Normal 11.75761 | 1.735673 | 0.6896507 | 0.1320839 | 0.2420802 | 0.07633113
Aprox. Normal 6.665851 | 1.143403 | 0.3658851 | 0.1006504 | 0.1111568 | 0.07213606
Log. Produto Uniformes | 11 36261 | 1.357967 | 0.6990607 | 0.1477815 | 0.2503199 | 0.092192

8.3.8 Quartis

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 76 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

XM 2 (17) X (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados

Normal 0.1019406 | 0.003206387 | 12.79862 | 0.06730316 | 42.94238 | 0.104047
Gama 0.1009889 | 0.003995372 | 12.01681 | 0.05640511 | 40.4725 | 0.1024506
Gama - R 0.1014098 | 0.003338783 | 12.78128 | 0.06230221 | 42.94907 | 0.1284452
Exponencial-Normal 0.101537 | 0.003441234 | 12.79932 | 0.06255242 | 42.95145 | 0.1155342
Aprox. Normal 0.1337626 | 0.004240343 | 12.84726 | 0.06785608 | 43.00981 | 0.1383088
Log. Produto Uniformes | 0.1012789 | 0.003371071 | 12.79817 | 0.05906082 | 42.93491 | 0.137136

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 77 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2

X’ () X’ (7) X’ (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados
Normal 0.4561991 | 0.01019861 | 16.34726 | 0.07085798 | 49.33652 | 0.1273793
Gama 0.4525091 | 0.01079801 | 15.0019 | 0.05955307 | 45.48062 | 0.09431326
Gama - R 0.45295 | 0.008764726 | 16.32983 | 0.06063126 | 49.33492 | 0.115396
Exponencial-Normal | 0 4564155 | 0.01096569 | 16.34507 | 0.07528235 | 49.35125 | 0.1243082
Aprox. Normal 0.5498407 | 0.01167911 | 16.49199 | 0.08117676 | 49.50313 | 0.1169803
Log. Produto Uniformes | 454777 | 0.01150877 | 16.34436 | 0.06931472 | 49.33172 | 0.1325582

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 78 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 32 quartil da distribuicao Qui-
Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

X’ () X’ (7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | {32616 | 0.02301855 | 20.49486 | 0.0769177 | 56.34428 | 0.1726146
Gama 1.321838 | 0.02328378 | 18.95338 | 0.08688538 | 51.12572 | 0.1093637
Gama - R 1.32086 | 0.02039589 | 20.46898 | 0.07906834 | 56.34236 | 0.1443965
Exponencial-Normal 1.324601 | 0.02496079 | 20.49989 | 0.08904374 | 56.35018 | 0.1669024
Aprox. Normal 1.417413 | 0.02210073 | 20.60256 | 0.08808619 | 56.43978 | 0.148042
Log. Produto Uniformes | 132381 | 0.02421657 | 20.48216 | 0.07787123 | 56.31924 | 0.155078

Fonte: elaborada pelo autor.

8.3.9 Distancia Interquartilica

Tabela 79 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicdo Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2’ () x°a7) X’ (50)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 1 224219 | 0.02265025 | 7.696245 | 0.07397041 | 13.4019 | 0.1667734
Gama 1.220849 | 0.02199399 | 6.936568 | 0.09805816 | 10.65322 | 0.1294773
Gama - R 1.219451 | 0.02060459 | 7.687705 | 0.07834438 | 13.39329 | 0.1713982
Exponencial-Normal | 1 223064 | 0.02374958 | 7.700567 | 0.09264599 | 13.39873 | 0.1669796
Aprox. Normal 1.283651 | 0.02088047 | 7.755296 | 0.08197058 | 13.42997 | 0.1590754
Log. Produto Uniformes | 1202531 | 0.02289878 | 7.683998 | 0.07770908 | 13.38432 | 0.1555941

Fonte: elaborada pelo autor.
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8.3.10 Teste de Aderéncia

Tabela 80 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicdo Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho 10000

2 2 2
A y A X (50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Soma Quadrados Normal | 5097455 | 0.2941802 0.510423 0.2811355 0.4561825 0.2963599
Gama 0.5249437 0.2748803 1.467026e-16 | 9.690749e-16 | 9.250326e-130 | 8.415125e-129
Gama - R 0.5056056 0.298097 0.5216411 0.3042426 0.4776885 0.2738906
Exponencial-Normal 05106824 | 0.2780927 | 0.4556484 0.2872756 0.4864259 0.2822167
Aprox. Normal 0.003118326 | 0.01133058 0.1656184 0.1977803 0.3720583 0.2921778
Log. Produto Uniformes 0.4538806 0.2645571 0.5115529 0.2865802 0.5127495 0.3128424
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 39 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
;{2 (1) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 40 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao

,1’2 (17) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 41 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao

)(2 (50) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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8.3.11 Conclusoes

Novamente, para as amostras com tamanho 10000 da Distribuigdo Qui-Quadrado,
tivemos um resultado equilibrado, com destaque para os algoritmos Soma Quadrados Normal,
Exponencial Normal e Logaritmo Produto Uniformes. O gerador Logaritmo Produto Uniformes,
mais uma vez, mostrou- se um pouco mais preciso que os demais, e assim o indicamos para

gerar amostras com tamanho n = 10000 da Distribuicdo Qui-Quadrado.

Podemos notar que, a medida que aumentamos o nimero de graus de liberdade da
distribuicdo, o tempo de processamento do algoritmo Soma Quadrados Normal cresce
substancialmente, chegando a ser dez vezes maior que o tempo dos demais algoritmos.

Também constata-se que dois algoritmos nao passaram no Teste Qui-Quadrado de

Aderéncia: Aproximagdo Normal e Gama. Sendo assim, ndo se recomenda o uso desses

algoritmos como geradores de amostras da Distribuicdo Qui-Quadrado com tamanho 10000.

Tabela 81 — Estimativas médias do algoritmo Logaritmo Produto Uniformes em 100 amostras de
tamanho 10000 da Distribuicao Qui-Quadrado

Logaritmo Produto Uniformes
Medidas 2 2 2

2 (@) 2~ 7) 2~ (50)

Tempo de Execugao 2.0269 s 2.1376s | 0.4278s
Esperanca 0.9993951 17.00386 | 49.99514
Méaximo 15.69272 48.75826 | 98.47288
Minimo 3.791545e-08 | 2.903222 | 20.26121
Amplitude 15.69272 45.85503 | 78.21167
Desvio-Padrao 1.410394 5.829266 | 10.00103
Assimetria 2.78456 0.6846554 | 0.4029397
Curtose 11.36261 | 0.6990607 | 0.2503199

12 Quartil 0.1012789 | 12.79817 | 42.93491

22 Quartil 0.454777 16.34436 | 49.33172

32 Quartil 1.32381 20.48216 | 56.31924
Dist. Interquart. 1.222531 7.683998 | 13.38432

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 42 — Histogramas de 10000 valores gerados da Distribuicado Qui-Quadrado pelo algoritmo
Logaritmo Produto Uniformes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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9. GERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS DA
DISTRIBUICAO F

Neste capitulo, mostraremos dois algoritmos para geragdo de numeros aleatérios da
Distribuigdo F. Assim como os algoritmos da Distribuicdo Qui-Quadrado, esses dois algoritmos
também sdo dependentes de geradores de outras distribuicdes de probabilidade. No caso da
Distribuicdo F, seus algoritmos sdo dependentes de bons geradores da Distribuicdo Qui-

Quadrado ou da Distribui¢cdo Beta.
9.1 Gerador baseado na Distribuicao Qui-Quadrado

Este é o gerador disponivel por padrdo no software R para geracdo de ocorréncias da

Distribuicao F.

Gerar Y, ~;{2(V1), Y, ~;{2(V2).

Sair X =—YI/V1 :
YZ/VZ

Os ndmeros aleatérios da Distribuicdo Qui-Quadrado em questdo podem ser gerados
através de um algoritmo especifico. Em nossos estudos, utilizaremos o gerador da Qui-
Quadrado disponivel no software R, o qual, como ja mencionamos anteriormente, é baseado

na Distribuicado Gama.
9.2 Gerador baseado na Distribuicao Beta

Este algoritmo é baseado em uma transformagéao da Distribuicao Beta.

Segundo Gentle (1998), este algoritmo é melhor que o citado anteriormente.

Gerar Y ~ Beta(v,/2,v,/2).

Y
Sair X =ﬁ—.
v, 1-Y

O numero aleatério proveniente da Distribuicido Beta pode ser gerado através do

algoritmo abaixo, o qual é dependente da Distribuicao Gama.

Gerar X, ~ Gama(a,l), X, ~ Gama(f.1).

Sair X =X, /(X,+X,).
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10. ESTIMATIVAS DAS AMOSTRAS DA DISTRIBUICAO
F

Nos capitulos subsequentes, apresentaremos as estimativas com amostras de
tamanho n = 10000 da Distribuicdo F com graus de liberdade m e n iguais, respectivamente,
al,5;5,1;eb5, 5 para as seguintes medidas: esperanga, maximo e minimo, amplitude, desvio-
padrdo, quartis, distancia interquartilica e valor-p para o teste de aderéncia. Os valores “exatos”
das medidas para a Distribuicdo F com os graus de liberdade citados acima sao,
respectivamente: esperanca = 1.666667, nao definida, 1.666667; maximo = 320.2978,
5764049558, 195.3586 € minimo = 1.734891e-10, 0.003122094, 0.005118791; amplitude =
320.2978, 5764049558, 195.3535; desvio-padrdo = 4.714045, nao definido, 2.981424; 1° quartil
= 0.1133813, 0.590853, 0.5277992; 2° quartil = 0.5280738, 1.893675, 1 e 3° quartil = 1.692468,
8.819793, 1.89466; distancia interquartilica = 1.579087, 8.22894, 1.366861. Considera-se

como maximo o valor x tal que a probabilidade P(X < x)=0.99999, e como minimo o valor

X tal que a probabilidade P(X < x)=0.00001.

10.1 Estimativas com amostras de tamanho n = 10000

Nas tabelas abaixo, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.

10.1.1 Tempo de Execucao

Tabela 82 — Média e erro padrao dos tempos de execucao, em segundos, medidos em 100
amostras de tamanho 10000 da Distribuicao F

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 5.5949 | 0.09471376 | 6.0283 | 0.1654382 | 6.7995 | 0.04710562
F pela Qui-Quadrado | g.0362 0.1441575 6.3813 | 0.1575613 | 7.1162 | 0.05329127

Fonte: elaborada pelo autor.
10.1.2 Esperanca

Tabela 83 - Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuiciao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

F pela Beta 1.672302 0.04438049 N.D. N.D. 1.665627 | 0.02899394

F pela Qui-Quadrado | 1657483 | 0.04817021 N.D. N.D. 1.665134 | 0.02617753

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 43 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao F(1,5) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 44 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao F(5,5) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 84 - Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 197.2603 132.9748 25150953071 201002694257 | 121.4064 | 71.96039
F pela Qui-
174.0411 123.6288 17495947392 99385108881 105.4764 | 66.48341
Quadrado

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 85 - Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 3.961582e-08 | 1.630644e-07 0.006844281 0.003312341 0.01122935 | 0.004708949
F pela Qui-
Quadrado 3.796628e-08 | 8.386135e-08 0.006977915 0.003302552 0.01129847 | 0.005106866

10.1.4 Amplitude

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 86 - Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 197.2603 132.9748 25150953071 201002694257 | 121.3951 | 71.96015
F pela Qui-
174.0411 123.6288 17495947392 99385108881 105.4651 | 66.48325
Quadrado

10.1.5 Desvio-Padrao

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 87 - Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao F em
100 amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 4.418839 | 0.9934298 N.D. N.D. 2.812776 | 0.5698404
F pela Qui-Quadrado | 4240205 | 0.9862142 N.D. N.D. 2.719484 | 0.4649891

Fonte: elaborada pelo autor.



122

desvio-padrao

F pela Beta

L)
o =
o
(= =]
[
— =00
= r—
o0
[
o p=
o
= [F=1
o (=)
—] (=)
(=)
< o = [Fe]
2 °
o(@Q&Q)OO oo O&) o
o] L] o, an
O(%’ =) & o oS =
1% a5 %Fs RBUGTE B
g S o 2%
= = & ooe T oo
T T T T T T o
0 20 A0 18] g0 100

gmostra

F pela Qui-Guadrado

Quadro 45 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao F(1,5) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 88 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 0.1132289 | 0.004189741 0.5901057 | 0.01286061 | 0.5274519 | 0.007155641
F pela Qui-
0.1133491 0.004092506 | 0.5913281 0.01269458 | 0.5276451 | 0.007807439
Quadrado

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 89 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 0.529043 0.01191873 1.894693 0.04607719 1.000535 | 0.01215471
F pela Qui-
0.5278787 0.01308743 1.889677 0.04872984 | 0.9994687 | 0.01286403
Quadrado

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 90 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 32 quartil da distribuicao F em 100
amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 1.696818 0.03184986 8.811734 0.3188664 | 1.893191 | 0.02697753
F pela Qui-
1.693924 0.03577599 8.830767 0.3079152 | 1.897278 | 0.02554698
Quadrado

Fonte: elaborada pelo autor.

10.1.7 Distancia Interquartilica

Tabela 91 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao F em 100 amostras de tamanho 10000

F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 1.583589 0.03074358 8.221629 0.3139174 1.365739 | 0.02462552
F pela Qui-
1.580574 0.03493599 8.239439 0.3033141 | 1.369633 | 0.0218095
Quadrado

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 92 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao F em 100 amostras de tamanho 10000

F(1.5) F(5,1) F(5,5)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
F pela Beta 0.5027308 0.2903874 0.4959093 0.2914188 | 0.5124999 | 0.318903
F pela Qui-
0.473582 0.2593207 0.5397403 0.2882822 | 0.4834621 | 0.3132357
Quadrado
Fonte: elaborada pelo autor.
F pela Beta F pela Qui-Quadrado
)

06 08

pevalor

02 04

00

o o o
o @°
o e
o o o o
=}
L=}
e
o ° o
o)
[T =} -
o
&
=} o
° % e
pete)
= =]
=} o SR
=}
= o s b
e
o
=}
=}
=} a ©
o
o
e - o,
o2 o
o
- B, * I
ao
o o
=)
=}
= (=] <
o
T T T T T T
0 20 40 18] 80 100
armostra

08

prvalor
04 06

02

00

< =]
=] L= =
=] =]
=]
o O =] o =]
=1
= o a ° ao® o
<
- k=]
o o o <
o <
o o L0 % e
=] =T o
=]
=] = o
=] (= =]
an o
=T < < o
(=]
=]
=1 ° L= =
=]
o = Y
(=T
OC)O [ N
=]
=T o
<
T T T T T
20 40 =18 g0 100
amostra

Quadro 47 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
F(1,5) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 48 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
F(5,1) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 49 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
F(5,5) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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10.1.9 Conclusoes

Ambos os algoritmos passaram sem problemas pelo Teste Qui-Quadrado de

Aderéncia, independentemente se o nivel de significancia escolhido foi 5% ou 1%.

As estimativas do gerador baseado na DistribuicAdo Beta mostraram-se mais proximas
aos valores exatos se comparadas as estimativas do gerador baseado na Distribuicdo Qui-
Quadrado. Assim, recomendamos o algoritmo baseado na Distribuicdo Beta para gerar

amostras da Distribuicdo F com tamanho n = 10000.

Tabela 93 — Estimativas médias do algoritmo F pela Beta em 100 amostras de tamanho 10000 da
Distribuicao F

. F pela Beta
Medidas
F(1,5) F(5,1) F(5,5)
Tempo de Execugdo | 55949 s 6.0283 s 6.7995 s
Esperanca 1.672302 N.D. 1.665627
Maximo 197.2603 | 25150953071 | 121.4064
Minimo 3.961582e-08 | 0.006844281 | 0.01122935
Amplitude 197.2603 | 25150953071 | 121.3951
Desvio-Padrao 4.418839 N.D. 2.812776
12 Quartil 0.1132289 0.5901057 | 0.5274519
22 Quartil 0.529043 1.894693 1.000535
3¢ Quartil 1.696818 8.811734 1.893191
Dist. Interquart. 1.583589 8.221629 1.365739
Fonte: elaborada pelo autor.
F({1.5) F{5.5)
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Quadro 50 — Histogramas de 10000 valores gerados da Distribuicao F pelo algoritmo F pela Beta

Fonte: Elaborado pelo autor.
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11. GERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS DA
DISTRIBUICAO t DE STUDENT

Neste capitulo, apresentaremos os algoritmos geradores da Distribuicdo t de Student.
Assim como os algoritmos anteriores da Distribuicdo Qui-Quadrado e da Distribuicao F, estes
algoritmos também podem ser dependentes de geradores de outras distribuicbes de
probabilidade, como veremos a seguir. Lembrando que V sdo os graus de liberdade da
Distribuicao t de Student.

11.1 Método de Rejeicao Polar

Este algoritmo foi proposto por Bailey (1994). Sua vantagem é ndo depender do

gerador de qualquer outra distribuicdo de probabilidade além da Distribuicdo Uniforme.

1. Gerar v,,v, ~U[-L1].
2. Fazer 1’ = V12 +V22.

3.Se r* >1 entdo
Volte para o passo 1.
sendo

—4/v
vir™" -1
Sair X =v,

r

11.2 Rejeicao da densidade t(3)

Este algoritmo foi proposto por Best (1978), e esta baseado na rejei¢cdo da fungéo

densidade de probabilidade da Distribuigdo t com 3 graus de liberdade.
Repita
Repita
Gerar U,,U, ~U[0;1].

Fazer U, =U, —%.

Até que U +U; <U,

Fazer X =\/§%

1

Gerar U, ~U[0:1].
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Fazer Z= X", W=1+%.

9W2

Fazer Y =2log 16 |
U

Fazer Aceitar = [Y >1- Z] .

Se nédo Aceitar entdo
+1
Aceitar = {Y >+ l)log(v—ﬂ .
v+27Z

Até que Aceitar =Verdadeiro

Sair X .
11.3 Gerador baseado na Distribuicao Gama

Gerar S ~U[-1:1].

Gerar G, ~ Gama(%,l), G, ~ Gama(‘/,l).

Se § <0 entédo

Sair X =—\/; i
G2

Sair sz/; i
G2

A Distribuicdo Gama pode ser gerada pelos algoritmos j& mencionados anteriormente.

senao

Em nossas andlises, utilizaremos o algoritmo disponivel no software R.

11.4 Gerador baseado na Distribuicao Normal e na Distribuicao
Qui-Quadrado

Este algoritmo estd4 baseado na geragdo de uma ocorréncia da Distribuicdo Normal

padrdo e de uma ocorréncia da Distribuicao Qui-Quadrado.

Gerar Z ~ N(0,]).

Gerar Y ~ 7> (v).



129

Z

\/Y/v'

Este é o algoritmo disponivel no software R para geracao de numeros aleatérios da
Distribuicao t de Student.

Sair X =
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12. ESTIMATIVAS DAS AMOSTRAS DA DISTRIBUICAO
t DE STUDENT

Nos capitulos subsequentes, apresentaremos as estimativas com amostras de
tamanho n = 100 e n = 10000 da Distribuicdo t de Student com graus de liberdade v iguais a 3,
15 e 30 para as seguintes medidas: esperanga, maximo e minimo, amplitude, desvio-padrao,
assimetria, curtose, quartis, distancia interquartilica e valor-p para o teste de aderéncia. Os
valores “exatos” das medidas para a Distribuicao t de Student com graus de liberdade v iguais
a 3, 15 e 30 sao, respectivamente: esperanca = 0, 0, 0; maximo = 47.92773, 6.108868,
5.054032 e minimo = -47.92773, -6.108868, -5.054032; amplitude 95.85546, 12.21774,
10.10806; desvio-padrdo = 1.732051, 1.074172, 1.035098; assimetria = ndo definida, 0, 0O;
curtose = infinito, 0.5454545, 0.2307692; 1¢ quartil = -0.7648923, -0.6911969, -0.6827557; 2°
quartil = 0, 0, 0 e 32 quartil = 0.7648923, 0.6911969, 0.6827557; distancia interquartilica =
1.221773, 1.382394, 1.365511. Considera-se como maximo o valor x tal que a probabilidade

P(X <x)=0.99999, e como minimo o valor x tal que a probabilidade

P(X <x)=0.00001.

12.1 Estimativas com amostras de tamanho n = 100

Nas tabelas abaixo, apresentamos a média e o erro padrdo dos valores estimados
pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréaficos, ilustramos o
comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.

12.1.1 Esperanca

Tabela 94 — Média e erro padrao dos valores estimados para a esperancga da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

1(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar -0.004598665 | 0.1019409 | 0.009325166 | 0.06447905 | 0.01287283 | 0.07085583
Rejeicéo t(3) 0.01732537 | 0.2116898 | 0.01938277 | 0.1997123 | -0.008298479 | 0.1865934
Normal/Qui-Quadrado | .0.01986648 | 0.1692288 | 0.0004833724 | 0.1098877 | 0.002908149 | 0.1114964
t pela Gama 0.00971455 | 0.1572465 | 0.004024177 | 0.1019915 | 0.006322134 | 0.1047522

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 51 — Graficos dos valores estimados para a esperanc¢a da distribuicao t(3) em 100 amostras
de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 52 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribui¢ao t(15) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 53 — Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao t(30) em 100

amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

12.1.2 Maximo e Minimo

Tabela 95 — Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao t de Student
em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicdo Polar | 2096557 | 0.3737161 | 1.266886 | 0.03657693 | 1.223106 | 0.03310312
Rejeigéo 1(3) 7.418707 5.471068 7.777956 4.732135 7.43231 5.139396
Normal/Qui-

6.395364 3.293031 2.790624 0.5617903 2.714362 0.504266
Quadrado
t pela Gama 6.623744 5112158 2.902177 0.6029363 2.708596 0.4784058

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 96 — Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao t de Student
em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar -2.119795 | 0.3521025 | -1.26584 | 0.03738448 | -1.222045 | 0.03151934
Rejeicao t(3) -6.834417 | 3.452183 | -7.74489 | 5.388736 | -7.192102 | 4.030778
Normal/Qui-Quadrado | .7 221168 | 5.612062 | -2.839191 | 0.6040959 | -2.760361 | 0.6058763
t pela Gama -6.306513 | 4.427112 | -2.853139 | 0.5646511 | -2.763708 | 0.5148828

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 97- Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 4.216352 | 0.5257759 | 2.532726 | 0.05486362 | 2.44515 | 0.04354627
Rejeicao t(3) 14.25312 | 5.974151 | 15.52285 | 7.122265 | 14.62441 | 6.317338
Normal/Qui-Quadrado | 1361653 | 6.564588 | 5.629815 | 0.7653944 | 5.474723 | 0.7786894
t pela Gama 12.93026 | 6.411619 | 5.755317 | 0.8445249 | 5.472303 | 0.7028371

12.1.4 Desvio-Padrao

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 98 — Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

1(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeigcéo Polar 0.905292 | 0.06460766 | 0.6943889 0.0328755 0.683983 | 0.03898796
Rejeicao t(3) 1.9887 0.417468 2.068609 | 0.5124419 | 2.017714 | 0.424908
Normal/Qui-

Quadrado 1.728108 0.4868518 1.061975 0.0747561 1.04709 0.07644573
t pela Gama 1.689665 0.4872077 1.061645 0.07613666 1.042441 0.08258455
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 54 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t(3) em 100

amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 55 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t(15) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 56 — Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t(30) em 100
amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 99 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média | E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar N.D. | N.D. | -0.0009921229 | 0.1275464 | -0.02662405 | 0.1420623
Rejeicao t(3) N.D. | N.D. | 0.04547138 1.736186 | 0.04276195 | 1.768826
Normal/Qui-Quadrado | N.D. | N.D. | -0.01360928 | 0.3344405 | -0.02468971 | 0.3028857
t pela Gama N.D. | N.D. | 0.02242046 | 0.2992206 | -0.01294353 | 0.2411218

Fonte: elaborada pelo autor.

12.1.6 Curtose

Tabela 100 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicéo Polar -0.3750947 | 0.4074466 | -1.019636 | 0.1517819 | -1.053629 | 0.154776
Rejeicao t(3) 7.000221 11.9084 | 7.281677 | 10.97333 | 6.987864 | 11.31793
Normal/Qui-Quadrado | 9 153857 | 12.19695 | 0.386272 | 0.7310924 | 0.2540617 | 0.6432579
t pela Gama 8.815519 | 13.86484 | 0.424218 | 0.7793396 | 0.2427952 | 0.6451201

12.1.7 Quartis

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 101 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar -0.6582047 | 0.1421557 | -0.5432306 | 0.09188405 | -0.5437369 | 0.1104535
Rejeicao t(3) -1.098231 | 0.1704976 | -1.107763 | 0.1650684 | -1.118499 | 0.1627833
Normal/Qui-

-0.7781199 | 0.1681507 | -0.6701203 | 0.1401034 | -0.6670346 | 0.1340985
Quadrado
t pela Gama -0.753171 | 0.1476401 | -0.6785246 | 0.1364987 | -0.6756497 | 0.1320089
Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 102 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicéo Polar | .0.0006509152 | 0.1354208 | 0.004609962 | 0.1021405 | 0.01904434 | 0.1139502
Rejeicéo t(3) 0.002926382 | 0.2687609 | 0.02455318 | 0.2735703 | -0.003234995 | 0.2616832
Normal/Qui-Qu. | _0.009794832 | 0.1302142 | -0.002341417 | 0.1289588 | 0.005247962 | 0.1327185
t pela Gama -0.007814776 | 0.1354155 | -0.002381686 | 0.1248561 | -0.005964509 | 0.130517

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tabela 103 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 32 quartil da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) 1(30)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 0.6499294 | 0.1427702 | 0.5724181 | 0.09618475 | 0.5759705 | 0.1037415
Rejeicao t(3) 1.110021 | 0.1879189 | 1.132244 0.1697455 | 1.119253 | 0.1483883
Normal/Qui-
0.7395151 | 0.1559699 | 0.6836792 | 0.1369405 | 0.6821984 | 0.1514448
Quadrado
t pela Gama 0.7577238 | 0.1413862 | 0.6832777 | 0.1493293 | 0.7022948 | 0.1526656

Fonte: elaborada pelo autor.

12.1.8 Distancia Interquartilica

Tabela 104 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao t de Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicéo Polar 1.308134 | 0.1588184 | 1.115649 | 0.105916 | 1.119707 | 0.1332332
Rejeicao t(3) 2.208252 | 0.2062949 | 2.240007 | 0.2062251 | 2.237752 | 0.1966478
Normal/Qui-Quadrado | 1517635 | 0.1886474 1.3538 0.1532061 | 1.349233 | 0.1594522
t pela Gama 1510895 | 0.181088 | 1.361802 | 0.1775066 | 1.377944 | 0.1600078

12.1.9 Teste de Aderéncia

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 105 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao t de Student em 100 amostras de tamanho 100

t(3) t(15) t(30)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Rejeicao
Polar 0.05891308 | 0.09503757 | 0.5002167 0.2812343 0.4820837 0.2855532
Rejeicao t(3) 0.0443549 | 0.08860526 | 0.001824125 | 0.007823174 | 0.001322604 | 0.007510335
Normal/Qui-

0.5242399 | 0.2878748 0.4769547 0.2781969 0.4903221 0.2811345
Quadrado
t pela Gama 0.5233127 | 0.2940255 0.4974157 0.2990075 0.4607708 0.2826925

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 57- Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao t(3)
em 100 amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 58 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
t(15) em 100 amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 59 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
t(30) em 100 amostras de tamanho 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

12.1.10 Conclusoes

Para amostras de tamanho n = 100, o algoritmo baseado na Distribuicdo Normal e na
Distribuicdo Qui-Quadrado mostrou-se um pouco mais preciso que os demais. Entdo, o

indicamos para gerar amostras com tamanho n = 100 da Distribui¢ao t de Student.

Assim como na Distribuicdo Qui-Quadrado, para a Distribuicdo t de Student também
podemos observar que um algoritmo ndo passou no Teste Qui-Quadrado de Aderéncia: o
algoritmo baseado na rejeicdo de uma Distribuicdo t com 3 graus de liberdade, que aqui
chamamos de Rejeicao t3. Logo, ndo aconselhamos 0 seu uso para geragao de amostras com
tamanho 100 da Distribuicao t de Student.

Tabela 106 — Estimativas médias do algoritmo Normal/Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho
100 da Distribuicao t de Student

Normal/Qui-Quadrado

Medidas
t(3) t(15) t(30)
Esperanca -0.01986648 | 0.0004833724 | 0.002908149
Méaximo 6.395364 2.790624 2.714362
Minimo -7.221168 -2.839191 -2.760361
Amplitude 13.61653 5.629815 5.474723

Desvio-Padrao 1.728108 1.061975 1.04709




Assimetria N.D.
Curtose 9.153857
12 Quartil -0.7781199
22 Quartil -0.009794832
3¢ Quartil 0.7395151
Dist. Interquart. 1.517635

-0.01360928
0.386272
-0.6701203
-0.002341417
0.6836792
1.3538

-0.02468971
0.2540617
-0.6670346

0.005247962
0.6821984

1.349233

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 60 — Histogramas de 100 valores gerados da Distribuicao t de Student pelo algoritmo
Normal/Qui-Quadrado

Fonte: Elaborado pelo autor.

12.2. Estimativas com amostras de tamanho n = 10000

Nas tabelas a seguir, apresentamos a média e o erro padrao dos valores estimados

pelos geradores para cada uma das medidas analisadas. Nos gréaficos, ilustramos o

comportamento das estimativas dos geradores ao longo das 100 amostras.
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Tabela 107 — Média e erro padrao dos tempos de execucao, em segundos, medidos em 100
amostras de tamanho 10000 da Distribuicao t de Student

2’ () 2’17 x’(50)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejei¢ao Polar 0.8247 | 0.03975823 | 0.8417 | 0.02974827 | 0.8034 | 0.02327786
Rejeicao t(3) 1.8059 | 0.07081196 | 1.8563 | 0.03836705 | 1.7489 | 0.02957254
Normal/Qui-Quadrado | 55548 | 0.1596554 | 5.2568 | 0.08688643 | 4.9097 | 0.04003673
t pela Gama 57399 | 0.1759275 | 5.4802 | 0.06853415 | 5.1342 | 0.06108745

12.2.2 Esperanca

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 108 - Média e erro padrao dos valores estimados para a esperanca da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) t(15) (30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicéo Polar -0.000994978 0.008361409 | -0.0008118529 | 0.006314536 | -0.0004204632 | 0.007090136
Rejeicao t(3) 0.003500486 0.02200558 0.001238042 0.01963975 | -0.0006904531 0.0217135
Normal/Qui-

-0.002243976 0.01659397 -0.0027243 0.01083226 -0.0002610586 0.01029538
Quadrado
t pela Gama -0.0005633687 0.01611234 -0.001068755 0.01050596 -0.001126007 0.01049263
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 61 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao t(3) em 100 amostras

de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.



141

media

media

00m5 0005 00 0Ms

4m am

RINIE]

Rejeigio Polar

=
=)
< 00 =
o
o = o - o
= o °° = -
oog'@o o S Fg = ?%@
o o o % 2 o %
oo o & o
o o R T
o © < =
L=l - o> o
=
T T T T T T
] =20 40 50 80 100
amostra
Normal Qui-Quadrado
- k=]
f=)
LR =N+ we e, T © & @
= o o F bt P
<o = e
:ooo s o ST e Oooo%oo o
=3 o =)
ooo Fo T T S o« s e %o
- = s o @
A < =
=2-3
<
<
T T T T T T
] =20 40 50 80 100

amostra

média

média

ooo 002 004

004

0.00 0.0z

0.0z

Rejei¢cio t3
k=l
o T . =3
k=3
o Foo T° 2 Te =
oogoog(?ooo - s o oL
e et e e% 8 =
e oo % N
ao S Sow ©
2 = oo @ oo @
k=l
< = F-
k=l
k=
T T T T T T
] 20 40 =] j=n] 100
amostra
t pela Gama
k=l k=)
k=l
oo - ®o
o = o =) =
=" S5 d)o o 0T O
000%;:)020%0 - @oo §c;>o
Fe = & * o T
=2 & =
< e ° o Ba =
k=l @ o
el o -
k=]
=
T T T T T T
] 20 40 =] j=n] 100
amostra

Quadro 62 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribuicao t(15) em 100

amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 63 - Graficos dos valores estimados para a esperanca da distribui¢ao t(30) em 100

amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.



142

12.2.3 Maximo e Minimo

Tabela 109 - Média e erro padrao dos valores estimados para o maximo da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

1(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 3.253134 | 0.350302 | 1.305183 | 0.0004142814 | 1.255757 | 0.0005393244
Rejeicao t(3) 36.23513 | 21.56082 | 32.9532 21.93775 33.07402 21.24237
Normal/Qui-

31.99661 | 16.27621 | 5.20627 0.6005691 4.472856 | 0.5112167
Quadrado
t pela Gama 31.23282 | 15.83101 | 5.274739 0.6727141 4.41958 0.5065569

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 110 - Média e erro padrao dos valores estimados para o minimo da distribuicao t de Student
em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) 1(15) 1(30)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Rejei¢ao Polar -3.231285 | 0.3089289 | -1.305266 | 0.0003333101 | -1.255804 | 0.0003652054
Rejeicao t(3) -34.21112 19.1052 | -34.37653 19.46049 -31.70713 17.34393
Normal/Qui-

-20.19614 | 14.97728 | -5.177636 0.7496224 -4.449784 |  0.4296766
Quadrado
t pela Gama -29.80888 | 14.00435 | -5.138016 0.638735 -4.383875 | 0.4876735

Fonte: elaborada pelo autor.
12.2.4 Amplitude

Tabela 111- Média e erro padrao dos valores estimados para a amplitude da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 6.484419 | 0.4712651 | 2.610449 | 0.0004820758 | 2.511561 | 0.0006344208
Rejeigéo 1(3) 70.44625 | 27.12852 | 67.32973 29.95593 64.78115 26.5967
Normal/Qui-

61.19275 | 21.93637 | 10.38391 0.9565117 8.92264 0.6400792
Quadrado
t pela Gama 61.04169 | 20.73326 | 10.41275 0.9152294 8.803455 | 0.7591368

Fonte: elaborada pelo autor.

12.2.5 Desvio-Padrao

Tabela 112 - Média e erro padrao dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.

Rejeicao Polar 0.8935672 | 0.006022852 | 0.6986402 | 0.003684291 | 0.6828484 | 0.003011036
Rejeigéo 1(3) 2.070406 0.1038779 2.05683 0.113693 2.042289 | 0.1015588




Normal/Qui-

Quadrado

1.720892 0.0822379

1.074816

0.008093036
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1.035618 | 0.007173984

t pela Gama 1.722826 0.07306908 1.0738 0.007637394 | 1.034485 | 0.007607595
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 64 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t(3) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 65 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t(15) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 66 - Graficos dos valores estimados para o desvio-padrao da distribuicao t(30) em 100
amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.

12.2.6 Assimetria

Tabela 113 — Média e erro padrao dos valores estimados para a assimetria da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) t(15) 1(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar N.D. N.D. 0.001054805 0.01271668 | 0.001508181 | 0.01345761
Rejeicao t(3) N.D. N.D. -0.1156953 3.772117 0.2033567 3.779235
Normal/Qui-Quadrado | N .. N.D. | 0.0009490708 0.03928421 | -0.001829655 | 0.02430135
t pela Gama N.D. N.D. 0.003879621 0.03441255 | 0.002563008 | 0.03483463

12.2.7 Curtose

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 114 — Média e erro padrao dos valores estimados para a curtose da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

1(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejei¢ao Polar -0.3682658 | 0.04075416 | -1.052805 | 0.01240015 | -1.080457 | 0.01142997
Rejeicao t(3) 88.95895 242.075 80.90279 194.9372 73.8449 181.1188
Normal/Qui-

78.50295 137.6988 | 0.5315311 | 0.1050083 | 0.237296 | 0.06950506
Quadrado




t pela Gama

| 72.95067

114.4952

| 0.5659147

0.1075562
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0.2336864 | 0.07741289

12.2.8 Quartis

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 115 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 12 quartil da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) 1(15) 1(30)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejei¢ao Polar -0.6419352 | 0.01278373 | -0.5724046 | 0.009437525 | -0.5647692 | 0.01004503
Rejeicao t(3) -1.117401 | 0.01702514 | -1.115255 0.01696166 | -1.117387 | 0.01812075
Normal/Qui-
-0.7667135 | 0.01668055 | -0.6934613 | 0.01511237 | -0.6829064 | 0.01341986
Quadrado
t pela Gama -0.7651948 | 0.01729666 | -0.690652 0.01397572 | -0.6828854 | 0.01454821

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 116 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 22 quartil da distribuicao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

1(3) t(15) 1(30)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeigao Polar -0.001015602 | 0.01051489 | -0.001316497 | 0.01010447 | -0.0009050616 | 0.01059656
Rejeigéo 1(3) -0.002879813 | 0.02831074 | 0.004500296 | 0.03049669 | 0.001071381 | 0.02769272
Normal/Qui-
-0.001869124 | 0.01213952 | -0.002282075 | 0.01313385 | -0.0003864402 | 0.0114158
Quadrado
t pela Gama -0.0006331813 | 0.01369761 | -0.001219858 | 0.01257827 | -0.001640086 | 0.0125983

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 117 — Média e erro padrao dos valores estimados para o 32 quartil da distribuigao t de
Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 0.6399353 | 0.01265066 | 0.5705428 | 0.01042236 | 0.5631618 | 0.0104577
Rejeigéo 1(3) 1.119622 | 0.01640077 | 1.117173 | 0.01660609 | 1.116966 | 0.01661918
Normal/Qui-

0.7625466 | 0.01531475 | 0.6881182 | 0.01354994 | 0.682698 | 0.01396843
Quadrado
t pela Gama 0.7654078 | 0.0170889 | 0.6884739 | 0.01559257 | 0.680062 | 0.01322865

Fonte: elaborada pelo autor.

12.2.9 Distancia Interquartilica

Tabela 118 — Média e erro padrao dos valores estimados para a distancia interquartilica da
distribuicao t de Student em 100 amostras de tamanho 10000

t(3) t(15) t(30)

Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 1.28187 | 0.01534214 | 1.142947 | 0.01298505 | 1.127931 | 0.01010873
Rejeicao t(3) 2.237023 | 0.01893425 | 2.232428 | 0.01996053 | 2.234353 | 0.01992724
Normal/Qui-Quadrado | 152926 | 0.01652522 | 1.381579 | 0.01570259 | 1.365604 | 0.01674402
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t pela Gama

‘1.530603| 0.02061373 | 1.379126 | 0.01717452 | 1.362947 | 0.01569743

Fonte: elaborada pelo autor.

12.2.10 Teste de Aderéncia

Tabela 119 — Média e erro padrao dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma
distribuicao t de Student em 100 amostras de tamanho 10000

(3) t(15) t(30)
Gerador Média E.P. Média E.P. Média E.P.
Rejeicao Polar 5.622707e-36 | 5.622696e-35 0.07569451 0.1276354 0.04732809 0.1040282
Rejeicao (3) 1.933541e-123 | 1.931955e-122 0 0 0 0
Normal/Qui-
Quadrado 0.5472772 0.3013079 0.4764712 0.3132472 0.495391 0.3019421
t pela Gama 0.4960554 0.2976483 0.5231738 0.2762151 0.4863203 0.280924
Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 67 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao t(3)
em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 68 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
t(15) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 69 - Graficos dos p-valores do Teste Qui-Quadrado de Aderéncia para uma distribuicao
t(30) em 100 amostras de tamanho 10000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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12.2.11 Conclusoes

Desta vez, tivemos um resultado mais equilibrado entre os algoritmos Normal/Qui-
Quadrado e t pela Gama. Qualquer um desses algoritmos poderia ser utilizado para gerar
amostras com tamanho n = 10000 da Distribuicdo t sem prejuizos nos resultados. Entretanto,
podemos observar uma leve vantagem para o algoritmo Normal/Qui-Quadrado, pois suas
estimativas, mais uma vez, chegaram um pouco mais proximas aos valores exatos se
comparadas as estimativas do algoritmo t pela Gama. Além do mais, o algoritmo Normal/Qui-
Quadrado mostrou-se um pouco mais rapido que o algoritmo t pela Gama, pois seu tempo de
processamento foi um pouco menor. Sendo assim, indicamos o algoritmo Normal/Qui-
Quadrado como gerador de amostras com tamanho n = 10000 da Distribuigéo t de Student.

Os dois algoritmos restantes (Rejeicao Polar e Rejei¢do t3), ndo passaram no Teste

Qui-Quadrado de Aderéncia e, assim, o seu uso como gerador da Distribuicdo t nao é

recomendado.

Tabela 120 — Estimativas médias do algoritmo Normal/Qui-Quadrado em 100 amostras de tamanho
10000 da Distribuicao t de Student

Modidas Normal/Qui-Quadrado
t(3) t(15) t(30)
Tempo de Execugao (s) 5.5548 5.2568 4.9097
Esperanca -0.002243976 | -0.0027243 | -0.0002610586
Maximo 31.99661 5.20627 4.472856
Minimo -29.19614 -5.177636 -4.449784
Amplitude 61.19275 10.38391 8.92264
Desvio-Padrao 1.720892 1.074816 1.035618
Assimetria N.D. 0.0009490708 | -0.001829655
Curtose 78.50295 0.5315311 0.237296
12 Quartil -0.7667135 -0.6934613 -0.6829064
2° Quartil -0.001869124 | -0.002282075 | -0.0003864402
3¢ Quartil 0.7625466 0.6881182 0.682698
Dist. Interquart. 1.52926 1.381579 1.365604

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quadro 70 — Histogramas de 10000 valores gerados da Distribuicao t de Student pelo algoritmo
Normal/Qui-Quadrado

Fonte: Elaborado pelo autor.



13. ALGORITMOS DISPONIVEIS NO SOFTWARE R
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Dentre todos os geradores apresentados neste trabalho, os algoritmos listados abaixo

encontram-se disponiveis no software R, versao 2.14.2, ndao sendo necesséria a sua

implementacao.

* Para a Distribuigcdo Uniforme:

1.

Mersenne Twister (padrao).

* Para a Distribuicdo Normal:

1.

2
3.
4

Inverséo por Wichura (padréo).
Kinderman-Ramage.
Box-Muller.

Ahrens-Dieter.

* Para a Distribuicdo Qui-Quadrado:

1.

Gama - R.

* Para a Distribuicdo F de Snedecor:

1.

F pela Qui-Quadrado.

+ Para a Distribuicdo t de Student:

1.

Normal/Qui-Quadrado.

Os demais algoritmos néo estao disponiveis no software R e, caso se deseje utiliza-los,

deve-se proceder a sua implementagdo. Além do Mersenne Twister, o software também

disponibiliza outros geradores para a Distribuicdo Uniforme, mas estes ndo serdo tratados

neste trabalho.



14. ALGORITMOS “VENCEDORES” PARA CADA
DISTRIBUICAO

A tabela a seguir resume os algoritmos “vencedores” para cada distribuigao.

Tabela 121 — Algoritmos “vencedores” para cada distribuicao

Distribuicao Tamanho de amostra (n) Algoritmo “vencedor”
100 Kinderman-Monahan
Normal 1000 Rejeigcao pela Distr. Exponencial
10000 Box-Muller
100 Logaritmo Produto Uniformes
Qui-Quadrado 1000 Soma Quadrados Normal
10000 Logaritmo Produto Uniformes
F de Snedecor 10000 F pela Beta
100 Normal/Qui-Quadrado
t de Student
10000 Normal/Qui-Quadrado

Fonte: elaborada pelo autor.
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15. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

Neste trabalho, tivemos a oportunidade de reunir, ao todo, 25 algoritmos para geragéao
de distribuicbes de probabilidade: 13 para a Distribuigdo Normal, seis para a Distribuicao Qui-
Quadrado, dois para a Distribuicdo F e quatro para a Distribuicdo t de Student. A maioria
desses algoritmos pode, seguramente, ser utilizada para gerar amostras da distribuicdo a qual
se propde. Além das distribuicdes Normal, Qui-Quadrado, F e t de Student ndo serem
integraveis analiticamente, a maior parte dos algoritmos geradores desses modelos encontra-
se espalhada pela literatura de Estatistica Computacional e Simulagéo, sendo dificil encontrar
uma obra que os reuna. Dai, resulta a relevancia deste trabalho, pois aqui conseguimos
agrupar todos esses algoritmos, 0 que pode se constituir em uma boa fonte de consulta para
trabalhos futuros.

Para aprimorar ou estender este trabalho, pode-se, por exemplo, repetir as andlises
realizadas utilizando o software R para plataforma Linux, aumentar o nimero de replicagdes e
utilizar tamanhos de amostra diferentes ou repetir as analises usando outro(s) gerador(es) da

Distribuicdo Uniforme [0; 1].
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