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RESUMO

FIGUEIREDO, M.P. Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado. 2011.
Tese de Doutorado — Programa de Pés-Graduacao em Engenharia Civil — PPGEC, UFRGS,
Porto Alegre.

Determinar o comportamento de materiais reforcados a partir do conhecimento das
propriedades individuais de seus componentes ¢ assunto de uma quantidade consideravel de
pesquisas experimentais e tedricas nas ultimas décadas. Nesse trabalho, um modelo
multifasico para determinacdo do comportamento macroscopico de estruturas de concreto
armado no contexto da elastoplasticidade e considerando a intera¢do entre o concreto e as
armaduras ¢ apresentado e incorporado em um codigo numérico em elementos finitos. Em
uma escala macroscopica o meio multifasico € tomado como a superposi¢do geométrica de
meios continuos em interagdo mutua, chamados de fase matriz e fase reforco. Cada fase
possui cinematicas distintas oferecendo, desta forma, um arcabougo adequado para levar em
conta o deslizamento das barras de aco em relagdo a matriz de concreto. As equacdes de
movimento sao desenvolvidas com a aplicagdo do método dos trabalhos virtuais. A evolucao
elastoplastica ¢ obtida a partir da avaliacdo de um critério proprio para cada constituinte e
para interacdo, computando as tensdes parciais correspondentes e obtendo um comportamento
desacoplado por fase. A resisténcia do concreto em um estado de tensdes multiaxial ¢
estimada a partir do critério de falha de Ottosen e a fissuracdo do concreto ¢ representada
utilizando um modelo de fissuras distribuidas. Utilizando uma implementacao tridimensional
em elementos finitos, a ferramenta numérica desenvolvida ¢ aplicada para analisar vigas e
lajes sob carregamento prescrito € uma boa concordancia entre os resultados numéricos e
experimentais ¢ obtida. Ao final ¢ apresentado uma analise de ensaio de arrancamento onde o
principal objetivo ¢ a investigagdo dos pardmetros relevantes que controlam a lei de interacao

entre o concreto ¢ as barras de ago.

Palavras-chave: concreto armado; método dos elementos finitos; modelo multifasico;
elastoplasticidade.
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ABSTRACT

FIGUEIREDO, M.P. A multiphase model for reinforced concrete structures. 2011. Tese
de Doutorado — Programa de P6s-Graduacao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Predicting the behavior of reinforced materials from the knowledge of the individual
properties of its components has been a subject of several experimental and theoretical works
in recent years. In this work, a multiphase model for assessing the macroscopic behavior of
reinforced concrete structures in the context of elastoplasticity and accounting for the
interaction between the reinforcing bars and the surrounding concrete is presented and
implemented in a finite element numerical code. Considering a macroscopic scale, the
multiphase model is regarded as superposition of several continua in mutual interaction,
namely matrix phase and reinforcement phase. For each phase different kinematics are
attributed providing a suitable framework to consider the slippage between the matrix and the
reinforcement. The general equations of motion are derived by means of the virtual work
method. The elastoplastic evolution is carried out considering each phase and the interaction
separately, computing the corresponding partial stresses and projecting onto the yield domain
of the multiphase medium. The strength of concrete under multiaxial states of stress is
estimated from the so-called Ottosen failure criterion and the concrete cracking issue is
accounted with a smeared crack model. Using a three-dimensional finite element
implementation, the numerical tool developed is applied to analyze reinforced concrete beams
and slabs under prescribed loading and a good agreement between numerical and
experimental results is obtained. Finally, the investigation of the main parameters that govern
the interaction law of concrete and reinforcing bars has been the central purpose of the pull-

out tests simulations.

Key-words: reinforced concrete; finite element method; multiphase model; elastoplasticity.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

O século XX foi marcado pela consolidagio do concreto armado como um dos mais
importantes materiais da engenharia estrutural. O desenvolvimento da tecnologia do concreto
e suas respectivas técnicas construtivas, em conjunto com a implementagdo de ferramentas
sofisticadas, capazes de reproduzir com grande precisdo o comportamento do concreto e do

aco, permitiram explorar plenamente suas propriedades (Beber, 2003).

Entre todos os materiais utilizados na construgao civil, o concreto armado ocupa um lugar de
destaque. E um material formado por uma matriz cimenticia com inclusdes de agregado
reforcada por barras de aco dispostas de forma a absorver os esforcos de tragdo que

eventualmente se desenvolvam na estrutura.

Entre as vantagens que levaram o concreto a um dominio do mercado mundial, pode-se citar:
o baixo custo, o concreto armado se revela mais econdmico que as estruturas metéalicas em
praticamente todos os casos de aplicagdo, a facilidade de moldagem (que permite liberdade de
concepgdo arquitetonica), manutengdo e conservacao reduzida, a grande durabilidade e a

resisténcia a efeitos térmicos, atmosféricos e desgaste mecanico.

A ampla utilizacao deste material e a crescente demanda por arrojados projetos de estruturas
de concreto armado tém exigido a utilizagdo de métodos computacionais de dimensionamento
cada vez mais sofisticados. O Método dos Elementos Finitos ¢ uma ferramenta que tem sido
alvo de muitos estudos nos ultimos anos. Este método tem alcancado um alto grau de
desenvolvimento na simula¢ao do comportamento das estruturas, estabelecendo uma analogia
direta entre o sistema fisico real — a estrutura em analise — ¢ o modelo idealizado,
representado pela malha em elementos finitos. Os modelos numéricos, que utilizam o método
dos elementos finitos, sdo constituidos pela unido de varios modelos reoldgicos individuais

para reproduzir o real comportamento do concreto armado: modelos constitutivos para
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representar o comportamento do concreto e do ago; modelos para simular a aderéncia entre os
dois materiais e modelos para representar os mecanismos de transferéncia de esforcos através

das fissuras.

1.2 MOTIVACAO

A capacidade de prever as caracteristicas essenciais, que governam o comportamento de
materiais reforcados por inclusdes a partir das propriedades dos seus componentes
individuais, ainda ¢ uma das principais preocupacdes dos engenheiros envolvidos nos projetos
de estruturas feitas a partir de materiais compoésitos. Um significativo namero de trabalhos,
tanto teodricos como experimentais, foi dedicado a este assunto nas ultimas décadas, como sera

explicitado no decorrer deste trabalho.

r

Quando o material em estudo ¢ o concreto armado, uma das principais metodologias de
simulacdo e analise empregada ¢ o Método dos Elementos Finitos. Através deste método, as
armaduras podem ser introduzidas nos modelos basicamente de trés formas: a) através do
modelo continuo equivalente, muito utilizado no caso de placas e cascas, com densa
distribuicao de armaduras, empregando uma discretizacdo em camadas; b) através do modelo
discreto, em que a armadura € representada por elementos unidimensionais do tipo treliga, em
geral, acoplados a elementos especiais de aderéncia; e c) através do modelo incorporado, onde
cada barra de armadura ¢ considerada como uma linha de material mais rigido no interior de
um elemento de concreto e a matriz de rigidez total ¢ obtida pela soma das matrizes de rigidez
da armadura e do concreto. No entanto estas técnicas podem trazer dificuldades quando o
nimero de barras a considerar ¢ grande, tanto do ponto de vista de elaboragdo da malha
(tridimensional), quanto do custo computacional, em especial quando ¢ levada em

consideragdo a ndo linearidade do comportamento dos materiais.

Uma modelagem chamada de multifasica foi recentemente desenvolvida (Sudret, 1999) e
objetiva analisar o comportamento de estruturas em materiais reforcados por inclusdes
lineares continuas, como sera detalhado no decorrer deste trabalho. Salienta-se que os tempos
de calculo com esta modelagem sdo consideravelmente reduzidos em relagdo aos
habitualmente envolvidos em uma simulagdo numérica direta com discretizacdo das

armaduras, do concreto ¢ da aderéncia entre armaduras e concreto.
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Conforme esta modelagem, o material composito reforcado € tratado como a superposi¢ao

geométrica de dois meios continuos heterogéneos, denominados de fases:

e Uma fase matriz que representa o material ndo reforcado (solo ou concreto);
e Uma fase refor¢o que ¢ o equivalente continuo 3D da familia de inclusdes de
reforgo.

Devido a reduzida fracdo volumétrica dos reforcos (para o concreto armado e estruturas
geotécnicas), as propriedades da fase matriz sdo simplesmente as do material ndo reforcado,
enquanto os esforcos internos (tensdes), relativos a fase reforco, podem ser interpretados
como densidades, por unidade de superficie transversal, dos esfor¢os desenvolvidos nas
inclusoes, consideradas individualmente como vigas. Exceto no caso de inclusdes de grande
diametro, tais como aquelas empregadas em certas técnicas de reforco de estruturas
geotécnicas, onde ¢ necessario levar em conta os esfor¢os de cisalhamento e de flexdo, um
modelo simplificado, incorporando apenas os esfor¢os uniaxiais de tragdo e compressdo, ¢

mais do que suficiente para as aplicagdes visadas.

Este modelo vem sendo objeto, ha varios anos, de desenvolvimentos numéricos, empregando
o método dos elementos finitos em elastoplasticidade. Os trabalhos realizados anteriormente
deram origem a uma ferramenta de cdlculo que permite tratar os problemas bidimensionais
(situagdes planas ou solidos axissimétricos), no caso onde apenas os esforgos tragdo-
compressao nos reforcos sao levados em conta, com a hipdtese de aderéncia perfeita entre os
reforgos e a matriz. As aplicagdes realizadas até o presente momento sio relativas ao dominio

da geotecnia.

A proposta central deste trabalho de doutorado consiste em adaptar este tipo de modelagem,
realizar as simplificagdes, consideracdes e ajustes em termos de tratamento numérico, com o
objetivo de aplicar o método a estruturas de concreto armado. Tal adaptacdo necessita levar
em consideragdo um certo nimero de especificidades em relagdo ao caso dos solos

reforgados:

a) A existéncia de ao menos duas diregdes de refor¢o associadas as armaduras
frequentemente colocadas na forma de malha ortogonal. E entdo necessario elaborar
um modelo trifdsico, no qual a fase matriz representa o concreto, enquanto cada
familia de armadura est4 representada por uma fase.

b) O desenvolvimento de um modelo que considere o deslizamento relativo entre as

armaduras e o concreto (aderéncia imperfeita). Tal caracteristica se traduz pela
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introducdo de cinemadticas diferentes para cada uma das trés fases e de uma lei de
interacdo do tipo elastoplastica entre a fase matriz e as diferentes fases de reforco.
¢) A implementacio de um modelo constitutivo adequado para o concreto armado,
considerando o comportamento do material submetido a compressao e a tragao.
Considerando estas diferentes peculiaridades, o modelo sera aplicado as configuracdes
tridimensionais para o calculo de vigas e lajes de concreto armado sob solicitagdes de flexdo e

em um ensaio de arrancamento (pull-out test).

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este texto esta organizado em seis capitulos. No Capitulo 2 ¢ feita uma breve revisdo sobre as
caracteristicas basicas do concreto armado, uma descricdo ao longo do tempo do

desenvolvimento dos métodos de homogeneizacao e suas aplicagdes no ramo da geotecnia.

No Capitulo 3 ¢ apresentada a formulacao da Modelagem Multifasica a partir do principio dos
trabalhos virtuais, as leis de comportamento elastico e elastoplastico e o caso particular da

aderéncia perfeita.

No Capitulo 4 ¢ apresentada a implementacdo da modelagem proposta em um cddigo
numérico baseado no método dos elementos finitos, considerando a ndo-linearidade dos
materiais. Neste capitulo ainda ¢ realizada uma validacdo do procedimento numérico a partir
do comparativo com problemas cuja solucao analitica ¢ conhecida. Estas comparacdes levam
em conta tanto o modelo com aderéncia perfeita quanto o modelo que permite o deslizamento

entre as barras de aco e a matriz de concreto.

No Capitulo 5 ¢ apresentado o comportamento constitutivo do concreto armado, sendo
descrito o modelo adotado para o concreto integro e o modelo para o concreto fissurado,
utilizando um modelo de fissuras distribuidas. Sdo apresentados comparativos do modelo
numérico desenvolvido com estudos experimentais envolvendo estruturas reais de concreto

armado.

O Capitulo 6 ¢ dedicado as conclusdes e sugestdes para desenvolvimentos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 CONCRETO ARMADO

2.1.1 Concreto

O concreto ¢ um material formado pela mistura de cimento, 4gua e agregados, que apresenta
um comportamento complexo, com elevada nao-linearidade decorrente da fissura¢do, o que
dificulta uma simulagdo numérica que reproduza o desempenho do mesmo ao longo de todo o
processo de carregamento. Mesmo antes da aplicacdo de cargas a estrutura, o material ja
apresenta microfissuras que tendem a aumentar de tamanho e quantidade a medida que a
estrutura vai sendo colocada em carga. Esta tendéncia contribui para o comportamento nio-
linear do concreto. Até um limite de cerca de 30% (0,3 f.) de sua resisténcia a compressao
uniaxial, observa-se um comportamento elastico-linear. A partir deste limite, as microfissuras
comecam a aumentar € o comportamento nao-linear torna-se mais evidente. Apds alcangar o
nivel de tensdo de 0,75 f., o comportamento do concreto torna-se marcadamente nao-linear,
até que se atinja a tensdo de ruptura, onde o material perde a capacidade de resistir a
incrementos de tensdo (Bono, 2008). A Figura 2.1 representa este comportamento do material

submetido a compressao.

O comportamento do concreto armado em ensaios de tragdo uniaxial apresenta diferencas
importantes em relagdo ao comportamento sob compressao uniaxial. Na resposta a tragdo, um
comportamento fragil ¢ observado. O limite de elasticidade linear geralmente fica entre 60 e
80% da resisténcia a tracdo, f,, Da mesma forma que a compressdo, a partir deste limite
ocorre uma perda progressiva de capacidade de carga que dependerd de uma série de fatores
como as propriedades do concreto e as dimensdes do corpo de prova ensaiado (vide Figura

2.2).
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Figura 2.1 — Curva tensdo-deformacao para o concreto sob
compressao uniaxial (Kupfer et al, 1969).
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Figura 2.2 — Curva tensao-deformacao para o concreto sob tragao
uniaxial (Peterson, 1981).

2.1.2 Aco

De uma forma geral, as barras de ago suportam esfor¢os em suas dire¢cdes axiais, ou seja, as
solicitagdes perpendiculares ao eixo das armaduras sdo desprezadas. Assim ¢ suficiente o

conhecimento das propriedades das barras relativas a um estado de tensdo uniaxial. As
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caracteristicas das barras de aco solicitadas por cargas axiais podem ser obtidas a partir de
ensaios experimentais, sendo que a forma do diagrama tensdo-deformacgdo ¢ influenciada
pelos processos de obtengdo e tratamento dos acos. Cita-se a ductilidade, o limite de
escoamento e o limite de resisténcia como algumas das propriedades importantes em acos

para concreto armado.

f tensdo iltima
s

falha

gy Esh Esu &

Figura 2.3 — Diagrama tensao-deformacgao para o ago com patamar de
escoamento (Kwon, 2000)

Na Figura 2.3, mostra-se uma tipica curva tensdo-deforma¢do do aco solicitado por cargas
monotonicas. Este comportamento pode ser representado por quatro regides bem

determinadas:

1. Regido elastica, definida por 0<g<g, onde g representa a deformagdo

especifica proporcional correspondente a tensdo de escoamento do ago f,.

2. Um patamar de escoamento definido por &,<&<é&, onde &, marca o comego da
regido de endurecimento. O patamar de escoamento, mostrado na Figura 2.3 ¢
basicamente admitido como horizontal apesar de serem observadas pequenas
flutuagdes das tensdes. A tensdo f, é calculada como um valor médio destas

flutuagoes.

3. Uma regido de endurecimento, definida por &;<&<g,, onde &, ¢ a deformagao

especifica correspondente a tensao ultima fg;
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4. Uma regidao de amolecimento depois que foi atingida a tensdo ultima do
material, definida por & > &,. Nesta regido ocorre uma perda da capacidade

resistente até ocorrer a falha do material.

Em geral, devido a simplificagdes, para cargas monotdnicas de tracdo, normalmente o ago ¢
representado como um material elastoplastico perfeito, ou com endurecimento linear,
conforme mostrado na Figura 2.4a e na Figura 2.4b, respectivamente. Apesar de, em geral,
serem observadas diferencas entre o comportamento a tracao e a compressao do ago, ¢ comum

serem adotadas curvas idénticas para ambas as situacdes.
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Figura 2.4 — Diagrama tensao-deformacao do ago (a) aproximagao
elastoplastica perfeita e (b) aproximacao elastica com endurecimento
linear.

2.1.3 Aderéncia

O comportamento das estruturas de concreto armado ¢ bastante influenciado pela interacao
entre o concreto € o ago. Entre estes dois materiais ocorre a transmissao de esfor¢os na
direcao longitudinal das barras pelo mecanismo de aderéncia. A aderéncia torna-se mais
evidente quando ocorre fissuragdo no concreto. Quando a resisténcia a tragdo do concreto ¢
excedida em uma estrutura de concreto armado, considera-se que a pega fissurou e que apenas
a armadura contribui para a resisténcia aos esfor¢os de tracdo. No entanto, em uma regiao
entre duas fissuras, a aderéncia entre o concreto € o ago restringe o alongamento da armadura
e, consequentemente, parte do esfor¢o de tracdo normal ao plano da fissura € transferido ao

concreto. Este mecanismo de contribui¢do do concreto para a rigidez do elemento, possivel
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quando existem armaduras aderentes, ¢ chamado de enrijecimento a tragdo (fension
stiffening).

A incorporacao da aderéncia no calculo por elementos finitos depende da maneira como os
elementos de armadura sdo conectados aos elementos de concreto. Existem duas maneiras
principais para modelar a aderéncia entre o concreto e o ago: através do uso de elementos
especiais de aderéncia para conectar os elementos de aco aos elementos de concreto e através
da hipotese de aderéncia perfeita entre as barras de aco e o concreto, onde os elementos sdo
conectados diretamente. Na primeira alternativa, as propriedades de aderéncia sdo modeladas
na relacdo tensdo-deslocamento dos elementos de aderéncia. Geralmente, o uso destes
elementos especiais envolve esforco computacional adicional e, desta maneira, sao
normalmente usados para analise de problemas especificos. Na segunda alternativa ¢ possivel
considerar o mecanismo de acoplamento entre os materiais através da modificacdo das leis
constitutivas dos materiais (concreto ou do ago), incluindo assim o efeito de enrijecimento a

tracdo.

2.1.4 Concreto fissurado

A propriedade mais marcante do concreto, para defini¢cdo do seu comportamento estrutural ¢ a
sua reduzida resisténcia a tragdo frente a sua resisténcia a compressdo. O processo de
evolucdo da fissuracdo em estruturas de concreto, apds a aplicagcdo da carga, € caracterizado
pelo crescimento das microfissuras através da pasta de cimento, com eventual convergéncia
destas em macrofissuras. Estas macrofissuras permanecem descontinuas durante um periodo,
permitindo a transferéncia de esforgos. Este processo de evolucdo da fissuragdo faz com que o
concreto ndo rompa quando a tensao maxima ¢ alcangada, mas sim que sofra um decréscimo
gradual de tensdo com o aumento da deformacdao, chamado amolecimento. As fissuras
reduzem consideravelmente a rigidez da estrutura; quando elas se formam, a distribuicao
interna das tensdes ¢ enormemente modificada e o concreto comega a apresentar

comportamento nao-linear.

Qualquer estudo para a determinacdo das tensdes e deformacgdes especificas em uma peca
deve, necessariamente, ser capaz de modelar de forma adequada a transferéncia de esforgos
através das fissuras. Esta transmissdo de esforcos ¢ um fendmeno complexo que envolve o

engrenamento dos agregados e o efeito de pino das barras de armadura.
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No contexto do Método dos Elementos Finitos, os dois procedimentos de modelagem mais
utilizados na literatura para representar a fissuracdo sdo: modelo de fissuras discretas e

modelo de fissuras distribuidas, ilustrado pela Figura 2.5 (Claure, 1994).

_f

Figura 2.5 — Modelos empregados para a simulagdo de fissuras.
(a) Modelo discreto e (b) Modelo distribuido (Hinton, 1988)

(2) (b)

O modelo de fissuras discretas representa cada fissura individualmente, como uma
descontinuidade real da malha de elementos finitos. Esta aproximagdo foi primeiramente
usada por Ngo e Scordelis (1967) para analisar vigas de concreto armado. Em tal estudo, as
fissuras foram modeladas por separacdo dos nos que inicialmente ocupavam a mesma posi¢ao
no espaco. Uma restricdo deste modelo ¢ que as fissuras devem se formar apenas ao longo da
borda dos elementos finitos e, desta forma, a resposta se torna muito dependente da malha.
Nesta modelagem, apds a formagdo da fissura, a topologia da malha varia, exigindo

procedimentos para a sua atualizagdao, demandando um enorme esfor¢o computacional.

Ja o modelo de fissuras distribuidas ndo leva em conta a descontinuidade real da malha.
Supde-se que o concreto fissurado se mantém continuo e as propriedades do material sdo
modificadas de maneira a considerar o dano devido a fissuragdo. Este tipo de modelo ¢ usado
na maioria das aplicacdes da engenharia estrutural. Esta aproximagdo ¢ atrativa
computacionalmente, uma vez que a topologia da malha n3o muda durante a analise e
somente ¢ necessario atualizar a relagdo tensdo-deformacao quando ocorrer a fissuragdo. No
entanto, ¢ importante salientar que alguns pardmetros deste modelo também dependem da

geometria da malha utilizada.

2.1.5 Modelagem da armadura em elementos finitos

Para a andlise ndo-linear de estruturas de concreto armado pelo Método dos Elementos Finitos
¢ necessaria uma representacao simples e precisa da armadura. Existem, basicamente, trés
métodos para a inclusdo das barras de armadura em um modelo de elementos finitos: modelo

discreto, modelo distribuido e modelo incorporado. (citagdes)
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No modelo discreto utilizam-se elementos de barra para representar a armadura, com os seus
nos das extremidades coincidindo com os da malha de elementos finitos de concreto. Esta
forma de representacdo tem a desvantagem de limitar a disposi¢ao das barras de armadura
com a malha de elementos de concreto. Além do mais, como os elementos de barra
apresentam um campo de deslocamentos linear, para que haja a compatibilidade de
deslocamentos, os elementos finitos que representam o concreto ficam limitados a elementos

lineares (Bono, 2008). Este modelo esta ilustrado na Figura 2.6.

[ P "_K___.‘ ______ =

Elemento de barra

Figura 2.6 — Modelo discreto para armaduras.

No modelo distribuido considera-se o a¢o uniformemente distribuido no elemento de
concreto. Cada conjunto de barras de armadura ¢ substituido por uma camada bidimensional
com espessura € areas equivalentes. Para este tipo de representacdo, admite-se aderéncia
perfeita entre aco e concreto, sendo apropriada para o caso onde a armadura estd densamente

distribuida, como no caso de placas e cascas, conforme ilustrado pela Figura 2.7.

Camada de armadura
equivalente

Armaduras

Figura 2.7 — Modelo distribuido para armadura.

J& no modelo incorporado (Elwi and Hrudey, 1989) as barras de armadura sdo consideradas
como linhas de um material mais rigido no interior do elemento de concreto. Os
deslocamentos do elemento da armadura sdo iguais aos deslocamentos do elemento
isoparamétrico de concreto em que se encontra disposta, resultando em um campo de
deslocamentos unico no dominio do elemento. Sendo assim, pode-se colocar a barra de
armadura em uma posicao arbitraria dentro do elemento de concreto, sem precisar introduzir

incognitas adicionais no sistema de equagdes de equilibrio da estrutura, Figura 2.8.
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\

L1

\

3& Barra de

armadura

Figura 2.8 — Modelo incorporado para armadura.

2.2 MODELOS DE MATERIAL EQUIVALENTE

Genericamente, considera-se compoésito todo o material multifasico, artificialmente
construido, que apresente uma significativa parcela das propriedades de todos os materiais
que o integram, de forma que a melhor combinagdo destas propriedades seja alcangada.
Entretanto, ndo existe uma defini¢do universalmente aceita para materiais compodsitos.
Segundo Beber (2003), muitos compdsitos sdo formados pela combinagdo de apenas dois
componentes; um denominado matriz, que ¢ continua e envolve completamente o outro
componente, chamado comumente de disperso. Neste trabalho, serdo utilizados os termos
matriz € inclusoes. As propriedades dos compoésitos sdo funcdo da natureza destes
componentes, de suas propor¢des relativas e da geometria das inclusdes. A interacdo entre
matriz e particula, nos compositos reforgcados com particulas, pode ou ndo ocorrer em nivel
atomico ou molecular. A natureza desta interacdo ¢ que determina o mecanismo de reforgo.
De uma maneira geral, o concreto ¢ um compdsito que consiste de particulas (agregados
miudo e gratido) que sdo unidas através de uma matriz (pasta de cimento). Esta intera¢do nao
ocorre em nivel atdmico ou molecular e como as particulas apresentam maior rigidez, seu
efeito principal € restringir o movimento da matriz nas zonas adjacentes a cada uma destas
particulas (Callister, 1997 apud Beber, 2003). O concreto armado também se caracteriza como
um composito, que combina a resisténcia a compressao do concreto com a elevada resisténcia

a tragdo do ago, produzindo estruturas de grande eficiéncia.

Subsidiando o trabalho, descrevem-se, nesta se¢do, trabalhos que consideraram material
refor¢ado como um compdsito homogéneo na escala da estrutura (escala macroscopica). Em
Sudret (1999) ¢ apresentada uma revisao onde sdo abordados sucessivamente trabalhos

dedicados ao comportamento eléstico, ao estabelecimento e utilizagdo de um critério de
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ruptura e a apresentacdo de modelos ndo-lineares. Conforme serd visto nos itens a seguir, uma
importante limitagdo € que os trabalhos se limitam quase que exclusivamente ao campo da

geotecnia.

2.2.1 Modelos elasticos

2.2.1.1 Terra armada

Historicamente, considera-se um modelo geotécnico de terra-armada como a primeira
modelagem do tipo material equivalente. Harrison e Gerrard (1972) investigaram um material
multicamada no qual as armaduras sdo rigidas enquanto o solo ¢ deformével. A partir do

método de homogeneizacdo foram obtidos os modulos elasticos do material.

Romstad et al. (1976), inspirando-se nos trabalhos de Pagano (1969, 1970) sobre a
representacdo numérica de materiais compositos, propdem um método de homogeneizagao
sobre uma célula base contendo uma armadura. A partir de hipdteses heuristicas simples sobre
as deformagdes e tensdes em cada fase constituinte, os autores obtiveram um comportamento
eléstico isotropo transversal na direcdo do reforgo. Fica evidente neste trabalho que a simples
consideracdo do esfor¢co normal no reforco ¢ suficiente para reproduzir o comportamento da

terra armada.

Herrman e Al-Yassin (1978) estenderam a modelagem descrita acima para levar em conta o
deslizamento potencial das armaduras com rela¢dao ao solo. Para tanto, introduziram, em um
modelo em elementos finitos, um grau de liberdade suplementar para cada n6. Este grau de
liberdade correspondia ao movimento relativo, na direcdo de refor¢co, das inclusdes em
relacdo ao solo. Este movimento ¢ acoplado ao do solo por intermédio de saltos ndo-lineares,
do tipo elastico perfeitamente-plastico, com o limite elastico correspondendo ao maximo

atrito mobilizavel na interface matriz-inclusdo.

Nestes modelos, a ndo linearidade do solo ¢ levada em conta por meio da consideragdo de
uma elasticidade nao-linear e os célculos sdo feitos de forma incremental. Modificando o
modelo de Harrison e Gerrard (1972), em Gerrard (1982) foram reencontrados os resultados

de Romstad et al.(1976), estendendo-os ao refor¢co multidirecional.

Mais recentemente, Jommi et al. (1995) trataram, com a teoria da homogeneizagdo, um
modelo multicamada solo/geotéxtil. Negligenciando os escorregamentos da interface
matriz/inclusdes, estabeleceram, em deformagdes planas, as relacdes de continuidade entre as

duas camadas para certos componentes do tensor de tensdes e de deformacgodes. Identificando

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado



14

o trabalho de deformacdo macroscopica, obtiveram o comportamento elastico do meio
equivalente. Para Jommi et al. (1995) a homogeneizagao corresponde a dilui¢ao do reforco em
todo o volume de solo, obtendo-se, desta forma, em cada ponto, duas particulas que interagem

pelas equacdes de equilibrio e continuidade.

Esse conjunto de modelos pode ser questionado pela forma discutivel em que ¢ levada em
conta a ndo-linearidade do solo. Com frequéncia os autores fazem referéncia a necessidade de

introduzir um comportamento elastoplastico.

2.2.1.2 Tuneis refor¢ados com tirantes

Para emprego na andlise de tineis, Wullschldger e Natau (1983) determinaram, por via
experimental, o comportamento eldstico do material rocha refor¢ada com tirantes. Essas
caracteristicas foram introduzidas em um cddigo de célculo por elementos finitos em
elastoplasticidade. A analise destes resultados por Greuell (1993) evidencia que os resultados

sdao completamente concordantes, no dominio eldstico, com os modelos de terra armada.

De maneira independente, modelos reoldgicos propostos para macigos fraturados (Gerrard e
Pande, 1985) foram estendidos para levar em conta os tirantes de refor¢o (Sharma e Pande,
1988; Chen e Egger, 1999). O material rocha + juntas + tirantes foi modelado por um
conjunto de saltos, vinculos e amortecedores. O tensor de tensdes foi decomposto
aditivamente entre a rocha fraturada e os cabos, na propor¢do das fracdes volumétricas de

cada componente.

Mais recentemente, um modelo elastoplastico mais completo para solos e rochas refor¢adas
foi formulado e implementado numericamente para a andlise de tuneis por Bernaud et al.

(1995, 2009).

2.2.1.3 Fundagdes profundas

Os trabalhos que utilizam uma abordagem do tipo material composito para modelar a zona de
implantacdo das estacas sdo bastante limitados. O conceito de estaca equivalente para a
montagem do grupo de estacas €, contudo, de certa forma antigo (Poulos e Davis, 1980). O

modulo de elasticidade equivalente ¢ simplesmente dado pela lei das misturas.

Dois tipos de aplicagdes sdo entdo possiveis. Em primeiro lugar, pode-se utilizar
simplesmente os resultados analiticos devidos a uma estaca isolada com propriedades
quivalentes (Randolph, 1994), obtendo apenas uma estimativa do deslocamento médio do

grupo de estacas. Em outro momento, este raciocinio foi utilizado para substituir um grande
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grupo de estacas por um niimero bem menor de estacas equivalentes frente a aplicacdo de um

método hibrido (Clancy e Randolph, 1996).

2.2.2  Critério de ruptura

Com vistas a homogeneizagdo de meios periddicos, de Buhan (1986) estabeleceu um critério
de ruptura para “materiais multicamada” e aplicou o mesmo ao calculo da estabilidade de um
talude reforcado e no calculo da capacidade portante de uma fundacdo sobre uma regido
reforcada. Estes trabalhos tiveram continuidade, sob um ponto de vista analitico, nos trabalhos
de Siad (1987) e de Buhan e Salencon (1987) e, sob um ponto de vista numérico, no estudo de
Abdi (1992). Verzura (1993) estendeu o célculo do critério a duas diregdes de reforgos

ortogonais.

Nestes trabalhos foram feitas compara¢des com dados experimentais obtidos para o material
terra armada e provenientes da ruptura de modelos reduzidos de estruturas. Foi observada
boa concordancia, sendo que os valores calculados apresentaram diferencgas inferiores a 10%,

em relacdo aos resultados experimentais.

Sob o mesmo enfoque, de Buhan e Talercio (1991) determinaram um critério de ruptura para
compositos com fibras longas. Seus resultados sdo semelhantes aos obtidos no quadro da
andlise limite em tensdes planas por McLaughlin e Batterman (1970) e por Majumdar e
McLaughlin (1975). Os autores propuseram uma decomposi¢ao aditiva do tensor de tensodes

macroscopicas em um termo associado a matriz e um termo uniaxial associado as fibras.

A formulacdo do critério de ruptura destacou as componentes uniaxiais de tracdo nas
inclusdes. Levando em conta as diversas validagdes, este ponto aparece como central em toda

modelagem de material reforgado.
2.2.3 Modelos elastoplasticos

2.2.3.1 Homogeneizacao

No comego dos anos 80, Sawicki (1981, 1983a) propds um modelo multicamada para um
material elastoplastico. A partir da decomposi¢do do tensor de tensdes macroscopicas nas
tensdes microscopicas associadas a cada constituinte, ponderados pela fracdo volumétrica
respectiva, foi possivel determinar o dominio eldstico inicial e descrever, a seguir, o

endurecimento do comportamento macroscopico.
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Sawicki (1983b) se interessou, em particular, pelo tensor de tensdes associado a uma
contribuicdo uniaxial do refor¢o. A partir de um modelo pléastico, o mesmo efetua uma
avaliacdo da capacidade portante de um reforco macigo. Extensdes deste modelo e numerosas
aplicagdes foram feitas pelo autor nos anos seguintes. Uma revisao destes trabalhos pode ser
encontrada em Sawicki (1998). E necessario notar que os resultados reeditam, em muitos
casos, aqueles obtidos por meio de homogeneiza¢do com calculo a ruptura, mencionados

acima.

Seguindo a linha de trabalho de Le Nizerhy (1976), os modelos elastoplasticos obtidos por
homogeneizacao periddica de um material multicamada sao igualmente feitos por El Omri e

Sidorff (1991); El Omri (1992); Pruchnicki (1991), Pruchnicki e Shahrour (1994).

Os modelos multicamadas ndo traduzem corretamente o aspecto uniaxial das inclusdes de
refor¢o. Além disso a formulacdo completa € possivel apenas pelos critérios de plasticidade
simples (Von Mises ou Drucker-Prager). Levar em conta uma lei de escoamento plastico nao
associado para o solo (geotecnia) ¢ complicado. Além disso, a extensdo a varias diregdes de

reforco € quase impossivel.

No dominio dos tineis, Greuell (1993) utiliza um critério de ruptura para rochas refor¢adas
que tem como base as caracteristicas das rochas e do reforco (cabos), como estabelecido por
de Buhan (1986) e Siad (1987). E construida assim uma lei de comportamento elastoplastico
utilizando a elasticidade formulada por Gerrard (1982) e o critério de ruptura precedente
aplicado como um critério de plasticidade perfeita com regra de escoamento associada.
Utilizando este modelo, Greuell aplica o método de convergéncia-confinamento
analiticamente e efetua um estudo paramétrico sobre a influéncia do refor¢o. Bernaud et al
(1995) introduz o critério de plasticidade homogeneizado em um codigo de célculo em
elementos finitos e corrobora os resultados obtidos por Greuell. Célculo axissimétricos com
ativacdo/desativacdo de elementos sdao igualmente efetuados para simular o processo de

escavagao.

2.2.3.2 Modelos reologicos

E interessante mencionar uma abordagem do tipo material equivalente completamente
independente baseada nos modelos reologicos. E notada sua utilizagdo para a modelagem de
rochas fraturadas reforcadas por tirantes. A modelagem do solo refor¢ado por estacas de rocha
(colonne balastées) foi igualmente abordada por Gerrard et al. (1984) e por Lee e Pande

(1998).
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Estes modelos mecanicamente coerentes permitem incorporar todas as caracteristicas
essenciais que faltam as abordagens por homogeneizagdo citadas anteriormente. Nao foi
observada nenhuma restricdo sobre as leis de comportamento associadas a cada constituinte.
Contudo apenas a validacdo por experimentos garantiria a aplicabilidade dos modelos e os

exemplos de aplicag@o sdo raros.

Uma andlise dos métodos de calculo disponiveis mostrou que ou nao sdo adequados (métodos
semi-empiricos) ou sdo impraticaveis devido ao elevado custo computacional (elementos
finitos) no caso de estruturas refor¢adas por um grande nimero de inclusdes. Neste contexto,
as abordagens do tipo material equivalente apresentam resultados promissores com a ressalva

de que estdo aplicadas de maneira muito fragmentada e em diferentes dominios.

2.2.4 Materiais compositos industriais

O emprego da perspectiva de material equivalente ¢ naturalmente atraente no estudo de
trabalhos que abordam o comportamento de compositos industriais formados por uma matriz

reforgada por fibras. Este assunto ¢ brevemente abordado aqui.

A determinacdo das propriedades elasticas dos materiais compdsitos de fibras longas a partir
das propriedades de seus constituintes ¢ objeto de numerosos trabalhos de pesquisa desde o
comeco dos anos 60, quando o emprego destes se desenvolveu fortemente na industria. Desde

esta época surgiram trés tipos de aproximacgao:

- Uma aproximagao variacional (Hashin e Shtrikman, 1963; Hill, 1964) fornecendo um

enquadramento das propriedades equivalentes do composito (limites);

- Modelos simplificados chamados de estimativas das propriedades, como o modelo
CCA — Composite Cylinder Assemblage (Hashin e Rosen, 1964). Neste modelo,
supde-se que as fibras possuem dimensdao variavel, mas ocupam uma fragdo
volumétrica constante em todo o volume elementar representativo, isto permite admitir
que as propriedades equivalentes sdo aquelas de um unico cilindro compdsito, que

possui uma solugdo analitica.

- Me¢étodos de estimativas em micromecanica (Zaoui, 1998). O esquema autoconsistente
foi aplicado primeiro por Hill (1965) (inclusdo de fibra em um meio equivalente)
seguida de uma versdo enriquecida por Hermans (1967); Christensen e Lo (1979)
(cilindro composito incluso no meio equivalente). Pode-se citar igualmente os

trabalhos de Tandon e Weng (1984).
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Estas abordagens, ainda que inspiradas em consideragdes mecanicas muito diferentes,
fornecem resultados muito proximos, como assinala Hashin (1983) em uma revisdo da
literatura. Tem-se, por exemplo, uma igualdade nas expressdes dos modulos obtidos para o

modelo CCA com os limites inferiores de Hashin-Shtrikman.

2.2.5 Modelos multifasicos

Chama-se classicamente de teoria das misturas as modelagens de meios continuos com varias
fases. Esta teoria associa em cada ponto as particulas de cada material que constitui as
misturas. O primeiro modelo geral foi proposto por Truesdell e Toupin (1960). A questdao das
leis de comportamento suscitou numerosos trabalhos nos anos 60. Além disso, os autores
enriqueceram a modelagem levando em conta os modelos microestruturais para os diferentes
tipos de particulas. Bedford e Drumheller (1983) fizeram uma notéavel revisdo historica das
diferentes teorias e os seus dominios de aplicacdo. Encontraram um grande numero de
trabalhos, que conduzem a equagdes constitutivas extremamente complexas (e que requerem,
em particular, a determinacdo de um numero significativo de pardmetros) e que

permaneceram sem aplicagoes.

Contudo, a ultima parte de sua revisdo ¢ dedicada a elaboracdo de um modelo bifasico para
materiais compositos (Bedford e Stern, 1971). As aplicagdes visadas sdo a propagacdo das
ondas nos compositos estratificados ou fibrosos, que ¢ muito mal modelada por um meio
continuo que tem as propriedades estaticas equivalentes. Os autores atribuem a Postma o
primeiro modelo de material compdsito bifasico, modelo que utiliza uma cinemadtica inica

para as duas fases.

—ERN

/

=/

Figura 2.9 — Propagacdo de ondas longitudinais em um compdsito
estratitificado (Bedford e Stern, 1972).
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Observando um composito estratificado no qual se propaga uma onda longitudinal, Bedford e
Stern (1972) constataram que, se o deslocamento longitudinal é continuo, o valor médio em
cada fase pode ser muito contrastante. Eles introduzem, entdao, um modelo bifasico em que as
cinematicas sao distintas. As equagdes de equilibrio sdo obtidas de forma cldssica com os
autores utilizando o quadro termodindmico para construir as leis de comportamento. As
hipoteses principais, que distinguem este modelo da teoria classica das misturas, sdo as

seguintes:

e A interacdo entre as duas fases ¢ limitada a particulas congruentes, ou seja, ocupando
a mesma posi¢do geométrica na posi¢do inicial (na teoria cléssica das misturas, a
interacdo liga as particulas que possuem a mesma posi¢ao na configuragao atual). Esta
questdo ¢ ditada pela hipotese de aderéncia perfeita entre as camadas do composito

estratificado;

e A energia interna em cada fase depende apenas das variaveis de deformagao desta fase
e da temperatura. Esta hipdtese se deve ao fato dos constituintes ndo serem misturados

aleatoriamente como € o caso das misturas de fluidos imisciveis.

Os resultados para propagacao de onda, comparado a resposta exata, sdo notaveis. Quanto
mais contrastantes forem as caracteristicas elasticas dos constituintes, melhores os resultados.
O modelo inicial foi concebido pelos autores nos anos 70, mas sempre tomando uma Otica de

aplicacdo a propagacao de ondas.

A mecanica dos meios porosos apresentada por Coussy (1991) ¢ baseada nos trabalhos
precursores de Biot (1941, 1955) e se apoia igualmente na teoria das misturas. Trata-se de
uma abordagem meramente macroscopica que supde a superposicdo em cada ponto material
de duas particulas, respectivamente do esqueleto e do fluido. As duas particulas possuem
cinematicas distintas e ¢ adotada, de forma natural, uma descricdo lagrangeana para os

movimentos do esqueleto e euleriana para os movimentos do fluido.

Um modelo multifasico chamado de material multicamada foi proposto por Caron (1993) e
Chabot (1997) para os compositos estratificados. O numero de camadas do composito
estratificado define o nimero de particulas superpostas em cada ponto. Varias alternativas de
modelagem existem, de acordo com a precisdo da descri¢do dos esforcos internos em cada

camada.

Sudret (1999) apresenta um codigo em elementos finitos para a modelagem multifasica de

estruturas reforcadas por inclusdes. A validagdo do modelo ¢ feita para estruturas geotécnicas
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como thneis reforcados com cabos e redes de estacas de fundacdo. E levada em conta uma
aderéncia perfeita entre o solo e os reforcos. Bennis (2002) desenvolveu um modelo
multifasico para o calculo de estruturas reforcadas por inclusdes levando em conta a interagao
matriz / inclusdo. Hassen (2006) implementou um modelo considerando inclusdes rigidas, ou

seja, com a capacidade de absorver esforgos de cisalhamento e flexao.

2.2.6 Concreto armado

Neste contexto, Oliver et al (2008) e Manzoli et al (2008) propdem uma modelagem para
analise bidimensional e tridimensional de elementos em concreto armado, a partir de uma
descricdo baseada nos conceitos da teoria das misturas. Para modelar a falha material os
autores empregam a teoria conhecida como Aproximacdo Continua de Descontinuidades
Fortes (Continuous Strong Discontinuity Approach — CSDA). A modelagem adotada assume
que todos os constituintes estdo submetidos ao mesmo campo de deformacdes, diferenciando-
se da modelagem empregada neste trabalho, que assume cinematicas diferentes para cada

fase, tornando possivel incorporar de forma consistente a interagdo matriz/reforgo.
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3 CONSTRUCAO DO MODELO MULTIFASICO DE MATERIAL
REFORCADO

3.1 METODO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

As equacdes de movimento de um sistema mecanico sdo obtidas de forma classica a partir do
principio fundamental da dindmica. O método dos trabalhos virtuais ¢ uma abordagem que
apela para a intuicdo ao nivel da cinemadtica do sistema estudado. Encontra-se uma
apresentacdo geral e sua aplicagdo a modelagem do meio continuo em Germain (1986) e

Salengon (1996a). Articula-se em trés etapas o que serd apresentado.
e Define-se, em primeiro lugar, o sistema mecanico estudado S e seus subsistemas S’.

e Define-se o espago vetorial v dos movimentos virtuais (m.v) denotados U e o dos
movimentos virtuais rigidos (m.v.r.). Os movimentos reais do sistema devem estar

contidos em u.

e Postula-se as expressdes dos trabalhos virtuais dos esforgos internos P’;) e externos

P’(), assim como a das quantidades de acelera¢do 4’ para todos os sub-sistemas S’.
O principio dos trabalhos virtuais se enuncia, entdo, da seguinte forma:

vS'c S, VU mvr, P (0)=0

Em referencial galileano, vU my., P ( ) )+ P, ((7): A'( A) 1 G-1)

A aplicagdo sucessiva dos dois enunciados permite expressar a forma dos esforgos internos

que conduz as equagdes do movimento e as condi¢des de contorno.

Referencial galileano ¢ um referencial no qual o principio de inércia proposto por Newton ¢ valido: um corpo isolado
em repouso ou em translacdo uniforme. Um referencial galileano ¢ um referencial em translagdo uniforme em relagado

ao referencial de Copérnico.

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado
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3.2 DESCRICAO GEOMETRICA DO MEIO MULTIFASICO

Seja um material refor¢ado por uma série de inclusdes arranjadas periodicamente de forma
paralela a uma certa direcdo dada pelo vetor ¢, O tamanho tipico da estrutura deve ser
significativamente maior que o diametro da inclusdo e que o espacamento entre cada uma
dessas inclusdes, se tornando adequado, desta forma, para adotar uma descricdo em escala

macroscopica e para considerar o material reforcado como um meio homogéneo.

Assim, o assunto de interesse ¢ um material compdsito, concreto armado, constituido de um
meio continuo, o concreto, que dispde de inclusdes lineares de reforgo orientadas segundo N
direcoes diferentes, as barras de armadura. Considera-se um sistema S de volume Q
constituido deste material. Este sistema esta inserido no espago euclidiano tridimensional,
munido de um sistema ortonormal direto (O, ey, e, e:). Cada dire¢do de reforco ¢ orientada

por um vetor unitario ¢,, ¥ = 1,...,N. A Figura 3.1 resume esta notagao:

Matriz

AR

&uﬁ&&wmjf
NS\
4% //

]

4

Figura 3.1 — Descrigao geométrica do material reforcado (escala
microscopica). Neste trabalho o concreto serd representado pela fase
matriz e as barras de armadura pelas inclusdes de reforgo. Bennis

(2002).

A modelagem multifasica se formula entdo da seguinte forma: para todo ponto material de Q,
se associa uma particula de matriz (Q™) e N particulas de refor¢co (Q") caracterizadas pela

posi¢cdo geométrica comum x (

Figura 3.2). Estas N+1 particulas superpostas formam o meio multifasico.
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dQ(x)=d" (x) [ Jd' (x) (3.2)

—>e,

particula de
reforgo

Figura 3.2 — Descri¢do do meio multifasico (escala macroscopica)
com uma fase de refor¢o. Bennis (2002).

Segundo o método classico de homogeneizagdo, o unico campo de deslocamento
macroscopico corresponde a média sobre um volume elementar representativo (VER) do
campo de deslocamento microscopico. J4 no modelo multifasico geral cada fase possui uma

cinematica propria.

Ajustando a terminologia que serd utilizada: a expressdo material refor¢ado designa o
material heterogéneo a escala microscopica, constituido de uma matriz e de inclusdes de
refor¢o ocupando dominios geométricos distintos. A expressdao meio multifasico corresponde
ao modelo de meio equivalente, em escala macroscopica, devendo reproduzir o
comportamento mecanico do material real. A fim de designar as componentes, utilizam-se os

termos particulas de matriz € particulas de refor¢o. Adotam-se ainda as seguintes definigdes:

e (Chama-se fase o conjunto de particulas de um mesmo tipo. Serdo utilizadas, por
conseguinte, as expressoes fase matriz ¢ fase refor¢o. Todas as quantidades relativas a
uma fase serdo designadas por uma letra mintscula ao expoente " ou " dependendo do

caso.

e Um sub-sistema S” que ocupa um volume O’ ¢ dito monofasico se for constituido de

uma Unica fase j, j e {m; r= 1,...N} contida em .

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado
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e Um sub-sistema S’ ¢ dito multifasico se ¢ constituido de particulas de todas as fases

contidas em Q’.

No desenvolvimento que segue, considera-se a configuragdo atual do sistema no instante ¢.
Por razdo de simplicidade, omite-se a dependéncia de tempos de diferentes grandezas.

Meio heterogéneo Meio multifasico
Escala microscopica Escala macroscopica

\
Concreto Barras de ago

Figura 3.3 — Terminologia empregada neste trabalho.

3.3 MOVIMENTOS VIRTUAIS

Para um meio multifasico, um movimento virtual ¢ definido por (N+/) campos de
velocidades U" ¢ U" {r = 1, ... N}, associados respectivamente a cada fase. Supondo estes

como independentes, continuos e continuamente diferenciaveis em €, escreve-se:

0()=1{0"(x} 0" (&) r=1..¥ | (3.3)

O conjunto destes movimentos virtuais forma o espago vetorial U, que contém os movimentos

reais do sistema.

Os movimentos virtuais de corpo rigido de um subsistema monofasico S sdo dados por:

0(x)=10,... 0'(x) 0...f (3.4)
onde U é um campo de velocidades de translagdo ou rotacao.

Os movimentos virtuais de corpo rigido de um subsistema multifasico S’ sdo dados por:

Marcelo Porto de Figueiredo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011
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0(x)={0()....U()} (3.5)

onde U(x) é um campo de velocidades de translagdo ou rotagio.

3.4 EXPRESSOES DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUALIS.

A construcado de um modelo pelo método dos trabalhos virtuais passa pela escolha de
diferentes varidveis intervindo nas expressdes do PTV. As escolhas sdo ditadas pelas
caracteristicas mecanicas que se deseja levar em conta. O modelo sera tdo mais rico quanto as

expressoes forem mais complexas e dependentes de um maior nimero de pardmetros.

A descricao dos esforgos internos €, sob certo ponto de vista, central e serdo detalhadas, para

cada fase do meio multifasico, as hipdteses usadas e as expressdes correspondentes.

3.4.1 Esforcos internos

Sera utilizada a hipotese de que o trabalho virtual dos esforgos internos ¢ obtido pela
integragdo de uma densidade volumétrica sobre todo o subsistema ocupante de um volume
Q’. Esta densidade compreende os termos associados a cada uma das fases (matriz e reforco),

assim como os termos de interagdo entre a fase refor¢o ¢ a matriz.

3.4.1.1 Fase matriz

No caso de materiais reforcados como o concreto armado, as inclusdes de reforgo possuem
propor¢des muito pequenas, ou seja, a fragdo volumétrica desta fase ndo deve exceder uma

pequena fragdo.

_—

- i

Figura 3.4 — Esforcos internos a fase matriz (por razdo de clareza os
dominios ocupados pelas duas fases sdo representados distintamente
nas figuras desta secdo ainda que sejam coincidentes
geometricamente).

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado
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Assim, a matriz do material refor¢ado ¢ claramente um meio continuo ¢ a modelagem da fase
matriz devera ser a de um meio continuo de Cauchy. Postula-se classicamente que a
densidade do trabalho virtual dos esforcos internos depende linearmente do campo de

velocidades e de suas derivadas primeiras com relagdo a x, assim.
P (0w)=-4"@ 0" )+ B" () gradV " (v)) (3.6)

3.4.1.2 Fase reforco

As inclusoes utilizadas em estruturas de concreto armado (as barras de aco) sdo lineares e
compridas e costumam exprimir sua capacidade de reforco essencialmente nas diregdes
longitudinais. Por conseguinte, sdo levados em conta os esfor¢os de tracdo e compressao,

supostamente preponderantes. Negligenciam-se os efeitos de flexao e cisalhamento.

Neste trabalho, os esfor¢os de tracdo e compressdo que levam a uma deformagdo axial sdo
postulados pela densidade de trabalho virtual dos esfor¢os internos, uma forma linear do

campo de velocidades e de sua derivada, ao longo da direcao de reforgo ¢,, representada por

”
A

dU’ (x)

e (3.7)

27 (000)=— 4"(0)- U )+ B ()-

Salienta-se que o segundo termo de (3.7) pode-se escrever (gr ®B r(g)): gradU’ (x), o que

permite obter uma expressao para fase refor¢o analoga a fase matriz.

Qm Q

¢
v

Figura 3.5 — Esforcos internos a fase reforgo.

3.4.1.3 Interagdo

Supondo, enfim, que a intera¢do entre cada fase de refor¢o e a fase matriz seja pontual, ou
seja, que provém simplesmente da superposicdo de varias particulas ao mesmo ponto x,

postula-se a seguinte expressao:
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P (0)= (z’"(x U" (x) +Zl (x)U (x)) (3.8)

onde [" representa a densidade volumétrica dos esforcos exercidos pela fase reforco e [’
representa a densidade volumétrica dos esfor¢os exercidos pela fase matriz, (vide Figura 3.6 ¢
Figura 3.7). E desprezada toda interacio entre duas fases de reforgo distintas.

3.4.1.4 Expressao global dos Esfor¢os Internos

A expressao do trabalho virtual dos esforgos internos para um subsistema S’ vai depender de
seu carater mono ou multifasico. No primeiro caso, para um subsistema S? ocupando um
volume geométrico Q’, se integra simplesmente a densidade do trabalho virtual

correspondente, assim:
Py, (0)= f Py (O ey (3.9)

Para o caso multifasico, somam-se as contribui¢des de cada fase e os termos de interacao para

obter de forma geral:
P (0)=-] 470" )+ B" (x): gradU" (x) gy

(Y@ @)+ @B @) gradt (oo (3.10)

Q' r=l1

- j(l’” (0)-0" (x)+ ﬁ‘,lr (00" ()

3.4.2 Esforcos externos

Para todo sistema monofasico S? ocupando um dominio geométrico ’, os esforgos externos

levados em conta no modelo sdo de trés tipos.

e Forcas de volume caracterizadas por uma densidade volumétrica p’(x)F’(x),

independente do subsistema considerado.

e Esfor¢os de contato exercidos sobre o contorno 0Q2' por uma densidade superficial de
esforgos T2,.(x).

e Esforcos de interagéo aplicados pelas outras fases I/ (x)

No que concerne a fase matriz, notada Q’, adota-se a expressdo seguinte para o trabalho

virtual dos esfor¢os externos

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado
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le

0 ()= [ p"WE"(x)-U"(dQ" + [ T5x)-U" @dS" + [1"(0)-0" 0dQ" (311

20"

onde as duas primeiras integrais representam o trabalho dos esforcos externos ao sistema
multifasico: densidade volumétrica dos esforgos externos p” (x)F" (x), densidade superficial
dos esfor¢os externos '™ (x) sobre o contorno. A terceira integral corresponde ao trabalho
dos esforcos exercidos pela fase reforgo sobre a fase matriz, fazendo aparecer uma densidade
volumétrica notada /" (x), representando a densidade volumétrica dos esfor¢os de interagdo

exercidos pela fase reforco (Figura 3.6).

Figura 3.6 — Esforcos externos a fase matriz.

No que cabe a fase reforgo, notada Q, adota-se a expressdo seguinte para os trabalhos virtuais

dos esforgos externos:

P, (0= prWE (x)-U' dQ" + | To(x)-U @dS" + [I'(x)-U' 04" (3.12

oa"
onde p " (x)F'(x) e T'(x) designam respectivamente as densidades volumétricas e
superficiais dos esfor¢os externos ao sistema multifasico exercidos sobre a fase reforgo,
enquanto que /' (x) representa a densidade volumétrica dos esforgos de interagdo exercidos

pela fase matriz (Figura 3.7).

No caso de um subsistema multifasico, os esfor¢os de interacdo mencionados acima assumem
o status de esforgos internos na forma da expressao de trabalhos virtuais dada por (3.8). De

forma a ser coerente com esta equagao, deve-se fazer a seguinte identificagao:
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Figura 3.7 — Esforgos externos a fase reforgo.
O trabalho virtual dos esforgos externos a todo subsistema multifasico se reduz a:
A A m ul AT
P, U)= IQ,(pm(z)E (x)-U" () + ) p (0)F (x)-U (z)}dﬂ'
N’:l (3.14)
| (z;@(z) 0" @)+ ) To(x)-U (zc)de'
Q! r=l
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Figura 3.8 — Esforcos externos a um sistema bifasico.
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3.4.3 Quantidades de Aceleragao

Falta enfim definir o trabalho virtual das quantidades de aceleracdo (produto entre a massa € a

aceleracdo) sobre todos subsistemas. Exprime-se classicamente como a integral seguinte:

Al (0)= jg,[p'" @7 @0 @+ @7 @)-Q’(z)jdﬂ' (3.15)

onde " (x) designa a aceleragdo da particula da fase j situada no ponto x.

3.5 APLICACAO DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

3.5.1 Primeiro enunciado

O primeiro enunciado do principio dos trabalhos virtuais exprime a nulidade do trabalho
virtual dos esfor¢os internos em todo movimento virtual de corpo rigido de um sistema ou
subsistema qualquer. Considerando um subsistema monofasico S” animado de um movimento

de translacdo:
0(x)=1{0.... 0'(x)=0,. 0... (3.16)
Obtém-se, levando em conta (3.6) e (3.7):
VQ'CQ, VU, [4"(x)U,dQ'=[A4 (x)Ud=0 (3.17)
Q' Q'
Por um argumento classico de continuidade, isto resulta que:
4" (x)=0, 4 (x)=0, r=1.N (3.18)
Considerando agora um movimento virtual de rotagdo definido por:
0()=10.... 0/(x)=2,"x. 0... (3.19)

para o qual gradU =) ¢ um tensor antissimétrico de segunda ordem, obtém-se utilizando

(3.6) e (3.7):

j(@ ®B'(x)): Q,d =0 (3.20)

Q

VO'cQ vQ, jy@;godg:
2

Resulta por um lado a simetria do tensor B", que ¢é renomeado o”(x), e também de

(gr ®B" ()_c)). Esta condigdo permite escrever:
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B'(x)=0"(x)e,, r=1..N (3.21)

Considerando finalmente um subsistema multifasico animado de um movimento virtual de

translagao:

0(x)=10y ... Uy} (3.22)

resulta:
A N A
vQ'cQ VU, j{[m(§)+21’(£)}.godﬂ'=0 (3.23)
Q' r=1
que permite reescrever (3.8) sob a forma:

P, (0)= il (x)- L (x) Qm(z)) (3.24)

onde ¢ possivel observar as velocidades relativas das fases refor¢o em relagdo a fase matriz.
Tendo em conta as equagdes (3.18), (3.21), (3.24), a expressao (3.10) se simplifica finalmente

em:
P, (ﬁ):—j{a (x): gradU (x)+(20 (x)e, ®e] gradUr(g)}dQ'

Yo w-owhe

Q'r=1

(3.25)

3.5.2 Segundo enunciado

Aplicando agora o segundo enunciado do principio dos trabalhos virtuais aos movimentos
virtuais quaisquer, utilizando as equagdes anteriores e reagrupando os cofatores de diferentes

campos de velocidades virtuais:

j{ﬁ (x): gradU’ (X){,O (O(F" (x) - 7’"(X))+Zl (X)} U (X)}dQ'

Q' r=1

* z I {[‘Gr(zc}er ®e, |: gradU’ (x)+ [p’(z)(F (X)) -7 (x) —f(z)] U’ ()_c)}dQ'

r=1 o

+ I Tgé’f()_c)'Qm(z)dS%i j T;(x)-U (x)dS'=0

=1 o0
(3.26)

Introduzindo nesta equagdo a identidade:
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~o" (x): gradU(x) = U(x)- div' o(x) - div(o(x)- U(x)) (3.27)

e aplicando o teorema da divergéncia (n(x) designa a normal a dQ’ no ponto x).
[div3(@)de = [3(x)-n(x)ds' (3.28)
Q' o'

chega-se, VS'c S, vUeu

f {divg'" @+ P E" @) - ")+ 3T (a_c)} 0" (e

Q

r=1

£ [inlo e, ®¢,)+ o @F @) - 1 )~ I' )} 0 ydey
) (3.29)

+ @ - 10" @] 0" s’

+ ﬁ I[ﬂ:v(z) —o’ (x)(n(x)-e, )§,]- U (x)dS'=0

r=1 50
O raciocinio que permite obter as equagdes de movimento e as condigdes de contorno € entdo
classico. Levando em conta a independéncia dos campos de velocidade que constituem um
movimento virtual U, pode-se anular separadamente os termos associados a cada fase. Para
uma fase denominada j, considerando em primeiro lugar os campos de velocidade nulos na
fronteira dQ’, obtém-se a nulidade para todo ponto do integrando associado a integral
volumétrica, o que da a equagdo do movimento da fase j. A nulidade da integral de superficie

para um campo qualquer fornece as condi¢des de contorno.
Sao obtidas entdo as equagoes do movimento por fase para o modelo multifdsico de material
reforcado. Observa-se que elas sdo acopladas por meio dos esfor¢os volumétricos de
interacdo, I'.
VQ'cQ; VxeQ'
N
divg” (x)+ p" (E" ()~ " )+ 31" () = 0 (3.30)
r=1
divlo" (e, ®e, J+ p @E ()~ 7 ()1 (2) =0
assim como as condic¢des de contorno:
vQ'cQ;, Vxeo)
I"(x)=c"(x) n(x) (3.31)
T'(x)=0"(x)(n(x)-¢,)e,, r=1..N
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3.6 INTERPRETACAO MECANICA DO MODELO (BENNIS, 2002)

As diferentes variaveis que descrevem os esfor¢os internos do sistema multifasico sdo de
natureza macroscopica. E conveniente agora fazer uma interpretacdo se referindo a escala de

descricdo microscopica do material reforcado por inclusdes lineares.

A interpretacdo da tensdo em cada ponto da fase reforgo ¢ fornecida através das condigdes de
contorno (3.31). Considerando uma area elementar dS” de normal unitaria n, com inclinagido
definida por um angulo « em relagdo a dire¢ao de refor¢o (Figura 3.9a). O esfor¢o elementar

exercido sobre esta faceta sera:
df’ =T'dS" =c"(n-e,)-e,dS" =c"e,ds, (3.32)

onde dS, =dS" cosa designa a projecdo da area elementar sobre o plano perpendicular a

direcdo de reforgo. Surge imediatamente que o’ e, se interpreta como o esfor¢o axial nas
inclusoes de refor¢co em rela¢do a unidade de superficie transversal, assim:
dN’

ds,
das das’

r

O =

comdf" =dN’e, (3.33)

v
1
=
R

KN 4

(a) (b)

Figura 3.9 — Interpretacdo da tensdo o na fase de reforgo

Supondo que as inclusdes de refor¢o sdo repetidas periodicamente no espago, um volume
representativo de material refor¢o é constituido de uma inclusdo individual de sec¢do s

cercada de um volume de matriz, de se¢do retangular S;. O esforgo axial para tal inclusao é:

N =s'6" (3.34)

onde & representa a tensdo uniaxial média no material de refor¢o a escala microscopica.

Comparando as equagdes anteriores, chega-se a igualdade:
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ro=r r ~ r Sr ~r ~r
s'c’ =8,0", entdo o =S—O' =noc (3.35)
t

onde 7 representa a fracdo volumétrica do material que constitui as inclusdes de reforgo. A
equacdo anterior permite interpretar a tensdo uniaxial ¢' na fase de reforgo (escala
macroscopica) como sendo igual a tensdo " no material de refor¢o (escala microscopica)
ponderado por sua fracdo volumétrica. Salienta-se o fato de que para as aplicagdes visadas a

fracdo volumétrica serd, em geral, muito pequena (7= 107 até 1072).

Uma interpretagdo da densidade volumétrica de forcas de interacdo / ¢ igualmente possivel se
referindo a escala microscopica. Considerando duas particulas elementares dQ™ e dQ" de
mesmo volume dQ;, pertencendo respectivamente as fases matriz e reforco. A forca elementar

de interagdo exercida por dQ" sobre dQ™ sera (Figura 3.10a).

d 1
df' =1dQ, ouseja I _4L (3.36)
= dQ,
‘ L
m r ‘
dQ dQ | s
i
i
= \, — 0
]/ /; I
/ \TI
df " =1dQ, interface S’ B
(a) (b)

Figura 3.10 — Interpretagdo da forca volumétrica de interacao /.

Se referindo a um volume representativo de material refor¢ado de sec¢ao S; de comprimento L,
(Figura 3.10b), € entdo claro, levando em conta (3.36), que o esfor¢o de interagdo / pode ser
calculado, em certa escala, como a resultante por unidade de volume das tensoes exercidas

pela inclusdo sobre a matriz na interface de contato S' entre os dois materiais.

1 ~]
I=—|Tas’ (3.37)
SLY,
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3.7 EQUACOES GLOBAIS DE EQUILiBRIO
As equagodes (3.30) e (3.31) descrevem separadamente o movimento de cada uma das fases do

meio considerado. E possivel obter um sistema de equagdes globais pela soma, termo a termo,

das precedentes. Definindo para todo ponto x.

pF=Yp'F' ;T=XT"; py=>p'y (3.38)
J J J
[§]
N
L=0"+) 0'¢ ®e, (3.39)
r=1

obtém-se para VQ'c Q.

{divg(z) + p(X)(F(x) - 7(x))=0, Vxe Q' (3.40)

T(x) = Z(x) - n(x), Vx e o
Reconhece-se em (3.40) as equacdes de movimento e condigdes de contorno obtidas para o
meio continuo de Cauchy classico. O tensor X representa, para 0 meio multifasico, o tensor
de tensdes totais enquanto gm e o’ designam as tensdes parciais respectivamente na matriz e
em cada fase de reforgo. Observa-se que os termos de interacdo ndo aparecem nestas
equagoes.

O interesse de agregar as equagdes de equilibrio reside, de momento, apenas no fato de poder
reencontrar, ao menos formalmente, as equagdes regentes de um meio continuo de Cauchy. A
utilidade desta aproximacgdo aparecerd mais claramente na formulacdo do comportamento,

tratado adiante.

3.8 NECESSIDADE DE LEIS DE COMPORTAMENTO PARA O
MATERIAL REFORCADO

A aplicagcdo do método dos trabalhos virtuais permitiu determinar as equagdes do movimento
do meio multifasico assim como as condi¢des de contorno, distinguindo a abordagem por

fases da abordagem global.
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Da mesma forma que no caso do meio continuo de Cauchy, somente as equagdes do
movimento ndo permitem resolver os problemas. E entdo necessario associar as leis de

comportamento unindo as variaveis de esfor¢o as variaveis de deformacao.

Adota-se, a seguir, o framework das transformagdes infinitesimais.

3.9 HIPOTESE DE PEQUENAS PERTURBACOES

m

Considerando duas particulas do meio multifasico, representadas por dQ e dC); nas suas
configuragdes iniciais, de tal forma que elas coincidam geometricamente. Quando submetidas
aos deslocamentos & e & as particulas atingem a configuragdo atual, onde sdo

representadas por dQQ" e dQ; .

dqy; oy,

aci; do,
Figura 3.11 — Cinematica de um meio bifasico.
Os problemas aos quais se deseja aplicar o modelo multifasico de material reforcado podem
ser tratados convenientemente no quadro da Hipotese de pequenas perturba¢oes (HPP), onde
¢ possivel identificar as configuracdes iniciais e atuais do sistema, permitindo formular as
diferentes equacdes de equilibrio sobre a geometria inicial. Implicam, em cada fase j (m, r =

1...N), as seguintes condigoes:

- As transformagdes sao infinitesimais (Salengon, 1994), assim:
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grad&’ (x)H <<1 (3.41)

onde grad&’ designa o gradiente com relagdo as coordenadas iniciais dos campos.

- Os deslocamentos relativos a fase matriz A= gr ()_c)—ﬁm ()_c)) sdo pequenos devido a

uma dimensdo caracteristica longa da escala microscopica de descricdo, por exemplo,

uma dimensao do volume elementar representativo, no caso de um reforgo periodico:

Al << L.

@ ®
\ \
\ \
| |
\ \
\ \

L

Figura 3.12 — Espacamento entre duas inclusoes.

Estas condi¢gdes vao permitir raciocinar, na sequéncia, sobre a configurag¢do inicial do meio
multifasico e, assim, sobre uma geometria fixa conhecida. Desta forma, escreve-se o principio
dos trabalhos virtuais internos, onde se escolhem os campos de deslocamento como campos

de velocidades virtuais, a partir de (3.25).

W, (g’”é’): j{gm :&dém +[ioj(?_€)€r ®€;’J :Mr}dg'+

(3.42)
N r r m [
O DIEEEY
Q' Lr=l
Onde W’ 4.r € o trabalho de deformacdo. Tem-se, por defini¢do que:
" =%( grad &" +' grad 5"’) (3.43)
= (gr Qe,): gradé’ :—6(§ -g,) (3.44)

Levando em conta a simetria do tensor o, vem:
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W, .8 )= [o” iﬁmdﬂ'ﬂia’ 1" dQ + jﬁ‘,i (&7 - &m)acy (3.45)

qQ r=l Q r=l

As variaveis de deformagdao do modelo sdo, consequentemente, o tensor de deformagdes da

fase matriz, £", a deformagdo axial de cada fase de reforco, &”, e o deslocamento relativo

A= @r -¢ m) para a interagdo de cada fase de refor¢o com a matriz.

3.10 COMPORTAMENTO ELASTICO-LINEAR

A solucdo de problemas de contorno necessita que as equagdes precedentes sejam
complementadas pelas chamadas leis de comportamento. No caso de um meio continuo
monofasico, estas leis se exprimem sob a forma de relagdes entre os esfor¢os internos e as
deformacdes associadas a estes esforcos. Nesta se¢do limita-se a discussdo do caso de
elasticidade linear. E conveniente definir previamente as variaveis de deformagdo no quadro

da hipotese de pequenas perturbagoes.

3.10.1Elasticidade linear

E de interesse, nesta primeira etapa, caracterizar o comportamento elastico linear das fases
matriz e refor¢o ¢ a interagdo entre as fases. No caso isotérmico e¢ na auséncia de tensoes
iniciais (estado inicial natural), as leis de comportamento sdo obtidas pela derivacdo dos

potenciais eldsticos quadraticos relativos as variaveis de deformagao:

Fase matriz

m a " m m
o" = =A" e (3.47)
Fase reforco
r r 1 r r 2
v'(e :Ea (g ) (3.48)
r awr r r
c'=——=a'¢", r=1..N (3.49)
oe
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Interacio entre as fases

& -y = g

¢=2C¢ EM)CT(E-ET) (3.50)

- 81// I r m
I'=—/——"—<=C-( -¢) (3.51)
o¢g-¢")

As relagdes de comportamento acima fazem aparecer um tensor de quarta ordem A", um

escalar «° e um tensor de segunda ordem C', que caracterizam respectivamente as

propriedades elasticas das fases matriz e reforco, assim como sua interagao.
3.10.2 Identificagdao dos parametros de comportamento macroscopicos

3.10.2.1 Fase matriz

Levando em conta a pequena propor¢ao volumétrica do material de reforco e, por
consequéncia, o fato que o material constitutivo da matriz ocupa quase a totalidade do espaco,
¢ natural admitir, a0 menos em uma primeira aproximacgao, que as propriedades da fase matriz
a escala macroscoOpica sao idénticas aquelas que governam o comportamento do material a

escala microscopica.

~ m

é”’ = é (3.52)
No caso isotropico, a relagao (3.47) se reduz classicamente a:
gm =" (trﬁm )1+2ym£m (3.53)
onde A" e u" sdo as constantes de Lamé.
3.10.2.2 Fase reforco
Chamando de £” 0 médulo de Young do material que constitui as inclusdes de reforco:
G =E'E" (3.54)

onde 6" e &" representam respectivamente a tensdo uniaxial sofrida pelo material a escala
microscopica e a deformagdo axial correspondente. Vem entdo, levando em conta a relagdo

entre as tensdes microscopicas € macroscopicas:

o :775 =n Er:n e’ (3.55)
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Podendo-se admitir:

a =nE’ (3.56)
O coeficiente a" se interpreta como o mddulo de elasticidade do material refor¢ado
ponderado pela fragdo volumétrica deste ultimo. Exemplificando, no caso do uso de um

refor¢co com E"=2.10°MPae 1=0,1%, obtém-se um valor de a" = 200MPa.

3.10.2.3 Comportamento de interagao

No caso elastico linear, o comportamento de interagdo € caracterizado pelo tensor C !
observado na lei de comportamento (3.51), que serd simplificada. Pode-se observar que a
massa da fase refor¢o definida por p" =7p", p"sendo a massa do material de refor¢o, pode

ser desprezada em razao da baixa propor¢ao volumétrica. Desta forma a equagdo de equilibrio

da fase reforgo (3.30) se torna:

div(a’g, ®g,)—f =0 (3.57)
Entdo:

r

I"'=1Ie, com [= (s sendo a abscissa na dire¢ao e,) (3.58)

r

0s
0 que mostra que a densidade volumétrica das forgas de interagdo ¢ paralela a dire¢do de

refor¢o. Admitindo agora:
C'=Cle®¢+Cle,®e,+Cle, @, (3.59)
(e1, e2, e3) sendo uma base ortonormal ligada as inclusdes. Assim, a relagao (3.51) se escreve:
I1=C/Ae, +CiA,e, +CiAe; (3.60)

Considerando que ha reforgo apenas na dire¢ao 1 (Figura 3.13) e comparando com (3.58).

I=C/A, A,=A,=0 (3.61)
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aqy; oy
Reforgo
A
II —’
> €]
dqy; d<
Figura 3.13 — Cinematica de um meio bifasico e for¢a de interagao.
Entdo, em definitivo:
I"=1Ie, A=Ae, I=c'A (3.62)

onde: A, =A e C/,=c".

A extensdo para outras dire¢des de reforco ¢ analoga.
3.10.3 Comportamento Elastico Aderente

3.10.3.1 Aderéncia perfeita e sem escorregamento

Em grande parte dos problemas envolvendo estruturas de concreto armado, o deslizamento
das armaduras em relagdo ao concreto ndo desempenha um papel fundamental. Desta forma,
nesta secao ¢ introduzida uma hipotese cinematica chamada de hipodtese de aderéncia perfeita.

Ela se traduz pela igualdade dos campos de deslocamento de todas as fases do meio. Assim:
VxeQ, Vjelmr=1..N} & (x)=£&x) (3.63)
Desta forma, uma vez que & (x)—&"(x)=0, a contribuigao do tiltimo termo de (3.45) passa

a ser nula desprezando o valor dos esfor¢os de interagdo.

O modelo aderente, assim formulado, vai permitir tratar de problemas de material reforcado

pelo qual se supde que ndo ha escorregamento na interface entre a matriz e as inclusoes.
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3.10.3.2 Condigao de compatibilidade de deformagao

Levando em conta a hipdtese de aderéncia perfeita, se introduz, sem ambiguidade, o tensor de

deformacdes totais:

€= % (grad§+t gradg‘) (3.64)

As variaveis de deformagao associadas a cada fase sdo agora:

im =€ (3.65)

o =M=g:(€r ®ec )=c, (3.66)

A hipoétese de aderéncia perfeita se traduz, consequentemente, pelas relagdes de dependéncia
entre as N + 6 componentes da deformacdo generalizada do meio refor¢ado e, corresponde,
neste sentido, a existéncia de ligacdes internas do material multifasico. A equagao (3.66), que
explica em termos de deformacdo esta ligagdo cinemdtica, ¢ chamada de condi¢do de

compatibilidade de deformagdes de diferentes fases.

3.10.3.3 Equacgdes de comportamento global: estado inicial natural

A hipotese de aderéncia perfeita implica na nulidade de deslocamentos relativos entre refor¢o
e matriz. A equagdo (3.51) implica entdo, de forma dibia, que o tensor de interagio C’, tome
um valor infinito, os valores dos esforos de interagdo restam indeterminados. E entdo
conveniente escrever o movimento do sistema para as equacdes de equilibrio global que
fazem alterar o tensor de tensdes total X. Para poder resolver o problema formulado em
tensdes totais, vamos procurar exprimir o comportamento do meio multifasico aderente sob

forma de uma relagdo X e €, como apresentado na se¢do 3.7.
o' =A":g" =A"e (3.67)

o' =a'¢’ z(are ®§r):g, r=1,.N (3.68)

(3.69)

[I\gl
Il

s
Irm
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Com

m

+)>a'e e e Qe, (3.70)

S
Il
IS
M=

Il
—_

r

Onde A4 designa o tensor dos modulos elasticos totais do meio multifasico. Este tensor se

decompode aditivamente em uma contribuicdo da fase matriz e de cada fase reforgo. Aparece
claramente que as dire¢des e, sdo privilegiadas, o que se traduz na caracteristica anisotropica

do comportamento.

Conhecendo o estado de tensdes totais X, pode-se calcular diretamente as tensdes parciais a

partir da aplicagdo dos operadores de localizagdo.

gm :Lm :2 (371)
o' =L":X (3.72)

As expressdes destes operadores sdo obtidas introduzindo o seguinte tensor:

-1
e=C:X g{é) (3.73)
Com efeito:

g" =4 (g 2) = L"=4":C (3.74)
o' =(a"e, ®e,) (c g) = L' =(a"e, ®¢,):C (3.75)

3.11 COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

A abordagem termodinamica permite desacoplar a expressdo do comportamento elastico de
um meio multifasico aos dados de comportamento da fase matriz e das fases de reforgo, assim

como das interagoes.

Sendo de interesse agora a modelagem de um comportamento ndo-linear para o meio
multifasico, a mesma abordagem vai conduzir ao mesmo desacoplamento dos

comportamentos nao-lineares para cada uma das fases.
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3.11.1 Elastoplasticidade de cada uma das fases

O comportamento elastico apresentado na se¢do precedente ¢ intimamente ligado a nogdo de
reversibilidade dos processos mecanicos. O esquema elastoplastico permite levar em conta as

evolugdes irreversiveis, quando estas sdo independentes do parametro temporal.

Serd apresentada, em primeiro lugar, a teoria tridimensional em um item dedicado a fase
matriz, seguido do caso unidimensional para as fases de refor¢o e enfim o caso da interacao

matriz/reforgo.
3.11.1.1 Matriz
Define-se em primeiro lugar o dominio de elasticidade C" como o conjunto de estados de
tensdes gm para o qual as evolugdes sdo reversiveis. Introduz-se para este efeito uma funcao

" (gm ), que se supde convexa, nao apresentando pontos singulares, tal que:

f’”(g'" )< 0 <> ¢" nointerior de C"
f"e")=0e o" coc” (3.76)
f"a" )> 0 < " no exterior de C"

Chama-se de critério de plastifica¢do a condi¢do /™ = 0. O dominio elastico é suposto fixo e

dito independente da histéria do carregamento do material.

Apbs determinar em que momento ¢ deixado o dominio elastico, é conveniente definir a
evolucdo das deformagdes irreversiveis. Decompde-se classicamente o tensor de deformagoes

em uma parte elastica e uma parte plastica.

m

(1

=g +¢& (3.77)

p

As deformagdes elasticas sao relacionadas as tensdes por:

m m m

1)
e
19

(3.78)

e

As deformagdes plasticas sdo calculadas de forma incremental. A partir de um estado de
tensdes 0" situado na fronteira de C" e por uma taxa de acréscimo ¢, duas situagdes podem

Se apresentar.
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e Descarga, se:

oS 0" <0
82'"

[S!

(3.79)

no caso em que a taxa de deformagdo associada a " é puramente eléstica e por conseguinte
&"=0.
e C(Carga, se:

or"

62'"

16" 20 (3.80)

no caso de plasticidade perfeita havera igualdade na equacao devido a invariancia do dominio
elastico. Esta igualdade recebe o nome de condigdo de consisténcia. A deformacgao plastica se
escreve no caso de plasticidade associada (3.81a) e no caso de plasticidade ndo-associada a

partir do potencial plastico g” (3.81b)

o O
" =1 fm (3.81a)
o  OE"
Py i (3.81b)
=r oo

Esta condigao ¢ dita regra de normalidade ou regra de escoamento associada ao sentido onde a

dire¢do de deformacdo plastica ¢ normal ao dominio de elasticidade C". O multiplicador

plastico A" deve ser positivo ou nulo.

Insere-se ainda as condi¢des de Kuhn-Tucker:
x0 . frlem)<o, arpm(en)=0 (3.82)
3.11.1.2 Refor¢o

Os esforgos internos para uma fase de reforgo r sdo representados por uma tensdo escalar o”.
No caso em que o comportamento dos refor¢os é perfeitamente plastico, o dominio de

elasticidade C” corresponde a:

c'eC’' -0 <0 " <o; (3.83)

Onde o designa a resisténcia a tragdo do reforco e —o’ representa a resisténcia a

compressdo. Pode-se definir uma fungédo de carga associada a C" por:
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f’(a’)=max(— o' -o",0" —0':) (3.84)
A deformacao total ¢ decomposta aditivamente em uma parte eldstica e uma parte plastica.
e =g, +e, (3.85)
onde, de forma equivalente:
g =c'o" , o =a'ls"-&) (3.86)
A evolugdo das deformagdes se escreve agora de forma muito simples. Para um estado de

tensdes que verifica o critério de plasticidade, 0" =—0" ou o' =0, a derivada do critério

f" vale entdo +1, assim:
6 =0, & =4 (3.87)

3.11.1.3 Interacdo

Introduz-se, neste momento, a fungdo de carga f'(/), relativa a interagdo, definindo o
dominio elastico no interior do qual a evolugio do deslocamento relativo A é reversivel. [ é

supostamente convexa e o critério de plasticidade é expresso por f’ <0. Decompondo o

deslocamento relativo em uma parcela reversivel A, e outra irreversivel A, € possivel
escrever:
. of!
A =0 se f'<0 ou f'=0 e L-[<O,
’ ol
- (3.88)

. 8f1
I _ -~ . >
Ap¢0 Se f =0 e 7 >0

O deslocamento relativo elastico A, ¢ definido através da inversa da lei de comportamento de

interagdo, visto anteriormente.

A, = @ )*1 1 (3.89)
A avaliacio de A , € dada pela regra de escoamento plastico supostamente associada onde o

vetor de deslocamentos relativos plastico ¢ normal a superficie de carregamento definida por

f1=0:

U AT
=AY 3.90
A, =4 i A'20 (3.90)
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Onde A’ designa o multiplicador plastico da lei de interagdo. Enfim, a condi¢do de

consisténcia ¢ dada pela equagao:
ffzil- =0 (3.91)
ol ~
3.11.1.3.1 Plasticidade longitudinal da interacao

Na secdo 3.10.2.3 foi demonstrado que a for¢a de interagdo / assim como o vetor de
deslocamento relativo elastico A, sdo paralelos a diregdo de reforgo e;.
1 1
I=1Ie, A, =—FIle,=Ae, deonde A, =—1 (3.92)
c c
E possivel entio supor que a superficie definida por f’' =0 ¢é simétrica sobre o eixo I

(componente de / sobre ¢;), assim desde que [/ =/e¢;:

1 1
ZfT(],o,o) = ZfT(l’O’O) =0 (3.93)
2 3
E entdo:
o' o'
%(z,o,o) - aLI(],O,O)gl (3.94)
£ 1

A regra de escoamento plastico se escreve entdo:

A —/i’afll Al > 3.9
p a] ( 7090)§1a —O ( . 5)

1

Isto é:

1
A =A e com Apzz’aa/; (1,00), A'>0 (3.96)

P P
1
3.11.1.3.2 Plasticidade perfeita da lei de interagdo

Considerando agora um comportamento elastoplastico perfeito da interagdo, isto €, que o
dominio de elasticidade, definido pela superficie f' =0 nfo evolui ao curso do escoamento

plastico. A funcdo de carga depende desta forma exclusivamente do esfor¢o de interagdo. E

possivel entdo adotar a funcao de carregamento da lei de interagdo seguinte:

f1(1)=|1-1,, <0 (3.97)

O dominio de elasticidade ¢ definido sobre o eixo orientado por e; para o intervalo [-Ipax,

Inax]. Imax designa o valor absoluto do limite do esforco de interacdo. Em uma escala
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microscopica, ¢ descrito como o limite da resultante por unidade de volume das tensoes de
cisalhamento exercidas pelas inclusoes sobre a matriz na interface de contato entre os dois

materiais.

A condigao de coeréncia se reduz a:

aglf (1) =sign(I)[ =0 =1=0 (3.98)

E considerando a lei de comportamento
i=c'(A-A,) (3.99)

Deduz-se ainda a igualdade das taxas de deslocamentos relativos total e plastico em um

carregamento plastico.

A=A (3.100)

P

Finalmente, as equagdes que regem a plasticidade perfeita de interagdo longitudinal, podem

ser vistas na Figura 3.14:

AP =0 se |I|<Imax ou |I|:Imax € Sig”l(])j<0,
AP >0 se 1:Imax € 1:0 (3101)
AP <0 se I=-1 [§] 1:0

max

Iy \

]ma.‘c

'1 max

Figura 3.14 — Plasticidade perfeita da lei de interacao entre as fases.
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4 IMPLEMENTACAO EM ELEMENTOS FINITOS E VALIDACAO
DO PROCEDIMENTO NUMERICO

4.1 METODO VARIACIONAL EM DESLOCAMENTOS PARA O MEIO
MULTIFASICO GERAL ELASTICO

4.1.1 Introducao

A construgdo do modelo multifasico geral se baseia na existéncia de uma cinematica propria
para cada uma das fases. Em uma formulagdo por elementos finitos em deslocamentos, as
incognitas principais serdo os (N+1) campos de deslocamentos associados respectivamente a

fase matriz ¢ as N fases reforco.

Para resolver o problema, inicia-se por enunciar, em elasticidade, um principio de minimo de
energia potencial sobre o espago dos campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis
(definicdo na se¢do 4.1.2.1). Procede-se a discretizagdo da geometria com a introdugdo de
uma familia de elementos finitos multifasicos onde o nimero de graus de liberdade para cada
nod ¢ proporcional ao numero de fases. Decompondo a energia potencial sobre os elementos

surgem as expressoes das matrizes de rigidez e os vetores de forgas elementares.
4.1.2 Principio do minimo de energia potencial

4.1.2.1 Posicionamento do problema de elasticidade multifasica

Seja S um sistema bifasico ocupando um volume geométrico Q2, submetido a um conjunto de

solicitacdes como as que seguem:

e Forcas volumétricas p’(x)F’(x) que surgem nas equacdes de equilibrio da seguinte

forma:
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Vx

_ Q'{divg X)+p"()E () +1(x)=0 (4.1)

divlo” (x)e, ®e, )+ p (F ()~ 1(x) =0
e Forcas superficiais verificando as condi¢des de contorno

m d,m
o (x)-n=T"(x) Vxes,

(4.2)
o'(x)n-ee, =T"(x) VxeS,

e Condicdes de contorno em deslocamentos
=& vxesS, j={mr (4.3)
Retomando as seguintes defini¢des:

e O espaco dos campos dos esforcos internos estaticamente admissiveis ¢ o conjunto
(¢",0",1) verificando (4.1).

e O espago de campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis, notado
C(S £ éd), ¢ o conjunto dos @m, ér) continuos, continuamente diferenciaveis e que
verificam (4.3);

Retomando ainda o campo de deslocamentos relativos:
Ax)=¢"-¢" (4.4)

4.1.2.2 Principio do minimo em deslocamentos

~m o~

Seja ,ér,gm,?,i"i,&ri} o conjunto dos campos que definem a solugdo do problema
elastico, a partir do raciocinio de Salengon (1996b). O principio dos trabalhos virtuais

aplicado a cada elemento de C(S £S ¢ ) escreve-se:

erC(Sg,éd) '[Iim :ﬁm +o'¢e" +Z-éJdQ
Q

(4.5)
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Aplicando a equagdo anterior aos campos de solugdo ( g m,g r) e subtraindo membro a

membro, temos:
[le" " -2")re7 (2 )+ I-(a-A)ac
—ﬂp’”ﬂ’"-(g"’—g'”)w’g.(g_g) Q+ wo)
- J'Id,m _(§m —gm)JS— Izd,r .(ér —gr)dS:O

As densidades de energia livre associadas a cada uma das fases e a interacao, verificam:
(4.7)

& =)
&
~r 2@//: (~) (4.8)
s
_ov! (3) (4.9)

[~

_aé

A estabilidade termodinamica dos materiais requer a convexidade destas densidades, o que se

€SCreve:
m m mo~m al//m ~m m
v -v" @2 e ) e -2
o€
(4.10)

Wr(gr)_wr(gr)z%(gr)(gr _Er)

A

)

~  Ow'(~
w' () -y @)= L(B)(a-
0A
Substituindo (4.10) e referindo-se a (4.6) mostra-se que os campos solugdo (ém,ér)

minimizam sobre C(S 56 ¢ ) o funcional energia potencial definido por €, zéT UKU -"UF:

4.11)

W §m , _r ):
m r m m m r r r d,m m d,r r
dem. & )=[lpmEm-&m v pr FT g s [T gmas+ [T -£7ds
Q ST;-m ST;V
onde Sr,m (resp. ST[_W) designa a porcao do contorno da fase matriz (resp. do reforgo) sobre a

qual est4 prescrita a componente segundo a vetor i do vetor 7" (resp. 7). Salienta-se que
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em (4.11), implicitamente foram utilizadas as equacdes cinematicas (3.43), (3.44) e ainda
a=lg-¢)

No que segue, supde-se um comportamento elastico linear para cada fase. Explicitam-se as
densidades de energia conforme apresentado em (3.46), (3.48) e (3.50).

4.1.3 A técnica de elementos finitos

4.1.3.1 Malha da geometria

A construgdo do espaco C, apropriado se apdia na discretizacdo da geometria do sistema.
Chama-se de malha a cobertura do volume Q por N, elementos poliédricos, notados v,, que
verificam a seguinte propriedade: a interseccao de dois elementos adjacentes ¢ um vértice,

uma aresta ou uma face inteira. Se ) ndo ¢ poliédrico, a cobertura sera aproximada (Figura

4.1).

(a) (b)
Figura 4.1 — Malha exata (a) e malha aproximada (b).

4.1.3.2 Elementos Finitos utilizados para o modelo

Para representar o modelo multifasico foram utilizados elementos finitos isoparamétricos
tridimensionais da familia Serendipity. Elementos isoparamétricos sdo aqueles que utilizam as
fungdes de interpolagdo para definir tanto as incégnitas do problema, quanto a geometria, a
partir dos respectivos valores nodais. Elementos da familia Serendipity sdo os que possuem

nds apenas no seu contorno como explica Jost (2006).

Neste trabalho optou-se pelo uso dos elementos hexaédricos de 8 e 20 nds. Para o modelo
com aderéncia imperfeita, com duas dire¢des de reforgco, sdo necessarios dois graus de
liberdade adicionais, totalizando cinco para cada nd. Assim, os deslocamentos podem ser

escritos sob a forma de um vetor £ chamado de vetor de deslocamentos generalizado.
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SRR

S(xy.z)= (4.12)

onde &, &' e & designam as trés componentes de deslocamentos (x,y e z) da fase

matriz no ponto x. Ja &£ e &, definem os deslocamento da fase reforco nas direcdes 1 e 2,

respectivamente.
Para cada elemento com 7, no6s, define-se o vetor de deslocamentos nodais . a seguir:

t _ m m m r r m m m r r

ze - { x129y,1°9z2,1° gl,l b §2,1 tttox,n,22y,n,*2z,n, é:l,nﬁ s §2,n(, } (4 1 3)
Para o elemento hexaédrico de 8 nos, ilustrado na Figura 4.2, sdo utilizadas funcdes de

interpolacdo lineares. Desta forma, o campo de deslocamento possui variagdo linear e os

campos de tensdes sdao constantes ao longo das bordas do elemento.

As fungdes de forma, que tem como varidveis independentes as coordenadas naturais & 77 ¢ ¢,

sdo, segundo Zienkiewicz e Taylor (2000):

N =) 1 g,) L i=1208 (4.14)

onde & =¢&5.,n, =n1,,¢, =45,

(=)}

~1

Figura 4.2 — Hexaedro linear de 8 nos.
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Para o elemento hexaédrico de 20 nés (Figura 4.3), as fungdes de forma sdo do tipo
quadratico. Assim, o campo de deslocamentos possui variagdo quadratica e o campo de

tensdes tem variagdo linear ao longo das bordas do elemento.

As fungdes de interpolagdo para este elemento com as numeragdes apresentadas na Figura 4.3,

segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), sao:

a) Nos de canto:

N; =%(1+‘§0)(1+770)(1+§o)(680 +17,+ &, _2) , 1=1,2,3,45,6,78 (4.15)

b) Nos intermediarios

Ni:i(1_§2)(1+770)(1+g0) . i=9111315 (4.16)
N,.=i(1—772)(1+§0)(1+§0) , 1=10,12,14,16 (4.17)
Ni:%(1—gz)(1+§o)(1+n0) . i=17.1819,20 (4.18)
z ¢
* 5
x k2 13 | 16
6 I 8
14
17
18 17 20

A

Figura 4.3 — Hexaedro quadratico de 20 nds.

4.1.3.3 Principio do minimo discretizado

Define-se os campos de deslocamento & a partir do valor dos deslocamentos nos nés da
=-n

malha. Os nos sdo os vértices dos elementos ainda que eventualmente existam pontos

suplementares localizados nas arestas e no interior.
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Representa-se por u, (4.13) o vetor de deslocamentos nodais do elemento e. A aproximacao

do campo & ao elemento se escreve como a interpolacdo seguinte:
=n

Vxev,, & (x)=N,(x)u (4.19)

e

onde N, designa a matriz de fun¢des de interpolagdo polinomiais em x. E definida por n,

blocos sob a seguinte forma (considerando 5 graus de liberdade por nos).

M(x,y,z) 0 0 0 0
0 M(x,y,z) 0 0 0
Vxeve,Ne(x,y,z)z 0 0 Nl.(x,y,z) 0 0
0 0 0 N, (x,y,2) 0
i 0 0 0 0 N,(x,y,2) |

(4.20)

Todo o campo de deslocamento & ¢ entdo completamente definido pelo conjunto de

componentes de deslocamento de todos os nos da malha. Seja U = {uy, ...., u,} este vetor. O

carater cinematicamente admissivel de & impde que as componentes associadas aos nos
=-n

situados em S, tenham valores fixos (por exemplo dados por é‘!). Designando por I(k) o

numero do k-ésimo grau de liberdade bloqueado (k = 1,...N.;) e por u;y) seu valor imposto, se

explicita o espago C, sob a forma:

C,={UeR", uy=u'y, k=1,.N,} (4.21)
A melhor abordagem da solug¢do do problema elastico em C, € a solu¢do do problema de
discretizagdo minimizado seguinte:
Ue C,

sn(ﬁ):minsn(g) (322

(P):encontrar U = {El,ﬁz,...,ﬁn}tal que{

Na pratica, se ¢ escolhida uma densidade de energia livre quadratica, a funcdo € (energia
potencial) ¢ igualmente quadratica e ainda estritamente convexa. A minimizagao de tal funcao

conduz entdo a um sistema de equagdes lineares que admite uma Unica solugdo sobre C, .

Decompondo as integrais sobre os elementos da malha, a energia potencial discretizada

sn(g ) se exprime por:

e,(U)=W, (U)-@ (U) (4.23)

n N n N
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We )=l e Jrw e Jep (8 ko =Y w,(w,) (4.24)

O W)= [l E" " p £ e Y [T s +

i
v, Vv, r‘wST‘m
i

> Jlore s = Z¢

lvr\S
U

(4.25)

O termo w,(u,) da equagdo (4.24) é a integral sobre o elemento v, de uma soma de termos

relativos as fases matriz e reforgo e ao esforco de interagao, respectivamente. Assim.

wlw )= wy )+ o, )+, (e, ) (4.26)
A fim de representar matricialmente as densidades de energia livre e ¢,, escreve-se a energia

potencial discretizada (w, — @, ) sob a forma elementar seguinte:

)= e) =k @.27)

O objetivo das secdes seguintes ¢ o de exibir as expressoes de k., e f,, chamados

respectivamente de matriz de rigidez elementar e vetor de forcas elementar.

4.1.3.4 Densidades de energia livre expressas matricialmente

Devido a representacdo matricial, os tensores simétricos de segunda ordem (tensdo e
deformacao) sao substituidos por suas componentes em uma base ortonormal, enquanto que

os tensores de quarta ordem sao substituidos por matrizes quadradas.
4.1.3.4.1 Energia da fase matriz

Para a representagdo tridimensional no espago Oxyz, utilizado a representagdo vetorial,

obtemos as seguintes simplificacdes:

t
o> 0= {a O'y},azz,axy,ayz,a} (4.28)

Similarmente o tensor de deformagdes pode ser representado por:

£ ,E.,28 ,28 ,2¢ (4.29)

t
ﬁ(_)é_{gxx’ yyo2©zzo Xy yz? }

Chamando de D™ a matriz de elasticidade associada aos tensor dos mddulos elésticos da

fase matriz e o, a tensdo inicial da fase matriz, a densidade de energia livre se escreve:
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l IT[

y"(g" )— g -§”+t§'"-(go—D’”-§an) (4.30)

onde ¢, ¢ o vetor de deformacdes anelésticas. A lei de comportamento fica:

"= ZZ: =D" @m _§man)+

o 4.31)

4.1.3.4.2 Energia da fase refor¢o

Para a densidade de energia livre da fase reforco, temos a seguinte expressao:
1
w’(s’):Ea’(gr)z +5’(00’ —a’gzn) (4.32)

Onde a representa a rigidez escalar da fase reforgo, o, a tensdo inicial na fase refor¢o e &/,

as tensoes aneldsticas na fase reforco.
4.1.3.4.3 Soma das densidades de energia das duas fases

Buscando simplificar o termo correspondente as densidades de energia das fases matriz e
refor¢o, introduz-se neste momento os vetores de tensdo e deformagdao generalizados,

apresentados a seguir.

A implementagdo do modelo sera realizada com a utilizagdo de elementos tridimensionais
com cinco graus de liberdade por nd. O tensor de tensdes serd representado por um vetor com
oito componentes, onde as seis primeiras componentes referem-se a fase matriz e as duas

ultimas as duas dire¢des de reforgo.

g(—)tg {axx,a c._,0.,0 ,0_,0 (7} (4.33)

w2 zzd Y xyd T yzy T xz2 T rl

Similarmente o tensor de deformacdes pode ser representado por:

so'e= {8xx,8 ,E..,26,,,26 26 _,E.,€, } (4.34)

yy? ¥ zzo xy? yz?o xz2%rl>
Desta forma se torna possivel escrever a lei de comportamento, matricialmente, de forma

simplificada.

Enfim, representando por D, a matriz de elasticidade generalizada, com dimensao 8x8.
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) o o]
0 0
N 0 0

D= > 09 (4.35)
0 0
0 0
000000 a 0
000000 0 a]

Onde D" ¢ a matriz dos mddulos elasticos da fase matriz, com dimensdo 6x6, a, ¢ a,

representam a rigidez do refor¢o nas diregdes 1 e 2, respectivamente.

Assim, a densidade de energia livre se torna:

y"(e")+y'(e") =%’§-D-§+’§-(go -D-g,) (4.36)
de onde vem a lei de comportamento:

c=D-(z-¢,)+0, (4.37)
onde &, representa as deformagdes aneldsticas impostas

Exprimindo agora esta densidade de energia livre relativa as duas fases em funcdo do vetor de
deslocamento nodais u.. Notando L a matriz simbdlica de diferenciacdo associada a parte

simétrica do operador gradiente, pode-se escrever:

e=L-¢ (4.38)

Substituindo (4.19) exprime-se ¢ sobre cada elemento em fun¢do dos deslocamentos nodais

por:

Vxev,, §=L-Ne(§)-ge:B ‘u (4.39)

e —e

A matriz B, que aparece em (4.39), tera a forma:
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% 0 0 0 0
ox
0 % 0 0 0
y
0 0 % 0 0
Oz
% % 0 0 0
X y
B= (4.40)
0 % % 0 0
oy oz
% 0 % 0 0
ox 0z
0 0 0 % cosd + % sin & 0
ox oy
0 0 0 0 —%sin0+%cosﬁ
i ox oy
Onde OV, , N, , ON; sdo as derivadas das fungdes de forma em relagdo aos eixos x, y e z, e

ox Oy Oz
correspondentes ao n6 i. 0 ¢ o angulo entre a direcao de reforco 1 e o eixo x, conforme pode

ser visto na Figura 4.4.

h
e
_ 0
A
X
Figura 4.4 — Direcdes de reforgo
De onde vem que:
e, =cosbtle +senbe, (4.41)
Finalmente, a expressdo da densidade de energia livre associada as duas fases ¢ obtida
substituindo (4.39) em (4.36).
m 1
(e )+w”(€r):5tze't3e DB, u+u, (B, -c,-DB, u,) (4.42)
4.1.3.4.4 Densidade de energia relativa a interagao entre as fases

O esforgo volumétrico de interacao se escreve em funcdo das variaveis de deslocamentos sob

a forma;:

I=c'lg-¢m-¢)e, (4.43)
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Onde i define a direcao de refor¢o. Considerando agora apenas uma direcao de reforgo, temos

o seguinte desenvolvimento:
I'=c'lg-£"¢)e. 1I'=c'a, com A=lg-£"¢)e (4.44)
Utilizando a definig¢ao do vetor e;.

I'=c'lg - e" coso-£"sin0) ¢ (4.45)

O que resulta, vetorialmente em:

['=c'(~cos0 —sin@ 0 1 0)-&=c'('P,-¢)=c'('P, N, u,) (4.46)

E desta forma, a densidade de energia livre do esforgo de interagdo se torna:

W’(Q)zéc’(Al)z :%c’@j ~&" cosf-¢" sina)2 (4.47)

Introduzindo a matriz T:

1(
v'(@)=5(¢1-¢) (4.48)
Onde T, ¢ definido por:
T =c'(P,-'P) (4.49)
Finalmente temos:
w’(é)%’ze-fNe-Tl N, -u, (4.50)

Considerando as dire¢des de refor¢o definidas na Figura 4.4, temos as seguintes matrizes T.

cos’@  cosOsend 0 —cosd O]

cos@send sen’d 0 —send 0

T, =c' 0 0 0 0 0 (4.51)
—cosf —-send 0 1 0
0 o 0 0 o0
[ sen’0 —cosfsend 0 0 send |
—cos@send cos’ @ 0 0 —cosé
T,=c' 0 0 00 0 (4.52)
0 0 0 0 0
| send —cosét 0 0 1]
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4.1.3.5 Formas integrais elementares

Matriz de rigidez elementar: para exprimir a forma integral da energia eléstica, utilizamos

(4.42) e (4.50) em (4.24). Assim:

We(%@)zélze .|:J-IB€ DBe +ZtNe .Ti Bede|ZE -

(4.53)
~'u,-[('B,-D-£,~'B, g, hO
Para identificacdo, a matriz de rigidez elementar ¢:
ke:J.(’BQ-D-B€+ZtNe-1}-NeJdQ (4.54)
Vetor de forcas elementar:
O vetor de forcas elementar, associado as tensoes iniciais é:
f'=]'B,.0,d0 (4.55)
O vetor de forcas elementar, associado as deformacdes anelasticas:
f"=["8B,Dz,d0 (4.56)

No que concerne aos esfor¢os externos, associa-se as densidades volumétricas e superficiais

(4.25) os vetores seguintes:

pF =\p"E",p" F", p" F",0,0 |
T = e T 0,0 | (457)

‘7" ={0,0,0,77 .17 |

A contribuigio elementar ¢,(u, ) a energia potencial fica:

g "u, | ['N, - pFdQ+ ['N,-T"dS+ ['N,.I"dS (4.58)

ve veNnSy,, ven Sy,
4.1.3.6 Integragcdo numérica

Neste trabalho, as integrais envolvidas na formulacdo sdo obtidas numericamente. Para
isso foi utilizada a técnica de integracdo completa de Gauss-Legendre. As integrais

envolvendo regides prismaticas sao definidas por:
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i i i

ijkwlf(‘fj’nkagl) (4.59)

j=1 k=1 I=1

[ 1T remaganac =

Onde i ¢ o nimero do ponto de integragdo, &;,7,,4, sdo as coordenadas dos pontos i,

w,, W, ,w, s30 0s pesos associados ao ponto i.

Para o elemento linear de 8 nods, € necessario o emprego da regra 2x2x2 pontos de Gauss
para representar o volume do elemento, totalizando 8 pontos de integracdo. De forma
analoga, para o elemento quadratico de 20 nds € necessario a utilizagdo da regra de 3x3x3
pontos de Gauss, alcancando um total de 27 pontos. A Tabela 4.1 apresenta as

coordenadas e os pesos dos pontos de integragao.

Tabela 4.1— Coordenadas e pesos dos pontos de integracao

R Coordenadas P
esos W.,w,,w
cgta é:j > Ties é/l e
-0,57735 1,00000
2x2x2
+0,57735 1,00000
-0,77459 0,55555
3x3x3 0 0,88888
+0,77459 0,55555

4.1.3.7 Montagem

O vetor global de deslocamentos U se define como o conjunto de componentes dos
deslocamentos elementares. Escolheu-se, assim, uma numeragdo global dos graus de
liberdade do sistema. Para cada elemento, a correspondéncia entre a numeragao local e global

dos graus de liberdade ¢ definida por uma tabela de localizagao.

Tendo calculado as quantidades elementares, realiza-se, na sequéncia, a montagem das
matrizes e dos vetores de forca. Estes processos consistem no posicionamento, em cada
elemento, do vetor f. (respectivamente da matriz k,) em um vetor de forca global F
(respectivamente da matriz de rigidez global K), utilizando a mesma correspondéncia de

numerac¢ado que foi empregada para ordenar os u, em U.
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4.2 IMPLEMENTACAO NUMERICA DO MODELO MULTIFASICO EM
ELASTOPLASTICIDADE

Apobs haver estabelecido na secdo 3.11 a formulacdo elastopldstica do meio multifasico,
apresenta-se aqui a implementacdo numérica em elementos finitos para a resolugcdo de

problemas elastoplasticos.

4.2.1 Equacdes do problema de evolucao elastopléastica do meio multifasico

Seja um sistema multifasico ocupando um volume v, regido pelas equagdes de equilibrio das

fases matriz e reforco seguintes:

dive" + p"F" +1=0
- (4.60)
a’iv(a’el ®el)—£ =0

com as condi¢des de contorno em tensodes e deslocamentos ja apresentadas.

Para ligar as variaveis de deformagio (ﬁm,g’ A" 80 A p) aos esforcos internos \¢”,0", 1 ),
=p

iremos juntar as equacdes de equilibrio e as condi¢des de contorno, as leis de comportamento.

Fase matriz

7"e")<0
m (4.61)
gm =£m Em _ﬁ:) com ﬁ:: _im afm , im 20
Fase reforco
f’(a’):‘a’ -0,<0
‘ _ (4.62)
o’ = ar(é" —é;l com &, = ﬂ’sign(a’l A >0
Interacdo matriz/reforco
fr([):|1|_1max SO
(4.63)

I = cI(A—AP), com Ap = /i[sign(l), >0
4.2.2 Discretizagdo temporal da evolugdo do carregamento

No quadro da plasticidade classica considerado aqui (e ao contrario da viscoplasticidade), os

tempos sao ficticios e intervém apenas como um parametro do processo de carregamento.
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Levando em conta estas observagdes, escreve-se (fp = 0, ... ty = T) os diferentes instantes de

aplicagdo do carregamento, e (Qy, ... On) os valores correspondentes. Representa-se por AQ, o

incremento de carga aplicado entre ¢, € #,,+;.

m _m | am .m M Am af’” ym
g —é E _ﬁp) com ﬁp—ﬂ —, A" 20 (4.64)

oo

AQ,=0,,-0, (4.65)

O problema de evolugdo ¢é, entdo, resumido a uma sucessdo de problemas incrementais.
~ . m r m r m,p r,p p 1:

Supde-se, no instante #,, 0s campos o .0, ’In’ﬁn & ,An,ﬁn & ,An} equilibrando Q, e

verificando localmente a lei de comportamento. Procura-se encontrar o estado de equilibrio

&m o' I .&" g A _,g"" et A

nil? ontl Tl 2 0l a0 2 0 Cntl 2 Tt

} resultante da aplica¢do de AQ, .

Sob o ponto de vista de elementos finitos, representa-se por U, o campo de deslocamentos
nodais no instante z, ¢ por O, o vetor de for¢as associadas aos esforcos externos. A variacao

de cada uma destas quantidades entre ¢, € #,+; é:

ALy = Ton = Znr 200”070 ,&" " A & & N | (4.66)

Em toda a sequéncia do capitulo serdo utilizadas as nota¢des matriciais de elementos finitos
para escrever o equilibrio. Por motivos de clareza, a notagdo tensorial continuara sendo

empregada quando estiverem em questdo quantidades avaliadas localmente.

4.2.3  Algoritmo de resolucdo global

Entende-se por algoritmo de resolu¢do global ao processo que permite obter o vetor de
deslocamentos nodais a cada iteragdo. Apresenta-se nesta se¢do o método da tensoes iniciais
(Zienkiewicz et al, 1969; Nguyen, 1977).

Para compreender o principio, supde-se, em primeiro lugar, conhecidos os campo de
deformagdes plasticas (gm’p , &P AP ) gerados na estrutura pela aplicagio de AQ,.
Interpretando-as como deformagoes aneldsticas impostas sobre cada elemento, pode-se
associar por (4.56) um vetor de forgas elementares. A montagem destas contribui¢des fornece
o vetor de forgas plasticas AF” . Obtém-se a solugdo em deslocamento resolvendo a equagdo

de equilibrio incremental:

Marcelo Porto de Figueiredo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011



65

K-AU, =AQ +AF! (4.67)

Certamente, 0s campos (ﬁm’p ,&"? ,A”) e por consequéncia AF’ sdo inicialmente

desconhecidos. Com o uso de aproximagdes sucessivas, obtém-se, com uma série de cdlculos

elasticos com deformagoes impostas, as aproximagdes de AU, . Mais precisamente:
e Inicializa-se o processo de posse de AF”* =0 (iteragdo 1)
e Ao inicio da iteragdo i, supde-se conhecido os campos (gm’p ,& P AP ) e por
consequéncia o vetor de forgas plasticas AF? ! Resolve-se entdo:
K-AU, =AQ +AF;" (4.68)

e A partir da solugdo AU’ , pode-se deduzir os campos de deformagio (ﬁm’p L&A ),

estes que sdo os campos que governam localmente a evolugao elastoplastica, aplica-se

o algoritmo de integragdo local de plasticidade para cada fase (ver se¢do seguinte).

Obtém-se assim uma nova avaliagao (ﬁm’p L& AP ) da deformagdo plastica além de

pii
AF',

e Se o critério de convergéncia foi atingido AU ¢é a solugdo procurada, caso contrario

retorna-se a (4.68).

4.2.4  Algoritmo de integragado local

Referindo-se a etapa correspondente ao fim da iteracdo i do problema, relativo ao estado de

carregamento Q,+;. Os trés critérios de plasticidade devem ser testados sucessivamente sobre

os esforcos internos a'"+ o..el Como nao temos os valores incrementais das
=n

1,i > n+l,i n+l,i

variaveis de deformacdo plésticas a iteragdo atual i, utilizam-se, entdo, para calcular os

esfor¢os internos, os mesmos incrementos obtidos a iteracao precedente (i-1).

m m m,p
e —¢&
n,i =n,i—1
trial ,r. r

v — o va (gl — el (4.69)

n,i—1

trial ,m m.

=c" +
=n

([N

=n+l,i
o

Jirial. =1 +a’ :(An,i _A? )

n+l,i n,i-1
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Estas quantidades vao servir como um previsor sobre a violagdo dos critérios de plasticidade.
A seguir ¢ apresentado o algoritmo de retorno sobre os critérios de plasticidade para cada

fase separadamente.
Fase matriz:

Inicia-se avaliando o previsor (trial).

trial ,m m m m
=0 +
=n

£ (4.70)

n

>

=n+l

<

.o o . . . jal,
Distinguem-se, entdo, dois casos a partir do sinal de f &”’a " )

n+l

e Se ¢ negativo, a evolugdo ¢ puramente elastica sobre o intervalo [#,, t,+/] e:

Aﬂ/z:_l — O, g’: — O, Agm — ir: , gm — gtrial,m (471)

n =—p,n+l n n+l n+l

e Se ¢ positivo, projeta-se o previsor sobre o critério da fase matriz conforme a norma

elastica a" e resolve-se:

o, =gl st L pler )0 (4.72)

=n+l 1 agm

<

o™

=n+l

Para a fase matriz, obtém-se formalmente o mesmo processo que para o meio continuo de
Cauchy. Consequentemente a mesma zona de céalculo do cédigo serd utilizada nas duas

situagdes.
Fase reforc¢o:

Procede-se da mesma forma que para a fase matriz, contudo para a variavel de deformacao

g", de onde vem o previsor:

trial ,r
n+l

o =0 +a'Ag) (4.73)

Distinguem-se, entao, os dois casos seguintes:

n+l

e Se f (G’”””’ )< 0, a evolugdo é puramente elastica, entdo:

AL, =0, Al =0, Ae),. =¢,, o =c" (4.74)

pntl T Cpand Zp T Zaql

e Se f (o"”"" ”)2 0, projeta-se o previsor sobre o critério. O dominio de elasticidade C”

n+l

da fase reforgo ¢ definido por um intervalo da forma:
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C =]-0,0 (4.75)

O que leva a operagdo de projecao imediata:

r trial ,r r
, _|O, se o, 20, 476
O = (4.76)
n+ r trial ,r < r
—O0O_ Se O S —0_

n+l

O incremento de deformacgao pléstica correspondente se escreve

trial ,r r
o =0 (4.77)

Interacio:

Conhecida a variavel de deformacao A, € possivel escrever:

I™ =1 +c'A, (4.78)

n+l

Distinguem-se, entdo, os dois casos seguintes:

e Se f (1 trial )< 0, a evolugdo é puramente elastica, entdo:

n+l

AA!

n+1

=0, A =0, A

p.n

=A I, =1" (4.79)

p,n+l p.n? n+l

o Se f (I trial )2 0, projeta-se o previsor sobre o critério. O dominio de elasticidade C’

n+l

da interagado ¢ definido por um intervalo da forma:

CI = ]_Imax—’Imax[ (480)
O que leva a operacao de projecao imediata:

]max Se ]}l::(;l 2 ]max

I, = y (4.81)

- [max Se [:l:l-‘ll S _Imax

O incremento de deformacao plastica correspondente se escreve:
IZial - ]rlz+
A, = f (4.82)

Os vetores de forcas plasticas elementares sdo, para cada elemento, somados sobre todas as

fases, e entdo montados em um vetor global AF ., que serdo utilizados no calculo dos

deslocamentos da iteragcdo seguinte.
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4.3 IMPLEMENTACAO DO MODELO MULTIFASICO ADERENTE

4.3.1 Introducgao

Sob a hipotese de aderéncia perfeita, o modelo multifasico ¢ formulado a partir de um campo
de deslocamento & unico para todas as fases. Assim, sua implementagdo em um codigo de
elementos finitos, formulado em deslocamentos, ¢ uma extensdo da formulacdo associada ao

meio continuo classico.

Inicia-se estabelecendo o principio do minimo de energia potencial elastica. A discretizagao

aqui faz aparecer os termos ligados a fase matriz e a cada fase de reforgo.

Para tratar o comportamento elastoplastico, apoia-se na defini¢do do critério de plasticidade.
Este se obtém a partir dos valores parciais das tensdes. O algoritmo local de integragdo da
plasticidade pode ser aplicado independentemente sobre cada fase, enquanto o algoritmo

global permanece inalterado.
4.3.2 Tratamento em elasticidade

4.3.2.1 Principio da minima energia potencial

Seja S um sistema mecanico constituido de um meio multifidsico aderente com N fases de

refor¢o. Utilizando a notagdo ja aplicada, representando por C(S £ gd) o espaco dos campos

de deslocamentos cinematicamente admissiveis e por (gj,g,g) os campos de solugdo do

problema de elasticidade multifasico aderente, o principio dos trabalhos virtuais se escreve
sob a forma:
VEeC(S..¢"), [L:2dQ-[pF-gdQ- [T gdS~ [ &2 ndS =0 (4.83)
Q Q S s&

O campo de tensdes totais, solucao do problema eléstico, se escreve:

~ OY (-
1=—"I¢ 4.84
= o¢ _) (4.84)
onde a densidade de energia livre do meio multifasico se simplifica, neste caso, em:
N
Yle)=y" )+ Y (e =2e, ®¢,) (4.85)

r=1
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A estabilidade dos materiais, que constituem cada fase, implica que cada fun¢do w’ @) ¢

estritamente convexa. Por consequéncia, sua soma ‘P(ﬁ) também é.

4.3.2.2 Discretizagdo do principio do minimo

O campo de deslocamento & ¢ tUnico para todas as fases, e procede-se uma Unica

discretizagdo geométrica de toda a estrutura o que leva a escolher os mesmos graus de

liberdade e interpolagdo para cada fase.

VXEVQ, § ()_C)\vp =N ()_C)Z

. e=B,(x)u,

e

(4.86)

Sobre cada elemento e = 1... N,, o termo ¢,(u,) permanece inalterado desde que sejam
utilizados os esforgos externos globais no seu célculo. No entanto, o termo w,(u, ) ¢ a integral

de uma soma de termos relativos respectivamente a fase matriz e as diferentes fases de

reforgo. Escreve-se sem ambiguidade:

N
wole )= w! )+ 3w (u,) (4.87)

r=1
Para a fase matriz, retoma-se a expressdo (4.30), substituindo simplesmente D por d”, matriz
de clasticidade da fase matriz. Para a fase refor¢o € necessario introduzir notagoes

suplementares.

Sera representado por e, o vetor das seis componentes de e ®e,. A equagdo de

g eqe . -t
compatibilidade pode ser reescrita como ¢"="e, -£='¢-e, .

Assim, a densidade de energia livre para a fase de reforco fica:

an

w'(e") =%a" (5")2 +&" (a(’; -a'e ) (4.88)

Nesta equagdo o designa a rigidez escalar, &/ a deformacdo de origem anelastica e o) a

tensao inicial. Mostra-se, entao, que:

W ()= [v' (e ho

(4.89)
=%’_ue- [a''B, ¢ ¢, -BdQ -ze—’zej(a’é‘ﬁn ~0,)B, ¢,dQ

v, v,

e e

Identifica-se, assim, para cada fase de reforgo:
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e amatriz de rigidez elementar:

k; =jartBe'§r-l§r'BedQ (490)

Ve

e o vetor de forcas elementares associado as deformacdes anelasticas
r.an __ rrt
[ =[a’e],'B, -e,dQ 4.91)
VL’
e o vetor de forcas elementares associado as tensoes iniciais

f7=[-0,'B, €,d2 (4.92)

e

Para o processo de montagem das matrizes de rigidez elementares, assim como dos vetores de
forgas, adicionam-se para cada elemento as contribui¢des de cada fase a fim introduzir a soma

na matriz de rigidez global.

Como ja apresentado, o tensor dos modulos elasticos totais pode ser decomposto em N+/

parcelas referentes a fase matriz e a N fases de reforgo.

(I~
I
BN
3
+
1ES
I
BN

N
m+2a’gr®gr®gr®gr (4.93)
r=l1

Chama-se, neste item, de d’ ao tensor dos modulos eldsticos referentes as parcelas da fase

reforco, assim:

e

=S e, @, ®c, O, (4.94)
)
O vetor que define a direcao do refor¢o pode ser definido por:
e, =cosfe, +senfe, (4.95)
Realizando a operagdo e, ®e, , obtém-se:
e Qe = [cos2 Oe ®e +sen’ fe, ®e, +cosfsend (e, ®e, +e, D¢, )] (4.96)
Realizando (e, ® e, )® (e, ®e, ) e nomeando cosd=c e senf=s:

(Qr ®€r)®(€r ®§r) = C4€1111 +S4e2222 +c’s? (e1122 "'62211)"'02S2 (61212 Ty té, +82121)+

3 3
cs (61222 t€)5 T, +62221)+C 5(61112 te, ten, +62111)

(4.97)
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onde ei1; ¢ o produtoe, ®e, e, ®e,. Utilizando as premissas classicas, que levam um

tensor de quarta ordem a ser simplificado por um tensor de segunda ordem, as contribuigdes

da matriz dos modulos elésticos das fases refor¢o, considerando que ndo ha reforg¢o na diregao

3, ficam:
¢t 2 0 s 0 0]
c’s* st 0 e 00
O 0 0 00
d =a 4.98
= c’s ¢S 0 ¢*s* 00 ( )
0 0O O 00
| 0 0 0 0 0 0

4.3.3 Tratamento da plasticidade

4.3.3.1 Posicionamento do problema

Seja S um sistema mecanico de volume Q modelado como um meio bifasico aderente,
submetido a um carregamento Q(?) (descrito pelos esforcos globais volumétricos e
superficiais e as condi¢des de contorno em deslocamentos) sobre o intervalo de tempo [0, 7.
O objetivo ¢ determinar a resposta do sistema sob a forma dos campos seguintes definidos

sobre Q x [0, T1.

",0,88" ¢ } (4.99)

divi+pF=0 ,X=0"+0"¢, ®e, (4.100)
o"=a":é-¢") o =a'(e- ;) @.101)
£, =4 22 ;—ﬂ’sgﬂ’ (4.102)
Vxo0 , fllo’)<o, irilel)=0, j=mr (4.103)

A discretizagao no dominio do tempo ¢ realizada conforme apresentado anteriormente. Para
todas as varidveis notadas com indice , sdo valores supostamente conhecidos no instante ¢, e

A( )s, 0 incremento a determinar como resposta a AQ,.
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4.3.3.2 Algoritmo de plasticidade modificado

O esquema geral de solucdo alternando a escrita do equilibrio global e a integragdo das leis de
comportamento segue inalterado. No quadro do método das tensdes iniciais, a matriz de

rigidez do sistema ¢ obtida pela soma de todas as fases e pela montagem de suas contribui¢des
elementares. As avaliagdes sucessivas do vetor de incremento dos deslocamentos nodais AU,

sdo obtidas utilizando (4.67).

A expressao do critério de plasticidade global se obtém a partir da avaliagdo de um critério
proprio a cada fase sobre as tensdes parciais correspondentes. Além disso, as leis de evolucao
(4.101) e (4.102) sao igualmente expressas por fase. Assim, a evolucao elastoplastica pilotada

por um incremento de deformagdo Ae imposta, ¢ desacoplada por fase.

O tratamento numérico vai entdo se apoiar sobre esta observagdo importante. A partir de um

incremento de deslocamento AU, calculado na iteracdo i, calcula-se, em todo ponto de

Gauss, o incremento de deformagdo A¢ = Ag™. Considera-se separadamente cada fase.
S =—n

Fase matriz:

Inicia-se avaliando o previsor (trial):

3
I
IQ
3
+
s
3
>

£ (4.104)

n

.o o . . . jal,
Distinguem-se, entdo, dois casos a partir do sinal de f &”’” " )

n+l

e Se ¢ negativo, a evolugdo ¢ puramente elastica sobre o intervalo [¢,, ,+;] e:

Q

A", =0, Ag" =0, A" =¢&", o =o"™" (4.105)
n+l —p,n =p,n

=—p.n+l =n+l =n+l
e Se ¢ positivo, projeta-se o previsor sobre o critério da fase matriz, conforme a norma

elastica a” , e resolve-se:

<

m rial ,m m m a " m m
o" =o"" — A, a" 2 S (g )=0 (4.106)

=n+l n+l = ao_m n+l

=n+l

Fase reforco:

Procede-se da mesma forma que para a fase matriz. Contudo, os célculos sdo simples. A partir

do incremento de deformagdo A¢ , obtém-se pela condi¢do de aderéncia perfeita:
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Al =Ae e, ®e (4.107)

r =r

de onde vem o previsor:

trial ;v
n+l

o =0, +a Ag] (4.108)

Distinguem-se, entao, os dois casos seguintes:

n+l

e Se f (G”'i”l” )< 0, a evolugdo é puramente elastica, entdo:

A;L;-H = 0’ Ag;,n = 0’ A&‘; = gr O-r = g:—i—al,r (4 109)

n+el T Cpnd =4 1
e Se f (0',’,”"" " )2 0, projeta-se o previsor sobre o critério. O dominio de elasticidade C”

+1

da fase reforgo ¢ definido pelo seguinte intervalo:

C' =]-0,0] (4.110)

O que leva a operagdo de projecao imediata:

jal
ol se olrzgl
o= . (4.111)
-o se o™ <-o'

n+l

O incremento de deformacao pléstica correspondente se escreve:

trial ,r r

Ag =m0 4.112)

pon+l T r
a

Os vetores de forgas plasticas elementares sdo, para cada elemento, somados sobre todas as

fases, e entdo montados em um vetor global AF que serdo utilizados no calculo dos

p,n+l

deslocamentos da iteragdo seguinte.

4.4 PROBLEMAS MISTOS

Diante da natureza das estruturas de concreto armado que podem ser estudadas com a
modelagem propostas, ¢ importante perceber que muitas vezes serdo encontrados os
chamados problemas mistos. Estes sao problemas onde podem ser definidas uma zona
reforgada (meio multifasico) e uma zona nao reforcada (meio monofasico), como pode ser

visto na Figura 4.5.

Numericamente, ¢ possivel distinguir as zonas de duas formas distintas. A primeira considera

que todos os elementos do problema em estudo sejam do tipo multifasico, ou seja com (N+3)
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graus de liberdade, mas admite a existéncia de dois materiais com propriedades diferentes:
para zona monofasica, o refor¢o possui rigidez igual a da matriz e o coeficiente de interagdo ¢é
muito grande, de forma a simular a aderéncia perfeita; para a zona multifasica sdo aplicadas
as propriedades convenientes para cada material e para o coeficiente de interacdo. A segunda
possibilidade considera cada zona com graus de liberdade diferentes, mas € preciso salientar
uma dificuldade adicional para elementos na fronteira entre as zonas. Seria necessaria a
implementag¢do destes elementos e ainda a indicagdo dos nds de fronteira no arquivo de
entrada de dados. Esta segunda hipotese, apesar de exigir um maior esfor¢co de programagao,
apresenta boa vantagem sob o ponto de vista do custo computacional para simulacdo dos
problemas, uma vez que elimina os graus de liberdade desnecessarios. Neste trabalho optou-

se por utilizar a primeira abordagem.

Meio monofésico
(ndo reforgado)

3 Graus de liberdade

v

(N+3) Graus de liberdade

Meio multifasico

Figura 4.5 — Discretizacdo de problemas mistos (graus de liberdade
nodais).

4.5 VALIDACAO DO MODELO NUMERICO

Nesta secdo sdo apresentados estudos comparativos dos resultados obtidos com o modelo
numérico implementado com solugdes analiticas disponiveis na bibliografia. Divide-se esta
secdo em duas partes: validagdo do modelo com aderéncia perfeita e validacdo do modelo

com aderéncia imperfeita. Os modelos elastoplasticos utilizados se referem ao comportamento
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de estruturas hipotéticas. O desenvolvimento analitico das solu¢des segue o que foi
apresentado em Sudret (1999). No Capitulo 5 sdo apresentados os modelos constitutivos

especificos para o concreto armado.
4.5.1 Modelo com aderéncia perfeita

4.5.1.1 Ensaio de compressao

Como primeira aplicagdo do modelo multifasico sera apresentado, nesta se¢ao, um problema
intitulado “Comportamento elastoplastico em compressdo simples de um corpo de prova

refor¢ado”.

Considera-se um corpo de prova cilindrico, homogéneo, de altura H, repousando sem atrito
sobre o plano y = 0 (superficie Sp). Sua superficie superior possui uma placa rigida, também

sem atrito, impondo um deslocamento vertical -6(t) (Figura 4.6).

Sh

-~

¥

f@\ /
N A e

Figura 4.6 — Compressao simples de um corpo de prova refor¢ado.

O material constitutivo do corpo de prova ¢ um composito refor¢ado em uma tnica diregdo e,
que serd igual a e, (compressdo longitudinal) ou e, (compressdo transversal). E modelado para

um meio bifasico com as caracteristicas que seguem:

A fase matriz ¢ eléstica perfeitamente plastica com critério de plasticidade de Von Mises

(4.113). A elasticidade isotropica € representada pelo moédulo de elasticidade, E™, ¢
coeficiente de Poisson, v.

m m m 3

o) 7 —or = 2

s"|—ol (4.113)
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Onde o' ¢ o limite em tragdo/compressdo simples da fase matriz. A fase reforgo também ¢é

elastica perfeitamente plastica. Sua rigidez é chamada de E’, seu limite em tragdo/compressiao

o, . O critério de plasticidade uniaxial se escreve simplesmente f ’(a’)= ‘a’ — o, . Salienta-

se ainda:

e As forgas volumétricas sdo nulas: p(x) F(x)=0

e O contato ndo possui atrito sobre Sy e Sy. T =Zn designa o vetor tensdo sobre uma

face de normal n; estas condi¢des se escrevem:
I(y=0)e,=T(y=0) ¢, =T(y=H)-e =T(y=H)-e =0 (4.114)

e Asnormais a Sy e Sy valem respectivamente *e Vo assim:

X,=X_.=0paray=0ey=H (4.115)

e A superficie Sy, € livre de tensoes:

2(x)-n=0 para xS ne(Oxz) (4.1106)

lat > =

e Os deslocamentos impostos se escrevem:

&, =0sobre S, , &, =-06sobre S, (4.117)
4.5.1.1.1 Refor¢o longitudinal

Utiliza-se a terminologia refor¢o longitudinal quando o reforco estd posicionado na mesma

direcdo que o carregamento, conforme Figura 4.7.

2yy

v
f

Figura 4.7 — Refor¢o longitudinal.

Marcelo Porto de Figueiredo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2011



77
Evolucao elastica

Levando em conta a homogeneidade do corpo de prova e das condi¢des de contorno, procura-
se a solugdo do problema em tensoes totais sob a forma de um campo uniaxial constante

2=-XYe, ®e ,estaticamente admissivel. A decomposi¢do sobre as fases impde:

=(0"+0")e, ®e, =-Z¢, ®c, (4.118)
A elasticidade da fase matriz, dado o tensor de deformacdes:

mw I+v . v

e=g" = o" ——1tro”l (4.119)
= = Eﬂ‘l = Eﬂ‘l == =
e assim:
-X-0
g=7[§y®§y—V(€x®§x+§z®§Z)] (4.120)
Que a fase reforgo resulta entdo
o =Ee =F e =2 (-3-0") (4.121)

Deduzem-se, entdo, as tensdes parciais de compressao:

Bk (4.122)
A
E"+E"
e de (4.120) o tensor de deformagdes:
3
e=—"—e,®¢,-v(e,®¢,+e. ®c.)] (4.123)

Eﬂ‘l +EV
Integra-se diretamente com as condi¢des de contorno para obter o campo de deslocamentos

=e-x.

Evolucio elastoplastica

Determina-se aqui o limite da elasticidade do sistema e a fase que plastifica primeiramente,
considerando que todos os pontos atingem simultaneamente o limite de elasticidade (ensaio

homogéneo). Avalia-se, entdo, o critério de plasticidade global:
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F(g):max{f'” (gm),f’(ar)}
Em E r} (4.124)

max<———X-0, ,—————%—0,
E"+E" E"+E

O limite de elasticidade é entdo:

Zelzmm{a(:" Et” o E+ } (4.125)

que atende por uma deformacao axial:

9 minlZe %o (4.126)
H E"E

De acordo com estes valores, define-se se ¢ a fase refor¢co ou a fase matriz que plastifica

primeiro. Seguindo o carregamento de forma monotonica 6 >0, admite-se que a fase cujo
critério foi atingido plastificou, enquanto a outra permanece elastica. A seguir, abordam-se as

duas possibilidades plastificagao inicial.

Fase reforco plastifica primeiro (refor¢o “fraco”)

r
o

A partir de (4.126), o limite em compressao ¢ atendido para% = g Para § >0 segue

P

r

o' =—c
? (4.127)
oc"=-2+0,
Além disso, a fase matriz resta elastica, de onde:
€= _ZEJ;J [e,®c,~v(e,®e, +e.®c.)] (4.128)

Se reportando ao fato de que eyy=—5/H , esta ultima igualdade fornece a curva de

compressao sobre a forma:

2=Em£+a; (4.129)
H

Obtém-se a deformagdo plastica para em seguida escrever o comportamento da fase reforco:

o =E" (8’ —5;)—0'0’ com & =€, (4.130)
1 1 )

=0 | —+ -—— 4.131

p O(Em Erj Em ( )
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Fase matriz plastifica primeiro (reforco “forte”)

m
o

.. .~ . o o A .
O limite em compressao ¢ atendido paragz Z O estado mecanico do sistema neste

P

estagio de carregamento ¢ definido por:

Um:—O'(’)n
r Er m
o =-— 0
EWI
m . (4.132)
Z:Zel:O';nE +F
Em

m

:_gf;n [gy ®e,-v(e,®e, +e, ®§z)]

Este conjunto constitui o estado inicial a partir do qual as equagdes de plasticidade se

Irm

escrevem sob forma incremental:

L gm g Decomposicao da taxa de (4.133)
=" = T2 Zp deformagao '
o 1+Vd"” Vs Comportamento (4.134)
Ze E" = E" = = elastico
é-m :/im af’:ln :/’i’m 13/22_ Regra de (4135)
<) oo H ﬁmH escoamento
of" 5" =0 Condigao de (4.136)
agm = coeréncia .

O carater uniaxial de E e assim de g’m , associado a (4.136) implica que:

6"=0 , 2=0 (4.137)

A tensdo parcial na fase matriz permanece constante e igual a o, . A tensdo na fase reforco

vale entdo:

o' =-S+0" (4.138)

Em termos de deformagao, deduz-se sucessivamente, de (4.134)e (4.133).

£, =0, ¢e=¢ , =g (4.139)

Levando em conta a forma (4.113) do critério (Von Mises), a regra de escoamento (4.135)

fica, com simplificagdes:
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e=¢" = A" {—Ey ®gy+%(§x®§x+gz®gz)} (4.140)
Usando a elasticidade da fase refor¢o e com as equagdes acima:

S=—6"=EA" (4.141)
Verifica-se nesta equac¢ido que o multiplicador plastico A" ¢é agora positivo uma vez que o
carregamento esta crescendo (Z > 0) . Utilizando (4.141) e (4.132):

EITL + EV

Y=o ——+E A" (4.142)

° E

permitindo exprimir o multiplicador plastico:

pram —o" 14 (4.143)
E E" E

A integracao de (4.140) com a condic¢do inicial eléstica (4.132). Fornece a deformacao pds-

plastificacdo da matriz:

S:_%[gy ®e, v(ex e +e. ®ez)}+
5 { ) { (4.144)
+ —o'(—+ — Qe +—(e, Qe +e. ®e
[Er o (Em Er )}( =4 -y 2 (—X —_X —-Zz —-Zz )j
De esta tltima igualdade vem a expressdo da curva de carregamento:
r 5 m
X=EF —+o0, (4.145)
H

ApoOs o inicio da plastificagdo da fase matriz ela atinge uma tensdo uniaxial constante de

— o' . Todo o incremente de carregamento X ¢ absorvido pela fase reforgo.

4.5.1.1.2 Interpretacdo e resultados

A Figura 4.8 e a Figura 4.9 representam as curvas de compressao longitudinal do material
refor¢ado nos dois casos estudados. O comportamento ¢ em primeiro lugar elastico, o modulo

de elasticidade longitudinal global equivale a soma dos mddulos de elasticidade. A partir de
uma deformagdo critica 5/H = min{a;" / E",o! / E ’} uma das duas fases plastifica para todo
ponto enquanto a outra permanece elastica. Para 6/ H = max {0';" / E" o) / E ’} a segunda fase

plastifica ocorrendo o escoamento plastico livre do composito. A carga limite vale

X =0, +0,,que equivale a soma dos limites de compressdo das duas fases.
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Os ensaios de compressdo simples sdo realizados numericamente utilizando uma malha de um
unico elemento com vinculagdo apropriada para simular um quarto da estrutura. As

propriedades mecanicas do material estdo apresentadas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Parametros de Calculo

Fase Parametro “Reforco fraco” “Reforgo forte”
Moddulo de Elasticidade 2100 MPa 2100 MPa
Matriz Coeficiente de Poisson 0,3 0,3
Tensdo limite em compressdo 31,5 MPa 22,0 MPa
Moddulo de Elasticidade 21000 MPa 21000 MPa
Reforgo Fragdo volumétrica 4% 4%
Tensao limite tragdo-compressdo 8,5 MPa 18,0 MPa

A Figura 4.8 apresenta os resultados encontrados para a simulagdo realizada quando o refor¢o

plastifica antes da fase matriz.

REFORCO "FRACO"

. Solugao Analitica
i o Solugao Numérica
40— ====- Tens&o matrizanalitica ) O
x Tensao matriznumérica /6'/
35 —— -« = Tens3o refor¢oanalitica =
e X Tensao reforgonumérica O S ko
- YU / 'X 3
& |-os 227
E L9 ﬂ ”4
2 t-20 et B
" D//cj aX’
15 /U -.',x"
16 2
4;— . s - K — =K — XX
5 m" N * ¢
@é/;"x —
0 -0,002 -0,004 -0,006 -0,008 -0,01 -0,012 -0,014 -0,016 -0,018 -0,02

— &yy(m)

Figura 4.8 — Comportamento elastoplastico do modelo multifasico
com refor¢o longitudinal “fraco”.

A Figura 4.9 apresenta os resultados encontrados para a simulacao realizada quando o reforgo

plastifica ap6s a fase matriz.
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" "
REFORGCO "FORTE
Solugéo Analitica
AG [¢] Solugdo Numérica
49 T
= = = =Tens&o matrizanalitica :
- 40 - X  Tensdo matriznumérica |- --------—----—-—-—- - - - | o - - — -
= = =Tensao reforgo analitica
X Tensdo reforgo numérica| A~ T T T T T T T T T T T T

L e~ e
o
= |
2 [ T e e v s ~ e e T
W 7 XXX pEra i Salo Silete St e Selle Slaiiu i
Y K He— - —
*********** *X*;Xi***:**********************
X/ |
f% 777777777777777 : 7777777777777777777777
-0,015 -0,02 -0,025 -0,03
—g&yy (m)

Figura 4.9 — Comportamento elastoplastico do modelo multifasico
com refor¢o longintudinal “forte”.

Fica clara a boa correspondéncia encontrada entre os resultados numéricos e os resultados

obtidos analiticamente.
4.5.1.1.3 Reforgo transversal

Utiliza-se a expressao reforgo transversal quando o reforgo esta posicionado em uma dire¢ao

perpendicular a de aplica¢ao do carregamento, conforme Figura 4.10.

i Zyy

r

Figura 4.10 — Refor¢o Transversal.
Evolucao elastica

Nesta secdo, escolhe-se e, =e . O estado de tensdes global ¢ ainda uniaxial, sob a forma

X=-Xe¢, ®e¢,.O tensor de tensdes parciais da fase matriz se escreve da seguinte forma:
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0" =-c"¢,®c, -3¢, ®c, (4.146)

Deduzindo a deformagdo associada por (4.119).
S:ﬁ{[— o Jer]g)r ®e, + [var —Z]gy e, +v[a’ +Z]gz ®§Z} (4.147)

A elasticidade da fase reforgo se escreve:

r

o' =E e =——(-o"+v3) (4.148)
Aplicando em (4.147) sucessivamente:
. vVE'"
O- = Eﬂ‘l + EV
% (4.149)
o"=-2 V—gx ®e +e Qe
Em +Er y y

e o tensor de deformacoes:

r

. }gz ®ez} (4.150)

Irm

:Em_—f'Er{—vgx ®e, J{l+§; (1—#)}5 ®e, —{H(lw)i

Constata-se que, pelo efeito de Poisson, a fase reforgo € solicitada em tragdo o” >0 para uma

compressao global —X .
O campo de deformagdo ¢ homogéneo, ¢ integrado para obter o campo de deslocamento. A

condi¢do de contorno permite escrever:

S —— (4.151)

Retendo o termo e, ®e  de (4.150) e levando em conta (4.151), obtém-se a equagdo da curva

de compressao transversal sob a forma:

L=E, (4.152)

Onde o médulo de Young transversal global vale:

E" +E"
E" (1—1/2) (4.153)
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Evolucao elastoplastica

Para conhecer qual fase plastifica em primeiro lugar durante o carregamento, avaliam-se os

critérios de plasticidade neste estado de tensdes. Assim:

fr (gm):\/Zer(a’)z -Xo" -o
z

(4.154)
_ m r 2 r 2 r m r m
_m\/(E +E") +(VE") —vE'(E"+E") -0}
e
vE"
"o )=2———-0 (4.155)
4 ( ) E"+E" °
O limite elastico em compressao € entdo:
o ol (E"+E") o, (E"+E")
> =min - - , - (4.156)
\/(E VETY +(vET) —vET(E"+E7) vE
Fase reforco plastifica
A fase reforco ¢ solicitada em tragdo. Entdo para ¥ > X¢:
o' =0,
(4.157)
g"=-0,e ®e e Qe,

Deduz-se entdo a expressao da curva de compressao apos a plastificacao da fase reforco.

Z:E'”£+va: (4.158)
H

e a deformagao plastica na fase reforco:

g =g ~Zo e o —E—a’( L1 ] (4.159)
Fase matriz plastifica

A partir do ponto de plastificagdo e para uma compressdo crescente, o critério f (gm) ¢

constantemente alcangado. Usando o estado de tensdes (4.146) no critério de Von Mises

(4.113), observa-se que ¢’ € X vio se deslocar sobre uma elipse de equagio:

236" +(0" ] ~(o") =0 (4.160)

Explicitando agora as equagdes incrementais, a taxa de tensdo se escreve:
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g'm :_G'rgx@gx_zgy@gy (4'161)
A taxa de deformacao elastica associada vale:

m

&= {[—a”+v2]gx®gx+ vdr—i]gy®gy+v[d’+2]gz ®§Z} (4.162)

1
e Em
Para calcular a taxa de deformagao plastica, avalia-se o desviador de tensoes:

m

£ =

%{[2—20'r]gx ®c, +|o" —25]e, ®e, +[o7 +2]e. ®e. (4.163)

Quando o critério de plastificacao ¢ alcangcado tem-se:

= \/Zo"” (4.164)
3 o

A taxa de deformacao pléstica vale entdo:

£, = fmm {E-207]e ®c, o7 -25]e, @e, +[o" +3e. ®e | (4.165)
£ =

Em seguida opera a elasticidade da fase reforco, assim sucessivamente

r _pr o~ _ pram _ pr|am . m
6" =E e =Eé =Eer +an ]

PoXX

e B o] 100
o)

E" 2
Deduz-se desta expressao a taxa do multiplicador plastico:

A 6T(ET v ET)-vE'S

26"  E"E'(2-20")

(4.167)

A seguir, apresenta-se a taxa de deformacdo na direcdo de compressdo e adicionando a

contribuigdo eléstica e plastica, e utilizando nesta ultima o valor da taxa de A" precedente.

. vo' -3 & (E"+E —vE'S)
c =

2T T EE (207

(0" -23) (4.168)

A partir do ponto do limite de elasticidade caracterizado por 9 a equagao da curva de
compressao transversal ¢ entdo dada sob a forma diferencial (4.168), na qual [Ir estd
implicitamente ligado a X pela equacdo da elipse (4.160). Para resolver, falta entdo

parametrizar a elipse. Utiliza-se a forma seguinte de parametrizacao:

ol 2 ol'send (4.169)

G
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S = iafsen(6’+%j (4.170)

N

Substituindo estas Gltimas equagdes em (4.168), obtém-se apos simplificagdo:

m m r 2
éyy:iaum 9{2vsen9—cos[0+£j+2E +E cos” 0 } @.171)
BE 3 E \3send —cos @

A equagdo explicita da curva de carregamento em elasto-plasticidade se obtém integrando

(4.171) a partir do limite elastico. Neste ponto, a deformag@o vale € = > /E, e escreve-se

6, o valor correspondente do parametro.

tg§—2+\/§ \/g—tgz

4 2 o ) E"+E" |3
€, =—+—F—=—-= 2vsenf —sen| 0 +— |+ - —In +
E, 3E 3 E |4

tg§+2+\/§ 1+tg2§

[

o

(4.172)

A Equacao (4.172) deve ser calculada entre os dois limites & e 6, onde 6, corresponde ao X de

plastificacdo e #ao carregamento que estd sendo aplicado.
4.5.1.1.4 Resultados

Utilizando parametros idénticos aos utilizados por Sudret (1999), Tabela 4.3, os resultados

encontrados sdo apresentados a seguir.

Tabela 4.3 — Parametros de céalculo para Ensaio de Compressao

Transversal
Fase Parametro ?r);?l};ie:rssi?
Moddulo de Elasticidade 100 MPa
Matriz Coeficiente de Poisson 0,0
Tensdo limite em tragao 1,0 MPa
Moddulo de Elasticidade 5000 MPa
Reforgo Fragdo volumétrica 1,0 %
Tensdo limite tragao 1,0 MPa
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A Figura 4.11 mostra o resultado encontrado para o ensaio de compressdo simples com

reforco na diregdo transversal.

.............. D S Sa—— Se— —— !
09 gt
E i ! | i | i
= | i ! | | | i
= i i : : © Solugdio numérica
0.15 1 ___________?_____________1______________15______________15 __________ Solucdo analitica
0 | 5. i. i i |
0 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05

gyy (m)

Figura 4.11 — Comportamento elastoplastico do modelo multifasico
com reforgo transversal

4.5.2 Validacao do modelo com aderéncia imperfeita

4.5.2.1 Ensaio de compressdo em deformagdo plana

O primeiro ensaio utilizado para validar o modelo com aderéncia imperfeita serd o ensaio de
compressao (no plano Oxy) de um corpo de prova de altura H e largura igual a 1,0, refor¢ado
por inclusdes dispostas paralelamente a direcdo Ox, como indicado na Figura 4.12. As faces
laterais sdo livres de tensdes em cada uma das fases tomadas separadamente. A face inferior
estd em contato com o plano fixo horizontal (y=0) enquanto que a face superior estd em
contato sem atrito com uma placa rigida onde ¢ imposto um deslocamento vertical 6 < 0. As

forcas volumétricas sdo desprezadas, a fase matriz ¢ homogénea isotropica.

Apresentam-se aqui os resultados da resolucdo analitica realizada por Sudret e de Buhan
(1999) em elasticidade. A solugdo em deslocamento para cada uma das fases ¢ buscada da

seguinte forma:
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- H (4.173)

0,5m X

1,0m

Figura 4.12 — Compressao de um corpo de prova refor¢cado

As expressoes das leis de comportamento sao dadas por

IS

- z’"(m'(x)—%jy 2u'"(m'<x)gx ®c, e, ®eyj
(4.174)
o =a'r'(x)
I=1Ie = cl(r(x) - m(x))gx
onde A" e u™ sdo os coeficientes de Lamé da fase matriz.
Substituindo estas ultimas equagdes nas equagdes de equilibrio de cada fase, obtém-se o

seguinte sistema diferencial.

a"m"+c' (r—m)=0

(4.175)
a’r'—c’ (r - m) =0
Com a” =A" +2u™. As faces laterais livres de tensdes conduzem, por outro lado, a:
Ao
"(+])=2——
mED= (4.176)
r'&l=0
Somando as equacdes (4.175) e integrando duas vezes, levando em conta (4.176):
r m m 5
a'r(x)+a"mx)=A1 Ex (4.177)

Ap0s alguns procedimentos numéricos, obtém-se a solu¢do em deslocamentos para a fase

matriz e a fase reforgo.
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a"+a" H a™ cosh(l/1,
aa”
Onde /. designa o comprimento caracteristico: 1, = | —r+——
cl\a" +a

A seguir, sdo deduzidos os esforcos internos:

o (x)=d’ A5 1_cosh(x/lc)
a"+a" H| cosh(l/I)
Iy=—ct 29 senh(x//,)

“a™ H cosh(l/1,)

89

(4.178)

(4.179)

Verificou-se igualmente que o (x)=-0'(x). Desta forma, o tensor de tensdes global

corresponde a uma compressao em deformagdo plana.

O problema apresentado ¢ resolvido com o co6digo numérico implementado com os dados de

entrada apresentados na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Parametros de calculo para o ensaio de compressao

simples
Fase Parametro
Moédulo de Elasticidade 10 MPa
Matriz
Coeficiente de Poisson 0,45
Reforgo “Rigidez” (a") 100 MPa
Interagdo Coeficiente de interagdo (c') 1000 MN/m*

As curvas apresentadas na Figura 4.13 representam o deslocamento horizontal de cada uma

das duas fases em funcdo de x. A variacdo da tensdo axial do refor¢o o’ e dos esforcos de

interacdo, /, podem ser observados na Figura 4.14.
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¢ Reforgo (Numérico)

® Matriz (Numérico)
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0,015

'

0,01

Deslocamento horizontal (m)
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O T T T T 1
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Figura 4.13 — Deslocamentos horizontais
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Figura 4.14 — Tensoes na fase refor¢o (N/m?) e esforcos de interacao
(N/m?).
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Enquanto o esforgo de interagdo tende a infinito, a tensdo o’ na fase refor¢o tende, em x =
0,5m, a um valor nulo imposto pela condicdo de borda livre. A fim de ilustrar este efeito de
borda ligado diretamente ao coeficiente de interagdo, traga-se na Figura 4.15, a tensdo o’ para
diferentes valores de ¢’. Observa-se boa concorddncia entre a solucdo analitica e numérica
salvo nos pontos proximos a borda livre, em especial para valores mais elevados do
coeficiente de interagdo. Tal imprecisdo numérica é devida ao fato de o’ tender a uma

distribui¢io do tipo Dirac enquanto ¢’ tende ao infinito.

250E+06

= 10000M/m*

2,00E+06 -

&I=1000M/m?

150E+06

)

c 7 (N/mr

1,00E+06

S,00E+05 -

0,00E+00 - . . . . . . . . .
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45 05

% (m)

Figura 4.15 — Tensdo na fase refor¢o variando o coeficiente de
interacdo. Linhas continuas, Bennis (2002); simbolos, resultados
numéricos.

4.5.2.2 Ensaio de arrancamento da fase refor¢o com engastamento
4.5.2.2.1 FElasticidade

O segundo exemplo provém da modelagem bifasica do ensaio de arrancamento de
inclusdes em um material reforcado por inclusdes dispostas paralelamente a Oz (Figura
4.16). Os refor¢os de comprimento / sdo submetidos a tragao por intermédio de uma placa
rigida que impde um deslocamento 6 (6 > 0) em z = [, enquanto que a fase matriz se

encontra livre de tensdes em z = /.
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5" (1) =0 (4.180)

Referindo-se agora as condi¢des de contorno impostas em z = 0, dois tipos de ensaios podem
ser realizados: ensaio de arrancamento sem engastamento (impde-se deslocamento nulo
apenas para a fase matriz) e ensaio de arrancamento com engastamento (impde-se
deslocamento nulo para a fase matriz e para a fase refor¢o). A segunda opcao sera tratada

nesta se¢ao.

R

L .38

/

Figura 4.16 — Ensaio de arrancamento da fase reforgo.

Considerando um problema unidimensional, dependente apenas de z, considera-se um meio
reforcado com dimensdo vertical grande em relacdo ao comprimento das inclusdes. A
resolucao de tal problema ¢ obtida gragcas a abordagem por deslocamentos. Buscam-se os

campos de deslocamentos das fases matriz e refor¢o sob a forma:
" =m(z)e. & =r(2)e. (4.181)
com as seguintes condi¢des de contorno:

m(z=0)=0, paraa fasematriz (4.182)
r(z=0)=0, r(z=[)=0J, paraa fasereforco '

Assegurando o carater cinematicamente admissivel para estes campos.

As leis de comportamento sdo as seguintes:

e Para a fase matriz, a componente do tensor de tensdes o, pode ser expressa por:

ol =a"m'(z),com a” =A" +2u".
e Para a fase reforco 0" =a’r'(z), com a” sendo a rigidez da fase reforco.
e Paraalei de interagdo I =c’(r(z)—m(z))

A substituicdo das leis de comportamento nas equagdes de equilibrio resulta:
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{ "m'(2)+ ¢! (r(2)=m(2)) =0 (4.183)

r(2) = (r(2)=m(2))=0
Os detalhes da resolucao deste sistema podem ser observados em Bennis (2002). A solugdo

dos campos de deslocamentos ¢ apresentada a seguir:

a senh( j ;cosh(;j
r(z)= < (4.184)
a” / /
+—cosh| —
a’ [, [,
—senh| — icosh
l , [ [
— £ < ) (4.185)
a senh L +icosh i
a’ l, l, l,

A partir destas expressdes dos campos de deslocamentos ¢ possivel obter as tensdes parciais

m(z) =

de cada fase.

cosh z + a cosh L
[, a” l.) &
o' (z)=a'r'(z)=a" — (4.186)
/ / a’ [)!
~“senh| — |+ cosh| —
/ [ a” l,
cosh(lzj - cosh(;j
o"(z)=a"m'(z)=—a™ : - o (4.187)

a””lcsenh(;j +a'l cosh(llj

Sendo o problema unidimensional, discretiza-se entdo uma malha retangular de espessura ¢ e
comprimento /, contendo um unico elemento na direcdo perpendicular a e.. Foram utilizados
10 elementos tridimensionais de 8 noés, divididos uniformemente ao longo da direcdo

horizontal e.. Os valores numéricos adotados para o problema sao dados na Tabela 4.5.
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Tabela 4.5 — Parametros de calculo para o ensaio de arrancamento
com engastamento

Fase Parametro
Moddulo de Elasticidade (E™) 290 MPa
Matriz
Coeficiente de Poisson 0,45
“Rigidez” (a") 5000 MPa
Reforgo
Comprimento da incluséo (1) 10 m
Interagao Coeficiente de interagdo (c') 200 MN/m*

Na Figura 4.18 sdo apresentados os resultados dos campos de deslocamentos m e r, referindo-
se, respectivamente, as fases matriz e reforco. Da mesma forma, para as tensdes parciais nas
fases (Figura 4.18) ¢ realizado o comparativo entre a solugdo analitica e numérica

correspondente. Observa-se boa correspondéncia entre os resultados.

0,12
¢ r,Numérico
® m, Numérico
0,1 +— ©
=, Bennis (2002)
=, Bennis (2002)
0,08
~~
g
~ 0,06
np
0,04
0,02
O T T T T 1
0 2 4 6 8 10
z(m)

Figura 4.17 — Ensaio de arrancamento com engastamento: comparacao
entre resultados analiticos e numéricos — deslocamentos das fases
matriz ¢ reforgo.
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Figura 4.18 — Ensaio de arrancamento com engastamento: comparagao
entre resultados analiticos e numéricos — Tensdes parciais na fase

matriz e reforgo.

4.5.2.2.2 Evolugao elastopléstica

95

A partir da expressao da tensdo parcial na fase reforgo, ¢ possivel obter a expressao do esforgo

superficial g., aplicado na extremidade z = /.

q, =0 ()=a'r'=a’

(4.188)

Onde p :L. Esta equagdo permite tracar a curva de carregamento q em fun¢do de 6// em

/

c

fase elastica.

O esforco de interagdo, também em fase elastica, ¢ dado por:

I(z)=c"(r-m)y=c'a

(" +a" henh(z/1,)
a"senh(f)+a" fcosh(f)

(4.189)
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Levando em conta que a for¢a de interagdo € crescente em z, a primeira plastificacao ira
ocorrer em z = /. A fim de determinar o limite de elasticidade, considera-se que o critério de

plasticidade ¢ atendido em z = /, ou seja, 1,(/)=1, ..

Temos entdo que o limite de elasticidade ¢ atendido para um carregamento correspondente a

aplicacdo de um carregamento correspondente a aplicacao de um deslocamento igual a:

m r IB
a +a ——
5 = 1. tghf (4.190)
le = I r m
C a +a

A expressao (4.188) se torna, neste limite:
Los B
e =4 (0,)=a" =1 4.191
91 =4.\9, o] tghf3 ( )
Quando o ultrapassa o limite J,, a zona plastica, inicialmente reduzida ao ponto z=/
comega a se propagar. Esta zona corresponde ao segmento [zo,/] com 0 <z, </ enquanto que
o segmento complementar [0,zo[ permanece eléastico. O valor de z, ¢ logicamente uma fungao

do deslocamento, z, =z, (5).

Apos algum desenvolvimento matematico, Bennis (2002) apresenta e relagdo entre de z,,.

2 2
PRRUEE P 7 I R U PN (4.192)
a 2\7 I tghlz)\ a l

r m c

c c

A relagdo entre ¢ e z, ¢ dada por:

Oy [%‘J B3 -5 e a5 .

q:
a

m

4.5.2.2.3 Resultados

Os resultados numéricos sdao comparados com os resultados analiticos obtidos com a
formulacao apresentada. As curvas na Figura 4.19a apresentam a resposta carga X
deslocamento quando a rigidez do refor¢o ¢ variada (200, 400 e 600 MPa) e o coeficiente de
interagio ¢ mantido constante em 300 MN/m®. E importante salientar que tanto a fase matriz
quanto a fase reforco permanecem eldsticas enquanto a interface plastifica. A Figura 4.19b
apresenta o resultado quando o coeficiente de variagdo varia de 2,93 MN/m” até 293,3 MN/m*
e a rigidez do reforco ¢ mantida inalterada. Observa-se que quando ¢’ é pequeno (4<<1), a

curva em fase elastica ¢ praticamente a mesma que em fase elastoplastica. Assim, o efeito da
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plasticidade ¢ praticamente desprezivel. Quando ¢’ é grande (8>>1), é observado um efeito

significativo da plastificacdo da interacdo.

Os resultados confirmaram a validacdo do procedimento numérico.

60,0E+06

80,0E+06

) B cl=293.3MPaNumérico
¢ ar=200 Numérico
, B cl=11.73 MPa Numérico
® ar=400 Numérico A

——ar=600 Analitico - Bennis, 2002 ——cl=2,93 MPa Analitico - Bennis, 2002

70,0E+06 A cl=2.93MPaNumérico
A ar=600 Numérico 50,0E+06 | )
| = 293MPa Analitico - Bennis, 2002 n
0.05+05 || = ar=400 Analitico - Bennis, 2002 ——cl = 11.73MPa Analitico - Bennis, 2002 //
’ =)

— ar=200 Analitico - Bennis, 2002 40,0E+06 a
50,0E+06 [ ]

. / /

B & 3006406
= z
Z
30,0E+06 - 4
b4 20,0E+06
°
20,0E406 |
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00,0600 . : : : : 00,0E+00
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01 0 0,02 0,04 0,06 0,08
&1 8/1

(a) (b)

Figura 4.19 — Ensaio de arrancamento com engastamento — Carga-
deslocamento (a) variando a rigidez do refor¢o (b) variando o
coeficiente de interacao

d
0,1
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5 APLICACAO A ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO

5.1 INTRODUCAO

O concreto armado ¢ um material constituido pela mistura de agregados e uma pasta de
cimento associados com barras de ago. Devido ao fato do concreto ser uma combinagao de
diversos materiais, as estruturas de concreto armado comportam-se de maneira bastante
complexa, apresentando uma resposta ndo-linear. Este comportamento deve-se,
principalmente, a trés efeitos: a plastificacdo do concreto comprimido e do ago, a fissuragdo
do concreto tracionado e aos efeitos dependentes do tempo (ndo abordados neste trabalho)
como a retracao e fluéncia do concreto. Outros fatores como efeito de pino das barras de ago e

o engrenamento dos agregados também contribuem para a resposta nao-linear deste material.

5.2 MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLASTICO PARA O CONCRETO

O concreto ¢ um material que possui resisténcia & compressao muito maior que a resisténcia a
tracdo. Desta forma, foram utilizados dois modelos diferentes para descrever seu
comportamento: para o concreto comprimido, um modelo elastoplastico com endurecimento
e, para o concreto tracionado, um modelo elastico linear até a ruptura e a partir da qual se

considera um modelo de fension-stiffening. Estes modelos sao descritos nos itens que seguem.

5.2.1 Modelo para o concreto comprimido

O modelo para o concreto comprimido é composto por um critério de ruptura, um critério de

plastificacdo e uma regra de endurecimento.
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5.2.1.1 Critério de ruptura

Utiliza-se o critério de ruptura proposto por Ottosen (1977), o qual ¢ recomendado pelo CEB-

FIP Model Code 1990 (1993). Neste critério, a superficie de ruptura ¢ dada pela expressao.

J I
Jj +A \/—2 S —
Som Som Som

Onde f.,, € a resisténcia média de compressao do concreto, /; € o primeiro invariante do tensor

-1=0 (5.1

a

de tensdes, J> € o segundo invariante do tensor desviador de tensdes, & e £ sdo parametros do
critério e A ¢ uma func¢do que dependo do angulo de similaridade & do concreto. A funcao A €

definida pelas seguintes expressoes.

A=¢ cos[% arccos(— c, sin 36’)}, para sin36 <0
| (5.2)
A=c¢ cos[% - garccos(c2 sin 30)} para sin36 >0

Com:

32 J,

sin3f = ———

2 (5.3)

Sendo J; o terceiro invariante do tensor desviador de tensoes.

Os quatro parametros do modelo «, f, c¢; e ¢; sdo determinados, de acordo com CEB-FIP
1990 (1993), a partir da relacao de resisténcia média a compressao uniaxial f.,, € a resisténcia

média a tracdo uniaxial f;,, do concreto.
Desta forma, os parametros do critério de Ottosen sdo calculados por:

1 1 1

Sm
o =—-> = , C, = , _—
p 3,7k 0,76

cm

¢, =1-68(k—-0,07), k=

9k1,4 2 (54)

5.2.1.2 Critério de plastificagao

Admite-se, neste trabalho, que o concreto comprimido tenha um endurecimento isotropico e

que as superficies de plastificacdio tenham a mesma forma da superficie de ruptura.

Considerando a tensao efetiva c.r= f.,, € reorganizando (5.1), obtém-se a seguinte expressao
f )

para a superficie de plastificacao.
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f=0, :%[ﬂ\/J_fLﬁIl+\/(/1\/J_2+,Bll)2+4aJ2} (5.5)

O dominio elastico ¢ definido para tensdes efetivas menores que 30% da tensdo de ruptura.

Para superficies de carregamento subsequentes a superficie de plastificagdo inicial (0,3f.,< G,
< fem) ocorre o dominio plastico, onde o material possui um comportamento elastoplastico

com endurecimento, conforme visto na Figura 5.1.

G
-f;)ll
_f;’W / f;m
G,
dominio
elastico

superficie de
-f. carregamento
cm

superficie de
ruptura

Figura 5.1 — Superficie de plastifica¢do e ruptura

5.2.1.3 Regra de endurecimento

A regra de endurecimento define o movimento das superficies de plastificagdo subseqiientes
(superficies de carregamento) durante a deformacdo plastica. Ela é determinada pela relagao
tensao-deformacao plastica efetiva, onde € possivel extrapolar os resultados de um ensaio
uniaxial para uma situacdo multiaxial. Utiliza-se, neste trabalho, o diagrama tensao-
deformacdo para o concreto comprimido proposto pelo CEB-FIP 1990 (1993), que pode ser

visto na Figura 5.2. A expressdo utilizada ¢ a que segue:
2
B Em & — ( gl’ J
71 -0,0022
o, =~ Son fom (5.6)

¢ £
1+ iO,()022— 2|72
-0,0022

cm

onde E,, ¢ o modulo de elasticidade do concreto € &, ¢ a deformagdo plastica. Sob o ponto de
vista pratico, uma deformagdo plastica efetiva ¢ computada a partir do vetor de deformacgodes.

Este valor ¢ entdo utilizado em (5.6) para atualizar o parametro de endurecimento o.
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Figura 5.2 — Diagrama tensao-deformagao para compressao uniaxial.

5.2.2 Modelo para o concreto tracionado

Devido a caracteristica do concreto de possuir uma resisténcia a tragdo significativamente
inferior a resisténcia & compressdo resulta que, mesmo para carregamentos dentro das
condi¢gdes de servico, o material fissura. Esta fissuragdo induz a um comportamento nao-

linear, influenciando no desempenho carga-deslocamento de estruturas de concreto armado

(Jost, 2006).

No contexto do Método dos Elementos Finitos, duas abordagens sdo utilizadas na maior parte
dos casos. O Modelo Discreto, que representa as fissuras como descontinuidades reais na
malha; e o Modelo Distribuido (Smeared crack model), onde se admite que o concreto se

mantém continuo e as propriedades do material sdo modificadas.

Neste trabalho, o concreto tracionado ¢ modelado em duas etapas. Antes de atingir a tensdo de
fissuragdo, o concreto comporta-se como um material eldstico-linear. Apos a abertura da
fissura, utiliza-se o modelo de fissuras distribuidas baseado na formulagdo apresentada por
Hinton (1988). Este modelo ¢ fundamentado em um critério de fissuracdo, uma regra para
colaboracdo do concreto entre fissuras (amolecimento) e um modelo para transferéncia das

tensOes de corte.

5.2.2.1 O modelo de fissuras distribuidas

Conforme citado anteriormente, o modelo de fissuras distribuidas ndo leva em conta a
descontinuidade real da malha de elementos finitos, ndo sendo necessario modificar a

topologia da malha, resultando em um ganho significativo no custo computacional.
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O concreto ¢ inicialmente isotropico, mas ap6s a fissuracdo o concreto torna-se ortotropico,
com os eixos principais do material orientados segundo a dire¢ao das fissuras (Hinton, 1988).
Admite-se assim, que uma fissura tenha se formado em um plano ortogonal a tensdo principal
de tragdo o; (definida a seguir). Desta forma, o modulo de elasticidade ¢ reduzido na direcao
perpendicular ao plano de fissuracdo e o efeito de Poisson ¢ desprezado. O moédulo de

elasticidade transversal também é reduzido.

5.2.2.2 Critério de fissuracao

O critério utilizado para a avaliacdo da fissuracdo do concreto consiste em verificar se o
nivel de tensdo dos pontos de integragdao dos elementos atingiram a superficie de ruptura,
conforme apresentado em 5.2.1.1. Uma vez que a superficie de ruptura pode ser alcancada
por fissuracdo ou por esmagamento do concreto, adotou-se o critério proposto pelo CEB

(1983) para distinguir estas situagdes:

o

a) Se 0,2 = o ponto de integragdo fissurou

b) Se o, < f”" , 0 ponto de integracdo sofreu esmagamento

onde o7 € a tensdo principal de tragdo, que pode ser determinada por:

o, 2\/_ sen(@ + ?j + % (5.7)

5.2.2.3 Contribui¢do do concreto entre as fissuras (fension stiffening)

Quando ocorre a fissuragdo, o concreto entre fissuras continua resistindo a esforgcos de
tragdo, suportando um certo nivel de tensdo (Hinton, 1988). A aderéncia do concreto com
as barras de aco contribui ativamente para rigidez global da estrutura, caracterizando um
fenomeno conhecido como tension stiffening effect. A opcao adotada neste trabalho sugere
a modificacdo da curva tensdo deformac¢do do concreto, com a introdugdo de um ramo
descendente na curva tensdo-deformacdo, conforme proposto por Hinton (1988). A

relacdo constitutiva adotada foi a mesma utilizada por Martineli (2002). Quando ¢, <¢,:

o=F ¢ (5.8)

o0 " ul
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Porém quando ¢, > ¢,

c=a tm(l—guij (5.9)

£

m
Onde « ¢ o parametro que define a inclinacao do ramo linear descendente, &, ¢ o parametro
que indica a deformacdo limite na qual a colaboracao do concreto entre fissuras ndo deve mais
ser levado em conta. Os valores adotados neste trabalho foram 0,4 e 0,01, respectivamente. A

Figura 5.3, apresenta o diagrama do concreto tracionado.

c

A
fim

0" ffﬂ]h""‘*-..
]
]

Ot Py ; i !
! |
| o= i
<ol :
l 1 ’
St Eref Em £

Figura 5.3 — Curva tensao deformacao para o concreto tracionado
(Martinelli, 2003).

5.2.2.4 Transferéncia das tensOes de corte

Experimentos mostram que uma consideravel parcela do esfor¢o de corte ¢ transferido
pela superficie irregular do concreto fissurado. Os dois principais mecanismos desta
transferéncia sao o efeito de engrenamento dos agregados e o efeito de pino da armadura
(Hinton, 1988). Ambos os mecanismos sdo controlados pela abertura de fissura e a
capacidade de transferéncia de corte ¢ reduzida com o aumento desta abertura. Neste
trabalho, adotou-se a abordagem proposta por Hinton (1988) que consiste em adotar um
valor reduzido para o modulo de elasticidade transversal correspondente ao plano

fissurado. Assim:

G. = G, (5.10)

Onde Gy ¢ o modulo de elasticidade transversal do concreto ndo fissurado, definido por

G,=E/(2(1+v)) e B é o fator de reducio que varia entre 0 ¢ 1. G, é o valor reduzido da
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variavel. Hinton (1988) relaciona o valor de £ ao valor da tensdo de tragdo normal ao plano da

fissura. Neste trabalho, a seguinte formulagao ¢ utilizada:

S =1-(g,/0.005)" (5.11)

Onde & ¢ a tensdo de tragdo normal ao plano da fissura e k; varia de 0,3 até 1,0. O valor de 0,3
¢ adotado neste trabalho devido ao fato de outros autores, como Martinelli (2003) e Bono
(2008), obterem bons resultados com a utilizagdo deste dado. E interessante notar que a

medida que a deformagdo & aumenta, o médulo de corte reduzido G, diminui.

5.3 MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLASTICO PARA O ACO

Neste trabalho utiliza-se um modelo uniaxial para descrever o comportamento das armaduras,
considerando que as barras de ago apresentem resisténcia apenas aos esfor¢os uniaxiais. No
modelo implementado, o aco ¢ representado como um material elastoplastico, apresentando o
mesmo comportamento em tracdo e compressdao. O diagrama apresentado na Figura 5.4,

descreve este comportamento.

>
E’?': f" ES £

Figura 5.4 — Diagrama tensao-deformacao para compressao uniaxial.

54 VALIDACAO DA MODELAGEM NUMERICA

Nos capitulos anteriores foram realizados alguns testes que buscaram provar a validade do
modelo numérico implementado. Para tanto foram realizados estudos comparativos

envolvendo exemplos com solugdo analitica disponivel. Contudo, estas validagdes
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consideraram materiais hipotéticos, sem levar em conta o comportamento do concreto

apresentado no Capitulo 5.

Neste momento serdo apresentados os resultados da aplicacdo do modelo a estruturas de
concreto reais: as vigas de Bresler e Scordelis (1963), as lajes de Jofriet e McNeice (1971)

e Duddeck et al (1978) e os ensaios de arrancamento de Watstein (1947).

5.4.1 Vigas de Bresler-Scordelis

A primeira aplicagdo da modelagem multifasica proposta utiliza o0 modelo que considera
uma aderéncia perfeita entre as barras de aco e o concreto. A aplicagdo sera feita em vigas
de concreto armado com as mesmas propriedades das vigas biapoiadas e submetidas a
uma carga centralizada, ensaiadas por Bresler e Scordelis (1963) em um estudo sobre

tensoes de cisalhamento (Figura 5.5).

%i. SEE e Ry i e ey Dy i ‘_.-L; A i el Ta gt Tl Sep e e ,ﬂl
Figura 5.5 — Viga simplesmente apoiada

As 12 vigas simuladas pelos autores sao divididas em quatro grupos diferentes (OA, A, B
e C), variando o comprimento do vao, as dimensdes da se¢do transversal, o reforgo
aplicado e a resisténcia do concreto. Os grupos A, B e C possuem reforgo positivo e
negativo (armadura inferior e superior) assim como estribos para suportar os esforgcos de

corte.

A Tabela 5.1 apresenta a largura (w), altura (h), comprimento do vao (L), area da
armadura inferior (As), area da armadura superior (As’), area de estribos, resisténcia a
compressao (f,) e a tragao do concreto (f;). As dimensdes das vigas e os reforgos utilizados
podem ser vistos na Figura 5.6. O coeficiente de Poisson utilizado foi v'=0,2. O modulo

de elasticidade do concreto pode ser calculado a partir da equagdo proposta pelo CEB

(1993):
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1/3
E™ = 21500{&} (MPa) (5.12)
10
Tabela 5.1 — Propriedades das vigas (Bresler-Scordelis, 1963)

Viga (om) (clrln) (cfn) (cAHi) (?rfl;) Estribos (kN/fémZ) (kN/f‘cmz)
OAl 31,0 55,6 366 25,88 - - 2,25 0,264
0A2 30,5 56,1 457 32,35 - - 2,37 0,289
OA3 30,7 55,6 640 38,81 - - 3,76 0,276
Al 30,7 55,1 366 25,88 2,53 $ 6,4¢/21 2,41 0,257
A2 30,5 55,9 457 32,35 2,53 $ 6,4¢/21 2,43 0,248
A3 30,7 56,1 640 38,81 2,53 $ 6,4¢/21 3,50 0,289
Bl 23,1 55,6 366 25,88 2,53 $ 6,4¢/19 2,48 0,266
B2 22,9 56,1 457 25,88 2,53 ¢ 6,4¢/19 2,32 0,251
B3 22,9 55,6 640 32,35 2,53 ¢ 6,4¢/19 3,87 0,281
Cl 23,1 55,6 366 25,88 2,53 $ 6,4¢/21 2,96 0,281
C2 22,9 56,1 457 32,35 2,53 $ 6,4¢/21 2,38 0,262
C3 22,9 55,6 640 38,81 2,53 $ 6,4¢/21 3,50 0,257

A malha utilizada para as simulagdes consiste em 30 elementos hexaédricos de 20 nos

(Figura 5.7). Os elementos hachurados representam os elementos refor¢ados, ou seja, os

elementos que recebem uma contribuicao de reforco longitudinal (na dire¢do do eixo x).

Salienta-se que uma vez que a taxa de armadura superior e inferior sdo diferentes, estas

receberao, na modelagem numérica, diferentes fracdes volumétricas e, desta forma, serdo

representadas por duas fases distintas. Para simular as vigas dos grupos A, B e C, que

possuem refor¢o ao cisalhamento, ¢ necessario utilizar uma terceira fase, na dire¢do do

eixo y, para todos os elementos da malha. As dimensdes da malha empregada ndo sao

especificadas pois variam para cada exemplo (vide Figura 5.6).
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Figura 5.7 — Malha em elementos finitos e fases de reforgo

Os resultados da analise nao linear destas vigas utilizando a modelagem multifasica sao
dados na Figura 5.8, Figura 5.9 e Figura 5.10, a seguir. Como pode ser visto nestas figuras,
os resultados numéricos possuem boa coeréncia com os resultados experimentais. As
simulagdes foram interrompidas no ponto em que o algoritmo passou a apresentar

instabilidade numérica.
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Figura 5.8 — Curvas carga-deslocamento — Bresler-Scordelis — Série 1
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lcm =—dr— Resultados numéricos
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Figura 5.9 — Curvas carga-deslocamento — Bresler-Scordelis — Série 2
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Figura 5.10 — Curvas carga-deslocamento — Bresler-Scordelis —
Série 3

5.4.2 Lajes de concreto armado

Resultados de ensaios de placas quadradas, apoiadas nos cantos, submetidas a carga
centralizada podem ser encontrados em Jofriet e McNeice (1971) e Duddeck et al. (1978). Os
testes realizados por estes autores tém sido usado como benchmark para verificagdo de
esquemas numéricos por varios pesquisadores como Zhang et al. (2007) e Hinton et al.
(1981). Neste trabalho, estas placas sao analisadas utilizando a modelagem multifasica para

determinar a precisao da modelagem proposta.

A geometria e reforco das placas sdo apresentados na Figura 5.11 e na Figura 5.12 e as

propriedades dos materiais estdo listadas na Tabela 5.2.

A malha em elementos finitos utilizada para realizar ambas as simulagdes consiste em 200
elementos hexaédricos de 20 nds. A secao transversal da placa ¢ dividida em 8 camadas de
concreto e uma ou mais camadas equivalentes de aco com o reforgo aplicado em duas

dire¢des. Devido a simetria do problema, apenas um quarto da geometria foi discretizado.

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado
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Tabela 5.2 — Propriedades dos materiais dos ensaios das lajes de
Jofriet e McNeice (1971) e Duddeck et al (1978)

Fase Propriedades McNeice Duddeck
Moddulo de Elasticidade (E™) 28.600 MPa 16.400 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 0,15 0,15
Matriz (concreto) Resisténcia a compressio (™) 38 MPa 43 MPa
Resisténcia a tragio (o) 3,8 MPa 2,0 MPa
o, coeficiente de redugdo 0,4 0,4
Moédulo de Elasticidade (E") 200.000 MPa 201.000 MPa
Refor¢o (ago) Fragdo volumétrica (7) Varia Varia
Tenséo de plastificacdo (o) 350 MPa 670 MPa

As placas testadas por Jofriet € McNeice (1971) possuem refor¢co apenas na zona inferior
da secdo transversal (armadura positiva) enquanto nas placas de Duddeck et al (1978) o
reforco € posicionado tanto na zona inferior como na zona superior (armadura positiva e

negativa). Estes detalhes podem ser observados nas Figuras 5.13 e 5.14.

91,44
APOIO
APOIO
REFORGO
Pl
{1 ]
i L7
=L
ESPESSURA
DAPLACA=4450m
<
=t
T CARGA N0
7,62
APOIO
PO 43,72 | 45,72

Figura 5.11 — Geometria das lajes refor¢adas de Jofriet e McNeice
(1971)
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Figura 5.12 — Geometria das lajes refor¢adas de Duddeck et al (1978)

As placas sdao reforcadas em duas direcoes por uma distribuicdo paralela de barras
introduzidas seguindo as direcdes e, and e,. O carregamento corresponde a um teste de flexdo

com apenas um ponto sendo carregado.

No caso das lajes de Duddeck a taxa de reforco (area de ago em relagdo a area de concreto) na
zona superior ¢ p = 0.0296, enquanto que na zona inferior ¢ p = 0.061. McNeice utiliza
apenas armadura positiva com uma taxa de 282mm?/m. Salienta-se que os deslocamentos sao

medidos no chamado “n6 2”, indicado na Figura 5.11a.

As simulagdes numéricas foram realizadas correspondendo a cinco diferentes distribuigdes de
refor¢o. O Exemplo 0 ndo possui reforco, e servira de referéncia, enquanto que no Exemplo 1
o reforgo ¢ aplicado em toda a secdo transversal da laje. Nos Exemplos 2, 3 e 4, o refor¢o ¢
aplicado em uma area progressivamente menor, como pode ser observado na Figura 5.13 e
Figura 5.14. E importante salientar que a fragdo volumétrica varia em cada exemplo a fim de

manter a mesma quantidade de aco no modelo.
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Figura 5.13 — Distribuicao de reforco de Jofriet e McNeice (1971): as
regides hachuradas indicam a extensdo da zona multifasica.
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Figura 5.14 — Distribuicao de reforco de Duddeck et al (1978): taxas
de ago diferentes na zona superior e na zona inferior.

A Figura 5.15 apresenta os resultados numéricos e experimentais. Por comparagao, observa-se

que os resultados encontrados sdo compativeis. Logicamente, considerando as situacdes
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reforcadas, o Exemplo 1, tanto para Duddeck como para Jofriet e McNeice, produziu os
piores resultados ja que o centro de gravidade das barras de refor¢o ndo foi observado. O

Exemplo 0, nao refor¢ado, deve ser considerado simplesmente como um referencial.

45
= = = Duddeck etal (1578)
40 4- *— Numérica - Examplo 0
¥ —— Numé -Exemplo 1
™ .‘ i *— Numénco-Exempio 2
P = 35 4— Numérico - Exemplo 3 ]
W " #— Numérico - Exempilo 4
o e _.,—I-""r 30
P e
o~ _/./r"
q'_n—’ == 25
o =5 3
¥ £
Sy =20
3 =
A — N A KX (5]
’ e 15
2 i @
L/ = == Joliet & McNeice (1571) 10 A7
9 ¥— Numérico - Exempio 0 4
2 —=— Numérico - Exemplo 1 ./,“ kB i e TSNS
” ~—e— Numérico - Exemplo 2 5 ‘P 1S G S P
[/ » ¢— Numérico - Exempilo 3
Numérico - Exemplo 4
i 0 { ]
1 2 3 4 5 [ 0 2 4 6 8 10
Deslocamento do né 2 [mm] Deslocamento no centro da placa [mm]

Figura 5.15 — Curvas carga x deslocamento para lajes submetidas a
carregamento centralizado. (a) Jofriet e McNeice; (b) Duddeck

Uma importante questdo desta modelagem computacional ¢ determinar a extensdo da
chamada zona multifasica (zona refor¢cada). Na verdade, este aspecto esta relacionado a
validade desta abordagem ja que teoricamente a densidade de refor¢co requerida ¢ muito
maior para que o material seja considerado, em uma escala macroscopica, como um
material homogéneo. A influéncia da area onde o refor¢o ¢ aplicado pode ser observada

na Figura 5.16.

A analise indica que para os testes de Jofriet € McNeice (1971), os Exemplos 3 e 4
convergem para os resultados experimentais, o que significa que, para o exemplo adotado,
zonas refor¢gadas com uma extensao de 40,9% (1,82cm/4,44cm) e 15,9% (0,71/4,44cm)
provaram ser o suficiente para uma apropriada representacio da zona reforgada.
Comportamento muito similar foi encontrado nas comparacdes com a laje de Duddeck: o
modelo utilizando uma zona com extensdo de 50% (3,25cm/6,5cm) produziu bons
resultados. Observa-se assim uma independéncia da extensdo da zona multifiasica em

relacdo ao modelo. Esta tendéncia deve ser verificada por estudos complementares.
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Figura 5.16 — Carga x espessura da zona multifasica para um
deslocamento fixo de: (a) Smm no no 2 para Jofriet e McNeice e (b)
8mm no centro da placa para Duddeck et al.

Ex.3

Nesta secdo sera empregado o modelo com aderéncia imperfeita entre o concreto € o ago,

sendo realizada uma primeira tentativa de identificacao dos parametros da lei de interagao

através da simulag@o dos ensaios de arrancamento (pull-out tests) realizados por Watstein

(1947). O objetivo deste autor foi o de determinar a distribuicao das tensdes de aderéncia

ao longo de corpos de prova submetidos a ensaios de arrancamento. Foram utilizados

corpos de prova cilindricos com didmetro de 6 polegadas (15,24cm), comprimento de 8 e

12 polegadas (20,32 e 30,48 cm), reforcados por uma barra aco de 0,75 polegada de

diametro (1,905 cm), posicionada no centro do cilindro de concreto.

O corpo de prova de concreto € apoiado em uma mesa que possui um orificio. Por este

orificio o carregamento na barra de aco ¢ realizado, conforme Figura 5.17. Ao longo do

corpo de prova, Watstein (1947) posicionou uma série de extensometros elétricos (strain

gauges) a fim de medir o deslizamento relativo entre as barras de ago e o concreto. Na

borda superior do cilindro, tanto o concreto quanto o aco estdo livres. J& na extremidade

inferior o concreto esta simplesmente apoiado enquanto a barra de aco sofre o

carregamento. Assim, toda a tensao ¢ transferida pelo ago para o concreto por aderéncia.
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Figura 5.17 — Ensaio de arrancamento

Para a modelagem em elementos finitos, foram utilizados 10 elementos hexaédricos
distribuidos ao longo do comprimento do corpo de prova (um elemento na espessura).
Lembrando que a formulacao empregada permite a utilizagdo de cinematicas diferentes para

cada fase. Desta forma, um deslocamento de —Ae_ foi aplicado nos graus de liberdade

relativos a armadura. Os deslocamentos no concreto foram restringidos nesta direcao. A

malha, exemplificando este procedimento pode ser observada na Figura 5.18.
Malha

Figura 5.18 — Malha utilizada no ensaio de arrancamento.
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E importante salientar que a aplicabilidade desta modelagem multifasica, conforme ja citado
no Capitulo 3, necessita que as inclusdes sejam arranjadas periodicamente de forma paralela a
uma certa direcdo. Neste exemplo ha apenas uma barra no corpo de prova e, portanto, esta
condi¢do claramente ndo ¢ atendida. Desta forma, a analise tem base puramente heuristica
para dar continuidade ao estudo deste ensaio. A Tabela 5.3 apresente as propriedades dos

materiais.

Tabela 5.3 — Propriedades mecanicas — Ensaios de arrancamento de

Watstein (1947)
Fase Parametro Valores
Moédulo de Elasticidade (MPa) 30.035,0
. Coeficiente de Poisson 0,15
Matriz
C t
(Concreto) Resisténcia a tragao (MPa) 2,81
Resisténcia a compressao (MPa) 28,1
Moédulo de Elasticidade (MPa) 210.000,0
Reforgo ~ i o
(Aco) Fragdo volumétrica 1,52%
Tenséo limite (MPa) 500,0
Interacdo Coeficiente de Interagio (MN/m*) 11,0

O coeficiente de interagdo ¢ um parametro de entrada ndo conhecido e sua determinacao ¢ de
importancia fundamental. Utilizou-se neste trabalho o valor que produziu os resultados mais
proximos das curvas experimentais. Na Figura 5.19 ¢ possivel observar a sensibilidade do
modelo a este pardmetro. Quanto maior o valor de ¢/, maior a curvatura e maior o nivel do
esfor¢o de interacdo nas proximidades da borda carregada. O coeficiente de interacao variou
entre 11 ¢ 88 MN/m", para um mesmo nivel de carregamento. Devido a um melhor ajuste a

4 , e . - .
curva, o valor de 11 MN/m" ser4 utilizado nas simulagdes a seguir.
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Figura 5.19 — Sensibilidade do modelo ao parametro coeficiente de
interagao.

Os resultados sao apresentados em termos de tensdo na barra de aco e esfor¢cos volumétricos

de interagdo. Em ambos o0s casos, os resultados sao apresentados ao longo do comprimento do

corpo de prova para cinco incrementos de carga (18, 36, 45, 54 ¢ 72 kN). A Figura 5.20a e a

Figura 5.20b apresentam os resultados para o corpo de prova de 20,3cm. A Figura 5.2la e a

Figura 5.21b se referem ao corpo de prova de 30,4cm.
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Figura 5.20 — Corpo de prova de 20,3cm. (a) Distribuicao da tensdo na
barra de ago (b) esforgos de aderéncia.
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Figura 5.21 — Corpo de prova de 30,4cm. (a) Distribui¢do das tensdes
na barra de ago ¢ (b) tensdes de aderéncia.

Os resultados numéricos apresentaram, de forma geral, uma boa correspondéncia com o
estudo experimental mas ¢ importante salientar que a ado¢cdo de uma lei de interacao linear,
com um coeficiente de interacdo constante, ¢ fisicamente questionavel. Assim, utilizando
agora uma lei de comportamento elastica perfeitamente plastica para a lei de interagdo, com

um limite Tt = 0,31 kN/cm?, escolhido de tal forma a satisfazer a recomendacdo do CEB-
FIP Model Code 1990 (1993) (0,051, <7... <+ f. » dependendo das condig¢des de

aderéncia e do tipo de armadura empregada). Desta forma sdo obtidos os resultados

apresentados na Figura 5.22, para o corpo de prova de 30,4cm.

Convém salientar que o esfor¢o de interacdo e a tensao de cisalhamento sdo grandezas

distintas e podem ser relacionadas, no caso unidirecional, pela equagdo apresentada por

Sudret (1999), a seguir.

1 1 1
I=—|7'dS 5.13

onde ¢ S; e L sdo, respecivamente, a area da se¢do transversal e o comprimento do volume
. I, ~ . . .. ~ ;o
elementar representativo, 7 é a tensio de cisalhamento na interface matriz-inclusio e S’ é area

de interface. O caso geral havia sido apresentado em (3.37).
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Figura 5.22 — Corpo de prova de 30,4cm com elastoplasticidade
perfeita da lei de interacdo. (a) Distribui¢do da tensdo na barra de ago
(b) esforcos de aderéncia.

Claramente os resultados para as tensdoes de aderéncia ficam longe dos resultados medidos
experimentalmente mas o patamar encontrado para uma tensdo igual ao Tmsx adotado ¢
idéntico ao comportamento apresentado por Bennis (2002), sendo possivel observar que a
plastificacdo da interagdo, ao longo do corpo de prova tracionado, ocorre de forma gradual,

iniciando sempre na extremidade carregada.

Salienta-se novamente que a determinagdo do comportamento de interacdo ¢ um aspecto de
grande importancia. Apesar das curvas da Figura 5.20 e da Figura 5.21 apresentarem um bom
ajuste em relagdo aos resultados numéricos ressalta-se a necessidade da implementacao de
uma lei de comportamento adequada para a interagdo com a utilizagdo de pardmetros que
resultem de uma curva tensdo de aderéncia x deslizamento como, por exemplo, a proposta

pelo CEB-FIP Model Code 1990 (1993), apresentada na Figura 5.23.

a

B

ax

Tens#o de aderéncia
—_—

S1 2

Deslizamento

Figura 5.23 — Diagrama tensdo de aderéncia x deslizamento
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6 CONCLUSOES E FUTUROS DESENVOLVIMENTOS

A presente tese de doutorado teve por objetivo principal a modelagem computacional de
estruturas de concreto armado a partir de uma abordagem pouco usual para este material, a
chamada modelagem multifasica, que se constitui em uma generalizagdo do método de
homogeneizacdao. As aplicacdes realizadas com esta metodologia no ramo da engenharia
geotécnica mostraram excelentes resultados em um grande numero de estruturas, como por
exemplo, a terra armada, redes de estacas e tineis refor¢ados. Sob o ponto de vista do custo
computacional a modelagem apresentada pode apresentar algumas vantagens, especialmente
quando comparada a modelos em que sdo utilizados elementos de aderéncia entre concreto e
aco. De qualquer forma, estas eventuais diferencas nos tempos de processamento nao foram

quantificadas neste trabalho.

Com auxilio do método dos trabalhos virtuais foram obtidas as equacdes de movimento do
sistema mecanico, dividido por fases e levando em conta as forg¢as de interacdo entre estas
fases. As leis de comportamento, tanto no regime elastico, quanto no regime elastoplastico,
também foram apresentadas de forma desacoplada. Devido ao fato de cada meio continuo
possuir cinematica propria, o escorregamento entre o concreto € as barras de aco € computado
de forma automatica. O desenvolvimento teorico foi implementado em um codigo em
elementos finitos baseado no programa elaborado por Hinton e Owen (1980), tendo este sido
estendido para trabalhar com elementos tridimensionais isoparamétricos hexaédricos lineares

e quadraticos para a modelagem do concreto.

E importante salientar que, conforme apresentado no desenvolvimento do trabalho, duas
modelagens foram desenvolvidas e implementadas: o modelo que considera uma aderéncia
perfeita entre 0 aco e o concreto, que se constitui na abordagem mais simples para uma
modelagem multifasica uma vez que evita a identificagdo dos parametros constitutivos que
governam a lei de interacdo; € o modelo que permite o deslizamento entre estes dois

componentes.
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As simulagdes apresentadas no Capitulo 4 tiveram o objetivo de validar o procedimento
numérico, ou seja, de observar se os resultados produzidos a partir do cddigo implementado
eram corretos e viaveis. Por este motivo, os comparativos foram realizados com solugdes
analiticas de problemas conhecidos e os resultados foram absolutamente concordantes,
mesmo utilizando malhas de elementos muito simplificadas, procedimento utilizado no

decorrer de todo este trabalho.

Ja as anadlises numéricas contidas no Capitulo 5 buscaram representar o concreto a partir de
formulagdes que reproduzissem seu comportamento tipico. Para tanto foi implementado um
modelo para o concreto comprimido, utilizando uma regra de endurecimento proposta pelo
Comité¢ Euro-International du Béton (CEB), e um modelo para o concreto tracionado,
aplicando o modelo de fissuras distribuidas proposto por Hinton (1988). O critério de ruptura
utilizado foi o critério de quatro parametros de Ottosen (1977) ja que, de uma forma geral,
apresenta uma boa correlagdo com ensaios envolvendo estruturas de concreto. A concordancia
obtida nas comparagdes realizadas com os ensaios experimentais foi satisfatéria. Quando da
investigacdo da dimensao da zona multifasica, ou seja, da espessura da camada com
propriedades equivalentes, observou-se uma rapida convergéncia dos resultados a medida que
a extensdo da zona reforcada diminuia, mostrando, contudo, resultados razoavelmente
precisos em todos os casos considerados. Estudos complementares sdo necessarios a fim de

determinar em que situagdes esta tendéncia € verificada.

Uma das principais contribuigdes do presente trabalho consiste na forma como a interagao
entre o concreto e a matriz ¢ levada em conta. As técnicas tradicionais para analise das forgas
de aderéncia exigem a implementacdo de elementos que variam de uni a multidimensionais
conduzindo, inevitavelmente, a geracdes de malha extremamente refinadas e a problemas
numéricos demasiadamente grandes. Quanto mais sofisticado o modelo maior o custo

computacional associado.

Porém, a determinagdo dos parametros que comandam a lei de interagdo entre ago e concreto
¢ uma questao chave e ¢ tema para longa discussao. Nao ¢ uma tarefa facil e requer uma
sofisticada abordagem micromecanica ou detalhados procedimentos de ajuste a dados
experimentais. Sudret (1999) sugere que o parametro possa ser estimado como func¢do do
modulo de cisalhamento do concreto, da dimensdo do volume elementar representativo e da
fragao volumétrica. No entanto, ¢ de conhecimento geral que existem muitas outras variaveis
envolvidas como, por exemplo, o formato e o diametro das barras de ago e de suas nervuras, a

resisténcia a compressdo do concreto, o tipo de concreto (auto-adensavel ou normal) entre

Um modelo multifasico para estruturas em concreto armado
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outras propriedades (Almeida Filho, 2008). Desta forma, ¢ muito clara a necessidade de

estudos especificos que objetivem a determinagdo destes dados.
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