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RESUMO

A esbeltez dos perfis de aco formados a frio pedaltar na interacao entre diferentes modos
de flambagem, tornando a anélise desses componangetarefa complexa. Para o projeto de
perfis formados a frio, € fundamental a compreemsinatureza do modo de flambagem ao
qual estdo submetidos. O célculo de modos de flgemhapuros e a quantificacdo da
interacdo de modos contribuem para o estudo do aadampento desses perfis. Nesse
trabalho, o calculo da carga critica elastica deoaale flambagem puros ou combinados é
realizado através do uso de modelos de elememiibssfirestringidos. Para o calculo focado
em uma classe de flambagem especifica (de modbaigjaistorcionais, locais ou outros),
diferentes procedimentos de restricdo sao propdstdzando um procedimento de restricdo
geral, o campo de deformacdes do modelo é restargdg acordo com uma combinacéo de
modos de deformacdo da secéo, definidos com baseamgeitos da teoria generalizada de
vigas e do método das faixas finitas restringida.diecdo longitudinal do perfil, podem ser
combinados diversos componentes harmonicos queit@spas condicdes de contorno das
extremidades. Também sd&o mostrados casos em qas t®l componentes harmoénicos
longitudinais possiveis podem ser automaticameatsiderados. O calculo de modos de
flambagem combinados possibilita, automaticamentgjantificacdo da interagdo dos modos
considerados. Para validacdo dos procedimentosogtiay) sdo apresentados resultados
numéricos da analise de um perfil C com enrijecesiate borda, com duas diferentes
condicbes de contorno das extremidades, e subraetiddois tipos de carregamento. Os
resultados sdo comparados com os fornecidos peia tgeneralizada de vigas e pelo método
das faixas finitas restringido. Os procedimentosedtricdo sdo aplicados na analise de um
perfil inspirado em uma estrutura real com apaibsrimediarios (ao longo do comprimento),
explorando a vantagem da implementacdo utilizardmentos finitos. O potencial dos
procedimentos aqui propostos é discutido. Finaleydatam sugeridos novos objetivos para a

continuagéo desse trabalho.

Palavras-chave: Perfis formados a frio, métodoalementos finitos, modos de flambagem

puros, restricoes.



ABSTRACT

The slenderness of cold-formed steel member canltr@s the interaction of different
buckling modes, making the analysis of these mesnaeomplex task. In the design of thin-
walled members, the understanding of the naturthetuckling mode is fundamental. The
calculation of pure buckling modes and the evatumatif the interaction amongst the buckling
modes help in the study of the behavior of thintedaimembers. In this research, the elastic
critical buckling load calculation of pure and candd buckling modes is carried out using
constrained finite element models. Different camising procedures are proposed for the
calculation focused on each buckling class (of aloklistortional, local or other modes).
Using a general constraining procedure, the defbomdields of the model are constrained in
accordance with a combination of section defornmatimdes, which are defined based on the
concepts of the generalized beam theory and thstreamed finite strip method. In the
longitudinal direction on the member, several harim@omponents may be combined, which
must meet the boundary conditions of the membes.eddses where all possible longitudinal
harmonic components can be automatically considare@lso presented. In order to validate
the proposed procedures, numerical results aremiex on the analysis of a lipped channel,
with two different configurations of boundary cotdins at member ends and submitted to
two different types of loading. The results are paned to the ones provided by the
generalized beam theory and the constrained fatitp method. The constraining procedures
are applied to the analysis of a member inspired lgal structure with intermediate supports
(between the member ends), exploring the advantaigéee implementation using the finite
element method. The potentiality of the procedpreposed herein is discussed. Finally, new
aims are proposed in order to continue this rekearc

Keywords: Thin-walled members, finite element methoure buckling modes, constraints.
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equivalente a secao do perfil)

L — Local (refere-se a um modo de deformacdo, pagesde deformacdes ou ao tipo de
flambagem)

M — indice que se refere aos graus de liberdadebmzrais de uma faixa finita ou de um
elemento de placa; indice que se refere a um egfmdeformacdes reduzido genérico (por
exemplo, pode ser o espaco G, D, L, O ou qualquebmacao desses)

MEF — Método dos Elementos Finitos

MFF — Método das Faixas Finitas

MFFr — Método das Faixas Finitas Restringido

MRD — Método da Resisténcia Direta

NTE — norma do trabalho externo

NV — norma vetorial
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O — Outro (refere-se a um modo de deformacéo, pacesde deformacgdes ou ao tipo de
flambagem)

Todos os Comp — refere-se a analise de flambagersidevando todos os componentes
harmoénicos longitudinais possiveis

Todos os Modos — refere-se a curva de flambagem ogmsidera todo o espaco de
deformagdes do modelo numérico em questao

Total — refere-se ao esquema de restricdo do mogedbementos finitos usado que considera
a restricdo de todos os graus de liberdade da malha

u — unknown (refere-se aos graus de liberdade desconhecidosnaldelo de vigas
bidimensional equivalente a secéo do perfil)
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LISTA DE SIMBOLOS

0 — matriz com zeros

A — matriz que define a condi¢do de ortogonalidaderdpenamento entre modos G e D

b - largura de uma faixa finita

b — largura de uma faixa finifzou de um elemento de placa

B — matriz com derivadas das funcbes de forma de fama finita; matriz contendo as

propriedades da sec¢éo transversal do perfil (igadéexao transversal) relacionadas a todas

as funcoes elementares, na GBT

B - matriz contendo as propriedades da secdo tremadveo perfil (rigidez a flex&o
transversal) relacionadas a todos os modos ortegyoreaGBT
Bv — matriz que permite expresd&s em funcao d&m

Cy,; - coeficiente de contribuicdo modal do modo aarébgonali pertencente ao espago M
Cepo - Vetor com as contribuicbes dos modos axiais gortais para um modo de
deformacé&o no espaco geral do MFF

c, - vetor com as contribuicdes dos modos axiaisgortais para um modo de deformagéao
no espaco M

C — matriz contendo as propriedades da secéo tnaadw® perfil (rigidez axial) relacionadas

a todas as funcdes elementares, na GBT

C - matriz contendo as propriedades da secdo tremavelo perfil (rigidez axial)

relacionadas a todos os modos ortogonais, ha GBT

C, - matriz que permite express&m em fungéo d&/m

C, - matriz que permite expres3afis em fungao dev

d,; - dimenséo dos flanges inferiores do perfil daisaldo silo

d, - dimenséo dos flanges do perfil C

d, - dimenséo dos enrijecedores de borda do pedidG perfil da coluna do silo
d, - dimenséao do flange superior do perfil da coldaailo

d, - dimenséao da alma do perfil C e das almas dal pertoluna do silo

d — vetor com os graus de liberdade de uma faixi@fou de um modelo de faixas finitas

d,ep - vVetor com graus de liberdade modais do espago GD
XVi



d[m] - vetor com os graus de liberdade do componemtedracom no MFF
d[m] (Y) - vetor com os graus de liberdade do componentadracom no MFF, dependente

da fungéo de forma longitudinal

d,, - vetor com os graus de liberdade (nodais ou nspdai espaco de deformagoes reduzido
M de um modelo de faixas finitas (caBg, seja uma base modal para o espacal,e um

vetor de contribuicbes modais)

d, - vetor com os graus de liberdade membranais defamxa finita
d, - vetor de deslocamentos transversais do modelaigdes bidimensional equivalente a

secao do perfil

d,, - vetor com os graus de liberdade de flexdo deaplie@ uma faixa finita

wo
D, - determinante da matriz que transformia e ul (referentes a dois elementos de placa
conectados no nig para coordenadas globais

D — matriz contendo as propriedades da secdo tmnmasveo perfil (rigidez a torgéo)
relacionadas a todas as fungfes elementares, na GBT

D - matriz contendo as propriedades da secdo tremsdvdo perfil (rigidez & torcéo)
relacionadas a todos os modos ortogonais, na GBT

E — mddulo de elasticidade longitudinal

EAY - rigidez axial de uma vigano modelo de vigas bidimensional equivalente dselp
perfil

eIl - rigidez a flexdo de uma vigano modelo de vigas bidimensional equivalente asec
do perfil

G — méddulo de elasticidade transversal

H, - base vetorial modal para o espaco D (contém sd@odeformacdo D expressos em
termos dos graus de liberdade do espaco GD)

H? - base vetorial modal para o espago D transforrteateéém modos de deformagéo axiais
ortogonais D expressos em termos dos graus dediderdo espaco GD)

H, - base vetorial modal para o espago G (contéem mddodeformacdo G expressos em

termos dos graus de liberdade do espaco GD)
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HZ2 - base vetorial modal para o espaco G transforr@dém modos de deformagéo axiais

ortogonais G expressos em termos dos graus ddditberdo espaco GD)

H,p - matriz de transformagéo da base vetorial doges@d (contém modos de deformacéo
G e D expressos em termos dos graus de liberdadspago GD)

| — matriz identidade

k. - constante dependente do nimero de meias-ondae valer 7z/L
k. - matriz de rigidez elastica de uma faixa finita

k.. - matriz de rigidez local de graus de liberdad@gversais de uma vigano modelo de

et
vigas bidimensional equivalente a secéo do perfil

k, - matriz de rigidez geometrica de uma faixa finita
K. - matriz de rigidez elastica global no MFF

K[ers] - matriz de rigidez elastica de um modelo de faixaitas referente a interacdo entre os

componentes harmonico® s

K.w - matriz de rigidez elastica global do problemaadtovalores restringido ao espaco de

deformacdes M, no MFFr

K.. - matriz de rigidez global de graus de liberdadmdversais do modelo de vigas

et
bidimensional equivalente a se¢éo do perfil

K, - matriz de rigidez geometrica global no MFF

K[grS] - matriz de rigidez geométrica de um modelo deafafinitas referente a interagdo entre

0S componentes harmoniaos s

K,m - matriz de rigidez geometrica global do probleseaautovalores restringido ao espaco

de deformagdes M, no MFFr

L — comprimento do perfil; comprimento de meia-onda

m — numero de meias-ondas do componente harménidondéio de forma longitudinal,
namero de graus de liberdade do modelo de fair#adi

m,, — numero reduzido de graus de liberdade de um Imalgefaixas finitas restringido ao

espaco de deformacgbes M
n— numero de linhas nodais (ou n6s) do modelo idaddinitas

nm-— numero de nads principais no modelo de faixatin
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ns— numero de subnds no modelo de faixas finitas

p — valor maximo da carga de compressao distribngdanha média da se¢éo do perfil
p, - coeficiente de participacdo modal na GBT (ref&e um modo ortogonal pukp
py - participagdo modal dos modos pertencentes agesy, no MFFr

P — carga de compresséao

P_ - carga critica de flambagem

cr

P, , - carga critica de flambagem dos modos distorcsona
P, ¢ - carga critica de flambagem dos modos globais
P, -carga critica de flambagem dos modos locais

P

lim

- carga limite
g - numero maximo de meias-ondas considerado no (WiEiro positivo)
g, - vetor de forgas nodais referentes aos graubedelade transversais do modelo de vigas

bidimensional equivalente a secao do perfil

r — namero de meias-ondas de um componente da fuecfarma longitudinal do perfil no
MFF

r, - nimero de meias-ondas do modo distorcional &nddise de flambagem do perfil E-E
através da GBT

r, - nimero de meias-ondas do modo local 7, na andéflambagem do perfil E-E atraves
da GBT

RE”‘] - coluna genérica da matrRg, , (modo de deformagéo axial ortogonal), associada ao
modoj e ao componente harmoénico

REm] (Y) - coluna genérica da matri2,, , (modo de deformagdo axial ortogonal), associada
ao modg e ao componente harmoénicp dependente da fungéo de forma longitudinal

R[g“g’u - submatriz deR[c’;"D] (matriz R, associada ao componente harmonmoreferente
aos graus de liberdadle

R[c’;“D]’V - submatriz deR[g‘[l (matriz R, associada ao componente harmoénmoreferente

aos graus de liberdade
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R[g‘[}w - submatriz deR[c’;"D] (matriz R, associada ao componente harmomgoreferente

aos graus de liberdadfe

Rgﬂ,o - submatriz deR[g‘[l (matriz R, associada ao componente harménmoreferente
aos graus de liberdad®

R, - Matriz contendo modos de deformagdo axiais ortaig que gera todo o espago de
graus de liberdade do MFF

Rg[gglo - matriz contendo modos de deformacédo axiais ortag que gera todo o espaco de
graus de liberdade do componente harmomem MFF

R, - matriz de restricdo do modelo de faixas fin@@sociada ao espaco de deformacdes

reduzido M (caso seja utilizada uma base modatécomodos de deformacdo expressos em
termos dos graus de liberdade gerais do MFF)

Ry - matriz de restrigdo transformada do modelo deagafinitas associada ao espago de

deformagbes reduzido M (contém modos de deformagdais ortogonais expressos em
termos dos graus de liberdade gerais do MFF)

s — eixo do sistema de coordenadas local de um atent® placa (direcéo transversal, no
plano da placa, na GBT)

S, - matriz que permite expressam em funcdo d&/m

S, - matriz que permite expressas em fungéo dev

t — espessura da chapa do perfil (constante)

t¥) - espessura de uma faixa finita

t*) (x) - espessura da faixa principadependente de

T, —tragdo em uma linha nodaho MFF
u— grau de liberdade associado ao deslocamensvaaal na direcdo do eixo local

u®) - deslocamento na direcdo do eixo locale um elemento de placgcomum as duas

linhas nodais da faixa principal)

ui[m] - grau de liberdade associado ao née ao componente harmonicono MFF
u, - magnitude da fungéo elementar de empenarr@r(ts) na GBT (valor do empenamento
no nok devido ad, (s))

XX



T, (s) - funcéo elementar de empenamento de uiy né GBT

G (s) - funcéo de deslocamentosia se¢ao do perfil, referente a um modo ortogouead na

GBT

U — grau de liberdade associado ao deslocamentvaesal na direcédo do eixo global

U, (Y) - grau de liberdad® no néi de uma secdo do modelo de elementos finitos faidi
emY

Ul[’]‘] - deslocamentt) no néi do modo de deformacg@ssociado ao componente harmdnico
m(R[")

u — vetor com os campos de deslocameut@s s) de todos os segmentos de placa do perfil,

na GBT

U — matriz com as funcgoes, (s) de todos os segmentos de placa do perfil, na GB{Dy

com os graus de liberdatledo modelo de faixas finitas

U(Y) - vetor com os graus de liberdadede uma se¢do do modelo de elementos finitos
localizada enY

UEm] - vetor com os deslocamentosdo modo de deformacdoassociado ao componente
harmoénicom ( RE”’] )

Uy, - vetor com os graus de liberdatle do modelo de faixas finitas associados ao

componente harméniao

Um — vetor com os graus de liberdddielos nés principais internos

Us — vetor com os graus de liberdddielos nos principais externos e dos subnos

v — grau de liberdade associado ao deslocamentaudimal (empenamento) na direcao do

eixo localy

v (x) - fungéo de empenamento arbitrarie faixa principak
vi[m] - grau de liberdade associado ao née ao componente harmonicono MFF
v, (s) - funcdo de deslocamentos causados pela aplicacdo da funcdo elementar de

empenamentd (s) no nok, na GBT
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v, (s) - funcéo de deslocamentesa secéo do perfil, referente a um modo ortogpua na

GBT
V — grau de liberdade associado ao deslocamentdudigal (empenamento) na direcdo do

eixo globalY

V, (Y) - grau de liberdad¥ no néi de uma secdo do modelo de elementos finitos hacki

emY

Vj[,’i“] - deslocament® no néi do modo de deformagd@ssociado ao componente harmonico
m(RI™)

Vv — vetor com 0s campos de deslocamem(os s) de todos os segmentos de placa do perfil,
na GBT

V — matriz com as fungoeg (s) de todos os segmentos de placa do perfil, na GBIy
com os graus de liberdatfgempenamento) do modelo de faixas finitas

V(Y) - vetor com os graus de liberdadede uma secdo do modelo de elementos finitos

localizada enY

Vj[m] - vetor com os deslocament@¥sdo modo de deformacgoassociado ao componente
harmoénicom ( RE”’] )

Vi - vetor com os graus de liberdadedo modelo de faixas finitas associados ao
componente harméniao

V., (Y) - vetor com os graus de liberdadados nos principais de uma se¢do do modelo de

elementos finitos localizada em (vetor utilizado como incégnita no procedimento de

restricdo ao espaco GD)
V,[n’"] - vetor com os graus de liberdadedos nés principais do modelo de faixas finitas

associados ao componente harmémico
Vm — vetor com os graus de liberdadéempenamento) dos nés principais
Vs — vetor com os graus de liberdaddos subnos

w — grau de liberdade associado ao deslocamentvaesal na direcdo do eixo local

vvi[’"] - grau de liberdade associado ao riGe ao componente harménicono MFF
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w, - magnitude da funcédo elementar de empenam&ﬁt@s), na GBT (valor do
deslocamento perpendicular ao elemento de placa kalevido aw, (s))
W (s) - funcdo elementar de flexdo transversal de umknéa GBT, ou fungéo de

deslocamento# causados pela aplicagao da funcéo elementar denamentau, (s) no no
k, na GBT
W, (s) - funcdo de deslocamentasna secéo do perfil, referente a um modo ortogpued

na GBT

W — grau de liberdade associado ao deslocamentveemal na direcdo do eixo glolizal

W (Y) - grau de liberdad#/ no noi de uma sec¢do do modelo de elementos finitos kaxkdi
emY

V\/j[;“] - deslocamentdN no ndéi do modo de deformacdp associado ao componente
harménicom ( RE”’] )
W? - carregamento modal associado ao modna GBT (resultante das tensdes causadas

m

pelas funcdes elementares)

W? - carregamento modal associado ao modpa GBT (resultante das tensbes causadas

m
pelos modos ortogonais)

w — vetor com os graus de liberdade loaaigos nés principais externos e dos subnds do

modelo de faixas finitas; vetor com os campos delodementosw(x, s) de todos os

segmentos de placa do perfil, na GBT

W — matriz com as fun¢des, (s) de todos os segmentos de placa do perfil, na GB{Dyr

com os graus de liberdatl¢do modelo de faixas finitas

W(Y) - vetor com os graus de liberdadéde uma secado do modelo de elementos finitos
localizada enY

Wj[m] - vetor com os deslocamentdédo modo de deformacgaassociado ao componente
harmoénicom ( RE”’] )

W,y - vetor com os graus de liberdati¢ do modelo de faixas finitas associados ao
componente harméniao
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Wm — vetor com os graus de liberdatfalos nds principais internos

Ws — vetor com os graus de liberdaffalos nds principais externos e dos subnds

X — eixo do sistema de coordenadas local de um atente placa (direcéo transversal, no
plano da placa, no MFFr, e direcédo longitudinaGiar)

X — eixo do sistema de coordenadas global do gdnfdcao transversal)

X.,, - matriz de termos de segunda ordem (matriz gemagtassociada ao carregamento

modalW?, na GBT

X - matriz de termos de segunda ordem (matriz ge@agtassociada ao carregamento
modalW?, na GBT

y — eixo do sistema de coordenadas local de um atentke placa (direcéo longitudinal no
MFFr)

y — vetor de coordenadas mistas das funcdes eleregma GBT

Yy, — vetor de coordenadas mistas representando uno eh@dleformacdo puro na GBT,

resultante do problema de autovalores que diagiana matrizeB e C
Y - eixo do sistema de coordenadas global do gdifécéo longitudinal)

Y, - posi¢do de uma se¢éo genésece modelo de elementos finitos

z — eixo do sistema de coordenadas local de um alende placa (direcdo transversal,
perpendicular ao plano da placa, no MFFr e na GBT)

Z — eixo do sistema de coordenadas global do ffdifdcéo transversal)
at) - angulo de uma faixa finita ou de um elementpldea em relagéo ao eixo global

a. - angulo da faixa no submo

aEm] - coeficiente de contribuicdo modal de um modael®rmacao genérigoassociado ao

um componente harmoénicn, modificado para restringir o modelo de elemeriitoisos de

forma independente das fungdes de forma longitiglina

,BJ[”‘] - coeficiente de contribuicdo modal de um modaef®ermacao genérigoassociado ao
um componente harmoénico

y - deformagéo cisalhante membranal de um elemenpdada do perfil na GBT

yx“; - deformacao cisalhante membranal de um elemenptatta do perfil no MFF

0 - deslocamento genérico num perfil submetido gacde compressad
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O000 - deslocamento causado pela flexdo em relacaaxaale maior inércia do perfil, para

um perfil C de 1000 mm

000 - deslocamento causado pela flexdo em relacaaxaale maior inércia do perfil, para

um perfil C de 8000 mm

AY, - distancia entre seg¢oes restringidas em um malte@ementos finitos

g - deformagéo transversal membranal de um elentenpdaca do perfil na GBT
gl - deformagéo transversal membranal de um elentenpdaca do perfil no MFF
e’;"y - deformacao longitudinal membranal de um elemdetplaca do perfil no MFF

¢ - vetor de deformacfes de uma faixa finita

@ - grau de liberdade associado a rotacao trangarseorno do eixo locat

Hi[m] - grau de liberdad@ associado ao née ao componente harmoénicono MFF

© - grau de liberdade associado a rotacao trang\arstorno do eixo globaf

C} (Y) - grau de liberdad® no n6i de uma secdo do modelo de elementos finitos kaidi
emyY

G)[j'?] - rotacdo® no noéi do modo de deformacgaassociado ao componente harménito
(R™)

® - vetor com os graus de liberdade de rota®ado modelo de faixas finitas

©(Y) - vetor com os graus de liberdad@e de uma secéo do modelo de elementos finitos
localizada enY

®[jm] - vetor com as rotacde® do modo de deformacdp associado ao componente
harmoénicom ( RE”’] )

O, - vetor com os graus de liberdad2 do modelo de faixas finitas associados ao

componente harménica (RI™)

A - parametro de carga na equacéo de segunda oadl&BT

A - autovalor genérico na analise de flambagem n& MF
A, - autovalor no processo de diagonalizagéo daszesB e C da GBT

A - matriz de autovalores da analise linear de fegem no MFF
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A,, - matriz de autovalores da analise de flambagestnimgida ao espaco de deformagbes

M, no MFFr
v - Coeficiente de Poisson

o, -tensdo critica de flambagem

o, - tensao longitudinal em uma linha nodab MFF

o, -tensdo normal membranal na dire¢éo do eixo bocal

- tensédo normal membranal na dire¢éo do eixo pcal

x) - funcédo de amplitude da funcao elementar referaoinck na GBT
X) - funcédo de amplitude do modo ortogokala GBT

x) - derivada da funcdo de amplitude da funcéo eléamesferente ao nkna GBT

qé’x x) - derivada da funcdo de amplitude do modo ortogona GBT
@ - vetor com as fungdes de amplitude de todasreg®és elementares, na GBT
@, - vetor com as derivadas das fungées de ampliiedndas as funcdes elementares, na

GBT

@ - vetor com as funcdes de amplitude de todos a@omortogonais, na GBT

® - matriz de autovetores da analise linear de feegaln no MFF

@, - autovetor genérico da analise linear de flamivage MFF

®,, - matriz de autovetores da analise de flambagastningida ao espaco de deformagdes
M, no MFFr

®,,; - autovetor genérico da andlise de flambagemimggla ao espaco de deformacdes M,

no MFFr, expresso em termos dos graus de liber@ao@ais ou modais) do espaco de

deformacdes reduzido M

l/I(X) - funcdo de amplitude na GBT (representa a vaviggdamplitude dos deslocamentos

da secao ao longo do comprimento do perfil)

¥, (x) - derivada da funcéo de amplitude na GBT

¢(y) - fungdo de forma longitudinal de uma faixa finita
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(//j,comb(Y) - combinagéo de componentes harmonicos com sepsate/os coeficientes de

contribuicdo modal modificados, associada ao meddeformacap

Yo (Y) - componente harménico da funcéo de forma comiumeno de meias-ondas, no

processo de restricdo do modelo de elementosdinito

‘//},comb(Y) - combinagdo das derivadas de componentes harosdrdom coeficientes

apropriados, associada ao modo de deformjacgao
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1. INTRODUCAO

Os perfis formados a frio, fabricados a partir dard de chapas de pequena espessura,
caracterizam-se pela esbeltez e pela facilidadeprdducdo em diferentes geometrias.
Também séo conhecidos como perfis de chapa dobuagerfis de parede fina.

A fabricacdo dos perfis formados a frio, em dobiradeou perfiladeiras, quando
comparada a dos perfis laminados ou soldados, glesne barata. Devido a facilidade de
fabricacdo em diversas geometrias, podem ser sriatiaas especiais de perfis para atender
a uma determinada solicitacdo, sendo possivel zaimas dimensdes da sec¢do, 0 que
representa economia. Assim, os perfis de aco favmad frio sdo alternativas leves e
econdmicas para os diversos ramos da construgé@ticaet

As caracteristicas dos perfis formados a frio v&oedcontro a tendéncia atual da
construcdo metalica no mundo e no Brasil, que pliaagdo de elementos esbeltos para a
obtencéo de estruturas leves. Por isso, 0 empreggedipo de perfil vem crescendo muito
nas Ultimas décadas, em varias areas da constngtabca.

Os perfis de aco formados a frio podem ser aplgaplor exemplo, em construcéo de
prédios (residenciais, comerciais e industriaigjyacerias de 6nibus e caminhdes, estruturas
de avides, maquinas e implementos agricolas, piagleracks de armazenagem etc. Os
perfis de chapa dobrada também podem ser usadasaabartura ou fechamento lateral sob
a forma de telhas metdlicas, que ainda contam agrasoaplicacdes. A Figura 1.1 mostra

algumas secdes transversais tipicas dos perfiattosna frio.

(@) (b) (©) (d) (e ® (®

(h)

Figura 1.1. Sec0Oes transversais tipicas de perfisados a frio. (a) Perfil C. (b) Perfil C com
enrijecedores de borda. (c) Perfil C com enrijece@doalma. (d) Perfil cartola. (e) Perfil Z. (f)
Perfil C com flanges adicionais. (g) Variacao ddipeartola. (h) Telha trapezoidal.



Conforme discutido, o uso de perfis de ago formaadso tem como concepcgao a
obtencdo de estruturas leves. Porém, o uso de chlip@equena espessura na fabricacéo
desses perfis resulta, muitas vezes, numa grarmters dos elementos que compdem a
secado, ou seja, as paredes da secdo apresentagramda relacdo largura/espessura. Essa
grande esbeltez faz com que os perfis de aco farsnadrio sejam bastante suscetiveis ao
fendbmeno da flambagem local de seus elementosfenameno da flambagem distorcional
da secao, quando submetidos a esforcos de compressa

Perfis que sofrem flambagem local ou distorcionadspem comportamentos poés-
criticos estaveis, ou seja, ndo entram diretamamteolapso quando flambam (possuem uma
consideravel reserva pos-flambagem ou reserva fitisay. Porém, esses dois tipos de
flambagem sé&o responsaveis pela reducédo da cagaciesistente de um perfil, devendo ser
considerados nos calculos de dimensionamento dommes

Assim, os perfis formados a frio estdo sujeitoséa tipos de modos de flambagem
discutidos na literatura e nas normas de proj&mbdagem global, flambagem distorcional e
flambagem local (tratados, por exemplo, em Yu edwdi®, 2010). A cada tipo de flambagem
esta associado um diferente grau de reserva pagdigem. As normas de projeto, para o
calculo da resisténcia desses perfis com consi@lerdg reserva pos-flambagem, baseiam-se,
mesmo que indiretamente, na determinacdo das cevitjaas eldsticas associadas a cada tipo
de flambagem do perfil. O Método da Resisténciet@ifMRD) [Schafer, 2008], incluido
recentemente nas normas de projeto [North Amer@ecification, 2004, e ABNT, 2010]
baseia-se explicitamente nessa abordagem. Porégswmijto importante a consideracdo dos
trés tipos de flambagem citados.

Mesmo que os modos globais, distorcionais e losajam fendmenos aceitos e
tratados nas normas de projeto, ndo existem déésiginicas para os trés tipos de
flambagem. Considerando ainda que esses trésdgosdos purogie flambagem podem
interagir, pode-se dizer que a andlise do compemnéonde perfis formados a frio €, no
minimo, complexa.

O calculo das cargas criticas de flambagem eladiécam perfil formado a frio &
normalmente realizado através do uso de algum métachérico. Os métodos numéricos
mais utilizados para esse fim sdo o Método dos &Mms Finitos (MEF) utilizando
elementos de casca, o Método das Faixas Finitag-\MFa Teoria Generalizada de Vigas

(GBT, sigla que vem do nome em ing{&sneralized Beam TheqQry



O MEF [Zienkiewicz, 1982] € o método numérico magsral e mais popular,
disponivel através de diversos softwares comerddosMEF, podem-se modelar quaisquer
condicbes de contorno, configuracoes de carregameritregularidades. Os modelos de
elementos finitos tém, em geral, um grande numergrdus de liberdade, o que implica, além
de um custo computacional maior do que o dos ouwtois métodos numéricos citados, um
grande numero de modos de flambagem gerados emanatiae linear. Assim, o usuario
precisa analisar varios modos para encontrar gggarriticas associadas aos trés tipos
caracteristicos de flambagem, o que fica subjetiamnda mais trabalhoso devido a interacéo
entre 0os modos puros pertencentes aos trés tipitena@agem comentados.

O MFF [Cheung e Tham, 1998] é um método muito usspecificamente na andlise
de perfis formados a frio, também disponivel atsawie alguns softwares, inclusive
gratuitamente [Schafer, 2006, e Schafer, 2011].é@do utiliza menos graus de liberdade do
gue o MEF, sendo mais eficiente computacionalmeotejue facilita aos softwares a
apresentacao dos resultados de carga critica egddudo comprimento de meia-onda ou do
comprimento do perfil. Para perfis com extremidasiesplesmente apoiadas, esse tipo de
gréafico poupa tempo na identificacdo das cargaisasidos trés tipos de flambagem, mas néao
elimina o problema da interacdo entre os modosspéiém disso, o MFF é limitado a perfis
prismaticos e com condi¢des de contorno uniformdsrego do comprimento do perfil.

Outro método numérico disponivel, embora menos eddb, € a GBT [Schardt,
1989]. O principal atrativo desse método € o fatotrdbalhar diretamente com modos de
flambagem desacoplados, sendo o Unico método coohespaz de, inerentemente, produzir
e isolar solu¢des para todos os modos de flambagiefais, distorcionais e locais. A GBT
também trabalha com poucos graus de liberdade, possui limitagcbes. O método sO €
aplicavel a perfis prismaticos e utiliza hipotesmsplificadoras. Além disso, a teoria € pouco
conhecida e existem poucos softwares disponivesdoas na GBT.

Como alternativa a GBT, Adany e Schafer, 2006a6B08 2008, propuseram uma
nova abordagem que permite a decomposicdo da soldedum problema linear de
flambagem de um perfil formado a frio prismatico skgado aberta em modos puros de
flambagem, ou ainda em modos de deformacao indiisdinodos dentro do espaco vetorial
gue define um modo de flambagem puro). Os modosespde flambagem sao definidos
através de hipéteses mecanicas retiradas da GBdanipo de deformacdes do modelo

numerico €, entéo, restringido de acordo com astéges que definem modos globais,



distorcionais ou locais. Ainda sao consideradosasafle ndo se enquadram nas definicbes
de nenhum desses trés tipos normalmente tratadd®¢ modas A implementacédo desses
conceitos foi realizada utilizando o MFF, através sbftware CUFSM [Schafer e Adany,
2006, e Li e Schafer, 2010b], originando o chamilébodo das Faixas Finitas Restringido
(MFF).

O MFFr permite a aplicacao das restricbes no moaleies da analise de flambagem,
forcando o perfil a deformar de acordo com o moéedlanbagem desejaddgcomposicéo
moda), ou a restricAo depois da andlise, para ideatifi@ contribuicdo dos tipos de
flambagem na solucéo geraddntificacdo mod3a| ou seja, para analisar a interagdo entre 0s
modos.

Tanto na GBT quanto no MFFr, os modos puros debifajeam sao definidos por uma
base vetorial composta ponodos de deformac&o individugiertencentes a um tipo de
flambagem, ou seja, que satisfagam certas hipotesednicas. Em outras palavras, uma base
vetorial gera o espaco de deformacdes de um tiglanidagem, e um modo puro é qualquer
combinacédo dos modos de deformacdo individuaisadesse. Assim, a solugcédo pode ter trés
focos diferentes:

* Espaco vetorial completo de um tipo de flambagehob@d, distorcional, local ou
outro), ou seja, a solucdo é focada em um modogmiftambagem;

* Um modo de deformacéao individual, ou seja, a salugfocada em um modo puro de
flambagem, porém é realizada em um subespaco @gesie deformacdes que define o
tipo de flambagem;

* Espaco vetorial de uma combinacdo de modos derdafdio individuais pertencentes
a qualquer tipo de flambagem, que representa ogzsh

O MFFr trabalha com elementos de casca, mas apaessnmesmas limitacdes
inerentes ao MFF convencional. O ideal, numa amalis perfis formados a frio, seria a
utilizacdo de um meétodo de solucdo geral, como d-Mfue fornecesse cargas criticas de
modos de flambagem puros (pertencentes aos tipsalgldistorcional ou local) e que
permitisse a quantificagdo da interagao entre modos

Mais recentemente, Casafont et al., 2009a e 208®esentaram uma proposta de
extensdo do processo de restricdo do MFFr ao MEproGedimento permite o calculo de
cargas criticas de modos puros de flambagem dis farhados a frio de se¢éo aberta através
da restricdo do modelo de elementos finitos (decsiggo modal). O campo de deformacdes



do modelo é restringido de acordo com algum modalefermacédo individual especifico
calculado pela GBT, aplicando um método de regtric&@melhante ao do MFFr.
Posteriormente, Casafont et al., 2011, estendena@esquisa para o calculo da carga critica de
modos de flambagem combinando diversos modos derndatdo da GBT, para um
componente harmdnico unico.

Uma abordagem diferente foi proposta pelo grupAdny e Joo [Jo6 e Adany, 2009,
e Adany et al., 2010], na qual um modo de flambagénido através de um modelo de
elementos finitos ndo restringido tem sua interagéaliada através de um processo de
identificacdo modal. As funcbes base que permiterdeatificacdo modal no MFFr sdo
utilizadas para aproximar o modo de flambagem fodaepelo modelo de elementos finitos.

Apesar do recente avanco nos estudos do calcudardas criticas de modos puros de
flambagem (decomposicdo modal) e da quantificaghonteracdo entre os modos numa
solucdo geral (identificacdo modal), o assuntoesia resolvido. O MFFr e a GBT possuem
aplicagbes limitadas. A restricdo de modelos dmeiteos finitos € um assunto ainda pouco
abordado. Além disso, ndo existe um procedimenfmitieo para quantificar a interacéo
entre os diferentes modos de deformacdo em um medi@ambagem. Portanto, a analise de
flambagem de perfis formados a frio utilizando mo@aros € um tema pouco explorado, que
ainda pode contribuir muito para a compreensaamdportamento estrutural desses perfis.

1.1 Objetivos

Esse trabalho tem como objetivo geral analisaarallhgem de perfis formados a frio
através de modelos de elementos finitos restrisgidbtendo modos puros de flambagem ou
modos combinados cuja interacdo seja quantificdtkse tipo de analise auxilia na
compreensao do comportamento estrutural dessess.pBdra poder aproximar-se desse
objetivo geral, é possivel definir um conjunto dgetivos especificos, listados a seguir:

1) Definir diferentes procedimentos de restricdo paranalise linear focada nas trés
principais classes de flambagem (de modos glob&rcionais e locais), com inspiracao
nas exigéncias das normas de projeto de perfisafboma frio.

2) Definir um procedimento de restricdo geral que prm calculo da carga critica de
qualquer modo de flambagem combinando diferentedomae deformacdo da secédo e

diferentes componentes harmonicos na direcao latigdl do perfil. Dessa forma, torna-



se possivel analisar perfis com quaisquer condig¢iiesontorno das extremidades e
quantificar a interacao entre os modos. Para fesam utilizados:
- Os conceitos gerais do procedimento de restricad\atny e Schafer, 2006a,
2006b e 2008, e Li e Schafer, 2009, 2010a e 2040licaveis a qualquer método
geral de solucéo;
— Uma metodologia de aplicagdo das restricbes navaddt Ansys [Ansys, Inc.,
2007], semelhante a inicialmente proposta por @asat al., 2009a e 2009b.
3) Realizar a decomposi¢cdo modal e a identificacdoaetdavés do MEF para variacédo
livre do modo de flambagem ao longo do comprimeaerfil (analise independente de
componentes harmonicos longitudinais).
4) Aplicar os procedimentos de restricdo propostogperhlemas envolvendo condi¢bes
de contorno intermediarias, explorando as vantagedEF em relacdo ao MFF e a GBT.

Para isso, analisou-se um perfil inspirado em ustraiteira real.

1.2 Justificativa

A utilizacdo dos perfis de aco formados a frio emstante crescimento no Brasil é a
justificativa inicial para o estudo desses comptesen

A necessidade das cargas criticas elasticas de smaeldlambagem puros para o
projeto de perfis formados a frio, utilizando nosm@au o MRD, justifica o estudo de um
procedimento para se decompor a solucdo da adélifembagem nos modos desejados.

A obtencdo das cargas criticas elasticas de mo@odlainbagem puros e a
quantificacdo da interacdo entre os modos em unhac&D geral podem auxiliar na
compreensao do comportamento estrutural de penfisaidos a frio, cuja analise € muitas
vezes complexa.

A andlise de flambagem utilizando modos puros éagado MEF pode contornar
limitacbes do MFFr, relacionadas a condicOes deocono. Além disso, o MEF permite a

analise de perfis ndo uniformes, por exemplo, pedm furos.

1.3 Estrutura do trabalho

No Capitulo 1, € introduzido o tema da flambagenpeldis de aco formados a frio.
Deu-se destaque aos diferentes tipos de flambagenpodem ocorrer e a importancia do
calculo da carga critica associada a cada modtahdgem no projeto de perfis formados a



frio. Foram citados os diferentes métodos de andkisflambagem de perfis formados a frio,
destacando aqueles que permitem focar a solucanoeios de deformacao puros.

O Capitulo 2 apresenta a fundamentacao tedricari@sipios basicos do MFF, do
MFFr, do MFF estendido a condi¢cGes de contornoigerala GBT sdo mostrados. Foi dado
destaque a definicdo dos modos de deformacdo plareecdo que definem os espacos de
deformacéo dos diferentes tipos de flambagem, delaticontexto do MFFr.

A revisdo bibliografica € apresentada no Capitul&&o discutidos trabalhos que
utilizaram os diferentes métodos numeéricos de smée perfis formados a frio para a analise
de flambagem focada em modos de deformagé&o purcsmhbinados (GBT, MFFr e MEF).

O Capitulo 4 traz a metodologia empregada nesskealti@ Primeiramente,
descrevem-se os exemplos estudados e os detallmedi#dagem numérica. Em seguida, €
apresentado o procedimento geral proposto parsticé® da malha de elementos finitos de
acordo com modos de deformacdo puros ou combinatiasbém s&o apresentados
diferentes esquemas de restricdo aplicdveis asapéfocadas em determinados tipos de
flambagem.

Os resultados do trabalho estdo expostos nos Gepifue 6. No Capitulo 5, é
abordado o exemplo utilizado para validagdo dosqalionentos propostos, comparando 0s
resultados com os fornecidos pelo MFFr e pela GEb mostrados os resultados de analises
focadas em modos puros e de um modo combinadotifizendo a interacio. E verificada a
influéncia do nimero de componentes harmonicoszadibs e do niumero de graus de
liberdade restringidos na malha de elementos 8nito

No Capitulo 6, €é feita a aplicacdo dos procedinmgeptopostos a um perfil inspirado
em uma estrutura real, com apoios intermediarioddqago do comprimento). Dessa forma,
explora-se a vantagem do MEF em relacdo ao MFREB T

Finalmente, no Capitulo 7, sdo apresentadas adusfes obtidas e sdo sugeridas

novas metas para a continuagao dessa pesquisa.



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

7

Nesse capitulo, é apresentada a base teérica ddoestalizado. E mostrado o
procedimento basico de restricdo de um probleneatine flambagem para que a solucao
seja focada em um modo puro de flambagem (ou emcomainacao qualquer de modos de
deformac&o individuais da secdo). O procedimerdaréesmo proposto por Adany e Schafer
no contexto do MFF, inicialmente para perfis contreidades simplesmente apoiadas.
Hipoteses mecanicas da GBT séo utilizadas paraidaefodos puros globais e distorcionais.
Relaxando algumas dessas hipoteses, € possivatadgdinir modos locais e outros modos.

Primeiramente, é introduzido o problema de flambagie perfis formados a frio.
Dentro desse contexto, sdo descritos os critérexsamcos que definem cada uma das classes
de flambagem tipicas. Os fundamentos do procedorgmtrestricdo sdo apresentados para o
caso de extremidades simplesmente apoiadas. Sawtidis os procedimentos de
ortogonalizagdo e normalizacdo dos vetores basegepsn os espacos de deformacdo das
classes de flambagem, o que é essencial para &ifigagho da interacdo entre os modos.
Posteriormente, descreve-se a extensao do proaadirpara condicdes de contorno gerais,
que fornece a idéia chave para a transcricdo dodoéde restricdo para a aplicacdo em
modelos de elementos finitos. A extensdo do provedio para o MEF € apresentada no
Capitulo 4. Finalmente, principios basicos da GBJ mostrados.

2.1 Modos puros de flambagem de perfis formados a frio

A flambagem é um tipo de instabilidade estrututad\ees da qual uma estrutura
submetida a tensdes compressivas sofre uma subiteanta no modo de deformacao,
relacionada a bifurcacdo do estado de equilibridlatabagem estad associada a um grande
aumento de deslocamentos causado por um pequedsciato de carga, manifestando-se
guando se atinge a chamada carga de bifurcacéo.

O comportamento pos-flambagem de uma estrutura gedeestavel, ou seja, a
estrutura continua a resistir ao carregamento agi@pos a ocorréncia da flambagem. Em
outras palavras, diz-se que a estrutura possuirasgva pos-flambagem. Este € o caso da
flambagem em perfis formados a frio, embora og@ifies modos de flambagem observados
nesse tipo de estrutura estejam associados arddergraus de reserva pés-flambagem.

A flambagem de um perfil formado a frio esta iladfx qualitativamente na Figura

2.1, onde a carga de compresgdesta dada em funcdo de um deslocamento genérico da



estrutura (dado poro). Admite-se um perfil sem imperfeicbes geométrieasque a

flambagem ocorra no regime elastico.

(a)
[ (b)
(©)

(@
P | (e

» 3
Figura 2.1. llustracdo qualitativa da flambagenuiheperfil formado a frio.
A trajetoria fundamental do perfil € dada pela aeuf@), onde o colapso ocorre quando

se atinge uma carga limitB, . As curvas (b) a (e) representam bifurcacdes tidesde

equilibrio do perfil, ou seja, trajetorias pos-flaegem. Cada uma dessas curvas esta
associada a um modo de deformacéo e a uma cahjyaacao.

O comportamento pés-flambagem de um perfil formadido depende fortemente da
natureza do modo de deformag&o. Normas de progepedis formados a frio baseiam-se no
conceito de tipo de modo de flambagem (ou classdad&bagem), sendo trés os modos
usualmente tratados: globais, distorcionais e $odaicada um desses tipos esta associado um
diferente grau de reserva pés-flambagem.

A determinacgéo da resisténcia Ultima de um pesfihbdo a frio através das normas é
feita (mesmo que indiretamente) em funcdo das satgéicas de cada tipo de modo de
flambagem. A carga critica de um modo de flambagem menor carga de bifurcacéo
associada a modos da mesma natureza (modos gldistascionais ou locais).

Na Figura 2.1, as curvas (b), (c) e (d) represemtsumodos criticos das trés classes de

flambagem de interessé, ;, P,, e P, s&o as cargas criticas de flambagem dos modos

cr,L
globais, distorcionais e locais, respectivamenteuiva (b) representa o comportamento poés-
flambagem de um modo global, onde se tem uma hbesisténcia pos-flambagem. As curvas

(c) e (d) representam um modo distorcional e umanodal, respectivamente. Esses modos
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possuem consideravel resisténcia pos-flambagendosardo modo local maior, conforme
pode ser verificado, por exemplo, nas curvas dstéexia do MRD [Schafer, 2008].

A analise de um perfil formado a frio torna-se cterp devido a interacdo entre os
diferentes modos de flambagem. A interacdo entredosoglobais e locais, cujo
comportamento estd mostrado na curva (e) da Figuraé considerada nas normas de
projeto, ou seja, a flambagem global pode ocompés a manifestacdo da flambagem local

(carga de bifurcagéd:fr’G). Porém, a interacdo envolvendo modos distorciodaimais

complexa. A interacdo entre modos locais e distomis foi estudada, por exemplo, em
Kwon e Hancock, 1992, e Bernard et al., 1993 e 1995

E comum recorrer a métodos numéricos, como o MEE BIFF, para fazer a anélise
linear de flambagem de um perfil formado a frioréPe, em uma analise numérica, 0s trés
tipos usuais de modos de flambagem normalmenteragéen entre si, tornando a
determinacdo da carga critica associada a um gpmado de flambagem, muitas vezes,
complicada. A interacdo entre os modos faz comagdeterminacdo das cargas criticas seja
um processo subjetivo, uma vez que o projetista fldgar que modo esta sendo analisado,
Além disso, as definicbes de cada tipo de moddaheblagem normalmente usadas néo sao
anicas e gerais.

Exemplos tipicos dos trés tipos de flambagem teatawh pratica estdo mostrados na
Figura 2.2. Um modo global € um modo em que o Ipgeforma-se sem deformacéo de sua
secao transversal. Define-se modo local como o nipeoenvolve apenas deformacgbes de
placa associadas aos elementos planos que formperfih sem que haja translacdo das
linhas de interse¢do entre os elementos. Ja o rdistlorcional € um modo que envolve
distorcdo da secdo juntamente com a translagcdolgienas linhas de intersecdo dos
elementos que formam o perfil. Todos os modos enorsob forma de ondas ao longo do
comprimento do perfil, normalmente definidas poncites harmdénicas. Porém, essas trés
definicdes ndo sdo rigorosas, ou seja, ndo saessgs matematicamente de forma explicita.
Além disso, existem alguns casos em que elas mdmoham, conforme comentado em
Schafer e Adany, 2005, e Adany e Schafer, 2006c.



11

(b) (c)

Figura 2.2. Trés tipos de modos de flambagem deenfii C com enrijecedores de borda. (a)

Modo local. (b) Modo distorcional. (c) Modo glol{iexdo em torno do eixo de menor
inércia).

Outro procedimento que ajuda na identificacdo ddarae flambagem é o gréafico da
carga critica (ou tensao critica) em funcdo do comgnto de meia-onda, fornecido por
softwares que utilizam o MFF ou a GBT. Rigorosamerdsse tipo de grafico s6 é
diretamente aplicavel a perfis com extremidadeglgismente apoiadas, cujos modos de
flambagem ocorrem em ondas senoidais ao longo dremento do perfil. Portanto, o
comprimento de meia-onda é definido como o tamadaneia-onda senoidal do modo
analisado. Mesmo assim, para perfis com outrasigdes! de contorno, o grafico € atil para
se determinarem os componentes harmonicos domastociados a cada modo [Li e
Schafer, 2010b]. Um exemplo desse tipo de grafata enostrado na Figura 2.3, onde as
curvas foram obtidas considerando um médulo dei@#ade longitudinak de 210000 MPa

e um coeficiente de Poissande 0,3.
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Figura 2.3. Exemplo de grafico de tensao criticfumao do comprimento de meia-onda
(dimensbes em mm).

Costuma-se associar o primeiro minimo da curva comodo local critico, e o

segundo minimo ao modo distorcional critico. A porcdescendente final da curva
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corresponde a flambagem global. A curva do pegjilapresenta os dois minimos referentes
aos modos local e distorcional. Por outro ladoueva do perfil (b), que apenas tem a
dimensado dos flanges diferente da do perfil (ay afresenta o segundo minimo. Ainda
existem casos em que mais de dois minimos podenreocdesmo que 0S Minimos
supostamente associados aos modos local e distar@wistam, a interagdo entre modos, em
maior ou menor grau, sempre estara presente.

O MRD utiliza as cargas criticas de curvas commastradas na Figura 2.3. Portanto,
a resisténcia de um perfil € determinada levandea@mta a interacéo entre os tipos de modos
de flambagem, ou seja, mesmo que se associe uma cdtica a certo tipo de modo, o
método esta calibrado para levar em consideragdteracdo com outros modos. Mesmo que
o MRD proponha uma maneira de contornar o probldmaomo considerar o efeito da
interacdo entre modos de flambagem, os minimosuda ala carga critica em funcdo do
comprimento de meia-onda continuam podendo naeegapara uma dada combinacao de
perfil e carregamento.

Dados os problemas na identificacdo dos modosadegtigem de um perfil formado a
frio, uma analise focada em uma classe especiclathbagem torna-se muito atrativa.
Como comentado, os tipos de modos de flambagemahmente interagem entre si. Quando
nao se tem interagédo entre os tipos de flambagamsé unmodo de flambagem pur@or
exemplo, pode-se ter um modo local puro ou um naistorcional puro. O conceito de modo
puro exige, assim, uma definicdo matematica rigodas classes de flambagem.

A GBT é o unico método conhecido que é capaz deéugipe isolar solucdes para 0s
trés tipos basicos de modos de flambagem: glolsthrdional e local. Os modos definidos
pela GBT geralmente estdo de acordo com definigb@esumente utilizadas na prética,
embora algumas divergéncias possam aparecer, omfdiscutido em Schafer e Adany,
2005, e Adany e Schafer, 2006c. Adany e Schaf@8,d@entificaram uma série de hipoteses
mecéanicas na formulacdo da GBT que permitem aidafirde modos globais e distorcionais.
Essas hipoteses foram descritas como um conjuntoritiios que permitem a definigcdo
rigorosa de quatro tipos de modos flambagem: gbo{f@), distorcionais (D), locais (L) ou
outros (O).Outros modossdo modos associados ao cisalhamento membranaxeer@sao

transversal membranal dos elementos de placa equedsm um perfil.
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A definicdo matemética dos tipos de flambagem agdie a perfis prismaticos. Assim,
modela-se o perfil como um conjunto de elementogldea e define-se um sistema de
coordenadas.

Na unido de cada elemento, tem-se um no na seg@vérsal e uma linha nodal da
direcao longitudinal do perfil. O sistema de cooattas adotado esta mostrado na Figura 2.4,
que é o mesmo sistema empregado nos trabalhosatey &dSchafer, 2006a, 2006b e 2008, e
de Casafont et al., 2009a e 2009b, e consideraans gle liberdade (GDLs) da GBT e do
MFF (discutidos nos itens 2.5 e 2.2, respectivag)efs eixos globaiX e Z definem a secao
transversal do perfil, e o eix¥ representa a dire¢cdo longitudinal. Assim o campo d
deformacg@es transversais do perfil fica definidbp&DLsU, W e ©, e 0 empenamento é
dado pelo GDLV. Cada elemento de placa tem um sistema de coalaehacal representado
pelos eixo, y ez, onde GDLs saaq, v, w e 8. O sistema de coordenadas local de uma placa
fica automaticamente definido pela conectividade laddhas nodais do perfil, sendo o exo
paralelo ao plano da placa e o eiaoincidente com o eixo globa. Na Figura 2.4, o
sistema de coordenadas local esta ilustrado pataneento de placa compreendido entre as

linhas nodais 3 (inicial) e 4 (final).

Linha n¢dal

Figura 2.4. Sistemas de coordenadas global e ¢ocaiderados e graus de liberdade (GDLS)
associados.

Convém observar que, nesse trabalho, serdo trapedfis sem ramificagdes, ou seja,
em cada linha nodal estdo conectadas no maximoptiees.
Os trés critérios que permitem a separacao dosagiipds de flambagem séo listados

a seguir:
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e Critério 1 (Hipoteses de Vlasov):
(@) yx“g =0, ou seja, ndo ha deformacéo cisalhante membramaplamo de um

elemento de placa.
(b) &M =0, ou seja, ndo ha deformag&o transversal membdasalementos de placa.

(c) vé linear enx dentro de um elemento de placa.
» Critério 2 (Empenamento Longitudinal):
(@ v#0, ou seja, 0 empenamento ndo € constantementsaesecao transversal do
perfil.
(b) A secéo transversal do perfil estd em equilibaagversal.
» Critério 3 (Secao sem Distor¢ao):
(&) Nao ha flexao transversal nos elementos de placa.

Obedecer ou ndo aos critérios acima define os tijmsnodos de flambagem. A
Tabela 2.1 mostra quais os critérios a que cadadipflambagem obedece. Por exemplo, os
modos L sdo os modos que obedecem ao Critério doebedecem ao Critério 2. Os trés
critérios e suas consequéncias serdo discutideegén 2.3. Deve-se ainda observar que as
definicbes dos tipos de modos de flambagem baseadasés critérios citados falha quando
o perfil é formado por menos de trés elementoslaisapou seja, quando o perfil tem menos
de quatro linhas nodais, que é o caso de uma skBLdpo cantoneira. Esse problema é
discutido em Adany, 2004.

Tabela 2.1. Critérios obedecidos por cada tipo déande flambagem.

Modos G | Modos D | Modos L | Modos O
Critério 1 — Hip6teses de Vlasov Sim Sim Sim N&ao
Critério 2 — Empenamento Longitudinal Sim Sim N&o -
Critério 3 — Secao sem Distor¢cao Sim N&o - -

2.2 Fundamentos do Método das Faixas Finitas (MFF)

O MFF é uma ferramenta numérica muito util paraneestigacdo dos modos de
flambagem de um perfil formado a frio. O métodoeapntado aqui é semianalytical finite
strip methoddescrito por Cheung e Tham, 1998, originalmenseolvido para anélise de
tensdes em placas. Entre as primeiras aplicacodsF#fona analise linear de flambagem de

perfis formados a frio, podem-se destacar trésalnals. Przemieniecki, 1973, foi o primeiro
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autor a utilizar o MFF na analise de flambagemlldemnk e Wittrick, 1974, estenderam o
método para analise de modos de flambagem distaisi@ globais. Posteriormente, o MFF
comecou a ganhar ainda mais importancia com osllrad de Hancock, sendo a primeira
aplicacdo em perfis | sob flexdo [Hancock, 1978juadmente, existe o software CUFSM,
gratuitamente disponivel por Schafer em seu wef3dleafer, 2006, e Schafer, 2011], que faz
a analise linear de flambagem de perfis formadé®aatravés do MFF. O MFF utilizado
nesse software é o contexto do procedimento decéside Adany e Schafer apresentado na
secéo 2.3.

O método consiste em dividir os elementos planoplaea de um perfil como o da
Figura 2.4 em faixas longitudinais, conforme esqatézado na Figura 2.5(a). Os nés situados
das extremidades de cada elemento de placa (numsededl a 6) sdo os chamados nos

principais, enquanto os demais nds sdo denomirgdrss.

) - [ 4 Meia-onda
i _Linha nodal . v, senoidal
-~ - Linear

T =0

Polinémio cubico

Y Meia-onda
senoidal
T =ct

Figura 2.5. MFF utilizado no software CUFSM, coesahdo uma meia-onda senoidal ao
longo do comprimento. (a) Discretizacdo de um p€ritom enrijecedores de borda. (b)
Deslocamentos no plano da faixa (membranais). ¢sjde@amentos fora do plano da faixa

(flexdo de placa) e distribuicéo de tracdes lomfitais numa faixa.

Diferentemente do MEF, com o qual também é feithsaretizacdo longitudinal do
perfil, o MFF empregéuncdes de formpara representar a variagéo longitudinal (direégao
dos deslocamentos ao longo de todo o comprimentdada. As funcbes de forma

longitudinais devem ser escolhidas de acordo coooadicées de contorno do problema. O
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MFF de Cheung e Tham (utilizado no software CUF3MIjza séries harmbnicas como
funcdes de forma longitudinais, enquanto funcédm@miais interpolam a variacdo dos
deslocamentos nas direcOes transversais da segaqédtfis com extremidades simplesmente
apoiadas, apenas ummaeia-ondasenoidal pode ser considerada. Nesse caso, serli
realizada em funcdo do comprimento de meia-onde, &g tamanho de uma meia-onda
senoidal do modo analisado ao longo do comprimeatoerfil.

Cada faixa finita é representada por suas duasadinmodais, aqui denotadas
genericamente pare i +1, cada uma com quatro GDLs, ¢, w e 8) associados ao sistema
de coordenadas local (Figura 2.5(b) e Figura 2.5(&) faixa finita possui rigidez de
membrana e de flexdo de placa. A rigidez membraatdrente aos GDLsS e v, obedece a
hipotese de estado plano de tensfes. A rigidelegdad de placa esta relacionada aos GDLs
fora do plano da faixan e &) e respeita a teoria classica de placas considerpequenos
deslocamentos.

Os campos de deslocamentos membramas estdo mostrados na Figura 2.5(b) e o
campo de deslocamentasassociado a flexdo de placa, esta exibido na&@%(c) para um
perfil com extremidades simplesmente apoiadas. Befair inteiramente os campos de

deslocamentos membranais, utilizam-se os deslodameodaisu,, u,,, v, e v,, (Figura

2.5(b)) e as funcbes de forma (longitudinais e siarsais). Tantau quantov variam
linearmente na direcao transversaNa direcao longitudinal, u obedece a um componente
harménico da funcédo de forma (no exemplo, uma meds senoidal), & varia segundo a
derivada da funcéo de forma (no caso, um cossBacd. definir o campo de deslocamemntos

da flexdo de placa, usam-se os deslocamewos w,, e as rotagbesd e @,, das duas

linhas nodais (Figura 2.5(c)) e as funcfes de fommaaria segundo um polinémio cubico na
direcéo transversale acompanha a meia-onda senoidal na direc&o Uminggt y.

Cada faixa pode ser carregada com uma distribuiedoacdes na direcéo longitudinal
y com variacao linear da direcéo transvexsaglorém uniforme ao longo do comprimehtda

faixa (Figura 2.5(c)). As tragbes assumem valdfe® T,, nas duas linhas nodais, sendo
iguais ao produto da tensdo na diregds;, ou o,,,) e da espessura da faikaAlém do

carregamento, as propriedades mecanicas, a espdssrquaisquer restricbes nodais

(aplicadas sobre as linhas nodais) ndo podem vaidirecao longitudinal das faixas.
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De forma geral, os campos de deslocamentos deairafinitau, v ew, aproximados
pelos deslocamentos das linhas nodais e pelasdsirig forma (longitudinal e transversal)

sao escritos matematicamente pelas Eqs. (2.1),§223), respectivamente.

) oo
) Gl

\/\/i
(1230, 20) fy_2x, %) (3¢_2¢) (23|
W—Kl F+Fj x(l b+b2j (bz bgj X(tf bﬂ . l//(Y) (2.3)

w(y) representa a funcdo de forma longitudinal. No cedsoum perfil com

extremidades simplesmente apoiaday) =sin(r7Y/L). A constante denota o nimero de

meias-ondas considerado ao longo do comprimentaixia normalmente assumido como 1.

As deformacdes de uma faixa (vetorsdo compostas de duas porcdes: uma referente

ao comportamento de membrana (vetdi e outra a flexdo de placa (vetgt). De acordo
com a hipotese de estado plano de tensdes, trépoocemies de deformacdo existem: a

deformagéo transversat

XX

a deformacao longitudinal,, e a deformagao cisalhangg, . As

expressbes das deformacgfes sdo dadas na Eq.(2iddliceM refere-se a membrana e o
indiceB a flexao de placa.

M B

£ £ du/dx - 70% Wa X

XX XX

e=g" +&° =g t +g, = ov/oy  +{ —z9*way (2.4)

yy

Vi Vi ou/dy+0vox |2 * vio A

Aplicando a Eqg. (2.4), as deformacdes podem seita&sem funcéo das derivadas das

funcdes de forma (matri2) e dos deslocamentos e rotacées nodais (reprdssmnialo vetor

d):
e:Bd{BM 0 Hd} 2.5)
o B°|ld,

Como observado, as deformacdes podem ser esaitasutkira desacoplada, ou seja,

os GDLs membranais, representados tplgr:[ui v oy, y+1]T, estdo desacoplados dos
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GDLs de flex3o de placa, dados mhy, =[w 8 w, §

I I 1 +1

T .. .
] . Consequientemente, a matriz

B pode ser escrita dividida em duas submatriB&'se B®.

Posteriormente, a matriz de rigidez elastica padeobtida através da definicdo de
energia de deformacéo interna, e a matriz de dggd®meétrica pode ser encontrada a partir
da energia potencial das tracdes aplicadas na faodo esse procedimento esta descrito em
Schafer e Adany, 2006, e Li e Schafer, 2010b. MNalfias matrizes de rigidez elastica e

geométricak, e k, respectivamente) podem ser escritas na formapigldaEq. (2.6), com
os comportamentos membranal e de placa desacopladesk ; sdo matrizes de dimensao

8% 8, senda cada submatriz de dimend&at.
M kM 0
K, = ke O , k= ¢ 5 (2.6)
0 ki ’ 0 K,
Caso as condicbes de contorno das extremidadesixia $ejam alteradas, outras

funcdes de forma Iongitudinaiqs/(y) devem ser usadas nas Egs. (2.1), (2.2) e (2.3). Iss

resulta em matrizes de rigidez diferentes na E).(2.

Como visto, para uma faixa finita individual, o quontamento membranal esta
desacoplado da flexdo de placa. Entretanto, quankrsds faixas formam um perfil,
resultando em um angulo entre faixas, o acoplamexiste. Assim, no sistema de
coordenadas global, os deslocamentos e a rotagi@osApativeis em uma linha nodal
comum a duas faixas.

Em coordenadas globais, as deformagdes do modeleegéesentadas pelo vetdy
que contém os deslocamentos das linhas nodaisr.nAeléi=[UT \VARR""A ®T}, onde,
por exemploU € um vetor que contém os deslocamektate todas as linhas nodais de um
modelo com o da Figura 2.5(a). Semdo nimero de linhas nodais do modelo, o vdttara
dimensao4xn.

No CUFSM, é realizada uma andlise linear de flarabggou seja, é resolvido um
problema generalizado de autovalores:

K.®=AK @ (2.7)

Na Eq. (2.7) K .é a matriz de rigidez global do modelo e é fung@fudcéo de forma

longitudinal, que, por sua vez, depende do commimdo perfilL e do nimero de meias-
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ondas. K, € a matriz de rigidez geométrica global, sendocdonda funcdo de forma

longitudinal e das trag6ésaplicadas nas extremidadegb.:[cIJ1 ®, - O - O

1 4xn

€ a matriz de autovetores (que representam os nueditembagem), ond(a4>< n) € 0 niumero
de GDLs do modelo e € o numero de linhas nodaf®, € um autovetor geneérico descrito em

termos dos GDLs globais do modelo (dimendam), ou seja, € um vetat que satisfaz a

Eq.(2.7). A =diag[A,, A,,...,A ..., A,,] é @ matriz diagonal de autovetores. Assim, todas a
matrizes da Eq. (2.7) tém dimens&o iguédtan)x(4xn).

Sendo as matrizes de rigidez eléstica e geoméuimedes do comprimentb, o
CUFSM permite a resolugéo da Eq. (2.7) para digevwstores de.. Considerando a funcéao
de forma de uma meia-onda senoidal, o comprimemdtisado €, na verdade, 0 comprimento
de meia-onda de um perfil com extremos simplesmaptéados, j4 que esse tipo de perfil
flamba com véarias meias-ondas senoidais iguaisragplde seu comprimento.

A Figura 2.6 mostra um exemplo de gréafico gerado @&JFSM, para o caso de um
perfil C com enrijecedores de borda com extremidaimplesmente apoiadas, submetido a

compressao uniforme.

450

400 K\ _2*_|% 8
\ A\

06 E = 210000 MPa
v=03
! I
< ; _
100

87,8 MPa d———f - - - dmn s R EEEEE PP PEEEEERREP e

300

250

200

Tenséo Critica [MPa]

150
105,2 MPa

50 :
27,8 MPa - -l

O 1] + .
100 l / 1000 \ l 10000
150 mm 600mm  Comprimento de Meia-Onda [mm] 4000 mm 8000 mm

Figura 2.6. Exemplo de grafico fornecido pelo CUF@lmensbes em mm).

Na Figura 2.6, o ponto 1 corresponde a um moddaebfigem predominantemente
local (segundo um critério visual), o ponto 2 a mmodo distorcional, o ponto 3 a um modo
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global de flexo-torcéo e o ponto 4 a um modo gla®aflexdo em relagéo ao eixo de menor
inércia.

Esse tipo de grafico, uma vez definido o comprimmet® um perfil analisado, permite
determinar a tenséo critica de flambagem do mesmmo valor de tensdo entre todos os
comprimentos de meia-onda inferiores ao comprimdatperfil. Considerando, por exemplo,
na Figura 2.6, o comprimento do perfil for de 60®,na flambagem estard associada a tenséo
critica elastica de 105,2 MPa e a um modo local comprimento de meia-onda igual a 150
mm, mesmo que esse ponto corresponda ao minimwaiistal, ou seja, o perfil flamba
localmente com quatro meias-ondas ao longo de aeyrimento. Para um perfil de 4000
mm, por exemplo, 0 modo caracteristico € o glalmah) tenséo critica elastica de 87,8 MPa e
comprimento de meia-onda igual ao comprimento ddilpeu seja, o perfil flamba com
apenas uma meia-onda de flambagem.

Como comentado, os modos de flambagem obtidos qeata comprimento de um
grafico como o da Figura 2.6 correspondem a umerdg@io entre os quatro tipos de
flambagem e, mais especificamente, entre variosomdd deformacao individuais da secéo.
Assim, na analise de faixas finitas realizada pemaperfil com extremidades simplesmente
apoiadas, todos os modos de deformacgao que carilpara o modo de flambagem tém o

mesmo comprimento de meia-onda.

2.3 Restricdo do modelo numeérico no contexto do Métodias Faixas Finitas

Nessa secdo, € apresentado o procedimento propostddany e Schafer, 2006a,
2006b e 2008, que permite a decomposicao da sotle@on problema linear de flambagem
de um perfil formado a frio prismatico de secaor@bem modos puros de flambagem. A
partir das hipéteses mecanicas que definem rigoreste os tipos de modos de flambagem
(Tabela 2.1), os campos de deformacg&o do model@mecorutilizado podem ser restringidos
de acordo com um tipo especifico ou um modo condloina

Assim, os critérios da Tabela 2.1 sdo aplicadasvés de equacdes de restricdo no
campo de deformacdes do modelo. Essas equacOessedias na forma de matrizes de
restricdo para cada tipo de modo de flambagemjdemasido os GDLs do modelo numérico.

As equacdes de restricdo, quando aplicadas antasatiae, permitem que a solucéo
seja focada em modo especifico de flambagem enassidluz os GDLs do problema. Essa

s

aplicacdo de restricbes € chamadaddeomposicdo modaPor outro lado, as equacdes
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também podem ser aplicadas depois da andlise, payugte que um modo de flambagem
seja identificado em termos da contribuicdo de ¢gade modo de flambagem na solucéo
(ou de cada modo de deformacédo individual da se¢&ga aplicacdo é definida como
identificacdo modalonde é realizada uma transformacéo da soluc@&oymaa base vetorial
adequada.

O procedimento de restricdo de Adany e Schafer pedaplicado a qualquer método
numerico geral que utilize analise estrutural metki como e MFF e MEF. As caracteristicas
do método utilizado, como montagem das matrizesgi#ez, sdo mantidas. A decomposigao
da solucéo do problema de flambagem é feita apstnagés da restricdo do modelo. Porém,
0S autores apresentam a formulacdo dentro do dontex MFF, e, mais especificamente,

utilizando o MFF empregado dentro do software CUF8Mue resulta no chamado MFFr.

2.3.1 Problema de autovalores restringido

As hipdteses mecanicas dos critérios listados reel®a2.1, os quais definem os
modos puros de flambagem, representam equacdesesiiecdo sobre os campos de
deformagBes do modelo numérico (no caso, modeléaidas finitas). Assim, € possivel
relacionar os GDLs gerais do problema, represestpdld vetod, com um namero reduzido
de GDLs que definem a deformacdo restringida dedacmm um modo puro dada pelo vetor
d, . Em outras palavras, enquandorepresenta o campo geral de deslocamerdgs,
representa deformacdes dentro de um subespacoeafume dm modo de flambagem. A

relacdo entre e d,, € dada através de uma matriz de restriggo
d=R,,d, (2.8)

Na Eq. (2.8)d € um modo de deformacéo geral com= 4x n GDLs, enquantal,, é
um modo de deformag¢do num espacgo reduzido de GiHdg genericamente pon,. O
indice M representa a restricdo de acordo com um modo gspecifico: G, D, L ou O.
Assim, podem ser construidasatrizes de restricA@ssociadas a cada tipo de modo de
flambagem, ou sejaR,, R,, R, e R,. Cada matriz tera dimens&oxm,, sendo o
numero reduzido de GDLsy, diferente para cada matriz. Deve-se notar quessiyel fazer

a restricdo considerando uma combinacdo de modos,mor exemplo, GD ou GDL.
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Um modo de flambagen®, no problema generalizado de autovalores da Ef) €.

um campo de deformacdes que pode ser restringitio o@a Eq. (2.8), ou seja, a matriz de

autovetores pode ser escrita como:

® =R, P, (2.9)
Assim, introduzindo (2.9) em (2.7) e multiplicanglor R,,” pela esquerda, tem-se:
Ry'KR,®, =A, R, KR, (2.10)

Ken®@y = Ay Ky @y (2.11)

A Eq. (2.11) representa o problema de autovalassimgido.K,, =R,,'KR,, e

K,u =Ry KR, sdo as matrizes de rigidez reduzidas do probleestringido.

D, :[(I)M,1 o, - D, - @ ] € a matriz com os autovetores){( modos de

Mm
flambagem) no espaco reduzido de GDLsAg é a matriz diagonal com os autovalores

associados.
Depois da resolucédo da Eqg. (2.11), os modos puwdkshbagem podem ser descritos

em termos dos GDLs gerais do modelo através d§2%). Assim,d,, (e cada®,,;) pode

ser interpretado como um vetor de coordenadas gleraetas, dependendo da base vetorial

usada para a definicdo da matRg, .

A aplicacdo da Eg. (2.8) define um subespaco doksGjerais do modelo, o que faz
com que o problema restringido da Eq. (2.11) sgalvido dentro desse subespaco. Portanto,

as colunas d&r,, podem ser consideradas como uma base vetoriafjepaeo espaco que
define o modo Méspaco NI A base vetorial d&R,, nédo é unica e transformacdes dentro do
espago M séo possiveis. Conforme discutido na m@x<€ecdo, é possivel defiriy,, de tal

forma que suas colunas sejamodos de deformacédo individuala secdo que formem uma
base para o espaco reduzido do modo de flambagemMiuOs modos de deformacéo da

secao tém significado fisico e fazem com que ospomentes do vetald,, sejam coeficientes
de contribuicdo modal das colunaskg .
E importante observar que, juntas, as matrkes R,, R, e R, geram o espago

inteiro de GDLs do modelo numérico. Em outras palsyv elas representam uma
transformacao da solugéo da base origibas¢ nodglpara uma base onde os espacos G, D,



23

L e O estdo separaddsaSe modg| conforme Eq. (2.12). Rigorosamente falando,spaeos
G, D, L e O séo, na verdade, subespacos do esf2ic0.G
dg
dp

d=[R; R, R, R,] g (2.12)

L

do
A deducéo inicial das matrizeR,, R,, R, e R, € detalhada no Anexo A.

Posteriormente, é possivel fazer a transformacssadebases vetoriais. Assim, na Eq. (2.12),

se as colunas das matriZRg, R,, R, e R, representarem modos de deformacao da segao,

€ possivel definir uma matriz de restricdo genéridgdizando quaisquer colunas dessas
matrizes, ou seja, pode-se definir um problemautievalores restringido, como o da equacgéo
(2.11) focado em qualquer modo de deformacao iddali (modo puro) ou em qualquer
combinag&o de modos individuais (que pode ser udorparo ou combinado).

Considerando as dimensdes da matriz de restrigé&rigaR,, , todas as matrizes da
Eqg. (2.11) terdo dimensdes, X m, , 0 que demonstra a redug¢édo do problema. O nuneero d

autovetores do problema de autovalores restringet@ igual a dimensado do subespaco
considerado. A dimensdo de cada subespaco € dependa secdo transversal e da
discretizagdo utilizada no MFF, sendo discutidaltladamente no Anexo A. De acordo com

a definicdo da Figura 2.5(a), sengm o numero de ndos principaisng 0 numero de subnos

(tal que n=nm+ ng), existirdo 4 modos Gim—-4 modos D,n+ ns+2 modos L e2(n—1)

modos O.

Os autovetores do problema restringido da Eq. [Zddado em determinado tipo de
modo de flambagem s&o chamados de modos purosadddatiem, e os autovalores
correspondentes fornecem as cargas criticas dessiss puros. Métodos de projeto como o
MRD estéo calibrados para cargas criticas de flgerbafornecidas pelo MFF ou pelo MEF
sem restricdes. Por isso, por enquanto, as soldg8adas em modos puros de flambagem
tém utilidade pratica somente para identificar qaatomprimento de meia-onda a ser
considerado numa analise utilizando o MFF ou o MER restricbes [Adany e Schafer,
2008].

Uma observacéo deve ser feita em relacdo a dimets@spaco D, que é dada por

nm-4. Essa formula s6 é valida caso resulte em um raim@w negativo. Assim, a formula
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falha para secdes com menos de trés placas ou rdengsatro linhas nodais, como uma
cantoneira. O procedimento para abordar esseléiEecao € discutido em Adany, 2004.

2.3.2 Identificacdo modal

As matrizes de restricdo também podem ser usadas gssificar a solucdo do
problema linear de flambagem fornecida pelo MFFtua contribuicdo dos diferentes tipos
de flambagem ou, ainda, quanto a contribuicdo desedtes modos de deformacéo da secéo.
Essa aplicagédo € chamada de identificagdo modal.

Para o caso geral, ou seja, o célculo da contébuigos diferentes modos de
deformacéo individuais, € necessaria a utilizagddoases vetoriais ortonormais, ou seja,
ortogonalizacdo e normalizacdo das bases vetpriatssam ser feitas.

Primeiramente, os subespacos G, D, L e O deverseparados conforme Eq. (2.12)
(as deducdes das matrizes de restricdo sdo dadasero A). Cada base vetorial € composta
por vetores linearmente independentes e, em geydem-se definir infinitas bases para os
subespacos. Portanto, para o célculo da contribudgd8 modos, deseja-se determinar bases
ortonormais, mas mantendo a separagdo dos subsspagabém € conveniente que as bases
tenham significado fisico.

Sabe-se que autovetores (Eq. (2.7) ou Eq. (2.ED)ostogonais entre si. Para os
autovetores do problema restringido a um subesphas condicdes de ortogonalidade séo
expressas por:

20 se i= ] 20 se i= |

D, Ky By { (2.13)

=0 se i#z]j’ =0 se i# j

(DM,iTKe,M(I)M,j {
Quando o problema de autovalores restringido (E4.1]) € resolvido dentro de um
subespaco especifico (G, D, L ou O), os diversdégvatores do problema geram o mesmo
espaco que as colunas da matriz de restricao.nmreles formam uma nova base vetorial
para 0 mesmo espaco considerado, sendo que oss/efm ortogonais entre si com relacao
as matrizes de rigidez elastica e geométrica. Agaa Eq. (2.11) for resolvida uma vez para
cada subespaco, serao obtidas quatro bases \&twt@gonais, sendo que os espacos G, D, L
e O continuam separados. Além disso, esse procettirdefine bases com significado fisico.
Deve-se observar que a condicdo de ortogonalidadatisfeita dentro de cada

subespaco, mas os vetores de um subespaco ndecEssariamente ortogonais a todos os
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vetores de outros subespacos (com relacdo as esathizrigidez). Mesmo assim, 0S espagos
estdo separados com relagéo as deformacfes pasrétid cada um.

Como os autovetores d®,, geram o espaco M, qualquer modo de deformacdo no
espago M (vetod,, da Eg. (2.8)) pode ser escrito como uma combintgéar dos mesmos:

d, =®,¢, (2.14)
onde ®,, € uma matrizm, x m, contendo os modos ortogonais,cg € um vetor de
dimensaom,, cujos componentes definem as contribuigcbes do®sod

Substituindo (2.14) em (2.8), pode-se expressaodonde deformacad,, no espaco
de GDLs gerais do MFF:
d=R,dy, =R, ®, G =R’ (2.15)
Na Eq. (2.15), a matri®,, pode ser interpretada como uma matriz de transigiim
que transforma a base vetorial @&, numa base ortogonaR; (também de dimens&o
mx ), ), cujas colunas s&o 0os modos ortogonais que gemspaco M, mas agora expressos

em funcdo dos GDLs do MFF. Portanto, qualquer wtgue pertenca ao espaco M pode ser
escrito como uma combinacéao linear de vetores oniag.

Como mostrado através da Eq. (2.12), sabe-se guimsj os espacos G, D, L e O
geram o espaco inteiro de GDLs gerais do MFF. Readb o problema de autovalores

restringido para os quatro subespacgos, encontragueo bases vetoriais ortogonals, ,

®,, ®, e d,. Com o auxilio das Egs. (2.14) e (2.15), podeessarever (2.12) como:
d=[R3 RZ RY R3[| 1 =ReioGoio (2.16)

Assim, qualquer modo de deformacgéao geral pode s®itee como uma combinacao
linear das colunas dRg, , , que sdo modos de deformacdo ortogonais defiddd®rma

que os espacgos G, D, L e O estdo separados. Fimtalnae contribuicdo de cada modo de
deformacéo individual e de cada tipo de flambagémD, L e O) pode ser encontrada pela

seguinte expressao:
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CGDLO = = R((BDDLO -ld (217)

onde os vetoreg;, C,, C, e c, fornecem a contribuicdo de cada tipo de flambagam

solucdo gerall do MFF. Devido a ortogonalidade das colunaRde RS, Ry e R2, a Eq.

(2.17) sempre pode ser resolvida.

Como a solugéo do problema de autovalores da Ebl)(Bepende do carregamento
considerado, diversas bases vetoriais ortogonaisteex Como o Unico foco é a
ortogonalidade, assume-se uma carga de compreagaomemente distribuida. Assim, os
vetores da base vetorial obtida resolvendo o prnadlde autovalores restringido da Eq. (2.11)
para uma carga de compressao uniforme (axial) stv@mados denodos axiais ortogonais

Por outro lado, os modos inicialmente definidosagapbtencdo das matrizBs,, R,, R, e

R, sdo denominadomodos naturaigAdany e Schafer, 2008], cuja definigdo é tratada

detalhadamente no Anexo A.

Os modos axiais ortogonais garantem um significhdizo para cada modo de
deformacéo individual das matrizes de restricaovétdade, os modos naturais globais, como
definidos no Anexo A, ja tinham significado fisieoeram iguais aos utilizados na GBT.
Porém, para os modos distorcionais e locais, sa@anm@&st modos axiais ortogonais
assemelham-se aos usados na GBT. Para uma congpanag@detalhada dos modos aqui
definidos e dos modos usados na GBT, deve-se @asid dependéncia do comprimento do
perfil.

Para os modos naturais globais e distorcionaiserease que os deslocamentos
transversais dependem linearmente do comprimentopetil (presenca do parametro
k. =rm/L, definido no Anexo A). Na verdade, a distribuigi®m deslocamentos transversais
nao é afetada pelo comprimento do perfil, apenazd@o entre deslocamentos transversais e
longitudinais (empenamento) € influenciada. O catapeento dos modos naturais globais e
distorcionais motivou a definicdo de modos de deémdo para um comprimento unitario

(k. =1), para que pudessem ser comparados com os da EB€&. topico € discutido em

Adany e Schafer, 2006b, Adany e Schafer, 2008,ajeét al., 2006a.
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Os modos axiais ortogonais sao, em geral, depessl€elot comprimento do perfil, ja
gue sdo obtidos através do problema de autovaleséngido, que considera as matrizes de
rigidez, as quais dependem do comprimento. Para cachprimento do perfil, o modo de
flambagem sera uma diferente combinacdo de modosaisa Conseqientemente, tanto a
distribuicdo de empenamento quanto a distribuigideslocamentos transversais vao variar
com o comprimento. Mesmo assim, alguns modos aridigyonais globais e distorcionais
podem ser iguais aos modos naturais, conforme attustra secao 2.3.4.

No caso dos modos locais, ndo existe empenamesrt®d.08 modos axiais ortogonais
locais, a distribuicdo dos deslocamentos transigessampre muda com o comprimento do
perfil. Mesmo assim, essa dependéncia pode sex. frac

Deve-se notar que ndo existem outros modos (asesca extensdo transversal e ao

cisalhamento) na GBT.

2.3.3 Normalizacdo das bases vetoriais

Para um célculo apropriado da contribuicdo dos mat deformacao individuais
considerados num problema restringido, os vetaaesdses devem ser normalizados, ja que
autovetores sao arbitrariamente escalados. Doisessp de normalizagdo serédo tratados
nesse trabalho: (1) norma vetorial (NV) e (2) nordwa trabalho externo (NTE). Esses
esquemas sao discutidos, por exemplo, em Li 2@il].

Cada vetor®,,; da base vetorial do subespago M (colunas da madjz) é
normalizado de acordo com uma das seguintes formas:
NV: @,.'®,, =1

(2.18)
NTE: ®,,'K, @, =1

Portanto, cada vetab,,; inicialmente definido resolvendo a equacao (2deMe ser

escalado como mostra a equacao (2.19). Nota-sesgquetores assim escalados satisfazem as
respectivas condicbes dadas em (2.18).

(I)Mi
NV: —M
o, D

M,i M,i

. @,
\/(I)M,iTKg,M Dy,

(2.19)

NTE
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A NV é o esquema de normalizacdo mais simples. &pas simples implementacao,
a norma vetorial apresenta caracteristicas queneifo, podem ser desvantagens: (1) a base
vetorial resultante dessa normalizacdo € dependi#mtdiscretizacdo da secdo, e (2) os
componentes relacionados aos GDLs de rotacao téminflaéncia pequena em relacédo aos
componentes de translacdo, ja que sdo termos deitody usualmente muito menor. Ja a
NTE ndo apresenta as supostas desvantagens otadésm disso, possui um significado
fisico, também podendo ser facilmente generalizaaa outros métodos numericos como o

MEF.

Com todas as bases normalizadas, os vetoges c,, ¢, e c, fornecem a

contribuicdo de cada tipo de flambagem na solugé@al gl do MFF. Para calcular a
contribuicdo de uma classe inteira de modos debfi@®am, ou seja, a contribuicdo de todos
0s modos globais, distorcionais, locais ou out@saiucdo, normalmente utiliza-se a norma

euclidiana [Li et al., 2011]. Assim, a participa¢fg de uma classe de flambagem na solucéo

é dada por:

pM — ”CM ”2 (220)
Iesl, +leol, +le ]+,

onde, por exempldc, |, = > ¢c,.?, sendoc, ; um componente do vetay, .

Depois de escolhido o0 esquema de normalizacaogagE15), (2.16) e (2.17) podem

ser aplicadas para executar a identificacdo modal.

2.3.4 Exemplo de bases naturais e axiais ortogonais

Para ilustrar as definicbes das bases vetoriaisael@es anteriores, sera considerado o

perfil da Figura 2.7. Por simplicidade, discretiz®io perfil apenas com nds principais.

1
i S
|
n=nm==6
E =210000 MPa
(a) 90 v =03 (b) ns=0
’ m=4n=24
I - 6
—> 4 5
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Figura 2.7. (a) Dimensdes (em mm) e propriedadesmeas do perfil utilizado no exemplo
numerico. (b) Discretizacdo adotada.
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A Figura 2.8 mostra as bases vetoriais do CUFSMinidas sem o processo de
obtencdo dos modos axiais ortogonais. Os vetorssadebases s&o, entdo, os chamados

modos naturais, formando bases naturaigabordadas no Anexo A).

Distribuigdo de Empenamento - Modos G e D Distribui¢@o Transversal - Modos G e D
=N = Y
[ {
|
L U BN \ :
N TN —y = — ) j | ;
Gl G2 G3 G4 DI D2 Gl G2 G3 G4 DI D2

Distribui¢do Transversal - Modos L

1 1 1 [4 1 \

L— ) J J 7 J
L1 L2 L3 L4 LS L6 L7 L8
Distribui¢do de Empenamento ou Transversal - Modos O
1 1 ‘\ 1 —A A 1 1 1
| L
L =X TN N
ol 02 03 04 05 06 07 08 09 010

Figura 2.8. Bases vetoriais naturais do CUFSM parsubespacos G, D, L e O, para o perfil
da Figura 2.7 (distribuicdes de deslocamentos cagnitude arbitraria).

A base natural para 0 modo global € a mesma da GBf& o modo distorcional, a
base natural € obtida aplicando as condicdes degaralidade da distribuicdo de
empenamento (ver Anexo A). Para o modo local, e haastural € obtida aplicando
deslocamentos unitarios nos GDLs que definem umonuzddeformacéo no espago local.
Finalmente, a base natural para os outros moddidacatravés da aplicacdo de extensdes
transversais membranais e cisalhamentos membramtasios, sendo que existe mais de uma
forma de se aplicarem tais deformacgoes.

Na Figura 2.8, a cada modo esta atribuido um nun@nmimero de modos de uma
base depende da dimensao do subespaco consid@sdwdos G e D dependem apenas no
namero de nds principais, enquanto os modos L eg@rem também da discretizacédo do
perfil. Na figura, os modos estéo escalados arlatreente, ou seja, nao foi utilizado nenhum
esquema de normalizacdo. Deve-se notar que, paraodss L, ndo ha distribuicdo de
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empenamento. Conforme a definicdo da base nateraiatios O, os modos dessa base nao
apresentam empenamento e deformacdes transvensaitaseamente.

Como comentado na secao 2.3.2 e no Anexo A, n&s lpasurais dos espacos G e D,
a razao entre deslocamentos transversais e longitsdempenamento) varia linearmente
com o comprimento do perfil. Porém, tanto a disigho de empenamento quanto as
distribuicdes de deslocamentos transversais pexeanenalteradas quando consideradas
isoladamente.

Utilizando o procedimento de ortogonalizacdo apresk na secdo 2.3.2, obtém-se
bases de modos axiais ortogonais. A Figura 2.9rmast chamaddsases axiais ortogonais
para os espacos G, D e L, retiradas do CUFSM. Eal,ges distribuicdes de deslocamentos
dos modos axiais ortogonais dependem do comprimgntyue, para cada comprimento do
perfil, os modos axiais ortogonais serdo uma diterecombinacdo de modos naturais
(problema de autovalores). Portanto, na Figuradgsdjistribuicbes estdo sujeitas a pequenas
alteragbes de acordo com o comprimento considerddofigura, a magnitude de cada

distribuicao € arbitraria.

Distribui¢ao de Empenamento - Modos G e D Distribui¢@o Transversal - Modos G e D
= N T\ o [
\ “‘,
'\ '\ L
N N ) m— N AY & ) L & | L
Gl G2 G3 G4 DI D2 Gl G2 G3 G4 DI D2

Distribui¢do Transversal - Modos L

<: {: [ [ A’ L— (4 ]
.
L1 L2 L3 L4

L5 L6 L7 L8

Figura 2.9. Bases axiais ortogonais do CUFSM pamsubespacos G, D e L, para o perfil da
Figura 2.7 (distribuicBes de deslocamentos com imatmarbitraria, sujeitas a pequenas
alteracbes de acordo com o comprimento).

Observa-se que os modos axiais ortogonais sempmdvem deformacdo de toda a
secdo. Esses modos tém significado fisico e assamede aos modos da GBT. Ao contrario
dos modos naturais globais, os modos axiais ortigoimcluem modos de flexo-torcao.
Também € interessante observar que, para o péfilado como exemplo, os modos de

deformacéo da base natural do espaco D (D1 e R2gdaa 2.8) sdo idénticos aos modos da



31

base axial ortogonal para o0 mesmo espaco (D1 ealR2gdira 2.9). O mesmo acontece com 0
modo de flexdo em relacdo ao eixo de menor in¢@23. Assim, os modos axiais ortogonais
D1, D2 e G2 néo tém distribuicbes de deslocamedgpendentes do comprimento; apenas a
razao entre deslocamentos transversais e longiisdivaria (linearmente) com o
comprimento.

Para a obtencdo dos modos de deformacdo axiaigoods do espaco O, pode-se
fazer a ortogonalizacdo dentro do espaco inteiranddos O (resultando em modos que
envolvam simultaneamente cisalhamento e extensétnraeais), ou dividir a base de modos
naturais O em uma base de modos envolvendo apenasnamento (cisalhamento
membranal) e outra envolvendo somente extensdo raealbe, posteriormente, aplicar a
ortogonalizacdo dentro de cada uma dessas bagas, @a um maior apelo fisico aos modos
axiais ortogonais O. Ainda existe uma abordagens matematica para se definirem os
modos axiais ortogonais O, tratada no Anexo A. Delgquer forma, os modos O nao
possuem significado fisico tdo claro a ponto dermeronsiderados individualmente.

A diferenca entre as bases naturais e as basess adimgonais é explicada

matematicamente no Anexo B, considerando como eremspmodos globais.

2.4 Meétodo das Faixas Finitas Restringido (MFFr) para ondi¢cbes de contorno gerais

O MFF pode ser naturalmente estendido para corgligéecontorno diferentes de
simples apoios selecionando-se fungdes de forngatlminais harmonicas apropriadas. Além
disso, em geral, diversos componentes harménicesndeser considerados na andlise.
Baseando-se em funcdes de forma longitudinais gtapgor Bradford e Azhari, 1995, e
utilizando a notacdo de Cheung e Tham, 1998, argierexdo do MFFr é apresentada em Li
e Schafer, 2009, 2010a e 2010b.

Portanto, como comentado na se¢ao 2.2, o MFF ggnasentado por Cheung e
Tham, utiliza séries harménicas como func¢des dedoongitudinais. Func¢des polinomiais
interpolam a variacdo dos deslocamentos nas dseg¢fansversais da secdo. Mais
especificamente, para os deslocamentos membrasais, utilizadas funcbes de forma
transversais lineares, e, para os deslocamentiexd®, sdo empregadas funcdes de forma
transversais cubicas.

Considerando a forma geral dos campos de deslotasné® uma faixa finita, as Egs.

(2.1), (2.2) e (2.3) podem ser reescritas como:
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ondem é o nimero harmonico (ou niumero de meias-ondaspaiponente harménicq,é o

namero maximo de meias-ondas considerado na ar(@ligiro positivo), e(//[m](y) €o

componente da funcdo de forma longitudinal cornedpote ao nimero de meias-ondas
Nota-se que, no MFF geral, existem GDLs associadgeada componente harmonino

Portanto, cada linha nodal de uma faixa finita ték&y GDLs. Convém observar que, nas

secodes 2.2 e 2.3, o numero de meias-ondas eraadenobrr, e m referia-se ao numero de
GDLs associado a um componente harmonico.

Nesse trabalho, duas configuragdes das condicoesrderno das extremidades sao
analisadas: perfil simplesmente apoiado/simplesenerdpoiado (S-S) e perfil
engastado/engastado (C-C). Para esses dois casgsmponente harmoénico da funcéo de

forma longitudinal é dado por:

S-S: ¢, = sir(@j
CCiypy = sin(@j sir(%/j

Funcbes de forma para outras condicbes de confoodem ser encontradas em
Bradford e Azhari, 1995, e Li e Schafer, 2009.

O problema linear de flambagem para condicbes déonm gerais tem a mesma

(2.24)

forma da Eq. (2.7). Entretanto, o nimero de GDLspdiblema é aumentado quando se
consideram diversos componentes harménicos dadwedorma longitudinal. O niumero de
GDLs do MFF convencional (para perfis simplesmameiados) € multiplicado pelo niumero
de componentes harménicos consideragloPortanto, o vetod do MFF geral assume a

seguinte forma:
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(2.25)

Em (2.25), por exemplcd[m] representa os deslocamentos das linhas nodaisntfe

ao componente harmonien. U[m] € um vetor que contém os deslocamehiode todas as

linhas nodais do modelo, referentes ao comporeneeV,,

W

[m

| € O, sdo similarmente

definidos. Assim, o vetod ; tem dimensdo4xn, o que resulta numa dimensdo de

(4xn)xq para o vetod.

Consequentemente, as matrizes de rigidez elastigaométrica de (2.7) também

consideram os diversos componentes harménicognassn a seguinte forma:

K El] K [12

e

K [e22]

K [1n]

e

K [;m]

K [mm]

e

. K [1d K[“]

e 9

K [92‘1]

K Lol

e

K [14

g

1]
g

K[
K [2m]
[¢]

K [mm]

9

(2.26)

K Lol

g

Na Eq. (2.26), cada submatriz possui um inc[i@, onder e s representam dois

componentes harmonicos quaisquer. Quands, a submatriz representa a interacédo entre

dois componentes harménicos diferentes. A dimedsamada submatriz @xn)x(4xn) e,

conseqiientementeK, e K, tém dimensdo|(4xn)xq|x[(4xn)xq]. A derivacdo

detalhada dessas matrizes é tratada em Li e ScBaféb.

Para perfis com extremidades simplesmente apoig@ts, as submatrizeK[f] e

K[grS] sdo nulas quandao #s, resultando em matrizes de rigidez elastica e @¢&ura

diagonais em bloco na Eq. (2.26). Em outras patawi@o existe interagdo entre componentes

harménicos quando o perfil € simplesmente apoiRootanto, ao resolver a Eq. (2.7), cada
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modo de flambagem obtido tera apenas um compohantednico senoidal (de acordo com a
Eq. (2.24)).

O MFFr também pode ser facilmente aplicado a pedis condicbes de contorno
gerais. Como comentado na sec¢éo 2.3.2, desejaesebalses vetoriais ortogonais que gerem
0s espacos que definem as classes de flambagenagorasconsiderando os GDLs de todos
0s componentes harmonicos. Para isso, para cadsiquatro tipos de flambagem, resolve-
se a Eq. (2.11y vezes, considerando cada componente harmonicoaspaente. Deve-se
lembrar que € conveniente adotar um carregamentocodgressao pura (modos axiais
ortogonais). Posteriormente, monta-se uma matigatial em bloco com a seguinte forma:

Reblo

RO[Z]

GDLO

Raoio = Rolr] (2.27)

GDLO

ROld]

GDLO |

onde, por exemploIRg[D”[]O contém bases ortogonais que geram os espacosiaas gasses

de flambagem para o componente harmomco

Pode-se definir uma matriz de restricdo genéritecimmando quaisquer colunas de
(2.27), ou seja, modos de deformacédo individuaidepeentes as diferentes classes de
flambagem e referentes a diferentes componentemoh&os. O procedimento de
normalizagdo apresentado na secéo 2.3.3 tambénseesaplicado na Eq. (2.27).

Detalhes das definicbes das matrizes de restri@@mpresentados em Li e Schafer,
2010a e 2010b. De acordo com a terminologia utiizaesses trabalhos e no software
CUFSM para condi¢cbes de contorno gerais, as basesars aqui definidas sdo chamadas de
bases axiais modais desacopladgs que sao definidas considerando os componentes
harmoénicos separadamente na resolucéo da Eq..(2.11)

A Eg. (2.11) também pode ser resolvida consideraadonteracdo entre 0s
componentes harmonicos, ou seja, utilizando asizeatde rigidez completas da Eq. (2.26),
resultando nas chamadaases axiais modais acoplad@orém, a extensdo do procedimento
de restricAo para modelos de elementos finitos népldicada com o uso das bases
desacopladas. Também ¢é interessante observar quexisgiem bases acopladas quando o

perfil tem as extremidades simplesmente apoiadas.
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Finalmente, independente do uso de bases desaaspadacopladas, os modos de
flambagem resultantes da Eq. (2.7) ou da Eq. (X#&fpre terdo contribuicdo de diversos
componentes harmdnicos quando as extremidadesfilage forem simplesmente apoiadas,

de acordo com as submatrizes fora da diagonal.@6)(2

2.5 Fundamentos da Teoria Generalizada de Vigas (GBT)

A GBT é um método de andlise aplicavel a perfigpaede fina, desenvolvido para
levar em conta a distor¢éo da secdo. A teoria busranesmo tempo, unificar e estender
teorias classicas de analise de perfis formado®.aTiodos os usuais modos de deformacéo
de corpo rigido (extensdo/encurtamento axial, te@én torno dos dois eixos principais da
secao e torcao) e os modos de deformacao de diangenvolvendo distorcdo da secédo e
flex&do transversal) sdo tratados de forma idéntica.

A GBT foi desenvolvida por Schardt, 1989, mas @&sgmtacédo de seus conceitos mais
importantes de forma concisa foi feita por Davieseach, 1994a e 1994b. Esses ultimos
autores publicaram diversos trabalhos utilizandeBA na analise de flambagem de perfis
formados a frio. Posteriormente, Silvestre e Camga2002a e 2002b, voltaram a apresentar a
GBT de forma mais detalhada, estendendo a teoniateriais ortotropicos.

Os fundamentos aqui apresentados aplicam-se aserddi perfis formados a frio
prismaticos de secao aberta sem ramificacfes,dmasido um material isotropico. A GBT
pode ser aplicada tanto em problemas de primedenorgquanto em problemas de segunda
ordem, ou seja, pode ser usada para a analise dildestica de perfis formados a frio e, com a
inclusdo de efeitos de segunda ordem associadd@o-dinearidade geométrica, pode ser
empregada em problemas de flambagem (lineares @u Naturalmente, como comentado
em Davies e Leach, 1994b, a GBT também pode smndda para analises de terceira ordem
(estudo do comportamento poés-flambagem, por exémptdizando a teoria de grandes
deslocamentos, mas isso esta além do objetivo gessaisa.

A GBT permite que se trabalhe com modos de defdimaaracteristicos de maneira
independente, sendo possivel escolher quais ossremtéo utilizados na analise. Assim, a
GBT é uma ferramenta muito pratica e util parawestigacdo do comportamento de perfis
formados a frio. Em andlises de primeira ordeme@sacfes de equilibrio sdo totalmente

desacopladas e a solucéo por superposicéo deseteitidida. Em andlises de segunda ordem,
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existe 0 acoplamento causado pelos efeitos de dagardem, ou seja, pode ocorrer interagcéao
entre os modos de deformacédo considerados naendlis

Na GBT, os deslocamentos da secdo sdo expressaswoancombinacdo de modos
de deformacéo caracteristicos. Esses modos samdeidos analisando-se somente a se¢cao
transversal do perfil. Da mesma forma que no MHE®S, gtilizadas funcées de forma para
expressar a variagcdo de deslocamentos ao longoodmprienento do perfil. Assim, a
discretizacdo modalealizada na secédo, de onde sédo obtidos os maeladefdrmacao
caracteristicos utilizados para expressar os cantesdeslocamentos da secdo, é a
caracteristica mais importante da GBT. E utilizadoonceito dfunges elementargsis
quais permitem expressar qualquer modo de defoonad@ secdo, constituindo a
caracteristica unificadora da GBT de tratar todomodos da mesma forma.

Assim, a GBT é composta de duas etapas distiritast &nalise da secao transversal,
para a determinacdo dos modos de deformacgéo a@stcts e as propriedades relacionadas
cada um (matrizes do problema), e (2) a solucaomisistema de equacdes de equilibrio de
um problema em particular (primeira ou segundarajde

Primeiramente, considera-se o perfil mostrado rgurki 2.7(a). A Figura 2.10(a)
mostra o mesmo perfil (por simplicidade, discretzapenas com nds principais) e o sistema
de coordenadas local com a notacdo normalmenizads na GBT.

5 4 3
1 —No
1,2
6 _
nm=~6
(b) 7 ns =17
p nm+ns =13
12,13
| I
9 10 11

Figura 2.10. (a) Sistema de coordenadas local da&BDLs (discretizagédo considerando
apenas nos principais). (b) Discretizacao utilizasdgbnos.
Os eixoss e z definem o plano transversal de um elemento deaglaerfil, e o eixo
X representa a direcao longitudinal. Na Figura 2d.Gistema de coordenadas local esta

ilustrado para o elemento de placa compreendidee evé nds 3 (inicial) e 4 (final).
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Comparando o sistema de coordenadas local da GBTocatilizado no MFFr (Figura 2.4),
nota-se que o eixoda GBT equivale ao eixpdo MFFr, 0 eixas da GBT equivale ao eixo
do MFFr, enquanto o eixp € comum para os dois métodos. Assim, na GBT, qoaie
deslocamentos transversais de um elemento de fpdacdefinido pelos GDLy, we 6, e 0
empenamento é dado pelo GDL

A Figura 2.10(b) mostra o exemplo de discretizada@secao utilizada para a definicdo
das funcdes elementares, que € o primeiro passd @adeterminacdo dos modos de
deformacéo caracteristicos. Conforme a figura,roerd de nds principaism é igual a 6, e 0
namero de subndssvale 7. De acordo com a notacao do MFFr (ver Rigud), existiriam
apenas 5 subndés. Porém, na GBT, os nos principames do MFFr sdo considerados duas
vezes: uma vez como um né principal e outra vezocam subné. Conforme discutido a
seguir, a dimenséo do espaco vetorial utilizad@&Bd depende dessa consideracéo, sendo
dada pornm+ ns (igual a 13 nesse exemplo). Na verdade, no MRE&Gaiita forma, os nés
principais externos também sao tratados como suvedésgrupamento dos GDLs da Figura
A.2).

A GBT é baseada na teoria de placas finas e cansidetas hipdteses mecanicas para
as deformac¢Bes membranais. Essas hipoteses sé&samsdescritas no Critério 1 da secdo
2.1, utilizado no MFFr, ou seja, deformacdes trarsais membranais e as deformacdes
cisalhantes membranais de um elemento de placau@® (na nova notagée,. = )" =0).
Além disso, o empenamentioé continuamente linear esdentro de um elemento de placa,
0S seja, entre dois noés principais.

Os campos de deslocamentos sdo representados cqroduto de duas fungbes de
uma Unica variavel: uma dependentexdeoordenada do eixo do perfil) e outra dependente

des (coordenada da linha média da secéao):
uxg=u9¢. (¥ Cxp= bl(x Wxs We() @29
ondeu(s), v(s) e w(s) sdo as distribuicdes de deslocamentos na sggad, é a funcéo de

amplitude, que representa a variacdo da amplitodeddslocamentos da secdo ao longo do

comprimento do perfil, @, (x) é a derivada da func&o de amplitude. A preseng de)

na Eq. (2.28) vem da hip6tese mecénica de defomsac®alhantes membranais nulas

[Silvestre e Camotim, 2002a].



38

As distribui¢Bes de deslocamentos na segfi), v(s) e w(s) podem ser escritas
em termos das funcbes elementares. E definida untéié elementar para cada né utilizado
na discretizagdo da secéo (Figura 2.10(b)). O dipduncdo elementart((s) ou W (s))

depende da natureza do kéonsiderado, ou seja, se 0 n6 é principal ouwsa dubndé. Cada
funcdo é definida aplicando-se um deslocamentcaumiiu ou w) no nék, enquanto os
deslocamentos nos outros nés sdo nulos. Iniciabneonsidera-se uma variagao linear das

funcdes elementares. A Figura 2.11 mostra as fengl@enentares do perfil da Figura 2.10(b).

Existemnm+ ns funcdes elementares, serﬂg( s) uma funcéo elementar de empenamento e

W (s) uma fungdo de flexdo transversal. Nota-se quea padefinicio del,(s), s&o

desconsiderados os subnos.

~/ A/ % % %

@) [a6) |a@) \|&m6) [|B6) (@) |n(s)
Va Va Va g Va VY

(b) |G |7) W6(s)<v7/7(s) w(s) W) |Wa(s)

| | | | | —

Figura 2.11. Funcdes elementares para o perfiigla&2.10(b). (a) Funcdes elementares de
empenamento. (b) Funcdes elementares de flex&vamal.

Devido a hipétese mecéanica de deformagdes cisathanémbranais nulag){ =0),
quando uma funcao elementar de empenan‘@(ts) € aplicada (Figura 2.11(a)), segmentos

de placa adjacentes aos nds apresentam deslocamerts hipéteses mecanicas da GBT

permitem que esses deslocamentos sejam determirgmoguncao deUk(s) e das
propriedades geométricas da secdo. Assim, cad@duelementar de empenameri;p(s)

implica uma fungadj, (s) na secao.
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Os deslocamentoﬁk(s) provocam rotacoOes relativas entre os elementoglata,
violando a compatibilidade nos nés. Considerankton aeV, (s) , a hipotese de deformacdes

transversais membranais nulas) (=0), devem ser determinados os momentos fletores

transversais nos nés, para garantir a compatiddidantre os elementos de placa. A
determinacdo dos momentos pode ser realizada atdavénétodo das forcas. Respeitada a

compatibilidade dos nés, a secdo apresentara fleaéieversal, ou seja, deslocamentos

Portanto,t, (s) também implica uma func&m, (s) na secéo (que tera variagéo clbica). Toda
a deducéo dos deslocamentos dos deslocamentogetizaisy, (s) e W, (s) em fungdo de
U, (s) pode ser encontrada em Silvestre e Camotim, 2002a.

No caso da aplicacdo de uma funcéo elemamés) (Figura 2.11(b)), a hip6tese de

deformagfes cisalhantes membranais nulas € autaminte respeitada, ndo implicando

aparecimento de deslocamenﬁg£ s). Deve-se notar que também ndo havera empenamento

da secdo @, (s)). Portanto, a consideracdo de funges elementags) (ou seja, a
utilizacdo de subnos na discretizacdo da secaa)dasitamente ligada a consideracao de
modos de deformacédo locais na analise do perfil. datro lado, as funcbes elementares
Uk(s) estdo relacionadas a modos de deformacédo globdist@cionais, que apresentam
distribuicdo de empenamento.

A aplicacdo dev‘vk(s) também exige a determinagdo de momentos fletayesnas
para garantir a compatibilidade dos segmentos ateaplA determinacao é feita pelo método
das forcas e é dada em Silvestre e Camotim, 200&i8.uma vez, a variagao de, (s) sera
cubica.

Como se assume que o empenamento da secao é aordime linear entre 0s nos
principais do perfil, a distribuicdo de empenamentcompletamente definida pelos valores

nodais dos nos principais. Assim, o empenameuﬁts) da Eg. (2.28) pode ser escrito como

uma combinacéo das funcdes elementares de empdnaﬁp(fa):

nnt ns

u(s)= > ut(9 (2.29)

k=1
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ondeu, é a magnitude da funcéo elemerifa(s), ou seja, o valor do empenamento ndknd

devido a Uk(s). Conforme Figura 2.11(a), sao consideradas fungementares de

empenamento associadas apenas aos nos principaisid€ando ainda que funcgdes
elementares de flexdo transversal (Figura 2.11@Q) provocam empenamento, 0 somatorio
da Eq. (2.29) aplica-se apenas aos nos principas 6, 9, 11 e 13).

Substituindo (2.29) em (2.28), tem-se:

u(x 9= 2 w( 9@} (2.30)
k=1
onde ¢, (x)=ug (X representa a variagdo da amplitude da funcdo etemele

empenamentai, (s) corrigida pela sua magnitudg.

A distribuicdo de deslocamentos transversa@s) causada pelo empenamento da
secao pode ser escrita como mostra a Eq. (2.3d® @somatorio considera somente 0s nos
principais, pois as funcoes elementams(s) também n&o provocam deslocamentos na

direcéos.

v(9=Y yu(3 (2.31)

k=1

A Eg. (2.31) permite escrever o campo de deslocume/rﬁ X, s) de (2.28) como:

v(x s =

v(9a (¥ (2.32)

nm+ ns
k=1

onde ¢ (x) =uy (X € afuncdo de amplitude da funcéo elementar refe@ nd. Nota-se
que g . (x) é a derivada de (x).

A distribuicdo de deslocamentos transversa(s;) leva em conta (1) a contribuicéo
da flexdo transversal causada por cafgés) e (2) a contribuicdo das proprias funcoes
elementares®, (s). Como T, (s) e W, (s) nunca estdo associados a um mesmo no, a
distribuicdow(s) pode ser escrita como:

O (s)= wW9= kz yw($ ( k13591113

(2.33)
W(s)= wW9=> ww($ (k24678101p
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onde u, é a magnitude de, (s) associada a flexdo transversal causadatpgs) (nés

principais), ew, é a magnitude deW/k(s) associada as funcbes elementares de flexdo

transversal (subnos).

Finalmente, o campo de deslocamenu(sg s) de (2.28) pode ser escrito como:
w(xs)=> W(9a(} (2.34)

k=1

sendo que, nesse caso, a funcao de amplm(dé € dada pela Eqg. (2.35).

uy(x) (k=13,59,1113

wy(x) (k=2,4,6,7,8,10,1p (2:39)

@(X)={

Convém observar que, caso sejam considerados apésasincipais (ou seja, caso se

esteja desprezando a flex&o transversal da secés)ribuicdo de deslocamentos transversais

v(s) e w(s) é inteiramente definida pelo empenamen(s). Isso também é demonstrado

no Anexo A, onde as hipéteses mecanicas da GBém@icegadas na deducédo do MFFr.
Torna-se conveniente trabalhar num espaco vetdeatlimensdonm+ ns definido
pelas funcdes elementares. Atribui-se um sistemacatgdenadas mistasas funcoes

elementares. Para o exemplo considerado, as ceal@emistas sdo dadas pelo vgtor

y={u wowowowowow oWy oWy w4 (236)

Os campos de deslocamentos de (2.28) podem sgogsrn forma matricial:
u=Ue,; v=Vg w=Wgo (2.37)
Os termos da Eq. (2.37) podem ser explicados esutey por exemplay, na forma

explicita:
Wt (%, 9) W (9 Wiy -
vv(z)(x s (.| W(3 W( 3 - _%?».ns( @gx) (2.38)

W(nmfns—.3)(x, S) an ;153)($ —\}y”m.ﬁﬁ)(a; 7 m:s.ﬂg)( )3_ %mfnS(X)

Assim, u, v e w sdo vetores contendo os campos de deslocamentdsdes 0s
nm+ ns-3 segmentos de placa da secéo (ou seja, elemerntesders nds consecutivos da

discretizacdo), sendo que o indice sobrescritoreefe a numeracdo dos segmentos. As

matrizesU, V eW, de dimensdgnm+ ns-3)x( nm nk contém as funcdes elementares (ou
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distribuicdes de deslocamentos causadasﬁp@s)) escritas para cada segmento de placa da

secdo. Finalmente, o vetgr € o vetor de fun¢gbes de amplitude, que incluiasdenadas
mistas de (2.36). O vetap esta expandido na Eq. (2.39), agora considerand@ada modo
de deformacéo pode ter uma funcdo de forma longalidiferente (aplicavel a condicdes de

contorno diferentes de apoios simples). Naturalme@{ € o vetor com as respectivas

derivadas em relacéo a variaxeDeve-se notar que as colunas das mattize¥ referentes

aos subnos devem ser consideradas nulas.

a(¥)| [ ug(x)
a(x)| | wy,(x)
@ (x) U5 (x)
o=] : b=/ (2.39)
09| |uwul
()| sl
As(x) U df5( X)

O sistema de equagdes de equilibrio da GBT € ohtideés da aplicacdo do principio

dos trabalhos virtuais. A deducéo do sistema degira ordem esta detalhada em Silvestre e
Camotim, 2002a e a incorporacdo dos efeitos denslegwrdem relacionados a nao-
linearidade geométrica estad dada em Silvestre eo@am2002b. A forma matricial do
sistema de equacdes de equilibrio para analisarldeflambagem (problema de autovalores)
[Adany et al., 2006a] é dada por:

CQ — DO, +BO- WX @, =0 (2.40)

As matrizesC, D e B s&o matrizes de dimensom+ ngx( nm+ np contendo

propriedades da secdo transversal relacionadas rews ns modos de deformacéo
considerados na andlise (funcbes elementares)sTsiamatrizes de rigidez associadas ao
comportamento linealC € uma matriz de rigidez axial (empenamenibg uma matriz de

rigidez a tor¢éo, B é uma matriz de rigidez a flexao transversal.

O termo W? representa ccarregamento modabntes da flambagem, ou seja, a

resultante das tensGes causadas pelo mpdoie pode ser qualquer funcdo elememaé o

parametro de carga associado ao valor conhasftloFinalmente, X é a matriz de termos

de segunda ordem (matriz geométrica) associadareegamento modal°. As matrize<C,
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D, B e X,, resultam da aplicacdo do principio dos trabalhdsais [Silvestre e Camotim,

2002a e 2002b], e podem ser determinadas atraganataizes de funcdes elementdoed/
e W, conforme Adany et al., 2006a.

A forma do sistema de equacgbes de equilibrio midstrea Eq. (2.40) ainda ndo é
adequada para a solucédo. As matriZe® e B possuem diversos termos fora da diagonal,
tornando o sistema de equacdes altamente acopldito)tando a solucédo. Além disso, os

componentes dessas matrizes ndo tém significaido fikro, o que dificulta a interpretacao
dos resultados. O carregamento modgl também n&o tem significado fisico, ja que esta

associado a fungdes elementares sem significatioqpra

Para se ter uma ferramenta préatica, é importantentesistema de equacfes o mais
desacoplado possivel, ou seja, o ideal € que awasata Eqg. (2.40) sejam diagonais. Para
aproveitar a vantagem da GBT de trabalhar com mo@odeformacdo separadamente, €
conveniente que se utilizem modos de deformacdactfsticos, atribuindo significado
fisico claro aos termos do sistema de equacdesarfor deve-se mudar a base vetorial
utilizada, resultando em um sistema c®ordenadas modaisassociadas aos modos de
deformacéo caracteristicos.

Através de um procedimento mostrado em Silves@araotim, 2002a e Adany et al.,
20064, é possivel, ao mesmo tempo, diagonalizaraaszesC, D e B e mudar base vetorial
da Eq. (2.40). Primeiramente, resolve-se o segpiaielema de autovalores, considerando as

matrizes de rigidez axial (empenamento) e de rigédéexao transversal:
(B-AC)y, =0 (2.41)
A Eqg. (2.41) resulta emmm+ ns autovaloresi, . Quatro desses autovalores séo nulos,
enquanto os outrosm+ ns-4 autovalores sdo positivos e estdo associadoachoitesy,

ortogonais que representam modos de deformacawailistais e locais, ou seja, modos com

significado fisico pratico. Os autovetorgs sdo dados pelo vetor da Eg. (2.36), onde cada

componente representa um valor nodal de deslocangentodo. Deve-se observar que 0s
modos locais possuem valoresulos.

Assim como no MFFr, sdo obtidasm-4 modos distorcionais, mas agorang o
namero de modos locais. Os quatro autovetoresntestala Eq. (2.41) estdo associados a
modos de deformacdo de corpo rigido. A determinagd® outros quatro modos de

deformacédo ortogonais caracteristicos (associadodedsdo axial, a flexdo em relacdo aos
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dois eixos principais da secdo e a tor¢ao) exige trabalho, o qual est4 detalhado em Leach,
1994, e Adany et al., 2006a. Mais uma vez é possiveervar que os modos globais e
distorcionais estao relacionados aos nos princiaisecdo, enquanto os modos locais estao
ligados aos subnds (ha notacdo do MFFr, tambémdsoprincipais externos).

No final, sdo obtidosnm+ ns modos de deformagédo ortogonais, com significado
fisico. A utilizagdo dos modos de deformacédo omai® como base vetorial do sistema de
equacoes da GBT, além de favorecer a interpretdgéigesultados, diagonaliza as matrizes
C, D eB no momento do calculo de seus componentes ases@ad novos modos.

A Figura 2.12 mostra os deslocamentos transvemass modos de deformacéo
ortogonais (puros) obtidos através da discretizagadal do perfil da Figura 2.10(b). Na
Figura 2.12(a) estdo mostrados os quatro modosodeo cde rigido e os dois modos
distorcionais, enquanto na Figura 2.12(b) estéoi@xs os modos locais.

N A , l L ey
Figura 2.12. Discretizacdo modal do perfil da Fagr10(b). (a) Modos de deformacéao de
corpo rigido e distorcionais. (b) Modos de deforaualpcais.

Os modos 1 a 6 da GBT possuem distribuicbes deaskentos idénticas (inclusive
empenamento) as dos modos naturais globais editars utilizados no MFFr (modos G1 a
G4 e modos D1 e D2 na Figura 2.8). Os modos lot&s8 da GBT sdo muito semelhantes
aos modos axiais ortogonais L1 e L2 do MFFr (Figu€). Esses modos ndo sdo exatamente
iguais porque a distribuicdo de deslocamentos dmfomaxiais ortogonais é dependente do
comprimento do perfil. Também €& importante obseryae, caso o perfil utilizado no

exemplo tivesse sido discretizado com mais nésterminacdo dos modos axiais ortogonais
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(ver Figura 2.7(b)), a base axial ortogonal da g9 teria outros modos semelhantes aos
modos 9 a 13 da GBT (Figura 2.12).

A cada modo de deformacdo ortogong] estardo associadas distribuicdes de
deslocamentos na secég(s), Y (s) e W (s). Assim, é possivel fazerdiscretizagdo modal

do campo de deslocamentos da sec¢éo reescrevekds.g2.29), (2.31) e (2.33) como:

ICEDWIE
V(S):n:lnSM(S) (2.42)
w(s)= Y Rw(3

k=1

onde p, € o coeficiente dparticipagdo modal

Finalmente, os campos de deslocamentos do pesfé)géressos por:

nnt+ ns

a(x9='3 4 (34,09

v(x 9= Z v(9a(3 (2.43)

wix =2 w(daly
onde ¢ (X) = p#(x) € a fungdo de amplitude, cog(x) representando a variagdo dos
deslocamentos da se¢éo ao longo do comprimentertibep p, fornecendo a magnitude.

Utilizando a base vetorial dos modos de deformag¢@monais, o sistema de equacdes
de equilibrio da GBT pode ser escrito como mostr&ga (2.44), onde o sistema de
coordenadas € dado pelos valopggsdos nm+ ns modos ortogonais.

C@ — DO, +BO- WX, @, =0 (2.44)

As matrizesC, D, B e X_ sdo matrizes contendo propriedades dos modos
ortogonais, com significado fisico. Davies e LeatfBi94a, mostram como o sistema de
equacoes da GBT pode ser reduzido a equacdesraesteldssicas de viga, deixando claros
os significados fisicos dessas matrizes. O carreganmodaM/® representa a resultante das
tensbes dos novos modos de deformacédo, e ter&icagoi fisico pratico caso esteja

relacionado aos modos de corpo rigido 1 a 4 dar&igul2(a), ou seja, representara forca
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axial, momento em relagdo ao eixo de menor inéns@nento em relacdo ao eixo de maior

inércia e bi-momento, respectivamente.

As matrizesC, D e B sdo diagonais, o que garante o desacoplamentoletontas
equacdes em analises de primeira ordem (por exemngridavies e Leach, 1994a e 1994b).
Para analises de flambagem, a interacdo entre desmaode existir (dependendo de quais
modos sao considerados na analise), ja que a m@;rié, em geral, ndo diagonal.

Assim como no MFFr, para que os coeficientes décgaacdo modal tenham sentido,
0s modos de deformacdo precisam ser normalizados bz aplicado um esquema de
normalizagdo, a participagdo de um mddoa configuracdo deformada da secdo sera dada

por:

P = WLL (9 (2.45)

> ([l (<)) ox

onde o numerador esta relacionado a contribuiciomddo k e o denominador esta

BN

relacionado a contribuicdo de todos os modos dermief;do considerados na analise. A
integracdo é feita no comprimento do pelfie leva em conta possiveis diferencas entre as
funcdes de forma longitudinais dos diferentes modos

A Eg. (2.44) considera apenas um carregamento maaolaéspondente a um modo

Mais carregamentos modais podem ser consideraglodo gjue, nesse caso, a maf(i,szaz

parte de um tensor de terceira ordeW& faz parte de um vetor com os diferentes tipos de

carregamentos modais (ver Silvestre e Camotim, [20@ tratamento para uma combinacao
de carregamentos modais € mostrado em Davies &,LE3@4b. Além disso, o carregamento
modal de (2.44) foi assumido uniforme ao longo dmgrimento.

O sistema da Eq. (2.44) s6 pode ser resolvidotarzatiente para perfis simplesmente
apoiados (extremidades localmente e globalmentelad#s e livres para empenar)
submetidos a tensdes uniformes ao longo do comptamPara outras condi¢cdes de contorno
das extremidades e outros carregamentos, a sollg@® ser aproximada por métodos
numéricos, como método das diferencas finitas ou-FMB8s métodos numeéricos para a
solucéo das equacbes de equilibrio da GBT sao dadwsem Davies e Leach, 1994a e
1994b, e Silvestre e Camotim, 2002b, e uma soldefalhada pelo MEF é dada em Silvestre
e Camotim, 2003a.
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Para o caso em que € possivel a solucdo analtisalucdo para cada modo de
deformacéo sera dada por:

@ (x)= pksin(?(j (2.46)

lembrando quen € o nimero de meias-ondas ao longo do comprintedtwperfil, e p, € o

coeficiente de participacdo modal na solucéo. etgue a funcédo de forma longitudinal é a
mesma utilizada no MFF. No caso em que=1, a solucdo é dada em funcdo do
comprimento de meia-onda, como no grafico da Figusa

Para a realizacdo da analise linear de flambagepedis de sec¢do aberta (inclusive
com ramificacdes) utilizando a GBT, pode ser usadsoftware GBTUL [Bebiano et al.,
2008], gratuitamente disponivel. A analise pode smalizada considerando qualquer
combinacdo de modos de deformacdo ortogonais da. @B%oftware disponibiliza dois
métodos de solucdo: (1) solucdo analitica e (2)¢c&ol numérica através do MEF [Silvestre e
Camotim, 2003a]. Através da solucdo analitica, sweneperfis com extremidades
simplesmente apoiadas, submetidos a cargas axi@spentos fletores e bimomentos
uniformes ao longo do comprimento, podem ser aadis. Utilizando a solu¢do numérica, o
software permite a analise de perfis com extrenagaimplesmente apoiadas, engastadas ou
livres, sendo essas condi¢des aplicaveis indep&rdente para os modos de deformacao
considerados. Nesse caso, carregamentos variaweisngo do comprimento podem ser
aplicados.

Finalmente, deve-se observar que modos de defoomdeadextensdo transversal
membranal e de cisalhamento membranal (modos O E&rMndo estdo incluidos na

formulacdo da GBT apresentada, que € a utilizadaafivvare GBTUL. Isso se deve as
hipéteses simplificadoras que considerath= " =0. Porém, como comentado em Adany

e Schafer, 2006b, e Adany et al., 2006b, 2007 8208 estado de tensdes linear considerado
para os modos globais e distorcionais na GBT perque esses modos considerem, de certa
forma, deformacgdes transversais membranais e aigayy, ou seja, os modos O do MFFr
estdo incluidos implicitamente nos modos G e D @T.GUma discussdo sobre isso €
apresentada na secao 5.1.1. De qualquer formapBia‘éassica”, os modos O ndo podem

ser isolados.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A decomposicao da solucdo da andlise de flambagepedis formados a frio, para a
obtencédo da carga critica de flambagem de modadeftemacéo especificos, € um tema
novo, envolvendo muitos tépicos ainda nao resot/el@bertos para o estudo. Portanto, ndo
se encontram muitos trabalhos disponiveis nafitexajue abordem o assunto.

Com o objetivo de se obterem cargas criticas deomauliros ou combinados,
explorando o comportamento da flambagem em pedisnddos a frio, os trabalhos
disponiveis até o0 momento seguem, basicamente, lohies ligeiramente diferentes: (1)
analise através do Método das Faixas Finitas Rgatd (MFFr) [Schafer e Adany, 2006 e Li
e Schafer, 2010b], e (2) analise utilizando a EeGneralizada de Vigas (GBT, que é a sigla
em inglés) [Silvestre e Camotim, 2002a e 2002biefp também ja podem ser encontrados
alguns trabalhos tratando da obtencdo de cargasasrde modos de deformacédo separados
fazendo uso do Método dos Elementos Finitos (ME#&, € o foco dessa pesquisa.

O estudo da flambagem focada em modos de deformesf@ecificos, além da
contribuicdo para uma melhor compreensao do comperito estrutural de perfis formados a
frio, também tem uma motivacéo pratica, relacioradélizacdo de normas de projeto. Cada
tipo de modo flambagem usualmente considerado 4glalistorcional ou local) possui um
diferente grau de reserva poés-flambagem, que éndiedo pelas normas através de uma
relacdo com a carga critica de flambagem elastiéan disso, o modo de flambagem em si €
fundamental para a consideracao de imperfeicOanéjeicas.

Métodos numeéricos usualmente usados para a ad@liperfis formados a frio (MEF
e MFF), apesar de gerais, ndo podem diretamentelaala carga critica de um modo de
deformacgdo especifico, pois os diferentes modogemmEantes a diferentes fendmenos de

flambagem interagem entre si.

3.1 Pesquisa sobre a Teoria Generalizada de Vigas (GBT)

A GBT € o unico método de analise que, inerentemerdrmite a decomposicdo da
solucéo da anadlise de flambagem, ou seja, o métodimsenvolvido com base na definicao
de modos de deformacéo caracteristicos separagiwsitipdo que a solucao seja encontrada
como uma combinacéo desses modos. Originalmenganaadsida por Schardt, 1989, a GBT
foi efetivamente introduzida na literatura comrabdalhos de Davies e Leach, 1994a e 1994b,

0S quais apresentaram o0s conceitos de forma corfosando no potencial da teoria e
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mostrando que ainda era possivel explorar maioratee vigas ao invés de se recorrer
unicamente a métodos numéricos.

No primeiro trabalho de Davies e Leach, 1994a,roxipios basicos da GBT foram
apresentados através de um exemplo numérico deanalse de primeira ordem (analise
linear elastica). Foram abordados diferentes t&picomo a definicdo completa dos modos de
deformacgédo de corpo rigido e distorcionais a pdeidistribuicdo de empenamento da secéo,
meétodos de solucdo da equacédo de equilibrio dag€s&juivaléncia a teoria classica de vigas.
Com o exemplo numeérico, utilizou-se o principiosti@erposicao de efeitos para a resolucéo
do sistema de equacdes de primeira ordem e mastr@uimportancia da consideragcédo da
distorcdo da sec¢do na analise de perfis formadas,acomparando os resultados da GBT
com os fornecidos pela teoria classica.

Davies e Leach, 1994b, introduziram efeitos de seégwrdem a formulacédo da GBT.
Esses efeitos estdo associados a nao-linearidagiméggeca e permitem a analise de
flambagem de perfis formados a frio. Nesse trabalho exemplo numérico de uma analise
linear de flambagem (problema de autovalores) psesentado. Solu¢cdes para modos de
deformacéo individuais e combinacdo de modos fovatdas, dando destaque a possivel
interacdo entre os modos em uma analise de flambdgealmente, uma comparacdo com
resultados experimentais foi feita.

Posteriormente, Davies, Leach e outros autoresigawéin diversos trabalhos
utilizando a GBT na analise de flambagem de péofimados a frio. Leach, 1994, mostrou
como as propriedades associadas aos modos de defmrnndividuais da GBT podem ser
calculadas. Entre outros trabalhos, podem-se tigach e Davies, 1996, Davies et al., 1997 e
Jiang e Davies, 1997. Schardt, 1994, ainda escreweartigo discutindo o acoplamento do
sistema de equacdes de equilibrio da GBT causdds pderentes modos de deformacéo
considerados na analise e/ou pelos diferentesgesmentos modais aos quais o perfil é
submetido.

Mais recentemente, Silvestre e Camotim voltarampoear o potencial da GBT. O
marco inicial dessa pesquisa foi a publicacdo tkeeSre e Camotim, 2002a e 2002b, que
mostraram a formulacdo da GBT de forma detalhadane aplicacdo estendida a materiais
ortotrépicos. No primeiro desses artigos [Silvestr&€amotim, 2002a], foi apresentada a
formulacdo da GBT de primeira ordem. Foi mostraddeducéo detalhada dos modos de

deformacéo individuais de corpo rigido, distorcisrealocais a partir da definicdo de funcdes
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elementares. Mostrou-se como obter um sistema dacégs de equilibrio desacoplado,
através do uso de modos de deformacéo ortogonaissigmificado fisico. Foi apresentado
um exemplo numeérico, considerando diferentes naageriaminados. Verificou-se a
contribuicdo de cada modo de deformacdo indivicheah o valor de deslocamento do
problema, comparando os diversos tipos de materiais

No segundo artigo de Silvestre e Camotim, 2002kcsf de segunda ordem foram
incluidos na formulacéo geral da GBT, aplicavelaeanais ortotropicos. Assim, foi possivel
a analise de flambagem de perfis formados a frioart@yo focou na andlise linear de
flambagem (problema de autovalores), mas tambémsapiou uma discussdo sobre como
identificar problemas nao-lineares de segunda orgermitindo uma aproximacao linear
para problemas envolvendo pequenos deslocamentaamF apresentados exemplos
numeéricos de um perfil sob compresséao axial oudflexconsiderando diferentes materiais
laminados. Dependendo do caso, um comportamentdingos foi constatado, sendo a
solugdo uma aproximacao linear. A contribuicdo adacmodo de deformacao individual na
solucéo foi calculada para diversos comprimentogeatol.

ApoOs a apresentacao detalhada da teoria da GBies8# e Camotim, juntamente
com outros autores publicaram diversos artigosesobtema. Silvestre e Camotim, 2003a,
apresentaram um meétodo de solugédo das equacOgsitibre da GBT através do MEF. Em
Silvestre e Camotim, 2003b, a GBT de segunda orderastendida para problemas
envolvendo grandes deslocamentos. A modificacatwhaulacdo da GBT para permitir a
aplicacdo a perfis com secOes abertas ramificadtzsi& em Dinis et al., 2006. Para secdes
fechadas a formulacdo estd em Gongalves et al9. 200GBT também foi aplicada em
andlises de perfis com condigbes de contorno daenexlades ndo convencionais em
Camotim et al., 2008. Uma discussao sobre comoidenas modos de deformacdo de
extensdo transversal membranal e de cisalhamenttbrapal na formulacdo da GBT pode
ser encontrada em Silvestre e Camotim, 2003b, €#baes et al., 2009.

Finalmente, a pesquisa realizada pela equipe des8® e Camotim resultou no
desenvolvimento de um software que permite a andiieear de flambagem de perfis
formados a frio através da GBT: o GBTUL. Trata-seuth software gratuito, disponivel no

website dos criadores [Bebiano et al., 2008].



51

3.2 Pesquisa sobre o Método das Faixas Finitas Restridg (MFFr)

Paralelamente & pesquisa de Silvestre e Camotime solGBT, Adany e Schafer
propuseram um novo método para a separacao de rdedibsformacdo em uma analise de
flambagem de perfis formados a frio prismaticoselgho aberta sem ramificacdes (tanto para
a obtencdo das cargas criticas de modos especifigasto para a quantificacdo da
contribuicdo de diferentes modos em uma solucaal)g&ssa nova abordagem consiste em
introduzir hipéteses mecanicas da GBT, que permitanacterizar os diferentes tipos de
flambagem, em métodos numéricos gerais, como o M&EMEF. Ao contrario da GBT, que
enriguece o modelo simplificado de vigas para asidemacdo dos diferentes tipos de
flambagem, a abordagem de Adany e Schafer apktagi@es nos campos de deformagdes de
um modelo numérico geral, fazendo com que o modeforme-se (flambe) conforme o
desejado. A aplicacdo mais trabalhada pelos ausdées momento foi no contexto do MFF,
resultando no MFFr. Mesmo assim, a abordagem & gedendo ser naturalmente estendida
ao MEF, o que, porém, ainda consiste em um tenestdelo amplamente aberto.

No trabalho de Adany, 2004, o MFFr foi apresentadostrando a motivacdo do
trabalho relacionada a problemas comuns na idestéio e na definicdo dos tipos de modos
de flambagem. Definicbes matematicas, inspirada&Ba&, para quatro tipos de modos de
flambagem (globais, distorcionais, locais e outfosdm estabelecidas pela primeira vez. Em
seguida, diversos artigos sobre o MFFr foram patis. Por exemplo, em Schafer e Adany,
2006, a teoria do MFF convencional e do MFFr faeapntada de forma concisa, destacando
as duas aplicacbes fundamentais do MFRte@omposicdo moddpara o calculo da carga
critica de modos de deformacdo especificos) ideatificagdo modal(para o calculo da
contribuicéo de diferentes modos em uma solu¢asidgerando modos combinados).

Trés trabalhos de Adany e Schafer detalham o MEFprimeiro deles [Adany e
Schafer, 2006a] mostrou como hipdéteses mecanicaGRIB podem ser utilizadas para
restringir o modelo de faixas finitas para que essdeforme de acordo com modos globais e
distorcionais, ou seja, foi apresentada de fornaltida a dedugao da matriz de restricdo dos
GDLs do modelo ao espaco de deformacfes geradmquiws globais e distorcionais (matriz
Rep).

No segundo trabalho [Adany e Schafer, 2006b], maste como separar modos

globais e distorcionais, partindo da metodologiaG&Bal, ou seja, o espaco de deformagdes
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gerado pelos modos globais e distorcionais foi reejmaem dois subespacos: o gerado por
modos globais e o gerado por modos distorcionasa Bso, definiram-se bases vetoriais
formadas por modos de deformacéo caracteristicm®nt considerados os quatro modos
globais de corpo rigido da GBT, enquanto os modkisrdionais puderam ser determinados a
partir da condicdo de ortogonalidade relacionadhstiibuicdo de empenamento da sec¢dao.
Posteriormente, mostrou-se como obter, no MFF, bas2 vetorial de modos distorcionais
ortogonais com significado fisico, semelhantesusaglos na GBT. Exemplos numéricos de
calculos de cargas criticas de modos de deformagdiwiduais e combinados foram
mostrados, fixando conceitos conmmodo puro de flambagemmodo de deformacéao
individual e modo de flambagem individuah validade do MFFr foi mostrada através da
comparacdo com outros métodos de analise de perfisados a frio, também sendo
destacadas as fontes de diferencas de resultad@scuto da carga critica de modos globais e
distorcionais.

A separacao de todos os tipos de modos de flambgglebais, distorcionais, locais e
outros) para a analise linear de flambagem desplenimados a frio atraves do MFFr foi dada
em Adany e Schafer, 2008, onde também foram res$sptbcedimentos dos dois trabalhos
anteriores. Primeiramente, mostrou-se como definimatriz de restricdo ao espago de
deformagbes gerado por modos globais e distordofmatrizRgp), a partir de hipoteses
mecéanicas da GBT. Seguiu-se com a separacao dassrgtmbais e distorcionais (definicdo
das matrizes de restricd®c e Rp). Relaxando as hipoteses da GBT, o MFFr pdde ser
estendido a modos locais e outros modos, o que ledefinicdo das matrizes de restriqo
e Ro, sendo possivel gerar o espaco inteiro de GDL3VI#® e, consequentemente de
deformagbes possiveis. Com isso, a decomposicaalnfodada em modos puros de
flambagem ficou resolvida.

Também foram propostas bases vetoriais formadasnpolos de deformacédo com
significado fisico para os espacos de deformac&ogdatro tipos de flambagem discutidos,
ou seja, foram definidos awodos axiais ortogonaiobtidos a partir de modos puros de
flambagem resultantes da analise de um modelo &ga @xial, restringido de acordo com
cada um dos quatro tipos de modos de flambagemasigmaente. Assim, a solucdo do MFFr
passou a ser expressa em termobades modaiF-azendo uso dos modos axiais ortogonais,
foi possivel estabelecer o procedimento de ideaghio modal. A identificacdo modal

permite o calculo da contribuicdo dos diferenteslosode deformacéo individuais em uma
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solucdo geral. Logicamente, também é possivel lealeucontribuicdo do conjunto de todos
0s modos pertencentes a um tipo de flambagem (gfiech um modo puro). Além disso,
como 0s modos axiais ortogonais tém significadicdjsornou-se atraente a decomposicao
modal focada em um modo de deformacéo individual.

Foram apresentados exemplos numéricos de calceloarda critica de modos puros
e combinados, ilustrando a interacdo entre os mo@oflambagem. A quantificacdo da
interacdo entre os modos foi feita através da iiileatdo modal, calculando a contribuicéo
dos modos para diversos comprimentos do perfilafombordados aspectos como a
influéncia da discretizacado do perfil, do tipo deregamento e do tipo de bases vetoriais
utilizadas. Provou-se que, com a utilizacdo dosas@xiais ortogonais, uma grande reducéo
do modelo € possivel, ou seja, muitas vezes poomms precisam ser considerados na
analise. Posteriormente, Li et al., 2011, fizeramastudo mais detalhado da influéncia dos
parametros do MFFr, abordando também o impactaldesntes esquemas de normalizacdo
das bases vetoriais.

Andlises lineares de flambagem restringidas daspmfmados a frio prismaticos de
secao aberta sem ramificacdes podem ser feitagantlo o software CUFSM, apresentado
primeiramente em Schafer e Adany, 2006, gratuitéeneiisponivel por Schafer em seu
website [Schafer, 2006, e Schafer, 2011]. O MFkzato nessa primeira versdo do CUFSM
e em todos os trabalhos de Adany e Schafer citmltsdera apenas uma meia-onda senoidal
ao longo do comprimento do perfil, ou seja, o MERIpregado nesses trabalhos pode ser
aplicado a apenas perfis com extremidades simpldsnapoiadas e livres para empenar,
sendo que todos os modos de deformacédo consideradgoslise ttm o mesmo comprimento
de meia-onda.

Na literatura, apenas dois métodos permitem a deesigho da solucédo da andlise de
flambagem de perfis formados a frio em modos derdeicdo pertencentes aos diferentes
tipos de flambagem: a GBT e o MFFr. Mesmo que o Médfa baseado em principios da
GBT, esses dois métodos possuem implementacfesdiferentes, cada um com suas
particularidades e limitacbes. Para uma revisdccisanda teoria desses dois meétodos,
juntamente com uma comparac¢ao dos principais aspedaos resultados fornecidos por cada
um deles, podem-se consultar Adany et al., 20082612 2007 e 2008a.

Considerando as limitagées da primeira versdao dbSMU (considerando uma meia-

onda senoidal ao longo do comprimento do perfil)e LSchafer, 2009, apresentaram uma
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extensdo do MFF que permite sua aplicacdo a p=ofis diferentes condigbes de contorno
das extremidades. Cada condicdo de contorno impligtélizacdo de um diferente tipo de
funcdo de forma longitudinal. Atencdo especial flada ao numero de componentes
harmoénicos que devem ser considerados para cosdd@eontorno diferentes de apoios
simples. Considerando as funcdes de forma longi&isli como um somatério de
componentes harménicos, os resultados de cargezaaté MFF apresentado por Li e Schafer
sdo sempre dados em funcdo do comprimento do,pbféfentemente da primeira versao do
CUFSM, cujos resultados eram apresentados em fuhg@mmprimento de meia-onda. As
participagfes dos componentes harménicos nas ssld® varios exemplos de placas e de
perfis foram calculadas, destacando a presenceodgponente harmodnico dominant®s
resultados do MFF estendido foram comparados comoraogcidos por solucdes analiticas
(exemplos de placas) e pelo MEF (exemplos de pldasperfis), validando o método.

No trabalho de Li e Schafer, o MFF foi apresentadma notacdo generalizada, que
permite a consideracdo de qualquer condicdo derentProvou-se que é possivel derivar o
MFFr de Adany e Schafer, 2008, nessa nova notagdioe permite que o MFFr seja aplicado
a condicOes de contorno gerais das extremidadpsrtib Assim, foi mostrado como deduzir
as matrizes de restricdo que permitem a decompmodirs modos de deformacé&o na solugéo
da analise linear de flambagem de um modelo dadaixitas com condi¢des de contorno
gerais.

Nos trabalhos seguintes de Li e Schafer, 20104 6l200i realizada a implementacao
do MFFr para condi¢Ges de contorno gerais, detdlihaaus conceitos. As bases vetoriais que
definem os espacgos dos modos de flambagem podedeseidas considerando ou néo o
acoplamento entre diversos componentes harméniitiaados na analise.

Em Li e Schafer, 2010a, € apresentado um exempiwenco de um perfil C com
enrijecedores de borda com extremidades engastadbmetido a carregamento de
compresséo axial. E demonstrado o acoplamento eminponentes harmonicos na andlise de
flambagem, através do calculo da contribuicdo ddaceomponente na solucdo. A
identificacdo modal é realizada considerando-sediteyentes definicbes para as bases
vetoriais dos espacos que definem os modos de digemb no MFFr para condi¢cdes de
contorno gerais. Diferentes esquemas de normabZacam empregados.

No trabalho seguinte [Li e Schafer, 2010b], é deserimplementacdo do MFFr para

condicbes de contorno gerais no software CUFSM. $S&mstrados resultados de
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decomposicdo modal e identificacdo modal para utfil @ecom enrijecedores de borda com
extremidades engastadas submetido a flexdo em twrrexo de maior inércia. E proposto
um método de selecdo dos componentes harmoénicesimaortantes na analise, baseado no
grafico da carga critica em funcdo do comprimergontkia-onda, o que pode diminuir
consideravelmente o custo computacional. O MFFringgdo também é utilizado para
auxiliar o projeto através do MRD. Identificandoese componentes harménicos com maior
contribuicdo para cada modo de flambagem purosessaponentes podem ser selecionados
na analise utilizando o MFF convencional (sem ig#s). O emprego desses componentes
dominantes na andlise convencional permite quansejatidos modos predominantemente
pertencentes as classes de flambagem caracteristara que o MFFr seja utilizado,

possibilitando que as cargas criticas sejam usadasonjunto com o MRD.

3.3 Pesquisa sobre o Método dos Elementos Finitos (MERplicado a andlises de

flambagem focadas em modos puros e combinados

A decomposicao da solucéo da analise de flambageperdis formados a frio atraves
do MEF ainda é um assunto pouco explorado. Adara).e2008b e 2010, e Jo6 e Adany,
2009, propuseram um método aproximado para readizdentificacdo modalatravés de
modelos de elementos finitos. As bases vetoriais1BEBr estendido a condi¢cdes de contorno
gerais foram utilizadas para aproximar o campo erthacdes geral de um modo de
flambagem obtido através de um modelo de eleméindss (sem restricdes). As bases
vetoriais definidas no MFFr separam os espaco&figrdacdes dos quatro tipos de modos de
flambagem (globais, distorcionais, locais e outr@dgm disso, utilizando bases vetoriais
ortonormais, a identificacdo modal pode ser red#izdNos trabalhos em questdo, norma
vetorial foi considerada.

Os vetores de deslocamentos do MFFr representagidarde deslocamento ao longo
do comprimento do perfil e, portanto, 0 campo dslab@mentos do modelo de elementos
finitos pode ser aproximado como uma combinacéeatindessas funcbes. Porém, essa
aproximacédo, em geral, implica um erro. A aproxidmago campo de deslocamentos dos
modelos de elementos finitos foi encontrada atralg&sinimizacdo da norma vetorial do
erro. Posteriormente, foi possivel calcular a pgrdicdo de modos de deformacao individuais
ou dos tipos de flambagem em uma solucdo de elesénitos. Finalmente, o erro gerado

na aproximacdo também pode ser quantificado. Devebservar que foram consideradas
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funcdes base correspondentes a diversos comportertaénicos ao longo do comprimento
do perfil analisado, porém, foram utilizadas apdnagdes de forma longitudinais senoidais.

Em Adany et al., 2008b, foi analisado um perfil @ncenrijecedores de bordas, de
comprimento fixo, sob carregamento axial, consiuigoacomo parametros: a discretizacdo da
secdo, o comprimento de meia-onda minimo das fenbase, e diferentes condi¢cdes de
contorno das extremidades do perfil. A identificag@dal foi realizada para diversos modos
obtidos numa anélise linear de flambagem utilizaakgmentos finitos. Demonstrou-se que,
dependendo do numero de meias-ondas do modo déafiggm a ser identificado, uma
discretizagéo fina precisa ser utilizada no modelelementos finitos, e um grande nimero
de fungBes base correspondentes a varios compdametd® meia-onda precisa ser
considerado. O método de identificacdo modal propasostrou fornecer bons resultados
também para certas condi¢cdes de contorno difereetegpoios simples, mesmo empregando
fungbes base senoidais.

Em Adany et al., 2010, as andlises do trabalhorianttoram feitas de forma mais
detalhada. Chegou-se a concluséo de que usandi@eBibases senoidais, apenas perfis com
extremidades simplesmente apoiadas ou com condigdesntorno mais rigidas podem ser
analisados adequadamente. Também foi verificadanfla@éincia do carregamento na
identificacdo modal através do método propostaalFiante, foi feita uma discusséo sobre a
selecdo de funcdes bases visando a diminuicdo sim @omputacional da identificagéo
modal.

Em Jo6 e Adany, 2009, a identificacdo modal dosawambtidos com modelos de
elementos finitos ndo restringidos foi utilizada eamjunto com o MRD. Foi analisado um
perfil Z sob compresséo axial e flexdo pura, cormeexidades simplesmente apoiadas ou
somente com a alma apoiada. As resisténcias cdéxulatilizando as cargas criticas dos
modos identificados pelo procedimento proposto edivalentes as obtidas utilizando o
MFF. Porém, é destacada a vantagem da identificagddal em modelos de elementos
finitos, com o0s quais se podem analisar condigcbescahtorno ndo convencionais e
irregularidades ao longo do comprimento do pefiii analisado um caso de um perfil com
restricbes elasticas intermediarias e propos-s&lgsa futura de perfis com furos.

Casafont et al., 2009a, apresentaram uma metodgbaga a obtencdo da carga critica
de modos de deformacgédo puros, através de umaealtiakar de flambagem usando o MEF.

Através de um procedimento de restricdo baseaditm MdFFr, o modelo de elementos finitos
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é restringido de acordo com um modo de deformagdiwidual obtido através da GBT. Esse
primeiro trabalho dos autores focou-se no calcala@arga critica de modos de deformacédo
distorcionais.

No MFFr, foi possivel estabelecer a relacdo ergrgraus de liberdade gerais do MFF
e um numero de graus de liberdade reduzidos, os gedfinem o modo de deformacao
especifico ao qual o modelo é restringido. No cdsomodos distorcionais, os graus de
liberdade reduzidos séo os valores de empenama#onds da secdo que definem os
elementos de placa. Essa relacéo resulta nas ¢das@catrizes de restricdo do MFFr. Nesse
trabalho, essa relacao de restricdo foi escritaocama fungédo do comprimento do perfil,
usando func¢des de forma longitudinais (no caso, meia-onda senoidal).

O procedimento de restricdo proposto foi implem@mtatilizando o software Ansys
[Ansys, Inc., 2007]. Como n&do é possivel alterarmemdrizes de rigidez do modelo no
programa, as restricbes precisaram ser aplicadagéat de relacbes entre os graus de
liberdade do modelo, permitidas pelo programa, atei® algumas incégnitas (graus de
liberdade livres) na analise linear de flambagetiizando as relacdes de restricdo escritas
em funcdo do comprimento, podem-se estabelecegdedaentre os graus de liberdade de
algumas secdes da malha de elementos finitos,tardol em uma incégnita por secéo
restringida, ou seja, o valor de empenamento eomalgd. Assim, um modelo de elementos
finitos, restringido de acordo com um modo de defgdo individual, tera, além dos graus de
liberdade néo incluidos no processo de restric&onimero de graus de liberdade igual ao
namero de secdes restringidas. Também é possatahger o0 modelo selecionando apenas
um grau de liberdade incégnita (em apenas uma sesfimgida).

Foram apresentados célculos de carga critica desrdidtorcionais para um perfil C
com enrijecedores de borda sob compresséao axialesdftados foram comparados com 0s
fornecidos pela GBT e pelo CUFSM. Mesmo nao regimoio todas as secbes da malha e
nem todos os nés das secdes restringidas, osadssilforam bons, especialmente para
comprimentos iguais e maiores do que o comprimeritico de flambagem distorcional. Em
um segundo trabalho dos autores [Casafont etG09HH, o procedimento para o calculo da
carga critica de modos de deformacéo puros, atidwddEF foi aplicado também a modos
individuais globais e locais, considerando difegenlimensdes da secdo. Mais uma vez, o
método proposto mostrou bons resultados, princigaenpara comprimentos maiores do que
o critico.
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Posteriormente, Casafont et al., 2011, estendergesaquisa para analise de modos
combinados, para perfis com outras condicdes ddowun das extremidades e para
carregamento de flexdo pura. O método de restpgéposto utiliza um grau de liberdade
como incégnita para cada modo de deformacdo deo semdsiderado. As equacdes de
restricio sdo deduzidas apenas para um componam@iico comum aos modos de
deformacéo envolvidos na analise. Na analise despam condi¢Bes de contorno diferentes
de apoios simples, o procedimento de restricAoaficado de forma independente das
funcdes de forma longitudinais, porém, considerasdmente um modo de deformacéao.
Também foi feito um estudo sobre a influéncia domexo de graus de liberdade restringidos
nos resultados de carga critica.

A pesquisa desenvolvida por Casafont e sua equigz & um tema aberto. Resta
explorar o método para a o célculo da carga critecaasos gerais de modos de deformacao
combinados, para o célculo de contribuicdo modadra a analise de perfis ndo-uniformes
(perfis com apoios intermediarios ou furos, pornepi®). Também € necessario mais
pesquisa sobre a sensibilidade dos resultadosaaiodgr restricdo da malha, lembrando que a
restricdo em apenas algumas secdes e em apenas afggude cada secdo € muito vantajosa
guando o procedimento € aplicado a modelos comaniiaigular, que é o caso de perfis com

furos.
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4. METODOLOGIA

Nesse capitulo, primeiramente é apresentada aiglsatos perfis estudados e dos
modelos de elementos finitos utilizados. Postergmt®, descreve-se o procedimento geral de
restricio da malha do modelo de elementos finites permite uma analise linear de
flambagem focada em qualquer combinagcdo de moddsfdemacéo da sec¢éo, considerando
diversos componentes harménicos na dire¢cdo longaudO calculo da interagdo modal é
automaticamente derivado da formulacdo. Para aisen&ibcada em certas classes de
flambagem, diferentes esquemas de restricdo diteyaasdo possiveis. Em outros casos, 0

namero de componentes harmoénicos pode ser deixa€eo |

4.1 Descricdo dos modelos estudados

Para validar os métodos de restricdo propostos,affuitado um caso simples.
Considerou-se um perfil C com enrijecedores de &ardiforme ao longo do comprimento.
Posteriormente, foi feita uma aplicacdo a um pémBpirado em uma estrutura real (uma
coluna de um silo de armazenagem), com apoiosmetdiarios, ou seja, ao longo de seu
comprimento. A Figura 4.1 mostra as sec¢Oes dosspestudados, considerados como um
conjunto de placas, representadas pelos plano®sédiidas sem raios nas dobras da secao,

conforme a limitacdo na definicdo dos modos delfkgem puros utilizada nesse trabalho.

¥
Z,W
d, =90
X X
a 70°
@ /fa,-162
v |

et d, =30,5
d, =30 Z '

/

Figura 4.1. Sec¢0Oes dos perfis estudados (dimeresdesm). (a) Perfil C com enrijecedores
de borda utilizado para validacdo dos procedimegmtogostos. (b) Perfil inspirado na
estrutura real utilizada como aplicacao dos precedios (coluna de um silo de

armazenagem).

Na Figura 4.1(a)d, € a dimensdo da alma, é a dimensdo dos flanged, é a

dimenséo dos enrijecedores$ & a espessura. Para o perfil da Figura 4.4p) a dimenséo
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das almasd,, € a dimenséo dos flanges inferiords, € a dimenséo do flange superidy, é

a dimensdo dos enrijecedorest & a espessura. Assume-se um modulo de elasticidade
longitudinal de 210000 MPa para o perfil (a) e 6AD0 MPa para o perfil (b). O coeficiente
de Poisson é de 0,3.

Os carregamentos utilizados estdo mostrados naiaFgA. Para o perfil C utilizado
na validacdo dos procedimentos, sdo consideradsstijos de carregamento: compressao
axial (Figura 4.2(a)) e flexdo em torno do eiXo- X (Figura 4.2(b)). Para o perfil da coluna
do silo, € considerado apenas o carregamento deressdio axial (Figura 4.2(c)). Os
carregamentos sdo modelados como forcas distrbun@énha média da secdo, em ambas as

extremidades do perfih representa o valor maximo da carga distribuidsegao.

Y.V X, U

™~
™~
™~
™~
S

(@) (b)

Figura 4.2. Carregamentos utilizados. (a) PerBuBmetido a compressao axial. (b) Perfil C
submetido a flexdo em torno do eixo de maior irer@) Perfil da coluna do silo submetido a
compressao axial.

A secdo utilizada para a validagdo (Figura 4.1€ay)esma de Casafont et al., 2009a.
Na Figura 4.1 e na Figura 4.2, esta exibido o miatele coordenadas globa -Y - Z
adotado, com os GDLs do MFFr e da GBI, ¥, We ©). O sistema de coordenadas é o
mesmo dos trabalhos de Adany e Schafer, 2006a,b26(008, e Casafont et al., 2009a,
2009b e 2011 (ja utilizado na secao 2.2).

Para a analise de elementos finitos, foi utilizadmftware Ansys [Ansys, Inc., 2007].
Os perfis foram modelados utilizando elementosnidhsionais de casca, do tipo SHELL63
[Ansys, Inc., 2007]. Trata-se de elementos estaigurom rigidez de membrana e de flexao,
possuindo quatro nés com seis GDLs em cada.

Os perfis foram discretizados com malha regulam tamanho maximo do elemento

de 5 mm para o perfil C e de 8 mm para o perfit@lana do silo. Os enrijecedores do perfil
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C (de dimensaal, =5 mm) foram forcados a ter 2 elementos na sec¢éo. Exasngals malhas

de elementos finitos estdo dados na Figura 4.3.

V.V

L =100 mm

Figura 4.3. Exemplos das malhas de elementossinj&) Perfil C. (b) Perfil da coluna do
silo.

O tamanho maximo de elemento adotado resulta emdateaminada quantidade de
subnds em cada elemento de placa da secdo. PardildCp aléem dos nés principais (nos
localizados nas extremidades de cada elementoada)plobtém-se uma secdo com 1 subnd
nos enrijecedores, 5 subnds nos flanges e 17 sulandlsna. Para o perfil da coluna do silo, a
secao possui 2 subnds nos enrijecedores, 3 subadkanges inferiores, 9 subnds nas almas e
7 subnos no flange superior.

Assim, define-se uma nomenclatura para a discggtizda secao, baseada no niumero
de subnds em cada elemento de placa. Iniciandanjeceador de borda e indo até o elemento
de placa por onde passa o eixo de simetria da galffia para o perfil C e flange superior
para o perfil da coluna do silo, de acordo com Eiglil), tem-se uma discretizacao 1-5-17
para o perfil C e uma discretizagdo 2-3-9-7 paypeeidil da estrutura real. As discretizagoes
das secdes dos modelos de elementos finitos desitadas na Figura 4.4(a) e (b). Outra
discretizacéo utilizada nesse trabalho esta masimadFigura 4.4(c) (discretizagdo 0-1-1 do
perfil C). Essa discretizacao refere-se a uma delele nos restringidos de uma secéo do

modelo de elementos finitos, conforme discutidosnagiiante.
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o, @ (b) ©
4 3 2
2-3-9-7
’ 6 7 z
1-5-17 0-1-1

Figura 4.4. Discretizacdes das sec¢des dos modeleethentos finitos. (a) Discretizacéo da
secao do perfil C. (b) Discretizacdo da secao did da coluna do silo. (c) Discretizacao

utilizada para um dos esquemas de restricdo dodendmsa secao do perfil C.

Duas condicbes de contorno foram analisadas nesbdallto: (1) perfil com
extremidades simplesmente apoiada/simplesmenteadgpdperfil S-S) e (2) perfil com
extremidades engastada-engastada (perfil E-E).oAdigdes de contorno aqui adotadas sao
locais, ou seja, aplicam-se a cada placa que forpeafil.

Os modelos de elementos finitos foram utilizadosagrdlise lineares de flambagem.
Primeiramente, uma analise linear elastica é ddiz para se obter a matriz de rigidez
geométrica do modelo. Posteriormente, um probleenautiovalores é resolvido, fornecendo
modos de flambagem e cargas criticas. Para quesoftados sejam comparaveis com 0s
fornecidos pelo MFF, as condi¢bes de contorno dodetos devem ser aplicadas de forma
que a deformacédo por efeito Poisson na andlisarlieistica esteja livre. No caso de um
perfil com carga axial, 0 motivo é facilmente coegrdido. Com a deformacéo por Poisson
livre nas extremidades, a deformacédo da secdo &lsairinear elastica sera constante ao
longo do comprimento do perfil. Caso o efeito Raissstivesse restringido nas extremidades,
a deformada da secéo seria variavel ao longo d@momnto do perfil, 0 que ndo pode ser
levado em conta no MFF.

As condicdes de contorno das extremidades do modeémalise linear elastica estéo
simbolicamente mostradas na Figura 4.5, para dl gerfOs deslocamentos acoplados
representam restricées que fazem com que todoésodenaplicacdo tenham o mesmo valor
de deslocamento em uma analise. Assim, nas extadesdtodos os nés de um flange teréo o
mesmo deslocameniy, e, em um enrijecedor, todos os nos terdo o memslocamentdJ.

A Figura 4.5(b) exemplifica o efeito Poisson pama perfil sob compressédo axial (a
deformacéo € constante ao longo do perfil).
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Y,V A Restrigdo de translagdo
® Restri¢do de rotagdo

X, U A Deslocamentos acoplados
» > : e
(I Tt TR
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’ > > "A
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Figura 4.5. CondicOes de contorno das extremidpaeso perfil C. (a) Condicdes de
contorno na analise linear elastica. (b) EfeitsBan na analise linear eléstica para
compresséo axial. (c) Condi¢cBes de contorno parperfit S-S em uma analise linear de
flambagem focada em modos G, D, L ou combinactgtesle(d) Condigdes de contorno

adicionais para um perfil E-E em uma analise limkaflambagem.

Na analise linear de flambagem, devem ser aplicagagondicbes de contorno
particulares de cada caso analisado (perfil S-feolil E-E). Para um perfil S-S, as condi¢des
de contorno das extremidades sdo aplicadas comtram@sFigura 4.5(c), sempre que a
analise linear de flambagem for focada em modd3,&,ou combinac¢des destes. O conjunto
de restricbes proposto garante localmente o apoipless em cada elemento de placa que
forma o perfil (translagcdo perpendicular ao plan@ placa impedida, e rotagédo e
empenamento livres) e evita modos de flambagemciaskis a extensdo transversal
(membranal) dos elementos de placa (caracteridisanodos O). Caso os modos O sejam
considerados na andlise de flambagem, devem sdidamsras condicbes de contorno da
Figura 4.5(a).

Para a analise de flambagem do perfil E-E, além ateslicbes de contorno das
extremidades dadas na Figura 4.5(c) (ou Figura)}.8épendendo da inclusdo dos modos O
na analise), precisam ser aplicadas as restrigh€sgdira 4.5(d). Essas restricdes adicionais
referem-se (1) ao engaste local de cada elementplada que forma o perfil e (2) ao
empenamento nulo.

Deve-se observar que restricoes longitudinais ¢do®) devem ser aplicadas durante
a analise linear elastica. Assim, restringem-sedams GDLsV da secao localizada no meio
do vao. Antes de se realizar a analise de flambagssas restricbes devem ser removidas, a
nao ser que se espere empenamento nulo na seg@@lasdoram aplicadas, o que ndo é o

caso geral.
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Para o perfil da coluna do silo da Figura 4.1(hje gossui angulos relativos entre
elementos de placa diferentes de 90°, a aplicagsicahdicbes de contorno das extremidades

€ muito mais trabalhosa. A Figura 4.6 esquemat@aoesso.
(a) (b)

Z, W x

© ‘
NOINO !

O

Efeito Poisson
w® =wcosal —u,(l) sina

(d)

LD
n6i w’cosa

Figura 4.6. CondicOes de contorno das extremidpaeso perfil da coluna do silo. (a)
Sistemas de coordenadas locais de cada elemeptacdedo perfil. (b) Aplicacao de
restricbes de translacéo e de deslocamentos aospl@)l Deformacdo desejada na analise
linear elastica para carregamento de compressab @i Relagéo entre os deslocamentos de
elementos de placa contiguos.

Primeiramente, definem-se sistemas de coordenadais lassociados a cada elemento
de placa que forma o perfil, conforme Figura 4.6Rasteriormente, aplicam-se restricbes de
translacdo e deslocamentos acoplados conforme aFigue(b), de forma semelhante a
realizada para o perfil C, permitindo a deformag@o Efeito Poisson na analise linear
elastica. Como os angulos relativos entre os eltanate placa sdo diferentes de 90°, um né
situado na unido de dois elementos nunca vai texxaxs x e z coincidindo com os dois
elementos. Portanto, na aplicagdo de deslocameatoplados, esse ndé sO pode ser
relacionado a ndés de um dos elementos de placaifi@ womo mostra a Figura 4.6(b).

Para que a deformada do perfil na anélise lineémtieh seja como a da Figura 4.6(c)
(para carregamento de compressdo axial), € preelaoionar os deslocamentos dos dois
elementos de placa de uma unido. A relacdo ne@ss&tada na Figura 4.6(d), tomando
como exemplo os elementos 1 e 2 da Figura 4.6l@némtos com sistemas de coordenadas



65

xW -2 e x? - 49 respectivamente). No elemento 1, todos os nésupas deslocamentos

w acoplados, que assumirdo um valor genéW&bquando o perfil se deformar. No elemento
2, todos os nds, exceto o hdém deslocamentos acoplados, assumindo um valet? . O
valor de w? pode ser determinado a partir das deformacdesifmampara o elemento 1,
que tera um deslocamento constant® e uma extensdo membranal. Finalmente, o valor de
w? pode ser determinado em fungéow‘a e do deslocamento do nai (ui(l)), através de

relacdes geométricas, conforme Figura 4.6(d). Egsale relagdo de deslocamentos deve ser
aplicado a para cada par de elementos de plac@gost
Uma descricao detalhada do perfil da coluna doesilie suas condi¢cées de contorno

intermediarias € dada no Capitulo 6.

4.2 Procedimento de restricdo geral de uma malha de elentos finitos

Em uma analise linear de flambagem, para se obtaraolucdo focada em um modo
de deformacéo puro, o campo de deformacdes do mmadetérico precisa ser restringido de
acordo com o espaco de deformacdes de um tip@auadégem (global, distorcional, local ou
outro). No contexto do MFF, o espaco de deformad@&esm tipo de flambagem é definido
por uma base vetorial formada por diversos modosiefermacdo da secdo, usualmente
ortogonais e normalizados. Sao definidas basesiastpara cada componente harménico
considerado na direcéo longitudinal do perfil. Gaheando, a solugéo pode ser focada em
qualquer combinacdo de modos de deformacao da, gEdencentes as diferentes classes de
flambagem e associados a quaisquer componentesiaas, definindo-se as chamadas
matrizes de restrigao.

As segbes 2.3 e 2.4 mostram como se faz a restligdon modelo de faixas finitas
para se obterem solugbes focadas em qualquer cagdlbinle modos de deformagéo (MFFr).
As matrizes de restricdo do MFFr séo obtidas cenaitio as definicdes inspiradas na GBT
para os diferentes tipos de flambagem. Admitindiidaa essas definicdes, as matrizes de
restricdo do MFFr continuam validas no contexto MBF e podem ser utilizadas para
restringir o modelo. Deve-se observar que, com pssedimento, apenas os GDLs do MFF
serdo restringidos no modelo tridimensiond|V{, We © na Figura 4.3).

O procedimento aqui apresentado € inspirado nooptogpor Casafont et al., 2009a

2009b, porem desenvolvido de forma mais geral,aramé discutido nas proximas secoes.
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Convém lembrar que, conforme a definicdo matemdtisamodos de flambagem do
MFFr, o procedimento de restricdo geral de uma anakd elementos finitos s6 pode ser
aplicado a perfis prismaticos de secdo aberta,ega) 840 € possivel considerar raios nas
dobras do perfil analisado. Além disso, s6 podemasalisados perfis formados por pelo
menos trés elementos de placa.

O espaco de GDLs do MFF, dado pelo vetata Eq. (2.25), € inteiramente gerado
pelas bases vetoriais de (2.27), onde sdo condmep componentes harmdonicos. Por

simplicidade, escolhem-se dois componentes harm$jeaisquem e m,:

Ay | _|REE 0 |]diBl,
d [ om,] || gm.] (4.1)
[m,] 0 RebLo DLO

Para simplificar ainda mais, selecionam-se apemés modos de deformacédo da

secdo, cada um associado a um componente harmdifécente, ou seja, define-se uma

matriz de restricdo escolhendo uma colund?@éfg (vetor R, associado an ) e outra de

Rg[D"lﬂ (vetor R, associado an,). Assim, tem-se:

d 0 Rim] ﬂ[mz] '
[m.] 2 >

onde ﬂl[ml] e ﬂgmﬁ sdo os coeficientes de contribuicdo modal dos mioidos de deformacéao

considerados (normalizados).
Em (4.2), séo considerados os GDLs das linhas sadaum modelo de faixas finitas.
Para considerar a variacao dos deslocamentos go ttmcomprimento do perfil, a Eq. (4.2)

deve ser escrita em funcaode

d (Y [m,] [m]
{[md( )}{Rl (v) [m? H/J’l } 43)
i, (Y) 0 Ry (Y) | 8™

Como ja mencionado, a variacdo dos GDLs do MFFoagd do comprimento do

perfil € dada pelas fun¢cbes de forma longitudinBera um componente harmoniep os

GDLs transversaisly, W e ©) variam de acordo com uma funga/[)m] (Y) e 0s GDLs de

empenamentd/ variam de acordo con, (Y)(L/ ). Para as condi¢ces de contorno

analisadas aqui, as funcdes de forma longitudiest&o dadas na Eq. (2.24). Assim, pode-se

expandir a Eg. (4.3) como segue:
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[m,]

Upny (Y) U Yy () °
Ving (Y) VIl (Y) (Y m) 0
Wi, (Y) Wi (Y) 0
O (V)| _| O (Y) 0 A" .4)
Upp (Y) 0 Uy, (v) (1A |
Vima (Y) 0 Vg () (Y m)
Wi, (Y) 0 wimdy, (V)
O, (Y) (]

L 0 o, w[mz] (Y)

onde, por exempIoU[lml] contém os deslocamentdsdo modo de deformagé®, associado
ao componente harmonieq .

A relacao de restricdo dada pela Eq. (4.4) peresteever os deslocamentos do MFF
associados a cada componente harmdnico em qualgsigéo ao longo do comprimento do
perfil. No MEF, os GDLs estdo associados aos nomdha, e ndo estdo separados com
respeito a componentes harménicos longitudinaidaRio, para que a Eq. (4.4) seja aplicavel

a uma secdo de um modelo, a mesma deve ser r@€serio:

U (Y) U[1%][‘[/[%] (Y) U[ZmZ]l'l/[mz] (Y)
[md], [ma], /)
V(Y) _ Vi Y (Y)( L/n'l”) \Z ‘ﬂ[mz](Y)( Y FEVT) {,BI%]} (.5)
W[ winly (v) Wi, (v) (LA
G(Y) @[mﬂw (Y) @[mz]w (Y)
1 ¥ m] 2 ¥lm]

onde, por exemplo, o vetdd (Y) contém os deslocamentbsdos nos de uma secao (na

posicdoY) de um modelo de elementos finitos. E importamtiamque, na passagem da Eq.
(4.4) para a Eq. (4.5), € conveniente o usbaies axiais modais desacopladas
Em um modelo de elementos finitos, a relacéo diigds da Eq. (4.5) sé pode ser

aplicada nas posi¢oésque contenham nos, como a sesdta Figura 4.7(a) (posicay,).

Além disso, é recomendavel a utilizagdo de uma anadgular de elementos finitos (como as
da Figura 4.3). Porém, caso deseje-se modelaulerggades ao longo do comprimento do
perfil, ndo é possivel obter uma malha uniformdoago do comprimento. Assim, torna-se

conveniente (1) aplicar as restricbes em apenamflgdés de uma secdo do modelo de
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elementos finitos e (2) aplicar restricbes em ap@tgumas sec¢des ao longo do comprimento
do perfil. A Figura 4.7(b) mostra um exemplo conersges algumas secOes restringidas,

separadas por uma distandi® . A Figura 4.7(c) exibe os nds selecionados pasisi¢do em

cada secdao (referentes a discretizacdo 0-1-1 daaHg4(c)).

vy

(b)

s 6 7 8
h\k{ﬁé N Z<< % 0-1-1
AY, X

(©)

Figura 4.7. Selecao de secdes e nos para a resfagéalha de elementos finitos do perfil C.
(a) Secas a ser restringida. (b) Restricdo de apenas algsegses da malha. (c) Restricao
de apenas alguns nds da secao (somente os n&oidacao da secdo 1-1-0).

A aplicacao das restricbes em apenas algumas sdode®delo é automaticamente
controlada através da Eq. (4.5). Basta gerar untbant@m nds em sec¢des estrategicamente

posicionadas (certas coordenadgls onde se desejem aplicar as restrigoes.

E importante observar que, muitas vezes, a restdgdum nimero de nés menor do
gue o total da malha é suficiente para se obtems tesultados. Além disso, o tempo de pré-
processamento do MEF é bastante reduzido.

Para o procedimento geral de restricdo dos modedolementos finitos, dois

esquemas de restricdo foram considerados nesséhtrab

 Esquema “Total”: Todos os nos de todas as sec¢des da malha s@adddi para a
restricdo. Deve-se lembrar que esse esquema sMiréefate implementado para malhas
regulares. Os resultados obtidos com o esquemad J&aconsiderados padrbes para o
método proposto.

 Esquema “1 Sub”: Esse esquema foi utilizado somente na andlisedid . Apenas

0S nos principais da se¢do e 1 subnd da alma eadke ftange sdo utilizados para a

restricdo. Portanto, esse esquema considera uro@etdiacdo 0-1-1 para aplicacdo das
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restricdes. Além disso, apenas algumas se¢feestimgidas ao longo do comprimento

do perfil. O espacamento entre secdes restringliise de 10 mm para perfis com
L <200 mm e de 25 mm quandb > 200 mm. Esse esquema foi utilizado em Casafont et
al., 2009a e 2009b, e esta ilustrado na Figura}.4(
Para a restricdo de um modelo de elementos fiattasés Eq. (4.5), sdo utilizados os
modos de deformacgé&o puros da se¢cdo do MFFr (ng v,eB:aesR[lmI] e R[z’"Z]). O software

CUFSM permite analises através do MFFr com a mégao dos modos de deformacao
individuais usados, mas, através do CUFSM, naos8ipel um acesso direto aos modos de
deformacédo. Por outro lado, Schafer disponibilizmirotinas de programacdo que sao
empregadas dentro do CUFSM em seu website [ScH#I86, e Schafer, 2011]. A partir
dessas rotinas, implementadas em Matlab [The Matk¥ybnc., 2010], € possivel a obtengéo
dos valores nodais de deslocamentos dos mododatendeédo individuais.

Dependendo do esquema de restricdo adotado (TwthlSub), utilizam-se modelos
de faixas finitas com diferentes discretizacbes @aobtencédo dos modos de deformacéao da
secao (por exemplo, para o perfil C, discretiza&s17 ou 0-1-1). Como mencionado, 0S
modos de deformacao utilizados em (4.5) sdo nozadis. Entdo, € importante lembrar que
0 esquema de normalizacdo NV é sensivel a disagéiizdo modelo de faixas finitas.

A implementacdo das restricbes no modelo de elaséimnitos é feita de forma
diferente da realizada no MFFr, sendo detalhadaddma secéo.

Finalmente, cabe destacar que o uso combinado daizes de restricdo do MFFr e
funcdes de forma longitudinais foi apresentado palaeira vez por Casafont et al., 2009a e
2009b, porém considerando apenas um modo de defaom@a GBT) e um componente
harmoénico. Posteriormente [Casafont et al., 20fbl ffeita a extensdo para uma combinacgéo
de modos de deformacao, considerando apenas @leaso componente harmdnico comum
aos modos considerados. Assim, ndo foi realizadab@dagem geral aqui proposta,
combinando modos e componentes do MFFr e deixaxgtickos os coeficientes de

contribuicdo modal.

4.2.1 Implementacédo das restricoes

No MFFr, o problema de autovalores que define dissninear de flambagem pode

ser restringido através da aplicacdo de uma magrieestricdo, conforme Eq. (2.11). Com o
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uso de bases ortogonais, é feita uma transformaggwoblema de autovalores, que passa a
trabalhar com coordenadas modais, ou seja, a sotapéesenta as contribuicdes dos diversos
modos de deformacado da secéo considerados naeanalis

Em programas de elementos finitos, em geral, ndossivel ou ndo é pratico alterar
as matrizes de rigidez do modelo para restringirablema de autovalores como é feito no
MFFr. Portanto, a solucéo serd sempre dada em sedlo®deslocamentos nodais do modelo
(GDLs da malha). Em outras palavras, ndo ha cormongrar diretamente os coeficientgs
de (4.5).

Assim, a restricdo das deformacdes do modelo deesl®s finitos deve ser feita de
outra forma. Conforme proposta de Casafont e2@09a e 2009b, as restricbes do modelo de
elementos finitos podem ser definidas através tdes entre os GDLs da malha. Essas
relacbes sdo permitidas pelo software Ansys, araeeexecucdo do comando CE [Ansys,
Inc., 2007].

As secOes restringidas tém suas distribuicoes dbaementos definidas por uma
relacdo como a dada em (4.5). A magnitude dessstsibdicdes (representada pelos
coeficientes de contribuicio mod#) deve ser calculada na andlise de flambagem. A
variacdo das distribuicbes ao longo do comprimeot@erfil € automaticamente dada pelas
funcBes de forma longitudinais. Assim, a andlisdla@mbagem deve ter, pelo menos, uma
incégnita para cada modo de deformacgao considéredMFF, as incognitas sdo os proprios
coeficientesf).

No MEF, as incAgnitas precisam, necessariament@|gem GDL da malha, ou seja,
alguns GDLs de alguns n6s da malha devem ser deiXades e os coeficiente8 devem
ser escritos em funcdo desses GDLs. Finalmentestod outros GDLs restringidos séo
escritos em funcéo dos GDLs assumidos como incggnit

Primeiramente, considera-se o exemplo de um pra@blesstringido de acordo com

apenas um modo de deformagdo e um componente haonén seja, o problema € dado
pela Eq. (4.5) com, por exemplﬁémz} =0. Escrevendo a equacgéo para um né geneérizo

secao restringida, tem-se:
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( ) ﬂ[m]U[m] ( )

Vi (Y )::31[ \/1[,. ]‘/’[ml](Y)( I )
Y :,B[ml] VQ-’“]w[ml](Y)
( )= ,g[m]@[m] (Y)

onde, por exempIoU[”‘] € o deslocamentt) do modo de deformacdR, associado ao

(4.6)

componente harmonico , no ndi da segéao.

Como comentado, a distribuicdo de deslocamentasalto de deformacdo da secao
R, é obtida através das rotinas do software CUFSMo€Jiciente de contribuicdo modal
,81[’“1] define a magnitude desse modo e deve ser esonitturecdo de um GDL da malha

escolhido como incégnita.

Tomando como exemplo a discretizacao 0-1-1 dolperfutilizada para a definicao
dos modos e para a restricdo do modelo (Figura)d,. Yualquer GDLY, V, Wou ©) de
qualguer dos 9 nés de qualquer secdo restringide ger utilizado como incognita do
modelo. Como modos de deformacgao locais possuetribdisdo de empenamento nula

(VlF{*‘] =0, casoR, seja um modo local), € conveniente escolher algih transversal para

se determinar o coeficiente de contribuicdo maoflstim, no exemplo, seleciona-se o0 GDL

© do né 1 da Figura 4.7(c), localizado na posi¥gaoPortanto, tem-se:

[m] [n1] (m] — &
O,(Y)) =A™y (Ya) O B GE”E]M ) (4.7)

Substituindo o coeficientqﬁl[”’l] de (4.7) em (4.6), os GDUd, V, We © dos nés

restringidos podem ser escritos em funcéo da irita’)gBl(YA). Os GDLs transversais

restringidos ficam dados por:

Yy (V) U
ul(Y)= O, (Y, 4.8
(Y) _ l//[ml] (Y) Vvl[lml] o (Y) (4.9)
i w[ml] (YA) G:[szl] 1\ A
w[m.l] (Y) O[lT]
o (Y)= —-0,(Y,) (4.10)
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Conforme discutido posteriormente, para se impleéanem procedimento de restricao
em que a solucao é independente das fun¢des da fongitudinais, é essencial desacoplar
0os GDLs de empenamentb dos GDLs transversais. 1SS0 € necessario porqueriacao

longitudinal dos GDLs de empenamento € diferenteadi@acdo dos GDLs transversais.
Portanto, além da incognit®, (Y,), seleciona-se uma incognita adiciongl por
exemplo,Vl(YA). O coeficiente de contribuicdo modal € novameateutado em funcgéo da

nova incognita, de forma que os GDLs de empenam&stningidos possam ser escritos

como.

l//m_l( )V[m.l]
Vi(Y)= w[[nﬂ]( A,

Cada equacao de restricdo (Eqgs. (4.8)-(4.11)) étesem funcdo de um GDL

(%) (4.11)

assumido como incégnita e possui dois coeficierdegrimeiro coeficiente é a razéo entre a
funcdo de forma na posicéo do no restringido eng&o de forma na posicao do né incognita.
O segundo coeficiente refere-se a distribuicdoestodamentos do modo considerado e leva
em conta apenas a sec¢ao.

Deve-se observar que as incognitas devem ser e@okm ndés ond® eV do modo
de deformacédo da secédo ndo sejam nulos. No exempbtacdo® e o deslocamentd ndo
podem ser nulos no no6 1 da discretizagéo 0-1-ledid £. E importante lembrar que modos
de deformacéao locais tém a distribuicdo de empentmmila. Entdo, na restricdo de acordo
com um modo local, ao invés de se aplicar a EqG1j4os GDLs de empenamento dos nés
restringidos devem ser diretamente igualados a. Z8malmente, deve-se destacar que as
restricbes dos GDLs devem ser aplicadas apos seafiakar elastica, ou seja, apos a geracao
da matriz de rigidez geométrica.

Agora, considera-se o problema restringido da &&),(ou seja, de acordo com dois
modos de deformacéo, cada um com um componentedhaondiferente. Primeiramente,

escreve-se a Eq. (4.5) para um né genéritaosecao restringida:
Vi(Y)= /3’1[”“ ij”‘]t/fm] ( Y)( | rr) + A5 N (Y (L )
W (Y) - [ml] W_m]w ( Y)+,8[ m] Vil“l]lﬂ er]( \y
) (Y) ’Bml]@[”l]w ( )+,8 n}]@[ l/,[mz] ( Y)

(4.12)
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onde séo utilizados modos de deformacéo da segéamhrados R, e R,), obtidos atraves
das rotinas do software CUFSM.

No exemplo da Eq. (4.5), existem dois modos derdefgdo e, conseqientemente,
dois coeficientes de contribuicdo modal desconlmscqﬂl[ml] e ,6’£m2]). Escolhendo dois GDLs
da malha como incégnitas e utilizando a Eq. (4.#i2fine-se um sistema linear de duas
equacOes que permite encontrar os coeficientesodiiliuicdo modal em funcdo desses
GDLs.

Como ja& comentado, é conveniente escolher GDLs\eggais para se determinarem
os coeficientes de contribuicdo modal. Por simgi¢ide, escolnem-se GDLs de um mesmo
tipo (por exemplo, soment®) em nos diferentes da discretizacdo da secaodaldisses
nos podem estar em qualquer secao restringida delojyanas, para simplificar ainda mais,
escolhem-se dois nos diferentes em uma mesma FegEim, no exemplo, selecionam-se os

GDLs © dos nos 1 e 2 da Figura 4.7(c), localizados em mm@sma secdo na posicap.
Portanto, tem-se:
@l(YA):lB{"ﬂ@[nﬂ (Y)+lg[n}]@[ m] nk](YA)

[m]olm] [m]olm (4.13)
GZ(YA)Zﬂl O, lﬂ[ml]( )"'/3 0% [@](YA)

Do sistema de equacdes de (4.13), os coeficiestesmtribuicdo modaﬁl[”ﬂ e ,BQ“Z]
podem ser obtidos em fungdo das duas incog@dy,) e ©,(Y,) (as quais serdo dadas

pela analise linear de flambagem do modelo restiingResolvendo (4.13):
ﬂl[m] = G)[Z'T‘;]Ol(YA) _@[2@119 Z(YA)
(@[1?]@[2”’122] e ”1]@[ ] )w[ml] (Y )

7
(@[”&]@[2”‘22] _@[1”12]@[ "i]) mz] ( )

(4.14)

Substituindo (4.14) em (4.12), os GDUsW e © dos nds restringidos sao reescritos
em fung&o das duas incognit@s(Y,) e ©,(Y,):
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itofst 4o 00y Y1 ()
U.(Y)— ' ’ ‘//[m] (YA ' l/j[mz] Ya o (Y)
i @[ml]@[rfh]_@[na]@[ m] 1\ A
11 2,2 1,2 2,1 (415)
ufpiutpd 41 C) iy Yo (1)
e (%) " Yy () 6,(%,)
O[lr,]}]e[zrsz] - e[lr,%] O[ 2“21]
wimhgn) Yy (Y) ) _ vl v Yy (V)
U] (Ya) D (YA)
W(Y)= [ O, (Y,)
! @ml]@[mz] @[”ﬂ@[ "@] 1VTA
" b2 (4.16)
wimn Yy (Y) v Yy (Y)
w[rw]( ) w[m](YA)@ (Y)
oo}y -ollel o
el 4 Y (V) _olngln Y (V)
2= Y,
o,(Y)= 4"[[ml1( ) Yo ( A)@(Y)
! @”h]@[”h]_@[”ﬂ@[ "3] 1VTA
1,1 2,2 1,2 (417)
@[lnlll]@[znib] ‘//[mz]( ) e[ ol r@] Ym (Y)
+ | w[mZ] (Y ) w[nl] (YA) o, (YA)

@[ﬂl]@[mz] @[1”;]@[2“11]

Para desacoplar os GDLs de empenamento dos GDisvérgais, selecionam-se duas
incognitas adicionais: por exemplg,(Y,) e V,(Y,). Os coeficientes de contribui¢do modal
sdo novamente calculados em funcdo das novas ita®gule forma que os GDLs de

empenamento restringidos possam ser escritos como:

iy o
vinyin Y (V) RVLIVE Ym (V)

— ] ‘//[ ](YA) ‘ﬂ[ ](YA)
MO
L (4.18)
Vl[:l]\/z[irfb] l//'[mz]( ) [r‘q]v[ ) "” (Y)
M (%) w[”“(YA)vz(YA)

VPV - VIVLT
No exemplo, a rotacéd® e o deslocamentd dos modosR, e R, ndo podem ser

nulos nos nos 1 e 2 da discretizacdo 0-1-1 dolg&rfCaso contrario, a contribuicdo do modo

de deformagcéo fica excluida do problema restringitlonportante destacar que, caso algum
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modo local seja considerado no problema (distrdiuigde empenamento nula), sua
contribuicdo é automaticamente excluida na restidg® GDLsV (Eq. (4.18)). Nesse caso, 0s
coeficientes de contribuicdo modal s6 terdo semjgmndo calculados utilizando os GDLs
transversais (Eq. (4.14)).

Observando as Eqgs. (4.15) a (4.18), verifica-se agieequacdes de restricdo séo
independentes das magnitudes dos modos de defamagéaseja, se qualquer modo de
deformacédo for multiplicado por certo coeficienss, equacbes permanecem inalteradas.
Portanto, o esquema de normalizacdo dos modosfdendegdo ndo tem influéncia na carga
critica do modelo restringido. Por outro lado, arnmalizacdo tem impacto sobre os
coeficientes de participacdo modal (ver Eq. (4,149)s cada modo é modificado de forma
independente quando normalizado.

Em analises focadas em combinacdes de modos msatotdira vantagem pode ser
derivada da independéncia das equacfes de restricdielacdo as magnitudes dos modos de
deformacdo. Como ja comentado, para modos natusaisazdo entre deslocamentos
transversais e longitudinais é linearmente depdrddm comprimento, mas as distribuicdes
permanecem inalteradas. Portanto, caso a anasengida considere GDLs transversais e
longitudinais desacoplados (como nas Eqgs. (4.18).58)), os modos naturais podem ser
definidos para qualquer comprimento de perfil eegsacbes de restricdo permanecem
inalteradas. Obviamente, caso haja interesse moloélias contribuicbes modais, os modos
naturais devem ser definidos adequadamente en@oetazcomprimento e nimero de meias-
ondas.

As equacgOes de restricdo apresentadas nessa picamae a um exemplo simples.
Quanto mais modos de deformacdo e componentes h@osodforem considerados no
problema, mais extensas ficam essas expressoemdosiadicionais devem ser tomados para
gue o sistema de equacdes que permite expressaeficientes de contribuicdo modal em
funcé@o dos GDLs escolhidos como incognitas tenh&&o, ou seja, as incognitas devem ser
escolhidas em posi¢cdes adequadas da malha.

Por simplicidade na programacao, costumam-se eakcincognitas de um mesmo
tipo, por exemplo, somente GDI®@ para as equacdes de restricdo dos GDLs transsersai
Nesse caso, para um conjunto de componentes hawsdiguais associados aos diferentes
modos de deformag&o, um numero igual de nés ditsata discretizacdo da secdo deve ser
obrigatoriamente utilizado para selecionar as initag. Assim, no exemplo de dois modos de
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deformacéo, casqy,, (Y)=w[nb](Y), as duas incognita® devem ser escolhidas em dois

nés diferentes da Figura 4.7(c), podendo estardmuam secdes diferentes. O sistema de
equacOes de (4.13) seleciona duas incogrétaesm dois nos diferentes (no caso, em uma
mesma secao) e teria solucao nesse caso.

Por outro lado, para um conjunto de modos de defgdim com distribuicbes de
deslocamentos proporcionais, um numero igual defesecdiferentes deve ser
obrigatoriamente utilizado para selecionar as initag. No exemplo de dois modos de

deformagédo, cas®, e R, tenham distribuicbes de deslocamentos propor@pmasistema

de equacbes de (4.13) ndo podera ser empregadogasss Seria necessario selecionar uma

incognita® em uma secgéo diferente . Essa incognita poderia estar ou ndo no mesmano d
discretizacdo da secdo da outra incégnita. Assion, spmplicidade, o sistema de (4.13)

poderia ser escrito par®,(Y,) e ©,(Y;). Como comentado, um modo de deformacéo

natural associado a dois componentes harmoénicesedtes resultaria em dois modos com
distribuicbes de deslocamentos proporcionais.

O ideal é a utlizagdo do menor numero possivelndelos de deformacdo e
componentes harmoénicos que forneca um bom resybi@@oo problema. NUmeros menores
de modos e componentes representam simplicidageaggamacdo e um menor tempo de
pré-processamento no programa de elementos firdos.geral, o uso de modos axiais
ortogonais reduz o numero de modos necessarioogeparacdo com 0s modos naturais. A
selecdo dos componentes harmonicos de maior inmoaaté tratada em Li e Schafer, 2010b.

Cabe destacar que o tempo necessario para a sologioblema de elementos finitos
restringido ndo é influenciado pelos nimeros deasatk deformacdo e de componentes
harmonicos selecionados. Em geral, o MFFr e a Gisifetem solugcbes mais rapidas do que
o MEF. Porém, quando muito componentes harméniéos necesséarios, o tamanho das
matrizes do MFFr aumenta e a discretizagéo longitddlo modelo da GBT torna-se mais
fina. Isso implica um maior tempo de solucéo, podeirnar esses métodos menos eficientes
do que o MEF numa analise de flambagem restringida.

A restricdo de um modelo de elementos finitosyésalo comando CE do Ansys, esta
esquematizada na Figura 4.8, para o perfil C condicGes de contorno S-S, restringido de
acordo com apenas um modo de deformacdo e um cemjedmarmonico utilizando esquema

de restricdo 1 Sub.
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Figura 4.8. Exemplo de implementacao das restriegbeam modelo de elementos finitos. (a)
Condic¢fes de contorno na analise linear elastiyaCg@ndi¢cdes de contorno na analise linear
de flambagem e incognitas selecionadas. (c) Résfiga secdo que contém as incognitas. (d)
Restrices nas demais sec¢des selecionadas.

A Figura 4.8(a) mostra as condi¢des de contorncagds na andlise linear elastica,
permitindo a deformacdo por efeito Poisson e costriges longitudinais (direcay)
aplicadas no meio do vao. Posteriormente, na anlfisar de flambagem (Figura 4.8(b)),
selecionam-se um GDL transversal e outro longiidaomo incégnitas: no exemplo, os

GDLs © eV do no 1 da discretizagdo 0-1-1 (segundo esqueBub), na secdo posicionada
em Y,, ou seja,©,(Y,) e V,(Y,). Essas incognitas servem para restringir os 9dads

discretizacédo 0-1-1 de cada secéo selecionadagurd#.8(c) esquematiza a restricdo feita

emY =Y,, onde sdo necessarios apenas 0s GDLs escolhidus inodgnitas e o0 modo de

deformacgdo da secao retirado do MFFr (ver Eqgs)-(4.81)). Para a restricdo das demais
secbes selecionadas (Figura 4.8(d)), utilizam-sen@sgnitas, o modo de deformacdo da
secao e o componente harmoénico da funcéo de famggtudinal.

Deve-se destacar que, nas secdes das extremidadeeriil, apenas os GDLs
longitudinais sdo restringidos. Além disso, obsewajue, na Figura 4.8(b), as condic¢des de
contorno das extremidades e do meio do vao forandifitadas na analise linear de
flambagem (como ja comentado na secédo 4.1). Nasnextades, foram aplicadas restricbes

de translacdo adequadas a uma analise restringidaciido com um modo G, D ou L (sem
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deformacé&o membranal). No meio do véo, as restiggitudinais foram removidas, pois o
empenamento do modo de flambagem, em geral, naonsdéw na secdo de aplicagdo das
restricoes. O movimento de corpo rigido axial ddfipé automaticamente evitado pelas

relacdes de GDLs longitudinais.

4.2.2 Procedimento de restricdo independente das fun¢dde forma longitudinais

E possivel restringir um modelo de elementos finite acordo com uma combinacao
de modos de deformacgéo de forma independente deSds de forma longitudinais. Assim, o
namero de ondas de flambagem ¢é livre para cada awdeformacgéo considerado, ou seja, a
variacao longitudinal dos deslocamentos da seci&al& na solucéo da analise de flambagem.

Primeiramente, considera-se o caso de apenas uro dedleformacdoR,;) com

todos os componentes harmoénicos possiveis. Porpdaemvetor de rotacdes em uma secao

fica dado por:
@(Y) — ﬁl[ffh]@[lml]wm] (Y) +'8£%]®[1m2]¢/[n§] ( Y) +:B£nh]®[lm3]w[nb] ( ﬂ F... (4.19)
Como comentado, em geral, os modos de deformag#&ovaom o comprimento de
meia-onda. Portanto, na Eq. (4.19i1f”1] sera diferente d®[1m2], por exemplo.

Sabe-se que para modos G e D que coincidam conbdesmaturais, a razao entre
deslocamentos transversais e longitudinais dessedosn varia linearmente com o
comprimento de meia-onda, mas as distribuicbesedbchmentos permanecem inalteradas.

Quando o problema é restringido de acordo com aldgsees modos G e D, a Eq. (4.19) fica:
o(Y)= o (alm]‘//[nh] (Y)+ agnb]‘//[ m)] (V)+ 0[1%]‘/’[ m] ()+- ) (4.20)

Na Eq. (4.20), assume-se que as distribuicdes dmadenentos dos modos sejam
proporcionais. Assim, pode-se utilizar somente atriduicido @Eml] , por exemplo,

modificando os coeficientes de contribuicdo mo@ahpropriadamente.

Modos axiais ortogonais L, em geral, apresentam wadacdo pequena da
distribuicdo de deslocamentos transversais com ropogmento de meia-onda, ou, pelo
menos, a variacdo da distribuicdo de deslocamgruoso influencia no resultado de carga
critica. Nesse caso, pode-se assumir que a digiitoale deslocamentos € independente do
comprimento de meia-onda. Portanto, a Eq. (4.2@jascomo valida.

A Eqg. (4.20) pode ser simplificada da seguinte farm
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O(Y) =0, 1y (V) (4.21)
onde ¢, .,..,(Y) é a combinacéo dos diversos componentes harméricoseus respectivos
coeficientes de contribuicdo modal modificados.

A EqQ. (4.21) pode ser escrita para uminda sec¢do, assim como os outros GDLs
transversais:

U, () = U ()

W (V) = Wy () (4.22)

0, (Y) = 01 10 (V)

Deixando, por exemplo, a rotacdo do né 1 da segd@dm todas as secdes do modelo
(6,(Y) para uma sec¢do na coordenada gen¥jigaode-se expressa, ..., (Y) como:
©,(Y)

w,com Y)=
1 b() 9[1?]

(4.23)

Finalmente, substituindo (4.23) em (4.22), saodalstias equacdes de restricdo dos
GDLs transversais:

up

U, (Y) =@[—m@1(Y) (4.24)
wiml

W (Y) =7 @i (Y (4.25)
ol

o (Y) =ﬁel(v) (4.26)

Como existe uma incognita em cada secado do modeloestricbes das Egs. (4.24)-
(4.26) sao independentes das fungbes de formatloiggis. Portanto, a contribuicdo de
todos os componentes harmonicos € automaticamemteiderada para o modo de
deformacéo analisado.

O mesmo procedimento é usado para os GDLs de empet@a O deslocamento

longitudinal de um néde uma secao é dado por:
Vi (Y) = \./l[,inh]w:‘[comb( Y) (427)
ondew]'_,comb(Y) € a combinagédo das derivadas dos diversos comjesnearmonicos com 0s

coeficientes apropriados.
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Escolhendo uma incégnita adiciondlpor secdo, por exemplo, no n6é 1, acha-se a

expressdo paray, ,..(Y). Finalmente, tem-se a equacdo de restricdo dossGH
empenamento:

viml
vV, (Y) :ﬁ\{( Y) (4.28)
11

Nota-se que, como a variacao longitudinal dos Gbassversais € diferente da dos
GDLs de empenamento, é necessario desacoplardzssépos de GDLs para que a restricao
do modelo seja independente das funcbes de formgitudinais. Portanto, devem ser
escolhidos um GDL transversal e um GDL de empentm@mo incognitas em cada secéo.

Considerando agora um problema com dois modos dernuE;édo e todos o0s
componentes harmdnicos possiveis para cada um telese, por exemplo, uma expressao

para a rotacao do ndae uma secdo como a seguinte:
Gi (Y) = G[lr;n]wlpomb(Y) + G[sz]w 2;:omb( Y) (429)
Deve-se notar que os component®s e m, escolhidos ndo vao influenciar no

resultado de carga critica da analise restringigdgpelo menos, vao influenciar muito pouco
(referindo-se aos modos locais). Escolhendo ag@etados nos 1 e 2 de cada secdo como

incognitas, tem-se o0 seguinte sistema de equacdes:

{91 (Y) = O s0mn(Y) + 530 5 of V)
62 (Y) = e[].r,g]llllcomb( Y) + @[;‘22](// 2£:omb( Y)

De (4.30), s&o obtidas as expressoes @ara,(Y) € ¥, om(Y):

(4.30)

_0570,(Y)-050 (V)
9[1?19[2@2] B O[lr,qz] o 2“21]

v, b(Y) - e[1?]92 (Y) — O[lrg]e 1( Y)
=)= ool g iel

wl,comb (Y)
(4.31)

Finalmente, podem-se escrever as equacdes dedesttos GDLs transversais. Por

exemplo, a equacao de restricdo da rotacao fica:

©,(Y)

— O[lr,]il]@[zr,%] B O[lr,g] O[an?] @[EO[ zr,ﬂ —@[ ilr,ﬂﬁe[ 2@1
= Smlain —aia T QN o o a4 22 (V) (4.32)
e1,1 G)2,2 _91,29 21 © 1,1e 2,2_9 1,9 21
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Para desacoplar os GDLs de empenamento dos GDisvérgais, selecionam-se duas
incognitas adicionais por secdo: por exempldY) e V,(Y). De acordo com o mesmo

procedimento seguido para os GDLs transversais;@kss de empenamento restringidos

podem ser escritos como:

vV (Y) :V1[,iln]vz[,r;b] _Vl[,;a] V[z,ni] \{( Y)+ \'{unJi \}an B \}il,rﬂ1 \yz? \f( Y)
| V1[,Tl ]Vg,nzb I VE,?] V[z,nla] \’{1? \}2% - \}1% \yzrﬂi

(4.33)

E importante destacar que o procedimento de rastiigdependente das funcdes de
forma longitudinais s6 € valido para modos natupaisnodos cuja influéncia da variacao da
distribuicdo de deslocamentos com o comprimentmeia-onda seja julgada como pequena.

Também se deve notar que, como as incégnitas regsteem todas as secoes, 0
namero de modos de deformacdo considerados é dimife muitos modos de deformacao
forem considerados no problema, a malha tera m@idiss livres (incognitas), podendo néo
ficar adequadamente restringida. Por exemplo, menfaonsiderados tantos modos quanto o
namero de nés da secdo, todos os GDLs de emperamennodelo serdo incognitas e,
conseguentemente, o modelo ndo tera o empenanesiringido de acordo com 0os modos de
deformacéo selecionados. Para a restricdo dos Gfahsversais, mais modos podem ser
considerados, ja que o numero de GDLs transveidads vezes o0 numero de nés da secao.

A restricdo de um modelo de elementos finitos daeema independente das fungdes
de forma longitudinais, através do comando CE dsyAnesta esquematizada na Figura 4.9,
para o perfil C com condicbes de contorno S-Sringgtlo de acordo com apenas um modo
de deformacéo utilizando esquema de restricdo 1 Sub

A Figura 4.9(a) mostra as condi¢cdes de contornicaafds na analise linear elastica,
permitindo a deformacdo por efeito Poisson e costrigges longitudinais (direcay)
aplicadas no meio do vao. Posteriormente, na anlfisar de flambagem (Figura 4.9(b)),
selecionam-se como incognitas um GDL transversaite longitudinal em cada secao a ser
restringida: no exemplo, selecionam-se os G[se V do n6 1 da discretizacdo 0-1-1
(segundo esquema 1 Sub) em cada secdo. As duamitlasdéde uma secado servem para
restringir apenas os 9 nos da discretizacdo 0-d-katdo em questdo. A Figura 4.9(c)

exemplifica a restricdo feita eff =Y,, onde sdo necessarios apenas 0os GDLs escolhidos

como incognitas e o modo de deformacgéo da sedéad@tdo MFFr (ver Eqgs. (4.24)-(4.26) e
(4.28)).
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Dire¢do Y A Restri¢do de translagdo

A Deslocamentos acoplados
—» Relagao de graus de liberdade (CE)

Figura 4.9. Exemplo de implementacéo das restrigi@kpendentes das func¢des de forma
longitudinais. (a) Condi¢des de contorno na anéilear elastica. (b) Condicdes de contorno
na andlise linear de flambagem e incognitas selad@s. (c) Restricbes em uma das sec¢des
selecionadas.

Deve-se destacar que, nas secdes das extremidadeeril, apenas os GDLs
longitudinais sao restringidos. Portanto, nessag@ese seleciona-se apenas um GDL

longitudinal como incégnita, como indicado na Faydr9(b).

4.3 Restricdo do modelo de elementos finitos ao espagd

O procedimento de restricdo de um modelo de eleradintitos de acordo com o
espaco de deformacdes dos modos G e D (espaco @Bisé&imples do que o procedimento
geral apresentado na secéo 4.2. Com esse procedjragnstricao € feita no espaco nodal do
MFF, ou seja, trabalha-se diretamente com os GDLU€IEF e ndo se precisam definir modos
de deformacéo individuais e coeficientes de couiigdn modal.

No MFF, a propriedade principal dos modos G e D @deague esses modos séo
completamente definidos pela distribuicdo de empendo, ou seja, a distribuicdo de
deslocamentos transversais € fungcéo da distribuledempenamento (ver Anexo A). Além
disso, como a distribuicdo de empenamento é lieeacada elemento de placa da secao (ver
secdo 2.1), todos os GDLs da secédo sao definidos palores de empenamento dos nés
principais.

Assim, no MFFr, um problema restringido ao espafod@nsiderando, por exemplo,

dois componentes harmonicos € dado por:
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d m R[ml] 0 V[ml]
{ [ﬂ}:{ 6 [m]H . (4.34)
Ay ) [ O RE[Va"
onde RL;",;l e R[mZ] sdo as matrizes de restricdo ao espaco GD asasaad componentes

harmonicos considerados,\éqmll e Vn[qmﬂ séo vetores contendo os valores de empenamento

dos nos principais da secdo, associados a cadaooemtp harménico. As matrizes de
restricdo sdo obtidas através da aplicacdo dosriGstl e 2 da Tabela 2.1 e sdo dadas em
Adany e Schafer, 2008, e Li e Schafer, 2010b.

Para estender o procedimento de restricdo a umlanddeslementos finitos, seguem-
Se 0S mesmos passos apresentados na secdo 4drdPniemte, a Eq. (4.34) deve ser escrita
em funcéo deY, usando as func¢des de forma longitudinais e ceraidio que os GDLs de
empenamento e GDLs transversais variam de fornemedife. Posteriormente, escreve-se a
equacao para os GDLs de uma sec¢ao da malha densbsnfenitos, ou seja, os GDLs
relacionados a cada componente harménico ndo sas pwmsiderados de forma
independente. Assim, para dois componentes harogriem-se:

ml]

GDU

w[m] (v)

u(Y)
vV(Y)| _
w(v)[
(v)

@

é”s]wwm] (V)
REEL @ (Y)

¥

[m]

m } (4.35)
V[mz]

Na Eqg. (4.35), as incégnitas séo os vetc)fé%] e Vr[an], gue podem ser determinadas

em funcédo de GDLs de empenamento dos nés prindpaisalha de elementos finitos.

O vetorV (Y) contém os valores de empenamento de todos osendma secéo (nés

principais e subnds). Selecionando-se apenas opormntes referentes aos nos principais,

cria-se um novo vetov (Y) No caso de apenas um componente harmonico (eonEa,

m ), é facilmente verificado que o vetwf, (Y) € dado por:

Vi (Y) =Vl (V) (Y )

Definindo como incégnitas os GDLs de empenamentonis principais da secédo na

POSICa0Y,,

por exemplo, o vetoY/r[nmll sera dado por:

(4.36)
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il = Yn(Ya)
" Yy (Ya) (Y m7)

As equacbes de restricdo sdo encontradas subdtit(437) em (4.35) (considerando

(4.37)

apenas o0 componentg para o caso de um componente harmonico). A equidestricdo
dos GDLs de empenamento fica:

‘//fﬁh] (Y)
Yy (Ya)

As equacOes de restricdo para os GDLs transvetgéams a forma a seguir,

V(Y)=RELV, (V) (4.38)

exemplificada pra os GDLd:

Yy (Y)
Wy (Ya) (L7 M)

Para o exemplo de dois modos de deformacgéo, o Veﬁt()Y) é dado por:

Vo (V) =VI g (V) (1 ) v (N4 o) (4.40

Na Eq. (4.40), h& dois vetores como incégniM%“}] e Vr[n"‘Z]. Esses vetores podem

U(Y)=RELV, (V) (4.39)

ser encontrados definindo-se como incognitas os SGiid_empenamento dos nds principais

de duas sec¢oes, por exemplp,e Y; . Assim, tem-se um sistema linear de duas equapies

permite escrevev™ e vI™! em funcdo dev,, (Y,) e V., (Y,):

Vi = Voo (Ya) Wy (¥6) =Vir (%)% ( %)
[‘/’fm1(Y Wi (%) = (6)¢ g ( V) |( L 10 wa)
yim = Vo (Ve )¢’[ml]( ) m(\ﬁ\)‘/’[m](@ -
Wy ()8 (6) =y (6 ()] L )

Substituindo (4.41) em (4.35), encontram-se as g@gsa de restricdo. Conforme
Adany e Schafer, 2008, e Li e Schafer, 2009, a auhnR[é“J,V € igual para qualquer
componente harmonicm. Entéo R[g“,;]v = R[(;“DZ]V e a equacéao de restricdo para os GDLs de

empenamento simplifica-se em:
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V(Y)= w[ml] ( )w[rrh] (YB; —l//[:

. . . (4.42)
o Y (YA)‘/’m] ()~ (V1 (X)

D) (Y )y (%) =y (6) 1y ( X)

Para os GDLs transversais, as submatrizesRdg sao iguais para qualquer

componente harméniam, exceto por um coeficiente/msr. Portanto, para os GDI3, por

m2]

exemplo, Rg”,;]u =(m,/m)Rgz, . Entdo, a equacdo de restricdo para os GDLspor
exemplo, simplifica-se em:
U(Y)= lﬂ ( )w[nrb]( ) lﬂ[nﬂ(\é)lﬂ na](Y)
[wfna]( )4"[@]( 5) =W ( B)w[na](YA)]( ryv7)
- l// ( )w[”h]( )_ rTi](‘Y)[/j['n@](X) R[cTS,]u m(YB)
[ (Y )4"[@]( 0) =W (6)# oy () ]( L 1i70)

A obtencdo das matrizeR;, € detalhada no Anexo A. Para isso, é necessaria a

REELVo (Y)

(4.43)

matriz de rigidez de um modelo bidimensional deasigquivalente a secdo do perfil
analisado (ver Anexo A). Esse modelo bidimensigde ser criado dentro do software
Ansys utilizando elementos do tipo BEAM3, e suarinate rigidez pode ser acessada através
de uma analise de subestruturas [Ansys, Inc., 2007]

E interessante observar que o procedimento ddcigstao espaco GD apresentado
aqui considera todo o espaco de deformacdes dossn@e D, ou seja, sdo automaticamente
considerados todos os modos de deformacéo indigidbee D que seriam definidos para
aplicar o procedimento geral de restricdo da sé¢io

Até o0 momento, a Unica maneira conhecida de saaepa modos G e modos D é
através da definicdo de modos de deformacao ingiisdcaracteristicos que gerem o espago
de deformacdes dessas classes de flambagem, claito @0 MFFr. Portanto, para restringir
o0 problema ao espaco de modos D, o Unico métodbecado € o procedimento geral
apresentado na secdo 4.2. Por outro lado, € pbsestangir o problema ao espago dos

modos G de uma forma muito mais simples, discutadproxima secéao.
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4.4 Restricdo do modelo de elementos finitos aos espag e GO

Um modelo de elementos finitos pode ser restringide@spaco de deformacgdes dos
modos G através de um procedimento simples queededlacdes entre GDLs da malha, mas
nao utiliza matrizes de restricdo ou modos de dedgéo do MFFr. O procedimento consiste
basicamente em definir, em cada secdo restringmlamddelo, uma distribuicdo de
empenamento linear e um movimento de corpo rigidkssa forma, tem-se um modelo
restringido ao espaco G de forma independenteuwtg®és de forma longitudinais. A Figura

4.10 esquematiza o processo de restricdo propaskcoperfil C analisado.

Y,V
o0
X, U
- _— ® Incognitas U, W, ®
g ® Incognita 1 — U, W, O restringidos
Z, W
T — 1 —

» i
Z, W x,u R
Distribuigdo de b

empenamento o Modo G1
linear
4
y
y
Yy vy —I
Z, W
(b) () (d)
> Modo G2
® Incognitas w, ©
— w, O restringidos » Modo G2 + O
+ Empenamento livre
(e) ; ®

Figura 4.10. Restricdo do modelo de elementorabs espacos G e GO para o perfil C
analisado. (a) Sistemas de coordenadas globatsis lem uma secéo. (b) Distribuicao linear
de empenamento definida pelas incognta®s nds principais. (c) Definicdo de movimento
de corpo rigido em uma sec¢éo. (d) Exemplo de méamappuro. (e) Definicdo de uma secao
sem distorcao, permitindo extenséao transversakimsentos de placa e empenamento ndo-

linear. (f) Exemplo de um modo G considerando ardgmrcao dos modos O.

A defini¢cdo da distribuicdo de empenamento linearcada secgéo é feita em funcéo
dos GDLs de empenamentbdos nés principais (incognitas), conforme exengado na

Figura 4.10(b). Como comentado na sec¢do 4.3, osn@dsdo completamente definidos
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pelos valores de empenamento dos nés principaisc&ta sec¢do, também é definido um
movimento de corpo rigido envolvendo os trés GDhsdversais. Os GDUY, We © de
algum né da secéo sdo escolhidos como incognitadas os outros GDLs transversais da
secao sao restringidos em funcdo dessas incogoitafgrme Figura 4.10(c). Restringindo o
modelo dessa forma, 0 modo de flambagem obtidonéaksa de elementos finitos respeitara
aos trés critérios da Tabela 2.1, como exemplifickigura 4.10(d) para o modo axial
ortogonal G1 do perfil C.

Como comentado, por exemplo, em Adany e Schaf@6i2a Adany et al., 2006a, as
cargas criticas dos modos G obtidas com o MFFrmoskr consideravelmente maiores do
que fornecidas por solucdo analiticas e pela GE&rémhcas de até aproximadamente 10%).
Essa diferenca deve-se ao diferente tratamentbedaSes membranais, conforme detalhado
na secao 5.1.1

As solucdes analiticas e a GBT envolvem um modelwigh e, portanto, consideram
um estado de tensdes membranais unidimensionalnaspas tensdes longitudinais séo
consideradas, enquanto as tensdes transversagespezadas. Por outro lado, o MFF (e
também o MEF utilizando elementos de casca) assumestado plano de tensfes em cada
elemento de placa que forma o perfil, ou seja,ett@Poisson é levado em conta. Portanto,
sempre que as deformagcdes membranais transveiearesringidas, como no caso de um
modelo restringido ao espac¢o dos modos G (ver &db#), os modelos de placa comportam-
se de maneira mais rigida do que os modelos de viga

No MFFr, a flexibilidade adicional do modelo dev@aeformacdo membranal livre é
atribuida a inclusdo dos modos O na analise, qoensddos que envolvem extensao
transversal dos elementos de placa e empenamentmedr. A combinagédo de modos G e O
no MFFr faz com que a carga critica obtida apresbaa concordancia com a fornecida por
solucbes analiticas ou pela GBT, que sdo métodsiariia aceitos para tratar modos globais.
Em outras palavras, pode-se dizer que a deformap@mbranal transversal esta
implicitamente incluida nos modelos de viga.

Para que a analise de flambagem utilizando um roodel elementos finitos seja
focada na combinacdo dos modos G e O, propde-seagaesecdo do modelo seja restringida
conforme Figura 4.10(e), para o perfil C analisdtin. cada elemento de placa, define-se um
movimento de corpo rigido envolvendo apenas os Gidisais © e os GDLs locaisv, de

forma que a deformagdo membranal transversal dateaem cada elemento na andlise de
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flambagem. Além disso, os GDLs de empenamento diz ®ecdo devem ser deixados livres,
0 que permite uma distribuicdo de empenamento ingafl Dessa forma, pode-se obter um
modo de flambagem como o mostrado na Figura 4,Xd}{fe ha contribuicdo da deformacéao
membranal transversal.

Para o perfil da coluna do silo da Figura 4.1(hje gossui angulos relativos entre
elementos de placa diferentes de 90°, a aplicagdorektricbes ao espaco GO é mais

trabalhosa. A Figura 4.11 esquematiza o processo.

(b) ® Incognitas w, 0
— w, 0 restringidos

+ Empenamento livre

WS) = Wl(l) -d,6,

0, =0,

ws(z) = wg)cosot —ugl) sina. —Ax0,

Figura 4.11. Restricdo do modelo de elemento8rab espaco GO para o perfil da coluna
do silo. (a) Sistemas de coordenadas locais deatadeento de placa do perfil. (b) Definicdo
de movimentos de corpo rigido locais, permitindteesao transversal dos elementos de placa

e empenamento nao-linear. (c) Relacao entre osaaskntos de elementos de placa
contiguos para que a se¢cdo ndo apresente distorcao.

Primeiramente, definem-se sistemas de coordenadais lassociados a cada elemento
de placa que forma o perfil, conforme Figura 4.L1Rasteriormente, definem-se movimentos
de corpo rigido envolvendo apenas os GDLs losags@ de cada elemento de placa, como
mostra a Figura 4.11(b). Conforme jA& comentadoeatdcs 4.1, como o0s angulos relativos
entre os elementos de placa sao diferentes dei®0A) situado na unido de dois elementos

nunca vai ter os eixos e z coincidindo com os dois elementos. Portanto, rfmigéo do
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movimento de corpo rigido, esse né s6 pode secioelado a nés de um dos elementos de
placa da uniao.

Para que a secdo nao apresente distor¢cdo, é preldsmnar os deslocamentos dos
dois elementos de placa de uma unido. A relacdessada é dada na Figura 4.11(c),

tomando como exemplo os elementos 1 e 2 da Figddga) (elementos com sistemas de
coordenadas X - 24? e x®-7Z? respectivamente). No elemento 1, as incognitas

encontram-se no no 1/\{1) e 6?1(1)) e, no elemento 2, no n6 Béf) e 6?3(2) ). As incognitas do no

3 devem ser relacionadas com os deslocamentos ﬂpamjemél) e Hél) relacionam-se com

o nd 1 através de um movimento de corpo rigidolld@anforme as expressdes dadas na
Figura 4.11(c), a rotacdo € a mesma para 0s né2 & e valor dev local (V\él)) é definido
considerando uma relagdo geométrica de pequentzca®entos. No no 3, a rotagdo € a
mesma do ndé 2 e o valor de local (V\éz)) € dado considerando simultaneamente um

movimento de corpo rigido envolvendo pequenos dasilentos e a extensdao membranal do
elemento 1 (da mesma forma que na Figura 4.6(dproGedimento deve ser repetido para
cada par de elementos de placa contiguos.

Com o método proposto para restricdo ao espacmddss G e O, podem ser obtidos
modos de flambagem onde a secdo ndo apresented@ist que nao respeitem o Critério 1
da Tabela 2.1. Deve-se recordar que as condicoe®rterno das extremidades do perfil
devem ser como as da Figura 4.5(a) na analisewhddgem.

Finalmente, é importante destacar que nédo existelmita maneira para se definir o
espaco de deformacdes dos modos O. Aqui, optoorsiefinir um espaco de modos O cujos
modos de deformacao individuais que gerem o espaga@presentem distor¢cao da secédo, da
mesma forma que séo definidos os modos naturasr®dos O parcialmente ortogonais
da versdo 3.12 do software CUFSM [Schafer e Ada696]. Na versdo 4 do software [Li e

Schafer, 2010b], os modos O séo definidos de madédarente, incluindo distor¢do na secao.

4.5 Restricdo do modelo de elementos finitos ao espdgo

O modelo de elementos finitos também pode selingi&to ao espaco de deformacdes
dos modos L de maneira muito simples, atraveés lizagfo direta de restricdes de translacéo

sobre os GDLs do modelo.
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Conforme discutido em Adany e Schafer, 2008, pengto, os modos L apresentam
as seguintes caracteristicas (referindo-se a@ssstde coordenadas da Figura 4.12(a), para
o caso do perfil C):

— O empenamento é nulo em todos os nos de uma Sé¢a0 )

- Na&o ha translacéo dos nés principais internosddbsas) de uma se¢dd EW =0);

— Nao ha deformacéao transversal membranal dos eleséet placay =0 para todos

0s nos de qualquer sec¢ao).

- Podem existir apenas deslocamentogperpendiculares a cada elemento de placa)

para 0s nGs que ndo sejam 0s principais internagagedes® para todos 0s noés.

Y,V
’ ® N principal interno A Restri¢ao de translagao
X. U @© No principal externo A Deslocamentos acoplados
Z’ w I I3 3]
Anilise Linear Elastica Anailise de Flambagem

zZ, W X, U S

— 4@\ ,Auuué ~
' > ~
7z, W X, u X, [u

Z, W l > ~,

> ~. 3

ey N

> ~

?X, u »|  Efeito Poisson ~)

z, W N ~

X, U N

AQ/ AT /‘

Z, WY

(a) (b) (© (d)

Figura 4.12. Restricdo do modelo de elementofrab espaco L para o perfil C analisado.
(a) Sistemas de coordenadas globais e locais ensegéda. (b) Condicbes de contorno das
extremidades na andlise linear elastica. (c) Camdicle contorno das extremidades na andlise
de flambagem (perfil S-S). (d) Restricbes em ungdsgenérica do modelo na anélise de

flambagem.

Na andlise linear elastica, as condi¢cdes de comibes extremidades sdo as mesmas ja
descritas na se¢ao 4.1, permitindo a deformacaefpao Poisson, como ilustra a Figura 4.12
(b) para um perfil sob compresséo axial. Postegote na andlise de flambagem, restricoes
de translacdo sdo aplicadas a todos os nos seldoemo modelo de elementos finitos, de
forma que as hipéteses mecanicas dos modos L séjadecidas (ver secéo 2.1).

Nas extremidades do perfil, as condi¢cdes de cootdenanalise de flambagem ficam
definidas como mostra a Figura 4.12(c) para umilp8f5. Essas condicbes de contorno

garantem o apoio simples de cada elemento de plabedecem as hipoteses mecanicas que
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definem os modos L. Para um perfil C-C, restricdesrotacdo devem ser adicionadas, da
mesma forma que na Figura 4.5(d).

Para uma secado genérica do modelo, os GDLs gldbaiss GDLs locaisi de todos
0s nés devem ser restringidos, de acordo com ad#yW2(d). Dessa forma, em cada sec¢ao, 0
empenamento sera nulo, os elementos de placa négeafardo extensdo transversal e 0s nés

principais internos (dobras do perfil) ndo se desigo.
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5. VALIDACAO DOS METODOS PROPOSTOS: ANALISE DE UM PERF IL C COM
ENRIJECEDORES DE BORDAS

Nesse capitulo, a metodologia apresentada no QGapité aplicada na andlise de
flambagem do perfil C da Figura 4.1(a), considevanidias condi¢cdes de contorno das
extremidades (perfis S-S e E-E) e dois tipos deegamento (compressao axial e flexdo em
torno do eixo de maior inércia, conforme Figurg@).2 (b)).

O procedimento geral de restricdo do modelo de eziéws finitos da secdo 4.2, que
utiliza modos de deformacéo individuais definidas MFFr, € aplicado (1) na analise de
flambagem focada no espaco dos modos D e (2) Hesenk uma combinacdo de modos
distorcionais e locais, onde é feito o calculo detitbuicdo modal. Também séo apresentados
os resultados de carga critica obtidos com osetifes esquemas alternativos de restricdo
propostos: procedimento geral independente daésnde forma longitudinais e esquemas
de restricdo aplicaveis aos espacos inteiros deos@id, G, GO e L. Os resultados obtidos
foram comparados com os fornecidos por modelosigad finitas e modelos usando a GBT.

As andlises pelo MFFr foram realizadas utilizandsoftware CUFSM [Schafer e
Adany, 2006, e Li e Schafer, 2010b], gratuitametigponivel por Schafer em seu website
[Schafer, 2006, e Schafer, 2011]. Os fundamentdSWIBSM estao descritos na se¢ao 2.2, e a
teoria do MFFr esta na secéo 2.3. Para as anéliieando a GBT, os modelos foram feitos
no software GBTUL, também gratuito, disponibilizagelos criadores em [Bebiano et al.,
2008]. A base tedrica do GBTUL é discutida na s&;&0

Os modelos de faixas finitas e da GBT utilizadosapa validacdo dos resultados
possuem 3 subnds em cada elemento de placa de dgoevéil, ou seja, correspondem a uma
discretizacéo da sec¢éo do tipo 3-3-3.

A Figura 5.1 ilustra a distribuicdo transversal dosdos a serem obtidos nas analises
de flambagem restringidas. O procedimento gerakdiicdo da secdo 4.2.1 (e sua variacao
para numero de ondas livre, da secao 4.2.2) faagw utilizando os modos axiais ortogonais
D1, D2 e L1 da Figura 2.9, retirado das rotinatd-SM.
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) X, U
/\3 —— e
D2 D1+D2 Espago G (FT) Espaco G (F) Espago GD
(S-S, 100 mm, Flexao) (S-S, 1000 mm, Compressio) (S-S, 650 mm, Compressio)
L1 DI1+L1 Espago L Espaco L Espago GD

(S-S, 100 mm, (S-S, 100 mm, (S-S, 100 mm, (S-S, 100 mm, (S-S, 550 mm, Flexao)
Compressao) Compressao) Compressao) Flexao)

Figura 5.1. Distribuicfes transversais dos difesembodos de flambagem analisados para o
perfil C. D1, D2 e F coincidem com os modos natuda MFFr.

Na analise de flambagem focada do espaco D, idadd o modo de deformacédo D1
para o caso de carregamento de compresséo agminedos D1 e D2 para o caso de flexao,
resultando num modo de flambagem combinado, exéogalo na Figura 5.1 pra um perfil S-
S com comprimento de meia-onda de 100 mm. Deveeswdar que 0 modo axial ortogonal
D1 é automaticamente a primeira solucdo de umasan@icada no espaco D para um perfil
com carga axial.

Para o perfil S-S, fez-se uma anélise focada nacesPL atravées de uma
simplificacdo considerando a combinacdo dos moeéodefiormacao axiais ortogonais D1 e
L1, conforme exemplificado na Figura 5.1 para umiilp8-S sob carga axial e comprimento
de meia-onda de 100 mm.

Os modos de flambagem obtidos com os procedimelg@asstricao alternativos para
0S espacos inteiros G, L e GD também estdo exeoaolds na Figura 5.1. Para os modos G,
0 modo FT representa um modo de flexo-torcdo gpFesenta um modo de flexdo pura em
torno do eixo de menor inércia (igual ao modo G2Figura 2.9). O procedimento de
restricdo ao espaco GO resulta em modos cujashdigfies transversais sdo semelhantes as

dos modos G, a néo ser pela possivel extensdweraak dos elementos de placa (como na

Figura 4.10(f)).
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Ainda se deve observar que os modos da Figurauglcgincidam com os modos
naturais do MFFr (ou seja, os modos D1, D2 e F) thstribuicbes transversais que
independem do comprimento de meia-onda (ou comptorao perfil).

Os resultados de carga critica obtidos atravésramelos restringidos de elementos
finitos foram comparados com os fornecidos pelo M@&éftware CUFSM) e pela GBT
(software GBTUL). O MEF e o MFF baseiam-se numaidaemuito semelhante, pois os dois
métodos trabalham com elementos de placa. Poriasmtesultados fornecidos pelo MFFr séo
considerados padrdes para a verificacdo de ressltad

Como comentado, para um perfil S-S, a flambagenpseiwcorre através de meias-
ondas senoidais ao longo do comprimento. Portanttymum apresentar os resultados de
carga critica em funcdo do comprimento de meia-ob@ssa forma, diversos modos de
flambagem possiveis podem ser representados nmogréfara um perfil E-E, a variacao
harménica longitudinal do modo de flambagem é mamplexa: a flambagem néao ocorre
com ondas iguais ao longo do comprimento do p&fm disso, cada modo de deformacédo
individual considerado na analise, em geral, agamon um numero diferente de meias-
ondas ao longo do comprimento do perfil. Analisamttitalhadamente, podem aparecer
diversos componentes harmonicos associados a umanme®do de deformagao individual
(normalmente, havera um componente dominante)afottos resultados de carga critica do

perfil E-E sdo apresentados em funcdo do comprorgmperfil.

5.1 Andlises iniciais

Primeiramente, foi feita uma comparagao da curvéiaskebagem considerando todos
0s modos (curva “Todos os Modos”) com as curvasdabtnas andlises restringidas
considerando as classes de flambagem G, D e Laskpaente. Assim, € possivel fazer uma
comparacao inicial dos diferentes métodos de analerificando a interacdo entre os modos
para os diferentes carregamentos e para as désreondicdes de contorno.

A Figura 5.2 considera o perfil S-S e a Figura rfefére-se ao perfil E-E. Os dois
casos de carregamento (compressao axial e flexa&) pstdo mostrados. Deve-se observar
gue, na Figura 5.3(b), os resultados de elemeintibgsf foram comparados apenas com os do
MFF, j& que o software GBTUL ndo permite a anatiseum perfil E-E com momentos

concentrados nas extremidades.
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(b) Perfil S-S - Flex&o

(a) Perfil S-S - Compress&o Axial
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Figura 5.2. Comparacao entre as diferentes cuvflammhbagem do perfil C S-S. (a)
Compresséo axial. (b) Flexdo em torno do eixo demizercia.

(b) Perfil E-E - Flex&o

(a) Perfil E-E - Compress&o Axial
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Figura 5.3. Comparacao entre as diferentes cuv@lamibagem do perfil C E-E. (a)
Compresséao axial. (b) Flexdo em torno do eixo demizercia.

Na analise de flambagem considerando todos os mbtieis, MFF e GBT, em geral,
fornecem resultados com diferenca desprezivelrgamo, nas figuras, apenas a curva Todos
0s Modos do MEF esta mostrada. Por outro lado,ifesedtes métodos de analise podem
apresentar pequenas diferencas nas andlises deafiam restringidas, conforme discutido
nas proximas secoes.

Na Figura 5.2 e na Figura 5.3, para o MEF, as cudas analises restringidas foram
obtidas utilizando procedimentos considerados adpdra cada classe de flambagem, todos
considerando esquema de restricdo “Total”. As aurkaforam obtidas utilizando o

procedimento de restricdo alternativo da secdoAkScurvas D foram obtidas utilizando o
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procedimento geral de restricdo da secéo 4.2.1@asfil S-S (considerando apenas meia-
onda senoidal) e o procedimento da secédo 4.2 Ri¢gesindependente das funcdes de forma
longitudinais) para o perfil E-E. Finalmente, asvas G foram obtidas com o procedimento
alternativo da secéo 4.4.

Na Figura 5.2(a), nota-se que a curva L do MEF ts@emminimo que praticamente
coincide com o minimo da curva Todos os Modos,&a, ara pequenos comprimentos de
meia-onda (menores do que 100 mm), ndo ha intersigfnificativa entre os modos de
deformacéo na curva convencional (0 modo de flaerinag praticamente local puro). Para o
minimo local (70 mm), a curva dos modos L forneoe nesultado apenas 2,50% maior.
Porém, para comprimentos de meia-onda maioreseea@do entre os modos é facilmente
verificada. Por exemplo, na regido do minimo dav&ud (aproximadamente 210 mm), a
diferenca entre a curva D do MEF e a curva TodoModos (que nao apresenta minimo
nesse ponto) é consideravel (20,75% maior), redelgnande interagdo entre modos locais e
distorcionais na andlise considerando todos os smiodo

Comparando a Figura 5.2(a) e a Figura 5.2(b), ataxse que, para o perfil S-S
submetido a compressao, o modo L € critico eméaelag modo D e, quando o carregamento
é de flexdo, acontece o contrario, sendo o modorificac (a ndo ser para pequenos
comprimentos). Para ambos os carregamentos, a ¢arndo MEF fornece resultados
aproximadamente 10% maiores do que os da curvasTasi®dModos. Nesse caso, a diferenca
deve-se a interacdo entre modos G e O na curvandlisea ndo restringida, conforme
comentado na secao 4.4 e detalhado em 5.1.1.

Na Figura 5.3, para o perfil E-E, mais uma vezata que, o modo critico € o modo L
para o carregamento de compressao e o modo D paraegamento de flex&do (a ndo ser para
pequenos comprimentos). Na Figura 5.3(a), a curvdoLMEF apresenta uma pequena
diferenca quando comparada a curva Todos os Madsgl{ados no maximo 3,5% maiores),
0 que indica uma pequena interacdo entre modossloeadistorcionais na andlise
considerando todos 0os modos, na faixa de para eoe@os nos quais a curva L governa.
Porém, apesar de a diferenca entre a curva L ena diodos os Modos ser pequena, a
contribuicdo dos modos distorcionais na analisesidenando todos os modos pode ser
consideravel (em termos de porcentagem), confolismitilo adiante. Assim como para o
perfil S-S, a curva G do MEF fornece resultados1&t% maiores do que curva Todos 0s

Modos na faixa de comprimentos onde a curva G gaver
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Comparando a Figura 5.3 com a Figura 5.2, verdigague as cargas criticas dos
modos G para o perfil E-E sdo maiores do que gsedd S-S, conforme esperado. Também
€ possivel observar que, para longos comprimeatsargas criticas dos modos L e D do
perfil E-E tendem as respectivas cargas criticapaitl S-S (minimos das curvas L e D da
Figura 5.2). Na Figura 5.3, as linhas tracejadaszdiatais indicam as cargas criticas dos
minimos L e D do perfil S-S, com o0s respectivos pomentos de meia-onda. Isso significa
que, para grandes comprimentos, as condicbes dereondas extremidades influenciam
menos, 0 que sugere que a interacdo de comporertadnicos seja menor para o perfil E-
E, nas andlises focadas em modos puros.

Conforme as figuras, nas analises de flambagenringisias, os resultados de
elementos finitos utilizando esquema de restrigdialTem geral, concordam muito bem com
os fornecidos pelo MFF. As analises utilizando estau 1 Sub sdo discutidas nas proximas
secfes. Também sdo abordados a influéncia do nuaer@omponentes harmonicos
utilizados e o célculo da contribuicdo modal demado combinado.

Por outro lado, os resultados obtidos com a GBé&reiih um pouco. Para o modo L, a
GBT fornece valores maiores (de 3 a 7%). Ja panm@do D, os resultados da GBT séao
menores (em geral, entre 3 e 4%). Finalmente,gmmodos G, a GBT fornece resultados até
9% menores. Nesse ultimo caso (comentado na set&odétalhado em 5.1.1), isso se deve a
influéncia dos modos O, que sao implicitamenteuiigcls nos modos G (e D) da GBT, e séao
totalmente desconsiderados no MFFr (e no MEF) aéisende flambagem focada no espaco
G. Como consequéncia, a curva G da GBT praticameoitecide com a curva Todos 0s

Modos na regido onde os modos G governam, ond#dra¢do entre modos G e O.

5.1.1 Diferenca entre GBT e MFFr no calculo da carga crita de modos G e D

A diferenca entre os resultados da GBT e do MFFReatculo de modos G e D deve-se
ao estado de tensdes normais membranais considemnadg@ada um dos métodos. O MFFr,
como trabalha com elementos de placa, considerastado plano de tensbes. A GBT, por ser
baseada na teoria classica de vigas, considerastadoede tensdes linear. Porém, para a
consideragédo da flexdo transversal em modos dendafdo distorcionais e locais, a GBT

incorpora a teoria de placas, idéntica a utilizaal&FFr.
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Considera-se o sistema de coordenadas local ddamemrto de placa de um perfil,
llustrado na Figura 2.4. As tensdes normais menaisgnas direcdes e y) dos modelos de

viga e de placa sdo dadas pelas Eqgs. (5.1) e (Bspgctivamente:

o) =
{ 51)

(5.2)

A diferenca entre a GBT e o MFFr sempre se torredeante quando as deformacdes
membranais transversais forem restringidg € 0), que é o caso dos modos puros G e D
(de acordo com o Critério 1 da Tabela 2.1). Pamacgelo de placa, ndo é possivel ter

deformagbes membranais transversais nug$=0) e tensdes membranais transversais

nulas (@ =0, como na teoria classica de vigas) simultaneamentéo, a Eq. (5.2) fica:

VE
o = 1-v? fyy
(5.3)
O.M = E EM

yy 1_V2 yy
Comparando (5.1) e (5.3), a diferenca entre MFBBd para a tensao longitudinal

membranal O'yy € igual a]/(l—vz). Considerandov =0,3, essa diferenca é igual a

aproximadamente 10%. Portanto, o MFFr consideranaaelo mais rigido para o calculo de
modos G e D.

O efeito da diferenca da rigidez membranal longitaldentre MFFr e GBT no célculo
das cargas criticas de flambagem depende da imp@tdas tensdes normais membranais no
modo de flambagem considerado:

« Para modos globais de flexdo, as tensfes normamsbrasais sdo dominantes.
Portanto, a diferenca entre MFFr e GBT ser& dexapexlamente 10%.

» Para modos globais de flexo-tor¢cdo, além das tenséemais membranais, também
existem tensdes cisalhantes, que ndo afetada®festio Poisson. Nesse caso, a diferenca
entre MFFr e GBT serd sempre menor do que 10%.
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« Para modos distorcionais, tanto as tensfes longéisdmembranais quanto as tensdes
de flexdo transversais sao importantes. As tendédtexao transversais sao tratadas de
forma idéntica no MFFr e na GBT (teoria de placAsgim, para modos distorcionais, a
diferenca entre MFFr e GBT serd sempre menor dd. Qe

* Os modos locais sao governados por tensdes de ftex@sversais. Para esses modos,
a diferenca entre MFFr e GBT € desprezivel.

No MFFr, a consideracdo dos modos O em conjunto @@modos G ou D fornece
uma flexibilidade adicional ao modelo (violando #dtese mecanica) =0, segundo

Tabela 2.1), de forma que os resultados praticaneaincidam com os da GBT. Isso
significa que, implicitamente, as deformacbes mamdis transversais sdo consideradas na
GBT. Em outras palavras, os modos globais e distwaics da GBT devem ser vistos como
uma combinac¢éo dos modos G e O ou D e O do MFFr.

Modelos de elementos finitos utilizando elemen®sasca assemelham-se a modelos
de faixas finitas. Portanto, as observactes fpit@a o MFFr também sao validas a modelos
de elementos finitos restringidos. Consequentemeseti@pre que os modos O ndo forem
considerados numa andalise utilizando um modeldafeentos finitos restringido, o resultado
podera ser até 10% maior do que uma analise deetemfinitos ndo restringida, mesmo que

todo o espacgo dos modos G, D e L seja consideradodlise restringida.

5.2 Curvas GD

A Figura 5.4 mostra as curvas da analise de elasdinitos focada no espaco GD
(procedimento de restricao da sec¢ao 4.3) pararegaanento de flexdo, cujos modos D e G
sao criticos em relacdo ao local para a maioriacdagprimentos. As curvas GD mostradas
consideram esquema de restricdo Total e sdo codgszamm a curva Todos os Modos do
MEF e com as curvas D e G. Para o perfil E-E, aac@D considera apenas um componente
harménico: o componente dominante inspecionad@hisente na analise do MFF.

A curva GD do MEF difere-se da curva Todos os Mogiela ndo consideracdo dos
modos L (na regidao onde o modo D governa) ou dodosi®@ (na regido onde o modo G
governa). Por outro lado, a curva GD do MEF congaam as curvas D e G do MEF e do
MFFr nas regides governadas pelos modos D e Geetgpmente, ou seja, o procedimento
de restricdo ao espaco GD permite que se obtenhegasccriticas de modos G e D puros,

dependendo do comprimento do perfil analisado.
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Figura 5.4. Curvas GD do perfil C para flexdo emaado eixo de maior inércia. (a) Perfil S-
S. (b) Perfil E-E (considerando somente o compakeatmonico dominante).

Na Figura 5.4(b), é possivel observar que, na eegidde o modo D governa, as
maiores diferencas entre a curva GD do MEF e aacDndo MEF ocorrem nas transi¢coes
entre diferentes componentes harménicos dominaAtesaior diferenca é de 3,86% para o
comprimento do perfil de 300 mm. Na regido onde adonG governa, 0 componente
dominante é sempre o0 de uma meia-onda, 0 que asrdierencas despreziveis. Portanto, a
consideracdo de apenas um componente harménic@nfinahte) na analise focada no

espaco inteiro dos modos G e D fornece bons redtpara toda a faixa de comprimentos.

53 Curvas Ge GO

A Figura 5.5 ilustra a comparagao da curva GO ddé-NjEocedimento de restricdo da
secdo 4.4) com a curva G obtida com os diferenté®dns, para o carregamento de
compressao axial. Os resultados da curva GO - MiBFpgaticamente idénticos para os dois
esquemas de restricdo propostos (Total e 1 Sukg. &@aurva G — MEF, sdo mostrados 0s
resultados dos dois esquemas de restricao.

Como ja comentado, os resultados da curva G — MHEBtal apresentam excelente
concordancia com a curva do MFFr. Para o perfil 8-@8iferenca é praticamente zero e, para
o perfil E-E, o resultado do MEF é 2,14% menor paracomprimento de 1000 mm com a
diferenga caindo a zero pra comprimentos maior@soétro lado, os resultados obtidos com
0 esquema de restricdo 1 Sub (curva G — MEF - ] §€d) em geral, 6 a 9% menores do que
os do MFFr.
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(a) Perfil S-S - Compresséo Axial (b) Perfil E-E - Compressao Axial
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Figura 5.5. Curvas G e GO do perfil C para com@esial. (a) Perfil S-S. (b) Perfil E-E.

Assim, o procedimento de restricdo da secao 4deter resultados melhores com
esquema 1 Sub quando os modos O sao consideraalosrddide, o esquema 1 Sub aplicado
para o espagco G n&o consegue eliminar completaraenfliéncia dos modos O. Por isso, a
curva G — MEF — 1 Sub aproxima-se da curva GO — MEF

Conforme discussao da secao 5.1.1, espera-se qesubgdos da curva GO — MEF
sejam aproximadamente 10% menores do que os kkssiltdtidos considerando somente o
espaco dos modos G. Adicionalmente, espera-se gueesmltados concordem com oS
fornecidos pela curva G - GBT, ja que esse métodsidera implicitamente a influéncia dos
modos O na analise focada no espaco G. Assimopae#fil S-S, a diferenca entre curva GO
— MEF e a curva G — GBT ¢é praticamente zero e, paexfil E-E, o resultado da curva GO —
MEF é 2,49% menor do que o da curva G — GBT parazamprimento de 1000 mm com a
diferenca indo a zero para comprimentos maiores.

E importante destacar que, embora os resultadosrda GO — MEF apresentem uma
excelente concordancia com a curva G — GBT (qusidera implicitamente os modos O),
podera haver uma pequena diferenca de resultadamparacdo com a curva GO obtida
com o MFFr. Essa diferenca s6 ndo ocorrera caseoo®s O do MFFr sejam definidos com
detalhado na secédo 4.4, que sdo os modos utilizapesas na versdo 3.12 do software
CUFSM [Schafer, 2006].

5.4 Curvas D

Os resultados da analise de flambagem focada rex@dp sdo mostrados para o

carregamento de flexdo, caso em que o modo Diéocein relacdo ao local para a maioria
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dos comprimentos. O esquema de restricdo geraégio 4.2 foi empregado, utilizando os
dois modos de deformacao distorcionais que defineespaco D do perfil adotado como
exemplo (modos D1 e D2 da Figura 5.1). Deve-sernqte, para carregamento de
compressao axial, o primeiro modo de flambagemdobtia andlise focada no espaco D
coincide com o modo D1 e, portanto, pode ser atllizapenas esse modo de deformacao para
a restricao do modelo, o que caracteriza uma vantata utilizacdo de modos de deformacao
axiais ortogonais do MFFr.

A Figura 5.6 exibe as curvas D do MEF comparadas &® curvas D fornecidas pelos

outros métodos. Os resultados dos dois esquenastiedo estudados (Total e 1 Sub) estdo

mostrados.
(a) Perfil S-S - Flexao (b) Perfil E-E - Flexdo
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Figura 5.6. Curvas D do perfil C para flexdo emnméodo eixo de maior inércia. (a) Perfil S-S.
(b) Perfil E-E.

Para o perfil E-E (Figura 5.6(b)), a analise ragida foi realizada considerando um,
dois e todos os componentes harménicos (curvas mipC@ Comp e Todos os Comp,
respectivamente). Na andlise considerando apenas componente, foi utilizado o
componente dominante baseado no resultado daecélisiderando todos os componentes
(inspecao visual), admitido comum para os mododefermacdo D1 e D2. Na analise
levando em conta dois componentes, foi considecadomponente que, juntamente com o
componente dominante, fornecesse a menor cargeaciita analise considerando todos os
componentes, conforme procedimento descrito naosekd.2, foram utilizadas duas
incognitas por secao restringida, referentes aissndodos de deformacao considerados.
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Para o perfil S-S (Figura 5.6(a)), a diferencaemiltados entre o esquema Total e a
curva do MFFr é desprezivel para comprimentos da-prala iguais ou maiores do que 100
mm (comprimento bem menor do que o comprimentecojitApenas para um comprimento
de meia-onda de 50 mm, a curva D — MEF — Totaldoenum resultado 5,61% menor.
Porém, esse € um comprimento de meia-onda de poteresse pratico para o perfil do
exemplo. Mesmo assim, essa diferenca pode semelif@aicaso, no procedimento de restricdo
da secao 4.2, os GDLs de empenamento ndo sejarogksios dos GDLs transversais, ou
seja, ao invés de se utilizarem um GDL de empenmmernum GDL transversal como
incégnitas, elege-se apenas um deles. Deve-se demipe, acoplando GDLs de
empenamento e transversais, fica impossivel utiizasquema de restricdo que considera
todos os componentes harmdnicos possiveis (SeZ&).4.

Conforme Figura 5.6(a), o esquema 1 Sub so forrestdtados bons comparados para
comprimentos de meia-onda iguais ou maiores do ajueitico. Por exemplo, para um
comprimento de 175 mm, o resultado da curva D — MBFSub é 3,44% menor do que o do
MFFr, diminuindo para comprimentos maiores. Podapara comprimentos de meia-onda
pequenos, uma baixa restricdo da malha ndo congéiguear a influéncia dos modos locais
no resultado da andlise de flambagem.

Para o perfil E-E (Figura 5.6(b)), 0 esquema dérigd® Total apresenta excelente
concordancia com os resultados do MFFr quando eésiderados todos ou apenas dois
componentes harmoénicos. Uma pequena diferencaifecaga para comprimentos de perfil
menores do que 150 mm, que sédo de pouco intereimpQuando apenas um componente
harmonico é considerado, uma pequena diferencaern@ia nas regides de transicdo entre
0s componentes harmdnicos dominantes. Porém, ar m#@enca observada foi para o
comprimento de perfil de 300 mm, onde a curva D EFV Total — 1 Comp fornece um
resultado 3,68% maior do que o do MFFr. Conformegaficado na Figura 5.3(b), para
comprimentos maiores, o0 comportamento do perfildeemo de um perfil S-S, e a
consideragao do componente dominante passa afieerge.

Na Figura 5.6(b), verifica-se que o esquema 1 Spiesantou uma diferenca
consideravel quando comparado com o MFFr. Consideratodos o0s componentes
harménicos e comprimentos de perfil maiores do2iemm (valor razoavel para interesse

pratico), os resultados da curva D — MEF — 1 Sldos os Comp séo até 8% menores do
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que os do MFFr (para um comprimento de perfil d& B&n), com uma diferenca média de
5,45%.

55 CurvaslL

Os resultados da analise de flambagem focada rex@dp sdo mostrados para o
carregamento de compressao axial, caso em que o Imédcritico em relacédo ao local. O
esquema de restricdo alternativo da secao 4.5rfpregado, que considera automaticamente
0 espaco inteiro dos modos locais e a contribudgdodos os componentes harmonicos
possiveis.

A Figura 5.7 exibe as curvas L do MEF comparadas &e curvas L fornecidas pelos
outros métodos. Os resultados dos dois esquentastdedo estudados (Total e 1 Sub) estéo
mostrados. Ambos os esquema fornecem resultadogico® que apresentam excelente
concordancia com os resultados do MFFr. Os resadtdd MEF sdo, em média, menos do
que 0,5% menores do que os do MFFr.

(a) Perfil S-S - Compresséao Axial ) (b) Perfil E-E - Compressao Axial
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Figura 5.7. Curvas L do perfil C para compressaal afa) Perfil S-S. (b) Perfil E-E.
5.6 Curvas DL

Fez-se uma andlise de flambagem de elementossfiitit@ada no espagco dos modos D
e L juntos (espaco DL) para o caso de compressiab &oi utilizado o procedimento de
restricdo geral das secdes 4.2.1 e 4.2.2 em unliaeas@nplificada considerando apenas dois
modos de deformacéo axiais ortogonais: o primeicmlondistorcional (D1) e o primeiro
modo local (L1), dados na Figura 2.9 e na Figuta 5.
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A Figura 5.8 ilustra as curvas D1L1 do MEF, queatevaproximar a analise de
flambagem focada no espaco DL, para os dois casesmtlicbes de contorno considerados.
As curvas sdo comparadas com os resultados do BMBERrGBT considerando o espaco DL

inteiro (curvas DL).
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Figura 5.8. Curvas DL do perfil C para compressaal aa) Perfil S-S. (b) Perfil E-E.

Para o perfil E-E (Figura 5.8(b)) foram adotad&s ttombinacbes de componentes

harmonicos:

+ 1+1 Comp:E considerado apenas um componente harmonicoiassat cada modo
de deformacéao, os quais podem ser diferentes. S@th&los os componentes dominantes
para cada modo, que podem ser verificados visuaémews resultados do MFFr ou da
GBT. Portanto, no modelo de elementos finitos,gdizados dois GDLs como incognitas
para a restricdo dos GDLs transversais e mais@Diss para a restricdo dos GDLs de

empenamento.

« 2+2 Comp: Sao considerados dois componentes harmdnicosbesasdo associados
a cada modo de deformacao. Os componentes donsndmteada modo, que podem ser
previamente observados nos resultados do MFFr oGRBI&, sdo atribuidos aos dois
modos de deformacéo considerados. Caso 0 compodentmante seja 0 mesmo para
ambos os modos, seleciona-se outro componentgugque,com o dominante, forneca a

menor carga critica. Assim, no modelo de elemefibit®s, sdo utilizados quatro GDLs
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como incégnitas para a restricdo dos GDLs tranaigers mais quatro GDLs para a
restricdo dos GDLs de empenamento.

« Todos os Comp:E utlizado o procedimento de restricio da sec&b24 que
considera todos 0os componentes harmonicos possBa@iso sdo considerados dois modos
de deformacéo, sdo utilizados dois GDLs como initagrpara a restricdo dos GDLs
transversais e mais dois GDLs para a restricad>iiiss de empenamento, em cada sec¢ao

restringida do modelo de elementos finitos.

As curvas D1L1 do MEF apresentam excelente conocradédcom a curva DL do
MFFr, para as duas configuracbes de condi¢cdes dmroo e para os dois esquemas de
restricdo utilizados. Portanto, para o caso de cesspo, a utilizacdo de poucos modos de
deformacédo axiais ortogonais é suficiente parébter am bom resultado de carga critica.

Para o perfil S-S, o esquema Total fornece resudtgmtaticamente idénticos ao do
MFFr, e os resultados do esquema 1 Sub sdo no maRi@r/% menores, para um
comprimento de meia-onda de 150 mm. Para o peifil B diferenca de resultados €, em
geral, menor do que 1% para qualquer combinac@ogonentes harmonicos utilizada, ou
seja, a consideracdo de apenas o componente haotaminante para cada modo (esquema
1+1 Comp) ja é suficiente para se obter um bomteekupara a carga critica no espaco DL.

Ao contrario da analise focada somente no espasarsmlos D, o esquema 1 Sub
fornece excelentes resultados na analise focagapago DL. Na andlise focada no espaco D
para pequenos comprimentos, o esquema 1 Sub mdioala apropriadamente a influéncia
dos modos L por falta de restricdo na malha de esdws finitos. Como a analise focada no
espaco DL inclui os modos L, esse problema nadesmiais.

Na Figura 5.8, as curvas D1L1 sdo compradas comva d odos os Modos do MEF,
revelando resultados muito proximos. A pequenaratiiga ainda se deve a influéncia dos
modos O na curva Todos os Modos. Para o perfil dabém é feita a comparagdo com a
curva L. Nota-se que os resultados sdo muito prdsiaos da curva D1L1, o que demonstra
que o modo local L1 é dominante na curva D1L1. Meassim, a analise da contribuicdo dos
modos no modo de flambagem pode revelar uma coaselearticipacdo (em porcentagem)
do modo D1, conforme discutido adiante.

A Tabela 5.1 exibe os resultados de participacagafaa curva D1L1 do MEF para o

perfil S-S. Os resultados sdo dados em termos d@magem de participacdo do modo D1



107

( po,); O restante, automaticamente, sera a participdgdmodo L1 (p_,). S&o considerados

dois esquemas de normalizacdo (NV e NTE) e osteekad sdo comparados com o0s

fornecidos pelo CUFSM para o espaco DL inteiro (exos entre parénteses).

Tabela 5.1. Contribuicdo do modo D1 nos resultaldosurva D1L1 do perfil C S-S.

Comprimento Poy [%0] - MEF (' pp, [%] — MFF)
de Meia-Onda VN WN
[mm] 1 Sub Total 1 Sub Total

70 12,64 (11,40) 6,97 (6,80) | 6,87 (6,20)] 6,11 (5,90
100 34,80 (32,80) 22,09 (21,70]) 21,46 (20,00) 19,79 (19,40
150 71,25 (69,60) 57,36 (56,80) 55,97 (54,20) 53,94 (53,40
200 85,00 (84,20) 75,96 (75,50) 74,42 (73,50) 73,35 (72,90
300 91,28 (90,90) 85,64 (85,30]) 84,32 (83,90) 83,86 (83,50
500 92,96 (92,80) 88,37 (88,10) 87,15 (87,00) 86,88 (86,60
800 93,29 (93,10) 88,91 (88,70) 87,72 (87,60) 87,47 (87,30

Como comentado, os valores de participagdo modérando o esquema de
normalizacdo NV sao fortemente dependentes daetizatdo da secao utilizada para se
definirem os modos no MFFr, o que é verificado rebéla 5.1. Para o esquema de
normalizacdo NTE, as pequenas diferencas de rdeslentre os esquemas de restricdo 1 Sub
e Total vém da leve diferenca dos modos de flambagbtidos com as diferentes
discretizacbes. Finalmente, para quaisquer esqued®srestricdo e normalizacao
considerados, os resultados de participacdo mad®EF mostram muito boa concordancia
com os resultados do MFFr.

A Tabela 5.2 mostra os resultados de participagddahda curva D1L1 do MEF do
perfil E-E para o esquema de normalizacdo VN. Qsilltados sdo dados em termos de

participagdo modal do modo Dlp{;) e sdo comparados com os fornecidos pelo MFFr

considerando o espaco DL inteiro (nimeros entrénpeses). Os resultados do MFFr para a
combinacdo de componentes harmoénicos 2+2 Comp adas ddiretamente pelo software
CUFSM, enquanto os resultados para a combinacadCb#ip s6 podem ser obtidos atravées
da manipulagcéo das rotinas do programa. Para aicagdm Todos os Comp utilizando o
MFFr, foram considerados os vinte primeiros comptegpara perfis de comprimento de até

1000 mm, e os trinta primeiros componentes patfgspariores.



4] - 051 —
Comprimento Pos [%6] - MEF ( Py, [%] — MFF)
do Perfil 1 Sub Total
[mm] 1+1 2+2 Todos 1+1 2+2 Todos
Comp | Comp | os Comp] Comp | Comp | os Comp|
100 9,82 | 10,38 | 10,63 5,33 5,62 5,76
(8,51) | (8,90) | (8,99) | (5,02) | (5,25)| (5,30)
150 7,31 7,78 7,79 3,86 4,12 4,13
(6,34) | (6,72) | (6,87) | (3,66) | (3,88) | (4,00)
200 33,59 | 32,51 | 36,41 | 21,08 | 20,20 | 23,14
(31,55)| (30,40)| (30,41) | (20,83)| (20,06)| (20,10)
300 32,54 | 26,20 | 27,49 | 19,92 | 15,33 | 16,46
(30,14)| (23,94)| (23,57) | (19,68)| (15,25)| (15,00)
500 19,14 | 16,13 | 18,94 | 10,83 | 8,74 10,58
(17,37)| (14,18)| (18,34) | (10,62)| (8,62) | (11,40)
800 14,86 | 13,51 | 16,27 8,16 7,27 8,95
(13,35)| (11,90)| (16,73) | (7,99) | (7,09) | (10,20)
1000 12,42 | 13,06 | 15,25 6,74 6,99 8,30
(11,11)| (11,45)| (15,43) | (6,58) | (6,80) | (9,40)
1200 13,59 | 1456 | 15,35 7,42 7,97 8,35
(12,18)| (13,00)| (15,64) | (7,25) | (7,76) | (9,60)
1500 10,61 | 13,10 | 14,47 5,68 7,05 7,82
(9,43) | (11,55)| (14,49) | (5,53) | (6,85) | (8,70)
2000 9,78 | 13,22 | 14,18 5,21 7,14 7,64
(8,67) | (11,70)| (14,15) | (5,07) | (6,94) | (8,40)
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Tabela 5.2. Contribuicdo do modo D1 nos resultaldosurva D1L1 do perfil C E-E.

Deve-se notar que 0 esquema de restricdo geratansdera todos 0os componentes
harmonicos da secdo 4.2.2 ndo fornece diretamenislores de contribuicdo modal. Por
outro lado, esse esquema fornece valores da futgdorma longitudinal associada a cada
modo de deformacdo em cada secao restringida @eer(&.20), (4.21) e (4.29)). Portanto, é
possivel obter as expressdes analiticas dessa8eBiragravés de algum procedimento de
aproximacdo. As funcbes de forma longitudinais jemm propor um meio de avaliar a
participacdo modal de cada modo de maneira sentelbdnita na GBT.

Na GBT, tem-se uma funcdo de forma longitudinaloeissla a cada modo de
deformacéo, a qual, para condicdes de contornoediles de apoios simples, considera
automaticamente todos os componentes harmonictd4-#o (solucdo por elementos finitos,
comentada na secao 2.5). Portanto, o procedimentestricdo da secéo 4.2.2 assemelha-se
bastante aos principios da GBT. A participacadoeaderchinado modo de deformacao pode ser

calculada através da integragcéo de sua funcaoraha flongitudinal ao longo do comprimento
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do perfil. De acordo com o procedimento da secdd®4a distribuicdo dos deslocamentos
transversais em uma se¢do é dada pela seguintedequexemplificada para o vetor de

rotacoes:
O (Y) = 05 o1 o (¥) + O 1y com V) (5.4)
Com proposta inspirada na GBT, a participacdo mado@ahodo D1 fica dada por:
[ Woreom(Y)] 0Y
[ Woraoms (V] Y+ [0 5 com V)] 0¥

Para que os valores de participacdo modal tenhatidgseos modos D1 e L1 da Eq.

Po1 [%] =100 (5.5)

(5.4) devem estar normalizados. Assim, propde-geogucomponentes harmonicos e m,

associados aos modos de deformagédo sejam os camg®m®dMinantes. Deve-se lembrar
que nenhuma normalizacdo € necessaria para seootesultado de carga critica do modo de
flambagem que considera todos os componentes hmwsdrConsequentemente, nenhuma
normalizacdo é precisa para se visualizarem prengnos componentes harmoénicos
dominantes.

A partir dos resultados da Tabela 5.2, verificaise:

— Assim como na Tabela 5.1, o esquema de normalizZsyaé fortemente sensivel a
discretizacdo da secao utilizada para se definoermodos de deformacao utilizados na

analise de flambagem (1 Sub e Total).

— Para o esquema de restricdo Total e combinacéeirip e 2+2 Comp (ou seja,
procedimento de restricdo da secéo 4.2.1), ostaelmsl fornecidos pelo MEF sdo muito
bons, sendo sempre ligeiramente maiores do que ddFdr. Para o esquema 1 Sub, a
diferenca € um pouco maior. Mesmo assim, os refdtgdo coerentes, sendo sempre

maiores do que os do MFFr.

— Comparando as combinacdes de componentes 1+1 C@hp €omp, observam-se
algumas diferencas consideraveis nos resultadosigmlmente para o comprimento de
perfil de 300 mm.

— Comparando as combinacdes de componentes 2+2 Cohodas os Comp para o
MFFr, verifica-se que uma diferenca maior de resiad$ ocorre para comprimentos de
perfil a partir de 500 mm, ou seja, quanto maispmprimento do perfil, maior o nimero

de componentes harmonicos contribuindo para o naeldlambagem. Para o MEF
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(célculo de contribuicdo alternativo da Eq. (5.5),maior diferenca ocorre para o
comprimento de 200 mm.

- Mesmo que se observem certas diferencas dos @ssilte contribuicdo modal entre
as diferentes combinacfes de componentes utilizadearga critica da analise focada no

espaco DL varia muito pouco, conforme observadBigara 5.8(b).

Cabe destacar que néo existe um esquema defidiéuwaormalizacdo dos modos de
deformacéo que forneca resultados padroes de lmoigido modal. Portanto, os resultados
obtidos com ambos os esquemas de restricdo (Tht&lubd) sdo bons.

Finalmente, o método de calculo da contribuicdo ahpdoposto para o esquema de
restricdo geral considerando todos os componendéesidmicos, com base na GBT e

considerando a normalizagcdo dos componentes dotegapresentou resultados muito bons.

5.7 Andlise da deformada

Conforme discutido nas sec¢des anteriores, a andésflambagem do perfil E-E
utilizando o procedimento geral foi realizada cdesando diversas combinacdes de
componentes harmonicos. O procedimento geral deicéss foi utilizado na analise de
flambagem focada no espaco dos modos D e nos edpagnodos D e L juntos (espaco DL).
Na andlise focada no espago DL, assumiu-se umdifstiagho através do uso dos modos de
deformacéo D1 e L1.

A variacdo longitudinal do modo de flambagem fongiderada fixa ou livre. A
analise focada no espaco D com variacdo fixa faliza&da considerando um ou dois
componentes harménicos. Na analise focada no espac@om variagdo fixa, foram
atribuidos um ou dois componentes harmoénicos amwad®d de deformacéo considerado (D1
e L1).

Conforme Figura 5.6(b) e Figura 5.8(b), a consiclerade apenas o componente
harménico dominante ja é suficiente para se obtebom resultado de carga critica. Porém,
como verificado na Tabela 5.2, os resultados dériboicdo modal podem apresentar certa
diferenca para as diferentes combinacfes de comfambarmonicos consideradas. Essas
diferencas devem-se a variacdo da deformada dd derfacordo com a combinacédo de
componentes utilizada.

A Figura 5.9 ilustra as diferencas na deformada pan perfil E-E de 800 mm sob
compressdo axial. A Figura 5.9(a) mostra a an@esdlambagem focada no espaco dos
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modos D (utilizando modo D1), que considera trésamendas para a analise utilizando
apenas um componente, e trés e cinco meias-ondas @alise com dois componentes. A
Figura 5.9(b) exibe a analise focada no espaco dihp(ificacdo utilizando os modos de

deformacédo D1 e L1). Para a combinacdo 1+1 Compnfautilizados o componente com

nove meias-ondas para o modo D1 e o com onze medss para o0 modo L1. Para a
combinagédo 2+2 Comp, 0S componentes com nove eroams-ondas foram associados a
ambos os modos de deformacgéo. As analises da Pgi@onsideram esquema de restricao
Total.

Y,V
1 Comp 1+1 Comp
Z,W
2 Comp

Figura 5.9. Modos de flambagem do perfil C E-E @@ 8m sob compresséao axial. (a)
Espaco D. (b) Espago DL.

Na analise focada no espaco D (Figura 5.9(a)), rebse certa diferenca na
deformada, principalmente entre a analise 1 Corap @éemais. Na andlise focada no espago
DL (Figura 5.9(b)), fica evidente a superposicdo e modo local e de um modo
distorcional. Conforme Tabela 5.2, o0 modo localoéhthante, e, portanto, sua contribuicdo
pode ser bem visualizada pela deformada da almast@ta-se que a deformada do modo
local pouco varia com a combinacdo de componertiBsada. A contribuicdo do modo
distorcional € observada pela translacdo do comjflange/enrijecedor. Ao contrario do
modo local, a deformada associada ao modo dist@cébastante sensivel a combinacao de
componentes empregada. Por exemplo, observam-se nmias-ondas ao longo do
comprimento associadas do modo distorcional pa@@inacdo Todos os Comp, enquanto
gue onze meias-ondas manifestam-se para a combiBagaComp.

As observacdes da Figura 5.9 podem ser postasrm@ fmais rigorosa fazendo-se o

grafico de algum deslocamento do perfil ao longcsele comprimento. Isso pode ser feito
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diretamente a partir da formulacdo da andlise dmldhgem restringida. Como exemplo,
escolhe-se o deslocamertiiono centro da alma (n6 18 para discretizacao 1}5ebnforme
indicado na Figura 5.10(a). Assim, para a analeséiainbagem focada no espaco D, as Eqgs.
(4.6), (4.12) e (4.22) fornecem a expresséao dadasientd) do n6 18 em funcao da posicao
ao longo do comprimento do perfil (eiXg, para um, dois ou todos 0s componentes

harmonicos, respectivamente:

U (Y) =85 "'IU.E”}lz]wng] (V) (5.6)
Uss(Y) = B3 IUS00g () + BT U T, ( (5.7)
U18 (Y) UI[:)n:El:;]wD 1c0mb( Y) (58)

onde D1 € o unico modo de deformagéo utilizado paraso de compresséo axiainge m,
sdo 0s numeros de meias-ondas dos dois componamieilerados. Os coeficientes de

contribuicdo modal 8 ou a fungéolevcomb(Y) sdo encontrados de acordo com 0s

procedimentos descritos nas secdes 4.2.1 e 4.2v&-§e notar que, na Eq. (5.8), tanto faz o
componente associado ao modo de deformacéo desdesdeDLs de empenamento estejam
desacoplados dos GDLs transversais. Para a ad&liflambagem focada no espaco DL, o
deslocament®) pode ser decomposto nas parcelas referentes atmsrde deformacao D1 e
L1. Conforme secédo 4.2.2, quando algum modo locabresiderado, a Eq. (5.8) é uma
simplificacédo, sendo baseada no componente doneinant
Para a analise de flambagem focada no espac¢o Bificogdo deslocamentd da

alma em funcé&o da posi¢do ao longo do comprimemizedil esta exibido na Figura 5.10(b),
a partir de uma das extremidades do perfil até @ me vdo. O deslocamento esta

normalizado em relagéo ao maior deslocamento delnay, .

Para a analise focada no espaco DL, o deslocaniemta alma € decomposto nas

parcelas devidas aos modos D1 e U}, (e U ,, respectivamente, conforme Figura 5.10(a)).
A Figura 5.11 exibe os graficos tlg, e U , em funcdo da posicdo ao longo do comprimento

do perfil, com normaliza¢éo em rela¢éo ao maiologasnento do modo de flambagedn,, .
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Figura 5.10. Analise da deformada do modo D1 dblg&r(a) Deslocamento no centro da
alma. (b) Deslocamento no centro da alma paralsarte flambagem focada no espaco D.
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Figura 5.11. Andlise da deformada do modo DL dédilger (a) Contribuicdo do modo D1.
(b) Contribuicdo do modo L1.
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6. APLICACAO DOS METODOS PROPOSTOS: ANALISE DE UMA EST RUTURA
REAL

Nesse capitulo, os procedimentos de restricdo ptopsao aplicados na analise de
um perfil inspirado em uma estrutura real, com @pantermediarios (ao longo de seu
comprimento). Analisou-se a coluna de sustentagamusilo de armazenagem, estudada por
Triches, 2011. A estrutura real estd mostrada gar&i6.1(a), onde as colunas de sustentacdo
do silo possuem barras de travamento ao longo decgmprimento, conforme detalhe
ilustrado na Figura 6.1(b).

Figura 6.1. Estrutura real analisada. (a) Silordeaaenagem e colunas de sustentacao. (b)
Detalhe dos apoios intermediarios das colunas.

A secdo da coluna de sustentacdo do silo estadaxi Figura 4.1(b), onde as
dimensdes dos elementos de placa sdo as mesmadecatias em Triches, 2011. Nesse
trabalho, a espessura foi reduzida para 1 mm, dgsanuma maior participacdo de modos

locais e distorcionais na analise de flambagemumasse um comprimenta =1500 mrr, e

o carregamento considerado € de compresséao axidhrme Figura 4.2(c).

A modelagem das condicfes de contorno que mellpoesentem a estrutura real foi
abordada em Triches, 2011. Referindo-se a Figurg).a extremidade inferior da coluna
possui restricdes que se aproximam de um engastegja, com empenamento nulo. Na
extremidade superior (unido da coluna com o corpsild), a modelagem mais proxima da
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realidade seria um apoio flexivel. As barras deatmrzento intermediarias também apresentam
certa flexibilidade axial.

Como o objetivo da analise da coluna é a verificada influéncia de apoios
intermediarios na aplicacdo dos métodos de restipgcépostos, as condigcbes de contorno
foram modeladas de forma simplificada. As duaseexitlades foram consideradas como
apoios simples (empenamento livre), modelados cordd-igura 4.6. Foi considerado apenas
um ponto de travamento intermediario, localizadomao do vao, conforme Figura 6.2(a).
As barras de travamento foram consideradas condasigoferecendo restricdo translacional

nas duas dire¢cdes da sec¢éo, no ponto mostradgua B.2(b).

) X, U

Z _ Ponto de
travamento

Y,V
__ Ponto de

travamento

A A A
ZW L/2 L/2
()

V4

Figura 6.2. CondicOes de contorno do perfil damaldo silo. (a) Ponto de travamento ao
longo do comprimento. (b) Ponto de travamento gase

Como ja discutido, perfis com extremidades simpldm apoiadas sem apoios
intermediarios flambam em ondas senoidais ao lama@omprimento, ou seja, todos os
modos de deformacéo da secdo manifestam-se corsraama&riacao longitudinal. Porém, a
simples inclusdo de um apoio intermediario prov@aateracado entre diferentes componentes
harmonicos longitudinais.

Para testar os procedimentos de restricdo propasl@esionaram-se alguns modos de
flambagem retirados da analise de elementos findiosrestringida. Os modos da analise nao
restringida ndo sdo modos puros e, combinandogsm®lmodos de deformacdo da secéo e
componentes harmoénicos longitudinais, pode-se cleegaa solucdo aproximada para esses
modos de forma que a contribuicdo modal possaaeulada. Em alguns casos, os modos
sao praticamente puros e procedimentos de reseg@aecificos para determinada classes de
flambagem podem ser aplicados.

Com inspiracdo em métodos de projeto de perfis ddos a frio como o MRD,
selecionaram-se para a analise um modo de flambagenrepresente cada uma das trés
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principais classes de flambagem (de modos G, D &d9ges trés modos séo escolhidos entre
os diversos modos obtidos na andlise de elemeimitssfndo restringida, através de critério
visual, e depois sao analisados de acordo comooggimentos de restricao.

Para a utilizacdo do procedimento geral de restrigs secoes 4.2.1 e 4.2.2, foram
utilizados os modos de deformacédo da secdo mostraadéigura 6.3 (modos naturais) e na
Figura 6.4 (modos axiais ortogonais). Deve-se ngtgr estdo exibidos todos os modos do
espaco G (4 modos) e todos os modos do espacwnb 4 modos). Para o espaco L, apenas
o modo axial ortogonal L1 foi considerado, jA que rnodos naturais L ndo possuem
significado fisico e muitos destes precisariamcsenbinados nas analises. Na Figura 6.4, a

ordem dos modos axiais ortogonais é dada para @raoento da coluna analisada (1500
mm) e para uma meia-onda ao longo do comprimentaX).

Distribui¢do Transversal - Modos Naturais

S LS

Gl

IS v g

Figura 6.3. Modos de deformacao naturais utilizadoanalise da coluna do silo (bases
modais).

Distribuicao Transversal - Modos Axiais Ortogonais

Figura 6.4. Modos de deformacéo axiais ortogoni#igados na andlise da coluna do silo
(bases modais).
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6.1 Andlise da coluna sem travamentos

Para verificar a influéncia dos apoios intermed&rna solugcdo da analise de
flambagem da coluna do silo, primeiramente se fea analise do perfil sem travamentos. A
Figura 6.5 mostra os trés modos caracteristicosdasbtna andalise néo restringida

(selecionados visualmente para representar aesl&sD e L), com as respectivas cargas

criticas (o, ).

e
4 XU
( —>
(a) Modo G
Y.V c, =118,91MPa v 7\
= zZ,W / h

(b) Modo L
Y,V o, =153,11MPa

(¢) Modo D
EV G, =218,98 MPa

Z,W

Figura 6.5. Modos de flambagem caracteristicoslobtha analise de flambagem né&o
restringida do perfil da coluna do silo sem travatos.

Cada um dos trés modos da Figura 6.5 foi analisd®loacordo com diversos
procedimentos de restricdo propostos. Os resultdeasmrga critica e de participacdo modal
utilizando esquema de normalizacdo NV estédo dispash Tabela 6.1. Os procedimentos de
restricdo para o espaco G e para o0 espaco GOmefera secdo 4.4, e o procedimento para o
espaco L refere-se a se¢do 4.5. Para o procedirgerdb (secao 4.2), estdo indicados entre
parénteses os modos de deformacao utilizados (n#ogiis ortogonais da Figura 6.4). Como
o perfil € S-S, foi considerado apenas um compendr@rmoénico na utilizacdo do

procedimento geral: uma meia-onda senoidal nassndtis modos G e D.
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Tabela 6.1. Resultados da analise dos modos G, @oeperfil da coluna do silo sem

travamentos.
. Procedimento de Tensao Critica Participacéo
Modo Analisado Restricdo [MPa] Modal
Espaco G 133,92 (+12,62% 100 % G
G Espaco GO 122,32 (+2,87% -
(0. =118,91 MP?) Geral (Modos G1 e D2) 130,26 (+9,54% 94,90% G1
MFFr (Mog;’s G1.D2e 119 g5 (+0,791%) 96,30% G1
L
(0. =153 11 MP3) Espaco L 153,55 (+0,287% 100% L
Geral (Modo D1) 268,23 (+22,49% 100% D1
D Geral (Modos D1 e G2) 232,62 (+6,23% 80,29% D1
o, =218,98 MP«
(o 9 | MFFr (Mog())s D1,G2¢| ,51 g (+0,511%) 82 30% D1

Para o modo G, o procedimento de restricdo focadespaco G fornece um resultado
de carga critica 12,62% maior do que o da analiserestringida, enquanto o procedimento
focado no espaco GO fornece um resultado apen@%oy@ior. Portanto, os modos O tém
consideravel participacdo no modo visualmente denado G. A diferenca de resultados
remanescente deve-se a uma pequena participagaodds D.

Para a utilizacdo do procedimento de restricdol,geegifica-se que o modo axial
ortogonal G1 da Figura 6.4 assemelha-se muito @mefla da secdo do modo G da Figura
6.5(a). Fazendo uma analise combinando os modais axtogonais G1 e D2 da Figura 6.4, o
resultado da carga critica € melhor do que o ohiidzando o procedimento de restricao
para o espaco G: resultado 9,54% maior, cuja difergpode ser eliminada incluindo os
modos O na andlise. A restricdo utilizando procedim geral considerando os modos O
exigiria a combinagcdo de muitos modos de deformagéanalise. Por isso, fez-se apenas a
analise utilizando o MFFr considerando os modosizle todo o espaco O, resultando numa
carga critica apenas 0,791% maior. Apesar de o reedpredominantemente global (96,30%
G1), ainclusdo dos modos O é fundamental paraamrbsultado.

Para o modo L, o procedimento de restricdo focadespaco inteiro de modos L (que
ainda considera todos os componentes harmonicasivp® fornece um resultado com
diferenca desprezivel, ou seja, 0 modo analisgatat&camente local puro.

A deformada da secdo do modo D (Figura 6.5(c)) reugma grande participagéo do
modo axial ortogonal D1 da Figura 6.4. Utilizand@rocedimento de restricdo geral com
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apenas o modo D1, chega-se a uma carga critic®%?2maior do que a da analise nao
restringida, ou seja, o0 modo analisado ndo é umondigtorcional puro. Fazendo a analise
com a inclusdo do modo G2 (flexdo vertical), ob&sragora uma carga critica 6,23% maior.
Mais uma vez, essa diferenca pode ser eliminadaacoonsideracdo dos modos O. Fazendo a
andlise através do MFFr focada nos modos D1, ®8®d espaco O, a carga critica obtida €
apenas 0,511% maior.

E interessante observar a significativa participagé modo de deformacdo G2 no
modo de flambagem. Na andlise considerando os mbdog G2, D1 tem 80,29% de
participacdo e G2 contribui com 19,71%. Mesmo qumado D1 da Figura 6.4 inclua
translacéo vertical, € importante a consideracamaldo de flex&do vertical G2.

Finalmente, cabe comentar que o procedimento decéesfocado no espaco GD da
secao 4.3 pode ser utilizado na analise dos mode®ornecendo resultados praticamente
iguais aos do procedimento geral combinando os m@loe D2 ou D1 e G2 (Tabela 6.1),
embora ndo forneca os valores de participacdo m@darocedimento para o espago GD é
vantajoso em analises em que diversos modos dentsfao da secdo G e D precisem ser

combinados.

6.2 Andalise da coluna com travamentos

Fez-se a analise de flambagem néo restringida dianacocom travamentos e
selecionaram-se o0s trés primeiros modos que, ptariorvisual, representassem as trés
classes de flambagem caracteristicas (G, D e L}r&smodos, com as respectivas cargas

criticas (o, ), estdo mostrados na Figura 6.6, na Figura 6a/Fgura 6.8.

Modo L
Y,V G, =153,36 MPa

Figura 6.6. Primeiro modo predominantemente L @bitid analise de flambagem nao
restringida do perfil da coluna do silo com travatons. (a) Deformada ao longo do
comprimento. (b) Detalhe da deformada do flangesap(ndo é a mesma escala de (a)). (c)
Deformada da secdo no meio de uma meia-onda pr@omaeio do vao.
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Modo G o
Y,V G, =161,89 MPa 4 XU
al \ N \
zZ,W z, W / \ \\ /\
// \ ‘\ h g
\ \\:
\\ / \\ \\ /
(b) /,‘\
T ©

Figura 6.7. Primeiro modo predominantemente G obtal analise de flambagem néo
restringida do perfil da coluna do silo com travatons. (a) Deformada ao longo do
comprimento. (b) Detalhe da deformada do flangesap(ndo é a mesma escala de (a)). (c)
Deformada da se¢éo no meio do véo.

Modo D
Y,V o~ =211,69 MPa

m (a)

S
Y,V . Z,W ‘// \\\
— Flange superior
, /
v p AN ! 5 o~ \ : — /"
NPT Y gAY © ©

Figura 6.8. Primeiro modo predominantemente D obtia analise de flambagem néo
restringida do perfil da coluna do silo com travatons. (a) Deformada ao longo do
comprimento. (b) Detalhe da deformada do flangesap(ndo é a mesma escala de (a)). (c)
Deformada da se¢éo no meio do véo.

Comparando os modos da coluna com travamentos cendao coluna sem
travamentos, observa-se que 0s apoios intermesligsiovocam uma interacdo entre
componentes harmonicos longitudinais, mesmo quexaemidades sejam simplesmente
apoiadas. Essa interacdo ocorre principalmenteguarado D, ilustrado na Figura 6.8.

Comparando o modo L da Figura 6.6 com o modo L alana sem travamentos
(Figura 6.5(b)), verifica-se que o numero de meixas aumentou de 23 para 24, para
satisfazer as condi¢cdes de contorno intermedi&kigsn disso, existe uma pequena interacao
de componentes harmdnicos, que pode ser obsenmdietalhne da deformada do flange
superior (Figura 6.6(b)), onde as meias-ondas saores nas proximidades das extremidades
do perfil. Porém, o resultado de carga critica atiggmente 0 mesmo. Portanto, 0os apoios
intermediarios tém pouca influéncia sobre modod@renantemente L, ao menos para perfis

longos (com vérias ondas de flambagem).
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Comparando o modo G da Figura 6.7 com o modo Gotlsma sem travamentos
(Figura 6.5(a)), verifica-se que a carga criticenantou consideravelmente. Para a coluna
sem travamentos, o0 modo G é predominantemente a@®-tbrcdo, porém, o apoio
intermediario da coluna com travamentos impedereefmde flexdo lateral, aumentando a
carga critica.

Comparando o modo D da Figura 6.8 com o modo Daliana sem travamentos
(Figura 6.5(c)), verifica-se que as cargas critiaasemelham-se, mas as deformadas séo
diferentes. Para a coluna com travamentos, o aptéomediario provoca interacdo entre
componentes harmdnicos longitudinais, onde visuaienda a contribuicdo de um modo
distorcional com uma meia-onda senoidal e um modallcom 13 meias-ondas. Porém, a
analise de flambagem restringida pode revelargyaizdes de outros modos e componentes,
conforme discusséo da secao 6.2.2.

Aplicando o procedimento de restricdo focado naespnteiro dos modos L (que
considera todos os componentes harmoénicos) parado predominantemente L da Figura
6.6, chega-se a um valor de carga critica de 194F& (resultado apenas 0,254% maior do
que o da analise néo restringida). Portanto, o namdtisado € praticamente local puro. As

analises dos modos G e D sdo mais trabalhosag) desdritas nas proximas secgoes.

6.2.1 Analise do modo G

Os resultados de carga critica e de participacddamatilizando esquema de
normalizacdo NV estdo dispostos na Tabela 6.2.r@sedimentos de restricdo para o espaco
G e para o espaco GO referem-se a secao 4.4. Raogedimento geral (secdo 4.2), bases
naturais (Figura 6.3) e bases modais (Figura @ni utilizadas. Em cada combinacéo
testada, os modos de deformacdo e os componemteSriieos associados estao indicados.

Nas analises considerando todos os componente®mhiaos (sec¢do 4.2.2), o célculo
da contribuicio modal foi feito utilizando o métode integragdo das fungBes de forma
longitudinais, proposto na secdo 5.6. Na andlisesiderando bases modais e todos os
componentes, os modos de deformacdo da secdo fdeéimdos para uma meia-onda
senoidal (n=1). Deve-se lembrar que modos axiais ortogonaisaé&maformada dependente

do numero de meias-ondas.
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Tabela 6.2. Resultados da anéalise do modo G do gardoluna do silo com travamentos.

Modo Analisado: G (g, =161,89 MP¢)

Procedimento -lc-:?irt]iizo Participacéo
de Restricao [MPa] Modal
215,61
Espaco G (+33,18%) 100%G
Espaco GO 195,17 -

(+20,56%)

Bases Naturais

~ 224,91 | 88,54%G4
x (+38,93%)| 11,46%D1

G4 (m=1) Dl(m=1)

Bases Naturais
: 6,27%G2

‘ : 191,88
I& (+18,5200)| £0:26%G4
! 5 47%D1

G2 (m=1) G4 (m=1) D1(m=1)

Bases Naturais 4,30%G2
< 182,32 84,61%G4
I& f X/w (+12,62%)| 6.70%D1
4,39%D3

G2 (m=1) G4 (m=1) D1(m=1) D3(m=1)
3,73%G2
Bases Naturais — Todos os Componentes 177,03 87,20%G4
G2+G4+D1+D3 (+9,35%) | 5,55%D1
3,52%D3

Bases Modais — Todos os Componentes .
N = 17853 87,96%G1
(+10,28%)| 22A%NG3
’ 6,80%D2
Gl (C] D2

Aplicando o procedimento de restricdo ao espagnr@sultado de carga critica obtido

é 33,18% maior do que o fornecido pela analiseradingida. Portanto, a participacdo de
outras classes de flambagem (em particular, modesniibdos O) € bastante significativa.
Com a inclusdo dos modos O na andlise (procedimdatoestricdo ao espaco GO), a
diferenca diminui: a carga critica fica 20,56% magu seja, a ndo inclusédo dos modos O na
analise de um modo predominantemente global prouotaaumento de cerca de 10% na
carga critica, como ja comentado ao longo do thabal

Para se aproximar do valor de carga critica do ma#@canalise ndo restringida

(o, =161,89 MP¢), modos distorcionais ainda precisam ser incluitbbgnalise restringida.
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Para isso, utilizou-se o procedimento geral deri¢gdst da 4.2, combinando modos de
deformacgédo da se¢do. Como j& mencionado, paralaséioc dos modos O nesse tipo de
analise, muitos modos de deformacéo da secéo ari@osser combinados. Portanto, foram
considerados apenas modos G e D, com a meta deesauma carga critica no maximo 10%
maior do que 161,89 MPa.

De acordo com o0 modo G da andlise ndo restringixidjdo na Figura 6.7, apenas
modos de deformacédo da secéo nao simétricos favasiderados, todos com uma meia-onda
senoidal ao longo do comprimento do perfin£€1). Utilizando bases naturais, a primeira
combinacdo testada foi a dos modos G4 (torcdo) e Adibos os modos possuem um
componente de translacdo horizontal, e a combindgdanesmos satisfaria as condicbes de
contorno do meio do véao (ver Figura 6.7(c)). Poramarga critica obtida é 38,93% maior do
que a da analise ndo restringida. Para que a pesda deformar-se de acordo com a menor
carga critica e, a0 mesmo tempo, satisfazer asig@@sl de contorno intermediarias, é
fundamental a inclusdo de um modo de flexdo hot&quura (G2). Assim, a carga critica
obtida fica 18,52% maior.

Incluindo o outro modo natural distorcional ndo &firico da Figura 6.3 (modo D3), a
carga critica obtida € 12,62% maior do que a fodaepela analise ndo restringida. Deve-se
observar que, embora pequena, existe uma interagdi®@ componentes harmoénicos
referentes aos modos distorcionais, claramentahzsdla na deformada do flange superior
(Figura 6.7(b)). Fazendo a mesma andlise, de fommd@pendente dos componentes
harménicos (procedimento da secao 4.2.2), a careacobtida € 9,53% maior, atingindo-se
a meta estabelecida para o0 modo analisado.

Deve-se recordar que os modos naturais séo idaasaputilizacdo do procedimento
de restricdo da secdo 4.2.2, ja que, para essessmaddistribuicdo de deslocamentos
transversais e a distribuicho de empenamento, quaadsideradas isoladamente, séo
independentes do comprimento de meia-onda. Portaqmcedimento de restricdo aplicado,
gue desacopla GDLs transversais dos longitudingfistivamente considerada todos os
componentes harmonicos possiveis, cada um com o d®deformacdo da secdo associado
de forma exata (ver detalhes na sec¢éo 4.2.2).

A Figura 6.9 mostra a variacdo das funcfes de fdomgitudinais de cada modo de

deformacdo na analise considerando todos os compsneutilizando bases naturais

(wj,comb(Y) da secéo 4.2.2, ongle o modo de deformagdo da se¢do). Nas funcOexme f
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associadas aos modos distorcionais (D1 e D3), wiser certa interagcado entre componentes

harmonicos.

Modo G: Bases Naturais - Todos os Componentes

55
5

A\

4 /
35 / k, W G4,comb (Y) \
/ \

WV b3.comb (Y )

“|jG2,cumb (Y)

00
\V D1,comb (Y)

Posi¢do [mm]

Figura 6.9. Funcdes de forma longitudinais assasi@dcada modo de deformacéo na analise
do modo G do perfil da coluna do silo com travaragntonsiderando todos os componentes
harmonicos.

E interessante fazer uma comparacdo entre basesaisate bases modais.
Combinando os modos axiais ortogonais G1, G3 e ®Fidura 6.4, e fazendo a analise
restringida de forma independente das fun¢fes mheafdongitudinais, obtém-se uma carga
critica 10,28% maior do que a da analise nao ngitia, ou seja, o resultado € praticamente o
mesmo do que o atingido com a combinacdo de quatdns naturais (G2, G4, D1 e D3 da
Figura 6.3), o que deixa evidente a vantagem dalesnodos axiais ortogonais.

Analisando os resultados de participacdo modalificeesse a predominancia dos
modos G (especialmente do modo natural de torcdo €&no esperado baseando-se no
critério visual. Comparando os resultados de pp&agéo modal do procedimento de restricdo
geral considerando uma meia-onda senoidal com oegmmento considerando todos os
componentes harmonicos, para a combinacdo de matlasis G2, G4, D1 e D3, observa-se
grande semelhanca. Assim, o método de avaliacd@od#ibuicdo modal através da
integracéo das funcdes de forma longitudinais dacsb.6 mostra-se confiavel.

Finalmente, deve-se destacar que o modo nédo ptidoate analise ndo restringida
pode ser efetivamente analisado através do proeetlinde restricdo geral com o uso de
poucos modos de deformagdo da secédo e poucos cemesrharmonicos, mesmo com a

presenca de apoios intermediarios. Selecionandoesids de deformacdo de acordo com o
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critério de simetria, incluindo-se modos de flexdura para satisfazer as condi¢bes de
contorno intermediérias, e considerando que a mélasdo dos modos O pode aumentar a

carga critica em até 10%, pode-se compor o0 modsada e avaliar a participacdo modal.

6.2.2 Analise do Modo D

Os resultados de carga critica e de participacddamatilizando esquema de
normalizacdo NV estéo dispostos na Tabela 6.3.

Tabela 6.3. Resultados da anélise do modo D dd garfoluna do silo com travamentos.

Modo Analisado: D (o, =211,69 MP¢)

Procedimento Tep_sao Participacéo
de Restricao Critica Modal
[MPa]

Bases Modais

ﬂ (+2822'§(i ) 88.83%D1
! 11.17%L1

- -~ (modo espurio)
D1 (m=1) L1 (m=13)

Bases Modais

59,81%D1

20,99%L1
D1 (m=1) G2 (m=1) L1 (m=13)

Bases Modais — Todos os Componentes 215,90 ?g%ggﬁzgé
D1+G2+L1 (+1,99%) 23.10%L1

Bases Modais 58,55%D1

ﬂ 213,68 0,987%D3
g/v\;ﬂ m (+0,940%) | 19,50% G2
D1 (m=1) D3 (m=13) G2 (m=1) L1 (m=13) 20196%|—1
57,88%D1

Bases Modais — Todos os Componentes 213,28 1,19%D3
D1+D3+G2+L1 (+0,751%) 19,39% G2

21,54%L1

Bases Naturais 42,22%D1

ﬂ 216,12 41,24%D3

ﬂ w m (+2,09%) 7,.90% G2

D2 (m=1) - D4 (m=1) G3 (m=1) L1 (m=13) 8,65%L1
41,90%D1

Bases Naturais — Todos os Componentes 213,22 40,88%D3
D2+D4+G3+L1 (+0,723%) 8,18% G2

9,05%L1
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Como modos de deformacéo pertencentes a diferelateses de flambagem precisam
ser combinados, foi utilizado apenas o procedimeygmal de restricdo da secédo 4.2,
empregando-se bases naturais (Figura 6.3) e bastsgr{(Figura 6.4). Em cada combinacao
testada, os modos de deformacgéo e os componembe8riieos associados estdo indicados na
tabela.

Nas analises considerando todos os componente®mhiaos (sec¢do 4.2.2), o célculo
da contribuicdo modal foi feito utilizando o métode integracdo das funcdes de forma
longitudinais, proposto na secdo 5.6. Na analisesiderando bases modais e todos os
componentes, os modos de deformacéo da secéo defamdos para um valor daigual ao
utilizado na analise combinando componentes. Deverabrar que modos axiais ortogonais
tém a deformada dependente do nimero de meias:-@ol@® comentado anteriormente, nas
analises considerando bases naturais, 0 modo liZadt € um modo axial ortogonal, ja que
muitos modos naturais locais precisariam ser cenaitbs para equivalerem a esse modo.

De acordo com o0 modo D da andlise ndo restringigidido na Figura 6.8, apenas
modos de deformacdo da secdo simétricos foram dmasios. E clara a interagcdo entre
componentes harmdnicos e, portanto, diferentes aoeres foram atribuidos aos modos de
deformacgdo considerados na analise restringiddizaitdo bases modais (Figura 6.4), a
primeira combinagdo testada foi a dos modos D1 (nom meia-onda) e L1 (com treze
meias-ondas). Ambos possuem deslocamento vertwatentro do flange superior, e a
combinacdo dos mesmos satisfaria as condi¢cOes rterco do meio do vao (ver Figura
6.8(c)). A carga critica obtida é 8,33% maior de guornecida pela analise ndo restringida, e
os resultados de participagdo modal revelam ampliominancia do modo D1. Porém, como
discutido adiante, o modo de flambagem obtido cesa €ombinacdo é um modo espurio e
deve ser desconsiderado.

Para que a secdo possa deformar-se de acordo c@naa carga critica e, a0 mesmo
tempo, satisfazer as condi¢cdes de contorno inteémasl é fundamental a inclusdo de um
modo de flexao vertical pura (G2 cam=1). Assim, a carga critica obtida fica apenas 2,14%
maior do que a da andlise ndo restringida, e adtades de participacdo modal alteram-se
significativamente em relagdo a combinacdo de mddbsLl. O modo de flambagem
continua sendo predominantemente D1, mas com ipai@es importantes dos modos G2 e
L1. A mesma analise feita considerando todos ogpooentes harménicos praticamente ndo
altera a carga critica.
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A carga critica é reduzida ainda mais com a indudd modo D3 na andlise. Ao
contrario do outro modo distorcional (D1), esse smmddve ser utilizado com treze meias-
ondas ao longo do comprimentm £13) para fornecer a menor carga critica, ou sejap@dam
distorcional D1 interage principalmente com o mgtibal G2 (ambos corm=1), e 0 modo
distorcional D3 interage fundamentalmente com oarlodal L1 (ambos corm=13).

A andlise do modo D do perfil do silo com travanssntambém foi realizada
empregando bases naturais. Foram utilizados os sn@®y D4 e G3 da Figura 6.3,
combinados com o modo axial ortogonal L1 da Figeréd Para essa combinacdo, ao
contrério da andlise utilizando bases modais, @s miodos distorcionais (D2 e D4) devem
ser considerados com uma meia-onda ao longo dorgosmgo (m=1) para se obter a menor
carga critica. Como se verifica nos resultados ddigpacdo modal, os dois modos
distorcionais tém contribuicbes semelhantes, oa, @8 modos naturais D2 e D4 devem ser
combinados para equivalerem ao modo axial ortogofglque ocorre conm=1). De fato, o
resultado de carga critica obtido € o0 mesmo da r@p#o dos modos axiais ortogonais D1,
G2 e L1. Portanto, mais uma vez fica comprovaddi@éecia do uso de modos axiais
ortogonais.

E claro que, caso seja feita a analise independiastéuncdes de forma longitudinais
(procedimento da secédo 4.2.2), o resultado de aafjea obtido utilizando bases naturais
considerando os quatro modos propostos equivdieraecido pela analise empregando bases
modais considerando os quatro modos aplicaveiseacaso.

A Figura 6.10 mostra a variagéo das funcdes deddamgitudinais de cada modo de

deformacédo na analise considerando todos os comjgsnetilizando bases modais e naturais

(&, omp(Y) da secdo 4.2.2, ongleé 0 modo de deformagdo da sec&o). A diferenca estr

dois tipos de bases esta na participacdo dos nbskascionais. Para bases modais, 0 modo
D1 aparece com uma fungéo de forma que é pratidanuema meia-onda senoidal (interagdo
com G2), enquanto o modo D3 tem treze meias-ondasrm@age com L1. Para bases naturais,
os dois modos distorcionais (D2 e D4) participammamio de flambagem com uma funcéo de
forma longitudinal composta predominantemente dea uneia-onda senoidal e de um

componente com treze meias-ondas, ou seja, ambo®wadags distorcionais interagem com

G3 e L1. Ainda se observa uma maior participagcadaindos modos D quando se empregam

bases naturais.
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Modo D: Bases Naturais - Todos os Componentes
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Modo D: Bases Modais - Todos os Componentes
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Figura 6.10. Funcdes de forma longitudinais asslasia cada modo de deformacéo na
andlise do modo D do perfil da coluna do silo ccamamentos, considerando todos 0s
componentes harmaonicos.

A Figura 6.11 ilustra a deformada no flange supepera diversas combinacdes de
modos axiais ortogonais (bases modais). Em todasa@ses, observa-se um componente de
uma meia-onda senoidal associado aos modos D1liet&agindo com um componente de
treze meias-ondas referente ao modo L1 e ao modgu2Bdo este ultimo é considerado.

Y.V ‘
(a)lﬁﬁﬁgw?@v
Z, W ‘

- ~. N

Bases Modais
D1 (m=1)
G2 (m=1)
L1 (m=13)

Bases Modais
DI1+G2+L1
(Todos os Componentes)

(b)

Bases Modais
D1 (m=1)
D3 (m=13)
G2 (m=1)
L1 (m=13)

Bases Modais
DI1+D3+G2+L1
(Todos os Componentes)

(d)

Figura 6.11. Deformada no flange superior do pddikilo com travamentos para o modo D
obtido utilizando diversas combinacdes de modagigwirtogonais. (a) Trés modos, cada um
com um componente harmonico. (b) Trés modos, coimstos componentes considerados.
(c) Quatro modos, cada um com um componente haocméf) Quatro modos, com todos 0s
componentes considerados.
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As treze meias-ondas observadas sdo senoidaiaparalises da Figura 6.11(a) e da
Figura 6.11(c), e praticamente senoidal para aissnala Figura 6.11(d) (ou seja, o
componente de treze meias-ondas é amplamente ddejina analise da Figura 6.11(b), o
modo D3 né&o foi considerado e, por isso, ocorreragio entre componentes harménicos
associados ao modo L1.

Para compreender o modo espurio obtido analisamdn-s10do D combinando os
modos axiais ortogonais D1 e L1 (ver Tabela 6.3gearg 6.4), propde-se restringir a analise
de flambagem do perfil da coluna do silo com trasatos ao modo D1, considerando todos
0s componentes harmdnicos. Como o modo D1 inclua translacdo vertical, a Unica
maneira para a solucao satisfazer as condi¢cdesnderso do meio do vao € o perfil flambar
com um numero de meias-ondas par, ou seja, a pegd@anecer indeformada na posicao dos
apoios intermediarios.

A Figura 6.12 (a) mostra o0 modo de deformacdo @¢dcseonsiderado na andlise
restringida (modo axial ortogonal D1). O primeirodo de flambagem obtido esté exibido na
Figura 6.12(b), que corresponde a um modo com ure@a-anda senoidal ao longo do
comprimento do perfil e uma deformacéo localizaadaagido do apoio. Portanto, trata-se de
um modo espurio e deve ser desconsiderado. O segnado de flambagem obtido (Figura
6.12(c)) satisfaz as condi¢Oes de contorno do a@i&o de forma realista.

Modo 1
=500,65 MPa

2« xuU ‘ /@X (b)

, ’ Modo Esptrio
k\/v\) Modo 2
LW o, = 628,65 MPa

@  ModoDl P .
vA (C)
Figura 6.12. Exemplo de modo de flambagem espiserwado na analise do perfil da
coluna do silo com travamentos. (a) Andlise de fflagem restringida ao modo axial

ortogonal D1, considerando todos os componentesdmacos. (b) Primeiro modo de
flambagem (espurio). (c) Segundo modo de flambagem.

Da mesma forma que na analise do modo G, devestacde que 0 modo néo puro
obtido na analise ndo restringida pode ser efetvaenanalisado através do procedimento de

restricdo geral com o uso de poucos modos de daf@onda secdo e poucos componentes
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harmonicos, mesmo com a presenca de apoios intémoesd Selecionando-se modos de
deformacgédo de acordo com o critério de simetrieluindo-se modos de flexdo pura para
satisfazer as condi¢cdes de contorno intermedi&iasnsiderando a interagcdo de modos de
deformacdo com o mesmo componente harménico adspcmode-se compor 0 modo
analisado e avaliar a participagao modal.

Finalmente, cabe destacar que o modo da colundadoosn travamentos analisado
nessa secao pode ndo ser considerado um mod@stdioente dominante para representar a
classe de modos distorcionais. Por exemplo, naisanaonsiderando bases modais
(D1+D3+G2+L1) e todos os componentes harmoénicos Tabela 6.3), obtém-se um modo
com as seguintes participagdes modais (utilizantarma euclidiana descrita na se¢ao 2.3.3):
58,58% D, 19,62% G e 21,80% L. Apesar da maioligypaicdo dos modos distorcionais, as
outras classes de flambagem possuem contribuigguifisativa. Jo6 e Adany, 2009,
adotaram um critério através do qual um modo delftEgem € considerado puro se a
contribuicdo de dada classe € de pelo menos 706a B6rtanto, no exemplo estudado, mais

modos devem ser avaliados.
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7. CONCLUSOES

Nesse trabalho, foi realizada a analise linearlatelfagem de perfis de parede fina
prismaticos de secado aberta focada em modos pureasmbinados através de modelos de
elementos finitos restringidos. Diferentes procemtitos de restricAo foram propostos,
dependendo do subespaco de modos de deformacdo Ewaconsideracao na andlise.

Os conceitos do MFFr para condicbes de contornaiggdoram detalhadamente
revisados e aplicados dentro do contexto do MEFss®eforma, foi proposto um
procedimento de restricdo geral que permite queadise linear de flambagem elastica seja
restringida de acordo com uma combinacdo de modosielormacdo da secdo e de
componentes harmoénicos da funcdo de forma longidlidiUtilizando bases vetoriais
apropriadas para se definirem as quatro classémrmdbagem (de modos G, D, L e O), os
coeficientes de contribuicdo modal do MFFr podeneseritos em funcdo de GDLs da malha
de elementos finitos escolhidos como incégnitasirAsos demais GDLs da malha podem
ser relacionados com as incégnitas. Finalmente&noise a carga de bifurcacdo elastica da
combinacdo de modos desejada, quantificando-sematitamente a interacdo entre 0s
modos.

Com inspiracdo na GBT, o procedimento de restrygial foi estendido para tornar a
andlise independente das fun¢gBes de forma longdigliou seja, todos os componentes
harmdnicos possiveis passam a ser consideradoad# rnodo de deformacédo € associada
uma funcdo de forma longitudinal combinada. Pontlessas funcdes ao longo do
comprimento do perfil podem ser escritos em fund& DOFs incognitas da malha.
Finalmente, expressdes analiticas podem ser obpidias essas funcbes através de algum
método de aproximacdo. A integracdo dessas fungéemite o calculo da contribuicdo
modal, de maneira semelhante a realizada na GBfo€edimento de restricdo independente
das funcdes de forma longitudinais ndo permite msideracdo de muitos modos de
deformacdo na andlise, porém, é perfeitamente aaplicem uma andlise de flambagem
focada no espaco dos modos D, por exemplo.

Esquemas alternativos de restricdo permitem a gdtedas cargas criticas de modos
G e L puros, com a consideracao de todos os compmbkarmonicos possiveis. Aléem disso,
€ possivel a inclusdo da influéncia dos modos Ccdloulo dos modos G, de forma a
concordar com os resultados da teoria classicégds @ da GBT. A carga critica de modos D
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puros pode ser obtida utilizando-se o procedimegewal de restricdo, o qual também
possibilita a consideracéo de todos os compongogssveis.

Portanto, tem-se diferentes procedimentos de géstgue permitem calcular a carga
critica de modos associados as trés principaisedade flambagem: de modos G, D e L, o
gque é motivado por métodos de projeto de perfisméoios a frio como o Método da
Resisténcia Direta. Finalmente, a identificagcdo aho@uantificacdo da interacdo entre
modos) é realizada através do procedimento geredsigcao, considerando ou ndo todos os
componentes harmaonicos.

Ainda foi proposto um procedimento de restricd@élicno espaco inteiro dos modos
G e D (espaco GD), através do qual GDLs de empemtant® modelo sdo considerados
como incégnitas. Dependendo do comprimento dolpanélisado, esse procedimento pode
fornecer cargas criticas tanto de modos globaiespguanto de modos distorcionais puros,
sempre que se verificar que ndo ha interacdo gigtiifa entre esses modos.

Em geral, as andlises de flambagem restringiddigadas através do MFFr e da GBT
implicam menor custo computacional quando comparadan as andlises através do MEF.
Por outro lado, o tempo necessario para a solugigrdblema de elementos finitos
restringido (como proposto) ndo é influenciado peldmeros de modos de deformacéo e de
componentes harmoénicos selecionados. Quando muwtapanentes harmonicos sao
necessarios na analise, o tamanho das matrizes [ler Mumenta e a discretizacédo
longitudinal do modelo da GBT torna-se mais firsgolimplica um maior tempo de solucéo,
podendo tornar esses métodos menos eficientesalo EF numa analise de flambagem
restringida.

As principais vantagens de se realizar a analidtad¥agem restringida utilizando o
MEF esta na facilidade da modelagem de condi¢cdesodeorno ndo convencionais nas
extremidades do perfil e, principalmente, a inatus#e irregularidades ao longo do
comprimento do mesmo. Essas irregularidades podema exemplo, apoios intermediarios
ou até mesmo furos.

Nos procedimentos de restricdo propostos, nem tsl@&DLs da malha de elementos
finitos precisam ser restringidos para se obtere@ms bresultados de carga critica e de
contribuicdo modal. Isso pode ser particularmetitgpa@ra a implementacéo do procedimento
em perfis com irregularidades ao longo do comprimene resultem em uma malha também

irregular.
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Os procedimentos de restricdo propostos foram addtisl para um perfil C enrijecido
com duas configuracdes de condi¢des de contormbl @S e perfil E-E) e submetido a dois
tipos de carregamento (compresséao pura e flex&).pDs resultados foram comparados com
os fornecidos pelo MFFr (software CUFSM) e pela GBdftware GBTUL). Foram testados
dois esquemas de restricdo: malha totalmente ngsta (esquema Total) e malha
parcialmente restringida (esquema 1 Sub). Posteeiote, os procedimentos foram aplicados
na analise de um perfil inspirado em uma estruteed, com apoios intermediarios: uma
coluna de sustentacao de um silo de armazenagem.

Na andlise do perfil C, primeiramente verificou¢pge a obtencdo das curvas de
flambagem de modos puros permite uma avaliacdotdeacdo modal. A diferenca entre as
curvas de modos puros e a curva da andlise n&mgesa da idéia do grau de interacéo.

Por exemplo, comparando a curva do modo global pomo a curva de flambagem da
andlise ndo restringida, verifica-se uma diferedeaaté 10%, a qual é eliminada com a
inclusdo dos modos O (que envolvem extensdo memibeaempenamento ndo-linear). A
comparacao da curva GD com as curvas G e D rewslaacanalise focada no espaco GD
também pode ser utilizada para a obtencao de n@dob puros.

Para o perfil C analisado, qualquer procedimentaedtricdo proposto, utilizando
esquema de restricdo Total, fornece resultadosdifarenca desprezivel com relagdo aos do
MFFr. Utilizando esquema de restricdo 1 Sub, osltados obtidos tém certa diferenca nas
analises focadas no espaco G e no espaco D (pgwarmes comprimentos), ou seja, a malha
pouco restringida ndo consegue eliminar a infll@rns modos O na analise focada no
espaco G, e ndo elimina a influéncia dos modos dnddise focada no espaco D.

Nas analises do perfil C com extremidades engastgmafil E-E), verificou-se que
poucos componentes harmoénicos longitudinais pnecsar considerados para se obter um
bom resultado de carga critica (muitas vezes, aper@mponente dominante € suficiente).
Porém, o numero de componentes considerados pdderala deformada ao longo
comprimento, podendo ter certo impacto dos resodtaeé contribuicdo modal.

Restringindo a analise de flambagem do perfil Gielerdo com uma combinacéo de
modos distorcionais e locais, verificou-se que guema 1 Sub fornece 6timos resultados,
inclusive para pequenos comprimentos, ao contdivique ocorre na analise focada apenas
no espaco D. Deve-se ressaltar que um estudo derg@mcia de resultados em funcdo do

grau de restricdo da malha de elementos finitatadi@ta ser feito.
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Para o perfil da coluna do silo, foi feita a veditdo da influéncia de apoios
intermediarios na aplicacdo dos métodos de restpgdpostos. Primeiramente, observou-se
que a inclusdo de apoios intermediarios provocaragfo entre componentes harmonicos
longitudinais, mesmo para perfis com extremidadaplesmente apoiadas (perfil S-S).

Com inspiracdo em métodos de projeto de perfisddon a frio como o Método da
Resisténcia Direta, selecionaram-se trés modospn@s) da analise linear de flambagem de
elementos finitos ndo restringida para represegdrés principais classes de flambagem (G,
D e L). Combinando-se alguns modos de deformacasedao e componentes harmonicos
longitudinais, pode-se chegar a uma solucdo apamanpara esses modos de forma que a
contribuicdo modal possa ser calculada e seus atanpentos possam ser estudados.

Os modos néo puros puderam ser efetivamente ahadisdravés do procedimento de
restricdo geral com o uso de poucos modos de daf@onda secdo e poucos componentes
harmdénicos, mesmo com a presenca de apoios intgmosd A selecdo de modos de
deformacgdo de acordo com o critério de simetriemclusdo de modos de flexdo pura para
satisfazer as condi¢des de contorno intermediaresonsideracao da interacdo de modos de
deformacédo com o mesmo componente harménico adsosd alguns critérios que ajudam
a compor o modo analisado e estudar seu comportamen

Além disso, os modos O podem ser deixados de toemdlise, levando em conta que
a carga critica obtida pode ser até 10% maior oasmdo seja predominantemente global.
Também foi verificado que a utilizacdo de modosdd®ormacao axiais ortogonais (bases
modais) reduz o niumero de modos necessarios parpocaum modo de flambagem néo
puro.

O procedimento de restricdo geral considerandostadocomponentes harmonicos
permite a avaliacdo da contribuicdo modal de foefif@ente através do método proposto de
integracdo das funcbes de forma longitudinais. Mesassim, a analise restringida
combinando componentes tem vantagens. Além de frermelhor compreensdo do
comportamento do modo de flambagem analisado, iaighd da variagcdo longitudinal do
modo de flambagem pode ser Util para a utilizagg@® rdodos restringidos em métodos de
otimizacdo. Quando todos os componentes sdo coadae o modo desejado pode ndo ser o
primeiro fornecido pela andlise linear de flambagenMEF.

Finalmente, tem-se uma ferramenta que permiteuni@esto comportamento de perfis

de parede fina em relacéo a flambagem que aindasevmais explorado. Os procedimentos
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de restricdo propostos podem ser aplicados em dasmpais complexos, como perfis com
outros tipos de condi¢des de contorno intermedidjaté mesmo, perfis com furos.

Os modos puros de flambagem podem ser empregados ftoncdo objetivo em
processos de otimizacdo, ou seja, podem-se obt@esecujas cargas de bifurcacdo de
determinados modos de deformacéo sejam aumenta@da@®tio com a necessidade.

Modos puros de flambagem também podem ser aplicadoso imperfeicdes
geomeétricas iniciais na analise nao-linear de pddrmados a frio através do MEF. A
utilizacdo de certos modos obtidos em uma andhsad de flambagem é uma abordagem
comum para se modelarem imperfeicbes geométricaza nanalise nao-linear. Entre os
trabalhos que abordam o tema, podem ser citadosfe3ol Pek6z, 1998, Chodraui, 2006,
Grigoletti, 2008, e Li e Schafer et al., 2010. Opeego de modos puros juntamente com essa

metodologia permite maior controle na selecédo dodas.
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ANEXO A - Definicdo das matrizes de restricdo do Método das afxas Finitas
Restringido

A.1 Notacéo

Além de se fazer a discretizacdo do perfil dividinrchda elemento de placa que o
forma em varias faixas finitas, resultando em \w@mds na secdo, € conveniente fazer a
distincdo entra&ds principaise subnés NOs principais conectam dois elementos de plaea g
formam o perfil, ou seja, conectam faixas que tenban angulo relativo diferente de zero.
Assim, os subnos sédo os ndés que conectam duas faéxalelas. Além disso, € importante
classificar os nés principais conmternos(duas placas conectadas ao négxtgrnogapenas
uma placa conectada ao nd). Essas defini¢cdes ikstfiadas na Figura A.1(a), onde os nos
sdo numerados de lre= nm+ ns, sendonm o numero de nés principaisns 0 numero de
subnds, resultando em—1 faixas. O indice refere-se a um né ou faixa genéricos, sendo que
a numeracdo dos nés estd exibida dentro de cireulmsdas faixas dentro de quadrados.

indices subscritos referem-se aos nés e indiceeswiios entre parénteses referem-se as
faixas. Cada faixa tem uma Iargureb(i), uma espessura constarté e um angulo com o

eixo X global a", conforme Figura A.1(b). Aqui, a espessura vaisanpre considerada

constante para todas as faixas do perfil e, partahamada apenas te

C @ N6 principal interno
(® No principal externo
O Subné

=) @ (b) -d
@2 @) @
Figura A.1. (a) NOs principais e subnés de umacdigtretizada em faixas finitas. (b)

Detalhe com as propriedades geométricas de fasasrigas. (¢) Secdo dividida em faixas
principais (somente nds principais considerados).
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Conforme explicado mais adiante, para o tratameéatmodos globais e distorcionais,
0s subndés ndo tem contribuicdo e podem ser desevados, resultando na notagdo
apresentada na Figura A.1(c). As faixas resultasdgxidem com os elementos de placa que
formam o perfil, sendo chamadasfdxas principais Assim a secao fica formada ponnos

e nm-1 faixas principais. Cada faixa principaem uma Iargurdn(i) e um angulo com o eixo

X global aV. A espessura de uma faixa principal ndo serazatiia nas deducbes aqui

apresentadas.

A.2 Deducédo da matrizR,

Para a definicdo das matrizes de restricdo dos sn@ie D R, e R,), uma
abordagem inspirada na GBT € seguida. Primeirament®ntram-se as rela¢gfes de restricdo
que definem modos globais e distorcionais. Postegate, os modos G e D sédo separados.

Matematicamente, primeiro a matrR,, é deduzida, considerando que todos os modos

globais e distorcionais obedecem aos Critério21da Tabela 2.1. Num segundo momento,
Rs, € separadaelRR; e R,.

Como sera visto, essa abordagem € convenientegargplicacdo dos Critérios 1 e 2
faz com que os deslocamentdsW e © possam ser escritos em fungcéo do empenangnto
ou seja, os deslocamentos transversais sdo unitanugiinidos pela distribuicdo de
empenamento. Assim, as distribuicbes de empenamdiiizadas para separar os modos
globais e distorcionais na GBT podem ser usadas.

Além disso, como o empenamento de um campo de rdafdies pertencente ao
espaco GD é linear entre dois nés principais (Goité(c) da Tabela 2.1), todo o campo de
deformacdes € definido pelos deslocamentos lorigaislV dos ndés principais da secéo.
Consequentemente, € possivel estabelecer umacatag@& os GDLs longitudinais dos nés
principais e todos os GDLs. Também se deve notaraumumero de vetores da base do
espaco GD sera igual ao nimero de nés principais

A deducédo deR, é composta de varias partes, ou seja, as relegbesos diferentes
tipos de GDLs e os graus de liberdadedos ndés principais sao obtidas, em geral,
separadamente. O vetdr=R,,d,, da EqQ. (2.8) contém os graus de liberddd¥, W e © de

todos os nos principais e subnés da Figura A.1rdem dos graus de liberdade dentro do

vetor ndo importa, mas, nessa secao, € utilizaadean apresentada na Figura A.2 (partes do
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vetord), j& que as relacbes de restricdo sdo deduzidesdevando essa divisdo de tipos de

graus de liberdade. A cada divisdo esta associadasubmatriz d&y.

Partes do Partes da
Graus de Liberdade Dimensdo Vetor d Matriz R,
Vdosnésprincipais o vm | [ Ry, |
Vdossubnos ns_ ... Vs | |.R s
_U dos nos principais internos nm-2 | Um - Ruum
_W dos nos principais internos nm-2_ | Wm Ry,
_U dos subnos e nos principais externos _ ns+2 | Us | |. Ry, .
_W dos subnds e nds principais externos  ns+2 | Ws Ry,
Odetodososnés nm+ns . © ] L Ruo |

Total: 4(mm+ns)
=4n=m

Figura A.2. Divisdo dos graus de liberdade utilzadartes da matriz de restrigg .

Para restringir o campo de deformacdes ao espagop@Gieiramente se aplica o
Critério 1 da Tabela 2.1. O Critério 1 esta diretata ligado a teoria classica de vigas,
restringindo algumas deformacfes membranais e peéon@mpenamento. Como comentado,
nesse caso, 0s subnds da secdo sao desconsideradasabalha apenas com a secao da

Figura A.1(c). Os Critérios 1(a) e 1(b) implicamequ

Ju
é‘)'xl( :&= (Al)
ou ov
yx/ :a_y+&:0 (A.2)

Inserindo as Egs. (2.1) e (2.2) (expressbes d& do MFF) nas Egs. (A.1) e (A.2),
obtém-se a seguinte relacéo:
S =) =y 1 _(yo 1
ui _q+l_u( _(Y V+1)bi)K _(\I/ |\/+1) b(I)K (A3)
ondeu é o deslocamento na direci@omum as duas linhas nodais da faixa prindigal

k. =rm/L. Foi utilizada a equivaléncia entre o GDL longihad local v e o GDL

longitudinal globaV (ver Figura 2.4).
Considerando o né principal genéricoda Figura A.1(c), que conecta as faixas
principaisi—1 ei, pode-se escrever a relacdo dada na Eq. (A.3)gsaas duas faixas, em

forma matricial:
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u(i—1) 1 ]/b(i—l) _]/t)(i—]) 0 Vi—1
W R & o

+1

A equacgao acima fornece uma relacdo entre os Giahsversais locais e os GDLs
longitudinais globais (empenamento). Para ter ammae®lacdo, porém expressa no sistema
de coordenadas global, faz-se uma transformacamalelenadas. De acordo com a Figura

A.l, para as duas faixas principais conectada®&o n

u™ | fcosa!™ sim®? (U,
L= . , (A.5)
u®) cosa!)  sim®) |(W
Igualando (A.4) e (A.5), obtém-se:

0|1 [sna -sna gt g0 o [N
W _krD| i 0 /lb(i) —Ab(i) Vi (A.6)

. —cosa”  cogY

D. =sina" coxr'™ - sim'™? cos'! (A7)

+1

Finalmente, a partir de (A.6) sdo estabelecidaselgdes entre os deslocamentos
transversais dos nos principais internos e os dasientos longitudinais de todos os nés

principais, conforme as seguintes equacoes:

Um :kiSle (A.8)
_ 1
Wm = —k—Cle (A.9)

T

Um e Wm séo vetores com os GDLse W dos nés principais internos (2rem—1).

Conforme Figura A.2, esses vetores tém dimenmsé@e 2. Vm é o vetor com os GDLY¥ de

todos os nés principais e tem dimenséo S, e C, sdo matrizes de dimensfiom-2)x nrr

obtidas a partir de (A.6) que contém apenas prdades geométricas da secdo. A forma
explicita dessas matrizes pode ser encontrada émyAaSchafer, 2008.

Desconsiderando os subnds, o Critério 1(c) ficaoraaticamente satisfeito pelas
funcdes de forma transversais utilizadas no MFF Figura 2.5), ou seja, 0 empenamento é
linear dentro de uma faixa principal. Assim, o ermgreento dos subndés (Figura A.2) pode

ser obtido diretamente por interpolacdo linear.im@e$e uma matriBv que faz a relagéo
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entre os o empenamento dos subnds e o empenanesnidsl principai¥m, de acordo com
a Eq. (A.10)Bv esta detalhada em Adany e Schafer, 2008.
Vs=BvVm (A.10)

A relacdo entre os demais GDLs da Figura A.2 e GD&s longitudinaisv dos nés
principais (vetorvm) € obtida através da aplicacdo do Critério 2. @@o 2(a) diz que o
empenamento ndo pode ser nulo em toda a secacarfesite, isso significa que as linhas
nodais dos nés principais internos (dobras dolpedb permanecem retas. De acordo com as
Egs. (A.8) e (A.9), um empenamenta ndo nulo resulta em vetoresn e Wm né&o nulos.
Existe uma excecdo, que € o caso do chamado madopaxo, que sera discutido mais
adiante.

O Critério 2(b) diz que, em qualquer posicdo agdodo comprimento do perfil, a
secdo transversal deve estar em equilibrio. Isspdjger que as tensdes resultantes da flexdo
transversal devem estar em equilibrio independesmiandas tensdes longitudinais. Isso
implica uma analogia entre a secdo transversal epdartico plano (modelo de vigas

bidimensional), conforme mostra a Figura A.3.

1"”
EI(Zi

0

X, U

EI[:—I)

(b) EI”

EFW”
EIms) r//V

/
22> ////

oIy

Figura A.3. Aplicacdo do Critério 2. (a) Secao snaersal do perfil analisado. (b) Modelo de
vigas bidimensional equivalente. (c) Deformac¢desdds ao movimento dos apoios.

A Figura A.3(a) mostra a secéo transversal do Ipanialisado, enquanto a Figura
A.3(b) mostra o modelo de vigas bidimensional egjeinte. Os nds principais internos do
modelo equivalente sdo considerados restringidos gmoios rotulados. Os apoios

representam os pontos do modelo onde ha deslocasner@scritos (Figura A.3(c)). Um no
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principal interna tera deslocamentdd, e W, e os deslocamentos de todos os nés principais

internos sao representados pelos vetdrase Wm das Egs. (A.8) e (A.9).

A rigidez de flexdo do modelo de vigas € idénticdgilez de flexdo transversal de

placa do perfil; cada faixa i tera uma rigidez leedo constant&l . A rigidez axial de cada
viga do modelo equivalente é considerada grandgueo permite desprezar a extensao
longitudinal das vigas (Critério 1(b)). Levando eonta essa hipdtese, apenas momentos sédo
considerados para garantir o equilibrio da secéo.

O modelo equivalente de vigas € um sistema higgrest Para a resolucdo do
problema, a alternativa mais simples [Adany e SuhaP008] é método da rigidez.
Primeiramente, considera-se uma faib@mo um elemento de viga no sistema equivalente,

cujos graus de liberdade e dimensdes estdo mostmadeigura A.4.

—y—> X ei em
; e H £ U
® L
z Wi b t Y Win

Figura A.4. Elemento de viga no modelo bidimendiegaivalente.

A matriz de rigidez elastica associada aos GDLsstrarsais do elemento da Figura

A.4 (k.,), no sistema de coordenadas local, € dada pelgAEd.):

EAD EAY
2
1210 g0 0 1210 gt
b’ B’ g N3
4g| 1) 0 6el®  2E10)
pt) (i)? i)
K, = 0 b (A.11)
w0 P
12810 egll)
b(i)3 b(')2
(i
Simétrica ﬂ
i b ]
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ed

onde a ordem dos GDLs é;, w, &, u,,, W ) - EA" ¢ a rigidez axial da viga que,

i i i+17? 1+1

como comentado, é considerada infinitamente grande.

A rigidez de flexdo do elemento de vi&a(i) € dada pela rigidez de flexao transversal
da faixa correspondente no modelo original. Comait#o um material isotrépico:
El0 :i (A.12)
12(1-v?)
A matriz de rigidez local do elemento de viga pede deduzida diretamente através
da simplificacdo da matriz de rigidez de uma falgaMFF. O processo esta descrito em Li,
2009, o qual é de grande utilidade na implementdodwrocedimento de restricdo do modelo.
Através da transformacdo de coordenadas, pode-stame matriz de rigidez global
dos GDLs transversais do modelo de vigas equivald@@ndo a matriz global, pode-se definir
a condicao de equilibrio da secéo:
K.d.=q, (A.13)

ondeK_, € a matriz de rigidez transversal globdl,é vetor de deslocamentos transversais

et
referentes aos GDUd, We O, eq, € o vetor de forgcas nodais para os mesmos GDLs.

Como mostra a Figura A.3(c), ndo atuam forcas easeno sistema. Por outro lado,
deslocamentos prescritos conhecidos nas direkde< sdo aplicados nos nos principais
internos. Assim, é conveniente dividir a Eq. (A.X® acordo com GDLs conhecidos e
desconhecidos, como mostra a Eq. (A.14). O inkicefere-se aos GDLs conhecidos (em
inglés,known) e o indiceu corresponde aos desconhecidos (em ingldgjown).

K e,t,kk K e,t,ku d t,k - q t,k — {qt,k} (A14)
Ke,t,uk K e,t,uu d t,u q t,u O
O vetord,, € a parte do vetor de deslocamentos transvergaisantém os GDLs

conhecidost) e W dos nés principais internos, ou seja, os vetorase Wm das Egs. (A.8) e

(A.9). Portantod,, contém todos os outros GDLs transversais: tradstados nos principais
externos, translacGes dos subnos e rotacGes de ésdwosg,, € um vetor de forgcas nodais
atuando nos GDLs conhecidos (rea¢eg) eé um vetor nulo, ja que forgcas externas nao séo

aplicadas no sistema.
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Resolvendo a diviséo inferior da Eq. (A.14), reféeeaos GDLs desconhecidos, tem-
se:

dt,u = _K e,t,uu_]K e,t,uld t,k (A15)
De acordo com a ordem dos GDLs proposta na Figuza &, e d,, podem ser

escritos de forma explicita. Com o auxilio das EAS8) e (A.9), chega-se a:

Us

Um S
WS =_Ketuu_lKetuk :_K etuu_}< etuki . m (A16)
o - I Wm " "k | —C,

Com as relacbes dadas em (A.8), (A.9), (A.10) d§A.todos os GDLs do modelo
podem ser escritos em funcdo do empenamento dogsrinégpais (vetovm). Com isso, as

partes da matriz de restricd®,, dadas na Figura A.2 podem ser definidas. A déinige
Rsp depende inicialmente da determinacadg ,,, , que € a matriz que relaciona os GDLs

longitudinais dos nos principais, dentro no espiE&GDLS gerais do MFF, com os GDLs do
espaco GD:
VM =R g5 yndeo (A.17)
Para que os campos de deformacdes no espago Ganpess definidos diretamente
pelo empenamento, define-se gRg;,,, Seja igual a uma matriz identidatlgdimensao
nmx n).

Repym =1 (A.18)
Entdo, as partes da matifig,, podem ser retiradas diretamente das Egs. (A.89),(A

(A.10) e (A.16).

1
RGD,Um = Esl (A.19)
1

Repwm = _Ecl (A.20)
Repvs =BV (A.21)

RGD Us

’ R S
R GD,Ws _K t,uu_lK t,uk |:R e :| = _K e,t,uu_k e,t,uk%{ é } (A22)
GD,Wm g
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A.3 Deducéo das matrizeR; e R,

A restricdo do campo de deformagdes através daznRgy, ndo permite a distingéo

entre modos de deformacéo individuais G e D. Pa@ uma transformacao adicional dentro
do espaco GD é introduzida. Matematicamente, desegxpressar o vetor de deslocamentos

no espaco G, em termos de uma base vetorial onde espacos €ste[am separados.
Primeiramente, define-se uma matriz de transformdd¢g, de dimensaonmx nm
que permita escrevet,, em funcdo de uma base vetorial e de um ve{Qy, associado a
essa base:
dGD = HGDd H,GD (A23)
Como a base vetorial deve separar os espagos Gdevibe-se a matrizH_, nas
submatrizes H, e H_,, contendo bases para o0s espagos G e D separadament
Consequentemente, o veidy ;, € dividido nos vetored; e d:

d
oo =[Ho o]

} (A.24)

As colunas deH; e H, sdo modos de deformagéo individuais dentro doscespG

e D, e, mais especificamente, sdo distribuicbemntilgenamento. Assim, diz-se que cada uma
dessas matrizes € urbase modaé os vetoresl; e d, sdo vetores deoordenadas modais

E conveniente definir as bases modais a partir ddos1de deformac&o individuais com
significado fisico, como ser& descrito a seguir.

Uma vez definidas as matrizés, e H,, pode-se introduzir a transformagéo da Eq.

(A.24) na Eq. (2.8)¢ =R,,d,, ) para obter as matrizes de restri¢gig e R,:

d d
d =Rgpdep = Rep[He HD]{dG}:[RG RD]{dG} (A.25)
D D
RG = RGDHG (A.26)
R, =Rg.H, (A.27)

As matrizesR; e R, séo bases modais dos espacos G e D, mas agdtasesor

termos dos GDLs gerais do MFF.
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De acordo com o Critério 3 da Tabela 2.1, os maoais ndo podem apresentar
distorcdo da secéo transversal, ou seja, os madoaig representam deslocamentos de corpo
rigido da secéo. De acordo com os GDLs do MFF (@RBi&), existem quatro movimentos de
corpo rigido possiveis para uma secao: translagab duas translacdes transversais e uma
rotacdo ao redor do eixo axial. Assim, a dimens@iespaco G é igual a 4, de acordo com a
Eq. (A.28), onde cada vetor tem dimens&o ou seja, o valor dos empenamentosmusOos
principais.

He =[He: He, Hes H gl (A.28)

Assim, como a GBT sugere, pode-se definir a baseiakdo espaco G (Eq. (A.28)) a
partir das quatro distribuicdes de empenamentoradest na Figura A.5, utilizando um perfil
C com enrijecedores de borda como exemplo.

aads

H,, (Axial) H, (Flexdo 1) Hg, (Flexdao II) H,, (Torque)

Figura A.5. Distribuicdes de empenamento para mddaeformacao de corpo rigido
(arbitrariamente escalados).

As funcbes de empenamento da Figura A.5 estdoiadasca tipos especificos de
carregamento: (1) forca axial pura, (2) flexdo pam torno do eixo principal de maior
inércia, (3) flexdo pura em torno do eixo princigalmenor inércia e (4) torque puro. Assim,
tem-se um modaxial (H,), dois modogde flexdo(H;, € H.;) € um modode torque
(Hs,)-Hg,  Hgs € Hg, tém significado fisico claro, sendo associaddarafagem de flexao
em torno dos dois eixos principais e a flambagesidoal.

O modoH,, sera associado a extensdo axial. As definico€BIasugerem que esse
€ um modo global. Porém, a teoria classica de wvigamalmente ndo considera esse modo.
Portanto, o modo axial também pode ser consideremimo um modo O (j& que

evidentemente ndo € um modo local nem distorcioriad) qualquer forma, o modo de

deformacéo axial tem pouca importancia pratica camanodo de flambagem.
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Deve-se notar que, para a definicdo dos modos iglabgue importa € a distribuicdo
de empenamento e ndo a magnitude. Portanto, ossngboloais podem ser arbitrariamente
escalados. Além disso, para a geracao do espapodsriam ser definidos dois modos de
flexdo em torno de quaisquer eixos néo paralelas, avsignificado fisico seria perdido.

Nesse ponto, é importante fazer uma observacadaaaandefinicbes de modos de
deformacgéo e modos de flambagem. edo puro de deformag&quando o vetor pode ser
escrito em termos de uma base vetorial do espaatgdm tipo de flambagem e um vetor de
coordenadas modais. Para modos de deformacdo globaidistorcionais puros,
respectivamente, pode-se escrever:

d=R.d; =R ,Hd¢ (A.29)
d=Ryd, =R;,Hd, (A.30)
Cada vetor pertencente a base vetorial definicampeltrizH,, (ouH; e H;) € um

modo de deformacéao individuéglobal ou distorcional) expresso em funcdo dod.§&Bo
espaco GD (que séo os valores de empenaméntms nds principais, ou sejm), tendo

dimensdonm Cada vetor da matriR, ou da matrizR, € um modo de deformagao

individual (global ou distorcional) expresso em termos dod &@erais do MFFY, V, W e
©), tendo dimensam.

Um modo puro de flambagerd um modo puro de deformacdque satisfaca o
problema generalizado de autovalores da Eq. (2€9ultando na Eg. (2.11). Mais
especificamente, utmodo de flambagem individu& quando o problema de autovalores
restringido dado pela Eq. (2.11) é resolvido wiido uma matriz de restricdo com apenas

uma coluna. Por exemplo, ao invés de usar a m&gzcompleta, seleciona-se apenas
R, =RgpHe,. Ou seja, o perfil € forcado a flambar de acordm ca distribuicéo de

deslocamentos de umodo de deformacédo individuélexdo em torno do eixo de maior
inércia para o exemplo da Figura A.5). Um modolamlbagem individual sé tera significado
fisico se a base vetorial do espaco do tipo de bidmem em questdo for definida
adequadamente. Garantindo a separacao dos esgadefodnacdo dos tipos de flambagem
(G e D, no caso), evidentemente, mmado de deformacéo individuédlum caso especifico de
ummodo puro de deformacao

Finalmente, pode-se definir umodo combinado de flambageque ocorre quando o

problema de autovalores restringido da Eqg. (2.1Xgsblvido utilizando uma matriz de
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restricdo genérica, como comentado na secdo 2JBnh matriz genérica é composta por

qualquer combinacdo de colunas das matriRgs R,, R, e R,. Um modo puro de

flambagemé um caso especifico dmodo combinado de flambagemqual considera apenas
modos de deformacéo pertencente a um tipo de figenba

Para fixar melhor essas defini¢cdes, consideransseanlos de deformacéao globais de
um perfil C com enrijecedores de borda (Figura ASg¢ o problema de autovalores

restringido da Eq. (2.11) for resolvido, por exempmara os modos individuald, ,H,, e
H.,, obtém-se modos de flambagem individuais de flet@idorno do eixo de maior inércia,

flexdo em torno do eixo de menor inércia e tordiomspectivamente. Porém, resolvendo a
Eq. (2.11) dentro do espaco G (considerando a\mteeial da Eq. (A.28) inteira), € obtida

uma matriz®; que contém alguns modos de flexo-tor¢éo, ou sémobtidos modos puros

de flambagem que sdo uma combinacdo dos modos fdemdedo individuais da base
vetorial. Na verdade, somente para sec¢des duplamsntétricas os modos puros de
flambagem sé&o idénticos aos modos de deformacgaadudis.

Como néo ha definicdo direta para os modos distoacs, a base vetorial do espaco D
deve ser determinada de maneira que ela, juntarnentex base vetorial do espaco G, gere o
espaco GD. Matematicamente, o espac¢o D € o espégdmespaco G dentro do espaco GD.
Qualquer vetor no espaco G deve ser ortogonal dqupravetor do espago D. Mais
especificamente, a ortogonalidade deve ocorree easirfuncdes de empenamento na secao

inteira. A condicdo de ortogonalidade proposta @&8d é:

f [TV (0 (9 (3 e (A31)
onde a notagéo refere-se a Figura A.1(c). A integraa secéo inteira, através dam—1
faixas principaisx é a coordenada locaf!” (x) é a espessura da faikae v\ (x) e V¥ (x)
sao duas funcbes de empenamento arbitrarias dasoss@ e D, respectivamente, na fdixa
Aqui, a espessura é considerada constante.

Segunda a deducio apresentada em Adany e Schaféh 2 2008, considerando a
espessura constante ao longo da sec¢éo, é possiveler a condicdo de ortogonalidade de

(A.31) em termos das bases vetoridis e H,, chegando a:

H,"AH , =0 (A.32)
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Na Eqg. (A.32)A € uma matriz de dimensd&onx nm, contendo valores das areas das
secdes das faixas, e esta explicita em Adany €e3c2806b e 2008. Como a dimens&o do
espaco GD ém e a dimenséo do espagco G é 4, a dimensdo do eBpsemtanm-4 e a

matriz H, tera dimensdmmx( nm-4). Finalmente, a matriz de restricd&®, é encontrada

através da Eq. (A.27).

Conforme discutido na secéo 2.3.2, € convenierfteidbases vetoriais ortogonais. A
condicéo de ortogonalidade da Eg. (A.31) pode @esiderada para os vetores de um mesmo
subespaco, ficando:

nm-1 (09

ijo Vi(k)() Ne 93 { Osei #j

Z0sel = | (A.33)
i,j=1.. (|v| GouD

onde ¥ (x) e vgk) (x) s&o duas funcdes de empenamento do mesmo subg&pagd), na

faixak, e m, € o numero de GDLs do subespaco genérico M (qde per G ou D), ou seja,
0 numero de vetores da base.

A base vetorial do espaco G definida como na Figufaja € uma base ortogonal,
automaticamente respeitando (A.33). Porém, a ssrghéicacdo de (A.32) ndo garante uma
base vetorial ortogonal para o espago D. Portahktg, deve ser definida obedecendo
simultaneamente as Egs. (A.32) e (A.33). As bast®iais ortogonais para os espacos G e D
(ou seja, que respeitam a condicdo de ortogon@id@dempenamento da Eq. (A.33)) sao
chamadas dbases naturaisOs vetores dessas bases sdo denomimaddss de deformacéo
naturais

E importante observar que as condi¢cdes de ortogania das Egs. (A.32) e (A.33)

ndo definem uma Unica base vetorial ortogddgl. Como comentado, é conveniente definir
modos que tenham significado fisico. Uma metodalggira definir uma base vetoridll,
ortogonal com significado fisico € apresentadaegas 2.3.2.

A.4 Deducao da matrizR,

Os modos de deformagdo locais respeitam o Critéria Tabela 2.1, ou seja, 0s

deslocamentos transversais dos noés principaisnogepodem ser escritos em funcdo dos
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deslocamentos longitudinais (empenamento) de toda®s principais (Egs. (A.8) e (A.9)).
Por outro lado, o Critério 2 ndo € obedecido.

Pelo Critério 2(a), o empenamento deve ser nukegdo. Considerando as Eqs. (A.8)
e (A.9), como o veto¥m é nulo, os modos locais ndo apresentam transtemd®versal nos
nds principais internos. Isso significa que asdmhodais correspondente as dobras do perfil
(unido dos elementos de placa) permanecem retéms disso, considerando o Critério 1(a),
qgue diz que ndo ha deformacéao transversal membmasgblacas, os deslocamentos lotais
devem ser zero para todas as faixas. Consequengnantransiacdes ficam limitadas a
direcdo localw (perpendicular as placas), para 0os nés que na@msef nos principais
internos.

Como nenhuma outra restricdo de deformacdes @ifmtaitaos modos L, os possiveis
deslocamentos sdo: (1) translacdo na direcdo Mcalos nés principais externos, (2)
translacdo na direcdo localdos subnods e (3) rotac@ de todos o0s nos. Assim, a restricao
ao campo de deformacdes dos modos locais € damlaqmlinte relacao:

d=R,d, (A.34)
onded é o vetor com osn GDLs gerais do MFF &, é o vetor no espago reduzido L,

contendo os GDL# dos 2 nés principais externos e dgsubnos e as rotacd&s dosn nos.
Portanto, a dimenséo do espaco In€ns+2. Considerando a ordem dos GDLs dada na
Figura A.2, e Eq. (A.34) pode ser expandida conéoBy. (A.35).d, contém os GDLsv dos
2 noés principais externos e dessubnds (vetow) e as rotacée® dosn nos (vetor®). A

matriz R, tem dimens&anx( n+ ns+2).

Vm R vm
Vs R v
Um R um
Wm b =| R e {g} (A.35)
Us R s
Ws R ws
(0] | Rio |

Para a determinacdo da matriz de restriBdq define-se uma base onde cada vetor

corresponde a um deslocamento unitario em um ddss@D vetord, e deslocamento nulo

nos demais GDLs. Assim, tem-se:
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R v 0 O]
R v 0 0
R um 0 0
R =|Riwn |[=| 0 O (A.36)
R us S, 0
RL,WS C2 O
| Re | |O I

onde 0 representa submatrizes com zerds, € uma matriz identidadenxn,
S, =diag(-sina, - sina, ,..) e C, =diag(cosa, ,cos, ...) sdo matrizegns+2)x( nst+ 2)
que fazem a transformacdo de coordenadas enteensiglobal e local segundo Figura A.1,

sendoa, é o angulo da faixa no subno

Os modos locais sdo modos que envolvem apenasofle@dplaca, ou seja, nao
apresentam deformag8es membranais e estdo de aoonda teoria classica de placas. Esses
modos violam naturalmente o Critério 2(b), jA queeado de placa sempre inclui flexdo
longitudinal, que ndo ocorrem nos modos pertensadesspaco GD.

A base vetorial para o espaco L definida como oitacima, através da aplicacdo de
deslocamentos unitérios é chamada de bassodes naturaisOs vetores dessa base ndo tém
significado fisico. Na secéo 2.3.2, € mostrado uocgqdimento para a determinacdo de uma

base vetorial com significado fisico, obtida a ip@& base de modos naturais.

A.5 Deducao da matrizR

Os modos de deformacgao O exibem extensdo/encurtartnansversal das placas e/ou
deformacéo cisalhante no plano das placas (a quelaimente causa uma distribuicdo de
empenamento ndo-linear entre os nds principais)otnmas palavras, os modos pertencentes
ao espaco O ndo obedecem a caracteristica comuemeodos G, D e L: o Critério 1, que se
refere as deformagdes membranais.

No contexto do MFF, tanto a deformacdo transvers@&mbranal quanto o
cisalhamento membranal s&o constantes na diregigvarsalx das faixas, jA que os
deslocamentos e w sdo lineares (ver secdo 2.2). Isso significa qua base vetorial para

R, pode ser definida aplicando-se extensdes unité@ridsformacgdes cisalhantes unitarias
para cada faixa finita. Assim, determinam-se Zism—l) vetores independentes da base

vetorial do espaco O. Essa € a basenddos naturaipertencentes ao espaco O. Essa base
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ainda pode ser dividida quanto a modos envolvemdmas extensdo membranal e modos
envolvendo apenas empenamento (cisalhamento meatlorida secdo 2.3.2, € mostrado um
procedimento para a determinacédo de uma basealetom significado fisico, obtida a partir
da base de modos naturais.

Existe outra abordagem essencialmente matematiaaapdefinicdo derR,, proposta
em Adany e Schafer, 2008, através da qual se gespaco O de forma que esse nio se
sobreponha aos outros subespacos (G, D e L), aplsegca-se uma base vetorial que esteja
no espaco GDLO, mas esteja fora do espaco GDL (bzteeial do espaco nulo de GDL).
Para isso, define-se uma condicao de ortogonalisiati@es, com relacdo a matriz de rigidez

elastica globaK , do modelo numérico:
Ry'K R g =0 (A.37)
A Eq. (A.37) fornece uma base de modos de deformn&@;éotalmente ortogonais
Também se deve notar que a maRiz definida de acordo com a Eq. (A.37) néo é Unica.

Finalmente, é importante observar que a definiG@dakse da base vetorial para o

espaco O é um tema aberto.
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ANEXO B - Bases naturais e axiais ortogonais: exemplo numéoic

Para explicar melhor a diferenga entre as basesamie as bases axiais ortogonais,
considera-se a flambagem global. Para o perfiligar& 2.7 (perfil C com enrijecedores de
bordas discretizado apenas com nos principaisasa hatural do espaco G, em termos dos

GDLs do espaco GD, é dada pela maktiz introduzida na se¢éo A.3:

-40 22,5 - 1015,
-45 22,5 - 804,7
-45 -7,5 545,28
45 -7,5 —545,2
45 22,5 804,72
40 22,5 1015,3

(B.1)

T
®
]
N A

onde cada coluna fornece o valor de empenamentcselesnds principais mostrados na
Figura 2.7(b). Assim, as colunas representam ashdigdes de empenamento G1, G2, G3 e
G4 da Figura 2.8. Convém observar que a magnitadsada vetor da Eq. (B.1) é arbitréria.
Para encontrar a base vetorial natural em termeszdil s gerais do MFR (ou seja, para
determinar também a distribuicdo de deslocamemtoss\ersais), utiliza-se a Eq. (A.26),
obtendo-se vetores cujos valores referentes aoss@Blempenamentd serdo idénticos aos
da Eq. (B.1) (ver (A.18)).

A base axial ortogonal € encontrada resolvendabl@ma de autovalores restringido

da Eg. (2.11) para o espago G, chegando a matriautievetores® . Considerando

extremidades simplesmente apoiadas e um comprirderit®@00 mm, tem-se:

0 0 0 -1
o - 1 0 1 0 6.2)
¢ 0 -1 0 0 '

-0,5717 0 0,01198
Posteriormente, a base axial ortogonal expressteenos dos GDLs gerais do MFF
R é determinada pela Eq. (2.15). Nesse ponto, ®eniateressante expandir essa ultima
equagdo como segue:
d=R.d, =R ®.C. = RgyHoPCo (B.3)
Substituindo (B.1) e (B.2) em (B.3), tem-se:
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-40 22,5 -1015,3

-45 22,5 - 804,7] 0 0 o -1
-45 -7,5 545,28 1 0 1

Cs (B.4)
45 —-7,5 —545,28 0 -1 0

45 22,5 804,72/ - 0,5717 0O 0,01198 |0
40 22,5 1015,3

o}
1
Py
@
lw)
N T e

A multiplicagdo das matrizeld , e ® resulta em uma matri :

[ 540,48 -22,5 - 52,163- |
415,08 -22,5 - 54,64 — |
-356,75 7,5 - 38,468- [
356,75 7,5 38,468 - [
-415,08 — 22,5 54,64 - [
| -540,48 - 22,5 52,163 - |

I
® 0
I

(B.5)

onde as colunas representam as distribuicbes denamentos dos modos axiais ortogonais

G1, G2, G3 e G4 da Figura 2.9, ou seja, cada calamaatriz® resulta numa combinacdo

linear das colunas del , expressas nas colunas E€ . Por exemplo, a primeira coluna de
@ representa uma combinagédo dos modos G2 e G4 deF@ (flexdo em relagdo ao eixo
de maior inércia e tor¢ao, respectivamente), ra@sdd no modo G1 da Figura 2.9 (modo de
flexo-tor¢cdo). Portanto, como comentado na secdd,2cada modo de flambagem global

@, (ou, em geral, cada modo de deformadag pode ser interpretado como um vetor de

coordenadas generalizadas no espaco G.

Também se pode notar que, como algumas colunaB daao tém termos fora da

diagonal (colunas 2 e 4), alguns modos axiais oraiy globais sdo iguais aos modos
naturais (mais especificamente, o modo axial e dawne flexdo em relacdo ao eixo de menor
inércia da Figura 2.8 e da Figura 2.9).

Sabe-se que, para executar a identificacdo modahases vetoriais precisam ser
normalizadas. Tomando como exemplo 0 esquema dwrativacdo NTE, de acordo com a

Eqg. (2.19), a base axial ortogorb/; fica:
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0 0 0 T_l
(I)G,4 K g,Gq)G4
! 0 ! 0
o - q)e,lTK g,Gq)G,l q)e,sTKg,Gq)G,z (B 6)
G — _ .
0 - ! 0 0
(I)G,Z K g,G(I)G,Z
-0,5717 0 0,01198 0
T T
_\/q)G,l K g,Gq)G,l \/q)G,s K g,G(I)G,B i

Tendo a matriz®, normalizada, a base axial ortogonal normalizadaressa em
termos dos graus de liberdade gerais do MFF € @acken através da Eq. (2.15):
RS =R ®,.

A normalizacdo também pode ser feita diretamentespaco de GDLs do MFF, ou
seja, cada coluna da matiR® (de dimensden) é normalizada como mostra a Eq. (B.7),

onde pode ser visto que e utilizada a mafrjzoriginal (dimensaanx m).
_ R, RS, R2a R%4
\/Rg,lTK 91?21 \/R OG,ZTK B OG,Z \/h OG,BTK 3 OG,3 \P OG,K % OG,4

Essa ultima opcdo de normalizacdo € sempre usamladose trabalha com bases
naturais.

Re

(B.7)

Para ilustrar a variacdo das distribuicbes de daslentos dos modos axiais
ortogonais com o comprimento, considera-se agoraamprimento de 8000 mm. A matriz

®, fica:

0 0 0 -1
o - 0 1 1 0 (©.8)
¢ -1 0 0 0 '

0 -0,08524 0,01584

Comparando (B.8) com (B.2), primeiramente se nagaordem dos modos mudoul.
Agora 0 modo de flexo-torcdo que combina os moddsrais G2 e G4 da Figura 2.8 (flexao
em relacdo ao eixo de maior inércia e tor¢éo, dsfenente) € o segundo (segunda coluna).
Entdo, comparando a segunda coluna de (B.8) conm&im coluna de (B.2), nota-se que,

para o comprimento de perfil de 8000 mm, existe oamdribuicdo muito menor do modo de
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torcéo (observar que, como os modos naturais mamfaormalizados, as contribuicées n&o

indicam porcentagem). Com isso, tem-se uma basg @xogonal para o espaco G, expressa

em termos dos graus de liberdade do espaco G ¢niéir), dada por:

[-22,5 46,54 - 56,08 — I
-22,5 23,591 - 57,745-
o 7,5 -91,477 - 36,364 -
HS = (B.9)

7,5 91,477 36,364 -
-225 -23,591 57,745 -

|-22,5 -46,54 56,08 - [l

< (=Y [y T~

Comparando a segunda coluna de (B.9) com a prindeiréB.5), verifica-se que o
modo de flexo-torcdo resultante tem uma distribmicgde empenamento diferente.
Consequentemente, a distribuicdo de deslocameransversais também sera diferente. A
Figura B.1 mostra a distribuicdo de empenamento distribuicdo de deslocamentos
transversais para o modo de flexo-tor¢cao G1 dar&igL®, para os comprimentbsde 1000
mm e de 8000 mm.

(a) Empenamento (b) Deslocamentos Transversais

_& VA 81000 i—l

|

L=1000mm L =8000mm
L =1000 mm L =8000 mm

Figura B.1. Variacao das distribuicdes de deslocdnsedo modo axial ortogonal G1 com o
comprimento do perfil (a) Distribuicdo de empenatoefb) Distribuicdo de deslocamentos
transversais.

Para o comprimento de 8000 mm, a contribuicdo ddommatural G2 (flexdo em
relacdo ao eixo de maior inércia) € maior, ou @ uma mesma rotac# tem-se que

58000 > 5100C'



