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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de análise de estabilidade eestabilização de sistemas
não-lineares racionais sujeitos a saturação. A abordagem utilizada neste estudo é baseada
em representações algébricas diferenciais (DAR) de sistemas racionais e na versão modi-
ficada da condição de setor generalizada para lidar com a saturação. Inicialmente, méto-
dos para caracterizar a estabilidade de sistemas em tempo discreto sujeitos a perturbações
são propostos. Neste contexto, apresentam-se abordagens na forma de desigualdades ma-
triciais lineares (do inglês,Linear Matrix Inequalities) para o cálculo de estimativas da
região de atração do sistema, bem como limites para uma classe de perturbações admissí-
veis ℓ2 de forma a garantir que as trajetórias sejam limitadas e estimativas do ganhoℓ2
do sistema. Duas abordagens são consideradas: a primeira é baseada em uma única fun-
ção de Lyapunov quadrática e a segunda considerando funçõesde Lyapunov quadráticas
por partes. Em seguida, técnicas para síntese de compensadores anti-windupsão pro-
postas com o objetivo de aumentar a região de atração de sistemas em tempo contínuo.
As condições são desenvolvidas e incorporadas em um algoritmo iterativo, sendo que a
cada iteração é resolvido um problema de otimização convexacom restrições na forma
de LMIs. Tais resultados são estendidos para lidar com sistemas incertos e sistemas su-
jeitos a perturbações. Com o objetivo de evitar métodos iterativos e facilitar a aplicação
em sistemas multivariáveis propõe-se uma nova abordagem para sintetizar este tipo de
compensador (diretamente na forma de LMIs). Extensões dos resultados são apresenta-
das para tratar sistemas em tempo discreto. Por fim, é apresentada uma abordagem para
síntese de realimentação estática de estados. Estes métodos são baseados em condições
de estabilização local permitindo, simultaneamente, calcular o ganho de realimentação de
estados e uma função de Lyapunov que leva a uma estimativa maximizada da região de
atração do sistema em malha fechada. Propõe-se também uma extensão dos resultados
abordando sistemas em tempo discreto. Exemplos numéricos são apresentados com o
objetivo de ilustrar a aplicação e verificar a eficiência dos métodos propostos.

Palavras-chave: Sistemas Não-Lineares, Sistemas Racionais, Saturação, Perturba-
ções, Estabilidade,Anti-windup, Realimentação, Funções de Lyapunov, LMI.



ABSTRACT

This work addresses the problem of stability analysis and stabilization of nonlinear
rational systems subject to saturation. The approach used in this study is based on the
differential algebraic representation (DAR) of rational systems and on a modified version
of the generalized sector condition to deal with saturation. First, methods to characterize
the stability of discrete-time systems subject to disturbances are proposed. In this context,
approaches based on linear matrix inequalities to compute estimates of the region of at-
traction of the system, as well as limits for a class of admissible ℓ2 disturbances to ensure
bounded trajectories and estimates of theℓ2-gain of the system are presented. Two ap-
proaches are considered: the first one based on a single quadratic Lyapunov function and
the second one considering piecewise quadratic Lyapunov functions. Then, techniques
for the synthesis ofanti-windupcompensators are proposed in order to enlarge the region
of attraction of continuous-time systems. The conditions are developed and incorporated
into an iterative algorithm, where at each iteration, a convex optimization problem with
LMI constraints is solved. These results are extended to deal with uncertain systems and
systems subject to disturbances. In order to avoid iterative methods and facilitate the ap-
plication to multivariable systems, a new approach to synthesize this type of compensator
(directly in terms of LMI) is proposed. Extensions of the results are also presented to deal
with discrete-time systems. Finally, a method for the synthesis of static state feedback
gains is proposed. This method is based on local stabilization conditions which allow to
calculate the state feedback gain and a Lyapunov function leading to a maximized esti-
mate of the region of attraction of the closed-loop system. The extension of these results
for the case of discrete-time systems is also addressed. Numerical examples are presented
in order to illustrate the application and to verify the efficiency of the proposed methods.

Keywords: Nonlinear Systems, Rational Systems, Saturation, Disturbances, Stabil-
ity, Anti-windup, Feedback, Lyapunov Functions, LMI.
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1 INTRODUÇÃO

A análise de estabilidade e a estabilização de sistemas não-lineares é um grande desa-
fio na teoria de controle de sistemas. Diferentemente de abordagens aplicadas a sistemas
lineares, o desenvolvimento de métodos genéricos é bastante complexo devido à diversi-
dade de fenômenos não-lineares que podem aparecer na dinâmica destes sistemas.

Para sistemas não-lineares sem perturbação, o objetivo principal é garantir a estabili-
dade (ou estabilização) global ou local do ponto de equilíbrio de interesse. Novamente,
diferentemente do caso linear, a estabilidade global para osistema em malha fechada nem
sempre pode ser garantida. No caso em que o ponto de equilíbrio não é globalmente as-
sintoticamente estável, o principal problema é determinara região de atração do sistema,
definida como o conjunto de todos os pontos a partir dos quais as trajetórias do sistema
convergem para o ponto de equilíbrio (origem) ao longo do tempo. Desta forma, a esta-
bilidade é garantida apenas na vizinhança do ponto de equilíbrio (KHALIL, 1996). No
entanto, encontrar a exata região de atração de forma analítica pode se tornar uma tarefa
extremamente complexa ou até mesmo impossível (GENESIO; TARTAGLIA; VICINO,
1985). Alternativamente, pode-se determinar uma estimativa da região de atração do sis-
tema tal que aproxime-se da melhor forma possível (i.e. de maneira menos conservadora)
de tal região. Estas estimativas são geralmente obtidas a partir de domínios de Lyapunov,
os quais são conjuntos invariantes (CHESI, 2011; BLANCHINI, 1999).

Por outro lado, ao lidar com sistemas sujeitos a perturbações de entrada, a caracteri-
zação da estabilidade entrada-estado (ISS) e da estabilidade entrada-saída (IOS) são de
maior interesse (KHALIL, 1996). Neste caso, o foco principal está em resultados globais
(ou semi-globais), no sentido de que um limitante das trajetórias de estado é assegurado
para qualquer condição inicial e qualquer perturbação limitada (levando em considera-
ção uma dada norma). Entretanto, quando o ponto de equilíbrio do sistema não é glo-
balmente estável, o interesse está em determinar uma estimativa do conjunto de estados
atingíveis, considerando que as condições iniciais e as perturbações pertencem a deter-
minados conjuntos admissíveis. Outro problema de interesse consiste em determinar o
limite máximo sobre as perturbações consideradas, para queas trajetórias permaneçam
limitadas, considerando que as condições iniciais pertencem a um determinado conjunto.
Este problema pode ser visto como uma análise da tolerância (ou robustez) do sistema à
ação de distúrbios externos. Além disso, para condições iniciais nulas, também pode-se
analisar a estabilidade, estimando-se um limitante superior mínimo vinculado ao ganho
do sistema (geralmente em um sentidoLp), da entrada de perturbação para a saída regu-
lada (KHALIL, 1996; LU; DOYLE, 1995). Isto corresponde a avaliar a capacidade do
sistema de atenuar as perturbações externas.

Particularmente, a caracterização da estabilidade e a síntese de compensadores e de
leis de controle para sistemas não-lineares polinomiais ouracionais com o objetivo de au-
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mentar estimativas (maximizadas) da região de atração tem recebido especial atenção nos
últimos anos. Neste sentido, pode-se citar os trabalhos utilizando somas de formas qua-
dráticas ouSOS(do termo em inglês,Sum of Squares) (PARRILO, 2000; CHESI, 2011)
para sistemas não-lineares polinomiais. Para o caso de sistemas não-lineares racionais,
pode-se citar a abordagem introduzida em (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996) baseada
em uma representação LFR (do inglês,Linear Fractional Representation), bem como a
abordagem baseada na representação DAR (do inglês,Differential Algebraic Represen-
tation) (TROFINO, 2000; TROFINO; DE SOUZA, 2001; COUTINHO et al., 2004). A
principal razão de abordar estas classes de sistemas está nofato de que abrangem uma
larga gama de casos práticos. Além disso, ao considerar representações apropriadas,
as condições de análise e síntese podem ser apresentadas na forma de Desigualdades
Matriciais Lineares (ou LMIs, do termo em inglêsLinear Matrix Inequalities). Estas
podem ser eficientemente (numericamente) solucionadas através de problemas de otimi-
zação convexa e permitem considerar diretamente outros requisitos em performance e
robustez (BOYD et al., 1994).

Além de não-linearidades presentes na dinâmica do sistema ede perturbações de en-
trada, também é importante considerar que grande parte de sistemas de controle possuem
restrições físicas ou de segurança em seus atuadores. Tais restrições podem ser vistas
como saturação de controle, sendo que estas restrições limitam os sinais de controle que
podem ser efetivamente aplicados à planta. Este fato tem motivado um grande número
de trabalhos concentrados na estabilidade e no desempenho de sistemas de controle em
malha fechada (TARBOURIECH et al., 2011). No caso de sistemas lineares sujeitos a
saturação, diversas técnicas têm sido propostas para determinar a estimativa da região
de atração e para caracterizar a estabilidade entrada-estado. Entretanto, o número de
trabalhos que lidam diretamente com sistemas não-linearese saturação de controle é si-
gnificantemente inferior.

Considerando o problema de saturação nos atuadores, pode-seainda utilizar técnicas
deanti-windup, sendo que o objetivo está na introdução de modificações a um controla-
dor pré-estabelecido a fim de minimizar os efeitos causados pela saturação. Apesar de
existirem diferentes estratégias e abordagens para projeto, a maioria dos métodos pro-
postos também consideram modelos lineares e, mesmo neste caso, o projetoanti-windup
pode ser um problema de solução complexa (TARBOURIECH et al., 2011). Em geral,
o objetivo da utilização desta estratégia está na melhoria do desempenho do sistema em
malha fechada. Por outro lado, através da compensação deanti-windup, pode-se também
aumentar a região de atração, como ilustrado em (CAO; LIN; WARD, 2002) e (GOMES
DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005) para sistemas lineares.

Observa-se então que o problema de análise de estabilidade eestabilização para sis-
temas não-lineares sujeitos a saturação é um desafio no cenário atual. Para lidar com
estes fenômenos, esta tese propõe diferentes abordagens através da utilização de méto-
dos numéricos (baseados em LMIs) para contribuir neste sentido. A classe de sistemas
considerada abrange todos os sistemas não-lineares que podem ser modelados por equa-
ções diferenciais (ou de diferenças) racionais, sendo que aclasse de sistemas racionais
engloba a dos sistemas polinomiais. Em particular, verifica-se que grande número de sis-
temas não-lineares podem ser representadas por esta classede sistemas (TROFINO, 2000;
COUTINHO et al., 2004).

Esta tese tem como objetivo central o estudo da estabilidadee estabilização de sis-
temas de controle não-leneares do tipo racional com atuadores saturantes. Em relação
à análise de estabilidade o foco está na estabilidade assintótica, na estabilidade entrada-
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estado e na estimativa do ganhoL2 para uma classe de sistemas de controle não-lineares
discretos sujeitos a saturação do atuador e perturbações. Já no caso de síntese de com-
pensadores, a atenção é voltada para o desenvolvimento de metodologias para projeto
de compensadores deanti-windup, bem como controladores de realimentação de esta-
dos. A abordagem proposta é baseada na teoria de Lyapunov e emuma representação
algébrica diferencial (DAR) do sistema racional. Para lidarcom a não-linearidade da sa-
turação, são consideradas versões modificadas da condição de setor generalizada proposto
em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005). Com base nas condiçõesteóricas
propostas, são formulados alguns problemas de otimização,a fim de:

• determinar estimativas maximizadas da região de atração do sistema em malha fe-
chada;

• calcular um limite superior maximizado da normaL2 da perturbação, para o qual a
ISS é garantida (ou seja, as trajetórias do sistema são limitadas);

• calcular um limite superior minimizado do ganhoL2 da perturbação à saída regu-
lada;

• determinar concomitantemente um compensadoranti-windupe uma função de Lya-
punov a fim de encontrar uma estimativa da região de atração maximizada do sis-
tema em malha fechada;

• simultaneamente, calcular o ganho de realimentação de estados e uma função de
Lyapunov quadrática levando a uma estimativa maximizada daregião de atração do
sistema em malha fechada.

Este trabalho é organizado em 7 capítulos.
Inicialmente, no Capítulo 2 são apresentados conceitos básicos, bem como uma re-

visão bibliográfica relacionada com os temas do trabalho. Uma atenção especial é dada à
estabilidade de sistemas não-lineares no sentido de Lyapunov. Além disso, são destaca-
das algumas abordagens baseadas em LMIs utilizadas para lidar com sistemas racionais e
polinomiais. Outro ponto que é destacado é o de sistemas sujeitos a saturação no atuador.
Neste contexto, é apresentada uma breve revisão das técnicas utilizadas na literatura para
lidar com este problema, bem como o projeto de compensadoresanti-windup.

O Capítulo 3 apresenta resultados desenvolvidos para a caracterização da estabilidade
de sistemas racionais em tempo discreto sujeitos a perturbações. Os métodos são desen-
volvidos considerando funções de Lyapunov quadráticas. Como objetivo de reduzir o
conservadorismo, consideram-se também funções de Lyapunov quadráticas por partes.
Então, são propostas condições para analisar tanto a estabilidade local assintótica, quanto
a estabilidade externa (no um sentidoℓ2) do sistema em malha fechada. Estas aborda-
gens são ilustradas através de simulações numéricas, demonstrando que as abordagens
propostas são ferramentas sistemáticas úteis para a análise da estabilidade local.

Nos Capítulos 4 e 5 técnicas deanti-windupque permitem aumentar a região de atra-
ção do sistema em malha fechada são apresentadas. O Capítulo 4concentra-se em mé-
todos numéricos para o projeto de compensadoresanti-windupestáticos para sistemas
sujeitos à saturação do atuador. Neste caso, são desenvolvidas condições sob a forma de
BMIs (desigualdades matriciais bilineares) para estabilização local do sistema em malha
fechada. Tais condições são então incorporadas em um algoritmo iterativo, onde em cada
passo é resolvido um problema de otimização convexo com restrições na forma de LMIs.
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Além disso, tais resultados são estendidos para lidar com sistemas incertos e sistemas
sujeitos a perturbações limitadas em energia (L2). Com o intuito de evitar a utilização
de técnicas iterativas, o Capítulo 5 apresenta uma nova técnica para sintetizar este tipo
de compensador, sendo que as condições de estabilização local são desenvolvidas direta-
mente na forma de LMIs. Neste capítulo, uma extensão dos resultados é apresentada para
tratar sistemas não-lineares em tempo discreto sujeitos a saturação do atuador. Em ambos
os casos, exemplos numéricos são apresentados para ilustrar a aplicação das abordagens
e as melhorias efetivas no tamanho da região de atração do sistema em malha fechada.

O Capítulo 6 apresenta uma abordagem baseada em LMIs para calcular o ganho de
realimentação de estados para sistemas não-lineares racionais sujeitos à saturação do atua-
dor. Da mesma forma que os capítulos anteriores, este procedimento visa implicitamente
a maximização da região de atração do sistema em malha fechada. Uma extensão dos
resultados também é apresentada para sistemas em tempo discreto. Exemplos ilustram a
aplicação da metodologia e as vantagens ao utilizá-la.

O presente trabalho é finalizado com um capítulo de conclusões e perspectivas.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

O objetivo principal deste capítulo é apresentar alguns conceitos básicos relaciona-
dos à estabilidade de sistemas não-lineares. Primeiramente, discute-se o problema de
estabilidade de sistemas não-lineares considerando a teoria de Lyapunov. Conceitos que
caracterizam a estabilidade interna, bem como a estabilidade no sentido entrada-estado
e a estimativa do ganhoL2 supondo sinais de entrada com energia limitada são apresen-
tados. Além disso, destacam-se de forma resumida os principais métodos utilizados na
literatura para tratar sistemas não-lineares que consideram a abordagem por LMIs. Para
finalizar, alguns resultados da literatura para lidar com sistemas sujeitos à saturação são
colocados. Caso necessário, o leitor poderá obter maiores detalhes e informações nas
referências citadas no decorrer do texto.

2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Sistemas lineares invariantes no tempo podem ser estáveis ou instáveis, independen-
temente das condições iniciais ou das entradas do sistema. Diferentemente, para sistemas
não-lineares a análise de estabilidade possui algumas particularidades, podendo depender
das condições iniciais ou forçadas. Por exemplo, um sistemanão-linear pode apresentar
vários pontos de equilíbrio isolados ou mesmo uma trajetória de equilíbrio (ciclo limite).
Desta forma, a estabilidade de um sistema não-linear é caracterizada em relação aos seus
pontos de equilíbrio. Normalmente, utiliza-se o conceito de estabilidade no sentido de
Lyapunov para avaliar a estabilidade de um sistema não-linear, através da análise do
comportamento de uma função escalar dos estados do sistema.Se esta função escalar,
conhecida como função de Lyapunov, for positiva e decrescente ao longo das trajetórias
do sistema, pode-se concluir que o ponto de equilíbrio (no qual se deseja caracterizar a
estabilidade) do sistema é estável ou assintoticamente estável. Um ponto de equilíbrio é
estável se todas as soluções iniciadas na vizinhança deste ponto permanecerem próximas
do mesmo. Caso contrário este ponto é dito instável. Quando estes pontos tendem ao
ponto de equilíbrio quando o tempo tende ao infinito, diz-se que o ponto de equilíbrio é
assintoticamente estável. A verificação da estabilidade deum ponto de equilíbrio pode
ser realizada através dos métodos indireto ou direto de Lyapunov (KHALIL, 1996).

Pelo método direto de Lyapunov (também chamado de segundo método de Lyapu-
nov), verifica-se a estabilidade sem solucionar o conjunto de equações diferenciais que
descrevem o sistema. Entretanto, sua limitação está em determinar uma função de Lyapu-
nov tal que a estabilidade do ponto de equilíbrio possa ser garantida. Caso a função seja
encontrada, a estabilidade está verificada, porém em caso contrário, nada se pode afirmar
a respeito da estabilidade do ponto de equilíbrio do sistema. É importante ressaltar que o
método direto de Lyapunov pode ser aplicado a sistemas forçados e não forçados, lineares
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e não-lineares, estacionários ou variantes no tempo, determinísticos ou estocásticos (VI-
DYASAGAR, 1993).

Em contrapartida, o método indireto de Lyapunov verifica a estabilidade do sistema
determinando se a aproximação linear do sistema na vizinhança do ponto de equilíbrio é
estável. Por este método, a estabilidade do ponto de equilíbrio do sistema é caracterizada
localmente, isto é, em uma região (em geral, de difícil caracterização) na vizinhança do
ponto de equilíbrio. Caso a aproximação linear do sistema na vizinhança do ponto de
equilíbrio seja marginalmente estável nada se pode afirmar sobre a estabilidade do ponto
de equilíbrio do sistema não-linear.

2.1.1 Estabilidade Interna

A caracterização da estabilidade de sistemas não-linearesé um problema fundamental
na teoria de controle de sistemas. Para sistemas sem a presença de perturbações ou sinais
exógenos, o interesse principal está em garantir a estabilidade do ponto de equilíbrio.

Como o foco deste trabalho é desenvolver condições para sistemas que não são global-
mente estáveis, o objetivo é analisar a estabilidade interna local onde o principal problema
é determinar uma estimativa não conservadora da região de atração do sistema. Em geral,
estas estimativas são obtidas através de domínios de Lyapunov, como por exemplo nas re-
ferências (KHALIL, 1996; BARREIRO; ARACIL; PAGANO, 2006; BLANCHINI, 1999;
CHESI et al., 2005).

A seguir são apresentadas algumas definições importantes para conceituar estabilidade
interna com base no seguinte sistema não-linear em tempo contínuo:

ẋ = f(x), x(t0) = x0 (1)

ondex ∈ R
n e t ≥ 0.

Definição 1 (Ponto de equilíbrio)Para o sistema (1),xe é definido como um ponto de
equilíbrio sef(xe) ≡ 0, ∀t ≥ 0.

Em geral, supõe-se que o ponto de equilíbrio do sistema seja aorigem. Porém caso
isto não aconteça, pode-se transladar o ponto de equilíbrioxe à origem fazendo com que
o 0 seja o ponto de equilíbrio do sistema transladado (KHALIL, 1996; SASTRY, 1999).

Definição 2 (Estabilidade)O ponto de equilíbrioxe = 0 é dito um ponto de equilíbrio
estável se∀ t0 ≥ 0 e ǫ > 0, exista umδ(t0, ǫ) tal que

‖ x0 ‖< δ(t0, ǫ) ⇒ ‖ x(t) ‖< ǫ, ∀ t ≥ t0,

ondex(t) é a solução do sistema iniciando emx0, no tempot = t0.

Definindo agora

B(r) = {x ∈ R
n | ‖x− xe‖ ≤ r, r > 0}, (2)

considere regiõesB(δ) eB(ǫ) similarmente ao apresentado em (2). A definição de esta-
bilidade, apresentada na Definição 2, requer que as trajetórias iniciadas dentro da região
representada porB(δ) de raioδ não saiam da regiãoB(ǫ) de raioǫ, centrada no ponto
de equilíbrioxe. Desta forma, pode-se dizer que o sistema possui um ponto de equilí-
brio estável. Além disto, quando as trajetórias convergem para o ponto de equilíbrio,
tem-se a estabilidade assintótica para este mesmo ponto. Esta definição de estabilidade é
apresentada a seguir e ilustrada através da Figura 1.
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Definição 3 (Estabilidade assintótica)O ponto de equilíbrioxe = 0 é dito ponto de
equilíbrio assintoticamente estável se

• xe = 0 é um ponto de equilíbrio estável,

• xe = 0 é atrativo, isto é, existe umδ(t0) tal que

‖ x0 ‖< δ(t0)⇒ limt→∞ ‖ x(t) ‖= 0.

Figura 1: Estabilidade no sentido de Lyapunov assintótica.

Note que as definições anteriores referem-se a estabilidadelocal, ou seja, nas vizin-
hanças do ponto de equilíbrio. No entanto, caso seja possível garantir a convergência
das trajetórias, tal quex0 ∈ R

n, diz-se que o ponto de equilíbrio é globalmente estável.
Conceitos referentes à estabilidade global são mostrados a seguir.

Definição 4 (Estabilidade global assintótica)O ponto de equilíbrioxe = 0 é dito ponto
de equilíbrio globalmente assintoticamente estável se é estável elimt→∞ x(t) = 0, ∀x0 ∈
R
n.

Um conceito mais forte do que a estabilidade assintótica, nosentido de assegurar
um decaimento exponencial para a trajetória dos estados, é oconceito de estabilidade
exponencial.

Definição 5 (Estabilidade exponencial (KHALIL, 1996))O ponto de equilíbriox = 0
é dito ponto de equilíbrio exponencialmente estável se existir um λ e uma estimativa da
taxa de convergênciaα > 0 tal que:

‖ x(t) ‖≤ λ e−α(t−t0) ‖ x0 ‖, ∀ ‖ x0 ‖≤ ǫ e t ≥ t0 .

A seguir, apresentam-se vários resultados relacionando osconceitos de estabilidade
acima definidos com a caracterização da estabilidade de um ponto de equilíbrio pelo mé-
todo direto de Lyapunov (KHALIL, 1996).
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Primeiramente, considere queV (x) é uma função de Lyapunov de forma que a deri-
vada deV (x) ao longo das trajetórias de (1), denotada porV̇ (x) e dada por:

V̇ (x) =
n
∑

i=1

∂V

∂xi
ẋi =

n
∑

i=1

∂V

∂xi
fi(x) (3)

=

[

∂V

∂x1

∂V

∂x2

. . .
∂V

∂xn

]











f1(x)
f2(x)

...
fn(x)











=
∂V

∂x
f(x) (4)

Teorema 1 (Estabilidade por Lyapunov)Sejax = 0 um ponto de equilíbrio para o sis-
tema (1) eD ⊂ R

n um domínio contendo a origem. Sendo agoraV : D 7→ R+ uma
função definida positiva no domínioD satisfazendo

V (0) = 0 eV (x) > 0 emD − {0} (5)

V̇ (x) ≤ 0 emD (6)

então,x = 0 é estável. Por outro lado, se

V̇ (x) < 0 emD − {0}, (7)

entãox = 0 é assintoticamente estável.

Observe que para sistemas onde a estabilidade global não pode ser verificada, pode-se
definir um conjunto de estados iniciais para os quais a convergência ao ponto de equilíbrio
é garantida. Este procedimento utiliza o conceito local e tal conjunto pode ser visto como
uma estimativa da região de atração. Com este interesse, pode-se apresentar uma definição
de região de atração (também chamada de domínio de atração oubase) (KHALIL, 1996;
GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1985; CHESI, 2011; BLANCHINI, 1999).

Definição 6 (Região de Atração)Considere queφs(x, x0) é uma solução (trajetória) para
o sistema (1), com uma determinada condição inicialx0 para t0 = 0. Então, a região de
atraçãoRa é definida como o conjunto de todos os pontosx0 ∈ R

n, tal queφs(x, x0) é
definida para todot ≥ 0 e limt→∞ φs(x, x0) = 0.

Encontrar a região de atração exata de forma analítica pode se tornar uma tarefa extre-
mamente complexa ou até mesmo impossível. No entanto, funções de Lyapunov podem
ser utilizadas a fim de se obter uma estimativa que esteja contida na região de atração.
Desta forma, a ideia é utilizar funções de LyapunovV : D 7→ R+ para estimar a região de
atraçãoRa. SendoV uma função de Lyapunov, então é possível considerar um conjunto,
denotado por

R = {x ∈ R
n|V (x) ≤ c}. (8)

Neste caso, seR ∈ D e V̇ (x) < 0 emD − {0}, então o conjuntoR é invariante e
contrativo, i.elimt→∞ φs(x, x0) = 0. Assim,R ⊂ Ra eR pode ser vista como uma
estimativa da região de atração (KHALIL, 1996; CHESI, 2011; TARBOURIECH et al.,
2011).

A partir das considerações e definições apresentadas, segueo seguinte resultado básico
a partir da teoria de Lyapunov (KHALIL, 1996).
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Lema 1 Considere um sistema não-linear (1) e um conjuntoBx, comf : Bx → R
n

sendo uma função localmente Lipschitz tal quef(0) = 0. Supondo que existam escalares
positivosǫ1, ǫ2, ǫ3 e uma função continuamente diferenciávelV : Bx 7→ R satisfazendo
as seguintes condições:

ǫ1x
′x ≤ V (x) ≤ ǫ2x

′x, ∀ x ∈ Bx, (9)

V̇ (x) ≤ −ǫ3x
′x, ∀ x ∈ Bx, (10)

R , {x : V (x) ≤ δ} ⊂ Bx, (11)

então, a origem do sistema é localmente exponencialmente estável eV (x) é uma função
de Lyapunov emBx. Além disso, o conjuntoR é uma estimativa da região de atração.
Em outras palavras, para todox(0) ∈ R, a trajetória dex(t) pertence aR e converge
para a origem quandot→∞.

Com base na definição (8), a estimativa da região de atraçãoR está diretamente rela-
cionada com a função de LyapunovV (x). Sendo assim, note que ao considerar funções
de Lyapunov mais complexas, pode-se encontrar estimativasda região de atração menos
conservadoras. Um exemplo da redução do conservadorismo associada a função de Lya-
punov pode ser visto em (COUTINHO et al., 2004) que considera diferentes classes de
função de Lyapunov.

Por outro lado, vale destacar que no caso em que a trajetóriaφs(x, x0) converge para
a origem (ponto de equilíbrio de interesse) emt → ∞ para todox0, a estabilidade do
sistema é vista sob contexto global e diz-se que a origem é globalmente assintoticamente
estável. Então, através da teoria de Lyapunov, a estabilidade global pode ser garantida
através do seguinte Teorema:

Teorema 2 (Estabilidade Global por Lyapunov)Sendox = 0 um ponto de equilíbrio e
sendoV : R

n 7→ R uma função positiva continuamente diferenciável tal que:

• V (0) = 0 e V (x) > 0, ∀x 6= 0,

• ‖x‖ → ∞⇒ V (x)→∞,

• V̇ < 0, ∀x ∈ R
n, ∀x 6= 0

então,x = 0 é globalmente assintoticamente estável.

2.1.2 Estabilidade de Sistemas Sujeitos a Perturbações Externas

Para sistemas sujeitos a perturbações, a caracterização daestabilidade no sentido
entrada-estado (conhecida por ISS, proveniente do termo eminglês Input-to-State Sta-
bility) e estabilidade entrada-saída (IOS do termo em inglêsInput-to-Output Stability)
são de maior interesse. A noção de ISS e IOS foi introduzida inicialmente em (SONTAG,
1989) e resultados teóricos baseados na teoria de Lyapunov foram propostos para carac-
terizar a estabilidade de sistemas com entradas e saídas limitadas. A motivação destes
resultados está no fato de que para sistemas sujeitos a perturbações, não é esperado que as
trajetórias do sistema convirjam para a origem quando o tempo tender ao infinito (KHA-
LIL, 1996). O objetivo está em garantir que as trajetórias dos estados sejam limitadas para
uma dada perturbação também limitada. Outros trabalhos queabordam estes problemas
podem ser vistos em (SONTAG, 1998, 2001, 2008).
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Tais conceitos têm sido aplicados a sistemas não-lineares,tanto para análise da estabi-
lidade quanto para projeto de controladores estabilizantes, e principalmente para sistemas
em tempo contínuo. Alguns resultados foram estendidos parasistemas discretos (vide,
por exemplo, (LAILA; ASTOLFI, 2005; HUANG et al., 2005; JIANG; WANG, 2001)).
Entretanto, nota-se que a maioria destes trabalhos se concentram em conceitos de estabi-
lidade global ou semi-global, no sentido que as trajetóriasdos estados são limitadas para
qualquer condição inicial e qualquer perturbação limitadasegundo uma norma específica.

Quando o sistema não é globalmente estável, a ISS ou a IOS depende da magnitude de
uma considerada norma dos sinais dos estados ou da saída, ou seja, a limitação da norma
pode ser garantida para determinados conjuntos específicosde sinais. Assim, a caracteri-
zação destes conjuntos dos sinais de perturbações admissíveis são de maior importância,
ou seja, deseja-se caracterizar um conjunto de sinais de perturbação para os quais as tra-
jetórias resultantes serão garantidamente limitadas. Neste caso, o interesse está também
em determinar se o conjunto de estados atingíveis está dentro da região de atração do
sistema para um dado conjunto de condições iniciais e perturbações (sinais de entrada).

Em particular, pode-se concentrar na estimativa da maior energia admissível para as
perturbações tal que as trajetórias dos estados permaneçamlimitadas, considerando ou
não um conjunto de condições iniciais admissíveis. Para condições iniciais nulas, pode-
se analisar propriedades referentes a atenuação de perturbações do sistema determinando
uma estimativa (um limite superior minimizado) do ganho do sistema (no sentidoLp), da
entrada de perturbação para uma saída regulada (COUTINHO et al., 2008; LU; DOYLE,
1995).

A seguir, apresentam-se resultados básicos referentes a estabilidade entrada-estado e
a estimativa do ganho considerando sinais de perturbação com energia limitada, i.e com
normaL2 finita.

2.1.2.1 Estabilidade Entrada-Estado

Com o objetivo de caracterizar a estabilidade entrada-estado de sistemas não-lineares
sujeitos a perturbações, considere o seguinte caso particular de sistemas não-lineares:

ẋ = f1(x) + f2(x)w . (12)

sendo quex ∈ R
n denota o vetor de estados;w ∈ R

nw é o sinal de perturbação;
f1(x), f2(x) são funções não-lineares emx satisfazendo as condições de existência e uni-
cidade de solução.

Como a estabilidade de sistemas sujeitos a perturbações é usualmente caracterizada
no sentidoLp, considere a seguinte definição.

Definição 7 O espaçoLna
p para 1 ≤ p < ∞ é definido como o conjunto de todas a

funções contínuas por partesa : [0,∞)→ R
na, tal que:

‖a‖p =

(∫ ∞

0

‖a(t)‖pdt

)1/p

<∞.

Neste trabalho, o interesse está em perturbações (sinais exógenos) do tipoL2. Note
que sinaisL2 podem ser interpretados como sinais limitados em energia e,portanto, pos-
suem grande relevância prática. Neste caso, considera-se sinais dados por

‖w‖2 =

∫ ∞

0

w(t)′w(t)dt <∞.
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de forma quew ∈ W ⊂ Lnw

2 , sendo queW um determinado conjunto. Uma maneira de
abordar este problema é limitar a perturbação através de um conjunto definido da seguinte
forma:

W ,
{

w ∈ R
nw : ‖w‖22 ≤ β

}

(13)

sendo queβ ∈ R é um parâmetro positivo definindo o tamanho do conjunto de perturba-
ções admissíveisW.

Considerando agora uma função

Js , V̇ (x)− w′w

comV (x) sendo uma função definida positiva∀x ∈ Bx. Então, segue que:

∫ T

0

Jsdt =

∫ T

0

(V̇ (x)− w′w)dt = V (T )− V (0)−

∫ T

0

w′wdt . (14)

Definindo agora os seguintes conjuntos associados aV (x):

R0 , {x ∈ Rn : V (x) ≤ α} (15)

e
R , {x ∈ Rn : V (x) ≤ δ} ⊂ Bx (16)

comδ = α + β. Então, a partir de (14) sėV (x) − w′w < 0, ∀x ∈ Bx, pode-se concluir
que:

• sew(t) = 0, entãoV̇ (x) < 0, o que garantex(t) → 0 parat → ∞, ∀x(0) ∈ R
⊂ Bx.

• sew(t) 6= 0, comw satisfazendo (13), sex(0) ∈ R0, tem-seV (T ) < V (0)
+‖w‖22 ≤ δ, o que implica que as trajetórias do sistema não saem do conjunto
R.

Percebe-se quėV (x) − w′w ≤ 0 assegura queR é uma região de estados atingíveis,
considerando quex(0) ∈ R0 e quew satisfaça (13). Além disso, no caso em quew = 0,
seV̇ (x)− w′w < 0 eR ⊂ Bx, segue quėV (x) < 0, ∀x ∈ R, o que significa queR está
contido na região de atração do sistema em malha fechada (Ra) e pode ser visto como
uma estimativa desta região.

Para ilustrar esta relação, observe a Figura 2. Inicialmente, suponha que as trajetórias
do sistema estejam limitadas comx(0) ∈ R0 (t1) e assume-se que o sistema é sujeito
a uma perturbaçãow(t) (t > t1), que satisfaça (13). Neste caso, as trajetórias estão
limitadas a uma estimativa da região de atraçãoR onde há garantia de estabilidade (R ⊂
Ra). Considerando que a perturbação esvanece emt2, garante-se que as trajetórias do
sistema convergem assintoticamente para a origem quandot→∞.

2.1.2.2 Estimativa do GanhoLp

Como apresentado anteriormente, para condições iniciais nulas, pode-se analisar pro-
priedades referentes à atenuação da perturbação do sistemadeterminando uma estimativa
(um limite superior minimizado) do ganho do sistema (no sentido Lp), da entrada de
perturbação para uma saída regulada (COUTINHO et al., 2008; LU; DOYLE, 1995).
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Figura 2: RegiõesR eR0.

Considere então o seguinte sistema não-linear sujeito a perturbação:

ẋ = f1(x) + f2(x)w
y = h1(x) + h2(x)w ,

(17)

sendo quex ∈ R
n denota o vetor de estados;w ∈ R

nw é o sinal de perturbação;y ∈ R
ny

é o sinal de saída;f1(x), f2(x) : R
n → R

n e h1(x), h2(x) : R
n → R

ny são funções
não-lineares emx satisfazendo as condições de existência e unicidade de solução.

A definição para estabilidade no sentidoLp é apresentada a seguir (KHALIL, 1996;
VIDYASAGAR, 1993):

Definição 8 Considerex(0) = 0 e um mapeamentoF : Lnw
p → L

ny
p . Se existir uma uma

funçãoχ definida em[0,∞), e uma constante não-negativab2, tal que:

• ‖y‖Lp
= ‖Fw‖Lp

≤ χ(‖w‖Lp
) + b2, para todow ∈ Lnw , então o mapeamentoF

é ditoLp-estável;

• ‖y‖Lp
= ‖Fw‖Lp

≤ γ‖w‖Lp
+ b2, para todow ∈ Lnw , então,F é ditoLp-estável

com ganho finito.

O termob2 é chamado termo debias, introduzido na definição para permitir queFw
não esvaneça quandow = 0.

Considerando uma abordagem utilizando a teoria de Lyapunov,a estabilidade no sen-
tidoL2 pode ser garantida primeiramente definindo

Jy = V̇ (x)− w′w + γ−2y′y, .

A partir destas definições segue que
∫ T

0

(V̇ (x)− w′w + γ−2y′y)dt = V (T )− V (0)−

∫ T

0

w′wdt+ γ−2

∫ T

0

y′ydt, ∀T > 0.

Assim, sex(0) ∈ R0 eJy < 0 ∀x ∈ Bx, pode-se concluir que:
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• sew(t) = 0, entãoV̇ (x) < −γ−2y′y ≤ 0, o que garantex(t)→ 0 emt→∞.

• sew(t) 6= 0, comw satisfazendo (13):

– sex(0) ∈ R0, V (T ) < V (0) + ‖w‖22 − γ
−2‖y‖22 ≤ δ ∀T > 0, o que implica

que as trajetórias do sistema não saiam do conjuntoR;

– paraT → ∞, ‖y‖22 < γ2‖w‖22 + γ2V (0). Desta forma, sex(0) = 0, segue
que‖y‖22 < γ2‖w‖22, ou seja,γ é um limitante para o chamado ganhoL2 (ou
H∞).

Percebe-se queJy < 0 assegura queR é uma região de estados atingíveis, conside-
rando quex(0) ∈ R0 e‖w‖22 ≤ β. Além disso, no caso em quew = 0, desde queJy < 0
eR ⊂ Bx, segue quėV (x) < 0, ∀x ∈ R, o que significa queR está incluído emRa e
pode ser visto como uma estimativa da região de atração do sistema de malha fechada.

2.1.3 Estabilidade de Sistemas em Tempo Discreto

Conceitualmente, os resultados apresentados para sistemascontínuos podem ser na-
turalmente estendidos para sistemas discretos. Entretanto, devido à descontinuidade da
trajetória dos estados, as condições de estabilidade por Lyapunov são caracterizadas pela
busca de uma funçãoV (x) definida positiva tal que a sua variação

∆V (x) = V (x(k + 1))− V (x(k))

seja definida negativa ao longo das trajetórias do sistema.
A seguir são apresentados resultados para caracterizar a estabilidade interna e estabi-

lidade entrada-estado de sistemas em tempo discreto sujeitos a perturbações externas.

2.1.3.1 Estabilidade Interna

Considere o seguinte sistema não-linear em tempo discreto:

x(k + 1) = f(x(k)) , x(k0) = x0 (18)

ondex ∈ R
n é o vetor de estados do sistema ef(x(k)) é uma função matricial de di-

mensão apropriada ek ∈ N.
Da mesma forma que em sistemas em tempo contínuo, a teoria de Lyapunov pode ser

aplicada para verificar conceitos locais relacionados a estabilidade interna dos pontos de
equilíbrio do sistema (18). Neste sentido, considere o seguinte resultado.

Lema 2 Considerando um sistema não-linear (18) comf : Bx → R
n sendo uma função

localmente Lipschitz tal quef(0) = 0. Supondo que existam escalares positivosǫ1, ǫ2,
ǫ3 e uma função continuamente diferenciávelV : Bx 7→ R satisfazendo as seguintes
condições (VIDYASAGAR, 1993):

ǫ1x
′x ≤ V (x) ≤ ǫ2x

′x, ∀ x ∈ Bx, (19)

∆V (x) ≤ −ǫ3x
′x, ∀ x ∈ Bx, (20)

R , {x ∈ R
n : V (x) ≤ δ} ⊂ Bx. (21)

Então,V (x) é uma função de Lyapunov emBx eR é uma estimativa da região de
atração. Além disto, para todox(0) ∈ R, a trajetória dex(k) pertence aR e converge
para a origem quandok →∞.
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2.1.3.2 Estabilidade Entrada-Estado

Da mesma forma ao apresentado para sistemas em tempo contínuo, pode-se anali-
sar a estabilidade entrada-estado de sistemas não-lineares em tempo discreto sujeitos a
perturbações. Considere então a seguinte classe de sistemasnão-lineares discretos:

x(k + 1) = f1(x) + f2(x)w . (22)

sendo quex ∈ R
n denota o vetor de estados;w ∈ R

nw é o sinal de perturbação;f1(x),
f2(x) : R

n → R
n são funções não-lineares emx satisfazendo as condições de existência

e unicidade de solução.
Como a estabilidade para sistemas em tempo discreto sujeitosa perturbações é usual-

mente caracterizada no sentidoℓp, tem-se a seguinte definição.

Definição 9 O espaçoℓna
p para 1 ≤ p < ∞ é definido como o conjunto de todas as

funçõesa : [0,∞)→ R
na, tal que:

‖a‖p =

(

∞
∑

k=0

‖a(k)‖p

)1/p

<∞.

Assumindo que a perturbação é limitada em energia, ou seja,w ∈ W ⊂ ℓnw

2 com

W ,
{

w ∈ R
nw : ‖w‖22 ≤ β

}

, (23)

tem-se queβ ∈ R é um parâmetro positivo que define o tamanho do conjunto de pertur-
bações admissíveisW.

Definindo agoraJs , ∆V (x)− w′w comV (x) > 0, ∀x ∈ Bx, segue que

T
∑

k=0

Js =
T
∑

k=0

(∆V (x)− w′w) = V (T )− V (0)−
T
∑

k=0

w′w . (24)

Note que os conjuntos (15) e (16) também podem ser associadosa V (x). Então, a
partir de (24) se

∆V (x)− w′w < 0,∀x ∈ Bx,

conclui-se que:

• sew(k) = 0, então∆V (x) < 0, o que garantex(k) → 0 parak → ∞, ∀x(0) ∈
R ⊂ Bx.

• sew(k) 6= 0, comw ∈ W, sex(0) ∈ R0, tem-se

V (T ) < V (0) + ‖w‖22 ≤ δ,

o que implica que as trajetórias do sistema não saem do conjuntoR.

Análogo ao caso contínuo, tem-se que∆V (x) − w′w ≤ 0 assegura queR é uma
região de estados atingíveis considerando quex(0) ∈ R0 e quew ∈ W comW definido
em (23). Paraw = 0, se∆V (x)− w′w ≤ 0 eR ⊂ Bx, segue que∆V (x) < 0, ∀x ∈ R,
o que significa queR ⊂ Ra.
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2.1.3.3 Estimativa do ganhoℓ2

Conforme visto para sistemas em tempo contínuo tem-se interesse em verificar a ate-
nuação de uma perturbação para uma saída regulada. Para sistemas não-lineares em
tempo discreto sujeitos a perturbações pode-se realizar uma estimativa do ganhoℓ2 si-
milar, conforme apresentado a seguir.

Considere então o seguinte sistema não-linear em tempo discreto sujeito a perturba-
ção:

x(k + 1) = f1(x) + f2(x)w
y(k) = h1(x) + h2(x)w ,

(25)

sendo quex ∈ R
n denota o vetor de estados;w ∈ R

nw é o sinal de perturbação;y ∈ R
ny

é o sinal de saída;f1(x), f2(x) eh1(x), h2(x) são funções não-lineares emx satisfazendo
as condições de existência e unicidade de solução.

A partir destas considerações, uma forma de verificar a estabilidade no sentidoℓ2 de
sistemas discretos é apresentada a seguir.

DefinindoJy = ∆V (x)− w′w + γ−2y′y, ∀T > 0, segue que

T
∑

k=0

(∆V (x)− w′w + γ−2y′y) = V (T )− V (0)−
T
∑

k=0

w′w + γ−2

T
∑

k=0

y′y

Assim, sex(0) ∈ R0 eJy < 0 ∀x ∈ Bx, conclui-se que:

• sew(k) = 0, então∆V (x) < −γ−2y′y ≤ 0, o que garantex(k)→ 0 parak →∞.

• sew(k) 6= 0, comw satisfazendo (13):

– sex(0) ∈ R0, V (T ) < V (0) + ‖w‖22 − γ
−2‖y‖22 ≤ δ, o que implica que as

trajetórias do sistema não saem do conjuntoR;

– paraT → ∞, ‖y‖22 < γ2‖w‖22 + γ2V (0). Desta forma, sex(0) = 0, segue
que‖y‖22 < γ2‖w‖22, ou seja,γ é um limitante para o chamado ganhoℓ2.

Tem-se novamente queJy < 0 assegura queR é uma região de estados atingíveis
considerando quex(0) ∈ R0 e‖w‖22 ≤ β. Além disso, no caso em quew = 0, seJy < 0
eR ⊂ Bx, segue que∆V (x) < 0, ∀x ∈ R, o que significa queR ⊂ Ra.

2.2 Métodos LMI para Tratamento de Sistemas Não-Lineares

Pode-se considerar que o estudo de LMIs para sistemas dinâmicos iniciou-se em 1890
com o surgimento da teoria de Lyapunov (BOYD et al., 1994). Desde então, esta abor-
dagem é utilizada em vários problemas teóricos específicos em engenharia de controle
como, por exemplo, análise de estabilidade, síntese de controladores, e em problemas de
filtragem e observação de estados. A disseminação da técnicaLMI se deu a partir dos
anos de 1990 com o surgimento dos primeiros algoritmos de solução (como exemplo,
pode-se citar oLMI Control Toolbox(GAHINET et al., 1995)). Com o passar dos anos,
novas técnicas e métodos foram desenvolvidos a fim de facilitar sua resolução e aplicação.
Atualmente existem diversos pacotes computacionais capazes de solucionar LMIs. Neste
sentido, destaca-se o surgimento desolversmais eficientes e rápidos para a resolução de
LMIs tais como:SeDuMi(STURM, 1999) eSDPT3(TOH; TODD; TUTUNCU, 1999).
Além disso,softwaresespecíficos (Parsers) para tratar LMIs têm sido cada vez mais utili-
zados (por exemplo, Yalmip (LOFBERG, 2004)). A principal vantagem da utilização de
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(Parsers) está na capacidade de traduzir o problema LMI para a formulação genérica, e
então utilizar programas de resolução de LMIs.

Vale destacar que este tipo de formulação tem, entre outras,a vantagem de permitir
um fácil tratamento de sistemas com incertezas e, como será visto na sequência desta tese,
de permitir a utilização de problemas de otimização convexapara a solução de diversos
problemas de controle. Neste contexto, técnicas oriundas da literatura de controle robusto
vêm sendo aplicadas a sistemas não-lineares com o intuito dederivar condições de estabi-
lidade e estabilização na forma de LMIs. O foco principal destas abordagens é garantir a
estabilidade e/ou desempenho de certas classes de sistemasnão-lineares. Neste contexto,
algumas destas classes têm recebido maior atenção. Dentre estas, pode-se citar sistemas
polinomiais, sistemas racionais e sistemas do tipo Lure. Uminteresse especial também é
dado às não-linearidades ditas “duras”, como é o caso das saturações de controle.

Nesta seção são apresentados, de forma resumida, algumas abordagens relevantes para
tratar as não-linearidades acima mencionadas a partir de formulações LMI.

2.2.1 Sistemas do Tipo Lure

Diversos sistemas não-lineares podem ser representados através de um sistema linear
realimentado por um elemento não-linear. Tal representação é ilustrada na Figura 3.

Figura 3: Sistema na forma de Lure

O estudo da estabilidade para sistemas que podem ser representados conforme a figura
acima é chamado de Problema de Lure (ou Problema de Estabilidade Absoluta) (KHA-
LIL, 1996). Basicamente constitui-se na análise de estabilidade de um tipo de sistema
que pode ser representado como

ẋ = Ax+Bu

y = Cx (26)

u = −U(y)

sendo quex ∈ R
n, y ∈ R

ny , u ∈ R
nu, o par (A,B) é controlável e o par(C,A) é

observável. Além disso, considera-se queU(y) : [0;∞) × R
ny → R

ny é uma não-
linearidade sem memória e localmente Lipschitz emy, obedecendo condições chamadas
condições de setor, conforme será visto a seguir.

2.2.1.1 Condição de Setor

A seguir caracteriza-se uma não-linearidade satisfazendouma condição de setor (KHA-
LIL, 1996):
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Definição 10 Considere matrizes diagonaisK1 eK2, tal queK = K1−K2 seja definida
positiva e queU(0) = 0. Então para todoy ∈ S ⊂ R

ny , U(y) pertence ao setor(K1, K2)
caso a condição abaixo for verificada:

[U(y)−K1y]
′[U(y)−K2y] ≤ 0, ∀t ≥ 0. (27)

A condição apresentada em (27) pode ser convenientemente utilizada para analisar
a estabilidade do sistema não-linear (26) quando a não-linearidade pertence a um setor
(K1, K2). Este é um problema clássico que continua a receber atenção (ver por exem-
plo (CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2008; ARCAK; LARSEN; KOKO-
TOVIC, 2003)).

Uma condição de setor pode ser caracterizada tanto de forma local quanto global.
Sendoa ∈ R

ny e b ∈ R
ny , de forma quea(i) < 0 < b(i), ∀i = 1, . . . , ny, define-se a

regiãoS da seguinte forma:

S , {y(t) ∈ R
ny ; a(i) < y(i)(t) < b(i)} (28)

Neste caso,S é uma região convexa que contém a origem e, caso a condição de setor for
verificada emS, esta região é definida como a região de validade da condição de setor.

Assim, a partir destas considerações, para uma não-linearidadeU(t, y), conclui-se
que:

• SeS está estritamente contida emRny , então a condição de setor (27) é satisfeita
localmente;

• SeS corresponder a todo o espaçoR
ny , então a condição (27) é satisfeita global-

mente.

A Figura 4 ilustra não-linearidades pertencentes a setor. Primeiramente, considere
a Figura 4(a) onde uma não linearidadeU(y) pertence a um setor(K1, K2) localmente,
sendo que o domínio de validade da condição de setor é dado por(28). Por outro lado,
a Figura 4(b) representa uma não linearidadeU(y) que pertence globalmente a um setor
(K1, K2).

(a) Local (b) Global

Figura 4: Condição de setor - Estabilidade local e global.
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Definição 11 Seja um setor(K1, K2):

• o sistema (26) é dito absolutamente estável se a origem é globalmente assintotica-
mente estável, para qualquer não-linearidadeU(t, y) pertencente ao setor(K1, K2)
globalmente.

• o sistema (26) é dito absolutamente estável com domínio finito se a origem é assin-
toticamente estável para qualquer não-linearidade pertencente ao setor(K1, K2)
localmente.

Como apresentado anteriormente, uma abordagem que utiliza esta forma de modela-
gem é proposta em (CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2005). Para facilitar a
compreensão, considere o sistema não-linear apresentado em (26). Então, assumindo que
a não-linearidadeU(y) ∈ (0, H), a seguinte condição de setor é verificada∀y ∈ S:

U(y)∆[U(y)−Hy] ≤ 0, (29)

sendo queU(y) ∈ R
ny é uma função vetorial não-linear,∆ ∈ R

ny×ny é uma matriz
diagonal eH = H ′ ∈ R

ny×ny é uma dada matriz positiva definida.
Utilizando a abordagem clássica de setor é possível verificar a estabilidade do sistema

(26) através de técnicas baseadas em LMIs a partir da teoria de Lyapunov. Para ilustrar
este procedimento, considere uma função de Lyapunov quadrática V (x) = x′Px , de
forma que se a relação

[

WA+ A′W WC ′H

⋆ −2Y

]

< 0 (30)

comW = P−1 (sendoP = P ′ > 0), Y = ∆−1, for verificada, então segue queV (x) > 0
e V̇ (x) < 0, para todox ∈ S. Note que pré- e pós-multiplicando (30) pordiag(P,∆) e

em seguida por[x′ U(y)′] e

[

x

U(y)

]

tem-se que

V̇ (x)− 2U(y)∆ [U(y)−Hy] < 0.

Assim, supondo quex ∈ S, segue que (29) é verificada considerandoy = Cx e conclui-se
queV̇ < 0.

Observe que neste caso, uma regiãoR está associada à função de LyapunovV (x).
Então, deve-se garantir queR ⊂ S. Desta forma, a não-linearidade satisfaz a condição
de setor para qualquerx ∈ R. Neste caso, qualquer que seja a região elipsoidalR, esta é
uma estimativa da região de atração, ou sejaR ∈ Ra.

Para exemplificar a utilização deste tipo de modelagem é apresentado o seguinte exem-
plo.

Exemplo 1 Considere o sistema não-linear sem a presença da saturação apresentado em
(COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010):

ẋ1 = x2 ,

ẋ2 = (1 + x2
1)x1 + (2 + 8x2

2)x2 ,
(31)

Com efeito, (31) pode ser reescrito como (26) sendo que

A =

[

0 1
1 2

]

, B =

[

0 0
1 8

]

, C = I2 e U(y) = U(Cx) =

[

x3
1

x3
2

]

. (32)
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2.2.2 Sistemas Polinomiais e Racionais

Primeiramente, considere a definição abaixo (CHESI, 2011):

Definição 12 Uma funçãop : R
n → R é um polinômio de grau não maior qued ∈ N se

p(x) =
∑

q∈N,|q|≤d

aqx
q (33)

sendo quex ∈ R
n eaq ∈ R. Em (33),aqxq é um monômio de grauq eaq é seu coeficiente.

A partir da definição acima, pode-se definir uma função racional dos estados da se-
guinte maneira:

fr(x) =
p(x)

q(x)
, (34)

ondep(x) e q(x) são funções polinomiais de graudp e dq, respectivamente. Observe
que, se o denominadorq(x) for uma constante não nula, a funçãofr(x) será uma função
polinomial. Assim, os polinômios estão incluídos na classede funções racionais (34).
Vale salientar ainda que, nos pontos ondeq(x) = 0 a funçãofr(x) não está definida.

Considerando primeiramente sistemas polinomiais, diversos trabalhos de análise de
estabilidade podem ser encontrados atualmente na literatura. No entanto, pode-se dizer
que o início do tratamento de sistemas polinomiais deu-se nofinal da década de 60 com o
trabalho (BOSE; LI, 1968), proposto para tratar o caso de sistemas polinomiais utilizando
somas de formas quadráticas. Tal abordagem não obteve grande repercussão devido ao
fato de não existiremsolverscapazes de resolver os problemas de ordem superior, ou seja,
com um número maior de estados.

Com os avanços tecnológicos ocorridos no final dos anos 90, surgiram novos pacotes
computacionais capazes de solucionar problemas de forma mais eficiente. Desde então,
vários trabalhos foram propostos para tratar sistemas polinomiais. Inicialmente, estes fo-
ram desenvolvidos utilizando somas de formas quadráticas ou SOS(do termo em inglês,
sum of squares). Os primeiros trabalhos a abordarem este tema através da utilização de
LMIs podem ser vistos em (PARRILO, 2000), bem como, em (CHESI et al., 2000). A
partir destes, outras formulações foram propostas considerando a abordagemSOS, como
por exemplo em (CHESI; TESI; VICINO, 2002) e em (CHESI, 2004) onde métodos fo-
ram generalizados através de funções de Lyapunov polinomiais. Em particular, ainda
pode-se citar o trabalho recentemente proposto em (VALMORBIDA; TARBOURIECH;
GARCIA, 2010a) onde um método “quasi”-LMI é proposto para estimar a região de atra-
ção de sistemas não-lineares polinomiais em tempo contínuo.

Por outro lado, a classe de sistemas racionais engloba a dos sistemas polinomiais. Para
esta classe, técnicas oriundas da literatura de controle robusto foram aplicadas a sistemas
não-lineares com o intuito de derivar condições de estabilidade e estabilização na forma de
LMIs. Pode-se dizer que tais metodologias foram introduzidas em (EL GHAOUI; SCOR-
LETTI, 1996) que apresenta a representação LFR (do inglês,Linear Fractional Repre-
sentation). Similarmente, outras abordagens foram apresentadas para lidar com sistemas
racionais. Uma atenção especial é dada à representação algébrica diferencial (DAR), que
foi introduzida em (TROFINO, 2000; TROFINO; DE SOUZA, 2001). Ambas representa-
ções permitem modelar classes de funções vetoriais racionais e alguns exemplos de suas
aplicações podem ser vistas em (TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 2003; COUTINHO;
DE SOUZA; BARBOSA, 2007; COUTINHO et al., 2004).

A seguir são descritas, de forma resumida, as abordagens acima mencionadas.
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2.2.2.1 Abordagem por Representação Linear-Fracionária -LFR

Uma abordagem que permite tratar sistemas não-lineares na forma racional é deno-
minada Representação Linear-Fracionária ou LFR (EL GHAOUI;SCORLETTI, 1996).
Tais métodos consideram uma classe particular de sistemas não-lineares dados por:

ẋ = f(x, u) ,
y = g(x, u) ,

(35)

sendo quef eg são funções matriciais racionais nos estadosx ∈ R
n e lineares na entrada

u ∈ R
nu.

Note que é possível reescrever o sistema (35) da seguinte forma:

ẋ = A(x) +Bu(x)u
y = Cy(x) +Dyu(x)u ,

(36)

ondeA(x) Bu(x) Cy(x) eDyu(x) são funções racionais (multivariáveis) emx; A(0) = 0
eC(0) = 0; eBu eDyu não possuem singularidades na origem.

A partir da representação (36), os resultados baseados nesta abordagem consideram o
Lema apresentado a seguir.

Lema 3 Para qualquer função matricial racionalM(x) : R
n → R

p×q, sem singula-
ridades na origem, existem inteiros não-negativosr1, . . . , rn, e matrizesA, B, C e D
de dimensões apropriadas, tal queM(x) tenha a seguinte LFR (para todox ondeM é
definida) (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996):

M(x) = A+B∆(x)[I −D∆(x)]−1C ,

com
∆(x) = diag(x1, Ir1 , . . . , xnIrn) .

Observe que nesta abordagem, deve-se considerar quedet([I −Dqp∆(x)]−1) 6= 0.

A partir do Lema 3, tem-se que as matrizes em (36) podem ser reescritas como:

[

A(x) Bu(x)
Cy(x) Dyu(x)

]

=

[

A Bu

Cy Dyu

]

+

[

Bp

Dyp

]

∆(x)[I −Dqp∆(x)]−1[Cq Dqu]. (37)

A partir de (37), o sistema (36) é reescrito da seguinte forma:

ẋ = Ax+Buu+Bpp

q = Cqx+Dquu+Dqpp

y = Cyx+Dyuu+Dypp

p = ∆(x)q , ∆(x) = diag{x1, Ir1 , . . . , xnIrn} .

(38)

É importante ressaltar que a LFR (38) pode ser vista como um sistema linear invariante
no tempo, conectado a uma entrada fictíciap e uma saída fictíciaq (veja Figura 5), sendo
que a matriz de realimentação∆ é linear no vetor dos estadosx e sua estrutura reflete os
graus de não-linearidade do sistema.

Para ilustrar esta representação é apresentado o seguinte exemplo.
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Figura 5: Representação linear-fracionária.

Exemplo 2 Considere o sistema não-linear apresentado em (31).

ẋ = A(x)x =

[

0 1
1 + x2

1 2 + 8x2
2

]

x.

A partir do Lema 3 conclui-se que, definindo

∆(x) =









x1 0 0 0
0 x1 0 0
0 0 x2 0
0 0 0 x2









,

o sistema não-linear (31) pode ser representado utilizandoa representação linear-fracionária
(38) com

A =

[

0 1
1 2

]

, Bp =

[

0 0 0 0
0 1 0 −8

]

, Cq =









1 0
0 0
0 −1
0 0









, Dqp =









0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0









Bu = 0,Dqu = 0, Cy = 0,Dyu = 0 eDyp = 0.

Considere agora uma regiãoBσ definida como:

Bσ = {x ∈ R
n; |xi| ≤ σ−1, i = 1, . . . , nx}. (39)

comσ > 0. Sex ∈ Bσ então‖∆(x)‖ < σ−1. Esta abordagem é aplicada similarmente
para sistemas com incertezas limitadas em norma. Entretanto, tais conceitos podem ser
utilizados para tratar sistemas não-lineares de forma que uma regiãoR está associada à
função de LyapunovV (x). Então, deve-se considerar a inclusãoR ⊂ Bσ.

Particularmente, esta abordagem utiliza exclusivamente funções de Lyapunov quadrá-
ticas. Então, considerandou = 0 e uma função de Lyapunov na formaV (x) = x′Px, é
possível verificar a estabilidade do sistema (38) conforme apresentado a seguir.

Para um dadoσ > 0, o sistema (38) é quadraticamente estável, se existirem variáveis
P , S eG tais que as LMIs

P > 0 , S > 0 , G = −G′ ,

[

A′P + PA+ C ′
qSCq PBq + C ′

qG+ C ′
qSDqp

⋆ D′
qpSDqpG− σ

2S +D′
qpG−GDqp

]

< 0 (40)
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são verificadas.
De fato, se (40) é satisfeita, então∀‖∆(x)‖ < σ−1 pode-se mostrar que (BOYD et al.,

1994):

[A+Bp∆(x)(I −Dqp∆(x))−1Cq]
′P + P [A+Bp∆(x)(I −Dqp∆(x))−1Cq] < 0.

Neste caso, ao considerar um elipsoideR sendo um conjunto invariante associado à
função de Lyapunov, tal queR ⊂ Bσ, comBσ definido em (39), então as trajetóriasx(t)
iniciadas dentro do elipsoide convergem para a origem quando t→∞.

Com base nesta estratégia, algumas abordagens foram desenvolvidas para tratar o sis-
tema (35). Tais métodos são baseados em LMIs, permitindo a utilização de problemas
de otimização convexa para verificar a estabilidade e para sintetizar controladores. Ou-
tra vantagem ao utilizar esta representação está no fato de que existem algoritmos para
computar LFRs (GHAOUI; NICULESCU, 2000) e é possível obter uma formulação atra-
vés da utilização de umtoolboxespecífico paraMatLab. Para mais detalhes a respeito da
abordagem apresentada nesta seção, pode-se consultar a referência (EL GHAOUI; SCOR-
LETTI, 1996). Além disto, extensões destes métodos para o caso de filtragem de sistemas
não-lineares incertos podem ser vistos em (TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 2003).

2.2.2.2 Representação Algébrica Diferencial

Outra possível formulação para tratar sistemas com dependência racional nos estados
é a representação algébrica diferencial (denominada de representação DAR, para sistemas
em tempo contínuo ou representação algébrica recursiva (RAR)para o caso discreto)
(TROFINO, 2000; COUTINHO et al., 2004; DUROLA; DANÈS; COUTINHO, 2008).

Para introduzir esta representação, considere o seguinte sistema não-linear:

ẋ = f(x) , (41)

ondef(x) é uma função racional emx ∈ R
n.

A representação DAR deste sistema é descrita pelas seguintes equações algébrico-
diferenciais (COUTINHO et al., 2004):

ẋ=A1(x)x+A2(x)z
0 = Ω1(x)x+Ω2(x)z

(42)

ondez ∈ R
nz é um vetor auxiliar contendo termos racionais e polinomiais(com ordem

igual ou maior que dois) def(x); eA1(x) ∈ R
n×n, A2(x) ∈ R

n×nz , Ω1(x) ∈ R
nz×n e

Ω2(x) ∈ R
nz×nz são matrizes afins emx.

Para que a representação acima seja bem definida, a variávelz deve poder ser elimi-
nada da expressão (42), retornando ao sistema original através da seguinte relação:

z = −Ω2(x)
−1Ω1(x)x .

Portanto, a matrizΩ2(x)
′Ω2(x) deve ser inversível para todox ∈ R

n. Desta forma,
assume-se em relação à representação (42) que a matrizΩ2(x) tem posto completo por
colunas para todox ∈ R

n.
Para ilustrar a DAR de sistemas não-lineares é apresentado um exemplo.

Exemplo 3 Relembrando o sistema não-linear apresentado em (31) tem-se:

ẋ1 = x2 ,

ẋ2 = (1 + x2
1)x1 + (2 + 8x2

2)x2 .
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Definindoz = [x2
1 x2

2]
′, obtém-se uma DAR, como definida em (42), para o sistema

acima com

A1(x) =

[

0 1
1 2

]

, A2(x) =

[

0 0
x1 8x2

]

,

Ω1(x) =

[

x1 0
0 x2

]

e Ω2(x) =

[

−1 0
0 −1

]

.

Observe que a matrizΩ2(x) acima tem posto completo por colunas para todox ∈ R
n.

Desta forma a representação é bem definida.

A fim de exemplificar a utilização desta representação aplicada a um sistema racional
é apresentado o seguinte exemplo.

Exemplo 4 Considere o sistema não-linear abaixo:

ẋ = 4x−
x

1 + x2
−

2x2

1 + x2
. (43)

Definindoz =
[

x
1+x2

x2

1+x2

]′

, obtém-se uma DAR, como definida em (42), para o

sistema (43) com
A1(x) =

[

4
]

, A2(x) =
[

−1 −2
]

,

Ω1(x) =

[

1
0

]

e Ω2(x) =

[

−1 −x
x −1

]

.

Similarmente ao exemplo precedente, a representação é bem definida pois é possível
verificar que a matrizΩ2(x) tem posto completo por colunas para todox ∈ R

n.

Observação 1A representação de um sistema racional segundo a DAR (42) nãoé única.
Sendo assim, para um dado sistema racional, diferentes DARspodem ser determinadas.
Entretanto, através da relação entre LFR e DAR apresentada em (COUTINHO et al.,
2008), é possível obter uma DAR com a utilização de algoritmos utilizados para computar
LFRs.

Note que, com a utilização da representação DAR, é possível verificar a estabilidade
do sistema (41), representado na forma (42), a partir da Teoria de Lyapunov apresentada
na Seção 2.1.1. Com este objetivo, considere o seguinte vetorauxiliar

ζ =
[

x′ ẋ′ z′
]′
, ζ ∈ R

nζ , (44)

sendo quenζ = 2nx + nz.
Sejam agora as seguintes matrizes dependentes dos estados:

N0(x) =

[

A1(x) −In A2(x)
Ω1(x) 0 Ω2(x)

]

N1(x) =











x2 −x1 0 · · · 0
0 x3 −x2 · · · 0
...

...
. .. . . .

...
0 · · · 0 xnx

−x(nx−1)











, N1(x) ∈ R
(nx−1)×nx

(45)
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Na definição acima, a matrizN1(x) é umaniquilador linear emx, ou seja,N1(x)x =
0. A noção deaniquiladoreslineares foi aplicada em (TROFINO, 2000) para obter-se
condições na forma de LMIs menos conservadoras para a análise de estabilidade de siste-
mas não-lineares. Além disso, a partir de (42), segue queN0(x)ζ = 0.

Definindo agora

N2(x) =

[ [

N1(x) 0
]

N0(x)

]

, (46)

tem-seN2(x)ζ = 0.
Relembrando dos conceitos apresentados na Seção 2.1, a partir de uma função candi-

data de LyapunovV (x), a ideia é verificar se

V̇ < 0 , ∀ζ : N2(x)ζ = 0 , (47)

ao longo das trajetórias do sistema (41). Uma maneira usual de lidar com este problema é
aplicar o Lema de Finsler (veja Apêndice A (OLIVEIRA; SKELTON, 2001)), sendo que
a condição (47) é satisfeita se a seguinte relação for verificada:

ζ ′ (Λ1 + LN2(x) +N2(x)
′L′) ζ < 0 (48)

Neste caso,L é um multiplicador livre a ser determinado, e

Λ1 =





0 P 0
P 0 0
0 0 0



 .

Se a relação acima é satisfeita para todox pertencente a uma determinada regiãoBx,
entãoV̇ < 0 emBx. Usualmente os testes de estabilidade para sistemas não-lineares
representados a partir de uma DAR utilizam uma estimativa daregião de atraçãoR re-
lacionada comV (x), tal que as condições são verificadas paraR ⊂ Bx, ondeBx é uma
região convexa definidaa priori. Uma forma de resolver este problema é considerarBx
sendo uma região politópica. Desta forma, por convexidade,caso a condição (48) seja
verificada para todos os vértices da regiãoBx, então é verificada para todox ∈ R ⊂ Bx.

Esta abordagem tem sido cada vez mais aceita na literatura, principalmente pela fa-
cilidade de lidar com sistemas incertos e determinadas classes de sistemas não-lineares.
Neste contexto, pode-se citar as metodologias de (COUTINHO et al., 2004) onde condi-
ções de estabilidade, bem como o projeto de controladores foram propostas para lidar
com sistemas não-lineares racionais. Por outro lado, estasmetodologias podem também
ser utilizadas para projeto de filtros para sistemas incertos como visto em (COUTINHO
et al., 2009) e (COUTINHO et al., 2003). Nota-se que a abordagem DAR também pode
ser aplicada a sistemas sujeitos a perturbações, como vistoem (COUTINHO et al., 2008).
Além disto, para sistemas em tempo discreto pode-se citar (COUTINHO; FU; TROFINO,
2004) que apresenta métodos para análise de estabilidade e projeto de compensadores para
sistemas não-lineares incertos.

Destaca-se ainda que a representação DAR pode modelar toda aclasse de funções
vetoriais racionais nos estados, da mesma forma que à representação LFR apresentada
em (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996; TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 2003).Essen-
cialmente, as duas representações são equivalentes no sentido de representarem a mesma
classe de sistemas além da existência de uma relação entre asduas representações (veja,
(COUTINHO et al., 2008) para maiores detalhes). Entretanto,a representação DAR pos-
sui algumas vantagens, dentre elas a facilidade da extensãodos resultados principalmente
para tratar funções de Lyapunov mais complexas.
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2.2.2.3 Abordagem por Somas de Formas Quadráticas

Recentemente, diversas técnicas para análise de estabilidade e síntese de controla-
dores têm sido propostas para sistemas polinomiais. Veja por exemplo, (CHESI; TESI;
VICINO, 2002; CHESI et al., 2004; CHESI, 2004; VALMORBIDA; TARBOURIECH;
GARCIA, 2010b). Neste sentido, a abordagem por somas de formasquadráticas ouSOS
(do inglês,sum of squares) tem recebido atenção nos últimos anos por tratar sistemas
polinomiais utilizando técnicas LMIs. Este método é apresentado de forma resumida a
seguir e para maiores detalhes, além das citações no decorrer do texto, recomenda-se a
referência (CHESI, 2011).

Primeiramente, considere um polinômioF (x) definido por (33). ObviamenteF (x) é
não-negativo, ou seja,F (x) ≥ 0, se os graus deste polinômio (ou uma representação na
forma homogênea) são pares. Desta forma, uma simples condição suficiente para que uma
funçãoF (x) seja não-negativa é dada pela existência de uma decomposição na seguinte
forma (PARRILO, 2000):

F (x) =
M
∑

i

f 2
i (x), i = 1, . . . ,M. (49)

Se uma funçãoF (x) pode ser escrita na forma (49), para algum conjunto de funções fi,
entãoF (x) é não-negativa para todox. Com esta consideração, é apresentada a seguinte
definição (PAPACHRISTODOULOU, 2005).

Definição 13 Um polinômioF (x) de grau2d é SOSse e somente se existir uma matriz
semidefinida positivaQ e um vetor de monômiosz contendo os monômios emx de grau
igual ou menor qued tal que

F (x) = z′Qz. (50)

A ideia básica do método consiste em expressar o polinômio dado como uma forma
quadrática em uma nova variável vetorialz. Esta nova variável contém um conjunto de
monômios dados pelos diferentes produtos das variáveisx do polinômio original. Assim,
seQ ≥ 0, entãoF (x) ≥ 0.

Note que o vetorz possui variáveis que não são independentes entre si. Logo esta
representação pode não ser única. Além disso, pode-se terQ ≥ 0 para algumas repre-
sentações e não para outras. Por outro lado, seF (x) pode realmente ser reescrito como a
soma dos quadrados de polinômios, então é possível utilizaruma expansão em monômios
tal queF (x) possa ser representado por (50). Com o intuito de ilustrar este procedimento,
é apresentado o seguinte exemplo.

Exemplo 5 Considere o seguinte polinômio (PARRILO, 2000)

F (x) = 2x4
1 + 2x3

1x2 − x
2
1x

2
2 + 5x4

2.

Definindoz = [x2
1 x2

2 x1x2]
′ tem-se que:

F (x) = z′Qz =





x2
1

x2
2

x1x2





′ 



2 0 1
0 5 0
1 0 −1









x2
1

x2
2

x1x2



 (51)
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Neste caso, não é possível verificarQ ≥ 0, no entanto, definindo uma matrizL(λ) tal
quez′(L(λ))z = 0, pode-se adicionar graus de liberdade ao problema. Então, épossível
considerar que:

F (x)=z′(Q+ L(λ))z=





x2
1

x2
2

x1x2





′







2 0 1
0 5 0
1 0 −1



+





0 −λ 0
−λ 0 0
0 0 2λ













x2
1

x2
2

x1x2



 . (52)

Note que com esta representação é possível encontrar valorespara a variávelλ tal
queS ′S = (Q + L(λ)) ≥ 0. Por exemplo, utilizandoλ = 3, tem-se uma possível
decomposição paraF (x) na forma de soma dos quadrados como segue:

F (x) = z′L′Lz =
1

2





x2
1

x2
2

x1x2





′ 



2 0
−3 1
1 3





[

2 −3 1
0 1 3

]





x2
1

x2
2

x1x2



 ,

logo

F (x) =
1

2
[(2x2

1 − 3x2
2 + x1x2)

2 + (x2
2 + 3x1x2)

2].

Utilizando a teoria de Lyapunov, apresentada na Seção 2.1.1, conceitos para garantir
a análise de estabilidade são relacionados à existência de uma função candidata de Lya-
punovV (x) definida positiva de modo que sua derivadaV̇ (x) seja negativa ao longo das
trajetórias do sistema. Utilizando esta abordagem é possível caracterizar a estabilidade de
sistemas polinomiais com base na teoria de Lyapunov, sendo que a ideia básica consiste
em garantir que:

• V (x) éSOS;

• −V̇ (x) éSOS.

EntãoV (x) é uma função de Lyapunov e pode-se verificar a estabilidade desistemas
polinomiais (PAPACHRISTODOULOU, 2005).

Observe que, neste caso, ao utilizar uma função de Lyapunov quadrática na forma
V (x) = x′Px sendo queP = P ′ seja uma matriz a ser determinada, o problema deixa
de ser LMI. Diferentemente de outras abordagens, técnicas baseadas emSOSnecessitam
que a função de Lyapunov seja definida previamente.

Esta abordagem pode ser utilizada na análise de estabilidade de uma classe de sistemas
polinomiais, considerando a busca de estimativas da regiãode atração na formaR = {x ∈
R : V (x) < c} (CHESI, 2011). Assim, pode-se considerar que a condiçãoV̇ (x) < 0,
∀x ∈ R, é satisfeita se existir um polinômios(x) tal que

s(x) e − V̇ (x) + (V (x)− c)s(x) sãoSOS. (53)

De fato, seV (x) é SOS, logoV (x) − c também éSOS. Então, é possível verificar a
condiçãoV̇ (x) < 0, ∀x ∈ R, comR = {x ∈ R : V (x) < c} utilizandoS-Procedure
(veja Apêndice A) de forma que se (53) é satisfeita, entãoV̇ (x) < 0, ∀x ∈ R.
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2.3 Sistemas Sujeitos a Saturação

Na prática, grande parte dos sistemas de controle possuem restrições físicas ou de
segurança em seus atuadores, as quais limitam os sinais de controle que podem ser efe-
tivamente aplicados a planta. Este fato tem motivado um grande número de trabalhos
relacionados aos efeitos provenientes saturação tanto para estabilidade quanto para de-
sempenho de sistemas de controle em malha fechada (HU; LIN, 2001; KAPILA; GRIGO-
RIADIS, 2002; TARBOURIECH; GARCIA; GLATTFELDER, 2007; TARBOURIECH
et al., 2011).

A função saturação pode ser definida como:

sat(u(i)) =







u0(i), se u(i) > u0(i)

u(i), se −u0(i) < u(i) < u0(i), i = 1, . . . , nu,
−u0(i), se u(i) < u0(i),

(54)

onde±u0(i) denotam os valores limites simétricos do sinalu comu ∈ R
nu .

A grande maioria dos trabalhos que tratam de sistemas com saturação de atuadores
considera sistemas com dinâmica linear, ou seja,

x = Ax+Bsat(u) . (55)

A fim de modelar o sistema (55), podem ser encontradas diversas abordagens na litera-
tura, sendo as mais utilizadas: não-linearidade de setor (HINDI; BOYD, 1998; TARBOU-
RIECH; PITTET; BURGAT, 2000; GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005),
politópica (MOLCHANOV; PYATNITSKIY, 1989; GOMES DA SILVA Jr.; TARBOU-
RIECH, 1997; HENRION; TARBOURIECH, 1999; HU; LIN; CHEN, 1999), regiões
de saturação (GOMES DA SILVA Jr., 1997), incerteza paramétrica limitada em norma
(GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2000) e saturação homogênea (CASTELAN,
1992). Além disso, diversas técnicas são propostas para estimar a região de atração (veja,
por exemplo, (HINDI; BOYD, 1998; GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 1999;
HENRION; TARBOURIECH, 1999; HU; LIN; CHEN, 1999; ALAMO et al., 2006)) e
para caracterizar a estabilidadeL2 (veja, dentre outros, (HINDI; BOYD, 1998; CASTE-
LAN et al., 2006)). Uma visão geral sobre estas modelagens e abordagens para estimativa
da região de atração podem ser encontradas em (TARBOURIECH et al., 2011).

Por outro lado, o número de trabalhos que abordam a estabilidade e estabilização de
sistemas de controle com dinâmica não-linear e sujeitos a saturação é significantemente
menor. Estes se referem principalmente a sistemas em tempo contínuo (veja, por exem-
plo, (VALMORBIDA; TARBOURIECH; GARCIA, 2010b; BARREIRO; ARACIL; PA-
GANO, 2006; CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2005, 2008; GOMES DA
SILVA Jr.; CORSO; CASTELAN, 2008; COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010)).
Relacionado com a abordagem utilizada nesta tese, pode-se destacar o trabalho proposto
em (COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010), que considera o problema de deter-
minar uma estimativa da região de atração para sistemas racionais sujeitos a saturação.
Para sistemas em tempo discreto, pode-se ainda citar as referências (CASTELAN; MO-
RENO; PIERI, 2006; CASTELAN et al., 2010), que propõem métodos baseados em LMI
para lidar com o problema de estabilização de uma classe de sistemas apresentando não-
linearidades limitadas em setor.

2.3.1 Modelagem por Não-linearidade do Tipo Zona-morta

Conforme visto anteriormente, diversos modelos encontrados na literatura tiveram por
objetivo modelar os efeitos da saturação de sistemas em malha fechada. Entretanto, atra-
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vés de uma modelagem adequada, pode-se obter condições de estabilidade diretamente na
forma de LMIs, evitando assim o uso de procedimentos iterativos. Nesta seção é apresen-
tada uma modelagem por não-linearidade do tipo zona-morta,cuja abordagem é utilizada
neste trabalho.

Primeiramente, considere o sistema não-linear abaixo:

ẋ = f(x) + g(x)u . (56)

Então, define-se a não-linearidade zona morta como:

ψ(u)
△
= u− sat(u) . (57)

ou equivalentemente

ψ(u(i)) =







u(i) − u0(i)
, se u(i) > u0(i)

,

0, se −u0(i)
< u(i) < u0(i)

,

u(i) + u0(i)
se u(i) < −u0(i)

,

comi = 1, . . . , nu.
A fim de apresentar a condição que será utilizada neste trabalho, considere que a lei

de controle é uma realimentação de estadosu = Kx e considere ainda que uma matriz
G ∈ R

nu×n de forma que o seguinte conjunto possa ser definido:

S
△
= {x ∈ R

n : |(K(i) −G(i))x| ≤ u0(i)}, i = 1, . . . , nu. (58)

A partir da não-linearidade zona mortaψ(u) em (57) e do conjuntoS definido acima,
o seguinte Lema pode ser enunciado (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005).

Lema 4 Sex ∈ S, então a relação

ψ(u)′T [ψ(u)−Gx] ≤ 0 (59)

é verificada para qualquer matriz diagonal e definida positiva T ∈ R
nu×nu.

Considerando não-linearidades do tipo zona-morta, a relação apresentada no Lema 4
pode ser vista como uma condição de setor generalizada que engloba a condição clássica
que é utilizada, como em (HINDI; BOYD, 1998) e (KIYAMA; IWASAKI, 2000). A
condição de setor generalizada é conhecida por ser menos conservadora do que a clássica
ao lidar com estabilidade de sistemas sujeitos a saturação no atuador (GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH, 2005).

Mais informações a respeito da modelagem apresentada nestaseção, bem como, a
prova formal do Lema 4 podem ser encontradas em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOU-
RIECH, 2005) ou alternativamente em (TARBOURIECH; PRIEUR; J. M. GOMES DA
SILVA Jr., 2006).

2.3.2 O Problema de Anti-Windup

O objetivo de utilizar técnicas deanti-windupé a introdução de modificações em um
controlador pré-estabelecido a fim de minimizar os efeitos causados pela saturação. Ape-
sar de existirem muitas técnicas e abordagens diferentes, amaioria dos métodos propostos
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para síntese deanti-windupsão aplicados a modelos lineares e, mesmo neste caso, o pro-
jeto anti-winduppode ser um problema de solução complexa (veja, por exemplo (TAR-
BOURIECH et al., 2011; TARBOURIECH; TURNER, 2009; TEEL; KAPOOR, 1997;
GALEANI et al., 2009; ZACCARIAN; TEEL, 2011; CAO; LIN; WARD, 2002;GOMES
DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005)).

A ideia básica desta estratégia é apresentada na Figura 6. A compensação deanti-
windupconsiste em realimentar a diferença entre o sinal dado pelo controlador e o sinal
saturado através de um ganho (anti-windupestático) ou de um sistema dinâmico.

Figura 6: Compensação anti-windup.

A partir da Figura 6, por exemplo considere a planta linear dada por:

ẋ = Axx+Bxsat(u),
y = Cxx,

(60)

sendo quex denota o vetor de estados;y é a saída medida;u é a entrada de controle;
sat(·) é a função clássica de saturação.

Assume-se que um controlador estabilizante dinâmico de saída, dado por:

η̇ = Aηη +Bηy,

u = Cηη +Dηy ,
(61)

foi projetado para garantir algum desempenho desejado e a estabilidade do sistema em
malha fechada (60)-(61) na ausência de saturação no controle, sendo:η o estado do
controlador;y é a entrada do controlador;u é a saída do controlador.

Com o objetivo de minimizar os efeitos indesejáveis causadospela saturação, um
ganho deanti-windupé adicionado ao controlador. Assim, considerando a dinâmica do
controlador e a estratégia deanti-windup, o sistema em malha fechada é dado por:

ẋ = Axx+Bxsat(u),
y = Cxx,

η̇ = Aηη +Bηy + Ec(sat(u)− u),
u = Cηη +Dηy,

(62)

sendo queEc é uma matriz constante representando o ganho deanti-windup.
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Note ainda que, a partir da definição da não-linearidade zona-morta (57), é possível
reescrever o sistema (62) da seguinte forma:

ẋ = Axx+Bxu−Bxψ(u),
y = Cxx,

η̇ = Aηη +Bηy − Ecψ(u),
u = Cηη +Dηy .

(63)

Sendo assim, com base nesta representação, é possível utilizar a condição de setor
generalizada mesmo para síntese de compensadoresanti-windup (GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH, 2005; GRIMM et al., 2003).

Com base nas considerações apresentadas, destaca-se que comportamentos inadequa-
dos podem surgir ao aplicar o compensadoranti-windupno sistema original, quando este é
sintetizado considerando uma aproximação linear de um sistema não-linear. Além disso,
como demonstrado em (CAO; LIN; WARD, 2002; GOMES DA SILVA Jr.; TARBOU-
RIECH, 2005) para sistemas lineares, com a utilização de compensadoresanti-windup
pode-se aumentar a região de atração. Entretanto, a região de atração calculada para o
sistema em malha fechada considerando uma aproximação linear pode ser significante-
mente modificada devido a dinâmicas não-lineares. Em geral,não pode-se garantir que
uma região de estabilidade levando em conta uma aproximaçãolinear será válida para o
sistema não linear original.

Assim, ao projetar um compensadoranti-windupé importante considerar tanto sis-
temas com dinâmica não-linear quanto a limitação do atuador. Neste contexto, alguns
métodos têm sido propostos nos últimos anos. Por exemplo, podem ser citados: (PREM-
PAIN; TURNER; POSTLETHWAITE, 2009; WU; GRIGORIADIS; PACKARD, 2000)
que consideram a síntese deanti-winduppara sistemas com parâmetros variando linear-
mente; (MORABITO; TEEL; ZACCARIAN, 2004) que propõe métodos deanti-windup
para sistemas Euler-Lagrange; e (KAHVECI; IOANNOU; MIRMIRANI, 2007) que consi-
dera projeto de controle adaptativo. Além disso, também pode-se citar trabalhos que
lidam com uma arquiteturaanti-winduppara sistemas com inversão de dinâmica não-
linear (NDI ), como (HERRMANN et al., 2010; KENDI; DOYLE III, 1997; KAPOOR ;
DAOUTIDIS, 1999; DOYLE III, 1999; MENON et al., 2006). Recentemente, em (VAL-
MORBIDA et al., 2010) é proposta uma abordagem para síntese de um compensador
anti-windupdinâmico para a classe de sistemas quadráticos, com o objetivo de aumentar
a estimativa da região de atração.

2.4 Considerações Finais

A estabilidade e a estabilização de sistemas utilizando métodos baseados em LMIs
têm recebido cada vez mais atenção nos últimos anos pelo fatode permitir a solução de
uma grande gama de problemas de controle a partir da solução de problemas de otimi-
zação convexa. Embora a maioria dos resultados sejam propostos para sistemas lineares,
alguns trabalhos foram propostos para lidar com sistemas não-lineares, tanto para análise
da estabilidade quanto para projeto de controladores estabilizantes, principalmente para
sistemas em tempo contínuo. Além disso, o número de trabalhos que abordam a esta-
bilidade e a síntese deanti-winduppara sistemas de controle com dinâmica não-linear e
sujeitos a saturação é significantemente menor. Entretanto, nota-se que ainda há espaço
para melhorias dos métodos existentes a fim de evitar técnicas de relaxação ou mesmo
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para reduzir o conservadorismo existente. Observa-se também que poucos resultados li-
dam diretamente ou foram estendidos para sistemas discretos.

Dentre as abordagens apresentadas neste capítulo para tratar sistemas não-lineares
pode-se destacar alguns pontos importantes: uma comparação entre as abordagens condi-
ção clássica de setor (CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2005) e com a re-
presentação algébrica diferencial é apresentada em (COUTINHO; GOMES DA SILVA
Jr., 2010) para estimar a região de atração. Observa-se que condições para tratar sistemas
baseadas na condição clássica de setor são, em geral, mais conservadoras se comparadas
com resultados baseados em DAR. No entanto, esta última pode ser aplicada apenas a sis-
temas racionais. Ao utilizar-se a condição clássica de setor é possível modelar qualquer
classe de sistemas desde que pertençam a um setor previamente definido. Além disso,
há uma relação entre a representação DAR e a LFR proposta em (TUAN; APKARIAN;
NGUYEN, 2003). Por outro lado, nota-se que atualmente a abordagemSOSnão é usual-
mente aplicada a sistemas racionais, que será foco deste trabalho.

Neste sentido, técnicas para calcular uma estimativa da região de atração para sistemas
racionais sujeitos a saturação foi proposta em (COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr.,
2010). Tais técnicas consideram somente a análise de estabilidade e o caso de sistemas
monovariáveis. Além disso, sabe-se que através de projeto compensadores deanti-windup
ou projeto de leis de controle, levando em conta as não-linearidades da planta e a saturação
de controle, pode-se aumentar a região de atração. Assim, estes resultados foram os
motivadores iniciais para esta tese.
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3 ANÁLISE DE ESTABILIDADE - CASO DISCRETO

Este capítulo apresenta o desenvolvimento de métodos para analisar a estabilidade de
sistemas não-lineares racionais em tempo discreto sujeitos a saturação do atuador e pertur-
bações limitadas. É importante ressaltar que parte dos resultados apresentados neste capí-
tulo foram inspirados nos resultados propostos em (COUTINHO; GOMES DA SILVA
Jr., 2010), o qual focou no problema de análise de estabilidade para sistemas não lineares
em tempo contínuo sujeitos a saturação. No entanto, a metodologia proposta neste artigo
não pode ser diretamente aplicada à análise de sistemas em tempo discreto. Para contor-
nar esse problema, o capítulo apresenta uma solução considerando funções de Lyapunov
quadráticas por partes.

Na abordagem proposta aplica-se uma representação algébrica recursiva (RAR) do
sistema racional que permite derivar as condições de estabilidade no sentido de Lyapunov
com base em LMIs que são numericamente resolvidas nos vértices de um politopo de
estados admissíveis. Para lidar com a saturação, considera-se uma versão modificada da
condição generalizada do setor proposta em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH,
2005). Os resultados são desenvolvidos considerando dois tipos de funções de Lyapunov:
quadrática e quadrática por partes. A partir destes elementos, propõe-se condições para
analisar tanto a estabilidade local assintótica, quanto a estabilidade externa (no sentidoℓ2)
do sistema em malha fechada. Estes resultados são aplicadosà problemas de otimização
com seguintes objetivos:

(i) determinar uma estimativa maximizada da região de atração;
(ii) calcular um limite superior maximizado para as perturbações admissíveis (ou seja,

estimar o conjunto máximo de distúrbios para os quais as trajetórias do sistema são limi-
tadas) e

(iii) obter uma estimativa minimizada de um limite superior para oganhoℓ2 do sis-
tema para um dado conjunto admissível de perturbações.

A seguir são apresentados algumas definições e conceitos referentes ao problema a
ser estudado. Logo após, são apresentados resultados teóricos obtidos para caracterizar a
estabilidade de sistemas não-lineares em tempo discreto sujeitos a saturação. Por fim, são
propostos problemas de otimização.

3.1 Apresentação do problema

Considere a seguinte classe de sistema de controle não-lineares em tempo discreto

x+ = f(x,w) + g(x)sat(u)
y = h(x,w)
u = K(x)x

(64)
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sendo quex ∈ Bx ⊂ R
n representa o vetor de estados (x+ = x(k+1)); w ∈ W ⊂ ℓnw

2 é o
sinal de perturbação;y ∈ R

ny é a saída regulada;u ∈ R é a entrada de controle;sat(·) é a
função clássica de saturação unitária, i.e.,sat(u) := sign(u) min{|u|, 1}; K(x) ∈ R

1×n

K(x) : R
n 7→ R é uma dada função vetorial racional emx representando uma dada lei

de controle estabilizante sendo que os elementos deK(x) são não-singulares para todo
x ∈ Bx; f : R

n × R
nw 7→ R

n eh : R
n × R

nw 7→ R
ny são funções vetoriais racionais

emx e lineares em relação aw; eg : R
n 7→ R

n é uma função vetorial racional emx.
Assume-se que as funções vetoriaisf(·), g(·) eh(·) não possuem singularidades para

todo x ∈ Bx e que os termos a direita de (64) satisfazem as condições de existência e
unicidade de solução para todox, u ew. Além disso, assume-se que:

(H1) a origem é um ponto de equilíbrio assintoticamente estávelpara o sistema sem
perturbações (i.e., paraw ≡ 0); e

(H2) o domínioBx é um dado politopo contendo a origem.

Neste contexto, define-se o conjunto de sinais de perturbações admissíveis da seguinte
forma:

W :=
{

w ∈ R
nw : ‖w‖22 ≤ β

}

(65)

sendoβ ∈ R um parâmetro positivo que define o tamanho do conjuntoW. Assim,
considera-se quew pertence à classe de sinais com normaℓ2 limitada, ou seja com energia
limitada.

Conforme visto na Seção 2.1.1, na ausência de perturbação, ouseja paraw ≡ 0, a
região de atração do sistema em malha fechada é definida por umconjunto de condições
iniciais denotado porRa, tal quelimk→∞ x(k) = 0 para toda condição inicialx(0) ∈ Ra.

Este capítulo tem como objetivo o desenvolvimento de métodos baseados em LMIs
para caracterização da estabilidade interna e externa do sistema (64). Em particular, o
foco está nos seguintes problemas:

a) Estabilidade Assintótica

Paraw(k) = 0,∀k ≥ 0, o objetivo está em calcular uma estimativa maximizada da
região de atração,Ra.

b) Estabilidade ℓ2 Entrada-Estado

Parax(0) ∈ R0, sendoR0 um certo conjunto de condições iniciais admissíveis,
ew 6= 0, o objetivo está em estimar o máximo limite superiorβ para o conjunto
de perturbações admissíveisW tal que as trajetórias do sistema comw ∈ W são
limitadas. Além disso, quando esvanece a perturbação (w(k) = 0), tem-se que
limk→∞ x(k) = 0.

c) Estimativa do Ganhoℓ2

Parax(0) = 0 ew ∈ W com um dadoβ admissível, o objetivo está em determinar
um limitante superior para o ganhoℓ2 da perturbaçãow para a saíday.

3.2 Preliminares

Nesta seção são apresentados alguns resultados básicos necessários para o desenvol-
vimento dos métodos baseados em LMIs para tratar a análise deestabilidade descrita na
Seção 3.1. Neste contexto, é apresentada a RAR de sistemas não-lineares em tempo dis-
creto sujeitos a perturbações e alguns resultados abordando a inclusão de elipsoides em
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domínios politópicos. Então, uma versão modificada da condição generalizada de setor
vista no capítulo 2 é apresentada, que será útil para lidar com a não-linearidade corres-
pondente à saturação.

3.2.1 Representação Algébrica Recursiva – RAR

Primeiramente, considerando a definição da não-linearidade zona-morta dada em (57),
isto é

ψ(u)
△
= u− sat(u) , (66)

reescreve-se o sistema (64) da seguinte forma:

x+ = f(x,w) + g(x)u− g(x)ψ(u) ,
y = h(x,w) ,
u = K(x)x .

(67)

Considere agora a seguinte RAR (DUROLA; DANÈS; COUTINHO, 2008)para o
sistema (67):

x+ = A1(x)x+ A2(x)z + A3(x)ψ(u) + A4(x)w
y = E1(x)x+ E2(x)z + E3(x)ψ(u) + E4(x)w
0 = Ω1(x)x+ Ω2(x)z + Ω3(x)ψ(u) + Ω4(x)w

(68)

sendo quez ∈ R
nz é uma função vetorial auxiliar emx contendo termos racionais e

polinomiais (termos de ordem maior ou igual a dois) def(x,w) + g(x)u − g(x)ψ(u) e
deh(x,w); eA1(x) ∈ R

n×n, A2(x) ∈ R
n×nz , A3(x) ∈ R

n×1, A4(x) ∈ R
n×nw , E1(x) ∈

R
ny×n, E2(x) ∈ R

ny×nz , E3(x) ∈ R
ny×1, E4(x) ∈ R

ny×nw , Ω1(x) ∈ R
nz×n, Ω2(x) ∈

R
nz×nz eΩ3(x) ∈ R

nz×1 são funções matriciais afins emx.
Similarmente à representação descrita acima, supõe-se quea lei de controleu pode

ser decomposta da seguinte forma

u = K(x)x = K1(x)x+K2(x)ρ(x)
0 = Ψ1(x)x+ Ψ2(x)ρ(x)

(69)

sendo que:ρ(x) ∈ R
nρ é uma função vetorial não-linear emx contendo termos racionais

e polinomiais (termos de ordem maior ou igual a dois) deK(x)x; K1(x) ∈ R
1×n e

K2(x) ∈ R
1×nρ são funções vetoriais linha emx; e Ψ1(x) ∈ R

nρ×n e Ψ2(x) ∈ R
nρ×nρ

são funções matriciais afins emx.
Para garantir que as representações em (68) e (69) sejam bem definidas (no sentido

que a unicidade da soluçãox(k) seja assegurada), considera-se que:

(H3) as funções matriciaisΩ2(x) eΨ2(x) têm posto completo para todox ∈ Bx.

Note que seH3 é satisfeita, os vetores auxiliaresz(·) eρ(·) podem ser eliminados de
(68) e (69) levando a representação original do sistema (67), utilizando

z(x,w) = −Ω2(x)
−1(Ω1(x)x+ Ω3(x)ψ(u) + Ω4(x)w) (70)

ρ(x) = −Ψ2(x)
−1Ψ1(x)x (71)

3.2.2 Teoria de Lyapunov para Estabilidadeℓ2

Neste capítulo é considerada uma função de Lyapunov quadrática, ou seja

V (k) = x′Px
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sendo queP = P ′ > 0 eP ∈ R
n×n. Neste caso, conforme visto no capítulo 2, a variação

deV (k) é dada por∆V (k) = x′+Px+−x
′Px. Além disso, considera-se os conjuntosR0

dado por (15) eR definido em (16):

R0 , {x ∈ Rn : V (x) ≤ α} (72)

e
R , {x ∈ Rn : V (x) ≤ δ} ⊂ Bx (73)

comδ = α+ β.
A partir destas definições, considera-se queJ = ∆V (k)−w′w + γ−2y′y. Conforme

visto na Seção 2.1.2, sex(0) ∈ R0 ⊂ R ⊂ Bx e J < 0 ao longo das trajetórias do
sistema em malha fechada (67), pode-se concluir o seguinte:

• Sew(k) = 0, então∆V (k) < −γ−2y′y ≤ 0, o que assegura quex(k)→ 0 quando
k →∞.

• Sew(k) 6= 0, comw satisfazendo (65), então

– Sex(0) ∈ R0, as trajetórias do sistema não saem do conjuntoR, pois neste
casoV (T ) < V (0) + ‖w‖22 − γ

−2‖y‖22 ≤ α+ β = δ;

– A energia da saída satisfaz‖y‖22 < γ2‖w‖22 + γ2V (0) paraT →∞.

Note queJ < 0 assegura queR inclui a região de estados que são alcançados consi-
derando quex(0) ∈ R0 ew satisfazendo (65). Além disso, sempre quew = 0 segue que
∆V (k) < 0, ∀x ∈ R, o que significa queR está incluída emRa. Assim,R representa
uma estimativa da região de atração do sistema em malha fechada.

3.2.3 Politopo dos Estados Admissíveis

Considere que a regiãoBx é dada por um politopo contendo a origem em seu interior.
Então,Bx pode ser descrita por um conjunto de inequações escalares daseguinte forma:

Bx = {x ∈ R
n : q′rx ≤ 1, r = 1, . . . , ne} (74)

comne sendo o número de faces deBx e qr ∈ R
n. De forma alternativa,Bx pode ser

descrita como um envelope convexo a partir de seus vértices,sendoV(Bx) o conjunto dos
vértices deBx, isto é,V(Bx) = {v1, v2, . . . , vnBx

} tem-se∀x ∈ Bx que:

x =

nBx
∑

i=1

divi

com escalaresdi ≥ 0, tais que
∑

di = 1.
Com base nas considerações apresentadas na Seção 2.1.3.3, o conjuntoR deve estar

incluso na regiãoBx e esta condiçãoR ⊂ Bx pode ser descrita da seguinte forma:

2− q′rx− x
′qr ≥ 0 , ∀x : x′Px− δ ≤ 0 , r = 1, . . . , ne .

A partir da generalização doS-Procedure(BOYD et al., 1994), a condição acima é
satisfeita se:

[

1
x

]′ [
(2νr − δ) −νrq

′
r

−ν ′rqr P

] [

1
x

]

≥ 0, (75)

parar = 1, . . . , ne, ondeν1, ν2, . . . , νne
sendo escalares positivos a serem determinados.
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3.2.4 Condição de Setor Generalizada

Considere uma função vetorial linhaG(x) ∈ R
1×n e a definição do seguinte conjunto:

S
△
= {x ∈ R

n : |(K(x)−G(x))x| ≤ 1} . (76)

Considerando a não-linearidade zona-mortaψ(u) dada em (66) e o conjuntoS defi-
nido acima, o seguinte Lema pode ser apresentado como uma versão do Lema 4 visto no
capítulo 2.

Lema 5 Sex ∈ S então a relação

ψ(u)′µ[ψ(u)−G(x)x] ≤ 0 (77)

é verificada para qualquer escalar positivoµ.

Neste capítulo considera-se que a matrizG(x) possui a seguinte forma:

G(x)x = G1(x)x+G2(x)ρ(x) , (78)

sendo queG1(x) ∈ R
1×n e G2(x) ∈ R

1×p são funções matriciais afins emx a serem
determinadas; eρ(x) é o mesmo vetor considerado em (69).

Similarmente ao resultado apresentado na Seção 3.2.3, com base em (69), (76) e (78),
a restriçãoR ⊂ S pode ser definida da seguinte forma:

1 + (G1(x)−K1(x))x+ (G2(x)−K2(x))ρ(x) ≥ 0
1 + (K1(x)−G1(x))x+ (K2(x)−G2(x))ρ(x) ≥ 0

}

∀x : x′Px− δ ≤ 0 .

Aplicando oS-Procedure, a condição acima é satisfeita se for verificada a seguinte
relação:

ξ′ Ξj(x) ξ ≥ 0 , ∀x ∈ Bx , j = 1, 2 (79)

comξ=[ 1 x′ ρ(x)′ ]′ ∈ R
nξ , nξ = 1 + n+ p,

Ξj(x)=





2ϑj − δ κj ςj
κ′j P 0
ς ′j 0 0





com
κj = (−1)j(G1(x)−K1(x))ϑj,

ςj = (−1)j(G2(x)−K2(x))ϑj

e sendo queϑ1 eϑ2 são escalares positivos a serem determinados.

3.3 Resultado Principal

Nesta seção, métodos baseados em LMI para tratar os problemas de estabilidade des-
crito na Seção 2.1.3 são apresentados. A ideia principal é obter condições na forma de
LMIs que dependem de forma afim emx. Neste sentido, duas abordagens são desenvol-
vidas: a primeira considera uma função de Lyapunov quadrática, enquanto que a segunda
emprega funções de Lyapunov quadráticas por partes.
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3.3.1 Abordagem - Função de Lyapunov Quadrática

Considere o seguinte vetor auxiliar

ζ =
[

x′ x+
′ z′ w′ ψ(u) ρ′

]′
, ζ ∈ R

nζ , (80)

sendonζ = 2n+ nz + nw + 1 + nρ e as seguintes matrizes dependentes dos estados

N0(x) =





A1(x) −In A2(x) A4(x) A3(x) 0
Ω1(x) 0 Ω2(x) Ω4(x) Ω3(x) 0
Ψ1(x) 0 0 0 0 Ψ2(x)





N1(x) =











x2 −x1 0 · · · 0
0 x3 −x2 · · · 0
...

...
. . . . ..

...
0 · · · 0 xn −x(n−1)











, N1(x) ∈ R
(n−1)×n

(81)

Na definição acima, segue queN0(x)ζ = 0 e a matrizN1(x) é um aniquilador linear
dex 1, isto é,N1(x)x = 0.

Definindo agora

N2(x) =

[ [

N1(x) 0
]

N0(x)

]

, (82)

tem-se queN2(x)ζ = 0.
Relembrando os conceitos apresentados na Seção 3.2.2, a ideia é verificar seJ < 0

ao longo das trajetórias do sistema (67), ou seja:

∆V − w′w +
y′y

γ2
< 0 , ∀ζ : N2(x)ζ = 0 (83)

Aplicando o Lema de Finsler apresentado no Apêndice A, a condição (83) é satisfeita
se a seguinte relação for verificada:

ζ ′
(

Λ1 +
Y (x)′Y (x)

γ2
+ LN2(x) +N2(x)

′L′

)

ζ < 0 (84)

sendo queL é um multiplicador livre a ser determinado,

Y (x)=
[

E1(x) 0 E2(x) E4(x) E3(x) 0
]

e

Λ1 =

















−P 0 0 0 0 0
0 P 0 0 0 0
0 0 0q 0 0 0
0 0 0 −Inw

0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0nρ

















.

Com base no Lema 5, sex ∈ S, então a relação (77) é verificada para qualquer escalar
positivoµ. Assim, se∀x ∈ Bx

ζ ′
(

Λ1 +
Y (x)′Y (x)

γ2
+ LN2(x) +N2(x)

′L′

)

ζ − 2ψ(u)′µ[ψ(u)−G(x)x] < 0 (85)

1Conceitos relacionados a aniquiladores lineares emx foram aplicados em (TROFINO, 2000) para
obter condições na forma de LMIs menos conservadoras. Nestecaso, há a introdução de multiplicadores
adicionais através do Lema de Finsler para análise de estabilidade de sistemas não-lineares.
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é verificada, então (84) também é verificada para todox ∈ S ∩ Bx.
Note que pode-se reescrever (85) da seguinte forma:

ζ ′
(

Λ2(x) +
Y (x)′Y (x)

γ2
+ LN2(x) +N2(x)

′L′

)

ζ < 0 (86)

com

Λ2(x)=

















−P 0 0 0 µG1(x)
′ 0

0 P 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −Inw

0 0
µG1(x) 0 0 0 −2µ µG2(x)

0 0 0 0 µG2(x)
′ 0

















.

A partir da relação acima e aplicando o complemento de Schur apresentado no Apên-
dice A, se a seguinte desigualdade matricial

Λ3(x) +

[

L

0

]

[

N2(x) 0
]

+

[

N2(x)
′

0

]

[

L′ 0
]

< 0 , ∀x ∈ Bx , (87)

é verificada com

Λ3(x)=





















−P 0 0 0 µG1(x)
′ 0 E1(x)

′

⋆ P 0 0 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0 0 E2(x)

′

⋆ ⋆ ⋆ −Inw
0 0 E4(x)

′

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2µ µG2(x) E3(x)
′

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −γ2Iny





















,

então (86) é satisfeita para todox ∈ S ∩ Bx e assimJ < 0.
Considere agora as seguintes matrizes:

N3(x) =

[

x −In
0 N1(x)

]

, N4(x) =

[

N3(x) 0
[

0 Ψ1(x)
]

Ψ2(x)

]

.

A partir de (69), segue queN4(x)ξ=0. Assim, a condição

ξ′
(

Ξj(x) +QjN4(x) +N ′
4(x)Q

′
j

)

ξ ≥ 0 , ∀x ∈ Bx , j=1, 2 , (88)

implica em (79), sendo queQ1 eQ2 são multiplicadores livres a serem determinados.
Para desenvolver condições convexas, a partir das condiçõesJ < 0 eR ⊂ S ∩ Bx,

considerou-se no desenvolvimento do raciocínio acima multiplicadores constantesL e
Qj, para todox ∈ Bx, o que potencialmente é fonte de conservadorismo. Com o objetivo
de desenvolver condições de estabilidade menos conservadoras, o domínio dos estados
Bx pode ser particionado emNΓ regiões politópicas convexasΓ1 . . .ΓNΓ

, tal que

Bx =

NΓ
⋃

h=1

Γh (89)

A partir da definição acima, se (87) e (88) são verificadas paracadaV(Γh), h =
1, . . . , NΓ, então por convexidade, estas desigualdades são satisfeitas também para todo
x ∈ Bx. Neste caso, para cada partiçãoΓh, diferentes multiplicadoresLh eQh,j, h =
1, . . . , NΓ, j=1, 2, são considerados.

Assim, o seguinte resultado pode ser apresentado.
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Teorema 3 Considere o sistema (64) satisfazendoH1-H2, a representação em (68)-(69)
satisfazendoH3 e escalares positivosµ, ϑ1 eϑ2 dados. Se existirem matrizes constantes
P = P ′, Lh eQh,j (h = 1, . . . , NΓ; j=1, 2), matrizes afinsG1(x), G2(x) de dimensões
apropriadas, e escalares positivosν1, . . . , νne

satisfazendo as seguintes LMIs
[

(2νr − δ) −νrq
′
r

−νrqr P

]

> 0 , r = 1, . . . , ne (90)

Ξj(x) +Qh,jN4(x) +N ′
4(x)Q

′
h,j ≥ 0 , ∀x ∈ V(Γh) , h = 1, . . . , NΓ , j=1, 2 (91)

Λ3(x)+

[

Lh
0

]

[

N2(x) 0
]

+

[

N2(x)
′

0

]

[

L′
h 0

]

<0 ,∀x ∈ V(Γh) , h=1, . . . , NΓ (92)

Então:

(i) para todow ∈ W e qualquerx(0) ∈ R0, as trajetórias de (64) permanecem
limitadas emR, comR definida em (73). Além disso,‖y‖22 ≤ γ2‖w‖22 + γ2V (0);

(ii) para w = 0 e todox(0) ∈ R, a trajetóriax(k) pertence aR e converge assintoti-
camente para a origem quandok →∞.

Prova.
Suponha que as desigualdades matriciais em (90)-(92) são satisfeitas para todox ∈

V(Γh), h = 1, . . . , NΓ. Então, por convexidade, tais condições também são satisfeitas
para todox ∈ Bx.

Considere (92). Aplicando o complemento do Schur, pode-se concluir que

ζ ′
(

Λ2(x) +
Y (x)′Y (x)

γ2
+ LhN2(x) +N2(x)

′L′
h

)

ζ < 0, ∀x ∈ Γh , h=1, . . . , NΓ (93)

Assim, considerando a definição deBx em (89) e lembrando queN2(x)ζ = 0, segue que

∆V (x)− w′w + γ−2y′y − 2ψ(u)′µ[ψ(u)−G(x)x] < 0 ,∀x ∈ Bx

comV (x) = x′Px. Além disso, note que a condição em (90) implica emV (x) > 0.
A partir do Lema 5, sex ∈ S entãoψ(u)′µ[ψ(u) − G(x)x] ≤ 0 para todox ∈ Bx.

Assim, pode-se concluir que∆V (x)−w′w+γ−2y′y < 0 é verificada para todox ∈ Bx∩S.
A partir da discussão da Seção 3.2.2, este fato assegura que(i) e (ii) são satisfeitas se
R ⊂ Bx ∩ S . Note que, neste caso, as trajetórias estão confinadas emR e, portanto, a
condição de setor é válida para todok ≥ 0.

Define-se agoraτ = [ 1′ x′ ]′. Multiplicando a esquerda e a direita a condição
(90) porτ ′ e τ , respectivamente, tem-se (75). Além disso, se (91) é satisfeita para todo
x ∈ V(Γh), h = 1, . . . , NΓ e levando em consideração queN4(x)ξ = 0, segue que (79) é
verificada para todox ∈ Bx. Portanto, pode-se concluir que (90) e (91) asseguram que a
inclusãoR ⊂ Bx ∩ S é garantida, o que conclui a prova. �

3.3.2 Abordagem - Função de Lyapunov Quadrática por Partes

Nesta seção, um novo método para tratar os problemas de estabilidade descritos na
Seção 2.1.3 é proposto. Conforme visto anteriormente, o objetivo principal é obter condi-
ções na forma de LMIs que dependem de forma afim emx. Neste sentido, a abordagem
emprega funções de Lyapunov por partes (JOHANSSON, 2003), considerando diferentes
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funções quadráticas associadas a partições específicas da regiãoBx. Tal abordagem é
aplicada a fim de diminuir o conservadorismo presente nos resultados apresentados ante-
riormente, considerando uma função de Lyapunov quadráticaclássica.

Para este fim, considere a partição deBx conforme definida em (89), porém cada
partiçãoΓh agora é restrita a seguinte definição:

Γh = Γ̃h ∩ Bx (94)

Γ̃h , {x ∈ R
n : Jhx � 0}, (95)

sendoJh ∈ R
m×n, h = 1, . . . , NΓ e Jhx � 0 denota que todos os termos do vetorJhx

são não-negativos. Note queΓ̃h é na verdade um cone poliedral.
Para ilustrar as definições acima, considere a Figura 7, ondeΓ1 = Γ̃1 ∩ Bx. Neste

caso, obtém-se:

J1 =

[

−0.3 1.0
1.0 −0.5

]

(96)

Figura 7: Exemplo de partiçãoΓh.

Define-se agora uma função candidata de Lyapunov por partes da seguinte forma:

Ṽ (k) = x′Phx, sex ∈ Γh, h = 1, . . . , NΓ. (97)

A fim de assegurar a positividade deṼ (k), deve-se assegurar que

x′Phx > 0 , ∀x ∈ R
n : Jhx � 0 , h = 1, . . . , NΓ . (98)

Pode-se então, aplicar oS-Procedureapresentado no Apêndice A (como proposto
em (JOHANSSON, 2003)). Segue que (98) é verificada se

Ph − J
′
hMhJh > 0 , h = 1, . . . , NΓ (99)

sendo queMh é um multiplicador livre com termos não-negativos (ou seja,Mh � 0). É
importante observar que a matrizPh acima não é necessariamente definida positiva.
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Associada à função de Lyapunov quadrática por partes definida em (97), consideram-
se as seguintes regiões do espaço de estados:

R̃ = {x ∈ R
n : Ṽ (k) ≤ δ}, δ = α+ β ,

R̃h = {x ∈ R
n : x′Phx ≤ δ} , h = 1, . . . , NΓ

(100)

Observe que a regiãõR é agora uma curva de nível da funçãoṼ (k). A partir destas
definições, a fim de assegurar queR̃ ⊂ Bx, é suficiente mostrar quẽRh ∩ Γh ⊂ Bx,
parah = 1, . . . , NΓ. Seguindo um propósito similar ao apresentado na Seção 3.2.3, esta
inclusão é satisfeita se

[

(2νr − δ) −νrq
′
r

−ν ′rqr Ph − J
′
hMhJh

]

≥ 0 , (101)

parar = 1, . . . , ne eh = 1, . . . , NΓ, sendo queν1, . . . , νne
são escalares positivos a serem

determinados eMh � 0.
Além disso, de maneira similar ao apresentado na Seção 3.2.4, a restriçãoR̃ ⊂ S, será

satisfeita seR̃h ∩ Γh ⊂ S, para todoh = 1, . . . , NΓ, que pode ser colocada da seguinte
forma:

1 + (G1(x)−K1(x))x+ (G2(x)−K2(x))ρ(x) ≥ 0 ,
1 + (K1(x)−G1(x))x+ (K2(x)−G2(x))ρ(x) ≥ 0 ,

}

∀x : x′Phx− δ ≤ 0 , ∀x ∈ Γh

A relação acima é satisfeita se a condição a seguir for verificada para todox ∈ Γh:

ξ′ Ξh,j(x) ξ ≥ 0 , j = 1, 2 , h = 1, . . . , NΓ (102)

comξ=[ 1 x′ ρ(x)′ ]′, ξ ∈ R
nξ , nξ = 1 + n+ p, e

Ξh,j(x)=





2ϑj − δ κj ςj
κ′j Ph − J

′
hFhJh 0

ς ′j 0 0



 ,

ondeκj = (−1)j(G1(x)−K1(x))ϑj e ςj = (−1)j(G2(x)−K2(x))ϑj, e sendo queϑ1 eϑ2

são escalares positivos a serem determinados eFh � 0.
Além disso, a partir de (69), segue queN4(x)ξ=0. Assim, a condição abaixo

ξ′
(

Ξh,j(x) +Qh,jN4(x) +N ′
4(x)Q

′
h,j

)

ξ ≥ 0 , j=1, 2 , h= 1, . . . , NΓ (103)

implica em (102). Observe queΞh,j(x) eQh,j também são associados e definidos para
cada partição politópicaΓh do domínio dos estados.

Define-se agora

J̃ = ∆Ṽ (k)− w′w +
y′y

γ2
< 0 (104)

com∆Ṽ (k) = Ṽ (k + 1)− Ṽ (k).
Com base nos resultados apresentados na Seção 2.1.3, se é possível assegurar que

J̃ < 0 ao longo das trajetórias do sistema (67) como apresentado em(83), e mostrar que
x(0) ∈ R̃0 com

R̃0 = {x ∈ R
n : Ṽ (k) ≤ α}, (105)

pode-se concluir que:
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• Sew(k) = 0, então∆Ṽ (k) < −γ−2y′y ≤ 0, o que assegura quex(k) → 0 com
k →∞.

• Sew(k) 6= 0, comw satisfazendo (65), então:

– As trajetórias do sistema não saem do conjuntoR̃, uma vez que

Ṽ (T ) < Ṽ (0) + ‖w‖22 − γ
−2‖y‖22 ≤ δ,

∀x(0) ∈ R̃0 e∀T ≥ 0;

– A energia de saída satisfaz a relação‖y‖22 < γ2‖w‖22 + γ2Ṽ (0) paraT →∞.

Diferentemente do caso em tempo contínuo, sex(k) ∈ Γh não é possível sabera
priori em qual regiãoΓi estará um estado em um instante subsequente (ou seja, onde
estaráx+). Assim, para assegurar quẽJ < 0 seja satisfeita, qualquer salto de uma região
Γh para uma regiãoΓi deve ser analisado. Desta forma, deve-se assegurar que:

x+Pix+ − x
′Phx− w

′w +
y′y

γ2
< 0 , ∀i, h = 1, . . . , NΓ , x ∈ Γh , x+ ∈ Γi . (106)

Aplicando oS-Procedure, a condição acima é satisfeita se a seguinte relação for veri-
ficada:

x+(Pi+J
′
iW̃h,jJi)x+−x

′(Ph−J
′
hWh,jJh)x−w

′w+
y′y

γ2
< 0 , ∀i, h = 1, . . . , NΓ , (107)

comWh,j � 0 eW̃h,j � 0.
Note que as partições̃Γh são definidas por

Γ̃h , {x ∈ R
n : Jhx � 0}.

Assim, se (107) for verificada, tem-se que (106) é satisfeitaparax ∈ Γh , x+ ∈ Γi.
Seguindo os mesmos passos feitos na Seção 3.2.2, se a seguinte desigualdade matricial

Λ4(x) +

[

Lh,j
0

]

[

N2(x) 0
]

+

[

N2(x)
′

0

]

[

L′
h,j 0

]

< 0 , ∀x ∈ V(Γh) (108)

é verificada com

Λ4(x)=





















J ′
hWh,jJh − Ph 0 0 0 µG1(x)

′ 0 E1(x)
′

⋆ Pi + J ′
iW̃h,jJi 0 0 0 0 0

⋆ ⋆ 0 0 0 0 E2(x)
′

⋆ ⋆ ⋆ −Inw
0 0 E4(x)

′

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2µ µG2(x) E3(x)
′

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −γ2Iny





















,

conclui-se que (107) é satisfeita sex ∈ S ∩ Γh. Assim, J̃ < 0 é garantida levando a
x(0) ∈ R̃0 e ||w||22 ≤ β.

A partir das considerações acima, segue o seguinte resultado para caracterizar a esta-
bilidade do sistema (64) em termos de funções de Lyapunov quadráticas por partes.
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Teorema 4 Considere o sistema (64) satisfazendoH1-H2 e sua representação em (68)-
(69) satisfazendoH3. Considere ainda queµ, ϑ1 e ϑ2 são escalares positivos dados.
Se existirem matrizes constantesPh = P ′

h, Lh,j, Qh,j e matrizes constantes com termos
não-negativosFh, Mh, Wh,j e W̃h,j, para i, h = 1, . . . , NΓ e j = 1, 2; matrizes afins
G1(x), G2(x); e escalares positivosν1, . . . , νne

satisfazendo as seguintes LMIs
[

(2νr − δ) −νrq
′
r

−ν ′rqr Ph − J
′
hMhJh

]

> 0 , r=1, . . . , ne , h=1, . . . , NΓ (109)

Ξh,j(x) +Qh,jN4(x) +N ′
4(x)Q

′
h,j ≥ 0 , ∀x ∈ V(Γh) , j=1, 2 , h=1, . . . , NΓ (110)

Λ4(x) +

[

Lh,j
0

]

[

N2(x) 0
]

+

[

N2(x)
′

0

]

[

L′
h,j 0

]

< 0 ,

∀x ∈ V(Γh) , i, h=1, . . . , NΓ

(111)

Então:

(i) quandow 6= 0, as trajetórias de (64) permanecem limitadas emR̃ como definido
em (100) para todow ∈ W e para qualquerx(0) ∈ R̃0. Além disso,‖y‖22 <

γ2‖w‖22 + γ2Ṽ (0);

(ii) quandow = 0, para todox(0) ∈ R̃, a trajetóriax(k) ∈ R̃ e converge assintotica-
mente para a origem quandok →∞.

Prova.
Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 3 podem serconsiderados. Em

resumo, (111) assegura quẽJ < 0, desde quex ∈ R̃ ⊂ Bx ∩ S. As relações (109) e
(110), asseguram quẽR ⊂ Bx e R̃ ⊂ S, respectivamente. �

3.3.3 Problemas de Otimização

Esta seção apresenta como aplicar os resultados apresentados no Teorema 3 e no Teo-
rema 4 para caracterizar a estabilidade assintótica, a estabilidadeℓ2 entrada-estado, e a
estimativa do ganhoℓ2 do sistema em malha fechada (64).

• Estabilidade Assintótica:

O Teorema 3 pode ser aplicado para caracterizar a estabilidade assintótica do sis-
tema em malha fechada (64) considerandow = 0. Basicamente, a ideia é determi-
nar a região de atraçãoR como uma estimativa maximizada da região de atração
Ra. Com este objetivo, a maximização deR em determinadas direções (preferen-
ciais) (veja Capítulo 2 em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 1999)), dada
por vetoresal ∈ R, l = 1, . . . , nl, pode ser considerada. Assim, considerando uma
variável de buscaeP , o seguinte problema de otimização é aplicado:

min eP − e1δ

{

(90) - (92),
eP − a

′
lPal > 0 ,

(112)

sendo quel = 1, . . . , nl e e1 é um fator de ponderação paraδ.

Similarmente, o resultado apresentado no Teorema 4 também pode ser aplicado.
Neste caso, a maximização dẽR em determinadas direções é realizada para cada
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Ph, h = 1, . . . , NΓ. Então, o seguinte problema de otimização pode ser conside-
rado:

min eP − e1δ

{

(109) - (111),
eP − a

′
h,lh
Phah,lh > 0 ,

(113)

sendo queh = 1, . . . , NΓ, lh = 1, . . . , nlh e e1 é um fator de ponderação paraδ.

Observação 2A minimização deeP − e1δ é um critério multiobjetivo que leva
implicitamente a uma maximização do tamanho deR. ComoR , {x ∈ Rn :
V (x) ≤ δ}, o critério minimizaeP levando à maximização deR em determinadas
direções.

Observação 3Note que nos problemas de otimização (112) e (113), as respectivas
relaçõeseP − a′lPal > 0 e eP − a′h,lhPhah,lh > 0 têm por objetivo maximizar a
estimativa da região de atraçãoR em determinadas direções.

No primeiro caso, tais direções são dadas poral tal quel = 1, . . . , nl e uma possí-
vel escolha é relacioná-las diretamente com os vértices do politopo onde a busca
da solução será realizada. Por outro lado, o problema (113) as direçõesah,lh para
h = 1, . . . , NΓ e lh = 1, . . . , nlh estão relacionadas com a estimativa da região de
atração em determinada partiçãõΓh. Desta forma, comõΓh é dado por um cone
poliedral, assim a maximização pode ser feita em direções definidas previamente.

• Estabilidadeℓ2 Entrada-Estado:

A ideia aqui consiste em determinar um limitante superiorβ para a máxima pertur-
baçãoℓ2 admissívelw, para o qual as trajetórias em malha fechada sejam limitadas.
Neste caso, assume-se quex(0) = 0 de forma queδ = β. Assim, os seguintes pro-
blemas de otimização podem ser aplicados para o Teorema 3 ou para o Teorema 4 ,
respectivamente:

max δ,
{

(90) - (92) (114)

max δ,
{

(109) - (111) (115)

• Estimativa do Ganhoℓ2:

Dado um limite superior admissívelβ, a ideia é calcular um limite superior para
o ganhoℓ2 para o sistema dew paray através da aplicação dos Teoremas 3 ou 4.
Neste caso, assume-sex(0) = 0 e os seguintes problemas de otimização podem ser
aplicados:

min γ2,
{

(90) - (92) (116)

min γ2,
{

(109)- (111) (117)

Observação 4A regiãoBx corresponde à região onde a factibilidade das LMIs apre-
sentadas nos Teoremas 3 e 4 devem ser verificadas. Esta regiãoé definida a priori pelo
projetista. Na prática, pode ser escolhida como um hiper-retângulo, permitindo uma des-
crição simples como visto em (74) e a fácil caracterização deseus vértices. Observe que
a hipótese sobre a existência e unicidade das soluções emBx deve ser respeitada.
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Por outro lado o tamanho da estimativaR é altamente dependente do tamanho do
politopoBx . Ou seja, seBx é pequeno então a estimativaR, que está contida emBx,
pode ser conservadora. A combinação da maximização deR eBx é um problema não-
convexo, que é difícil de ser solucionado. Uma solução simples é a parametrização deBx
como um hiper-cubo, i.e.,

Bx = {x ∈ R
n : |x(i)| ≤ α, i = 1, . . . , n}.

Com esta definição, a partir de umα suficientemente pequeno (sendo que seja possí-
vel encontrar uma solução), pode-se aumentar o valor deα até que as condições dos
Teoremas 3 e 4 não sejam mais factíveis.

Alternativamente, pode-se parametrizarBx conforme abaixo:

Bx := {x : |x(i)| ≤ αi, i = 1, . . . , nξ} ,

e assim, realizar uma busca nos parâmetrosαi (comi = 1, . . . , n) de forma a encontrar
uma estimativa maximizadaR da região de atração do sistema em malha fechada.

Observação 5Uma questão importante é como escolherµ, a fim de aplicar os Teoremas
apresentados. Note queµ é introduzido pela condição de setor. Sendoµ uma variável
livre, as condições de estabilidade deixarão de ser convexas. A solução proposta neste
capítulo é realizar uma busca linear neste parâmetro para encontrar o valor ótimo nos
problemas de otimização.

Observação 6Um problema semelhante ocorre seϑ1 e ϑ2, introduzido pela condição
de setor (79), forem parâmetros livres. Para o problema de otimização (112), pode-se
restringir esses parâmetros iguais a um (isto é,ϑ1 = ϑ2 = 1). Entretanto, se esta escolha
é considerada nos problemas (114)-(117), comoδ = β, β será limitado em2. Neste caso,
a solução proposta é a utilizarϑ1 = ϑ2 = ϑ e realizar uma busca linear emϑ para
encontrar o valor ideal. Esta solução é aplicada no seguinteexemplo numérico.

3.4 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema em malha fechada:

x1+ = x2 + 0.22w,
x2+ = (1 + x2

1)x1 + x2 + 0.3w + sat(u),
u = −1.5(x1 + x2)
y = x1 + x2 .

(118)

Observe que o a origem do sistema acima é instável em malha aberta (u = 0). A
fim de avaliar as propriedades relacionadas com a estabilidade local do sistema em malha
fechada, considera-se a seguinte RAR de (118):

x+ = A1(x)x+ A2(x)z + A3(x)ψ(u) + A4w

0 = Ω1(x)x+ Ω2(x)z + Ω3(x)ψ(u)
(119)
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comz = x2
1, e

A1 =

[

0 1
−0.5 −0.5

]

, A2(x)=

[

0
x1

]

, A3 =

[

0
−1

]

, A4 =

[

0.22
0.3

]

Ω1(x)=
[

x1 0
]

, Ω2 =−1 e Ω3 =0 .

Além disso,u pode ser descrito comou = K(x)x = K1x com

K1 =
[

−1.5 −1.5
]

.

Considera-se que a regiãoBx é um dado politopo descrito por:

Bx :=
{

x ∈ R
2 : |x1| ≤ α1, |x2| ≤ α2

}

. (120)

comα1 = α2 = 1.0 (veja Observação 4).

3.4.1 Estabilidade Assintótica

Primeiramente, é abordado o problema de estimar a região de atração do sistema em
malha fechada (ou seja, a caracterização da estabilidade assintótica). Observe que em
ambos os problemas de otimização (112), e (113) pode-se usara maximização do critério
em determinadas direções. Assim, escolhe-se as seguintes direções

a1 = a3 = [1 1]′ e a2 = a4 = [−1 1]′ , (121)

definidas nas direções dos vértices do politopoBx.
A partir das definições acima, três diferentes casos são considerados conforme apre-

sentado a seguir.

Caso 1 - Função Quadrática, uma partição deBx

Este caso corresponde aNΓ = 1 e assim as LMIs são avaliadas somente emV(Bx).
Solucionando o problema de otimização (112), considerandouma varredura nos termos
µ e e1, os melhores resultados são obtidos comµ = 2 e e1 = 1.1, o que leva à:

δ = 0.4944 ; P =

[

0.6753 0.0938
0.0938 0.7934

]

.

A estimativa resultanteR1 para a região de atração do sistema corresponde à curva com
linha traço e ponto na Figura 9.

Observe que, neste caso pode-se utilizarϑ1 = ϑ2 = 1, poisδ < 2.

Caso 2 - Função Quadrática, quatro partições deBx

Para obter uma estimativa menos conservadora, o politopoBx definido em (120) é
particionado da seguinte forma:

Bx =
4
⋃

i=1

Γh (122)

com

Γ1 =
{

x ∈ R
2 : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

}

, Γ2 =
{

x ∈ R
2 : −1 ≤ x1 ≤ 0, 0 ≤ x2 ≤ 1

}

Γ3 =
{

x ∈ R
2 : −1 ≤ x1 ≤ 0,−1 ≤ x2 ≤ 0

}

, Γ4 =
{

x ∈ R
2 : 0 ≤ x1 ≤ 1,−1 ≤ x2 ≤ 0

}

.
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Figura 8: RegiõesΓh

A Figura 8 ilustra as partições politópicasΓ1, Γ2, Γ3 eΓ4.
A partir das considerações acima, solucionando o problema de otimização (112) com

uma varredura nos termosµ e e1, são obtidos os seguintes resultados:

µ = 2, e1 = 2.2, δ = 0.7590 ; P =

[

0.8391 0.1783
0.1783 1.2130

]

.

Neste caso, a estimativa resultanteR2 da região de atração do sistema corresponde à curva
tracejada ilustrada na Figura 9.

Case 3 - Quadrática por Partes, Quatro partições deBx

Aplica-se agora a abordagem da função de Lyapunov quadrática por partes conside-
rando a mesma partição deBx dada em (122). Para resolver o problema de otimização
(113), consideram-se os seguintes parâmetros:

nl1 = nl2 = nl3 = nl4 = 1,

a1,1 = a1 , a2,1 = a2 , a3,1 = a3 , a4,1 = a4 .

Então, aplicando (113) comµ = 3 e e1 = 2.2, obtém-se os seguintes resultados:

δ = 0.8611 , P1 =

[

0.9803 0.2714
0.2714 1.0127

]

, P2 =

[

1.0030 0.3639
0.3639 1.0598

]

,

P3 =

[

0.9528 0.2648
0.2648 1.0385

]

, P4 =

[

1.0325 0.3982
0.3982 1.0941

]

.

A estimativa quadrática por partes obtidaR̃ = R3 da região de atração corresponde a
curva contínua da Figura 9.

Para analisar o conservadorismo das estimativas propostas, também á apresentada na
Figura 9 a verdadeira região de atração do sistema representada pela regiãoRa. Para este
fim, foram realizadas simulações sendo que os pontos escuroscorrespondem a estados
iniciais cujas trajetórias divergem.
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Figura 9: Estimativas da região de atração do sistema (118).

3.4.2 Estabilidadeℓ2 Entrada-Estado e Estimativa do Ganhoℓ2

Agora, para caracterizar a ISSℓ2, considere quex(0) = 0. Então, aplica-se o problema
de otimização descrito em (114), utilizado em todos os casosµ = 48. Primeiramente a
partir do politopo original sem partições, tem-se uma tolerância máxima a perturbação
igual aβ = 1, 66. Ao considerar quatro partições, ou sejaNΓ = 4 como definido em
(122), obtém-seβ = 2, 59 para uma função de Lyapunov quadrática. Por fim, comNΓ =
4, obtém-seβ = 2, 97 para uma função quadrática de Lyapunov por partes por meio do
problema de otimização (115).

Finalmente, para estimar um limite superior para o ganhoℓ2 do sistema, supondo per-
turbações admissíveis, resolvem-se os problemas de otimização propostos para diversos
valores diferentes deβ = δ. Primeiramente, aplica-se o problema de otimização (116),
paraNΓ = 1, o que leva à curva traço e pontoγ1 na Figura 10. Então, considera-se dife-
rentes partições deBx comNΓ = 4, conforme descritas na seção anterior, e obtivemos a
curva tracejadaγ2 da Figura 10. Da mesma forma, resolve-se o problema de otimização
(117), levando à curva em linha contínuaγ3 da Figura 10.

Pode ser observado que o conservadorismo nos limites obtidos para o valor máximo
admissível da normaℓ2 do sinal de perturbação é drasticamente reduzido, considerando
a partição do domínioBx, especialmente quando um abordagem quadrática por partes é
considerada. Esta redução pode ser observada na Figura 10, onde para o mesmo valor de
δ = β, um valor menor deγ (ou seja, um limite menos conservador para o ganhoℓ2) é
obtido.
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Figura 10: Estimativa do ganhoℓ2 para diferentes valores de perturbação admissíveis.

3.5 Considerações Finais

Este capítulo apresentou uma abordagem LMI para caracterizar a estabilidade de sis-
temas racionais não-lineares em tempo discreto sujeitos à saturação no atuador. Este
método utilizou uma representação algébrica recursiva de sistemas racionais, que pode
modelar uma ampla classe de sistemas não-lineares.

Os métodos propostos podem ser aplicados para calcular estimativas da região de
atração do sistema, bem como limites para uma classe de perturbações admissíveisℓ2
para os quais as trajetórias de estado são limitadas. Além disso, supondo perturbações
admissíveis, a metodologia proposta permite o cálculo de estimativas do ganhoℓ2 do
sistema. Para obter condições menos conservadoras, foram propostas duas abordagens
com base em partições do espaço de estados. A primeira considerou uma única função
de Lyapunov quadrática e multiplicadores associados a cadapartição. A segunda utilizou
funções de Lyapunov por partes, onde para cada partição estáassociada a uma função
quadrática diferente.

Tais abordagens foram ilustradas através de simulações numéricas demonstrando que
as abordagens propostas são ferramentas sistemáticas úteis para a análise da estabilidade
local para sistemas de controle não-lineares discretos sujeitos a saturação e perturbações.
Percebe-se que uma redução significativa do conservadorismo pode ser alcançada através
do emprego de funções de Lyapunov quadráticas por partes, sobretudo considerando a
determinação de um limitante superior para o ganhoℓ2.

Os resultados apresentados aqui, considerando uma função de Lyapunov quadrática
e a análise nos vértices da regiãoBx, podem ser vistos em (OLIVEIRA; GOMES DA
SILVA Jr.; COUTINHO, 2010). A extensão deste trabalho considerando partições deBx
e funções de Lyapunov quadráticas por partes foi objeto do trabalho em (OLIVEIRA;
GOMES DA SILVA Jr.; COUTINHO, 2011) submetido para publicação.
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4 SÍNTESE DE COMPENSADORES ANTI-WINDUP - ABOR-
DAGEM ITERATIVA

Conforme visto no Capítulo 2, o objetivo de utilizar técnicas deanti-windupé a intro-
dução de modificações a um controlador pré-estabelecido a fimde minimizar os efeitos
causados pela saturação. Neste contexto, muitos métodos para a concepção de compensa-
doresanti-winduptêm sido propostos, e apesar de existirem muitas técnicas e abordagens
diferentes, a maioria dos resultados se concentra em modelos lineares.

Para caracterizar a estabilidade de sistemas não-lineares, o principal problema é deter-
minar uma estimativa não conservadora da região de atração do sistema. Este problema é
diretamente abordado em (COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010)para tratar siste-
mas racionais em tempo contínuo sujeitos a saturação, utilizando estimativas da região de
atração a partir de domínios de Lyapunov. Neste sentido, a utilização de compensadores
anti-winduppermite aumentar a região de atração de sistemas lineares, como mostrado
em (TARBOURIECH et al., 2011; CAO; LIN; WARD, 2002; GOMES DA SILVA Jr.;
TARBOURIECH, 2005). Particularmente, para sistemas de controle não-linear pode-se
também utilizar a síntese de um compensadoranti-windupdinâmico com o objetivo de
aumentar a estimativa da região de atração como visto em (VALMORBIDA et al., 2010).
Além disso, tais compensadores também podem ser aplicados em sistemas não-lineares
sujeitos a perturbações, sendo que o interesse está na caracterização da estabilidadeL2

entrada-estado e entrada-saída como pode ser visto em (TEEL; KAPOOR, 1997; ZAC-
CARIAN; TEEL, 2011; GRIMM et al., 2003; HERRMANN et al., 2010) ou noCapítulo
7 de (TARBOURIECH et al., 2011).

Este capítulo tem como objetivo elaborar um método numéricopara o projeto de com-
pensadoresanti-windupestáticos para uma classe de sistemas não-lineares sujeitos à sa-
turação do atuador. A classe de sistemas a ser considerada abrange todos os sistemas
modelados por equações diferenciais na forma racional. A abordagem proposta, que uti-
liza uma representação algébrica diferencial (DAR) de sistemas não-lineares, permite o
desenvolvimento de condições de estabilidade de Lyapunov em termos de desigualdades
matriciais dependentes dos estados. Estas são resolvidas numericamente nos vértices de
um dado politopo de estados admissíveis. Para lidar com a não-linearidade de saturação,
consideramos uma versão modificada da condição de setor generalizada (GOMES DA
SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005) proposta em (LOQUEN, 2010). A partir destes ele-
mentos, são desenvolvidas condições sob a forma de BMIs (desigualdades matriciais bi-
lineares) para estabilização local do sistema em malha fechada. Tais condições são então
incorporadas em um algoritmo iterativo, onde em cada passo éresolvido um problema de
otimização convexo com restrições na forma de LMIs (desigualdades matriciais lineares),
para o cálculo de um ganho deanti-windupque leve implicitamente a uma maximização
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da região de atração do sistema em malha fechada. Além disso,os resultados são esten-
didos para lidar com sistemas incertos e sistemas sujeitos aperturbações limitadas em
energia (L2).

4.1 Apresentação do problema

Considere a seguinte classe de sistemas de controle não-lineares em tempo contínuo

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))sat(vc(t))
y(t) = Hyx

x(t)
(123)

sendo quex ∈ Bx ⊂ R
n denota o vetor de estados;y ∈ R

ny é o vetor de saídas medidas;
vc ∈ R é a entrada de controle;sat(·) é a função clássica de saturação normalizada, i.e.,
sat(vc(t)) := sign(vc(t)) min{|vc(t)|, 1}; f, g : R

n 7→ R
n são funções racionais emx

satisfazendo as condições para a existência e unicidade de soluções para todox ∈ Bx;
e Hyx

é uma matriz constante, ou seja, a(s) saída(s) são consideradas como combina-
ção(ões) linear(es) dos estados.

Considerando o sistema (123), assume-se que o seguinte compensador dinâmico de
saída

η̇(t) = fη(η(t), y(t))
vc(t) = Hvη

η(t) +Hvy
y(t)

(124)

é projetado para garantir alguns requisitos de desempenho ea estabilidade do sistema em
malha fechada na ausência de saturação de controle. Em (124), η ∈ Bη ⊂ R

nc denota
o estado do controlador;y(t) é a entrada do controlador;vc(t) é a saída do controlador;
fη : R

nc × R
ny 7→ R

nc é uma função racional emη e y; e Hvη
e Hvy

são matrizes
constantes, ou seja, os sinais de saída de controle são supostos serem combinações li-
neares dos estados da planta e do controlador.

Tendo em vista os efeitos indesejáveis causados pela saturação de entrada, um ganho
anti-windupé adicionado ao controlador. Assim, considerando o controlador dinâmico e
a estratégiaanti-windup, o sistema em malha fechada é dado por:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))sat(vc(t))
y(t) = Hyx

x(t)
η̇(t) = fη(η(t), y(t)) + Ec(sat(vc(t))− vc(t))
vc(t) = Hvη

η(t) +Hvy
y(t)

(125)

ondeEc : R 7→ R
nc é uma matriz constante que representa o ganho deanti-windupa ser

determinado.
A partir da configuração acima, tem-se como objetivo determinar o ganhoanti-windup

Ec tal que a região de atração do sistema malha fechada é aumentada.

4.2 Preliminares

Esta seção apresenta alguns resultados básicos necessários para obter um método ba-
seado em LMIs com o objetivo de projetar o compensadoranti-windupconforme apre-
sentado na Seção 4.1. Neste sentido, é apresentada a representação algébrica-diferencial
(DAR) com o compensadoranti-windup, uma breve introdução da Teoria de Lyapunov
e alguns resultados sobre a inclusão de elipsóides em domínios politópicos. Em se-
guida, apresenta-se uma versão generalizada da condição desetor modificada proposta
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em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005), que será útil para lidar com a não-
linearidade da saturação.

4.2.1 Representação Algébrica-Diferencial – DAR

Primeiramente, sendo a não-linearidade zona mortaψ(vc(t)), definida em (57), pode-
se reescrever o sistema (125) da seguinte forma:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))vc(t)− g(x(t))ψ(vc(t))
y(t) = Hyx

x(t)
η̇(t) = fη(η(t), y(t))− Ecψ(vc(t))
vc(t) = Hvη

η(t) +Hvy
y(t).

(126)

Considera-se então a seguinte representação algébrica-diferencial (DAR) para o sis-
tema (126):

ẋ(t) = A1x(t) + A2η(t) + A3z(t) + A4ψ(vc(t))
η̇(t) = C1x(t) + C2η(t) + C3z(t) + Ecψ(vc(t))
0 = Ω1x(t) + Ω2η(t) + Ωbz(t) + Ωcψ(vc(t)).

(127)

sendoz ∈ R
nz um vetor auxiliar que contém termos polinomiais e racionaisem função

de (x, η, ψ) (termos com ordem maior ou igual a dois) das funçõesf(x) + g(x)vc −
g(x)ψ(vc) e fη(η, y); eA1 ∈ R

n×n,A2 ∈ R
n×nc, A3 ∈ R

n×nz , A4 ∈ R
n×1, C1 ∈ R

nc×n,
C2 ∈ R

nc×nc, C3 ∈ R
nc×nz , C4 ∈ R

nc×1, Ω1 ∈ R
nz×n, Ω2 ∈ R

nz×nc, Ωb ∈ R
nz×nz e

Ωc ∈ R
nz×1 são funções matriciais afins em(x, η).

Considerando a definiçãoξ(t) = [x(t)′ η(t)′]′ ∈ Bξ = Bx × Bη, Bξ ⊂ R
nξ , com

nξ = n+ nc, pode-se reescrever (127) da seguinte forma:

ξ̇(t) = Aa(ξ)ξ(t) +Ab(ξ)z(t) + (Ac(ξ)−MEc)ψ(vc(t))
0 = Ωa(ξ)ξ(t) + Ωb(ξ)z(t) + Ωc(ξ)ψ(vc(t))

(128)

com

Aa(ξ) =

[

A1 A2

C1 C2

]

, Ab(ξ) =

[

A3

C3

]

, Ac(ξ) =

[

A4

0

]

,

M =

[

0
Inc

]

, Ωa(ξ) =
[

Ω1 Ω2

]

.

Além disso, considerando o vetor aumentadoξ(t) pode-se reescrevervc(t) como

vc(t) =
[

Hvy
Hyx

Hvη

]

[

x

η

]

= Kξ(t) ,

sendoK ∈ R
1×nξ uma matriz constante.

Em relação ao sistema (128), assume-se que:
(H1) a origem é um ponto de equilíbrio; e
(H2) o domínioBξ é um dado politopo com vértices conhecidos contendo a origem.
Para garantir que a DAR em (128) seja bem definida (i.e., para que a unicidade da

soluçãoξ(t) seja assegurada), deve-se ainda considerar a seguinte hipótese:
(H3) a função matricialΩb(ξ) tem posto completo para todoξ ∈ Bξ. Assim, elimina-

sez(t) de (128) obtendo assim o sistema original (126) através de

z = −Ωb(ξ)
−1[Ωb(ξ)ξ(t) + Ωc(ξ)ψ(vc(t))] .
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4.2.2 Politopo dos Estados Admissíveis

Considere que a regiãoBξ é dada por um politopo contendo a origem em seu interior.
Assim,Bξ pode ser descrita por um conjunto de inequações escalares como definido por

Bξ = {ξ ∈ R
nξ : q′rξ ≤ 1, r = 1, . . . , ne} . (129)

A partir de (11), a regiãoR deve estar incluída emBξ. Esta condição é satisfeita se
(BOYD et al., 1994):

[

P qr
q′r 1

]

≥ 0, parar = 1, . . . , ne. (130)

Vale relembrar queBξ pode ser descrita como um envelope convexo de seus vértices,
tal que a notaçãoV(Bξ) representa o conjunto de vértices deBξ.

4.2.3 Condição de Setor Generalizada

Considere o vetor linhaG ∈ R
1×nξ e um escalar positivoθ. Desta forma, é definido o

seguinte conjunto (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005)

S
△
= {ξ ∈ R

nξ : |(K −Gθ−1)ξ| ≤ 1} . (131)

A partir da não-linearidade zona mortaψ(vc) em (57) e deS como definido acima, o
seguinte lema pode ser apresentado (LOQUEN, 2010).

Lema 6 Seξ ∈ S, então a relação

ψ(vc)
′θ−1[ψ(vc)−Gθ

−1ξ] ≤ 0 (132)

é verificada para qualquer escalar positivoθ.

Observe que, a partir do Lema 1, a região

R = {ξ ∈ R
nξ : ξ′Pξ ≤ 1} (133)

é uma estimativa da região de atração do sistema em malha fechada, se a função candidata
de LyapunovV (ξ), satisfaz as condições (9)-(11). Desta forma, a fim de garantir que
(132) é válida emR, deve-se garantir queR ⊂ S. De maneira similar ao resultado
apresentado na Seção 4.2.2, esta inclusão é verificada se:

[

P K ′ −G′θ−1

⋆ 1

]

≥ 0 . (134)

4.3 Resultado Principal

Nesta seção, apresenta-se uma abordagem LMI para resolver oproblema de síntese
deanti-windupestático introduzido na seção 4.1.

Neste caso, considerando
V (ξ) = ξ′Pξ , (135)
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tem-se:
V̇ (ξ) = ξ̇′Pξ + ξ′P ξ̇ . (136)

Considerando o vetor auxiliarζ = [ ξ(t)′ z(t)′ ψ(vc) ]′ , pode-se reescrever (136)
da seguinte forma:

V̇ (ξ) = ζ ′Λ1(ξ)ζ , (137)

com

Λ1(ξ) =





A′
a(ξ)P + PAa(ξ) PAb(ξ) P [Ac(ξ)−MEc]

⋆ 0 0
⋆ ⋆ 0



 .

Definem-se agora as seguintes matrizes dependentes dos estados:

N0(ξ)=
[

Ωa(ξ) Ωb(ξ) Ωc(ξ)
]

, N1(ξ)=











ξ2 −ξ1 0 · · · 0
0 ξ3 −ξ2 · · · 0
...

...
.. . .. .

...
0 · · · 0 ξn −ξ(n−1)











. (138)

Observe queN1(ξ)ξ = 0, isto é, a matrizN1(ξ) é um aniquilador linear de ξ como
proposto em (TROFINO, 2000). Com base em (128), segue queN0(ξ)ζ = 0. Assim,
definindo

N (ξ) =

[ [

N1(ξ) 0nz+1

]

N0(ξ)

]

, (139)

obtém-seN (ξ)ζ = 0. A partir das definições apresentadas acima e observando o Lema 1,
a ideia é satisfazeṙV (ξ) < 0 ao longo das trajetórias do sistema (128), isto éζ ′Λ1(ξ)ζ <
0 para qualquerζ tal queN (ξ)ζ = 0. Aplicando o Lema de Finsler apresentado no
Apêndice A, a condiçãȯV (ξ) < 0 é satisfeita se a seguinde condição é satisfeita:

ζ ′ (Λ1(ξ) + LN (ξ) +N (ξ)′L′) ζ < 0, ∀ξ ∈ Bξ , (140)

sendoL um multiplicador livre a ser determinado.
A partir do Lema 6, seξ ∈ S, então a relaçãoψ(vc)

′θ−1[ψ(vc) − Gθ−1ξ] ≤ 0 é
verificada para qualquer escalar positivoθ. Assim, se

ζ ′ (Λ1(ξ) + LN (ξ) +N (ξ)′L′) ζ − 2ψ(vc)
′θ−1[ψ(vc)−Gθ

−1]ξ < 0 (141)

é verificado, então (140) é satisfeita para todoξ ∈ S ∩ Bξ.
Note que pode-se reescrever (141) da seguinte forma

ζ ′ (Λ2(ξ) + LN (ξ) +N (ξ)′L′) ζ < 0 , (142)

com

Λ2(ξ) =





A′
a(ξ)P + PAa(ξ) PAb(ξ) P [Ac(ξ)−MEc] +G′θ−2

⋆ 0 0
⋆ ⋆ −2θ−1



 .

A partir do desenvolvimento acima, o seguinte resultado é apresentado.
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Teorema 5 Considere o sistema (125) e sua DAR (128) comH1, H2 e H3 satisfeitas.
Se existem matrizes constantesP = P ′ > 0, L̄, Ec eG de dimensões apropriadas e um
escalar positivoθ, satisfazendo o seguinte conjunto de desigualdades para todo ξ ∈ Bξ

Λ3(ξ) + L̄N (ξ) +N (ξ)′L̄′ < 0 , (143)
[

Q θqr
⋆ 1

]

≥ 0 , (144)

[

Q K ′θ −G′

⋆ 1

]

≥ 0 , (145)

sendoQ = Pθ2, Λ3(ξ) = Λ2(ξ)θ
2 e L̄ = Lθ2, então tem-se queEc é tal que para todo

ξ(0) ∈ R a trajetória ξ(t) pertence aR e tende assintoticamente à origem parat→∞,
sendoR definida em (133).

Prova.
Se as desigualdades (143)-(145) são factíveis para cadaξ ∈ V(Bξ), então, por convexi-

dade, também são satisfeitas para todoξ ∈ Bξ. Considere agoraQθ−2 = P > 0 e
V (ξ) = ξ′Pξ. Pré e pós-multiplicando a desigualdade (143) porζ ′θ−1 e ζθ−1, respecti-
vamente, segue quėV (ξ) − 2ψ(vc)

′θ−1[ψ(vc) − Gθ
−1]ξ < 0. Assim, seR ⊂ S ∩ Bξ, a

condição (143) assegura que para todoξ(0) ∈ R a trajetóriaξ(t) pertence aR e tende
assintoticamente à origem parat → ∞. Seja agoraΠ = diag(Inθ

−1, 1). Pré e pós-
multiplicando (144) e (145) porΠ, tem-se (130) e (134), respectivamente. Desta forma,
segue que a inclusãoR ⊂ Bξ ∩ S é satisfeita, o que conclui a prova. �

4.4 Cálculo do Ganho de Anti-windup

Observe que a relação (143) no Teorema 5 é uma desigualdade matricial bilinear
(BMI), devido aos produtosPMEc e G′θ−2. Encontrar uma solução para esta BMI é
uma tarefa complexa, pois trata-se de um problema não-convexo. Entretanto, uma so-
lução alternativa pode ser encontrada através da utilização de um algoritmo iterativo ba-
seado em LMI. Este algoritmo pode ser visto como uma adaptação do algoritmo proposto
em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001) (coordinate-descent algorithm). Primeiramente,
note que podemos obter uma nova expressão para a BMI (143) da seguinte forma

E ′1Λ4(ξ)E1 + L̄N (ξ) +N (ξ)′L̄′ < 0 , (146)

com

Λ4(ξ) =









A′
a(ξ)Q+QAa(ξ) QAb(ξ) QAc(ξ) +G′ −QM

⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ −2θ 0
⋆ ⋆ ⋆ 0









,

E1 =









Inξ
0 0

0 Inz
0

0 0 1
0 0 Ec









.

Definindo agoraNa =
[

0 0 Ec −Inc

]

comNa ∈ R
nc×(nξ+nz+1+nc), percebe-se

que a partir de (146) tem-seNaE1 = 0.
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Observando que

E ′1

[

L̄N (ξ) 0
0 0

]

E1 = L̄N (ξ) ,

a partir da aplicação do Lema de Finsler, tem-se que (146) é equivalente à:

Λ4(ξ) + sym

{[

L̄

0

]

[

N (ξ) 0
]

+ LaNa

}

< 0 , (147)

sendoLa um multiplicador livre.
Então, se (147) for verificado, a condição (143) é satisfeita. Além disso, pode-se

reescrever (147) da seguinte forma:

Λ4(ξ) + sym

{[ [

L̄

0

]

La

] [ [

N (ξ) 0
]

Na

]}

< 0 . (148)

Observe que o termoLaNa é bilinear (devido ao produto do ganho deanti-windup
Ec com o multiplicador livreLa). Para solucionar este problema, propõe-se a utilização
do algoritmo apresentado em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001). Neste caso, pode-se
escolher

L′
a = [F ′

s F
′], Ks = FsF

−1 e R = FEc,

comF ∈ ℜnc×nc eFs ∈ ℜ(nξ+nz+1)×nc. Relembrando queNa =
[

0 0 Ec ¦− Inc

]

e
aplicando as definições acima tem-se que (148) é equivalentea:

Λ4(ξ) + LeNe(ξ) +Ne(ξ)
′L′
e < 0 , (149)

com

Le =

[

L̄ Ks

0 Inc

]

e Ne(ξ) =

[

N (ξ) 0
[

0 0 R
]

−F

]

. (150)

Observe que as matrizesKs, R e F são desconhecidas. Então o seguinte resultado
pode ser apresentado.

Teorema 6 Considere o sistema (125) e sua DAR (128) comH1, H2 eH3 satisfeitas. Se
existem matrizes constantesP = P ′ > 0, L̄, Ks, R, F eG de dimensões apropriadas, e
um escalar positivoθ, satisfazendo as desigualdades matriciais (149), (144) e (145), para
todoξ ∈ V(Bξ), então tem-se que o ganhoEc = F−1R garante que para todoξ(0) ∈ R
a trajetória ξ(t) pertence aR e tende assintoticamente à origem parat→∞, sendo que
R é definida em (133).

4.4.1 Algoritmo e Problemas de Otimização

Nesta seção apresenta-se uma forma de aplicar o resultado proposto no Teorema 6
para calcular o ganho deanti-windupenquanto que uma estimativa da região de atração
do sistema (123) é maximizada.

Para lidar com este problema, em primeiro lugar o seguinte problema de otimização é
apresentado:

min traço(Q)− e1θ {(144), (145), (149), ∀ξ ∈ V(Bξ) (151)

sendoe1 um fator de peso escolhido para a variávelθ. Observe quee1 é utilizado devido
à definiçãoQ = Pθ2.
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Note que a minimização de traço(Q) − e1θ é um critério multiobjetivo que leva im-
plicitamente a uma maximização do tamanho deR. Com efeito, comoP = Q

θ2
, o critério

minimiza o traço deQ e maximizaθ simultaneamente, ou seja, implicitamente minimiza-
se o traço da matrizP . Outros critérios clássicos para tratar a dimensão de conjuntos
elipsoidais, tais como a maximização do volume, maximização menor eixo, a minimi-
zação do traço deP e na maximização em determinadas direções (ver, por exemplo,
(TARBOURIECH et al., 2011)) podem também ser aplicados.

No entanto, observe que a condição (149) ainda é uma BMI seKs, R e F forem
livres emLeNe(ξ). Neste caso, pode-se aplicar um algoritmo semelhante ao proposto
em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001) para encontrar uma solução sub-ótima para o pro-
blema de otimização em (151) como detalhado abaixo.

Algoritimo 1:

1. (Passok = 1 – inicialização )

A solução proposta neste passo é fixar os termosR eF para determinar uma solução
de (149). Assim, a inicialização pode ser feita fixandoR = 0 eF = Inc

. ComoR é
um domínio elipsoidal, a solução do problema (151) pode ser considerada levando
à determinação deKs. Neste passo, note queEc = 0. Assim, determina-seR sem
a utilização do ganho deanti-windup.

2. (Passok – Primeira parte)

Uma vez queKs é dado, o problema de otimização (151) pode ser considerado
para encontrarR eF . Observe que neste passo encontra-se o ganho deanti-windup
fazendoEc = F−1R.

3. (Passok – segunda parte)

Fixa-seR eF e soluciona-se o problema de otimização (151) para calcularL̄ eKs.

4. (Passo de finalização)

Suponha queǫ > 0 seja um escalar dado que define a precisão da solução. Se
‖Ec(k)−Ec(k− 1)‖ < ǫ, então o algoritmo é finalizado, caso contráriok ← k+ 1
e retorna-se para o passo2.

Observação 7Ao utilizar o Algoritmo 1, é importante ressaltar que evita-se a iteração
entre as variáveis desconhecidas de interesseP eEc. A principal vantagem neste caso é
que a matrizP é uma variável livre em cada passo de iteração. Este fato tende a reduzir
o conservadorismo associado ao tamanho da região elipsoidal de estabilidadeR.

Observação 8Relembrando que a regiãoBx corresponde a região onde a factibilidade
das LMIs deve ser verificada, então os mesmos passos apresentados na Observação 4 no
Capítulo 3 podem ser utilizados.

4.5 Extensão dos Resultados

Esta seção apresenta duas extensões dos resultados. Primeiramente são considerados
sistemas não-lineares incertos, tais que os parâmetros incertos aparecem de forma racional
no sistema. Em seguida, aborda-se a estabilidadeL2 de sistemas sujeitos a perturbações.
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4.5.1 Sistemas Não-lineares Incertos

Neste caso, a seguinte classe de sistemas de controle não-lineares incertos é conside-
rada:

ẋ = f(x, δ) + g(x, δ)sat(vc)
y = Hyx

x
(152)

sendo queδ = [δ1, δ2, . . . , δnδ
]′ ∈ Bδ ⊂ R

nδ são os parâmetros incertos do sistema e agora
f e g são funções racionais dos estadosx e dos parâmetros incertosδi, i = 1, . . . , nδ. Da
mesma forma que a regiãoBξ, Bδ é dada por um politopo e pode ser descrita como um
envelope convexo de seus vértices, tal que a notaçãoV(Bδ) representa o conjunto de
vertices deBδ.

Considerando o sistema (152), assume-se que o compensador dinâmico de saída é
dado por (124) e um ganhoanti-windupé adicionado a este controlador. Assim, o sistema
em malha fechada é dado por

ẋ = f(x, δ) + g(x, δ)vc − g(x, δ)ψ(vc)
y = Hyx

x

η̇ = fη(η, y)− Ecψ(vc)
vc = Hvη

η +Hvy
y.

(153)

ondeEc : R 7→ R
nc é uma matriz constante que representa o ganho deanti-windupa ser

determinado.
Para o sistema (153), a representação algébrica-diferencial (DAR) em (128) pode ser

considerada. No entanto, observe que agora o vetor auxiliarz contém termos polinomiais
e racionais em função de(x, η, δ) (termos com ordem maior ou igual a dois). Da mesma
forma,A1, A2, A3, A4, C1, C2, C3, C4, Ω1, Ω2, Ωb e Ωc são funções matriciais afins em
(x, η, δ).

A partir das considerações acima, apresenta-se o seguinte resultado.

Teorema 7 Considere o sistema incerto (153) e sua DAR correspondente com H1, H2
e H3 satisfeitas∀δ ∈ Bδ. Se existem matrizes constantesP = P ′ > 0, L̄, Ks, R, F
eG de dimensões apropriadas, e um escalar positivoθ, satisfazendo as desigualdades
matriciais (149), (144) e (145), para todoξ ∈ V(Bξ) e todoδ ∈ V(Bδ), então tem-se que
o ganhoEc = F−1R garante que para todoξ(0) ∈ R a trajetória ξ(t) pertence aR e
tende assintoticamente à origem parat→∞, sendo queR é definida em (133).

É importante enfatizar que, neste caso a condição (149) seráafim emx e δ. Desta
forma, por convexidade, a mesma deve ser testada para cada vértice deBξ em todos os
vértices deBδ, i.e. emV(Bξ)× V(Bδ).

4.5.2 EstabilidadeL2

Considere a seguinte classe de sistemas de controle não-lineares

ẋ = f(x,w) + g(x)sat(vc)
y = Hyx

x
(154)

sendo quew corresponde a um sinal de perturbação externa (ou exógeno).Neste caso,
considera-se quef é racional emx e linear emw. Supõe-se ainda quew é limitado em
energia, ou seja,w ∈ W ⊂ R

nw com

W = {w ∈ R
nw : ‖w‖22 ≤ β} (155)
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onde

‖w‖22 =

∫ ∞

0

w(t)′w(t)dt,

i.e. ‖w‖2 denota a normaL2 dew, eβ ∈ R é um parâmetro positivo que define o tamanho
deW.

Da mesma forma que apresentado anteriormente, considerando o sistema (154), assume-
se que o compensador dinâmico de saída é dado por (124) e um ganhoanti-windupé adi-
cionado a este controlador, ondeEc : R 7→ R

nc é uma matriz constante que representa o
ganho deanti-windupa ser determinado.

Neste caso, pode-se reescrever o sistema em malha fechada obtido pela interconexão
de (154) e (124) com a compensação deanti-windupda seguinte forma:

ξ̇(t) = Aa(ξ)ξ(t) +Ab(ξ)z(t) + (Ac(ξ)−MEc)ψ(vc(t)) +Ad(ξ)w(t)
0 = Ωa(ξ)ξ(t) + Ωb(ξ)z(t) + Ωc(ξ)ψ(vc(t)) + Ωd(ξ)w(t)

(156)

Conforme visto na Seção 2.1.2, para o caso de sistemas sujeitos a perturbações define-
se as seguintes regiões

R0 = {ξ ∈ R
nξ : ξ′Pξ ≤ α} (157)

R = {ξ ∈ R
nξ : ξ′Pξ ≤ σ−1} (158)

comσ−1 = α+ β.
Definindo agora

J (t) = V̇ (ξ(t)) +
y(t)′y(t)

γ2
− w(t)′w(t),

comV̇ (ξ) definida em (135), então se∀T > 0 tem-seJ (t) < 0, segue que
∫ T

0

J (t)dt = V (T )− V (0) +
1

γ2

∫ T

0

y(t)′y(t)dt−

∫ T

0

w(t)′w(t)dt < 0 .

Assim, supondo queξ(0) ∈ R0 e‖w‖22 ≤ β:

• sew(t) = 0, segue quėV (ξ(t)) + γ2−1
y(t)′y(t) < 0. Desta forma, garante-se que

ξ(t) → 0 quandot → 0, ou seja a estabilidade assintótica do sistema (154) em
malha fechada é garantida.

• sew(t) 6= 0 comw satisfazendo (155):

– as trajetórias do sistema não saem do conjuntoR, poisξ(0) ∈ R0 e

V (ξ(T )) < V (ξ(0)) + ‖w‖22 − γ
−2‖y‖22 ≤ α+ β = σ−1, ∀T > 0 .

– a normaL2 do sinal de saída é limitada, i.e.‖y‖22 < γ2‖w‖22 + γ2V (0).

Sejam agora:

Λ4w
(ξ) =

















A′
a(ξ)Q+QAa(ξ) QAb(ξ) QAc(ξ) +G′ QAd(ξ) QHyx

−QM
⋆ 0 0 0 0
⋆ ⋆ −2θ 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ −Inw

0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −λIny

0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 0

















,
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comλ = θ2γ2, ζ = [ξ′ z′ w′ y′ ψ′]′, N0(ξ) =
[

Ωa(ξ) Ωb(ξ) Ωd(ξ) 0nz×ny
Ωc(ξ)

]

e

N (ξ) =

[ [

N1(ξ) 0nz+nw+1

]

N0(ξ)

]

.

Pode-se então redefinirNe(ξ) e Le como em (150) com matrizesKs, R e F de di-
mensões apropriadas.

A partir das definições acima o seguinte resultado pode ser enunciado.

Teorema 8 Considere o sistema em malha fechada obtido pela interconexão de (154) e
(124) com laço deanti-windupe sua DAR dada por (156) comH1, H2 e H3 satisfeitas
ew ∈ W. Se existem matrizes constantesP = P ′ > 0, L̄, Ks, R, F eG de dimensões
apropriadas, e escalares positivosλ e θ, satisfazendo as seguintes desigualdades matri-
ciais

Λ4w
(ξ) + LeNe(ξ) +Ne(ξ)

′L′
e < 0 , (159)

[

Q θqr
⋆ σ

]

> 0 , (160)

[

Q K ′θ −G′

⋆ σ

]

≥ 0 , (161)

então, tem-se que o ganhoEc = F−1R garante que:

• para todow ∈ W e ξ(0) ∈ R0, comR0 definida em 157, as trajetórias do sistema
em malha fechada não saem do conjuntoR, definida por (158). Além disto tem-se
‖y‖22 < γ2‖w‖22 + γ2V (0).

• sew(t) = 0, para todoξ(0) ∈ R, as trajetórias do sistema em malha fechada
pertencem aR e tendem assintoticamente à origem parat→∞.

Prova.
Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 5 podem seraplicados consi-

derando agora a DAR (156). Em resumo, (159) assegura queJ (t) < 0, ∀ξ ∈ (Bξ ∩ S).
As relações (160) e (161), asseguram queR ⊂ Bξ eR ⊂ S, respectivamente. �

4.5.2.1 Problemas de Otimização

Nesta seção são apresentadas formas de aplicar o resultado do Teorema 8 para ca-
racterizar a estabilidadeL2 entrada-estado e a estimação do ganhoL2 para o sistema em
malha fechada.

• EstabilidadeL2 Entrada-Estado:

A ideia principal é determinar um limite superiorβ para a normaL2 da perturbação
de forma que as trajetórias do sistema em malha fechada sejamlimitadas. Neste
caso, assume-se queξ(0) = 0 e desta forma tem-seσ−1 = β. Assim, com base no
Teorema 8 o seguinte problema de otimização pode ser utilizado:

min σ
{

(159),(160),(161) (162)
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• Estimativa do ganhoL2:

Dado um limite superior admissívelβ para a normaL2 da perturbaçãow, a ideia
é calcular um limite superior para o ganhoL2 dew paray através da utilização
do Teorema 8. Neste caso, assume-se também queξ(0) = 0 e pode-se aplicar o
seguinte problema de otimização:

min γ2
{

(159),(160),(161) (163)

4.6 Exemplo Numérico

Exemplo 6 Considere o sistema não-linear dado abaixo:

ẋ(t) = (x2(t)− 1)x(t) + sat(vc(t))
y(t) = x(t),

(164)

e o controlador
η̇(t) = −x(t)
vc(t) = η(t)− 2y(t).

(165)

Neste caso, supõe-se que o domínio dos estados é limitado peloconjunto: Bξ :=
{ξ ∈ R

2 : |ξ1| ≤ α1, |ξ2| ≤ α2} , sendoα1 = 1.3 eα2 = 2.3
Considerando a representação DAR dada em (128) para o sistemarepresentado em

(164)-(165), comz(t) = x2 tem-se:

Aa(ξ) =

[

−3 1
−1 0

]

, Ab(ξ) =

[

x

0

]

, Ac(ξ) =

[

−1
0

]

,

Ωa(ξ) =
[

x 0
]

, Ωb(ξ) = −1 ,Ωc(ξ) = 0 , K =
[

−2 1
]

.

Baseado no Algoritmo 1 apresentado na Seção 4.4.1, é determinada uma estimativa
da região de atraçãoR1 paraEc = 0 (passo de inicialização). A Figura 11 mostra a
estimativaR1 obtida considerandoe1 = 3 em (151). Neste caso, a matrizP é dada por:

P =

[

0.8455 −0.1666
−0.1666 0.3033

]

.

Nesta figura também é apresentado um esboço da região de atração do sistema. Note
que a mesma é limitada por um ciclo-limite.

Aplicando o Algoritmo 1, come1 = 3, obtém-se:

P =

[

0.6195 −0.0808
−0.0808 0.2353

]

, Ec = −1.0396 .

A Figura 12 apresenta a nova estimativa da região de atraçãoR2 para o valor deEc
acima.

Comparando as Figuras 11 e 12, pode-se perceber que a real região de atração
é aumentada graças ao laço deanti-windup. Observe que utilizando a estrutura com o
ganho deanti-windupo ciclo limite que define a fronteira da região de atração do sistema
é eliminado.

Para fins de comparação, são apresentadas as duas estimativas na Figura 13, onde
R1 está em linha tracejada eR2 está em linha sólida. Nesta figura, ainda é apresentada
a região onde o controle não satura denotada porRns.
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Figura 11: Estimativa da regiãoR1 sem o ganho de anti-windup.

Figura 12: Estimativa da regiãoR2 com o ganho de anti-windup.
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Figura 13: Comparação entre regiõesR1 eR2.

O sinal de saída e o sinal de controle obtidos a partir da condição inicial ξ(0) =
[−1.3 − 0.45 ]′ considerando o controlador com e sem o ganho deanti-windupsão
mostrados na Figura 14. Neste caso, note que, com o ganho deanti-windup(linha sólida),
o controle permanece menos tempo na saturação e o tempo de acomodação (convergência
do sinal para a origem) é significantemente mais rápido.

4.7 Considerações Finais

Este capítulo apresentou um método para calcular ganhos deanti-winduppara uma
classe de sistemas não-lineares sujeitos à saturação do atuador. A abordagem se baseou
em uma DAR de sistemas racionais e em uma versão modificada da condição generalizada
do setor para lidar com a saturação. A partir destes elementos, tratou-se o problema
do aumento da região de atração do sistema em malha fechada por meio de um ganho
anti-windup. Este problema foi abordado indiretamente através de um algoritmo baseado
em LMIs que permite projetar um ganhoanti-windup levando à maximização de uma
estimativa da região de atração. Extensões dos resultados são apresentadas para tratar
sistemas incertos e sistemas sujeitos a perturbações. Um exemplo numérico é apresentado
para ilustrar a aplicação dos resultados.

Estes métodos também podem ser vistos no trabalho recentemente publicado em
(OLIVEIRA et al., 2011a) para cálculo deanti-windupcom o objetivo de aumentar a
região de atração. O trabalho completo, com as extensões dosresultados, apresentado
neste capítulo foi recentemente submetido em (OLIVEIRA et al., 2012).
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Figura 14: Sinal de saída e sinal de controle - com anti-windup (linha tracejada) e sem
anti-windup (linha contínua).
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5 SÍNTESE DE COMPENSADORES ANTI-WINDUP - ABOR-
DAGEM CONVEXA

Neste capítulo a elaboração de uma nova técnica para sintetizar compensadores de
anti-winduppara sistemas não-lineares racionais sujeitos à saturaçãodo atuador é apre-
sentada. Conforme visto no capítulo anterior, com um compensadoranti-windupé possí-
vel aumentar a região de atração do sistema em malha fechada.Entretanto, ao utilizar
métodos baseados em LMIs, busca-se evitar a utilização de técnicas iterativas, ou seja,
evita-se a utilização de algoritmos para encontrar uma solução. Além disto, seria interes-
sante o desenvolvimento de métodos que permitissem tratar sistemas multivariáveis sem
utilizar procedimentos como busca linear em parâmetros.

Neste sentido, propõe-se uma nova formulação do problema, onde a inclusão das ma-
trizes dependentes dos estados é tratada diferentemente aoapresentado no capítulo ante-
rior, permitindo assim encontrar uma solução com métodos diretos. O método aplica uma
representação algébrica diferencial (DAR) de sistemas não-lineares para elaborar condi-
ções, com base na teoria de Lyapunov, que podem ser resolvidas numericamente nos
vértices de um dado politopo de estados admissíveis. Para lidar com a não-linearidade de
saturação, é utilizada diretamente a versão modificada da condição de setor generalizada
proposta em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005). A partir desses elemen-
tos, condições de estabilização local são desenvolvidas diretamente na forma de LMIs.
Além disso, um problema de otimização baseado em LMI é proposto para calcular um
ganhoanti-windupa fim de obter uma região de estabilidade assintótica maximizada, que
implicitamente leva à maximização da região de atração do sistema em malha-fechada.

Este desenvolvimento pode ser visto como uma melhoria do resultado apresentado no
Capítulo 4, onde as principais diferenças e vantagens são:

(a) as condições são diretamente tratadas em termos de LMIs evitando procedimentos
iterativos de relaxamento;

(b) permite considerar sistemas de controle não-lineares multivariáveis de uma forma
simples;

(c) permite considerar controladores com saídas racionaisnos estados, ou seja, contro-
ladores na forma de realimentação linearizante podem ser tratados (MENON et al., 2006;
HERRMANN et al., 2010; VALMORBIDA et al., 2010).

5.1 Apresentação do Problema

Considere a seguinte classe de sistemas de controle:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))sat(vc(t))
y(t) = hy(x(t))

(166)
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sendo quex ∈ Bx ⊂ R
n denota o vetor de estados;y ∈ R

ny é a saída medida;vc ∈ R
nv é

a entrada de controle;sat(·) é a função clássica de saturação, comu0(i) > 0, i = 1, . . . , nv
denotando o nível simétrico da saturação doi-ésimo atuador. Assume-se quef : R

n 7→
R
n, g : R

n 7→ R
n × R

nv , hy : R
n 7→ R

ny são funções racionais emx satisfazendo
condições de existência e unicidade da solução para todox ∈ Bx.

Da mesma forma que no Capítulo 4, em relação aos efeitos indesejáveis causados
pela saturação, um ganho deanti-windupé adicionado ao controlador (veja Figura 2.3.2).
Assim, considerando a dinâmica do controlador e a estratégia deanti-windup, o sistema
em malha fechada é dado por:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))sat(vc(t))
y(t) = hy(x(t))
η̇(t) = fη(η(t), y(t)) + Ec(sat(vc(t))− vc(t))
vc(t) = hη(η(t), y(t))

(167)

sendo quehη é uma função racional eEc ∈ R
nc×nv é uma matriz constante representando

o ganho deanti-windupa ser determinado.
Considerando a configuração acima, o objetivo está em determinar o ganho deanti-

windupEc tal que a região de atração do sistema em malha fechada (167) possa ser au-
mentada.

5.2 Preliminares

Esta seção apresenta alguns resultados básicos necessários para formular um método
baseado em LMI para cálculo do ganho deanti-windupconforme apresentado na Seção
5.1.

5.2.1 Representação Algébrica Diferencial – DAR

Primeiramente, reescreve-se o sistema (167) da seguinte forma:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))vc(t)− g(x(t))ψ(vc(t))
y(t) = hy(x(t))
η̇(t) = fη(η(t), y(t))− Ecψ(vc(t))
vc(t) = hη(η(t), y(t))

(168)

comψ(vc(t)) definida em (57).
Vale salientar que, sendohy e hη funções racionais, o sistema em malha fechada

resultante (168) é de fato racional nas variáveis correspondentes aos estadosx eη. Assim,
definindo o vetor de estados aumentadoξ(t) = [x(t)′ η(t)′]′ ∈ Bξ ⊂ R

nξ ,

Bξ = {ξ ∈ R
nξ ; x ∈ Bx eη ∈ Bη},

comnξ = n+ nc, sempre será possível encontrar uma Representação Algébrica Diferen-
cial (DAR) para (168), da seguinte forma:

ξ̇(t) = Aaξ(t) +Abz(t) + (Ac −WEc)ψ(vc(t))
0 = Ωaξ(t) + Ωbz(t) + Ωcψ(vc(t))

(169)

sendo queW =

[

0n×nc

Inc

]

; z ∈ R
nz é um vetor auxiliar não-linear em relação àξ, ψ

contendo termos racionais e polinomiais (termos de ordem maior ou igual a dois);Aa ∈



81

R
nξ×nξ , Ab ∈ R

nξ×nz , Ac ∈ R
nξ×nv , Ωa ∈ R

nz×nξ , Ωb ∈ R
nz×nz e Ωc ∈ R

nz×nv , são
funções matriciais afins emξ.

Similarmente, comohη é uma função racional emξ, sempre é possível reescrever
vc(t) na forma apresentada a seguir:

vc(t) = K1ξ(t) +K2ρ(t)
0 = Ξ1ξ(t) + Ξ2ρ(t)

(170)

sendoρ ∈ R
nρ um vetor não-linear auxiliar função de(x, η) contendo termos racionais

e polinomiais (termos de ordem maior ou igual a dois) dehη, eK1 ∈ R
nv×nξ , K2 ∈

R
nv×nρ , Ξ1 ∈ R

nρ×nξ eΞ2 ∈ R
nρ×nρ são funções matriciais afins emξ.

Em relação ao sistema (169)-(170), assume-se que:

(H1) a origem (ξ = 0) é um ponto de equilíbrio (localmente) assintoticamente estável;
e

(H2) o domínioBξ é um dado politopo contendo a origem em seu interior.

Conforme visto nos capítulos precedentes, para garantir quea DAR (169)-(170) é bem
definida (i.e., a unicidade da soluçãoξ(t) é assegurada), ainda é considerado que:

(H3) as funções matriciaisΩb eΞ2 tem posto completo para todoξ ∈ Bξ.

Nota-se que a partir deH3 os vetores auxiliaresz(t) e ρ(t) podem ser eliminados,
respectivamente, de (169) e (170) levando a representação original do sistema em (168).
Este procedimento pode ser realizado da seguinte forma:

z(t) = −Ω−1
b (Ωaξ(t) + Ωcψ(vc(t))) eρ(t) = −Ξ−1

2 Ξ1ξ(t)

5.2.2 Resultados da Teoria de Lyapunov

Neste capítulo são utilizados os resultados apresentados no Lema 1, referentes à teoria
de Lyapunov (KHALIL, 1996). Desta forma, para avaliar a estabilidade local do sistema
(169), é considerada uma função de Lyapunov quadrática:

V (ξ) = ξ′Pξ , P = P ′ > 0 (171)

sendo queP ∈ R
nξ×nξ , e o seguinte conjunto de nível normalizado

R = {ξ ∈ R
n : ξ′Pξ ≤ 1} . (172)

A partir do Lema 1, seV (ξ), como definida acima, satisfaz as condições (9)-(11),
para todox ∈ Bξ eR ⊂ Bξ, entãoR é um conjunto contrativo e invariante contido na
região de atração do sistema não-linear e pode ser visto comouma estimativa desta região
(KHALIL, 1996).

5.2.3 Condição de Setor Generalizada

Considere queG1 ∈ R
nv×nξ eG2 ∈ R

nv×nρ são funções matriciais afins emξ. Define-
se agora o seguinte conjunto

S
△
= {ξ ∈ R

nξ : |(K1(i) −G1(i))ξ + (K2(i) −G2(i))ρ| ≤ u0, i = 1, . . . , nv (173)

Nota-se queρ é uma função deξ e então o conjuntoS define um conjunto de vetores no
domínioξ.

A partir da não-linearidade zona-mortaψ(vc) definida em (57) e do conjuntoS conforme
definido acima, o seguinte Lema pode ser apresentado como umageneralização do Lema
1 em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005).
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Lema 7 Seξ ∈ S então a relação

ψ(vc)
′T [ψ(vc)−G1ξ −G2ρ] ≤ 0 (174)

é verificada para qualquer matriz diagonal e definida positiva T ∈ R
nv×nv .

Vale destacar que as matrizesG1 eG2 podem ser afins emξ. Como será visto poste-
riormente, estas matrizes serão consideradas como variáveis livres no problema de otimi-
zação.

5.3 Resultado Principal

Nesta seção uma abordagem LMI para tratar o problema de síntese deanti-windup
como introduzido na Seção 5.1 é apresentada.

Inicialmente, considerando a função de Lyapunov quadrática definida em (171), segue
que:

V̇ (ξ) = ξ̇′Pξ + ξ′P ξ̇ . (175)

Considerando o vetor auxiliarζ0 = [ξ̇(t)′ ξ(t)′]′ , pode-se reescrever (175) da se-
guinte forma:

V̇ (ξ) = ζ ′0Λ1ζ0

sendo

Λ1 =

[

0 P

P 0

]

.

A partir do Lema 7, seξ ∈ S, então a relaçãoψ(vc)
′T [ψ(vc) − G1ξ − G2ρ] ≤ 0 é

verificada para qualquer matrizT diagonal e definida positiva. Assim, se

ζ ′0Λ1ζ0 − 2ψ(vc)
′T [ψ(vc)−G1ξ −G2ρ] < 0, ∀ξ ∈ Bξ (176)

é verificada, entãȯV (ξ) < 0 para todoξ ∈ S ∩ Bξ.
Considerando agora o vetor auxiliarζ = [ξ̇(t)′ ξ(t)′ z(t)′ ρ(t)′ ψ(vc(t))

′]′ pode-
se reescrever (176) da seguinte forma

ζ ′Λ2ζ < 0 (177)

sendo

Λ2 =













0 P 0 0 0
P 0 0 0 G′

1T

0 0 0 0 0
0 0 0 0 G′

2T

0 TG1 0 TG2 −2T













.

Sejam agora os seguintes escalares:

β1 = ξ̇(t)′M1(−ξ̇(t) +Aaξ(t) +Abz(t) + (Ac −WEc)ψ(vc(t)))

β2 = ξ(t)′M2(−ξ̇(t) +Aaξ(t) +Abz(t) + (Ac −WEc)ψ(vc(t)))
β3 = z(t)′M3(Ωaξ(t) + Ωbz(t) + Ωcψ(vc(t)))
β4 = ρ(t)′M4(Ξ1ξ(t) + Ξ2ρ(t))

(178)
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A partir de (169) e (170), segue que as equações

0 = β1 + β′
1

0 = β2 + β′
2

0 = β3 + β′
3

0 = β4 + β′
4

(179)

são satisfeitas, para quaisquer matrizesM1 ∈ R
nξ×nξ , M2 ∈ R

nξ×nξ , M3 ∈ R
nz×nz e

M4 ∈ R
nρ×nρ.

A partir de (179), se

ζ ′Λ2ζ + β1 + β′
1 + β2 + β′

2 + β3 + β′
3 − β4 − β

′
4 < 0 (180)

é verificada, então (177) é satisfeita. Observe que é possível reescrever (180) da seguinte
forma

ζ ′Λ3(ξ)ζ < 0 (181)

sendo

Λ3(ξ) =













−M1 −M
′
1 P −M ′

2 +M1Aa M1Ab 0
⋆ M2Aa +A′

aM
′
2 M2Ab + Ω′

aM
′
3 −Ξ′

1M
′
4

⋆ ⋆ M3Ωb + Ω′
bM

′
3 0

⋆ ⋆ ⋆ −M4Ξ2 − Ξ2M
′
4

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

M1Ac −M1WEc
M2Ac −M2WEc +G′

1T

M3Ωc

G′
2T

−2T













.

Assuma agora queM1, M3 eM4 são não-singulares e queM2 = M ′
2 > 0. Define-se

então as seguintes matrizesQ1 = M−1
1 ,Q2 = M−1

2 ,Q3 = M−1
3 ,Q4 = M−1

4 , F = T−1 e

Π0 =













Q1 0 0 0 0
0 Q2 0 0 0
0 0 Q3 0 0
0 0 0 Q4 0
0 0 0 0 F













. (182)

Multiplicando a condiçãoΛ3(ξ) < 0 à esquerda e a direita porΠ0 definido em (182) eΠ′
0

respectivamente, tem-se













−Q1 −Q
′
1 Q1PQ2 −Q1 +AaQ2 AbQ

′
3 0

⋆ AaQ2 +Q2A
′
a AbQ

′
3 +Q2Ω

′
a −Q2Ξ

′
1

⋆ ⋆ ΩbQ
′
3 +Q3Ω

′
b 0

⋆ ⋆ ⋆ −Ξ2Q
′
4 −Q4Ξ

′
2

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

AcF −WEcF

AcF −WEcF +Q2G
′
1

ΩcF

Q4G
′
2

−2F













< 0 .
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Observe que a desigualdade acima não é uma LMI devido ao termoQ1PQ2. Entre-
tanto, neste caso, pode-se considerarP = M2 de forma quePQ2 = Inξ

. Além disto,
para os termosQ2G

′
1, Q4G

′
2 eEcF , podem ser consideradas as seguintes mudanças de

variáveis:V ′
1 = Q2G

′
1, V

′
2 = Q4G

′
2 eEF = EcF . Neste caso, se

Λ4(ξ) < 0 , (183)

com

Λ4(ξ) =













−Q1 −Q
′
1 AaQ2 AbQ3 0

⋆ AaQ2 +Q2A
′
a AbQ3 +Q2Ω

′
a −Q2Ξ

′
1

⋆ ⋆ ΩbQ
′
3 +Q3Ω

′
b 0

⋆ ⋆ ⋆ −Ξ2Q
′
4 −Q4Ξ

′
2

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

AcF −WEF
AcF −WEF + V ′

1

ΩcF

V ′
2

−2F













,

é verificada, então (177) é satisfeita.
A partir das considerações apresentadas acima, é formuladoo seguinte resultado.

Teorema 9 Considere o sistema (168) satisfazendoH1-H2 e sua DAR (169)-(170) sa-
tisfazendoH3. Se existirem matrizes constantesQ1, Q2 = Q′

2 > 0, Q3, Q4, EF , V1 e
V2 de dimensões apropriadas e uma matriz diagonal definida positiva F , satisfazendo as
seguintes desigualdades matriciais lineares para todoξ ∈ V(Bξ):

Λ4(ξ) < 0 , (184)
[

Q2 Q2qr
q′rQ2 1

]

> 0, r = 1, . . . , ne (185)





Q2 Q2Ξ
′
1 Q2K

′
1(i) − V

′
1(i)

⋆ Ξ2Q
′
4 +Q4Ξ

′
2 Q4K

′
2(i) − V

′
2(i)

⋆ ⋆ u2
0(i)



 > 0, i = 1, . . . , nv (186)

então o ganho deanti-windupé dado porEc = EFF
−1 é tal que para todoξ(0) ∈ R,

comP = Q−1
2 , a respectiva trajetória do sistema em malha fechadaξ(t) pertence aR,

e converge assintoticamente para a origem quandot → ∞, sendo queR é definida em
(172).

Prova.
Como definido anteriormente, considere queAa,Ab,Ac, Ωa, Ωb, Ωc,K1,K2, Ξ1 eΞ2

são afins emξ. Assim, se as desigualdades (184)-(186) são factíveis paracadaξ ∈ V(Bξ),
então, por convexidade, estas também são satisfeitas para todoξ ∈ Bξ.

Note que, ao supor queΩb eΞ2 são não-singulares (a partir deH3), os termosΩbQ
′
3 +

Q3Ω
′
b < 0 e Ξ2Q

′
4 + Q4Ξ2 > 0 asseguram queQ3 eQ4 são não-singulares. Além disso,

uma vez que (a partir de (184))Q1 + Q′
1 > 0 e (por imposição)Q2 > 0, segue que a

matriz Π0 definida em (182) é inversível. Assim, seΛ4(ξ) < 0, segue queΛ3(ξ) < 0.
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Logo, a partir de (179) conclui-se que (176) é verificada comQ−1
2 = P > 0. Assim, se

R ⊂ S ∩ Bξ e considerandoV (x) = ξ′Pξ, segue quėV < 0, ∀ξ ∈ R, o que garante que
para todoξ(0) ∈ R as trajetórias resultantes do sistema em malha fechadaξ(t) pertencem
àR e convergem assintoticamente para a origem quandot→∞.

Por outro lado, multiplicando à esquerda e à direita (185) por Π1 =

[

Q−1
2 0
0 1

]

eΠ′
1,

respectivamente, obtém-se:
[

P qr
q′r 1

]

≥ 0, ∀r = 1, . . . , ne. (187)

o que garante queR está incluída na regiãoBξ definida em (74) (BOYD et al., 1994).
Além disso, multiplicando à esquerda e à direita (186) porΠ2 = blockdiag{Q−1

2 , Q−1
4 , 1}

eΠ′
2, respectivamente, obtém-se:





P Ξ′
1M

′
4 K ′

1(i) −G
′
1(i)

⋆ M4Ξ2 + Ξ′
2M

′
4 K ′

2(i) −G
′
2(i)

⋆ ⋆ u0(i)
2



 ≥ 0 , ∀i = 1, . . . , nv . (188)

Aplicando agora o complemento de Schur (vide Apêndice A) em (188) e em seguida
multiplicando a esquerda e a direita a desigualdade matricial resultante respectivamente
pelo vetor[ ξ′ ρ′ ] e seu transposto, tem-se:

(

(K1(i) −G1(i))ξ + (K2(i) −G2(i))ρ
)2

u0(i)
2

≤ ξ′Pξ + 2ρ′M4(Ξ1ξ + Ξ2ρ), ∀i = 1, . . . , nv

Assim, observando queΞ1ξ + Ξ2ρ = 0 e seξ′Pξ ≤ 1, segue que:

|(K1(i) −G1(i))ξ + (K2(i) −G2(i))ρ| ≤ u0(i), ∀i = 1, . . . , nv

o que assegura queR ⊂ S.
Desta forma, conclui-se que (185) e (186) garantem queR ⊂ Bξ ∩ S, o que conclui a

prova. �

Observação 9No caso particular em quevc depende linearmente ou bi-linearmente
(quadraticamente) dex e η, tem-se queρ = 0 em (170) e assim, considera-seK2 = 0,
Ξ1 = 0 eΞ2 = 0.

Neste caso, a relação (185) pode ser substituída por

[

Q2 Q2K
′
1(i) − V

′
1(i)

⋆ u0(i)
2

]

≥ 0 , ∀i = 1, . . . , nv . (189)

eG2 = 0. Além disso, a4a linha e a4a coluna de (184) devem ser eliminadas, ou seja,
(184) deve ser substituída por:









−Q1 −Q
′
1 AaQ2 AbQ3 AcF −WEF

⋆ AaQ2 +Q2A
′
a AbQ3 +Q2Ω

′
a AcF −WEF + V ′

1

⋆ ⋆ ΩbQ
′
3 +Q3Ω

′
b ΩcF

⋆ ⋆ ⋆ −2F









< 0
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5.4 Problemas de Otimização

O resultado apresentado no Teorema 9 pode ser aplicado para calcular um ganho de
anti-windupa fim de (tentar) maximizar a região de atração do sistema em malha fechada.
Na verdade, esse objetivo é alcançado implicitamente ao maximizar a regiãoR associada
ao ganho a ser calculado.

Com este objetivo, uma vez queR é um domínio elipsoidal, o seguinte problema de
otimização pode ser considerado:

min traço(H)







(184), (185), (186), ∀ξ ∈ V(Bξ)
[

H I

I Q2

]

> 0,
(190)

Note que neste caso a minimização de traço(H) é um critério que leva a minimização
de

traço(Q−1
2 ) = traço(P )

e assim implicitamente à maximização do tamanho deR. Vale salientar que outros crité-
rios clássicos relacionados ao tamanho de conjuntos elipsoidais podem ser utilizados, tais
como: maximização do volume, maximização do menor eixo, maximização em determi-
nadas direções, (ver, como exemplo, Capítulo 2 em (TARBOURIECH etal., 2011) e suas
referências) também podem ser aplicadas.

Observação 10Observe que (184), (185) e (186) são LMIs paraξ ∈ V(Bξ). Assim, o
problema (190) é convexo e pode ser solucionado diretamenteutilizandosolverspadrão
para LMIs, sem a necessidade de algoritmos iterativos como no capítulo precedente.

Observação 11Conforme dito nos capítulos anteriores, a regiãoBx corresponde a re-
gião onde há factibilidade das LMIs. Desta forma, os mesmos passos apresentados na
Observação 4 no Capítulo 3 podem ser utilizados.

Alternativamente, pode-se parametrizarBx conforme abaixo:

Bξ := {ξ : |ξ(i)| ≤ αi, i = 1, . . . , nξ} ,

então, os seguintes passos podem ser considerados:

• Passo 1: Soluciona-se (190) para um dado politopo suficientemente pequeno (α1,

. . . , αnξ
);

• Passo 2: Para matrizesQ2, Q3, Q4 dadas eF , maximiza-seBξ em relação a
α1, . . . , αnξ

e matrizes livresQ1, EF , V1 eV2.

Assim, faz-se a iteração entre estes dois passos até que não haja mudança signifi-
cativa no tamanho deR.

5.5 Extensão - Caso Discreto

Nesta seção uma extensão dos resultados apresentados nestecapítulo é desenvolvida
para tratar sistemas em tempo discreto. O objetivo consisteem sintetizar compensadores
de anti-winduppara sistemas não-lineares racionais em tempo discreto sujeitos à satu-
ração do atuador. Para tanto, um problema de otimização baseado em LMI é proposto
para calcular um ganhoanti-windupque implicitamente leva à maximização da região de
atração do sistema em malha-fechada.
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5.5.1 Apresentação do Problema

Considere a seguinte classe de sistemas de controle em tempo discreto:

x+ = f(x(k)) + g(x(k))sat(vc(k))
y(k) = hy(x(k))

(191)

e assuma que um controlador estabilizante dinâmico de saídafoi projetado para garantir
algum desempenho desejado e a estabilidade do sistema em malha fechada na ausência
de saturação no controle. Este controlador é dado por:

η+ = fη(η(k), y(k))
vc(k) = hη(η(k), y(k)) .

(192)

comη+ = η(k + 1).
Novamente, para tratar aos efeitos indesejáveis causados pela saturação, um ganho

de anti-windupé adicionado a este controlador. Utilizando a simplificaçãode notação
na formaξ(k) = ξ, considera-se a dinâmica do controlador e a estratégia deanti-windup,
definindo o vetor de estados aumentadoξ(k) = [x(k)′ η(k)′]′, tal que o sistema em malha
fechada pode ser representado por uma RAR, da seguinte forma:

ξ+ = Aaξ +Abz + (Ac −WEc)ψ(vc)
0 = Ωaξ + Ωbz + Ωcψ(vc)

(193)

sendo queξ+ = ξ(k + 1), Ec é uma matriz constante representando o ganho deanti-
windupa ser determinado ez é um vetor não-linear auxiliar em relação aξ e linear em
relação aψ contendo termos racionais e polinomiais (termos de ordem maior ou igual a
dois).

Da mesma forma ao apresentado para o caso contínuo,vc pode ser representado por:

vc = K1ξ +K2ρ

0 = Ξ1ξ + Ξ2ρ
(194)

sendoρ um vetor não-linear auxiliar função de(x, η) contendo termos racionais e polino-
miais (termos de ordem maior ou igual a dois).

Cabe ressaltar que, para o sistema (193)-(194), as hipótesesH1, H2 e H3 são consi-
deradas. Além disso, considera-se que as matrizesΩb eΞ2 devem ter posto completo para
todoξ ∈ Bξ.

A partir da configuração acima, o objetivo é determinar o ganho deanti-windupEc tal
que a região de atração do sistema em malha fechada, similarmente ao sistema definido
em (167) para o caso contínuo, possa ser aumentada.

5.5.2 Resultado Teórico

Considerando a função de Lyapunov quadrática definida em (171), para sistemas em
tempo discreto segue que:

∆V (ξ) = ξ′+Pξ+ − ξ
′Pξ . (195)

A partir do Lema 7, seξ ∈ S, então a relaçãoψ(vc)
′T [ψ(vc) − G1ξ − G2ρ] ≤ 0 é

verificada para qualquer matrizT diagonal e definida positiva. Assim, considerando o
vetor auxiliarζ = [ξ′+ ξ(k)′ z(k)′ ρ(k)′ ψ(vc(k))

′]′ se

ζ ′Λ2ζ < 0 (196)
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sendo

Λ2 =













P 0 0 0 0
0 −P 0 0 G′

1T

0 0 0 0 0
0 0 0 0 G′

2T

0 TG1 0 TG2 −2T













.

é verificada, então∆V (ξ) < 0 para todoξ ∈ S ∩ Bξ.
Definindo os seguintes escalares

β1 = ξ′+M1(−ξ+ +Aaξ(k) +Abz(k) + (Ac −WEc)ψ(vc(k)))
β2 = ξ(t)′M2(−ξ+ +Aaξ(k) +Abz(k) + (Ac −WEc)ψ(vc(k)))
β3 = z(k)′M3(Ωaξ(k) + Ωbz(k) + Ωcψ(vc(k)))
β4 = ρ(k)′M4(Ξ1ξ(k) + Ξ2ρ(k)) ,

(197)

a partir de (193) e (194), segue que as equações (179) são satisfeitas, para quaisquer
matrizesM1 ∈ R

nξ×nξ ,M2 ∈ R
nξ×nξ ,M3 ∈ R

nz×nz eM4 ∈ R
nρ×nρ. Assim, se

ζ ′Λ3(ξ)ζ < 0 (198)

com

Λ3(ξ) =













P −M1 −M
′
1 −M ′

2 +M1Aa M1Ab 0
⋆ −P +M2Aa +A′

aM
′
2 M2Ab + Ω′

aM
′
3 −Ξ′

1M
′
4

⋆ ⋆ M3Ωb + Ω′
bM

′
3 0

⋆ ⋆ ⋆ −M4Ξ2 − Ξ2M
′
4

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

M1Ac −M1WEc
M2Ac −M2WEc +G′

1T

M3Ωc

G′
2T

−2T













.

é verificada, então (196) é satisfeita.
Multiplicando a condiçãoΛ3(ξ) < 0 à esquerda e a direita porΠ0 (definido em (182))

eΠ′
0 respectivamente, tem-se













Q′
1PQ1 −Q1 −Q

′
1 −Q1 +AaQ2 AbQ

′
3 0

⋆ −Q′
2PQ2 +AaQ2 +Q2A

′
a AbQ

′
3 +Q2Ω

′
a −Q2Ξ

′
1

⋆ ⋆ ΩbQ
′
3 +Q3Ω

′
b 0

⋆ ⋆ ⋆ −Ξ2Q
′
4 −Q4Ξ

′
2

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

AcF −WEcF

AcF −WEcF +Q2G
′
1

ΩcF

Q4G
′
2

−2F













< 0 .

Observe que, diferentemente do caso contínuo, a desigualdade acima não é uma LMI
devido aos termosQ1PQ1 eQ′

2PQ2. Neste caso, é possível considerarP = M1 = M2

o que leva aPQ1 = PQ2 = In. Assim, definidoQ = Q1 = Q2, para o termosQ2G
′ e
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EcF , podem ser consideradas as seguintes trocas de variáveis:V ′
1 = QG′

1, V
′
2 = Q4G

′
2 e

EF = EcF . Neste caso, se
Λ4(ξ) < 0 , (199)

com

Λ4(ξ) =













−Q′ −Q+AaQ AbQ3 0
⋆ −Q+AaQ+QA′

a AbQ3 +QΩ′
a −QΞ′

1

⋆ ⋆ ΩbQ
′
3 +Q3Ω

′
b 0

⋆ ⋆ ⋆ −Ξ2Q
′
4 −Q4Ξ

′
2

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

AcF −WEF
AcF −WEF + V ′

1

ΩcF

V ′
2

−2F













,

é verificada, então (196) é satisfeita.
A partir destas considerações, o seguinte resultado é apresentado.

Teorema 10 Considere o sistema (168) em tempo discreto satisfazendoH1-H2 e sua
DAR (193)-(194) satisfazendoH3. Se existirem matrizes constantesQ = Q′ > 0, Q3,
Q4, EF , V1 e V2 de dimensões apropriadas e uma matriz diagonal definida positiva F ,
satisfazendo as seguintes desigualdades matriciais lineares para todoξ ∈ V(Bξ):

Λ4(ξ) < 0 , (200)
[

Q Qqr
q′rQ 1

]

> 0, r = 1, . . . , ne (201)





Q QΞ′
1 QK ′

1(i) − V
′
1(i)

⋆ Ξ2Q
′
4 +Q4Ξ

′
2 Q4K

′
2(i) − V

′
2(i)

⋆ ⋆ u2
0(i)



 > 0, i = 1, . . . , nv (202)

então o ganho deanti-windupdado porEc = EFF
−1 é tal que para todoξ(0) ∈ R,

comP = Q−1, a respectiva trajetória do sistema em malha fechadaξ(k) pertence aR,
e converge assintoticamente para a origem quandok → ∞, sendo queR é definida em
(172).

Prova.
Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 10 podem ser considerados

sendo queQ = Q1 = Q2. Em resumo, (200) assegura que∆V (x) < 0, levando a
x ∈ R ⊂ Bx ∩ S. As relações (201) e (202), asseguram queR ⊂ Bx e R ⊂ S,
respectivamente. �

Observação 12Com o objetivo de calcular um ganho deanti-windupa fim de maximizar
a região de atração do sistema em malha fechada o problema de otimização (190) pode
ser considerado.

Observação 13Com o objetivo de diminuir o conservadorismo imposto ao considerar
Q = Q1 = Q2, pode-se utilizarǫQ1 = Q2. Desta forma, é possível relaxar a solução
fazendo uma busca linear no parâmetroǫ.
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5.6 Exemplos Numéricos

Exemplo 7 Considere o mesmo sistema apresentado no Exemplo 6 utilizando a mesma
representação DAR com

Bξ :=
{

ξ ∈ R
2 : |ξ1| ≤ α1, |ξ2| ≤ α2

}

,

sendo queα1 = 1.3 eα2 = 2.4. Neste caso, (veja Observação 9),ρ = 0 e assimK2 = 0,
Ξ1 = 0 eΞ2 = 0.

Com base no problema de otimização apresentado em (190), determina-se a esti-
mativaR da região de atração do sistema em malha fechada sem a compensaçãoanti-
windup, i.e. força-seEc = 0. A Figura 15 mostra a estimativa obtida e a região que,
como visto no Exemplo 6, é limitada por um ciclo limite. Neste caso a matrizP é dada
por:

P =

[

0.9826 −0.2750
−0.2750 0.3211

]

.

Figura 15: Estimativa da região de atração sem anti-windup.

Aplicando agora o problema de otimização (190) e considerandoEc 6= 0, obtém-se:

P =

[

0.8514 −0.2547
−0.2547 0.2498

]

andEc = 5.2464 .

A Figura 16 mostra a nova estimativa da região de atração parao valor deEc acima.
Neste caso, a região de atração resultante também pode ser observada nesta figura. Como
visto no Exemplo 6, observe que a introdução da compensaçãoanti-windupfaz com que
o ciclo limite desapareça e agora a região de atração torna-se maior e é não limitada em
certas direções.
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Figura 16: Estimativa da região de atração com anti-windup.

Figura 17: Comparação entre estimativas da região de atração.



92

Para propósitos de comparação, são apresentadas ambas estimativas da região de
atração na Figura 17, ondeR1 é a linha tracejada (sem anti-windup) eR2 é a linha
contínua (com anti-windup). A região onde o sistema não satura é denotada porRns.

Considerando a condição inicialξ(0) = [−0.6 1.16]′, a Figura 18 mostra as trajetó-
rias da saída (y) e do sinal de controle (vc) em três casos distintos. Primeiramente não
é utilizada a estratégia deanti-windup ilustrada pelas linhas tracejadas. Em seguida,
as trajetórias são ilustradas utilizando a estratégia deanti-windupapresentada neste
capítulo (linha contínua) e no Capítulo 4 (linha pontilhada). Observe que utilizando a
abordagem convexa, o sinal de controle permanece menos tempo saturado e há melhora
no desempenho do transitório.

Figura 18: Trajetória da saíday e do sinal de controlevc com anti-windup (contínua) e
sem anti-windup (tracejada).

Exemplo 8 Considere o sistema em malha fechada apresentado em (VALMORBIDA et al.,
2010):

ẋ1 = x1 + 2x1
2 + x1x2 + sat(vc)

ẋ2 = x1

y = x1 + 0.5x2,

(203)

comu0 = 0.6 e o controladorNDI (do termo em inglêsNonlinear Dynamic Inversion)

η̇1 = x1 + 0.5x2 − 1.480η1 + 2.450η2

η̇2 = 2.450η1

vc = −2x1
2 − x1x2 − 4.4x1 − 2.2x2 − 15.148η1 − 21.449η2.

(204)

Considerando a DAR dada em (169), tem-se para o sistema (203)-(204) a seguinte
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representação:

Aa =









−3.4 −2.2 −15.148 −21.449
1 0 0 0
1 0.5 −1.480 2.450
0 0 2.450 0









, Ac =









−1
0
0
0









,

e
K1 =

[

−4.4− 2x1 −2.2− x1 −15.148 −21.449
]

.

Uma vez que o sistema em malha aberta e a saída do controlador são quadráticas emx
eη,Ab, Ωa, Ωb, Ωc,K2, Ξ1 eΞ2 são iguais a matrizes nulas de dimensões apropriadas.

Considere

Bξ :=
{

ξ ∈ R
2 : |ξ1| ≤ α1, |ξ2| ≤ α2, |ξ3| ≤ α3, |ξ4| ≤ α4,

}

,

comα1 = 0.35 eα2 = α3 = α4 = 0.6. Baseado no problema de otimização apresentado
em (190), primeiramente, determina-se a estimativaR da região de atração do sistema
em malha fechada sem a compensação doanti-windup, i.e. faz-seEc = 0. Neste caso, a
matrizP á dada por:

P =









56.3 23.3 113.2 154.1
23.3 20.8 76.7 105.4
113.2 76.7 611.2 834.3
154.1 105.4 834.3 1155.4









,

com traço(P ) = 1843.71.
Aplicando agora o problema de otimização (190) e considerandoEc 6= 0, obtém-se a

regiãoR, dada por:

P =









20.0139 8.4749 36.9308 49.1887
8.4749 6.6146 30.3210 40.6876
36.9308 30.3210 220.9461 301.6380
49.1887 40.6876 301.6380 412.5945









.

com traço(P ) = 660.17 eEc =

[

−5.0000
3.4285

]

. Observe que traço(P ) é significantemente

reduzido utilizando a técnica deanti-windup. Isto significa que a estimativa da região de
atração é implicitamente aumentada com a compensação doanti-windup.

Considere agora a condição inicialξ(0) =
[

0.2235 0 0 0′
]

. Vale salientar que
ξ(0) está no interior da região encontrada com a utilização doanti-windup, entretanto
ξ(0) não pertence nem àR encontrada semanti-windup, nem a região apresentada em
(VALMORBIDA et al., 2010). A Figura 19 mostra a resposta das saídasy e dos sinais
de controlevc para esta condição inicial considerando os casos com (linhacontínua) e
sem a estratégia deanti-windup(linha tracejada). Neste caso, pode-se observar que a
trajetória do sistema em malha fechada diverge sem a compensação doanti-windup.

Exemplo 9 Considere o seguinte sistema não-linear multivariável e assuma que as en-
tradas estão sujeitas a saturação, comu0 = [1 1]′:

ẋ1(t) = (x1(t) + 2)x1
2(t) + 10x2(t) + 10sat(vc2(t))

ẋ2(t) = −100x1(t)− 30x2(t) + 10sat(vc1(t))
y1(t) = 20x1(t)
y2(t) = 20x2(t)

(205)
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Figura 19: Trajetória da saíday e do sinal de controlevc com anti-windup (contínua) e
sem anti-windup (tracejada).

A partir do modelo linearizado do sistema (205), projetou-se um controlador multi-
variável estabilizante local na forma proporcional-integral (PI) dado por:

η̇(t) = Aηx(t) +Bηy(t)
vc(t) = Cηη(t) +Dηη(t) ,

(206)

sendo queη(t) = [η1(t)
′ η2(t)

′]′, vc(t) = [vc1(t)
′ vc2(t)

′]′,

Aη = 02 , Bη = I2 , Cη =

[

−0.4686 −0.3703
−0.2959 0.4149

]

, Dη =

[

0.0728 0.0516
−0.0227 0.0176

]

.

Considerandoz = x1
2, a seguinte DAR para (205)-(206) pode ser obtida:

Aa =









−4.5400 13.5200 −2.9590 4.1490
−85.4400 −19.6800 −4.6860 −3.7030
20.0000 0 0 0

0 20.0000 0 0









, Ab =









x1 + 2
0
0
0









,

Ac =









−10
−10
0
0









, Ωa =
[

x1 0 0 0
]

, Ωb = −1

eK1 =

[

1.4560 1.0320 −0.4686 −0.3703
−0.4540 0.3520 −0.2959 0.4149

]

,

Neste caso,ρ = 0 e assimK2 = 0, Ξ1 = 0 e Ξ2 = 0. Além disto, observando
que as matrizes da DAR dependem somente dos estadosx1, pode-se considerarBξ :=



95

Tabela 1: Resultados do problema de otimização paraEc = 0 eEc 6= 0

Ec P traço(P )

[

0 0
0 0

]









1.9355 0.2987 0.1368 −0.1035
0.2987 0.2615 −0.0038 0.0397
0.1368 −0.0038 0.1829 −0.0101
−0.1035 0.0397 −0.0101 0.1119









2.4917

[

−4.3832 −126.3203
−24.5150 383.6112

]









0.1682 0.0247 0.0101 0.0007
0.0247 0.0245 −0.0032 0.0058
0.0101 −0.0032 0.0080 −0.0019
0.0007 0.0058 −0.0019 0.0052









0.2059

{ξ ∈ R
5 : |x1| ≤ α1}. Paraα1 = 3.0, a Tabela 1 apresenta os resultados obtidos utili-

zando o problema de otimização (190), considerando os casoscom e sem a compensação
do anti-windup. A partir das matrizesP e seus respectivos traços, pode-se concluir que
a estimativa da região de atraçãoR é significantemente aumentada com a aplicação da
técnica deanti-windup.

A Figura 20 mostra aa trajetórias das saídasy e dos sinais de controlevc obtidos
a partir da condição inicialξ(0) =

[

−0.1548 −1.0109 −3.2397 13.0463
]′

consi-
derando os casos com e sem a estratégia deanti-windup. Deve-se destacar queξ(0)
pertence à regiãoR obtida comanti-windup, mas não pertence à região obtida semanti-
windup. Observe que com a compensação deanti-windup(linha contínua), o sinal de
controle permanece menos tempo saturado e que a convergência das trajetórias do sis-
tema em malha fechada é significantemente mais rápida.

5.7 Considerações Finais

Neste capítulo foi proposta uma abordagem para calcular ganhos deanti-winduppara
uma classe de sistemas multivariáveis não-lineares sujeitos a saturação do atuador. As-
sim como apresentado no Capítulo 4, as condições propostas basearam-se em uma re-
presentação algébrica diferencial de sistemas racionais.Para lidar com a saturação foi
considerada diretamente a versão modificada da condição de setor generalizada. A partir
desses elementos, um problema de otimização baseado em LMI foi proposto para calcular
um ganhoanti-windupa fim de obter uma estimativa da região de atração do sistema em
malha fechada.

Vale salientar que, diferentemente dos métodos apresentados no Capítulo 4, o pro-
blema pode ser resolvido na forma de condições de estabilização local diretamente na
forma LMIs evitando procedimentos iterativos de relaxamento. Além disso, esta aborda-
gem permitiu considerar sistemas de controle não-linearesmultivariáveis evitando técni-
cas de relaxamento ou busca linear em parâmetros.

Vários exemplos numéricos foram apresentados para ilustrar a aplicação da aborda-
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Figura 20: Trajetórias das saídasy e do sinal de controlevc com anti-windup (contínua) e
sem anti-windup (tracejada).
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gem proposta e a melhoria efetiva do tamanho da região de atração do sistema em malha
fechada obtida por meio de estratégias deanti-windupapropriadas. Por fim, uma extensão
dos resultados foi apresentada para tratar sistemas não-lineares em tempo discreto sujeitos
a saturação do atuador.

Estes métodos também podem ser vistos como uma generalização dos trabalhos re-
centemente publicados em (OLIVEIRA et al., 2011b), no sentido de que o sistema e os
controladores com saídas racionais podem agora ser tratados, o que permite lidar com o
importante caso dos controladores NDI, entre outros. Resultados referentes a este capítulo
foram submetidos à publicação em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2011).
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6 SÍNTESE DE REALIMENTAÇÃO DE ESTADOS

Conforme visto anteriormente, comportamentos inadequadospodem surgir quando o
um controlador ou um compensador é projetado considerando uma aproximação linear de
um sistema não-linear e é aplicado ao sistema original. Da mesma forma que visto nos
capítulos 4 e 5, ao projetar o controlador para um sistema em malha fechada considerando
suas não-linearidades, pode-se aumentar consideravelmente a região de atração. Neste
caso, é possível considerar as curvas de nível da função de Lyapunov como regiões de
estabilidade assintótica (GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1985) ou “estimativas” da
região de atração.

Este capítulo trata o problema de síntese de realimentação de estados para sistemas
não-lineares racionais sujeitos à saturação do atuador visando aumentar a região de atra-
ção do sistema em malha fechada. Neste contexto, a abordagemdepende da utilização da
representação algébrica diferencial (DAR) do sistema não-linear e do uso de uma condi-
ção de setor generalizada para modelar os efeitos da saturação. A partir desses elementos,
as condições de estabilização local que permitam, simultaneamente, calcular o ganho de
realimentação de estados e uma função de Lyapunov quadrática levando a uma estima-
tiva maximizada da região de atração do sistema em malha fechada são propostas. Estas
condições são na forma de LMIs dependentes dos estados, que podem ser resolvidas nu-
mericamente nos vértices de um dado politopo de estados admissíveis.

Diferentemente de outros trabalhos (COUTINHO et al., 2004; COUTINHO; FU;
TROFINO, 2004; COUTINHO et al., 2008), neste caso considera-se uma abordagem
similar à apresentada no Capítulo 5. A vantagem está principalmente na resolução dire-
tamente na forma de LMIs evitando procedimentos iterativosde relaxamento e no trata-
mento de forma direta de sistemas de controle multivariáveis.

6.1 Apresentação do Problema

Considere a seguinte classe de sistemas não-lineares:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))sat(u(t)) (207)

sendo quex ∈ Bx ⊂ R
n é o vetor de estados;u ∈ R

nu é a entrada de controle.
f, g : R

n 7→ R
n são funções racionais emx satisfazendo as condições de existência

e unicidade de solução para todox ∈ Bx. É suposto quef(0) = 0.
Neste capítulo, o interesse principal está na estabilização do sistema (207) através da

utilização de uma lei de realimentação de estado linear, ou seja, pode-se considerar

u(t) = Kx(t) (208)
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comK ∈ R
nu×n.

Assumindo quef(0) = 0, tem-se que a origem é um ponto de equilíbrio do sistema
não-linear em malha fechada (207)-(208). O problema fundamental neste caso é o projeto
do ganhoK tal que a origem seja assintoticamente estável e a região de atração do sistema
em malha fechada seja maximizada.

Suponha queK é projetado tal que exista uma função contínua e diferenciável V :
Bx 7→ R e escalares positivosǫ1, ǫ2 eǫ3 satisfazendo as condições (9) e (10), apresentadas
no Lema 1, sendo quėV é definida como a derivada deV ao longo das trajetórias do
sistema (207)-(208).

A partir do Lema 1, o problema de encontrarK que maximize a região de atração do
sistema em malha fechada pode ser reformulado através do cálculo deK e da função de
LyapunovV , levando a uma estimativa da região de atração tão grande quanto possível.
Note que, por definição, esta estimativa está incluída na região de atração de (207)-(208)

Neste contexto, é considerada uma função quadrática como candidata de Lyapunov:

V (x) = x′Px , (209)

sendo queP = P ′ > 0 e P ∈ R
n×n. Então, a região relacionada com a função de

Lyapunov é descrita pelo seguinte conjunto elipsoidal:

R = {x ∈ R
n : x′Px ≤ 1} , (210)

A partir das considerações acima, o problema que será o foco desta seção é encontrar
matrizesK e P tais que as condições do Lema 1 são satisfeitas comV (x) definida em
(209) e a região associadaR definida em (210) é tão grande quanto possível considerando
algum critério relacionado ao tamanho desta região.

6.2 Preliminares

Nesta seção são apresentados alguns resultados instrumentais que serão úteis para
o desenvolvimento de condições na forma de LMIs, permitindosolucionar o problema
abordado na seção anterior.

6.2.1 Representação Diferencial Algébrica – DAR

Da mesma forma ao apresentado nos capítulos anteriores, para lidar com a saturação,
é considerada a não-linearidade zona-morta definida por (57). Portanto, o sistema (207)
pode ser descrito por:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)− g(x(t))ψ(u(t)) (211)

Considere agora a seguinte DAR para o sistema acima (COUTINHO et al., 2004,
2008):

ẋ(t) = A1x(t) + A2z(t) + A3ψ(u(t)) + A4u(t)
0 = Ω1x(t) + Ω2z(t) + Ω3ψ(u(t)) + Ω4u(t)

(212)

sendo quez ∈ R
nz é um vetor não-linear auxiliar emx, u, ψ contendo termos racionais

e polinomiais (com ordem igual ou maior que dois) def(x) e g(x); eA1 ∈ R
n×n, A2 ∈

R
n×nz , A3 ∈ R

n×1, A4 ∈ R
n×1, Ω1 ∈ R

nz×n, Ω2 ∈ R
nz×nz , Ω3 ∈ R

nz×1 e Ω4 ∈ R
nz×1

são funções matriciais afins emx.
Para garantir que a DAR em (212) é bem definida (i.e., a unicidade da soluçãox(t) é

assegurada) assume-se que a função matricialΩ2 tem posto completo para todox ∈ Bx.
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Esta hipótese garante que o vetor auxiliarz(t) possa ser eliminado de (214), levando
a representação original do sistema em (211). Isto pode ser feito utilizando a seguinte
equação:

z = −Ω−1
2 (Ω1x(t) + Ω3ψ(u(t)) + Ω4u(t)) (213)

Perceba que, a partir da lei de controle em (208) e da DAR em (212), o sistema (207)-
(208) pode ser representado da seguinte forma:

ẋ(t) = (A1 + A4K)x(t) + A2z(t) + A3ψ(u(t))
0 = (Ω1 + Ω4K)x(t) + Ω2z(t) + Ω3ψ(u(t))

(214)

6.2.2 Politopo dos Estados Admissíveis

Da mesma maneira que apresentado anteriormente,Bx é uma dada região politópica
contendo a origem em seu interior descrita por um conjunto deinequações escalares defi-
nido em (74).

Observando o resultado apresentado no Lema 1, o conjuntoR está incluído na região
Bx se a seguinte condição for satisfeita (BOYD et al., 1994):

[

P qr
q′r 1

]

≥ 0, (215)

parar = 1, . . . , ne.

6.2.3 Condição de Setor Generalizada

Neste capítulo são utilizados conceitos apresentados na seção 2.3.1. Neste sentido, é
considerada uma matrizG ∈ R

nu×n. A partir da não-linearidade zona-mortaψ(u) em
(57) e do conjuntoS definido em (58), utiliza-se o Lema 4.

Assim, como no resultado da seção 6.2.2, a relaçãoR ⊂ S é satisfeita se as seguintes
condições são verificadas:

[

P K ′
(i) −G

′
(i)

⋆ u0(i)
2

]

≥ 0 , ∀i = 1, . . . , nu . (216)

6.3 Resultado Principal

Nesta seção uma abordagem LMI para lidar com o problema de síntese de realimen-
tação estática de estados introduzido na seção 6.1 é apresentada. A ideia principal é
desenvolver condições na forma de LMIs que dependam de maneira afim emx. Neste
sentido, por convexidade, estas condições devem ser verificadas em um conjunto finito de
pontos representados pelos vértices deBx.

Considerando a função de Lyapunov quadrática definida em (209), segue que

V̇ (x) = ẋ′Px+ x′Pẋ . (217)

Definindo agora um vetor auxiliar

ζ0 = [ẋ(t)′ x(t)′]′ ,
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é possível reescrever (217) da seguinte forma

V̇ (x) = ζ ′0Λ1ζ0 , (218)

com

Λ1 =

[

0 P

P 0

]

.

A partir do Lema 4, sex ∈ S, então a relaçãoψ(u)′T [ψ(u) − Gx] ≤ 0 é verificada
para qualquer matriz diagonal definida positivaT . Assim, se

ζ ′0Λ1ζ0 − 2ψ(u)′T [ψ(u)−Gx] < 0 (219)

é verificada, entãȯV (x) < 0 para todox ∈ S ∩ Bx.
Considerando o vetor auxiliar

ζ = [ẋ(t)′ x(t)′ z(t)′ ψ(u(t))′]′

pode-se reescrever (219) como
ζ ′Λ2ζ < 0 (220)

com

Λ2 =









0 P 0 0
P 0 0 G′T

0 0 0 0
0 TG 0 −2T









.

Similarmente ao utilizado na seção 5.3, define-se agora os seguintes escalares:

β1 = ẋ(t)′M1[−ẋ(t) + (A1 + A4K)x(t) + A2z(t) + A3ψ(u(t))]
β2 = x(t)′M2[−ẋ(t) + (A1 + A4K)x(t) + A2z(t) + A3ψ(u(t))]
β3 = z(t)′M3[(Ω1 + Ω4K)x(t) + Ω2z(t) + Ω3ψ(u(t))]

(221)

A partir da representação do sistema apresentada em (214), segue que as seguintes
equações

0 = β1 + β′
1

0 = β2 + β′
2

0 = β3 + β′
3

(222)

são satisfeitas, para quaisquer matrizesM1 ∈ R
n×n,M2 ∈ R

n×n eM3 ∈ R
nz×nz .

A partir de (222), se

ζ ′Λ2ζ + β1 + β′
1 + β2 + β′

2 + β3 + β′
3 < 0 (223)

é verificada, então (220) é satisfeita.
Por outro lado, pode-se reescrever (223) da seguinte forma:

ζ ′Λ3(x)ζ < 0 (224)

sendo

Λ3(x)=









−M1 −M
′
1 P −M ′

2 +M1(A1+A4K)
⋆ M2(A1+A4K)+(A1+A4K)′M ′

2

⋆ ⋆

⋆ ⋆
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M1A2 M1A3

M2A2 + (Ω1 + Ω4K)′M ′
3 M2A3 +G′T

M3Ω2 + Ω′
2M

′
3 M3Ω3

⋆ −2T









.

De maneira análoga ao feito na seção 5.3, assume-se ainda queM1, M2 e M3 são
matrizes não-singulares e define-seQ1 = M−1

1 ,Q2 = M−1
2 ,Q3 = M−1

3 , F = T−1 e

Π0 =









Q1 0 0 0
0 Q2 0 0
0 0 Q3 0
0 0 0 F









. (225)

Multiplicando à esquerda e à direita a condiçãoΛ3(x) < 0 por Π0 e Π′
0 respectivamente,

obtém-se








−Q1 −Q
′
1 Q1PQ

′
2 −Q1 + (A1+A4K)Q′

2

⋆ (A1+A4K)Q′
2 +Q2(A1+A4K)′

⋆ ⋆

⋆ ⋆

A2Q
′
3 A3F

A2Q
′
3 +Q2Ω

′
1 +Q2K

′Ω′
4 A3F +Q2G

′

Ω2Q
′
3 +Q3Ω

′
2 Ω3F

⋆ −2F









< 0 .

Observe que a condição acima não é uma LMI devido ao termoQ1PQ2. Entretanto,
considera-seP = M2 e segue quePQ2 = In. Além disso, para os termosQ2G

′ eKQ′
2,

considera-se a seguinte troca de variáveis:G′
q = Q2G

′ eQK = KQ′
2. Neste caso, se

Λ4(x) < 0 , (226)

com

Λ4(x)=









−Q1 −Q
′
1 A1Q

′
2+A4QK

⋆ A1Q
′
2+A4QK +Q2A1+Q

′
KA

′
4

⋆ ⋆

⋆ ⋆

A2Q
′
3 A3F

A2Q
′
3 +Q2Ω

′
1 +Q′

KΩ′
4 A3F +G′

q

Ω2Q
′
3 +Q3Ω

′
2 Ω3F

⋆ −2F









< 0 ,

for verificada, então (220) é satisfeita.

Por outro lado, definindoΠ1 =

[

Q2 0
0 1

]

, se

Π1

[

P qr
q′r 1

]

Π′
1 ≥ 0, (227)

for verificada, então (215) é satisfeita. A condição acima pode ser reescrita da seguinte
forma

[

Q2 Q2qr
q′rQ

′
2 1

]

≥ 0, (228)
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Similarmente, a condição (216) é equivalente à:

[

Q2 Q′
K(i) −Gq(i)

′

⋆ u0(i)
2

]

≥ 0 . (229)

Com base nestas considerações, o seguinte resultado é apresentado.

Teorema 11 Considere o sistema (211) e sua representação DAR em (214). Seexistir
uma matriz constante definida positivaQ2 = Q′

2, matrizesQ3, QK eGq de dimensões
apropriadas e uma matriz diagonal positiva definidaF , satisfazendo o seguinte conjunto
de desigualdades matriciais lineares∀x ∈ V(Bx)

Λ4(x) < 0 , (230)

[

Q2 Q2qr
q′rQ2 1

]

≥ 0, (231)

[

Q2 Q′
K(i) −Gq(i)

′

⋆ u0(i)
2

]

≥ 0 , ∀i = 1, . . . , nu. (232)

então o ganho de realimentação de estados dado porK = QK(Q′
2)

−1 é tal que para todo
x(0) ∈ R, comP = Q−1

2 , a trajetória x(t) pertence aR, e converge assintoticamente
para a origem quandot→∞, sendo queR é definida em (210).

Prova.
Considere que as matrizesA1, A2, A3, A4 Ω1, Ω2, Ω3 e Ω4 são afins emx. Assim, se

as desigualdades (230)-(232) são factíveis para cadax ∈ V(Bx), então, por convexidade,
estas também são satisfeitas para todox ∈ Bx.

Uma vez que (a partir de (230)-(232))Q1 + Q′
1 > 0, Q2 > 0 e,Q3 é não-singular

(assegurado por (230)), segue que a matrizΠ0 definida em (225) é inversível. Assim, se
Λ4(x) < 0, segue queΛ3(x) < 0. Desta forma, a partir de (222) conclui-se que (219) é
verificada comQ−1

2 = P > 0. Então, seR ⊂ S ∩ Bx, a partir da discussão apresentada
na seção 6.1, considerandoV (x) = x′Px, segue quėV < 0, o que assegura que para
todox(0) ∈ R a trajetóriax(t) pertence aR e converge assintoticamente para a origem
quandot→∞.

Agora, considere as relações (231) e (232). Multiplicando àesquerda e à direita (231)
e (232) porΠ−1

1 , tem-se (215) e (216), respectivamente. Desta forma, a inclusãoR ⊂
Bx ∩ S é satisfeita, o que conclui a prova. �

6.4 Problema de Otimização

Nesta seção apresenta-se como o resultado do Teorema 11 podeser aplicado para
solucionar o problema de encontrar um ganhoK tal que as condições do Lema 1 sejam
satisfeitas e a regiãoR seja tão grande quanto possível.

Assumindo que o número de vértices deBx é finito, as condições do Teorema 11 são
de fato um conjunto de LMIs com variáveisQ2, Q3, QK , Gq eF . Portanto, o cálculo de
K que leva a maximização da regiãoR pode ser feito através da solução de um problema
de otimização convexa, sendo que o critério utilizado está relacionado com o tamanho e
com a forma deR, o que depende diretamente da matrizP = Q2

−1.
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Neste caso, como na síntese deanti-windupapresentada no Capítulo 5, o seguinte
problema de otimização pode ser considerado:

min traço(N)







(230), (231), (232), ∀x∈V(Bx) ,
[

Q2 In
In N

]

> 0 ,
(233)

Note que,N > Q−1
2 , o que implica que traço(N) >traço(P ). Assim, (233) implicita-

mente minimiza o traço deP .
Vale salientar que outros critérios relacionados ao tamanho de conjuntos elipsoidais

podem ser utilizados tais como: maximização do menor eixo e amaximização em deter-
minadas direções (veja, Capítulo 2 em (TARBOURIECH et al., 2011) esuas referências).

Além disso, a regiãoBx corresponde à região onde há factibilidade das LMIs, conforme
descrito nos capítulos anteriores (veja Observação 4 no Capítulo 3).

6.5 Extensão - Caso Discreto

Nesta seção, os resultados apresentados neste capítulo sãoestendidos para o caso de
sistemas em tempo discreto. Para tal, aqui trata-se o problema de síntese de realimentação
de estados para sistemas não-lineares racionais em tempo discreto sujeitos à saturação do
atuador. Observe que no Capítulo 3, os métodos foram apresentados para analisar a esta-
bilidade da mesma classe de sistemas não-lineares. No entanto, a estabilidade assintótica
é caracterizada para um dado valor do ganho de realimentaçãoe considerando funções
de Lyapunov quadráticas. Embora sejam utilizadas funções de Lyapunov quadráticas
por partes com o objetivo de reduzir o conservadorismo, somente o caso monovariável é
considerado. Com os resultados apresentados neste capítulo, uma abordagem na forma
de LMIs é apresentada permitindo calcular o ganho de realimentação de estados para sis-
temas em tempo discreto multivariáveis, levando a uma estimativa maximizada da região
de atração.

6.5.1 Apresentação do Problema

Considere agora a seguinte classe de sistemas não-lineares em tempo discreto:

x+ = f(x) + g(x)sat(u) (234)

sendo que o interesse principal está na estabilização destesistema através da utilização de
uma lei de realimentação de estado linear na forma

u = Kx (235)

comK ∈ R
nu×n.

Note que, o sistema (234)-(235) pode ser representado a partir de uma RAR da se-
guinte forma:

x+ = (A1 + A4K)x+ A2z + A3ψ(u)
0 = (Ω1 + Ω4K)x+ Ω2z + Ω3ψ(u)

(236)

sendo quez ∈ R
nz é um vetor não-linear auxiliar emx, u, ψ contendo termos racionais

e polinomiais (com ordem igual ou maior que dois) def(x) e g(x); e, similarmente
ao apresentado para o caso contínuo, assume-se que a função matricial Ω2 tem posto
completo para todox ∈ Bx.
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Observe que, para tratar sistemas em tempo discreto, considera-se∆V (x) como a
variação da função candidata de LyapunovV (x) ao longo das trajetórias do sistema (234)-
(235).

Desta forma, o objetivo desta seção é encontrar matrizesK eP tal que as condições
do Lema 1 são satisfeitas comV (x) definida em (209) e a região associadaR definida em
(210) é tão grande quanto possível considerando algum critério relacionado ao tamanho
desta região.

6.5.2 Resultado Teórico

Considerando a função de Lyapunov definida em (209), segue que

∆V (x) = x′+Px+ − x
′Px . (237)

A partir do Lema 4, sex ∈ S, então a relaçãoψ(u)′T [ψ(u) − Gx] ≤ 0 é verificada
para qualquer matriz diagonal definida positivaT . Assim, a partir da definição acima e o
vetor auxiliar

ζ = [x′+ x′ z′ ψ(u)′]′ , (238)

tal condição é satisfeita se
ζ ′Λ2ζ < 0 (239)

com

Λ2 =









P 0 0 0
0 −P 0 G′T

0 0 0 0
0 TG 0 −2T









,

for verificada.
Definindo os escalares:

β1 = x′+M1[−x+ + (A1 + A4K)x+ A2z + A3ψ(u)] ,
β2 = x′M2[−x+ + (A1 + A4K)x+ A2z + A3ψ(u)] e
β3 = z′M3[(Ω1 + Ω4K)x+ Ω2z + Ω3ψ(u)] ,

(240)

a partir de (236), segue que as relações (222) são satisfeitas, para quaisquer matrizes
M1 ∈ R

n×n,M2 ∈ R
n×n eM3 ∈ R

nz×nz .
A partir de (222), se

ζ ′Λ3(x)ζ < 0 (241)

sendo

Λ3(x)=









P −M1 −M
′
1 −M ′

2 +M1(A1+A4K)
⋆ −P +M2(A1+A4K)+(A1+A4K)′M ′

2

⋆ ⋆

⋆ ⋆

M1A2 M1A3

M2A2 + (Ω1 + Ω4K)′M ′
3 M2A3 +G′T

M3Ω2 + Ω′
2M

′
3 M3Ω3

⋆ −2T









é verificada, então (239) é satisfeita, poisζ ′Λ3(x)ζ = ζ ′Λ2(x)ζβ1 +β′
1 +β2 +β′

2 +β3 +β′
3.
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Multiplicando à esquerda e à direita a condiçãoΛ3(x) < 0 porΠ0 (definido em (225))
eΠ′

0 respectivamente, obtém-se









Q1PQ
′
1 −Q1 −Q

′
1 −Q1 + (A1+A4K)Q′

2

⋆ −Q2PQ
′
2 + (A1+A4K)Q′

2 +Q2(A1+A4K)′

⋆ ⋆

⋆ ⋆

A2Q
′
3 A3F

A2Q
′
3 +Q2Ω

′
1 +Q2K

′Ω′
4 A3F +Q2G

′

Ω2Q
′
3 +Q3Ω

′
2 Ω3F

⋆ −2F









< 0 .

Observe que, a condição acima não é uma LMI devido aos termosQ1PQ1 eQ2PQ2.
Neste caso, considera-seP = M1 = M2 e segue quePQ1 = PQ2 = In. Assim, definido
Q = Q1 = Q2, para os termosQ2G

′ eKQ′
2, considera-se a seguinte troca de variáveis:

G′
q = QG′ eQK = KQ′. Neste caso, se

Λ4(x) < 0 , (242)

com

Λ4(x)=









−Q −Q+ A1Q
′+A4QK

⋆ −Q+ A1Q
′+A4QK +QA1+Q

′
KA

′
4

⋆ ⋆

⋆ ⋆

A2Q
′
3 A3F

A2Q
′
3 +QΩ′

1 +Q′
KΩ′

4 A3F +G′
q

Ω2Q
′
3 +Q3Ω

′
2 Ω3F

⋆ −2F









< 0 ,

for verificada, então (220) é satisfeita.
Com base nestas considerações, o seguinte resultado é apresentado.

Teorema 12 Considere um sistema na forma (234)-(235) tal que possa ser representado
a partir de uma representação RAR (236). Se existir uma matriz constante definida po-
sitivaQ = Q′, matrizesQ3, QK eGq de dimensões apropriadas e uma matriz diagonal
definida positivaF , satisfazendo o seguinte conjunto de desigualdades matriciais para
todox ∈ V(Bx)

Λ4(x) < 0 , (243)
[

Q Qqr
q′rQ 1

]

≥ 0, (244)

[

Q Q′
K(i) −Gq(i)

′

⋆ u0
2

]

≥ 0 . (245)

então o ganho de realimentação de estados dado porK = QK(Q′)−1 é tal que para todo
x(0) ∈ R, comP = Q−1, a trajetóriax(k) pertence aR, e converge assintoticamente
para a origem quandok →∞, sendo queR é definida em (210).
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Prova.
Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 11 podem ser considerados

sendo queQ = Q1 = Q2. Em resumo, (243) assegura que∆V (x) < 0, levando a
x ∈ R̃ ⊂ Bx ∩ S. As relações (244) e (245), asseguram queR̃ ⊂ Bx e R̃ ⊂ S,
respectivamente. �

Observação 14Neste caso, o cálculo deK que leva a maximização da regiãoR pode ser
feito através da solução do problema de otimização convexa apresentado em (233), sendo
queQ = Q1 = Q2. Observe que esta restrição aumenta o conservadorismo presente nas
condições. No entanto, uma solução que pode ser utilizada ao considerar uma busca
linear no parâmetroǫ de forma queǫQ1 = Q2.

6.6 Exemplos Numéricos

Exemplo 10 Considere o sistema não-linear estudado no Exemplo 4 em (VALMOR-
BIDA; TARBOURIECH; GARCIA, 2010b):

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −2x1(t) + x2(t) + (1− 0.5x2(t))sat(u(t)) ,

(246)

com comu0 = 5.
ConsidereBx(α1, α2) := {x ∈ R

2 : |x1| ≤ α1, |x2| ≤ α2} , comα1 = 1.02 e α2 =
1.42

A partir da DAR dada em (214), note que é possível representareste sistema sem a
utilização do vetor auxiliarz. É suficiente considerar:

A1 =

[

0 1
−2 1

]

, e A4 =

[

0
1− 0.5x2

]

.

Com base no problema de otimização apresentado em (233), determina-se um ganho
estabilizanteK que maximiza a estimativa da região de atração. Neste caso, a Figura 21
mostra a estimativa obtida através desta abordagem (definida por R1), bem como a
região apresentada em (VALMORBIDA; TARBOURIECH; GARCIA, 2010b) (dada por
R2). Claramente, pode-se notar que utilizando a abordagem proposta deste capítulo
obtém-se melhores resultados, sendo que a estimativa da região de atração é considera-
velmente maior.

A matrizP e o ganhoK obtidos são dados por:

P =

[

0.9612 0.0022
0.0022 0.4959

]

K =
[

0.0176 −5.3756
]

Exemplo 11 Considere o sistema não-linear analisado no Exemplo 5.1 de (COUTINHO;
GOMES DA SILVA Jr., 2010):

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = (1 + x2

1)x1 + (2 + 8x2
2)x2 + sat(u(t))

u(t) = −2x1(t)− 4x2(t) .
(247)

Observe que o resultado apresentado em (COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010)
tem como objetivo maximizar a estimativa da região de atração do sistema para um dado
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Figura 21: Estimativa da região de atraçãoR1.

ganhoK, ou sejaK = −[2 4]. Diferentemente, utilizando a abordagem apresentada
neste capítulo, o objetivo é determinar o ganho tal que obtenha-se uma estimativa maxi-
mizada da região de atração. Com este propósito, considere

Bx :=
{

x ∈ R
2 : |x1| ≤ α3, |x2| ≤ α4

}

,

comα3 = 0.61, α4 = 0.35 e a mesma DAR proposta em (COUTINHO; GOMES DA
SILVA Jr., 2010), ou seja definindoz = [x2

1 x2
2]

′, tem-se:

A1 =

[

0 1
−1 −2

]

, A2 =

[

0 0
x1 8x2

]

A3 =

[

0
−1

]

,

Ω1 =

[

x1 0
0 x2

]

, Ω2 =

[

−1 0
0 −1

]

eΩ3 =

[

0
0

]

.

Baseado no problema de otimização (233), determina-se o ganhoK que leva a esti-
mativaR3. Neste caso, a matrizP e o ganhoK são dados por:

P =

[

4.0383 4.1571
4.1571 12.7928

]

K =
[

−74.6992 −228.8424
]

A Figura 22 apresenta a regiãoR3 e a região de atração real do sistema em malha
fechada (207)-(208).

Exemplo 12 Considere o sistema não-linear apresentado no Exemplo 5.2 em(COU-
TINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010):

ẋ1(t) = 1+x1
2

2
x2

ẋ2(t) = 2
1+x1

2x1 − x2 −
1−x1

2

1+x1
2 sat(u) .

(248)
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Figura 22: Estimativa da região de atraçãoR3.

Considere
Bx :=

{

x ∈ R
2 : |x1| ≤ α5, |x2| ≤ α6

}

,

comα5 = 0.4 eα6 = 1.0
Considerando o sistema apresentado em (248) e a DAR dada em (214) com

z=
[

x1x2
x1

1+x1
2

x1
2

1+x1
2

u
1+x1

2
x1u

1+x1
2

ψ
1+x1

2
x1ψ

1+x1
2

]′

,

tem-se as seguintes matrizes:

A1 =

[

0 0.5
0 −1

]

, A3 =

[

0
1

]

, A4 =

[

0
−1

]

,

A2 =

[

0.5x1 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 2x1 0 −2x1

]

,

Ω1 =

[

−x2 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

]′

,

Ω2 =





















1 0 0 0 0 0 0
0 1 x1 0 0 0 0
0 −x1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 x1 0 0
0 0 0 −x1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 x1

0 0 0 0 0 −x1 1





















,
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Ω3 =
[

0 0 0 0 0 −1 0
]′

e
Ω4 =

[

0 0 0 −1 0 0 0
]′
.

Baseado no problema de otimização apresentado em (233) sintetiza-se um ganhoK
que leva a uma estimativa elipsoidal maximizadaR4 da região de atração do sistema
em malha fechada. A Figura 23 mostra a regiãoR4 e a regiãoR5 proposta em (COU-
TINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010) obtida para um dado ganhoK = [4 0]. É impor-
tante ressaltar queR5 é encontrada considerando uma função de Lyapunov polinomial
enquanto que a abordagem proposta neste capítulo considerasimplesmente uma função
de Lyapunov quadrática para obter a estimativaR4.

Figura 23: Estimativa da região de atraçãoR5.

Neste caso, a matrizP e o ganhoK obtidos através da solução de (233) são dados
por:

P =

[

11.4183 3.1948
3.1948 1.9749

]

K =
[

19.7062 12.9825
]

6.7 Considerações Finais

Neste capítulo foi apresentada uma abordagem para calcularo ganho estático de reali-
mentação de estados para sistemas não-lineares racionais sujeitos à saturação do atuador.
Este procedimento visou implicitamente a maximização da região de atração do sistema
em malha fechada. Tendo em vista os resultados anteriores relatados na literatura, as
principais contribuições da abordagem pode ser resumida pelos seguintes pontos:

1. leva em conta explicitamente a saturação de entrada;
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2. não é necessário fixar a priori uma função de Lyapunov, comoé o caso da aborda-
gemSOS. Observe que a função de Lyapunov que leva à uma melhor estimativa da
região de atração é calculada a partir do procedimento de otimização;

3. se baseia em uma representação diferencial algébrica de sistemas racionais, que
pode modelar uma ampla classe de sistemas não-lineares. De fato, essa representa-
ção permite tratar não apenas sistemas racionais (que engloba as classes de sistemas
quadrática e polinomial), mas também não-linearidades mais complexos por meio
de restrições adicionais algébricas e/ou troca de variáveis (ver, por exemplo, (COU-
TINHO et al., 2004, 2008));

4. as condições de estabilização são expressas em termos de LMIs, que permite de-
terminar uma lei de controle a partir de uma otimização convexa. Adicionalmente
permite considerar desempenhos adicionais e restrições associadas à robustez.

Uma extensão dos resultados também foi apresentada abordando sistemas não-lineares
racionais em tempo discreto sujeitos à saturação do atuador. Diferentemente dos resulta-
dos apresentados no Capítulo 3, onde apenas o problema de análise foi considerado, neste
capítulo uma abordagem na forma de LMIs é desenvolvida para calcular o ganho de reali-
mentação de estados. Este ganho é encontrado com uma função de Lyapunov quadrática
que leva a uma estimativa maximizada da região de atração do sistema em malha fechada.

Os resultados para sistemas em tempo contínuo apresentadosneste capítulo foram
aceitos para publicação em (OLIVEIRA; GOMES DA SILVA Jr.; COUTINHO, 2012).
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7 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

O problema de determinar condições de estabilidade e estabilização de sistemas não-
lineares sujeitos a saturação ainda é um desafio no cenário atual. Para contribuir neste
sentido, esta tese propôs diferentes métodos. As formulações das abordagens foram ba-
seadas em representações algébricas diferenciais e recursivas (DAR E RAR) de sistemas
racionais e na versão modificada da condição de setor generalizada (GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH, 2005) para lidar com a saturação.

Inicialmente, foram propostos métodos para caracterizar aestabilidade de sistemas
não-lineares racionais em tempo discreto sujeitos a saturação do atuador e perturbações
limitadas. Os resultados tiveram como inspiração o desenvolvimento apresentado em
(COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010), sendo que a metodologiaproposta naquele
trabalho é aplicada a sistemas contínuos e sem perturbações. Neste contexto, o Capítulo
3 apresentou uma abordagem LMI para caracterizar a estabilidade de forma à calcular
estimativas da região de atração do sistema, bem como limites para uma classe de per-
turbações admissíveisℓ2 para os quais as trajetórias de estado são limitadas e estimati-
vas do ganhoℓ2 do sistema. Vale destacar que técnicas apresentadas em (COUTINHO;
GOMES DA SILVA Jr., 2010) utilizam funções de Lyapunov na forma racional para ob-
ter condições menos conservadoras. Como não é possível aplicar a mesma formulação
para sistemas em tempo discreto com perturbações, o desenvolvimento apresentado nesta
tese considerou duas abordagens diferentes com base em partições do domínio dos esta-
dos. Primeiramente, considerou-se uma única função de Lyapunov quadrática e multi-
plicadores associados a cada partição. Posteriormente, funções de Lyapunov por partes
foram utilizadas (para cada partição uma função de Lyapunovquadrática diferente está
associada). Com o objetivo de verificar a eficiência dos métodos propostos, mostrou-se
através de um exemplo que as abordagens propostas são ferramentas sistemáticas úteis
para a caracterização da estabilidade de sistemas de controle não-lineares discretos su-
jeitos saturação e perturbações. Além disso, percebe-se que uma redução significativa
do conservadorismo pode ser alcançada através do emprego defunções quadráticas de
Lyapunov por partes.

Nos Capítulos 4 e 5 foram propostas novas técnicas para síntese de compensadores
anti-windupde forma a aumentar a região de atração de sistemas não-lineares racionais
em tempo contínuo sujeitos a saturação. Peculiarmente, no Capítulo 4 foram desenvol-
vidas condições sob a forma de BMIs e incorporadas em um algoritmo iterativo. Um
ponto importante neste sentido é que a cada iteração do algoritmo é resolvido um pro-
blema de otimização convexa com restrições na forma de LMIs.Tais resultados foram
estendidos para lidar com sistemas incertos e sistemas sujeitos a perturbações limitadas
em energia (L2). No entanto, evitou-se a utilização destas técnicas iterativas alterando a
forma na qual o desenvolvimento é formulado a fim de obter uma formulação convexa.
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Além disso, é de interesse o tratamento de sistemas multivariáveis de uma forma mais
simples, i.e, sem busca linear em parâmetros. Então, o Capítulo 5 apresentou uma nova
abordagem para sintetizar este tipo de compensador para sistemas multivariáveis, sendo
que as condições de estabilização local foram desenvolvidas diretamente na forma LMIs.
Tal desenvolvimento deu-se a partir de novas técnicas para lidar com as restrições al-
gébricas provenientes da representação DAR, onde a inclusãodas matrizes dependentes
dos estados não são incluídas diretamente através do Lema deFinsler. Neste capítulo,
ainda foram apresentadas extensões dos resultados para tratar sistemas não-lineares em
tempo discreto sujeitos a saturação do atuador. Em ambos os casos, exemplos numéricos
foram apresentados para ilustrar a aplicação das abordagens e as melhorias efetivas no ta-
manho da região de atração do sistema em malha fechada. Salienta-se que, para o mesmo
sistema, conforme apresentado nos Exemplos 6 e 7 (Capítulos 4e 5, respectivamente),
pode-se comparar as abordagens. Embora cada abordagem tenha um respectivo problema
de otimização é possível verificar similaridade nas estimativas da região de atração. Desta
forma pode-se concluir que ao utilizar resultados diretamente na forma de LMI, além de
evitar a utilização de procedimentos iterativos ou busca linear em parâmetros, obtém-se
estratégias deanti-windupapropriadas. Este fato é reforçado ao realizar uma compa-
ração com outros métodos propostos, sendo que as condições apresentadas mostram-se
eficientes e menos conservadoras.

Por fim, no Capítulo 6 foi apresentada uma abordagem de projetode um controlador
estático para sistemas não-lineares racionais sujeitos à saturação do atuador em malha
fechada. Neste caso, aplica-se a mesma abordagem utilizadano Capítulo 5, onde o Lema
de Finsler não é utilizado implicitamente. Este fato permitiu então desenvolver condições
na forma de LMIs. Novamente, utilizando esta estratégia para projetar uma realimen-
tação estática, a estimativa da região de atração é consideravelmente aumentada. Este
procedimento foi realizado com o uso de condições de estabilização local que permitam,
simultaneamente, calcular o ganho de realimentação de estados e uma função de Lyapu-
nov quadrática, levando a uma estimativa maximizada da região de atração do sistema em
malha fechada. A vantagem está principalmente na resoluçãodireta na forma de LMIs,
evitando procedimentos iterativos de relaxamento e no tratamento de forma direta de sis-
temas de controle multivariáveis. Além disso, utilizando estes métodos destacam-se os
seguintes pontos: não é necessário fixar a priori uma função de Lyapunov, como é o caso
de metodologias baseadas emSOS, levando à uma melhor estimativa da região de atração
e pode-se tratar sistemas explicitamente com saturação na entrada. Propôs-se também
uma extensão dos resultados abordando sistemas não-lineares racionais em tempo dis-
creto sujeitos à saturação do atuador. Neste sentido, a abordagem na forma de LMIs
foi desenvolvida para calcular o ganho de realimentação de estados, diferentemente do
apresentado no Capítulo 3, onde apenas o problema de análise foi considerado. Com o
objetivo de verificar a aplicação e conservadorismo impostopelas condições são apresen-
tados alguns exemplos ilustrativos. Além disso, uma comparação com outros trabalhos
existentes foi apresentada, reforçando a relevância das condições obtidas.

Com base nas abordagens desenvolvidas, pode-se citar algumas perspectivas de conti-
nuação deste trabalho:

• Projeto de compensadores deanti-windupe de leis de controle considerando tam-
bém critérios de desempenho;

• Projeto de compensadores deanti-windupdinâmicos;

• Projeto de realimentação não-linear de estados;
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• Projeto de realimentação não-linear estática e dinâmica de saída;

• Extensão de resultados apresentados nos capítulos 5 e 6 para sistemas com atrasos

• Utilização de funções de Lyapunov mais complexas (por exemplo, funções racio-
nais).
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APÊNDICE A DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Vários esforços têm sido realizados para o desenvolvimentode teorias de controle
através da abordagem LMI, tendo como principal vantagem a solução de forma convexa
(BOYD et al., 1994). Entretanto, como uma LMI pode ser representada de diversas for-
mas, dificilmente ela está representada em sua forma afim. Tais representações são contor-
nadas através de manipulações algébricas com o intuito de convertê-las em LMIs sendo
que o complemento de Schur é largamente aplicado neste sentido. Outras ferramentas
úteis para se trabalhar com LMIs são: oS-procedure onde a definição em sinal de um
função quadrática deve verificar-se sempre que a definição emsinal de outra função qua-
drática for verificada e o Lema de Finsler que permite obter formulações equivalentes
para testes de LMIs. Tais conceitos são apresentados a seguir.

Definição 14 Uma LMI é uma desigualdade da forma

F (x) = F0 +
m
∑

i=1

x(i)F(i) > 0

ondex ∈ R
n é a variável de interesse eF(i) = F T

(i) ∈ R
n×n são matrizes conhecidas.

Desde que o cone de matrizes definidas positivas seja convexoe a matrizF (x) seja uma
função a fim emx, então a restriçãoF (x) > 0 é uma restrição convexa emx. Esta é uma
das propriedades fundamentais das LMIs. Com isso, o seguinteproblema de otimização
pode ser formulado:

min cTx {F (x) > 0

no qualc ∈ R
m. O problema acima é uma generalização do problema de programação

linear clássico em um cone de matrizes definidas positivas.

Complemento de Schur

Algumas desigualdades matriciais não-lineares convexas podem ser convertidas para
a formulação LMI usando o complemento de Schur, sendo esta, uma ferramenta básica
na manipulação de desigualdades matriciais (BOYD et al., 1994).

Lema 8 (Complemento de Schur(DULLERUD; PAGANINI, 1999)) Supondo queQ =
Q′, M = M ′ e R são matrizes reais de dimensões apropriadas. Então, as seguintes
afirmações são equivalentes:

i)Q > 0 e M −RQ−1R′ > 0

ii)

[

M R

R′ Q

]

> 0
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S-procedure

Um problema comum em programação convexa é o caso onde a definição em sinal de
um função quadrática deve verificar-se sempre que a definiçãoem sinal de outra função
quadrática for verificada. Assim, pode-se utilizarS-procedurepara aproximar esta relação
através de uma LMI. A seguir será apresentado oS-procedurepara funções quadráticas e
desigualdades estritas (BOYD et al., 1994).

SejamT0, . . . , Tp ∈ R
n×n matrizes simétricas sujeitas à seguinte condição (BOYD

et al., 1994):

ξTT0ξ > 0, para todoξ 6= 0 tal queξTT(i)ξ ≥ 0, i = 1, . . . , p.

Pode-se demonstrar que, se existemτ1 ≥ 0, . . . , τp ≥ 0 tais que

T0 −

p
∑

i=1

τ(i)T(i) > 0,

então a relaçãoξTT0ξ > 0 se verifica, para todoξ 6= 0 tal queξTT(i)ξ ≥ 0, i = 1, . . . , p.
Vale destacar que a condição (A) é uma LMI nas variáveisT0 e τ1, . . . , τp.

Lema de Finsler

Através da utilização do Lema de Finsler é possível obter formulações equivalentes
para testes de LMIs sujeitas a restrições de igualdade. Portanto, este lema é bastante
útil para inserir as restrições de igualdade presentes na representação DAR levando a
desigualdades matriciais sem restrições de igualdade.

Lema 9 (Lema deFinsler(OLIVEIRA; SKELTON, 2001)) Sendox ∈ R
n, Q ∈ R

m×m é
uma função simétrica,B ∈ R

m×n é uma matriz tal que o posto deB < n eB0 é uma base
para o espaço nulo deB (BB0 = 0), as seguintes condições são equivalentes:

i) x′Qx < 0, ∀x ∈ ℜn : Bx = 0, x 6= 0;

ii) Q+ LB + B′L′ < 0, L ∈ ℜm+n;

iii) B′
0QB0 < 0,;

iv) Q− αB′B < 0, α ∈ ℜ.


