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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de anélise de estabilidestalalizacdo de sistemas
nao-lineares racionais sujeitos a saturacédo. A abordagkrada neste estudo é baseada
em representacdes algébricas diferenciais (DAR) de sisteamdonais e na versdo modi-
ficada da condicdo de setor generalizada para lidar com @agatu Inicialmente, méto-
dos para caracterizar a estabilidade de sistemas em tesgretdisujeitos a perturbagcdes
séo propostos. Neste contexto, apresentam-se abordagtmma de desigualdades ma-
triciais lineares (do ingléd,inear Matrix Inequalitie$ para o calculo de estimativas da
regido de atracao do sistema, bem como limites para uma dagserturbacdes admissi-
veis ¢, de forma a garantir que as trajetdrias sejam limitadas mattias do ganhd,
do sistema. Duas abordagens sao consideradas: a primeisga@da em uma Unica fun-
¢ao de Lyapunov quadratica e a segunda considerando fudedgspunov quadraticas
por partes. Em seguida, técnicas para sintese de compessadt-windupsao pro-
postas com o objetivo de aumentar a regido de atracdo dmagsstam tempo continuo.
As condi¢cdes sdo desenvolvidas e incorporadas em um ahgoitérativo, sendo que a
cada iteracao é resolvido um problema de otimizacdo cors@axarestricdes na forma
de LMIs. Tais resultados séo estendidos para lidar cormsasténcertos e sistemas su-
jeitos a perturbacdes. Com o objetivo de evitar métodogtitesae facilitar a aplicacéo
em sistemas multivaridveis propde-se uma nova abordagearsdetizar este tipo de
compensador (diretamente na forma de LMIs). Extenstesedodtados sdo apresenta-
das para tratar sistemas em tempo discreto. Por fim, é apadaamma abordagem para
sintese de realimentacao estatica de estados. Estes me@mibaseados em condi¢des
de estabilizac&o local permitindo, simultaneamente ut@al© ganho de realimentacéo de
estados e uma funcéao de Lyapunov que leva a uma estimatiManirada da regiao de
atracdo do sistema em malha fechada. Propde-se também tena&xdos resultados
abordando sistemas em tempo discreto. Exemplos numé@dcoamesentados com o
objetivo de ilustrar a aplicagéo e verificar a eficiéncia désoaios propostos.

Palavras-chave: Sistemas Nao-Lineares, Sistemas Raciasabaturacao, Perturba-
¢cOes, Estabilidade Anti-windup, Realimentacéo, Fun¢des de Lyapunov, LMI.



ABSTRACT

This work addresses the problem of stability analysis aabil&ation of nonlinear
rational systems subject to saturation. The approach us#ds study is based on the
differential algebraic representation (DAR) of rationast®ms and on a modified version
of the generalized sector condition to deal with saturatkirst, methods to characterize
the stability of discrete-time systems subject to distndaes are proposed. In this context,
approaches based on linear matrix inequalities to comsite&tes of the region of at-
traction of the system, as well as limits for a class of adiiigg, disturbances to ensure
bounded trajectories and estimates of theain of the system are presented. Two ap-
proaches are considered: the first one based on a singleatjaddrapunov function and
the second one considering piecewise quadratic Lyapunastiins. Then, techniques
for the synthesis adinti-windupcompensators are proposed in order to enlarge the region
of attraction of continuous-time systems. The conditioresceeveloped and incorporated
into an iterative algorithm, where at each iteration, a esxneptimization problem with
LMI constraints is solved. These results are extended tbvdéauncertain systems and
systems subject to disturbances. In order to avoid itexatiethods and facilitate the ap-
plication to multivariable systems, a new approach to ssiite this type of compensator
(directly in terms of LMI) is proposed. Extensions of theuksare also presented to deal
with discrete-time systems. Finally, a method for the sgsih of static state feedback
gains is proposed. This method is based on local stabdizaonditions which allow to
calculate the state feedback gain and a Lyapunov functiaxiing to a maximized esti-
mate of the region of attraction of the closed-loop systehe @xtension of these results
for the case of discrete-time systems is also addressedeftahexamples are presented
in order to illustrate the application and to verify the a#fitcy of the proposed methods.

Keywords: Nonlinear Systems, Rational Systems, Saturatig Disturbances, Stabil-
ity, Anti-windup, Feedback, Lyapunov Functions, LMI.
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1 INTRODUCAO

A andlise de estabilidade e a estabilizacdo de sistemaée@nes € um grande desa-
fio na teoria de controle de sistemas. Diferentemente delagens aplicadas a sistemas
lineares, o desenvolvimento de métodos genéricos € bastamplexo devido a diversi-
dade de fendmenos ndo-lineares que podem aparecer nachrdesies sistemas.

Para sistemas nao-lineares sem perturbacéo, o objetivcgai € garantir a estabili-
dade (ou estabilizagédo) global ou local do ponto de eqidlike interesse. Novamente,
diferentemente do caso linear, a estabilidade global psistema em malha fechada nem
sempre pode ser garantida. No caso em que o ponto de equildwié globalmente as-
sintoticamente estavel, o principal problema é determanagido de atracdo do sistema,
definida como o conjunto de todos os pontos a partir dos gsaisjetorias do sistema
convergem para o ponto de equilibrio (origem) ao longo dgtenbesta forma, a esta-
bilidade é garantida apenas na vizinhanca do ponto de leqoi(KHALIL, 1996). No
entanto, encontrar a exata regiao de atracao de formaiem@ldde se tornar uma tarefa
extremamente complexa ou até mesmo impossivel (GENESIQTAGLIA; VICINO,
1985). Alternativamente, pode-se determinar uma estranda regido de atracao do sis-
tema tal que aproxime-se da melhor forma possivel (i.e. deireamenos conservadora)
de tal regido. Estas estimativas sdo geralmente obtidasiadeadominios de Lyapunov,
0s quais séo conjuntos invariantes (CHESI, 2011; BLANCHINS9)9

Por outro lado, ao lidar com sistemas sujeitos a perturlsagéentrada, a caracteri-
zacao da estabilidade entrada-estado (ISS) e da estdbilatdrada-saida (I0S) sdo de
maior interesse (KHALIL, 1996). Neste caso, o foco printgséd em resultados globais
(ou semi-globais), no sentido de que um limitante das tags de estado é assegurado
para qualquer condi¢do inicial e qualquer perturbacaddotai (levando em considera-
¢do uma dada norma). Entretanto, quando o ponto de equitibrsistema néao é glo-
balmente estavel, o interesse esta em determinar uma egiirda conjunto de estados
atingiveis, considerando que as condi¢des iniciais e dsrpacdes pertencem a deter-
minados conjuntos admissiveis. Outro problema de interesssiste em determinar o
limite maximo sobre as perturbacdes consideradas, paragjtrajetérias permanecam
limitadas, considerando que as condi¢des iniciais pegtarecum determinado conjunto.
Este problema pode ser visto como uma analise da tolerémciapustez) do sistema a
acao de disturbios externos. Além disso, para condi¢deisiminulas, também pode-se
analisar a estabilidade, estimando-se um limitante sopeTinimo vinculado ao ganho
do sistema (geralmente em um sentitl), da entrada de perturbagéo para a saida regu-
lada (KHALIL, 1996; LU; DOYLE, 1995). Isto corresponde a haaa capacidade do
sistema de atenuar as perturbacdes externas.

Particularmente, a caracterizacdo da estabilidade e esside compensadores e de
leis de controle para sistemas nao-lineares polinomiaia@anais com o objetivo de au-
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mentar estimativas (maximizadas) da regiao de atracaogesbido especial atencao nos
ultimos anos. Neste sentido, pode-se citar os trabalhlimantio somas de formas qua-
draticas ousOS(do termo em inglésSum of SquarggPARRILO, 2000; CHESI, 2011)
para sistemas nao-lineares polinomiais. Para o caso eémsistndo-lineares racionais,
pode-se citar a abordagem introduzida em (EL GHAOUI; SCORUETJ96) baseada
em uma representacao LFR (do inglEsear Fractional Representatignbem como a
abordagem baseada na representacdo DAR (do irdjifstential Algebraic Represen-
tation) (TROFINO, 2000; TROFINO; DE SOUZA, 2001; COUTINHO et al.,@). A
principal razdo de abordar estas classes de sistemas efsitb i que abrangem uma
larga gama de casos praticos. Além disso, ao consideragseiacdes apropriadas,
as condi¢cbes de andlise e sintese podem ser apresentadasmnaadé Desigualdades
Matriciais Lineares (ou LMIs, do termo em inglémear Matrix Inequalitie}. Estas
podem ser eficientemente (numericamente) solucionadasgatde problemas de otimi-
zacao convexa e permitem considerar diretamente outrossiteg em performance e
robustez (BOYD et al., 1994).

Além de néo-linearidades presentes na dinamica do sistelmgerturbacdes de en-
trada, também é importante considerar que grande partstdensis de controle possuem
restricdes fisicas ou de seguranca em seus atuadores.e3aigGes podem ser vistas
como saturacéo de controle, sendo que estas restrico&atimosg sinais de controle que
podem ser efetivamente aplicados a planta. Este fato temadotum grande numero
de trabalhos concentrados na estabilidade e no desemperdistemas de controle em
malha fechada (TARBOURIECH et al., 2011). No caso de sistemaarks sujeitos a
saturacao, diversas técnicas tém sido propostas paranitedera estimativa da regiao
de atracdo e para caracterizar a estabilidade entradiveskntretanto, o numero de
trabalhos que lidam diretamente com sistemas néo-lineasaturagéo de controle é si-
gnificantemente inferior.

Considerando o problema de saturacéo nos atuadores, padedaaitilizar técnicas
deanti-windup sendo que o objetivo esta na introducdo de modificacdes antroa-
dor pré-estabelecido a fim de minimizar os efeitos causa€l@sgaturacdo. Apesar de
existirem diferentes estratégias e abordagens para @rejghaioria dos métodos pro-
postos também consideram modelos lineares e, mesmo nesteqaojetcanti-windup
pode ser um problema de solu¢cdo complexa (TARBOURIECH et al1)2@m geral,

0 objetivo da utilizacdo desta estratégia estd na melhordedempenho do sistema em
malha fechada. Por outro lado, através da compensag@tti@indup pode-se também
aumentar a regiao de atracdo, como ilustrado em (CAO; LIN; WARID?2) e (GOMES
DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005) para sistemas lineares.

Observa-se entdo que o problema de andlise de estabilidzslal®lizacdo para sis-
temas ndo-lineares sujeitos a saturacdo é um desafio naccan#l. Para lidar com
estes fendmenos, esta tese propde diferentes abordagmrésata utilizacdo de méto-
dos numéricos (baseados em LMIs) para contribuir nestédsen classe de sistemas
considerada abrange todos os sistemas nédo-lineares geim gsed modelados por equa-
¢Oes diferenciais (ou de diferencas) racionais, sendo aqlesae de sistemas racionais
engloba a dos sistemas polinomiais. Em particular, verfecgue grande niamero de sis-
temas ndo-lineares podem ser representadas por estaddassiemas (TROFINO, 2000;
COUTINHO et al., 2004).

Esta tese tem como objetivo central o estudo da estabilidadgabilizacdo de sis-
temas de controle ndo-leneares do tipo racional com atead@aturantes. Em relacéo
a analise de estabilidade o foco esta na estabilidade @tssatna estabilidade entrada-
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estado e na estimativa do ganigpara uma classe de sistemas de controle ndo-lineares
discretos sujeitos a saturacéo do atuador e perturbacées daso de sintese de com-
pensadores, a atencdo é voltada para o desenvolvimentotddahogias para projeto

de compensadores @mti-windup bem como controladores de realimentacdo de esta-
dos. A abordagem proposta € baseada na teoria de Lyapunoweamepresentacao
algébrica diferencial (DAR) do sistema racional. Para lwan a ndo-linearidade da sa-
turacdo, sédo consideradas versdes modificadas da condigatod generalizada proposto
em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005). Com base nas condi¢gééscas
propostas, sao formulados alguns problemas de otimizadén,de:

» determinar estimativas maximizadas da regido de atrag&stema em malha fe-
chada;

* calcular um limite superior maximizado da norfiada perturbacéo, para o qual a
ISS é garantida (ou seja, as trajetorias do sistema saadiasj;

« calcular um limite superior minimizado do ganlig da perturbacéo a saida regu-
lada;

» determinar concomitantemente um compensadtrwindupe uma funcéo de Lya-
punov a fim de encontrar uma estimativa da regido de atrac&onizada do sis-
tema em malha fechada,;

» simultaneamente, calcular o ganho de realimentagc&o ddasse uma funcgéo de
Lyapunov quadratica levando a uma estimativa maximizadegiao de atragéo do
sistema em malha fechada.

Este trabalho é organizado em 7 capitulos.

Inicialmente, no Capitulo 2 sdo apresentados conceitosdssiem como uma re-
visao bibliografica relacionada com os temas do trabalhca Bltencéo especial é dada a
estabilidade de sistemas ndo-lineares no sentido de Lgapétem disso, sdo destaca-
das algumas abordagens baseadas em LMIs utilizadas paradith sistemas racionais e
polinomiais. Outro ponto que € destacado é o de sistemassigesaturagdo no atuador.
Neste contexto, é apresentada uma breve revisédo das &atilzadas na literatura para
lidar com este problema, bem como o projeto de compensadotiewindup

O Capitulo 3 apresenta resultados desenvolvidos para aerdacao da estabilidade
de sistemas racionais em tempo discreto sujeitos a pegfigbaOs métodos sédo desen-
volvidos considerando fungbes de Lyapunov quadraticas. €ainjetivo de reduzir o
conservadorismo, consideram-se também funcdes de Lyamuaaraticas por partes.
Entado, sdo propostas condicdes para analisar tanto alielstadilocal assintotica, quanto
a estabilidade externa (no um sentidp do sistema em malha fechada. Estas aborda-
gens séo ilustradas através de simulagbes numéricas, siearato que as abordagens
propostas sado ferramentas sisteméaticas Uteis para acathd@kstabilidade local.

Nos Capitulos 4 e 5 técnicas deti-windupque permitem aumentar a regido de atra-
¢ao do sistema em malha fechada sdo apresentadas. O Capituloehtra-se em mé-
todos numéricos para o projeto de compensadantiswindup estaticos para sistemas
sujeitos a saturacao do atuador. Neste caso, sao deseagobandicdes sob a forma de
BMIs (desigualdades matriciais bilineares) para estaiép local do sistema em malha
fechada. Tais condi¢des sdo entédo incorporadas em umtaigorerativo, onde em cada
passo € resolvido um problema de otimizac&o convexo comigies na forma de LMIs.
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Além disso, tais resultados sé@o estendidos para lidar cstensas incertos e sistemas
sujeitos a perturbacdes limitadas em energig.( Com o intuito de evitar a utilizacao
de técnicas iterativas, o Capitulo 5 apresenta uma novec&para sintetizar este tipo
de compensador, sendo que as condi¢des de estabilizagdsdoaesenvolvidas direta-
mente na forma de LMIs. Neste capitulo, uma extenséo dokkadss é apresentada para
tratar sistemas nao-lineares em tempo discreto sujei@sieagdo do atuador. Em ambos
0s casos, exemplos numéricos séo apresentados para ituapbcacéo das abordagens
e as melhorias efetivas no tamanho da regido de atracaaemaiem malha fechada.

O Capitulo 6 apresenta uma abordagem baseada em LMIs pantacalganho de
realimentacao de estados para sistemas nao-linearesa@sajeitos a saturacao do atua-
dor. Da mesma forma que os capitulos anteriores, este pnoeetd visa implicitamente
a maximizacao da regidao de atragédo do sistema em malha éechhda extensédo dos
resultados também € apresentada para sistemas em tembodi§xemplos ilustram a
aplicacao da metodologia e as vantagens ao utiliza-la.

O presente trabalho é finalizado com um capitulo de condusperspectivas.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

O obijetivo principal deste capitulo € apresentar algunseitoys basicos relaciona-
dos a estabilidade de sistemas nédo-lineares. Primeiramaistute-se o problema de
estabilidade de sistemas nao-lineares considerandoia teokyapunov. Conceitos que
caracterizam a estabilidade interna, bem como a estai#lida sentido entrada-estado
e a estimativa do ganh©, supondo sinais de entrada com energia limitada sédo apresen-
tados. Além disso, destacam-se de forma resumida os piaaipétodos utilizados na
literatura para tratar sistemas nao-lineares que comsidarabordagem por LMIs. Para
finalizar, alguns resultados da literatura para lidar castesias sujeitos a saturagdo sao
colocados. Caso necessério, o leitor podera obter maiotakheke e informagdes nas
referéncias citadas no decorrer do texto.

2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Sistemas lineares invariantes no tempo podem ser estavaistaveis, independen-
temente das condicdes iniciais ou das entradas do sistafeseri@emente, para sistemas
nao-lineares a analise de estabilidade possui algumasyparidades, podendo depender
das condicdes iniciais ou forcadas. Por exemplo, um sistéodinear pode apresentar
varios pontos de equilibrio isolados ou mesmo uma tragetieiequilibrio (ciclo limite).
Desta forma, a estabilidade de um sistema néo-linear étedracia em relacdo aos seus
pontos de equilibrio. Normalmente, utiliza-se o conce#cedtabilidade no sentido de
Lyapunov para avaliar a estabilidade de um sistema néaatliragravés da analise do
comportamento de uma funcéo escalar dos estados do sisBsmesta funcao escalar,
conhecida como funcdo de Lyapunov, for positiva e decrés@mlongo das trajetorias
do sistema, pode-se concluir que o ponto de equilibrio (@b s deseja caracterizar a
estabilidade) do sistema é estavel ou assintoticamerieetstym ponto de equilibrio é
estavel se todas as solugdes iniciadas na vizinhanca degtegermanecerem proximas
do mesmo. Caso contrario este ponto é dito instavel. Quartde psntos tendem ao
ponto de equilibrio quando o tempo tende ao infinito, diztse @ ponto de equilibrio &
assintoticamente estavel. A verificacdo da estabilidademd@onto de equilibrio pode
ser realizada através dos métodos indireto ou direto deunmp(KHALIL, 1996).

Pelo método direto de Lyapunov (também chamado de seguntimlonde Lyapu-
nov), verifica-se a estabilidade sem solucionar o conjuatequacdes diferenciais que
descrevem o sistema. Entretanto, sua limitacao esta enmitede uma funcao de Lyapu-
nov tal que a estabilidade do ponto de equilibrio possa santida. Caso a funcao seja
encontrada, a estabilidade estéa verificada, porém em cas@o, nada se pode afirmar
a respeito da estabilidade do ponto de equilibrio do sisténiaportante ressaltar que o
método direto de Lyapunov pode ser aplicado a sistemagfosgnéo for¢cados, lineares
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e ndo-lineares, estacionarios ou variantes no tempo hdefeticos ou estocésticos (VI-
DYASAGAR, 1993).

Em contrapartida, o método indireto de Lyapunov verificataledade do sistema
determinando se a aproximacao linear do sistema na vizpahdm ponto de equilibrio é
estavel. Por este método, a estabilidade do ponto de aguiid sistema é caracterizada
localmente, isto €, em uma regiao (em geral, de dificil daremacao) na vizinhanca do
ponto de equilibrio. Caso a aproximacéao linear do sistemazanahanca do ponto de
equilibrio seja marginalmente estavel nada se pode afirohae & estabilidade do ponto
de equilibrio do sistema néo-linear.

2.1.1 Estabilidade Interna

A caracterizacao da estabilidade de sistemas nao-linéamasproblema fundamental
na teoria de controle de sistemas. Para sistemas sem aqaeseperturbacdes ou sinais
exdgenos, o interesse principal esta em garantir a estadbddido ponto de equilibrio.

Como o foco deste trabalho é desenvolver condi¢cdes parmsistgue ndo séo global-
mente estaveis, o objetivo é analisar a estabilidade ateoal onde o principal problema
€ determinar uma estimativa ndo conservadora da regidoagdgiatdo sistema. Em geral,
estas estimativas sdo obtidas através de dominios de Leigmamo por exemplo nas re-
feréncias (KHALIL, 1996; BARREIRO; ARACIL; PAGANO, 2006; BLANCHI, 1999;
CHESI et al., 2005).

A seguir sdo apresentadas algumas definicbes importameesqueceituar estabilidade
interna com base no seguinte sistema nao-linear em tempiogon

= f(z), x(ty) =xo (1)
ondexr € R"et > 0.

Defini¢cdo 1 (Ponto de equilibrioPara o sistema (1)z. € definido como um ponto de
equilibrio sef(z.) =0, vVt > 0.

Em geral, supde-se que o ponto de equilibrio do sistema sejgem. Porém caso
isto ndo aconteca, pode-se transladar o ponto de equitibéi@rigem fazendo com que
0 0 seja o ponto de equilibrio do sistema transladado (KHALRB96E; SASTRY, 1999).

Definicdo 2 (Estabilidade)O ponto de equilibrioc, = 0 é dito um ponto de equilibrio
estavel s&/'t, > 0 ee > 0, exista umi(ty, ) tal que

| o [[< 6(to,€) = || x(t) <€, VE=to,
ondezx(t) € a solugéo do sistema iniciando e no tempa = ;.
Definindo agora
B(r)={x eR"| ||z — x| <r,r>0} (2)

considere regifeB(9) e B(e) similarmente ao apresentado em (2). A defini¢cdo de esta-
bilidade, apresentada na Definicdo 2, requer que as tragiaiciadas dentro da regido
representada pds(d) de raiod ndo saiam da regidB(¢) de raioe, centrada no ponto

de equilibrioz.. Desta forma, pode-se dizer que o sistema possui um pontquilé e
brio estavel. Além disto, quando as trajetdrias convergam p ponto de equilibrio,
tem-se a estabilidade assintética para este mesmo pontodéimicao de estabilidade é
apresentada a seguir e ilustrada através da Figura 1.
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Definicdo 3 (Estabilidade assintétic®) ponto de equilibriaz, = 0 é dito ponto de
equilibrio assintoticamente estavel se

» x. = 0 & um ponto de equilibrio estavel,
* . = 0 € atrativo, isto €, existe uiit,) tal que

| zo || < 6(to) = limy—oo || x(t) ||= 0.

XZ
estavel
.- "'h.__~
S
‘\
Y assintoticamente
\ 3 \ estavel
1
0 X,
B(3)
Ble)

Figura 1: Estabilidade no sentido de Lyapunov assintética.

Note que as definicbes anteriores referem-se a estabilideale ou seja, nas vizin-
hancas do ponto de equilibrio. No entanto, caso seja pbggr@ntir a convergéncia
das trajetorias, tal que, € R", diz-se que o ponto de equilibrio € globalmente estavel.
Conceitos referentes a estabilidade global s&o mostradapia.s

Definicdo 4 (Estabilidade global assintotic&) ponto de equilibriac, = 0 é dito ponto
de equilibrio globalmente assintoticamente estavel séé&elelim, .., z(t) = 0,V €
R™,

Um conceito mais forte do que a estabilidade assintoticesembido de assegurar
um decaimento exponencial para a trajetoria dos estadogo@aeito de estabilidade

exponencial.

Definicdo 5 (Estabilidade exponencial (KHALIL, 1996¥) ponto de equilibrior = 0
€ dito ponto de equilibrio exponencialmente estavel seieis A e uma estimativa da

taxa de convergéncia > 0 tal que:
() [<Ae® = [l ||, Vo l|<eet>t.

A seguir, apresentam-se varios resultados relacionandora=itos de estabilidade
acima definidos com a caracterizacdo da estabilidade de nto ge equilibrio pelo mé-
todo direto de Lyapunov (KHALIL, 1996).
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Primeiramente, considere quigz) € uma funcdo de Lyapunov de forma que a deri-
vada deél/(x) ao longo das trajetérias de (1), denotadalpgr) e dada por:

: "0V . "oV
V(ﬂf) = - a—zzﬂfz = - a—mzfz(ﬂ?) (3)
i
ov oV oV fa(x ov
_ [87 LA axn] =@ (@)
fn(x)

Teorema 1 (Estabilidade por Lyapuno§ejar = 0 um ponto de equilibrio para o sis-
tema (1) €D C R™ um dominio contendo a origem. Sendo agbra D — R, uma
funcéo definida positiva no dominio satisfazendo

V(0)=0eV(x) >0emD — {0} (5)

V(z) <0emD (6)

entdo,r = 0 é estavel. Por outro lado, se

V(z) < 0emD — {0}, (7)
entdozr = 0 é assintoticamente estavel.

Observe que para sistemas onde a estabilidade global néseoderificada, pode-se
definir um conjunto de estados iniciais para 0s quais a cgéuera ao ponto de equilibrio
€ garantida. Este procedimento utiliza o conceito local eigunto pode ser visto como
uma estimativa da regido de atracdo. Com este interessesp@geesentar uma definicéo
de regido de atracao (também chamada de dominio de atrat@s®u(KHALIL, 1996;
GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1985; CHESI, 2011; BLANCHINI, 1999

Definicdo 6 (Regido de Atracad¥onsidere que(x, xo) € uma solucao (trajetdria) para
o sistema (1), com uma determinada condic¢éo inicigbarat, = 0. Entdo, a regiao de
atracdoR, é definida como o conjunto de todos os pontps R”, tal queo(z, ) é
definida para toda > 0 elim; .., ¢s(z, x9) = 0.

Encontrar a regido de atracéo exata de forma analitica padersr uma tarefa extre-
mamente complexa ou até mesmo impossivel. No entanto,dard@Lyapunov podem
ser utilizadas a fim de se obter uma estimativa que estejadaam regido de atracao.
Desta forma, a ideia é utilizar fungdes de LyapuiovD — R, para estimar a regido de
atracaoR,. Sendol uma funcao de Lyapunov, entao é possivel considerar umronju
denotado por

R={zeR"\V(z) <c}. (8)

Neste caso, S® € D eV (z) < 0 emD — {0}, entdo o conjuntR é invariante e
contrativo, i.elim; .., ¢s(x,z9) = 0. Assim,R C R, e R pode ser vista como uma
estimativa da regiao de atracao (KHALIL, 1996; CHESI, 20JARBOURIECH et al.,
2011).

A partir das consideracdes e definicdes apresentadas,ssggeinte resultado basico
a partir da teoria de Lyapunov (KHALIL, 1996).



23

Lema 1 Considere um sistema nao-linear (1) e um conjulio comf : B, — R"
sendo uma fungéo localmente Lipschitz tal ggeé) = 0. Supondo que existam escalares
positivose, €5, €3 € uma funcédo continuamente diferenciavel B, — R satisfazendo
as seguintes condicoes:

ar’z <V(z) < ex'z, Ve B, 9)
V(z) < —esa'z, Vz € By, (10)
RE{z:V(z) <d}C B, (11)

entdo, a origem do sistema é localmente exponencialmetéestsl () é uma fungéo
de Lyapunov en8,. Além disso, 0 conjunt® € uma estimativa da regido de atracao.
Em outras palavras, para todo(0) € R, a trajetoria dex(t) pertence ar e converge
para a origem quando — oo.

Com base na defini¢édo (8), a estimativa da regido de atfagsia diretamente rela-
cionada com a fungdo de Lyapunbyz). Sendo assim, note que ao considerar fungées
de Lyapunov mais complexas, pode-se encontrar estimatavasgido de atracdo menos
conservadoras. Um exemplo da reducéo do conservadorisoociasa a funcao de Lya-
punov pode ser visto em (COUTINHO et al., 2004) que considiéeaethtes classes de
funcéo de Lyapunov.

Por outro lado, vale destacar que no caso em que a trajetdriar,) converge para
a origem (ponto de equilibrio de interesse) em» oo para todoz,, a estabilidade do
sistema é vista sob contexto global e diz-se que a origenbalghente assintoticamente
estavel. Entdo, através da teoria de Lyapunov, a estaleligiobal pode ser garantida
através do seguinte Teorema:

Teorema 2 (Estabilidade Global por Lyapuno®endar = 0 um ponto de equilibrio e
sendoV : R™ — R uma funcéo positiva continuamente diferenciavel tal que:

* V(0)=0eV(zx)>0,Vz#£0,
o ||z]| = 00 = V(x) — o0,
e V <0,Vzr e R", V& #£0

entdo,r = 0 é globalmente assintoticamente estavel.

2.1.2 Estabilidade de Sistemas Sujeitos a Perturbacdes Extears

Para sistemas sujeitos a perturbacfes, a caracterizacéstatalidade no sentido
entrada-estado (conhecida por ISS, proveniente do termmgiés Input-to-State Sta-
bility) e estabilidade entrada-saida (IOS do termo em inigi@st-to-Output Stability
séo de maior interesse. A nogao de ISS e IOS foi introduzideimente em (SONTAG,
1989) e resultados tedricos baseados na teoria de Lyaparam propostos para carac-
terizar a estabilidade de sistemas com entradas e saidtllisy A motivacao destes
resultados esté no fato de que para sistemas sujeitos oaeddeas, ndo € esperado que as
trajetérias do sistema convirjam para a origem quando odeermer ao infinito (KHA-
LIL, 1996). O objetivo esta em garantir que as trajetoriasekiados sejam limitadas para
uma dada perturbacdo também limitada. Outros trabalhoslmprelam estes problemas
podem ser vistos em (SONTAG, 1998, 2001, 2008).
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Tais conceitos tém sido aplicados a sistemas ndo-lindarge,para andlise da estabi-
lidade quanto para projeto de controladores estabilisaatprincipalmente para sistemas
em tempo continuo. Alguns resultados foram estendidos gistemas discretos (vide,
por exemplo, (LAILA; ASTOLFI, 2005; HUANG et al., 2005; JIABt WANG, 2001)).
Entretanto, nota-se que a maioria destes trabalhos sentmaroeem conceitos de estabi-
lidade global ou semi-global, no sentido que as trajet@ismsestados séo limitadas para
gualquer condicéo inicial e qualquer perturbacéo limisetpundo uma norma especifica.

Quando o sistema nao é globalmente estavel, a ISS ou a |O6diepe magnitude de
uma considerada norma dos sinais dos estados ou da sai@ga,aulsnitacdo da norma
pode ser garantida para determinados conjuntos espedé®sais. Assim, a caracteri-
zacdao destes conjuntos dos sinais de perturbactes adriEssiv de maior importancia,
ou seja, deseja-se caracterizar um conjunto de sinais telpsgdo para os quais as tra-
jetorias resultantes serdo garantidamente limitadasteNaso, o interesse esta também
em determinar se o0 conjunto de estados atingiveis estéodamtregido de atracdo do
sistema para um dado conjunto de condic¢des iniciais e paxtdes (sinais de entrada).

Em particular, pode-se concentrar na estimativa da maiengenadmissivel para as
perturbacdes tal que as trajetorias dos estados permariegigadas, considerando ou
ndo um conjunto de condigdes iniciais admissiveis. Pardi¢cdes iniciais nulas, pode-
se analisar propriedades referentes a atenuacéo de pefiagdo sistema determinando
uma estimativa (um limite superior minimizado) do ganhoidtesna (no sentidg,), da
entrada de perturbacéo para uma saida regulada (COUTINHQ29@8; LU; DOYLE,
1995).

A seguir, apresentam-se resultados basicos referentéstalidade entrada-estado e
a estimativa do ganho considerando sinais de perturbaga®oergia limitada, i.e com
normact, finita.

2.1.2.1 Estabilidade Entrada-Estado

Com o objetivo de caracterizar a estabilidade entrada-@siadistemas nao-lineares
sujeitos a perturbacdes, considere o seguinte caso partitisistemas ndo-lineares:

&= filx)+ falr)w. (12)

sendo quer € R™ denota o vetor de estados; € R"™ é o sinal de perturbacéao;
fi(x), fo(z) s&o fungbes ndo-lineares ansatisfazendo as condigcdes de existéncia e uni-
cidade de solucao.

Como a estabilidade de sistemas sujeitos a perturbacfesknesiie caracterizada
no sentida’,, considere a seguinte definigao.

Definicao 7 O espagol;- paral < p < oo é definido como o conjunto de todas a
func¢des continuas por partes [0, ) — R, tal que:

lal = ([ tatoear) P

Neste trabalho, o interesse estd em perturbacdes (sir@srms) do tipaZ,. Note
gue sinaisC, podem ser interpretados como sinais limitados em energiar&nto, pos-
suem grande relevancia pratica. Neste caso, considemasedados por

lwlls = /Ooo w(t)w(t)dt < oo.
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de forma quev € W C L3*, sendo quéV um determinado conjunto. Uma maneira de
abordar este problema é limitar a perturbacgéo através denjmto definido da seguinte
forma:

W {weR™ : |uw|; < 8} (13)

sendo quel € R é um parametro positivo definindo o tamanho do conjunto deel e
¢Oes admissiveis) .
Considerando agora uma funcéo

T 2 V(z) —w'w

comV (x) sendo uma funcgédo definida positiva € B,. Entéo, segue que:

T T T
/ Jsdt = / (V(z) — w'w)dt = V(T) — V(0) — / w'wdt . (14)
0 0 0
Definindo agora os seguintes conjuntos associadoseg

Ro=2{zeR":V(x) <a} (15)

RE2{zeR":V(z) <6} CB, (16)

coméd = « + 3. Entdo, a partir de (14) $é(z) — w'w < 0, Yz € B,, pode-se concluir
que:

* sew(t) = 0, entdoV (z) < 0, 0 que garante(t) — 0 parat — oo, Vz(0) € R
C B,.

* sew(t) # 0, comw satisfazendo (13), se(0) € Ry, tem-seV(T) < V(0)
+|lw||? < 4, o que implica que as trajetérias do sistema n&o saem dortonju
R.

Percebe-se quE(x) — w'w < 0 assegura quR é uma regido de estados atingiveis,
considerando que(0) € R, e quew satisfaga (13). Além disso, no caso em que- 0,
seV(z) —w'w < 0eR C B,, segue qu& (z) < 0, Vz € R, 0 que significa quR esta
contido na regido de atracéo do sistema em malha fectidgae(pode ser visto como
uma estimativa desta regiao.

Para ilustrar esta relacdo, observe a Figura 2. Inicialmenponha que as trajetérias
do sistema estejam limitadas carf0) € R, (t1) e assume-se que 0 sistema é sujeito
a uma perturbacdo(t) (¢ > t;), que satisfaca (13). Neste caso, as trajetorias estdo
limitadas a uma estimativa da regido de atrégamnde ha garantia de estabilidade ¢
R.). Considerando que a perturbacdo esvaneceé,egarante-se que as trajetorias do
sistema convergem assintoticamente para a origem quandeo.

2.1.2.2 Estimativa do Ganhg,

Como apresentado anteriormente, para condi¢des inicikis,mode-se analisar pro-
priedades referentes a atenuacao da perturbacdo do sggsmainando uma estimativa
(um limite superior minimizado) do ganho do sistema (noident,), da entrada de
perturbacéo para uma saida regulada (COUTINHO et al., 2008DOYLE, 1995).
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Figura 2: Regite® e R,.

Considere entdo o seguinte sistema n&o-linear sujeito arpacéo:

= fi(z)+ folz)w
y = hi(x)+ ho(2x)w, (17)

sendo quer € R™ denota o vetor de estadas;e R™ é o sinal de perturbacég;c R
é o sinal de saidaf;(z), fo(x) : R* — R" e hy(x), ho(z) : R* — R™ sdo funcdes
nao-lineares em satisfazendo as condi¢cdes de existéncia e unicidade dgisolu

A definicao para estabilidade no sentidp € apresentada a seguir (KHALIL, 1996;
VIDYASAGAR, 1993):

Definigéo 8 Considerer(0) = 0 e um mapeaments : L — L,". Se existir uma uma
func@oy definida em0, c), € uma constante nao-negatita tal que:

* yllze, = [[Fwllz, < x(lw|z,) + b2, paratodow € L™, entdo 0 mapeamentd
é dito L,-estavel,

* lyllz, = IFwlz, < vl|lwle, + b, para todow € L™, entdo,F € dito L,-estavel
com ganho finito.

O termob, é chamado termo deias introduzido na definicao para permitir quEw
nao esvaneca quando = 0.

Considerando uma abordagem utilizando a teoria de Lyaparestabilidade no sen-
tido £, pode ser garantida primeiramente definindo

T, = V() —w'w+ vy, .
A partir destas definicdes segue que
T . T T
/ (V(z) —w'w+~y"*yy)dt = V(T) — V(0) — / w'wdt + 72/ y'ydt, VT > 0.
0 0 0

Assim, sex(0) € Ry e J, < 0 Vx € B,, pode-se concluir que:



27

* sew(t) = 0, entdoV (z) < —y~2y'y < 0, 0 que garante(t) — 0 emt — oo.
» sew(t) # 0, comw satisfazendo (13):

—sex(0) € Ry, V(T) < V(0) + ||w||? — v |y||3 < d VT > 0, 0 que implica

gue as trajetdrias do sistema ndo saiam do conjinto

— paraT — oo, ||lyl3 < +*||wl|j3 + +*V(0). Desta forma, se(0) = 0, segue
quelly|? < v*||w||3, ou seja;y € um limitante para o chamado ganfg (ou
Hoo)-

Percebe-se qu¢g, < 0 assegura qu® € uma regiéo de estados atingiveis, conside-
rando quer(0) € R, e ||w||3 < 3. Além disso, no caso em que= 0, desde que7, < 0
eR C B,, segue qué’ (z) < 0, Vz € R, 0 que significa qu& esta incluido enR,, e
pode ser visto como uma estimativa da regido de atracaotémsisle malha fechada.

2.1.3 Estabilidade de Sistemas em Tempo Discreto

Conceitualmente, os resultados apresentados para sistemtésuos podem ser na-
turalmente estendidos para sistemas discretos. Entet@mtido a descontinuidade da
trajetoria dos estados, as condi¢Bes de estabilidade ppubpv sdo caracterizadas pela
busca de uma funcad(x) definida positiva tal que a sua variagéo

AV (z) = V(z(k + 1)) — V(z(k))

seja definida negativa ao longo das trajetdrias do sistema.
A seguir sdo apresentados resultados para caracteriz@abdidade interna e estabi-
lidade entrada-estado de sistemas em tempo discretasuggiterturbacdes externas.

2.1.3.1 Estabilidade Interna

Considere o seguinte sistema nao-linear em tempo discreto:
x(k+1)= f(x(k)), x(ko) = z0o (18)

ondex € R" é o vetor de estados do sistemd(e(k)) € uma fungdo matricial de di-
mensao apropriadafec N.

Da mesma forma que em sistemas em tempo continuo, a teoneagariov pode ser
aplicada para verificar conceitos locais relacionadosab#isiade interna dos pontos de
equilibrio do sistema (18). Neste sentido, considere oisagresultado.

Lema 2 Considerando um sistema nédo-linear (18) cémi5, — R” sendo uma funcao
localmente Lipschitz tal qug(0) = 0. Supondo que existam escalares positivos.,

ez € uma funcdo continuamente diferenciavel: 5, — R satisfazendo as seguintes
condi¢bes (VIDYASAGAR, 1993):

e’ < V(zr) < ea'x, Ve B, (29)
AV (z) < —ega’z, Yo € By, (20)
RE{zxeR":V(z) <} CB,. (21)

Entdo, V(x) € uma funcdo de Lyapunov €} e R € uma estimativa da regido de
atracdo. Além disto, para tode(0) € R, a trajetéria dex(k) pertence ar e converge
para a origem quandé — oc.
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2.1.3.2 Estabilidade Entrada-Estado

Da mesma forma ao apresentado para sistemas em tempo oomiaue-se anali-
sar a estabilidade entrada-estado de sistemas nao-Bnearéempo discreto sujeitos a
perturbagcbes. Considere entdo a seguinte classe de sistéomkiseares discretos:

2(k+1) = f@)+ hlow. (22)

sendo quer € R™ denota o vetor de estadas;c R" € o sinal de perturbagad;i(x),
fo(z) : R™ — R™ séo fungBes ndo-lineares ansatisfazendo as condi¢des de existéncia
e unicidade de solugéo.

Como a estabilidade para sistemas em tempo discreto swggiersurbacdes é usual-
mente caracterizada no sentigotem-se a seguinte definicéo.

Definicdo 9 O espaco/}* paral < p < oo € definido como o conjunto de todas as
fungbes: : [0,00) — R", tal que:

00 1/p
lall, = (Zua<k>up> < .

Assumindo que a perturbacéo é limitada em energia, ouseayV C (5 com
w £ {weR™: |wl|2 < B}, (23)

tem-se qued € R é um parametro positivo que define o tamanho do conjunto derper
bacdes admissiveld .
Definindo agoraZ, = AV (z) — w'w comV (z) > 0, Vo € B,, segue que

T T T

S 7 =Y AV () - whw) = V(T) = V(0) = > w'w. (24)

k=0 k=0 k=0

Note que os conjuntos (15) e (16) também podem ser asso@dd(s). Entéo, a
partir de (24) se
AV (z) —w'w < 0,Vx € By,

conclui-se que:

* sew(k) = 0, entdoAV (z) < 0, o que garante (k) — 0 parak — oo, Vz(0) €
R C B,.

» sew(k) # 0, comw € W, sex(0) € R, tem-se
V(T) < V(0) + |Jwll < 6,
0 que implica que as trajetérias do sistema ndo saem do ¢orgun

Anéalogo ao caso continuo, tem-se g& (z) — w'w < 0 assegura qu® é uma
regido de estados atingiveis considerandoxg0¢ € R, e quew € YW com WV definido
em (23). Parav = 0, seAV(z) —w'w < 0eR C B,, segue que\V (z) < 0,Vz € R,
0 que significa qu&k C R,.
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2.1.3.3 Estimativa do ganh@

Conforme visto para sistemas em tempo continuo tem-se $seemm verificar a ate-
nuacdo de uma perturbacdo para uma saida regulada. Paraasistdo-lineares em
tempo discreto sujeitos a perturbacfes pode-se realizarestimativa do ganhé, si-
milar, conforme apresentado a seguir.

Considere entdo o seguinte sistema nao-linear em tempeiisarjeito a perturba-
cao:

zk+1) = fi(zx)+ fo(zx)w (25)
y(k) = (@) + h(z)w,
sendo quer € R™ denota o vetor de estadas;e R™ é o sinal de perturbacég;c R
é o sinal de saidd; (x), fo(z) e hy(z), ho(z) s@0 fungbes ndo-lineares ensatisfazendo
as condicdes de existéncia e unicidade de solugéo.

A partir destas consideracdes, uma forma de verificar aikgtate no sentidd, de
sistemas discretos é apresentada a seguir.

DefinindoJ, = AV (z) — w'w + v %y'y, VT > 0, segue que

T T T
S (AV(x) —ww+y72yy) =V(T) = V(0) = > ww+y2) oy
k=0 k=0 k=0

Assim, sex(0) € Ry e J, < 0 Vx € B,, conclui-se que:
s sew(k) =0, entdoAV (z) < —y?y'y < 0, 0 que garante(k) — 0 parak — oc.
» sew(k) # 0, comw satisfazendo (13):

—sex(0) € Ro, V(T) < V(0) + ||w||?2 — v 2||ly||3 < 4, 0 que implica que as
trajetdrias do sistema ndo saem do conjuR{o

— paraT — oo, |lyl|3 < ¥*||wl||3 + +*V(0). Desta forma, se(0) = 0, segue
que|lyl|? < v?||w||2, ou sejasy € um limitante para o chamado ganho

Tem-se novamente qug, < 0 assegura qu& é uma regiéo de estados atingiveis
considerando que(0) € R, e ||w||3 < 3. Além disso, no caso em que= 0, se.7, < 0
eR C B,, segue quéV (z) < 0, Vx € R, 0 que significa qu&k C R,.

2.2 Metodos LMI para Tratamento de Sistemas Nao-Lineares

Pode-se considerar que o estudo de LMIs para sistemas dw&miciou-se em 1890
com o surgimento da teoria de Lyapunov (BOYD et al., 1994).deemtao, esta abor-
dagem é utilizada em varios problemas teéricos especifinosngienharia de controle
como, por exemplo, analise de estabilidade, sintese deotamhdres, e em problemas de
filtragem e observacdo de estados. A disseminacdo da tddvlicee deu a partir dos
anos de 1990 com o surgimento dos primeiros algoritmos de&ol(como exemplo,
pode-se citar & MI Control Toolbox(GAHINET et al., 1995)). Com o passar dos anos,
novas técnicas e métodos foram desenvolvidos a fim de #aclit resolucéo e aplicacéo.
Atualmente existem diversos pacotes computacionais eaplezsolucionar LMIs. Neste
sentido, destaca-se o surgimentosdé/ersmais eficientes e rapidos para a resolucéo de
LMlIs tais como:SeDuMi(STURM, 1999) eSDPT3(TOH; TODD; TUTUNCU, 1999).
Aléem disso softwaresespecificosHarserg para tratar LMIs tém sido cada vez mais utili-
zados (por exemplo, Yalmip (LOFBERG, 2004)). A principal \eggm da utilizacdo de
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(Parserg esta na capacidade de traduzir o problema LMI para a fogaalgenérica, e
entdo utilizar programas de resolucéo de LMIs.

Vale destacar que este tipo de formulagédo tem, entre oatneemptagem de permitir
um facil tratamento de sistemas com incertezas e, como iséoda sequéncia desta tese,
de permitir a utilizacdo de problemas de otimizacéo conpexa a solucéo de diversos
problemas de controle. Neste contexto, técnicas oriuralitedatura de controle robusto
vém sendo aplicadas a sistemas n&o-lineares com o intutlertar condigcoes de estabi-
lidade e estabilizacdo na forma de LMIs. O foco principatagabordagens é garantir a
estabilidade e/ou desempenho de certas classes de sist@oAaseares. Neste contexto,
algumas destas classes tém recebido maior atencéo. Dstase gode-se citar sistemas
polinomiais, sistemas racionais e sistemas do tipo Lureint@nesse especial também é
dado as néo-linearidades ditas “duras”, como é o caso dassages de controle.

Nesta secao sao apresentados, de forma resumida, algumadagens relevantes para
tratar as ndo-linearidades acima mencionadas a partirchelf@acoes LMI.

2.2.1 Sistemas do Tipo Lure

Diversos sistemas nao-lineares podem ser representadedsatie um sistema linear
realimentado por um elemento nao-linear. Tal represent@déstrada na Figura 3.

r(t)=0+ u(t) Sistema y(t) -
A Linear )
Uw Elemento |_
Nao-Linear

Figura 3: Sistema na forma de Lure

O estudo da estabilidade para sistemas que podem ser répckseconforme a figura
acima é chamado de Problema de Lure (ou Problema de Essalgililbsoluta) (KHA-
LIL, 1996). Basicamente constitui-se na analise de estiaoié de um tipo de sistema
gue pode ser representado como

= Ax + Bu
y = Cu (26)
u=-U(y)

sendo quer € R*, y € R™, u € R™, o par(A, B) é controlavel e o pafC, A) é
observavel. Além disso, considera-se @dg) : [0;00) x R™ — R™ é uma néo-
linearidade sem memoria e localmente Lipschitziembedecendo condigcdes chamadas
condicdes de setor, conforme sera visto a seguir.

2.2.1.1 Condicao de Setor

A seguir caracteriza-se uma nao-linearidade satisfaaemdaondicéo de setor (KHA-
LIL, 1996):



31

Definicdo 10 Considere matrizes diagonals, e K5, tal que K = K; — K, seja definida
positiva e qué/(0) = 0. Entdo paratoda € S C R™, U(y) pertence ao setdrk, K>)
caso a condicao abaixo for verificada:

U(y) — Kiy]'[U(y) — Ky] <0, Vt>0. (27)

A condicao apresentada em (27) pode ser convenientemelitadat para analisar
a estabilidade do sistema néo-linear (26) quando a naaridegle pertence a um setor
(K, K,). Este € um problema classico que continua a receber ateve@pdr exem-
plo (CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2008; ARCAK; LARSEN; KOKO-
TOVIC, 2003)).

Uma condicdo de setor pode ser caracterizada tanto de facahduanto global.
Sendoa € R™ eb € R", de forma quey;) < 0 < by, Vi = 1,...,n,, define-se a
regiaoS da seguinte forma:

S = {y(t) e R™;au) < yu(t) < by} (28)

Neste casa$ € uma regido convexa que contém a origem e, caso a condic@&todéos
verificada emS, esta regido é definida como a regiao de validade da conde;Getar.

Assim, a partir destas consideragfes, para uma nao-lilaed/ (¢, y), conclui-se
que:

» SeS esté estritamente contida d®iv, entdo a condigdo de setor (27) é satisfeita
localmente;

» SeS corresponder a todo o espaRoéy, entdo a condicdo (27) é satisfeita global-
mente.

A Figura 4 ilustra ndo-linearidades pertencentes a setomeifamente, considere
a Figura 4(a) onde uma ndo lineariddd@) pertence a um setdr<;, K,) localmente,
sendo que o dominio de validade da condicao de setor é dad@g)orPor outro lado,
a Figura 4(b) representa uma néo linearidedg) que pertence globalmente a um setor
(Kl, KQ)

(a) Local (b) Global

Figura 4. Condicao de setor - Estabilidade local e global.
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Definicdo 11 Seja um setofK, K>):

* 0 sistema (26) é dito absolutamente estavel se a origenmbélgh@nte assintotica-
mente estavel, para qualquer ndo-linearidadg, y) pertencente ao set¢i;, K»)
globalmente.

» 0 sistema (26) é dito absolutamente estavel com dominio §ieia origem é assin-
toticamente estavel para qualquer ndo-linearidade perterte ao setofk, K»)
localmente.

Como apresentado anteriormente, uma abordagem que usiteéoema de modela-
gem € proposta em (CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2005). Pacdifar a
compreensao, considere o sistema néo-linear apreseme@be Entdo, assumindo que
a ndo-linearidadé (y) € (0, H), a seguinte condigéo de setor é verificagae S:

U(y)AlU(y) — Hy] <0, (29)

sendo qué/(y) € R™ é uma funcdo vetorial ndo-lineafy € R™*"™ & uma matriz
diagonal e = H' € R™*™ é uma dada matriz positiva definida.

Utilizando a abordagem classica de setor é possivel verdieatabilidade do sistema
(26) através de técnicas baseadas em LMIs a partir da temtigagpunov. Para ilustrar
este procedimento, considere uma fungéo de Lyapunov diadi&z) = 2/Pz , de
forma que se arelacao

WA+ AW WC'H
[ N oy } <0 (30)
comV = P! (sendoP = P’ > 0),Y = A~", for verificada, entdo segue quéz) > 0
eV (zx) < 0, paratodar € S. Note que pré- e pés-multiplicando (30) poing(P, A) e

Uly) }
V(x) = 2U(y)A U(y) — Hy <0,

em seguida pofr’ U(y)'| e { tem-se que

Assim, supondo que € S, segue que (29) é verificada considerande C'x e conclui-se
queV < 0.

Observe que neste caso, uma regidesta associada a funcéo de Lyapumd\).
Entéo, deve-se garantir g C S. Desta forma, a ndo-linearidade satisfaz a condigcdo
de setor para qualquere R. Neste caso, qualquer que seja a regido elips®daista &
uma estimativa da regido de atracdo, ou @ R, .

Para exemplificar a utilizacao deste tipo de modelagem éapiedo o seguinte exem-
plo.

Exemplo 1 Considere o sistema nao-linear sem a presenca da saturagaeaqtado em
(COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010):

j'jl = X2,
iy = (1+2d)z + (24 82d)wy, (31)
Com efeito, (31) pode ser reescrito como (26) sendo que

3
A:H”,B:Hg],o:heu(y):u(ox):{%] (32)
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2.2.2 Sistemas Polinomiais e Racionais
Primeiramente, considere a definicdo abaixo (CHESI, 2011):

Definicdo 12 Uma funcaqg : R® — R € um polinémio de grau ndo maior qdec N se

p(x)= Y ag" (33)

qeN,|g|<d

sendo que € R" eq, € R. Em (33),a,29 € um mondmio de graype a, € seu coeficiente.

A partir da definicdo acima, pode-se definir uma funcédo ratidos estados da se-

guinte maneira: @
pl\x
frlo) =y (34)

ondep(z) e ¢(x) séo fungdes polinomiais de gral e d,, respectivamente. Observe
que, se o denominadg(x) for uma constante ndo nula, a fungfi¢r) sera uma funcao
polinomial. Assim, os polindmios estéo incluidos na cladsduncdes racionais (34).
Vale salientar ainda que, nos pontos onfle) = 0 a fungéof, (x) ndo esta definida.

Considerando primeiramente sistemas polinomiais, digetrsdbalhos de analise de
estabilidade podem ser encontrados atualmente na litaerailo entanto, pode-se dizer
gue o inicio do tratamento de sistemas polinomiais deu-$@alcda década de 60 com o
trabalho (BOSE; LI, 1968), proposto para tratar o caso derass$ polinomiais utilizando
somas de formas quadréticas. Tal abordagem néo obteveegmigpelcussdo devido ao
fato de néo existirersolverscapazes de resolver os problemas de ordem superior, ou seja,
com um ndmero maior de estados.

Com os avancos tecnoldgicos ocorridos no final dos anos 3flfaurnovos pacotes
computacionais capazes de solucionar problemas de fornsaefidente. Desde entéo,
varios trabalhos foram propostos para tratar sistemasgolais. Inicialmente, estes fo-
ram desenvolvidos utilizando somas de formas quadratic&Os(do termo em inglés,
sum of squargs Os primeiros trabalhos a abordarem este tema atravéslidagdo de
LMIs podem ser vistos em (PARRILO, 2000), bem como, em (CHESI. e2@00). A
partir destes, outras formulacdes foram propostas caaside a abordage®0OS como
por exemplo em (CHESI; TESI; VICINO, 2002) e em (CHESI, 2004)enttodos fo-
ram generalizados através de fun¢cBes de Lyapunov polit@miam particular, ainda
pode-se citar o trabalho recentemente proposto em (VALMORBIARBOURIECH,;
GARCIA, 2010a) onde um método “quasi’-LMI é proposto paraneatia regiao de atra-
¢ao de sistemas nao-lineares polinomiais em tempo continuo

Por outro lado, a classe de sistemas racionais engloba stiaas polinomiais. Para
esta classe, técnicas oriundas da literatura de controlst@foram aplicadas a sistemas
néo-lineares com o intuito de derivar condi¢gdes de estiaoié e estabilizacdo na forma de
LMiIs. Pode-se dizer que tais metodologias foram introcag e (EL GHAOUI; SCOR-
LETTI, 1996) que apresenta a representacdo LFR (do ingidear Fractional Repre-
sentation. Similarmente, outras abordagens foram apresentadadigiar com sistemas
racionais. Uma atencao especial é dada a representachdadgiiferencial (DAR), que
foi introduzida em (TROFINO, 2000; TROFINO; DE SOUZA, 200Ambas representa-
¢Oes permitem modelar classes de funcdes vetoriais ragiersguns exemplos de suas
aplicacdes podem ser vistas em (TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 20C®OUTINHO;
DE SOUZA; BARBOSA, 2007; COUTINHO et al., 2004).

A seguir sao descritas, de forma resumida, as abordagena aeencionadas.
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2.2.2.1 Abordagem por Representagao Linear-Fracionati&R

Uma abordagem que permite tratar sistemas néo-linearesma facional é deno-
minada Representacéo Linear-Fracionaria ou LFR (EL GHAG@ORLETTI, 1996).
Tais métodos consideram uma classe particular de sisteioageares dados por:

T = f(x,u),
Yy = g(m,u), (35)

sendo qu¢ e g sao funcdes matriciais racionais nos estadasR” e lineares na entrada
u € R,
Note que € possivel reescrever o sistema (35) da seguinte:for

T = A(x)+ Byu(x)u
36
y = Cy(x)+ Dy,(2)u, (36)
ondeA(z) B,(x) Cy(x) e D,,(x) séo fungdes racionais (multivariaveis) emA(0) = 0
eC(0) = 0; e B, e D, ndo possuem singularidades na origem.
A partir da representacao (36), os resultados basead@saiestiagem consideram o
Lema apresentado a seguir.

Lema 3 Para qualquer fun¢do matricial racional/(z) : R" — RP*4, sem singula-
ridades na origem, existem inteiros ndo-negativps . ., r,, € matrizesd, B, C e D
de dimensdes apropriadas, tal qié(x) tenha a seguinte LFR (para todoonde M é
definida) (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996):

M(x) = A+ BA(z)[I — DA(x)]7'C,

com
A(x) = diag(x1, Iy, ... 201y, .

Observe que nesta abordagem, deve-se considerada(é — D,,A(x)]™!) # 0.

A partir do Lema 3, tem-se que as matrizes em (36) podem ssaries como:

[é(é)) g;f(?) } - {ély g;u } + { gjp } A(z)[I = DgpA(2)]7HCy Dy (37)

A partir de (37), o sistema (36) é reescrito da seguinte forma

= Ax+ By,u+ Byp

= Cux+ Dgyu+ Dypp

= Cyx + Dyyu+ Dypp

= A(x)q, Ax) =diag{zy, L, ..., 2.1, }.

(38)

"B &

E importante ressaltar que a LFR (38) pode ser vista comosiansa linear invariante
no tempo, conectado a uma entrada ficticeauma saida ficticia (veja Figura 5), sendo
gue a matriz de realimentac@oé linear no vetor dos estados sua estrutura reflete os
graus de nao-linearidade do sistema.

Para ilustrar esta representacao é apresentado o seguntple.
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ut) ——» — y(1)

LTI

Y

p(t) q(t)
A(x)

A

Figura 5: Representacéo linear-fracionaria.

Exemplo 2 Considere o sistema nédo-linear apresentado em (31).

0 1

A= e gy |

A partir do Lema 3 conclui-se que, definindo

o 0 0 0
0o 2 0 0

A(5’“")_00:1520’
0 0 0

o sistema nao-linear (31) pode ser representado utilizanagpresentacao linear-fracionaria
(38) com

1 0 0000
a=l1e)om=00 0 S)a=lo Sl =000
0 0 0010
B, =0,Dg =0,C,=0,D,, =0eD,, = 0.
Considere agora uma regi& definida como:
By ={zeR"|z;| <o li=1,...,n.}. (39)

como > 0. Sex € B, entdo||A(z)| < o~'. Esta abordagem é aplicada similarmente
para sistemas com incertezas limitadas em norma. Enwetag conceitos podem ser
utilizados para tratar sistemas nao-lineares de forma queeragiaoR esta associada a
funcéo de LyapunoV (z). Entdo, deve-se considerar a inclugada- 5, .

Particularmente, esta abordagem utiliza exclusivamemtgdies de Lyapunov quadra-
ticas. Entdo, considerando= 0 e uma funcéo de Lyapunov na fordz) = 2/ Px, é
possivel verificar a estabilidade do sistema (38) conforpnesgntado a seguir.

Para um dade > 0, o sistema (38) é quadraticamente estavel, se existirdaves
P, S e( tais que as LMIs

P>0, S>0, G=-G",

AP+ PA+CLSC, PB, + C!G + C.SDyy

4
R Dl SDyG — oS+ DG —GD,, | =0 (40
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séo verificadas.
De fato, se (40) é satisfeita, ent@pA (z)|| < o~! pode-se mostrar que (BOYD et al.,
1994):

[A+ ByA(x)(I = DypA(2)) " C' P + P[A+ ByA(w)(I — DgpA()) ™' Cy] < 0.

Neste caso, ao considerar um elipsaiRisendo um conjunto invariante associado a
funcéo de Lyapunov, tal quB C 5, comB, definido em (39), entdo as trajetoriag)
iniciadas dentro do elipsoide convergem para a origem guand co.

Com base nesta estratégia, algumas abordagens foram desks/para tratar o sis-
tema (35). Tais métodos sao baseados em LMIs, permitinditizagdio de problemas
de otimizag&o convexa para verificar a estabilidade e patetigar controladores. Ou-
tra vantagem ao utilizar esta representacéo esta no fataedexistem algoritmos para
computar LFRs (GHAOUI; NICULESCU, 2000) e € possivel obter uomenfilacao atra-
vés da utilizacao de umoolboxespecifico parMatLab Para mais detalhes a respeito da
abordagem apresentada nesta se¢éo, pode-se consulaéncif (EL GHAOUI; SCOR-
LETTI, 1996). Além disto, extensfes destes métodos paramdmfiltragem de sistemas
nao-lineares incertos podem ser vistos em (TUAN; APKARIANKGBIYEN, 2003).

2.2.2.2 Representacdo Algébrica Diferencial

Outra possivel formulacao para tratar sistemas com depeld@cional nos estados
€ arepresentacao algébrica diferencial (denominada deseaggacdo DAR, para sistemas
em tempo continuo ou representacao algébrica recursiva (RAR) 0 caso discreto)
(TROFINO, 2000; COUTINHO et al., 2004; DUROLA; DANES; COUTIN} 2008).

Para introduzir esta representacado, considere o segistéma nao-linear:

&= f(z), (41)

ondef(x) € uma funcao racional eme R".
A representacdo DAR deste sistema é descrita pelas segeipacdes algébrico-
diferenciais (COUTINHO et al., 2004):

T =A(r)r+As(2)2

0= (z)x+0(x)2 (42)

ondez € R™ & um vetor auxiliar contendo termos racionais e polinon{@zasn ordem
igual ou maior que dois) dé(x); e A;(xz) € R™", Ay(x) € R™"=, Qy(x) € R™=*" e
Qs (x) € R™*"= sdo matrizes afins em

Para que a representacao acima seja bem definida, a varideet poder ser elimi-
nada da expresséo (42), retornando ao sistema origineéatta seguinte relacao:

z=—O(2) ' (2)r.

Portanto, a matriz),(z)' Q2 (x) deve ser inversivel para todoc R". Desta forma,
assume-se em relagdo a representacao (42) que a fgatriztem posto completo por
colunas para todo € R™.

Para ilustrar a DAR de sistemas nao-lineares € apresentagéaemplo.

Exemplo 3 Relembrando o sistema né&o-linear apresentado em (31) é&em-s

i‘l = T2,
iy = (1+a})ar + (2 + 823)zs.
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Definindoz = [2? 23]', obtém-se uma DAR, como definida em (42), para o sistema

acima com
w2 3] a8 2]
Q&@:[% i}e&b@y:®3 31}

Observe que a matri2,(x) acima tem posto completo por colunas para tade R".
Desta forma a representacdo € bem definida.

A fim de exemplificar a utilizac&o desta representacao afdieaum sistema racional
€ apresentado o seguinte exemplo.

Exemplo 4 Considere o sistema nao-linear abaixo:

x 212
1422 1422

T =4x (43)
/
Definindoz = [H’”T %} , obtém-se uma DAR, como definida em (42), para o

sistema (43) com
A1<£L’>:[4:|,A2(.I‘):[—1 —2],

1 -1 —=z
Similarmente ao exemplo precedente, a representacao € émdd pois € possivel
verificar que a matriz),(x) tem posto completo por colunas para tode R™.

Observacado 1A representacdo de um sistema racional segundo a DAR (42} daea.
Sendo assim, para um dado sistema racional, diferentes PA&smM ser determinadas.
Entretanto, através da relacdo entre LFR e DAR apresentadg @OUTINHO et al.,
2008), é possivel obter uma DAR com a utilizacéo de algostmitizados para computar
LFRs.

Note que, com a utilizacdo da representacdo DAR, é possinBtaea estabilidade
do sistema (41), representado na forma (42), a partir daalderLyapunov apresentada
na Secédo 2.1.1. Com este objetivo, considere o seguinteauetiar

(=[a & 2], ¢(eRe, (44)

sendo quey: = 2n, + n..
Sejam agora as seguintes matrizes dependentes dos estados:

M@ =1 0/) 0 )
0 e .. 0
Nl (I) _ : 17:3 ..1‘2 . | 7 Nl(l’) c R(nz—l)xnz
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Na defini¢do acima, a matri¥; (z) € umaniquiladorlinear emz, ou sejaV; (z)x =
0. A nocéo deaniquiladoreslineares foi aplicada em (TROFINO, 2000) para obter-se
condi¢cdes na forma de LMIs menos conservadoras para aedélsstabilidade de siste-
mas nao-lineares. Além disso, a partir de (42), segue\Gue)¢ = 0.
Definindo agora [ ]
Ni(z) 0
M) = | L8001 (46)

tem-seN,(z)¢ = 0.
Relembrando dos conceitos apresentados na Secéao 2.1y aeantha funcdo candi-
data de LyapunoV'(x), a ideia é verificar se

V<0,V : No(z)¢C =0, (47)

ao longo das trajetérias do sistema (41). Uma maneira usdalat com este problema é
aplicar o Lema de Finsler (veja Apéndice A (OLIVEIRA; SKELTQRD01)), sendo que
a condicado (47) é satisfeita se a seguinte relacéo for \addic

C/ (Al + LNQ(JI) + NQ(.T)/L/) C <0 (48)
Neste casol. € um multiplicador livre a ser determinado, e

0 PO
A= P 0 0
0 0 0

Se arelacdo acima é satisfeita para togmertencente a uma determinada redsap
entdoV < 0 emB,. Usualmente os testes de estabilidade para sistemasneoels
representados a partir de uma DAR utilizam uma estimativegi@o de atraca® re-
lacionada conV/(z), tal que as condi¢g8es séo verificadas para B,, ondeB, é uma
regido convexa definida priori. Uma forma de resolver este problema é considBgar
sendo uma regido politépica. Desta forma, por convexidea®sy a condicdo (48) seja
verificada para todos os vértices da redoentao é verificada para todoc R C B,.

Esta abordagem tem sido cada vez mais aceita na literatimaipg/mente pela fa-
cilidade de lidar com sistemas incertos e determinadasedate sistemas néo-lineares.
Neste contexto, pode-se citar as metodologias de (COUTINHD, 2004) onde condi-
¢Oes de estabilidade, bem como o projeto de controladoramfpropostas para lidar
com sistemas ndo-lineares racionais. Por outro lado, estmlologias podem também
ser utilizadas para projeto de filtros para sistemas ing@amo visto em (COUTINHO
et al., 2009) e (COUTINHO et al., 2003). Nota-se que a aborddgAR também pode
ser aplicada a sistemas sujeitos a perturbacdes, come@uwst6OUTINHO et al., 2008).
Além disto, para sistemas em tempo discreto pode-se citdd {IHO; FU; TROFINO,
2004) que apresenta métodos para analise de estabilideajete ple compensadores para
sistemas nao-lineares incertos.

Destaca-se ainda que a representacdo DAR pode modelar tddssa de funcdes
vetoriais racionais nos estados, da mesma forma que a eepedo LFR apresentada
em (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996; TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 2003)Essen-
cialmente, as duas representacdes sdo equivalentes rm skntepresentarem a mesma
classe de sistemas além da existéncia de uma relacdo edtrasaepresentacoes (veja,
(COUTINHO et al., 2008) para maiores detalhes). Entretantepresentacdo DAR pos-
sui algumas vantagens, dentre elas a facilidade da extdonsaesultados principalmente
para tratar funcdes de Lyapunov mais complexas.
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2.2.2.3 Abordagem por Somas de Formas Quadraticas

Recentemente, diversas técnicas para analise de estdbikdaintese de controla-
dores tém sido propostas para sistemas polinomiais. Vejexgmplo, (CHESI; TESI;
VICINO, 2002; CHESI et al., 2004; CHESI, 2004; VALMORBIDA; TARBOURIH;
GARCIA, 2010b). Neste sentido, a abordagem por somas de fajuaabaticas 0$0S
(do inglés,sum of squargstem recebido atenc&o nos ultimos anos por tratar sistemas
polinomiais utilizando técnicas LMIs. Este método é apnts#o de forma resumida a
seguir e para maiores detalhes, além das citacées no dedortexto, recomenda-se a
referéncia (CHESI, 2011).

Primeiramente, considere um polindbnfigz) definido por (33). Obviament&(z) é
ndo-negativo, ou sejd;(x) > 0, se os graus deste polindmio (ou uma representacdo na
forma homogénea) sdo pares. Desta forma, uma simples éorglificiente para que uma
funcdoF'(z) seja ndo-negativa é dada pela existéncia de uma decomposigeguinte
forma (PARRILO, 2000):

M
F(x)=> fAz),i=1,...,M. (49)

Se uma fun¢ad’(z) pode ser escrita na forma (49), para algum conjunto de fengpe
entdoF'(x) é ndo-negativa para todo Com esta consideragéo, é apresentada a seguinte
definicdo (PAPACHRISTODOULOU, 2005).

Defini¢do 13 Um polinbmioF'(z) de grau2d € SOSse e somente se existir uma matriz
semidefinida positivg) e um vetor de mondmiascontendo os mondmios ende grau
igual ou menor qué tal que

F(z) =2'Qz. (50)

A ideia basica do método consiste em expressar o polindntio damo uma forma
guadratica em uma nova variavel vetorialEsta nova variavel contém um conjunto de
monoémios dados pelos diferentes produtos das variawdispolinémio original. Assim,
se@ > 0, entdoF (z) > 0.

Note que o vetor possui variaveis que nao sao independentes entre si. Légo es
representacdo pode ndo ser unica. Além disso, pode-§e tel) para algumas repre-
sentacdes e ndo para outras. Por outro ladé)(s¢ pode realmente ser reescrito como a
soma dos quadrados de polinbmios, entao é possivel utilmarexpansdo em mondmios
tal queF'(z) possa ser representado por (50). Com o intuito de ilustraipestedimento,
€ apresentado o seguinte exemplo.

Exemplo 5 Considere o seguinte polinémio (PARRILO, 2000)
F(x) = 221 + 2232y — 2703 + 515,

Definindoz = [2? z3 z,1,) tem-se que:

2 7'T2 0 1 22
Flz)=2Qz=| 22 05 0 x2 (51)
112 1 0 —1 122
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Neste caso, ndo é possivel verificar> 0, no entanto, definindo uma matiiz \) tal
quez’(L(\))z = 0, pode-se adicionar graus de liberdade ao problema. Entgmssivel
considerar que:

/

22 20 1 0 A 0 22
F(z)=2'(Q+ L(\)z=| 3 05 0 [+[-Xx 0 0 3 | . (52)
T1T9 1 0 —1 0 0 2\ T1T9

Note que com esta representacao € possivel encontrar vglarasa variavel\ tal
que S’S = (Q + L(A\)) > 0. Por exemplo, utilizandd. = 3, tem-se uma possivel
decomposicao par&'(x) na forma de soma dos quadrados como segue:

2 / 2
2 0 x
1 Ty . 1
F(z)=2LLz=~| 23 312 31 2 |,
2 0O 1 3
129 1 T1T2

logo

1
F(z) = 5[(2xf — 322 4 1119)% + (22 + 3951:172)2].

Utilizando a teoria de Lyapunov, apresentada na Secéo, 2dnteitos para garantir
a analise de estabilidade séo relacionados a existénciaaduncdo candidata de Lya-
punovV (z) definida positiva de modo que sua derivada) seja negativa ao longo das
trajetérias do sistema. Utilizando esta abordagem € paissivacterizar a estabilidade de
sistemas polinomiais com base na teoria de Lyapunov, samla gieia basica consiste
em garantir que:

« V(z) é€SOS
« —V(x)éS0OS

Entdo V' (x) € uma funcdo de Lyapunov e pode-se verificar a estabilidadssteemas
polinomiais (PAPACHRISTODOULOU, 2005).

Observe que, neste caso, ao utilizar uma funcédo de Lyapumadrdtica na forma
V(x) = 2’ Px sendo queP = P’ seja uma matriz a ser determinada, o problema deixa
de ser LMI. Diferentemente de outras abordagens, técnasesalas el8OSnecessitam
gue a funcéo de Lyapunov seja definida previamente.

Esta abordagem pode ser utilizada na analise de estabiligagma classe de sistemas
polinomiais, considerando a busca de estimativas da rdgiatracéo nafornl® = {z €
R : V(z) < ¢} (CHESI, 2011). Assim, pode-se considerar que a condig@g < 0,

Vz € R, é satisfeita se existir um polinémigz) tal que

s(x) e —V(x)+ (V(z) — ¢)s(x) s40SOS (53)
De fato, sel/(z) € SOSlogo V' (z) — ¢ também éOS Entéo, é possivel verificar a

condigaoV (z) < 0,Vz € R, comR = {z € R : V(z) < c} utilizandoS-Procedure
(veja Apéndice A) de forma que se (53) é satisfeita, ehtéio < 0, Yz € R.
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2.3 Sistemas Sujeitos a Saturagcao

Na pratica, grande parte dos sistemas de controle possstngdes fisicas ou de
seguranca em seus atuadores, as quais limitam os sinaisitlele@ue podem ser efe-
tivamente aplicados a planta. Este fato tem motivado umdgramdmero de trabalhos
relacionados aos efeitos provenientes saturacéo tarsoegtabilidade quanto para de-
sempenho de sistemas de controle em malha fechada (HU; Q04; KAPILA; GRIGO-
RIADIS, 2002; TARBOURIECH; GARCIA; GLATTFELDER, 2007; TARBOURIECH
etal., 2011).

A funcéo saturacao pode ser definida como:

Uoi), SE€ UG) > Up(4)
sat(U(,-)) = U@y,  S€ —Ug@) < Uiy < Uog), t=1,...,n,, (54)
—Up(), SE€ U@y < Uog),

ondeZuy(;) denotam os valores limites simeétricos do simabmu € R™.
A grande maioria dos trabalhos que tratam de sistemas camagab de atuadores
considera sistemas com dinamica linear, ou seja,

x = Az + Bsat(u) . (55)

A fim de modelar o sistema (55), podem ser encontradas ds/ebssdagens na litera-
tura, sendo as mais utilizadas: nao-linearidade de setNHBOYD, 1998; TARBOU-
RIECH; PITTET; BURGAT, 2000; GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 20Q5)
politopica (MOLCHANOQV; PYATNITSKIY, 1989; GOMES DA SILVA Jr TARBOU-
RIECH, 1997; HENRION; TARBOURIECH, 1999; HU; LIN; CHEN, 1999), reg®
de saturacdo (GOMES DA SILVA Jr., 1997), incerteza paragtimitada em norma
(GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2000) e saturacdo homogéneaQTBLAN,
1992). Além disso, diversas técnicas sédo propostas pamsaest regido de atracao (veja,
por exemplo, (HINDI; BOYD, 1998; GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH1999;
HENRION; TARBOURIECH, 1999; HU; LIN; CHEN, 1999; ALAMO et al., 20)6e
para caracterizar a estabilidade (veja, dentre outros, (HINDI; BOYD, 1998; CASTE-
LAN et al., 2006)). Uma viséo geral sobre estas modelagebsrelagens para estimativa
da regido de atracédo podem ser encontradas em (TARBOURIECH 22 HL).

Por outro lado, o niumero de trabalhos que abordam a estatslie estabilizacao de
sistemas de controle com dindmica ndo-linear e sujeitotugagdo é significantemente
menor. Estes se referem principalmente a sistemas em tesngiowo (veja, por exem-
plo, (VALMORBIDA; TARBOURIECH; GARCIA, 2010b; BARREIRO; ARACIL; PA-
GANO, 2006; CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2005, 2008; GOMES DA
SILVA Jr.; CORSO; CASTELAN, 2008; COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr.020)).
Relacionado com a abordagem utilizada nesta tese, podestaealeo trabalho proposto
em (COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010), que considera o pesbh de deter-
minar uma estimativa da regido de atracdo para sistemamagisujeitos a saturacao.
Para sistemas em tempo discreto, pode-se ainda citar adneifes (CASTELAN; MO-
RENO; PIERI, 2006; CASTELAN et al., 2010), que prop6em métodsehdos em LMI
para lidar com o problema de estabilizagdo de uma classstdensis apresentando nao-
linearidades limitadas em setor.

2.3.1 Modelagem por N&o-linearidade do Tipo Zona-morta

Conforme visto anteriormente, diversos modelos encorgradditeratura tiveram por
objetivo modelar os efeitos da saturacéo de sistemas enareahada. Entretanto, atra-
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vés de uma modelagem adequada, pode-se obter condicOeshikdesle diretamente na
forma de LMIs, evitando assim o0 uso de procedimentos it@stiNesta secao € apresen-
tada uma modelagem por ndo-linearidade do tipo zona-nuujabordagem é utilizada
neste trabalho.

Primeiramente, considere o sistema nao-linear abaixo:

&= [f(z)+g(z)u. (56)

Entdo, define-se a ndo-linearidade zona morta como:

P(u) Su— sat(u) . (57)
ou equivalentemente
W) — Uo(i), se Uy > U()(i),
P(u)) = 0, se —ug,, < u@) < Ug,,
U(q) + Ug,) S€ U@y < —Ug),

comi=1,...,n,.

A fim de apresentar a condicdo que sera utilizada neste tiabadinsidere que a lei
de controle é uma realimentacéo de estades Kz e considere ainda que uma matriz
G € R™*" de forma que o0 seguinte conjunto possa ser definido:

A n :
S={zeR": [(Kuy — Gu)zr| <uopy}, 1=1,...,n4. (58)

A partir da ndo-linearidade zona mottéu) em (57) e do conjunts definido acima,
0 seguinte Lema pode ser enunciado (GOMES DA SILVA Jr.; TARBCEGM, 2005).

Lema 4 Sez € S, entéo a relagéo
Y (u) Thi(u) — Ga] <0 (59)
é verificada para qualquer matriz diagonal e definida poasifive R™=*"«,

Considerando ndo-linearidades do tipo zona-morta, a @kEp&@sentada no Lema 4
pode ser vista como uma condi¢do de setor generalizada glabara condigcéo classica
qgue é utilizada, como em (HINDI; BOYD, 1998) e (KIYAMA; IWASAK 2000). A
condicdo de setor generalizada é conhecida por ser menssreadora do que a classica
ao lidar com estabilidade de sistemas sujeitos a saturac@niador (GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH, 2005).

Mais informacdes a respeito da modelagem apresentadasezsta, bem como, a
prova formal do Lema 4 podem ser encontradas em (GOMES DAASILY TARBOU-
RIECH, 2005) ou alternativamente em (TARBOURIECH; PRIEUR; J. M. GGMEA
SILVA Jr., 2006).

2.3.2 O Problema de Anti-Windup

O objetivo de utilizar técnicas denti-windupé a introducéo de modificagcbes em um
controlador pré-estabelecido a fim de minimizar os efeitnsados pela saturacéo. Ape-
sar de existirem muitas técnicas e abordagens diferentespaia dos métodos propostos
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para sintese denti-windupséo aplicados a modelos lineares e, mesmo neste caso, 0 pro-
jeto anti-winduppode ser um problema de solugcdo complexa (veja, por exemMpAR-(
BOURIECH et al., 2011; TARBOURIECH; TURNER, 2009; TEEL; KAPOOR, 1997;
GALEANI et al., 2009; ZACCARIAN; TEEL, 2011; CAO; LIN; WARD, 200Z50MES
DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005)).

A ideia basica desta estratégia é apresentada na Figura 6mpensacao danti-
windupconsiste em realimentar a diferenca entre o sinal dado pelwatador e o sinal
saturado através de um ganlamtf-windupestatico) ou de um sistema dinamico.

Compensador P
Anti-windup y(t)
Y
Controlador > I » Planta >
u(t) sat(u(t)) y(t)

Figura 6: Compensacéao anti-windup.

A partir da Figura 6, por exemplo considere a planta linedagsor:

& = Ayx+ Bgsat(u),
sendo quer denota o vetor de estadog;é a saida medidaj € a entrada de controle;
sat(-) é a fungdo classica de saturacao.

Assume-se que um controlador estabilizante dinamico deasdado por:

n = Am+ By,
u = Cmn+ Dy, (61)
foi projetado para garantir algum desempenho desejado ®hilelde do sistema em
malha fechada (60)-(61) na auséncia de saturacdo no agns@hdo:n o estado do
controladoryy € a entrada do controladar;é a saida do controlador.

Com o objetivo de minimizar os efeitos indesejaveis causpets saturacdo, um
ganho deanti-windupé adicionado ao controlador. Assim, considerando a dirginhic
controlador e a estratégia dati-windup o sistema em malha fechada é dado por:

& = Ayx+ Bgsat(u),

y = Ca:xa

. 2
o= Am+ By + Ec(sat(u) — u), (62)
u = Cyn+ Dy,

sendo que&”, € uma matriz constante representando o gantemtevindup
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Note ainda que, a partir da definicdo da ndo-linearidade-awréa (57), é possivel
reescrever o sistema (62) da seguinte forma:

©t = Ayz+ Byu— By(u),

y = mea

. 63
no = Ann + Bny - Ecl/}(u), ( )
u = Cn+Dyy.

Sendo assim, com base nesta representacdo, é possivalr @icondicdo de setor
generalizada mesmo para sintese de compensaaiatiesindup (GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH, 2005; GRIMM et al., 2003).

Com base nas consideracdes apresentadas, destaca-se pogamentos inadequa-
dos podem surgir ao aplicar o compensaui-windupno sistema original, quando este €
sintetizado considerando uma aproximacao linear de uensiéshao-linear. Além disso,
como demonstrado em (CAO; LIN; WARD, 2002; GOMES DA SILVA JIARBOU-
RIECH, 2005) para sistemas lineares, com a utilizagéo de amaperesanti-windup
pode-se aumentar a regiao de atracdo. Entretanto, a regiawatdo calculada para o
sistema em malha fechada considerando uma aproximacao pode ser significante-
mente modificada devido a dindmicas nao-lineares. Em getalpode-se garantir que
uma regiao de estabilidade levando em conta uma aproxinliag@m sera valida para o
sistema néo linear original.

Assim, ao projetar um compensaduotti-windupé importante considerar tanto sis-
temas com dindmica ndo-linear quanto a limitacdo do atuadeste contexto, alguns
métodos tém sido propostos nos ultimos anos. Por exemplenpser citados: (PREM-
PAIN; TURNER; POSTLETHWAITE, 2009; WU; GRIGORIADIS; PACKARD, 20D0
gue consideram a sintese ali-winduppara sistemas com parametros variando linear-
mente; (MORABITO; TEEL; ZACCARIAN, 2004) que propde métodosaei-windup
para sistemas Euler-Lagrange; e (KAHVECI; IOANNOU; MIRMIRAIRDO7) que consi-
dera projeto de controle adaptativo. Além disso, tambénesedcitar trabalhos que
lidam com uma arquiteturanti-winduppara sistemas com inversao de dinamica nao-
linear (NDI ), como (HERRMANN et al., 2010; KENDI; DOYLE Ill, 1997; KAPOOR ;
DAOUTIDIS, 1999; DOYLE lll, 1999; MENON et al., 2006). Recemiente, em (VAL-
MORBIDA et al., 2010) é proposta uma abordagem para sintesendeompensador
anti-windupdindmico para a classe de sistemas quadraticos, com ovolijetiaumentar
a estimativa da regiao de atragao.

2.4 Considerac0Oes Finais

A estabilidade e a estabilizagdo de sistemas utilizandodnétbaseados em LMIs
tém recebido cada vez mais atencao nos ultimos anos pelddgiermitir a solucéo de
uma grande gama de problemas de controle a partir da solecambdliemas de otimi-
zacao convexa. Embora a maioria dos resultados sejam pospazsa sistemas lineares,
alguns trabalhos foram propostos para lidar com sistenmatimgares, tanto para analise
da estabilidade quanto para projeto de controladoresikztakes, principalmente para
sistemas em tempo continuo. Além disso, o nimero de trabalhe abordam a esta-
bilidade e a sintese dmti-winduppara sistemas de controle com dinamica nao-linear e
sujeitos a saturacao é significantemente menor. Entretaota-se que ainda ha espaco
para melhorias dos métodos existentes a fim de evitar técdeaelaxacdo ou mesmo
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para reduzir o conservadorismo existente. Observa-seétanmjoe poucos resultados li-
dam diretamente ou foram estendidos para sistemas discreto

Dentre as abordagens apresentadas neste capitulo parasistémas néo-lineares
pode-se destacar alguns pontos importantes: uma compaaizaé as abordagens condi-
¢ao classica de setor (CASTELAN; TARBOURIECH; QUEINNEC, 2005) mmaore-
presentacdo algébrica diferencial é apresentada em (CQHOINEOMES DA SILVA
Jr., 2010) para estimar a regido de atracao. Observa-s@gdgdes para tratar sistemas
baseadas na condicao classica de setor sdo, em geral, megs\@aloras se comparadas
com resultados baseados em DAR. No entanto, esta Ultima podpl&ada apenas a sis-
temas racionais. Ao utilizar-se a condi¢ao classica de sgbossivel modelar qualquer
classe de sistemas desde que pertencam a um setor predateénido. Além disso,
h& uma relacéo entre a representacdo DAR e a LFR propostaléiiN(TAPKARIAN;
NGUYEN, 2003). Por outro lado, nota-se que atualmente adalgemSOSnao é usual-
mente aplicada a sistemas racionais, que sera foco ddsaéhtva

Neste sentido, técnicas para calcular uma estimativa iordg atracao para sistemas
racionais sujeitos a saturacéo foi proposta em (COUTINHOMGS DA SILVA Jr.,
2010). Tais técnicas consideram somente a analise delekstdbie 0 caso de sistemas
monovariaveis. Aléem disso, sabe-se que através de prajetpensadores amti-windup
ou projeto de leis de controle, levando em conta as naoridaes da planta e a saturagao
de controle, pode-se aumentar a regiao de atracdo. Assies, rsultados foram os
motivadores iniciais para esta tese.
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3 ANALISE DE ESTABILIDADE - CASO DISCRETO

Este capitulo apresenta o desenvolvimento de métodos palisaa a estabilidade de
sistemas nao-lineares racionais em tempo discreto ssigegaturacéo do atuador e pertur-
bacdes limitadas. E importante ressaltar que parte dosa@ss apresentados neste capi-
tulo foram inspirados nos resultados propostos em (COUTINEBOMES DA SILVA
Jr., 2010), o qual focou no problema de analise de estatddigara sistemas nédo lineares
em tempo continuo sujeitos a saturacédo. No entanto, a nietpal@roposta neste artigo
nao pode ser diretamente aplicada a analise de sistemasn@m déscreto. Para contor-
nar esse problema, o capitulo apresenta uma solucao camsldduncdes de Lyapunov
guadraticas por partes.

Na abordagem proposta aplica-se uma representacao alébcursiva (RAR) do
sistema racional que permite derivar as condi¢des de kd#ala no sentido de Lyapunov
com base em LMIs que sdo numericamente resolvidas nosesd&E um politopo de
estados admissiveis. Para lidar com a saturacado, consielemaa versao modificada da
condicdo generalizada do setor proposta em (GOMES DA SIlNAARBOURIECH,
2005). Os resultados séao desenvolvidos considerandaplossde funcdes de Lyapunov:
guadratica e quadrética por partes. A partir destes elaseptopde-se condicbes para
analisar tanto a estabilidade local assintoética, quansted#idade externa (no sentidg
do sistema em malha fechada. Estes resultados séo aplecadoislemas de otimizacao
com seguintes objetivos:

(1) determinar uma estimativa maximizada da regido de atracao;

(1) calcular um limite superior maximizado para as perturbagdeissiveis (ou seja,
estimar o conjunto maximo de disturbios para os quais agtdréggs do sistema séo limi-
tadas) e

(7i1) obter uma estimativa minimizada de um limite superior pagamho/, do sis-
tema para um dado conjunto admissivel de perturbacdes.

A seguir sado apresentados algumas definicbes e conceigmsntfs ao problema a
ser estudado. Logo apos, sdo apresentados resultadessadbitidos para caracterizar a
estabilidade de sistemas nao-lineares em tempo discieitosia saturacédo. Por fim, sdo
propostos problemas de otimizacéo.

3.1 Apresentacao do problema

Considere a seguinte classe de sistema de controle nacebresa tempo discreto

vy = flzw)+ g@)sat(u)
y = hz,w) (64)
u = K(x)x
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sendo que: € B, C R" representa o vetor de estados & z(k+1));,w e W C (53» €0
sinal de perturbacag; € R € a saida regulada;< R é a entrada de controlegt(-) é a
funcao classica de saturacdo unitaria, ket(u) := sign(u) min{|u|, 1}; K(x) € R>"
K(x) : R" — R € uma dada funcéo vetorial racional emepresentando uma dada lei
de controle estabilizante sendo que os elementads (dg s&o ndo-singulares para todo
xr € B, f: R*xR™ - R"eh : R" x R"™ — R™ sdo fun¢des vetoriais racionais
emx e lineares em relacdog eg : R™ — R™ € uma funcéo vetorial racional em

Assume-se que as funcdes vetoriais), g(-) e h(-) ndo possuem singularidades para
todox € B, e que os termos a direita de (64) satisfazem as condicoessiénexa e
unicidade de solucéo para todou e w. Além disso, assume-se que:

(H1) a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente est#@ 0 sistema sem
perturbacdes (i.e., pata= 0); e

(H2) o dominioB, € um dado politopo contendo a origem.

Neste contexto, define-se 0 conjunto de sinais de pertuebagiimissiveis da seguinte
forma:

W= {weR™: ||uw|3 < 8} (65)

sendo € R um parametro positivo que define o tamanho do conjoito Assim,
considera-se que pertence a classe de sinais com nofgianitada, ou seja com energia
limitada.

Conforme visto na Sec¢éo 2.1.1, na auséncia de perturbac@ejaparar = 0, a
regido de atragcdo do sistema em malha fechada é definida poonjunto de condicdes
iniciais denotado poR,, tal quelim,,_.., z(k) = 0 para toda condi¢&o inicial(0) € R,.

Este capitulo tem como objetivo o desenvolvimento de métbaseados em LMIs
para caracterizacado da estabilidade interna e externastionsi (64). Em particular, o
foco esta nos seguintes problemas:

a) Estabilidade Assintética

Paraw(k) = 0,Vk > 0, 0 objetivo esta em calcular uma estimativa maximizada da
regido de atracady,.

b) Estabilidade ¢; Entrada-Estado

Paraz(0) € R,, sendoR, um certo conjunto de condi¢des iniciais admissiveis,
ew # 0, 0 objetivo estd em estimar o maximo limite superiopara o conjunto
de perturbacfes admissiveds tal que as trajetdrias do sistema came YV sédo
limitadas. Além disso, quando esvanece a perturbag@b) (= 0), tem-se que
limyo z(k) = 0.

c) Estimativa do Ganho/,

Paraz(0) = 0 ew € W com um dadgs admissivel, o objetivo esta em determinar
um limitante superior para o gankigda perturbacdo para a saida.

3.2 Preliminares

Nesta secao séo apresentados alguns resultados basiessanaxs para o desenvol-
vimento dos métodos baseados em LMIs para tratar a analsstaalidade descrita na
Secdao 3.1. Neste contexto, € apresentada a RAR de sistemkaseadios em tempo dis-
creto sujeitos a perturbacdes e alguns resultados abardaimtlusdo de elipsoides em
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dominios politopicos. Entdo, uma versdo modificada da ¢éondjeneralizada de setor
vista no capitulo 2 é apresentada, que sera util para lidaracado-linearidade corres-
pondente a saturacao.

3.2.1 Representacdo Algébrica Recursiva — RAR

Primeiramente, considerando a definicdo da ndo-lineaidawia-morta dada em (57),
isto é

W(u) 2u— sat(u), (66)

reescreve-se 0 sistema (64) da seguinte forma:

e = o)+ g glehb).
y = hz,w), (67)
u = K(x)z.

Considere agora a seguinte RAR (DUROLA; DANES; COUTINHO, 2008)a o
sistema (67):
Ty = Al(x>:c+Az(:c)Z+A3( ) ( )+A4( )
0 = M(z)r+ Qa(v)z + Uz )@/}( )+Q4( )

sendo que: € R": € uma funcéo vetorial auxiliar em contendo termos racionais e
polinomiais (termos de ordem maior ou igual a dois)fde, w) + g(x)u — g(x)y(u) e
deh(z,w); € Aj(x) € R™", Ay(x) € R, Asz(x) € R, Ay(z) € R, Ey(z) €
R™w*" Fy(z) € Rw*":, Ey(x) € Rw*, Fy(z) € Rw*™, O, (z) € R™=*", Qy(x) €
R"=>"= e Q3(x) € R"*! sdo fungdes matriciais afins em

Similarmente a representacdo descrita acima, supde-se lgu€ee controle; pode
ser decomposta da seguinte forma

u=K(x)x = Ki(z)x+ Ks(z)p(x)

0 = Wyi(z)r+ Va(x)p(x) (69)

sendo quep(z) € R™ é uma funcéo vetorial ndo-linear encontendo termos racionais
e polinomiais (termos de ordem maior ou igual a dois)ier)r; K (x) € R>*" e
Ky(z) € R sdo fungdes vetoriais linha em e ¥, (z) € R%*" e Uy(z) € R <"
séo func¢des matriciais afins em

Para garantir que as representacdes em (68) e (69) sejamdbi@mdat (no sentido
que a unicidade da solucé¢k) seja assegurada), considera-se que:

(H3) as fungdes matricialQ, () e ¥, (z) tém posto completo para todoc B, .

Note que sé43 é satisfeita, os vetores auxiliares) e p(-) podem ser eliminados de
(68) e (69) levando a representacao original do sistemayéiizando

z(x,w) = —Qo(2) " H(Q(2)2 + Q(2)(u) + Qu(z)w) (70)
pla) = =Wy(z) 0y (z)z (71)

3.2.2 Teoria de Lyapunov para Estabilidade/,
Neste capitulo € considerada uma funcao de Lyapunov qicgrdt seja

V(k) =2'Px
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sendo que® = P’ > 0 e P € R™™". Neste caso, conforme visto no capitulo 2, a variagao
deV (k) e dada poAV (k) = 2/, Px, — 2’ Px. Além disso, considera-se 0s conjunfas
dado por (15) &R definido em (16):

Ro={rcR":V(z) <a} (72)

RE2{zeR":V(z) <6} CB, (73)

comi = a + .

A partir destas defini¢cdes, considera-se que: AV (k) — w'w + v~?y'y. Conforme
visto na Secéo 2.1.2, s€0) € Ry C R C B, e J < 0 ao longo das trajetorias do
sistema em malha fechada (67), pode-se concluir o seguinte:

e Sew(k) =0, entdoAV (k) < —y~2?y'y < 0, 0 que assegura que&k) — 0 quando
k — oo.

» Sew(k) # 0, comw satisfazendo (65), entao

— Sezx(0) € Ry, as trajetérias do sistema ndo saem do conj@itpois neste
casoV(T') < V(0) + [[w]l3 =7 *[lyll3 < a + B =;

— A energia da saida satisfég||3 < v*|lwl||3 + v*V (0) paral — oo.

Note que7 < 0 assegura quR inclui a regido de estados que sao alcangados consi-
derando que(0) € R, ew satisfazendo (65). Além disso, sempre gue- 0 segue que
AV (k) < 0,Vx € R, 0 que significa qu& esté incluida enR,. Assim, R representa
uma estimativa da regido de atracdo do sistema em malhailgecha
3.2.3 Politopo dos Estados Admissiveis

Considere que a regids), € dada por um politopo contendo a origem em seu interior.
Entéo,5, pode ser descrita por um conjunto de inequacgdes escalasegdiate forma:

B,={zeR": ¢ge<1,r=1,...,n} (74)

comn, sendo o numero de faces e e ¢, € R™. De forma alternatival3, pode ser
descrita como um envelope convexo a partir de seus vérsierdp)(15,.) 0 conjunto dos
vértices de3,, isto €,V(B,) = {v1,va, . .., Uny, } teM-seVx € B, que:

NB,

r = E dﬂ]i
=1

com escalareg; > 0, tais que) " d; = 1.
Com base nas consideragdes apresentadas na Secédo 2.108yBntodR deve estar
incluso na regiad, e esta condicd® C B, pode ser descrita da seguinte forma:

2—qur—12'¢. >0, Vo:2'Pr—0<0,r=1,...,n..

A partir da generaliza¢do d®-ProcedurdBOYD et al., 1994), a condi¢do acima é

satisfeita se: )
1 (2v, —0) —u,q. 1
LR ]z 79

parar = 1,...,n., ondev,, vy, ..., v, sendo escalares positivos a serem determinados.
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3.2.4 Condigao de Setor Generalizada

Considere uma funcgdo vetorial linigz) € R'*" e a definicdo do seguinte conjunto:
SE{zeR" : |(K(z)—G(z))z| < 1}. (76)

Considerando a néo-linearidade zona-marta) dada em (66) e o conjunt® defi-
nido acima, o seguinte Lema pode ser apresentado como us&o\ew Lema 4 visto no
capitulo 2.

Lema5 Sex € S entédo arelagéo
() plip(u) — G(x)z] <0 (77)
e verificada para qualquer escalar positiyo
Neste capitulo considera-se que a matt{z) possui a seguinte forma:
G(x)r = Gi(z)r + Go(x)p(x) (78)

sendo queZ(z) € R™™"™ e Go(x) € RY™*P sdo fungbes matriciais afins ema serem
determinadas; g(z) € 0 mesmo vetor considerado em (69).

Similarmente ao resultado apresentado na Secéo 3.2.3,asmereln (69), (76) e (78),
arestricddR C S pode ser definida da seguinte forma:

L+ (Gi(2) = Ky (x))x + (Go(x) — Ka(2))p(x) = 0

()G £ (o Gy 30 } Ve Pr=d S0

Aplicando 0S-Procedurea condi¢do acima é satisfeita se for verificada a seguinte
relagao:
(@) >0, VeeB,, j=1,2 (79)

comé=[1 o' p(x) ] €eR™% ne=1+n+p,
2’[%-6 :‘ij §j
/

com 4
ki = (=1)/(Gi(x) = Ki(x))9d;,
G = (=1)(Ga(z) — Ka(x))V;

e sendo qué, e v, sdo escalares positivos a serem determinados.

3.3 Resultado Principal

Nesta se¢do, métodos baseados em LMI para tratar os prabtienestabilidade des-
crito na Secédo 2.1.3 sao apresentados. A ideia principatet cbndic6es na forma de
LMIs que dependem de forma afim emNeste sentido, duas abordagens sao desenvol-
vidas: a primeira considera uma funcéo de Lyapunov quadré&hquanto que a segunda
emprega funcdes de Lyapunov quadraticas por partes.



51

3.3.1 Abordagem - Funcéo de Lyapunov Quadratica
Considere o seguinte vetor auxiliar
C=[2" o 2 w P o], eR™, (80)
sendon, = 2n + n, +n, + 1 + n, € as seguintes matrizes dependentes dos estados

Aj(x) —1I, As(xz) Aglx) As(z) O

Uyi(z) O 0 0 0 Wy(x)
0 x3 —x9 --- 0
N1<,]j) _ | :3 ) 2 ) : 7 Nl(x) c R(n—l)xn
0 s 0 Ty —C(](n_l)

Na definigcdo acima, segue qig(z)¢ = 0 e a matrizV;(z) € um aniquilador linear
dex !, isto é,N;(z)z = 0.
Definindo agora
_[ [ M) 0]
Nz(ﬂf) - [ /\/’()(x) ) (82)
tem-se queVs(x)¢ = 0.
Relembrando os conceitos apresentados na Sec¢ao 3.2.2a & wdwificar sg7 < 0
ao longo das trajetérias do sistema (67), ou seja:
AV—w’w+%<O,VC L No(2)¢ =0 (83)
Aplicando o Lema de Finsler apresentado no Apéndice A, aicand83) é satisfeita
se a seguinte relacéo for verificada:

Y(z)Y
C, <A1 + w + LNQ(JZ) +NQ($)/L,> C <0 (84)
sendo qud. é um multiplicador livre a ser determinado,

Y(z)=[ Ei(z) 0 Es(x) Ey(z) Es(xz) 0] e

—-P 0 0 0 0 0
O PO 0 0 0
A_| 0 00 0 00
Yl 0o 0 0 —-I,, 0 0
0O 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0, |

Com base no Lema 5, sec S, entdo a relagéo (77) é verificada para qualquer escalar
positivo .. Assim, s&vz € B,

2

¢ (Al T w LN () + A&(x)’L’) ¢~ 20(u) ulb(u) — G(z)a] <0 (85)

!Conceitos relacionados a aniquiladores lineareszeforam aplicados em (TROFINO, 2000) para
obter condi¢cdes na forma de LMIs menos conservadoras. Naste ha a introducdo de multiplicadores
adicionais através do Lema de Finsler para analise de kiséalal de sistemas ndo-lineares.
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€ verificada, entdo (84) também é verificada para todaS N 1,,.
Note que pode-se reescrever (85) da seguinte forma:

Y (2)'Y
¢ (Az(w) + w + LN,(x) +N2(95)/L/) ¢ <0 (86)
com i} _

—P 00 0 uGiz) 0

0 PO 0 0 0

0 00 0 0 0

L= 0 00— 0 0

pGi(z) 00 0 =24 pGa(r)
0 00 0 wuGyz) O

A partir da relacdo acima e aplicando o complemento de Sghtasentado no Apén-
dice A, se a seguinte desigualdade matricial

Mm+[ﬂ[%@)M+{M?q[ﬂo]axw€@, (87)

é verificada com

=
0009
&

HEEH =
W~ OH
EEERE &

* X g o
8

X ok * + O OO

|
***?ooo
o

=
w
B
I
X Xt X X X
|
)
=
=
*o@oooo
B

* ot

[\
~

* -7 ny |

entao (86) € satisfeita para toda S N B, e assim7 < 0.
Considere agora as seguintes matrizes:

O I

A partir de (69), segue qu¥/;(x){=0. Assim, a condi¢éo
¢ (5j(w) + QiNi(w) + Nj(2)Q)) €20, Ve € B, , j=1,2, (88)

implica em (79), sendo qug, e ), sdo multiplicadores livres a serem determinados.

Para desenvolver condi¢cdes convexas, a partir das cosditée 0 e R C S N B,,
considerou-se no desenvolvimento do raciocinio acimaipholdores constantes e
Q),, para todor € 3,, o que potencialmente e fonte de conservadorismo. Com awabjet
de desenvolver condi¢des de estabilidade menos conseagadodominio dos estados
B, pode ser particionado ef¥ir regides politopicas convexds ... I y., tal que

Nr
h=1

A partir da definicdo acima, se (87) e (88) séo verificadas pada) (I';), h =
1,..., Nr, entdo por convexidade, estas desigualdades séo satigaitbém para todo
x € B,. Neste caso, para cada partigag diferentes multiplicadoreg;,, e )5, ;, h =
1,...,Nr, j=1,2, sao considerados.

Assim, o0 seguinte resultado pode ser apresentado.
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Teorema 3 Considere o sistema (64) satisfazemtlbH2, a representacado em (68)-(69)
satisfazend®13 e escalares positivas, 1, e ¢, dados. Se existirem matrizes constantes
P=P,Ly,eQu; (h=1,...,Np; j=1,2), matrizes afings; (x), G2(x) de dimensbdes
apropriadas, e escalares positivos . . ., v, satisfazendo as seguintes LMIs

[ (2v, —06) —upq.

v P >0,r=1,...,n (90)

EJ(IE) + Qh,jN4(l‘) —l—./\/i(x)Q;w >0,VeeVIy,),h=1,...,Np, j=1,2 (91)
Aﬂ@ﬂ%ﬂ[m(@ 0}+[N2éx)/1[% 0]<0,Ve e V() h=1,...,Np (92)
Entao:

(i) para todow € W e qualquerz(0) € Ry, as trajetérias de (64) permanecem
limitadas enR, comR definida em (73). Além dissfy||3 < +?|Jw]|3 + 7>V (0);

(i) paraw = 0 e todoz(0) € R, a trajetoériaz(k) pertence &R e converge assintoti-
camente para a origem quando— oo.

Prova.

Suponha que as desigualdades matriciais em (90)-(92) safesas para toda <
V(T'y), h = 1,..., Nr. Entdo, por convexidade, tais condicdes também sédo statisfe
para todor € B,.

Considere (92). Aplicando o complemento do Schur, pode-seluio que

CI (AQ(J]) + w + LhNQ(I) +N2($)IL;L)C < 0, Ve el , hzl, N Nr (93)

Assim, considerando a definicdo Bg em (89) e lembrando qu¥; ()¢ = 0, segue que
AV (x) — w'w + v %Yy — 29 (u) ulp(u) — G(x)z] <0 ,VYr € B,

comV (x) = 2/ Px. Além disso, note que a condigdo em (90) implicaléfm) > 0.

A partir do Lema 5, se € S entéoy(u) [y (u) — G(z)x] < 0 para todar € B,.
Assim, pode-se concluir queV (z) —w'w+~~%y'y < 0 é verificada para todo € B,NS.
A partir da discusséo da Secao 3.2.2, este fato assegur@)qeiéii) sdo satisfeitas se
R C B, NS . Note que, neste caso, as trajetdrias estdo confinadds enportanto, a
condicao de setor é valida para tade 0.

Define-se agora = [ 1’ 2’ |'. Multiplicando a esquerda e a direita a condigcéo
(90) por7’ e T, respectivamente, tem-se (75). Além disso, se (91) é siitigiara todo
r e V(y), h=1,..., Nr e levando em consideragao qlig(z)¢ = 0, segue que (79) é
verificada para tode € B,. Portanto, pode-se concluir que (90) e (91) asseguram que a
inclusdoR C B, NS é garantida, o que conclui a prova. O

3.3.2 Abordagem - Funcéo de Lyapunov Quadratica por Partes

Nesta se¢do, um novo método para tratar os problemas ddidatibdescritos na
Secéao 2.1.3 é proposto. Conforme visto anteriormente, dhabaincipal € obter condi-
¢Oes na forma de LMIs que dependem de forma afim:efeste sentido, a abordagem
emprega funcdes de Lyapunov por partes (JOHANSSON, 20033jderando diferentes
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funcbes quadraticas associadas a particdes especificagidals,. Tal abordagem é
aplicada a fim de diminuir o conservadorismo presente nodtae®s apresentados ante-
riormente, considerando uma fungéo de Lyapunov quadrétsaica.

Para este fim, considere a particdo Sleconforme definida em (89), porém cada
particdol’;, agora é restrita a seguinte defini¢cao:

I, =0yNB, (94)

Iy2{zeR": J,z >0}, (95)

sendoJ, € R™*" h =1,...,Nr e Jyx = 0 denota que todos os termos do vefpr
s&0 nao-negativos. Note glig é na verdade um cone poliedral.

Para ilustrar as definicbes acima, considere a Figura 7, bnde [; N B,. Neste
caso, obtém-se:

—-0.3 1.0
h= { 1.0 —05 ] (%6)
AXo
-8.1' 1.0
I
03 .
i
I3 .

Figura 7: Exemplo de particdg,.

Define-se agora uma funcao candidata de Lyapunov por patesgaiinte forma:
V(k) =2'Pyx, sex €'y, h=1,...,Np. (97)
A fim de assegurar a positividade W¢k), deve-se assegurar que
¥ P >0,Ve eR": o =0, h=1,...,Nrp. (98)

Pode-se entédo, aplicar ®Procedureapresentado no Apéndice A (como proposto
em (JOHANSSON, 2003)). Segue que (98) é verificada se

Ph—J,/LMth>O,h:1,...,NF (99)

sendo quél/, € um multiplicador livre com termos n&o-negativos (ou s&ja,> 0). E
importante observar que a matifz acima nao é necessariamente definida positiva.
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Associada a funcao de Lyapunov quadratica por partes defmd(97), consideram-
se as seguintes regides do espaco de estados:

R={zeR": V(k)<d},d=a+0, (100)
Rp={xeR" : 2/Pax <46}, h=1,...,Nr

Observe que a regidB é agora uma curva de nivel da fundak). A partir destas
definicbes, a fim de assegurar qieC B,, é suficiente mostrar quB, N T, C B,,
parah = 1,..., Nr. Seguindo um propésito similar ao apresentado na Se¢c&®) 82a
incluséo é satisfeita se

(2v, —9) —,q.

4 >
—V;q,, Ph — J;LMth >0 ’ (101)
parar =1,...,n.eh=1,..., Np, sendo que, ..., v, S80 escalares positivos a serem

determinados &/, = 0. )

Alem disso, de maneira similar ao apresentado na Secao &2gtricadk C S, sera
satisfeita sek;, N 1", C S, paratodadh = 1,..., Nr, que pode ser colocada da seguinte
forma:

L+ (Gi(z) = Ki(z))z + (Ga(z) — Ka(2))p(x) = 0, /
: —0 <
L+ (Ku(2)=Ga(@)r + (Ka(e) ~Gale)pla) > 0, f 7070 Ae =0 =0, Vet
A relacdo acima é satisfeita se a condicéo a seguir for \eldipara tode € I'y:
SIEh,j(m)gzoaj:172ahzl?"'aNF (102)

comé=[1 2 px) |6 €R, ng=1+n+p,e

279]‘ — 6 Iij §j
E;W'(CE): Ii;- Ph — J,/thJh 0 s
S 0 0

onder; = (—1)(G1(x)—Ki(2))9; eq; = (—1)/(G2(z)— Ka(x))V;, e sendo qué; e,
sao escalares positivos a serem determinadgs>€ 0.
Além disso, a partir de (69), segue ghig(x)¢ =0. Assim, a condigao abaixo

5/ (Eh,](x) + Qh,jN4<'r) +Nﬁi(x)Q,h,]) § Z 0 ’ j:17 2 ) h= ]-7 s 7NF (103)

implica em (102). Observe qus, ;(z) e Q) ; também s&o associados e definidos para
cada particao politopicE;, do dominio dos estados.
Define-se agora
/
J = AV (k) — ww+ % <0 (104)
cCOmMAV (k) =V (k+1) = V(k).
~ Com base nos resultados apresentados na Segdo 2.1.3, sévél@ssegurar que
J < 0 ao longo das trajetorias do sistema (67) como apresentad®3ne mostrar que
z(0) € Ry com ) )
Ro={z eR" : V(k) <a}, (105)

pode-se concluir que:
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« Sew(k) = 0, entdoAV (k) < —y 2y < 0, 0 que assegura qugk) — 0 com
k — oo.

» Sew(k) # 0, comw satisfazendo (65), entao:
— As trajetérias do sistema ndo saem do conjudi@ima vez que
V(T) < V(0) + [lwll3 =7 2[lyll3 <0,

Vz(0) € Ry eVT > 0;
— A energia de saida satisfaz a relad@g@s < +2||wl|3 + >V (0) paral — oc.

Diferentemente do caso em tempo continuog8e < I';, ndo é possivel saber
priori em qual regiad’; estara um estado em um instante subsequente (ou seja, onde
estaréar, ). Assim, para assegurar que< 0 seja satisfeita, qualquer salto de uma regiéo
I';, para uma regiad; deve ser analisado. Desta forma, deve-se assegurar que:

/
$+B$+—$'Phx—w’w+gfy—g<0,Vi,hzl,...,Np,xEFh,LrGFZ-. (106)

Aplicando 0S-Procedurea condi¢éo acima é satisfeita se a seguinte relacéo fer veri
ficada:
/
a:+(P¢+J£Wh,jJi)x+—x'(Ph—J,’lWhJJh)x—w'ij% <0,Yi,h=1,....,Np, (107)
comW,; = 0eW,; = 0.
Note que as particdds, sdo definidas por

Iy2{zeR": J,z >0}

Assim, se (107) for verificada, tem-se que (106) é satispeitar € I';, , x, € I';.
Seguindo 0os mesmos passos feitos na Secéo 3.2.2, se asdgsgigualdade matricial

M) + { Lgﬂ' 1 [ No(z) 0]+ {NQ(()“”)/ } [ L, 0]<0,vYzeV(T,) (108)

é verificada com

[ T, Whjdn — P 0 0 0 pGi@ O By (@)
* P+ JWy,;Ji 00 0 0 0
* * 0 0 0 0 Es @)
Ay() = * * * —I,, 0 0 E.@ |,
* * *  * =21 pGal) Es@)
* * * % * 0 0
i * * * % * *x =21,

conclui-se que (107) é satisfeita ses S N ['. Assim, J < 0 é garantida levando a
2(0) € Ro e|w|3 < 5.

A partir das consideracdes acima, segue 0 seguinte resyléad caracterizar a esta-
bilidade do sistema (64) em termos de funcdes de Lyapunairgtieas por partes.
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Teorema 4 Considere o sistema (64) satisfazerndib-H2 e sua representacado em (68)-
(69) satisfazend®i3. Considere ainda que, ¥, e ¥, sdo escalares positivos dados.
Se existirem matrizes constantgs = P}, Ly ;, Qn; € matrizes constantes com termos

ndo-negativosty, My, W;,; e Wy, parai,h = 1,...,Npr e j = 1,2; matrizes afins
G1(z), Go(z); e escalares positivosg,, . . ., v, satisfazendo as seguintes LMIs
(20, — ) —V,q, _ _
{ Vg Py—J My, >0,r=1,...,n., h=1,..., Np (109)

i=1,2, h=1,...,Nr  (110)

(111)

Entao:

(i) quandow # 0, as trajetorias de (64) permanecem limitadas Bntomo definido
em (100) para todav € W e para qualquerz(0) € Ro. Além disso/y; <
Vlwl3 +~*V(0);

(i) quandow = 0, para todoz(0) € R, a trajetériaz(k) € R e converge assintotica-
mente para a origem quando— oo.

Prova.

Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 3 podemssggrados. Em
resumo, (111) assegura que < 0, desde que: € R C B, NS. As relagdes (109) e
(110), asseguram que C B, e R C S, respectivamente. O

3.3.3 Problemas de Otimizacéo

Esta se¢ao apresenta como aplicar os resultados apresentafieorema 3 e no Teo-
rema 4 para caracterizar a estabilidade assintotica, hiletade /, entrada-estado, e a
estimativa do ganhé, do sistema em malha fechada (64).

» Estabilidade Assint6tica:

O Teorema 3 pode ser aplicado para caracterizar a estalailmssintética do sis-
tema em malha fechada (64) considerande 0. Basicamente, a ideia é determi-
nar a regido de atrag&® como uma estimativa maximizada da regido de atragéo
R.. Com este objetivo, a maximizagcao Reem determinadas dire¢des (preferen-
ciais) (veja Capitulo 2 em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 199%ada

por vetores;; € R, [ =1,...,n;, pode ser considerada. Assim, considerando uma
variavel de buscap, 0 seguinte problema de otimizac&o é aplicado:

. B (90) - (92)
min ep — €16 { ep—alPay > 0, (112)
sendo qué = 1,...,n; ee; € um fator de ponderacéo para

Similarmente, o resultado apresentado no Teorema 4 tambédm ger aplicado.
Neste caso, a maximizagdo ffeem determinadas direcOes € realizada para cada
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P,, h = 1,..., Np. Entdo, o seguinte problema de otimizagcédo pode ser conside-
rado:

: (209) - (111)
min ep — €10 { ep — dy Paang, >0, (113)
sendoqué.=1,...,Np, [, = 1,...,ny €e; € um fator de ponderacao para

Observacdo 2A minimizacdo deep — e;6 € um critério multiobjetivo que leva
implicitamente a uma maximizagéo do tamanhoRle ComoR £ {z € R" :
V(z) < 6}, o critério minimizaep levando a maximizacdo dé em determinadas
direcoes.

Observacao 3Note que nos problemas de otimizacéo (112) e (113), as regaect
relagcbesep — a;Pa; > 0 e ep — aj,;, Pray,, > 0tém por objetivo maximizar a
estimativa da regido de atrac&® em determinadas direcdes.

No primeiro caso, tais dire¢cdes sao dadas pptal quel = 1, ...,n; € uma possi-
vel escolha é relaciona-las diretamente com os vérticesaditopo onde a busca
da solucéo sera realizada. Por outro lado, o problema (118)&ecdes:, ;, para
h=1,...,Nrel, =1,...,ny estdo relacionadas com a estimativa da regiao de
atracdo em determinada particd,. Desta forma, com®), é dado por um cone
poliedral, assim a maximizagao pode ser feita em direcoésidas previamente.

Estabilidade’s Entrada-Estado:

A ideia aqui consiste em determinar um limitante supefipara a maxima pertur-
bacao/; admissivelv, para o qual as trajetérias em malha fechada sejam limitadas
Neste caso, assume-se gue) = 0 de forma que = (5. Assim, 0s seguintes pro-
blemas de otimizacdo podem ser aplicados para o Teoremad@®o feorema 4 ,
respectivamente:

max o, { (90) - (92) (114)

max ¢, { (109) - (111) (115)

Estimativa do Ganhé,:

Dado um limite superior admissivel a ideia € calcular um limite superior para
0 ganho/, para o sistema de paray através da aplicagdo dos Teoremas 3 ou 4.
Neste caso, assume-sf) = 0 e 0s seguintes problemas de otimiza¢&o podem ser
aplicados:

min 2, { (90) - (92) (116)

min 72, { (209)- (111) (117)

Observacédo 4 A regido 3, corresponde a regido onde a factibilidade das LMIs apre-
sentadas nos Teoremas 3 e 4 devem ser verificadas. Esta gedi&fmida a priori pelo
projetista. Na pratica, pode ser escolhida como um hip&isrgulo, permitindo uma des-
cricdo simples como visto em (74) e a facil caracterizacaseies vértices. Observe que
a hipdtese sobre a existéncia e unicidade das solucdds, atave ser respeitada.
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Por outro lado o tamanho da estimativa é altamente dependente do tamanho do
politopo B, . Ou seja, s€5, € pequeno entédo a estimatifd que esta contida erfi,.,
pode ser conservadora. A combinagdo da maximizacd®R @€3, € um problema néo-
convexo, que é dificil de ser solucionado. Uma solucéo sish parametrizacao de,
como um hiper-cubo, i.e.,

Bx:{xeR”:\x(i)\ <ao,i=1,...,n}.

Com esta definicéo, a partir de umsuficientemente pequeno (sendo que seja possi-
vel encontrar uma solucdo), pode-se aumentar o valondeé que as condi¢cdes dos
Teoremas 3 e 4 ndo sejam mais factiveis.

Alternativamente, pode-se parametriZzay conforme abaixo:

By :=A{x:|zu| <aii=1,...,n¢},

e assim, realizar uma busca nos parametiggcom: = 1,...,n) de forma a encontrar
uma estimativa maximizada da regido de atracéo do sistema em malha fechada.

Observacédo 5Uma questao importante € como escolhea fim de aplicar os Teoremas
apresentados. Note queé introduzido pela condicao de setor. Sendama variavel
livre, as condi¢des de estabilidade deixaréo de ser corsrefasolucdo proposta neste
capitulo é realizar uma busca linear neste parametro pareoairar o valor 6timo nos
problemas de otimizacéo.

Observacdo 6 Um problema semelhante ocorre 8¢ e 1J,, introduzido pela condi¢céo
de setor (79), forem parametros livres. Para o problema deiaacéo (112), pode-se
restringir esses parametros iguais a um (ist@?¢= 9, = 1). Entretanto, se esta escolha
€ considerada nos problemas (114)-(117), come 3, 3 sera limitado en2. Neste caso,
a solucdo proposta € a utiliza#; = v, = 9 e realizar uma busca linear e para
encontrar o valor ideal. Esta solucao é aplicada no seguaxiemplo numeérico.

3.4 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema em malha fechada:

Ty = .]724-0221[),

Tor = (1+a)x1 + 22+ 0.3w + sat(u),
u = —1.5(x1 + ) (118)
y = T1+T2.

Observe que o a origem do sistema acima € instavel em malina &be= 0). A
fim de avaliar as propriedades relacionadas com a estatglidaal do sistema em malha
fechada, considera-se a seguinte RAR de (118):

ry = Ai(z)r+ Ax(x)z 4+ As(x)(u) + Aqw

0 = W)z + ()2 + Q) (u) (119)
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comz =12, e

= { 05 -0 } | A2<I>_{£1 ] ’ Ag_{ ¥ } A { 0 ]

Q(z)=[z1 0], Q=-1e Q3=0.
Além disso,u pode ser descrito como= K (z)r = K;z com
K =[-15 -15].
Considera-se que a regi&Q € um dado politopo descrito por:
B, = {xERQ: |z1] < aq, |To| gag}. (120)
coma; = ap = 1.0 (veja Observacao 4).

3.4.1 Estabilidade Assintotica

Primeiramente, € abordado o problema de estimar a regidadgia do sistema em
malha fechada (ou seja, a caracterizacao da estabilidadeddisa). Observe que em
ambos os problemas de otimizagéo (112), e (113) pode-sa usaximizacao do critério
em determinadas dire¢des. Assim, escolhe-se as seguigedes

ap = a3 = [1 1) ea = a = [-1 1}, (121)

definidas nas dire¢Ges dos vértices do politBpo
A partir das definicdes acima, trés diferentes casos saadevados conforme apre-
sentado a sequir.

Caso 1 - Funcao Quadratica, uma particadge

Este caso corresponde’d = 1 e assim as LMIs sé@o avaliadas somentel&ii, ).
Solucionando o problema de otimizacéo (112), considerantg varredura nos termos
1 € e, 0s melhores resultados séo obtidos gom 2 ee; = 1.1, 0 que leva a:

0.6753 0.0938
0=04944; P= { 0.0938 0.7934 ] '
A estimativa resultant® ; para a regiao de atragdo do sistema corresponde a curva com
linha traco e ponto na Figura 9.

Observe que, neste caso pode-se utilizgar v, = 1, poisé < 2.

Caso 2 - Funcao Quadratica, quatro particbe8.de

Para obter uma estimativa menos conservadora, o polifppdefinido em (120) &
particionado da seguinte forma:

4
Bx:Urh (122)
i=1
com
I={zeR:0<2,<1,0<2, <1}, Ih={reR:-1<2;<0,0< 2, <1}

ng{meRQ:—1§x1§0,—1§x2§0},F4:{x€R2:0§x1§1,—1§x2§O}.
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Figura 8: Regibte§',

A Figura 8 ilustra as particoes politopichs, I';, I's e ['y.
A partir das considera¢des acima, solucionando o problenwdichizac&o (112) com
uma varredura nos termgse e;, sdo obtidos 0s seguintes resultados:

0.8391 0.1783 }

p=2 e =22 0=07590; P= { 0.1783 1.2130

Neste caso, a estimativa resultaRteda regido de atracao do sistema corresponde a curva
tracejada ilustrada na Figura 9.
Case 3 - Quadratica por Partes, Quatro particods,de

Aplica-se agora a abordagem da funcéo de Lyapunov quaal@dicpartes conside-
rando a mesma particdo d& dada em (122). Para resolver o problema de otimizacao
(113), consideram-se 0s seguintes parametros:

np =g =mn3=ny =1,

a11 = a1, G271 = G2, 31 = A3z, G471 = A4 .

Entéo, aplicando (113) copm= 3 ee; = 2.2, obtém-se o0s seguintes resultados:

5= 08611, P — [0.9803 0.2714} P { 1.0030 0.3639] |

0.2714 1.0127 0.3639 1.0598

P, — [ 0.9528 0.2648 } P = [ 1.0325 0.3982 }

0.2648 1.0385 0.3982 1.0941

A estimativa quadratica por partes obtila= R, da regido de atracdo corresponde a
curva continua da Figura 9.

Para analisar o conservadorismo das estimativas proptatasem a apresentada na
Figura 9 a verdadeira regiao de atracdo do sistema repaelsgmela regia® ,. Para este
fim, foram realizadas simulacfes sendo que 0s pontos escomespondem a estados
iniciais cujas trajetorias divergem.
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Figura 9: Estimativas da regiao de atracao do sistema (118).

3.4.2 Estabilidadel, Entrada-Estado e Estimativa do Ganho/,

Agora, para caracterizar a 185 considere que(0) = 0. Ent&o, aplica-se o problema
de otimizag&o descrito em (114), utilizado em todos 0s cases48. Primeiramente a
partir do politopo original sem partices, tem-se uma évlela maxima a perturbagéo
igual ag = 1,66. Ao considerar quatro particdes, ou sé&ja = 4 como definido em
(122), obtém-s¢ = 2, 59 para uma fungéo de Lyapunov quadratica. Por fim, égm=
4, obtém-ses = 2,97 para uma funcdo quadratica de Lyapunov por partes por meio do
problema de otimizacgéo (115).

Finalmente, para estimar um limite superior para o gahltm sistema, supondo per-
turbacbes admissiveis, resolvem-se os problemas de atiilozpropostos para diversos
valores diferentes dé = . Primeiramente, aplica-se o problema de otimizacdo (116),
paraNr = 1, 0 que leva a curva traco e pontpna Figura 10. Entéo, considera-se dife-
rentes particbes dB, com Nr = 4, conforme descritas na se¢ao anterior, e obtivemos a
curva tracejadg, da Figura 10. Da mesma forma, resolve-se o problema de iz
(117), levando a curva em linha continyada Figura 10.

Pode ser observado que o conservadorismo nos limites sljata o valor maximo
admissivel da normé&, do sinal de perturbacéo € drasticamente reduzido, coasider
a particao do domini#s,, especialmente quando um abordagem quadratica por partes &
considerada. Esta reducéo pode ser observada na FigunadEOpara o mesmo valor de
0 = [, um valor menor de/ (ou seja, um limite menos conservador para o gaiahe
obtido.
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Figura 10: Estimativa do ganhfg para diferentes valores de perturbacdo admissiveis.

3.5 Consideracdes Finais

Este capitulo apresentou uma abordagem LMI para caraaterizstabilidade de sis-
temas racionais nao-lineares em tempo discreto sujeit@sudagdo no atuador. Este
método utilizou uma representacéo algébrica recursivastiengas racionais, que pode
modelar uma ampla classe de sistemas nao-lineares.

Os métodos propostos podem ser aplicados para calcularagistis da regido de
atracdo do sistema, bem como limites para uma classe dehzmdes admissiveis
para 0s quais as trajetorias de estado sao limitadas. Algso,dsupondo perturbacdes
admissiveis, a metodologia proposta permite o célculo tma&svas do ganhd, do
sistema. Para obter condicdes menos conservadoras, foogospas duas abordagens
com base em particdes do espaco de estados. A primeira emmsidma Unica funcao
de Lyapunov quadratica e multiplicadores associados ap=atigdo. A segunda utilizou
funcdes de Lyapunov por partes, onde para cada partici@asstéiada a uma funcao
guadratica diferente.

Tais abordagens foram ilustradas através de simulacfesrimas demonstrando que
as abordagens propostas sao ferramentas sistematicapareia analise da estabilidade
local para sistemas de controle ndo-lineares discreteg@sip saturacao e perturbagoes.
Percebe-se que uma reducéo significativa do conservadopisde ser alcancada através
do emprego de funcdes de Lyapunov quadraticas por parteetsdo considerando a
determinacao de um limitante superior para o gafaho

Os resultados apresentados aqui, considerando uma fuada@punov quadratica
e a analise nos vértices da regiip, podem ser vistos em (OLIVEIRA; GOMES DA
SILVA Jr.; COUTINHO, 2010). A extenséo deste trabalho coasaddo particoes dg,

e funcbes de Lyapunov quadraticas por partes foi objetoatmlino em (OLIVEIRA,;
GOMES DA SILVA Jr.; COUTINHO, 2011) submetido para publicaca
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4 SINTESE DE COMPENSADORES ANTI-WINDUP - ABOR-
DAGEM ITERATIVA

Conforme visto no Capitulo 2, o objetivo de utilizar técnicasudti-windupé a intro-
ducédo de modificagBes a um controlador pré-estabelecido @efiminimizar os efeitos
causados pela saturacdo. Neste contexto, muitos métodos pancepcao de compensa-
doresanti-winduptém sido propostos, e apesar de existirem muitas técnidaweéagens
diferentes, a maioria dos resultados se concentra em nsldedares.

Para caracterizar a estabilidade de sistemas néo-linegsgacipal problema é deter-
minar uma estimativa ndo conservadora da regido de atracgistdma. Este problema é
diretamente abordado em (COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 208)a tratar siste-
mas racionais em tempo continuo sujeitos a saturacdaamtilo estimativas da regido de
atracdo a partir de dominios de Lyapunov. Neste sentidalizagéio de compensadores
anti-winduppermite aumentar a regido de atracao de sistemas linearas, mostrado
em (TARBOURIECH et al., 2011; CAO; LIN; WARD, 2002; GOMES DA SILVA.;Jr
TARBOURIECH, 2005). Particularmente, para sistemas de centr@b-linear pode-se
também utilizar a sintese de um compensattdi-windupdindmico com o objetivo de
aumentar a estimativa da regido de atracdo como visto emNNARBIDA et al., 2010).
Além disso, tais compensadores também podem ser aplicadsgstEmas néo-lineares
sujeitos a perturbacdes, sendo que o interesse esta ntedaeg@o da estabilidads,
entrada-estado e entrada-saida como pode ser visto em (KRAHOOR, 1997; ZAC-
CARIAN; TEEL, 2011; GRIMM et al., 2003; HERRMANN et al., 2010) ou @apitulo
7 de (TARBOURIECH et al., 2011).

Este capitulo tem como objetivo elaborar um método numeaca o projeto de com-
pensadoreanti-windupestaticos para uma classe de sistemas ndo-lineares sadjeito
turacdo do atuador. A classe de sistemas a ser consideradg@liodos os sistemas
modelados por equacdes diferenciais na forma racional.ofdagem proposta, que uti-
liza uma representacao algébrica diferencial (DAR) dermsigsendo-lineares, permite o
desenvolvimento de condi¢des de estabilidade de Lyapundem®nos de desigualdades
matriciais dependentes dos estados. Estas sdo resolviaesicamente nos vértices de
um dado politopo de estados admissiveis. Para lidar com-dngoidade de saturagao,
consideramos uma versao modificada da condicdo de setoraizaga (GOMES DA
SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005) proposta em (LOQUEN, 2010). A madestes ele-
mentos, sao desenvolvidas condi¢gdes sob a forma de BMIg(@ddades matriciais bi-
lineares) para estabilizac&o local do sistema em malhadechTais condi¢cdes séo entéo
incorporadas em um algoritmo iterativo, onde em cada passspé/ido um problema de
otimizacao convexo com restricdes na forma de LMIs (desilguies matriciais lineares),
para o célculo de um ganho dati-windupque leve implicitamente a uma maximizagao
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da regido de atracao do sistema em malha fechada. Além dssesultados sao esten-
didos para lidar com sistemas incertos e sistemas sujepestarbacdes limitadas em

energia £5).

4.1 Apresentacdo do problema

Considere a seguinte classe de sistemas de controle nacebrem tempo continuo

i(t) = f(e(t) + g(a(t))sat(ve(t))
y(t) = H,a(t) (123)

sendo quer € B, C R" denota o vetor de estadasg R é o vetor de saidas medidas;
v. € R é a entrada de controle;t(-) é a fungéo classica de saturagdo normalizada, i.e.,
sat(v.(t)) = sign(v.(t)) min{|v.(t)|,1}; f,9 : R™ — R"™ s&o fungdes racionais em
satisfazendo as condicdes para a existéncia e unicidadgwi®as para tode € B,;
e H, € uma matriz constante, ou seja, a(s) saida(s) séo cordadecamo combina-
¢cao(0es) linear(es) dos estados.

Considerando o sistema (123), assume-se que 0 seguinte resadpe dinamico de

e ) = 500,9(0)

n = Ja\Mt),y

vlt) = Hyn(®)+ Hyy(t) (2
€ projetado para garantir alguns requisitos de desempealestabilidade do sistema em
malha fechada na auséncia de saturacéo de controle. Em (1245, C R" denota
o estado do controladoy;t) é a entrada do controladar;(t) € a saida do controlador;
fn + R%™ x R™ — R" € uma fungéo racional eme y; e H, e H,, sdo matrizes
constantes, ou seja, os sinais de saida de controle sddaipesem combinacdes li-
neares dos estados da planta e do controlador.

Tendo em vista os efeitos indesejaveis causados pelag@bula entrada, um ganho

anti-windupé adicionado ao controlador. Assim, considerando o cadorldinamico e
a estratégianti-windup o sistema em malha fechada é dado por:

t) = flx(t) + g(z(t))sat(ve(t))
t)
)

(
(t) =<%ﬁ(
() = fo(n(t),y(t)) + Eclsat(ve(t)) — ve(t))
() = vnn( )+ H'Uyy(t)
ondeFE. : R — RR™ é uma matriz constante que representa o ganfamtievindupa ser
determinado.
A partir da configuracdo acima, tem-se como objetivo deteano ganh@nti-windup
E. tal que a regido de atracao do sistema malha fechada é adimenta

< B

(125)

< 3.

4.2 Preliminares

Esta secao apresenta alguns resultados basicos necepsési@bter um método ba-
seado em LMIs com o objetivo de projetar o compensatdirwindupconforme apre-
sentado na Secédo 4.1. Neste sentido, € apresentada ameggasealgébrica-diferencial
(DAR) com o compensadanti-windup uma breve introducdo da Teoria de Lyapunov
e alguns resultados sobre a inclusao de elipséides em dnpolitopicos. Em se-
guida, apresenta-se uma versao generalizada da condig@adenodificada proposta
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em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005), que sera util paralidom a ndo-
linearidade da saturacao.
4.2.1 Representacdo Algébrica-Diferencial — DAR

Primeiramente, sendo a ndo-linearidade zona matg(t)), definida em (57), pode-
se reescrever o sistema (125) da seguinte forma:

xgts = fH(x(t()))Jr g(@(t))ve(t) — g(x(t))(ve(t))
y(t) = Hyx(t
() = fn(n(t);y(t)) — Eap(ve(t)) (126)

i~

(t) = Hy,n(t)+ H,y(t).
Considera-se entdo a seguinte representacao algébrcartdifal (DAR) para o sis-

tema (126):
2(t) = Ayw(t) + Aan(t) + Asz(t) + Astp(ve(t))
n(t) = Cra(t) + Can(t) + Csz(t) + Ecib(ve(t)) (127)
0 Qx(t) + Qan(t) + Qz(t) + Qep(ve(t)).

sendoz € R™ um vetor auxiliar que contém termos polinomiais e racioeaisfungéo
de (z,n,) (termos com ordem maior ou igual a dois) das fun¢pes) + g(x)v. —
g(ZL‘)I/}(UC) efn(n,y); eA1 € Ran,AQ € Rmxne, Ag € R"*n=, A4 € RHX1, () € Rtexn,
Cy € Rexne (O3 € R%x () € R O € R%=*", ), € R%=*X" Q, € R%»*" e
Q. € R"=*! sdo fungBes matriciais afins €m, 7).

Considerando a definicdqt) = [z(t)’ n(t)) € Be = B, x B, Be C R™, com
ne = n + n., pode-se reescrever (127) da seguinte forma:

g(t> = Aa(f)g(t) + Ab(€>z(t) + (Ac(g) - MEC)¢(UC(t)) (128)
0 = Q(EEM) + WD) + D)

com
ao=| o el aeo=| g ao=| 7

M:{[SC],QQ(g):[Ql 0,].

Além disso, considerando o vetor aument&ao pode-se reescrever(t) como

X

Uc(t) = [ H”yHyz an } |: n

] — KE®),

sendoK € R« uma matriz constante.

Em relacdo ao sistema (128), assume-se que:

(H1) a origem € um ponto de equilibrio; e

(H2) o dominioB; € um dado politopo com vertices conhecidos contendo a origem

Para garantir que a DAR em (128) seja bem definida (i.e., pagaaqunicidade da
solucacs(t) seja assegurada), deve-se ainda considerar a seguinteseipo

(H3) a funcéo matriciaf2, (&) tem posto completo para todo= B,. Assim, elimina-
sez(t) de (128) obtendo assim o sistema original (126) através de

2= — ()T W (E)E®) + Qu(E)h(ve(t))] -
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4.2.2 Politopo dos Estados Admissiveis

Considere que a regids € dada por um politopo contendo a origem em seu interior.
Assim, B pode ser descrita por um conjunto de inequacdes escalanesdadinido por

Be={¢€R™ : ¢¢<1,r=1,...,n}. (129)

A partir de (11), a regiddR deve estar incluida erff.. Esta condicédo é satisfeita se
(BOYD et al., 1994):

[5 qf] >0, parar =1,...,n,. (130)

Vale relembrar qués; pode ser descrita como um envelope convexo de seus vértices,
tal que a notaGaw'(B;) representa o conjunto de vérticeslsie

4.2.3 Condicdo de Setor Generalizada

Considere o vetor linh&' € R'*" e um escalar positive. Desta forma, é definido o
seguinte conjunto (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005)

SE{ceR : |(K—GohHe <1}. (131)

A partir da ndo-linearidade zona motitév.) em (57) e deS como definido acima, o
seguinte lema pode ser apresentado (LOQUEN, 2010).

Lema 6 Se¢ € S, entédo a relagéo
b(ve) 07 [W(ve) — GOTHE <0 (132)

€ verificada para qualquer escalar positi¢o

Observe que, a partir do Lema 1, a regiao
R={{eR™:PE<1} (133)

€ uma estimativa da regiao de atracao do sistema em malladtede a funcdo candidata
de Lyapunovl/ (&), satisfaz as condi¢Bes (9)-(11). Desta forma, a fim de gegun
(132) e valida enR, deve-se garantir quR C S. De maneira similar ao resultado
apresentado na Sec¢ao 4.2.2, esta incluséo é verificada se:

P K -Go!

N h > 0. (134)

4.3 Resultado Principal

Nesta secédo, apresenta-se uma abordagem LMI para resgiveblema de sintese
deanti-windupestatico introduzido na secéo 4.1.
Neste caso, considerando

V(&) =¢Pg, (135)
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tem-se: ‘ ' '
V(§) =& PE+EPE. (136)

Considerando o vetor auxiligr=[£(t) z(t)" «(v.)]|" , pode-se reescrever (136)
da seguinte forma:

V(€)= A (E)C, (137)
com
AP+ PAE) PAE) PIA(E) — ME]
Al(f) = * 0 0
* * 0

Definem-se agora as seguintes matrizes dependentes dissesta

& & 0 .- 0
0 & =&

No(€)=[9a(§) (&) Q&) ], M(§)= . _ . (138)
0 - 0 & —m

Observe queV;(£)¢ = 0, isto é, a matriz\V;(£) € umaniquilador linearde £ como
proposto em (TROFINO, 2000). Com base em (128), segue\Gu€)¢ = 0. Assim,
definindo

mg =] [N (ﬁ}o(g"”l . (139)

obtém-seV (£)¢ = 0. A partir das definigbes apresentadas acima e observando@1e

a ideia é satisfazdr (¢) < 0 ao longo das trajetérias do sistema (128), ist&é (€)¢ <

0 para qualquet tal que N'(£)¢ = 0. Aplicando o Lema de Finsler apresentado no
Apéndice A, a condicad’ (¢) < 0 € satisfeita se a seguinde condicéo ¢ satisfeita:

¢"(AL(&) + LN (&) +N(E)'L)) ¢ <0, V€ € Be, (140)

sendoZ um multiplicador livre a ser determinado.
A partir do Lema 6, s€ € S, entdo a relacdg (v.)'0 [ (v.) — GO < 0 é
verificada para qualquer escalar positivéAssim, se

¢ (AL(§) + LN(E) + N(€)'L') ¢ — 240(ve) 0 [Yo(ve) — GO < 0 (141)

é verificado, entéo (140) é satisfeita para tgdo S N 8.
Note que pode-se reescrever (141) da seguinte forma

¢ (A2(§) + LN () + N(€)'L)) ¢ <0, (142)
com

AP+ PA(E) PA(E) PlA() — ME]+ G672
Ay(€) = * 0 0
* * —20~1

A partir do desenvolvimento acima, o seguinte resultadaésantado.
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Teorema 5 Considere o sistema (125) e sua DAR (128) doin H2 e H3 satisfeitas.
Se existem matrizes constantés= P’ > 0, L, E. e G de dimensdes apropriadas e um
escalar positivd, satisfazendo o seguinte conjunto de desigualdades pdote 3,

As(€) + LN (&) + N(&)'L' <0, (143)
Q 0Oq,
{ L } >0, (144)
Q Ko6-¢G
{ N ] } >0, (145)

sendoQ = P6?%, A3(€) = Ay(€)0? e L = L6?, entdo tem-se quE, é tal que para todo
£(0) € R atrajetorial(t) pertence &R e tende assintoticamente a origem para: oo,
senddR definida em (133).

Prova.

Se as desigualdades (143)-(145) s&o factiveis par&ocadd B, ), entdo, por convexi-
dade, também séo satisfeitas para t¢de B;. Considere agor&@d=2 = P > 0 e
V(&) = ¢ PE. Pré e pés-multiplicando a desigualdade (143)@ér! e (61, respecti-
vamente, segue qué(&) — 2¢(v.)0 [ (v.) — GO~ < 0. Assim, seR C S N Be, a
condicéo (143) assegura que para tgtly) € R a trajetorial(t) pertence &R e tende
assintoticamente a origem para— oo. Seja agordl = diag(l,0',1). Pré e pos-
multiplicando (144) e (145) pdi, tem-se (130) e (134), respectivamente. Desta forma,
segue que ainclus&® C B, NS é satisfeita, o que conclui a prova. O

4.4 Calculo do Ganho de Anti-windup

Observe que a relacdo (143) no Teorema 5 € uma desigualdddeiahailinear
(BMI), devido aos produto$ M E, e G’6~2. Encontrar uma solucéo para esta BMI é
uma tarefa complexa, pois trata-se de um problema nao-xonJentretanto, uma so-
lucdo alternativa pode ser encontrada através da utibzégdim algoritmo iterativo ba-
seado em LMI. Este algoritmo pode ser visto como uma adaptigalgoritmo proposto
em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001)doordinate-descent algorithm Primeiramente,
note que podemos obter uma nova expressao para a BMI (143juatssforma

EN(OE+LN(§) + N(€)'L' <0, (146)
com
AL ()Q + QAL(E) QA(E) QAL +G —QM
* 0 0 0
Aa(§) = * * —260 0 ’

* * * 0
Li 0 0
0 I, 0
=10 0o 1
0 0 FE.

Definindo agoraV, = [ 0 0 E. —I, | comN\, € Rex(refn=+1+n) percebe-se

gue a partir de (146) tem-9€,£, = 0.
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Observando que

e[ M08 0] e =,

a partir da aplicacédo do Lema de Finsler, tem-se que (146)ieadgnte a:

A4(§)+sym{[ H [N(E) 0] +La/\/'a} <0, (147)

sendol, um multiplicador livre.
Entdo, se (147) for verificado, a condigcdo (143) é satisfeEm disso, pode-se
reescrever (147) da seguinte forma:

woeam{[[E] ][MQ 0 <0 e

Observe que o termé,N, é bilinear (devido ao produto do ganho aeti-windup
E. com o multiplicador livreL,). Para solucionar este problema, prop&e-se a utilizacao
do algoritmo apresentado em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001). Bestso, pode-se
escolher
L =[F F|, K,=F,F'eR=FE,

COMF € Rnexne e F, € Rnetn=t1xne Relembrandoqua/, = [0 0 E. |—1, |e
aplicando as definicbes acima tem-se que (148) é equivaente

Aa(§) + LNe(§) + N(€)'L, <0, (149)
com E K /\/’
Le= { 0 I, } & Nel€) = { K O@R} —OF : (150)

Observe que as matrizés,, R e F' sdo desconhecidas. Ent&o o seguinte resultado
pode ser apresentado.

Teorema 6 Considere o sistema (125) e sua DAR (128) ¢tinH2 e H3 satisfeitas. Se
existem matrizes constantBs= P’ > 0, L, K,, R, F e G de dimensbdes apropriadas, e
um escalar positivé, satisfazendo as desigualdades matriciais (149), (14428)( para
todo¢ € V(B¢), entdo tem-se que o gantip = F~' R garante que para todg(0) € R
atrajetéria&(t) pertence aR e tende assintoticamente a origem para oo, sendo que
R é definida em (133).

4.4.1 Algoritmo e Problemas de Otimizacao

Nesta se¢do apresenta-se uma forma de aplicar o resultagospy no Teorema 6
para calcular o ganho dmti-windupenquanto que uma estimativa da regiao de atracéo
do sistema (123) é maximizada.

Para lidar com este problema, em primeiro lugar o seguintiglggma de otimizacao é
apresentado:

min tragoQ) — 0 {(144), (145), (149) V¢ € V(Be) (151)

sendoe; um fator de peso escolhido para a varigeDbserve que; € utilizado devido
a definicda) = P6>.
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Note que a minimizacdo de trag®) — ;6 € um critério multiobjetivo que leva im-
plicitamente a uma maximizagéao do tamanhddeCom efeito, comad® = 9%, o critério
minimiza o traco d€) e maximizal simultaneamente, ou seja, implicitamente minimiza-
se o traco da matriZ. Outros critérios classicos para tratar a dimensao de otmgu
elipsoidais, tais como a maximizacado do volume, maximiaag&nor eixo, a minimi-
zacao do traco dé&’ e na maximizagdo em determinadas dire¢cdes (ver, por exemplo
(TARBOURIECH et al., 2011)) podem também ser aplicados.

No entanto, observe que a condigcéo (149) ainda € uma BM{ sek e F' forem
livres em L. N.(£). Neste caso, pode-se aplicar um algoritmo semelhante pogim
em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001) para encontrar uma solucaodtirha para o pro-

blema de otimizagdo em (151) como detalhado abaixo.
Algoritimo 1:

1. (Passd = 1 —inicializagéo )

A solucéo proposta neste passo € fixar os terReg$’ para determinar uma solugéo
de (149). Assim, a inicializag&o pode ser feita fixahtle- 0 e F' = I,,,. ComoR é
um dominio elipsoidal, a solugcéo do problema (151) pode@esiderada levando
a determinacdo d&,. Neste passo, note que = 0. Assim, determina-s& sem

a utilizacao do ganho danti-windup

2. (Passd: — Primeira parte)

Uma vez quek, é dado, o problema de otimizacdo (151) pode ser considerado
para encontraR e F'. Observe que neste passo encontra-se o ganaotaeindup
fazendoE, = F~'R.

3. (Passa@ — segunda parte)
Fixa-seR e F e soluciona-se o problema de otimizac&o (151) para caléugak,.

4. (Passo de finalizacao)

Suponha que > 0 seja um escalar dado que define a precisdo da solugdo. Se
|E.(k) — E.(k—1)|| < ¢, entdo o algoritmo € finalizado, caso contrdrie- k + 1
e retorna-se para o passo

Observacédo 7 Ao utilizar o Algoritmo 1, é importante ressaltar que evitaa iteracao
entre as variaveis desconhecidas de interd3seF,.. A principal vantagem neste caso é
gue a matrizP € uma variavel livre em cada passo de iteracédo. Este fatcet@angduzir

o conservadorismo associado ao tamanho da regido elipsdelastabilidader.

Observacdo 8 Relembrando que a regids, corresponde a regido onde a factibilidade
das LMIs deve ser verificada, entdo os mesmos passos a@essma Observacao 4 no
Capitulo 3 podem ser utilizados.

45 Extensao dos Resultados

Esta secdo apresenta duas extensodes dos resultadosrdmerge sdo considerados
sistemas néo-lineares incertos, tais que os parametersaa@parecem de forma racional
no sistema. Em seguida, aborda-se a estabilidadie sistemas sujeitos a perturbacdes.
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45.1 Sistemas Nao-lineares Incertos

Neste caso, a seguinte classe de sistemas de controleneacel incertos é conside-

rada:
T = f(xa 5) + g(x, 5)sat(vc)

) — Ho» (152)

sendo qué = [0y, 0o, ..., 0d,,]" € Bs C R"™ s&@o os parametros incertos do sistema e agora
f e g séo funcdes racionais dos estadasdos parametros incertési = 1,...,ns. Da
mesma forma que a regids}, B; € dada por um politopo e pode ser descrita como um
envelope convexo de seus vértices, tal que a not¥¢&p) representa o conjunto de
vertices des;.

Considerando o sistema (152), assume-se que o compensaéorich de saida é
dado por (124) e um gantamti-windupé adicionado a este controlador. Assim, o sistema
em malha fechada é dado por

T = f(x,5)—l—g(w,&)vc—g(:v,(S)w(vc)
y = Hyx

no o= fn(nay)_Ec?D(UC)
Ve = ann"f_Hvyy'

(153)

ondeFE, : R +— R" é uma matriz constante que representa o gantamti@vindupa ser
determinado.

Para o sistema (153), a representacédo algébrica-difai¢B&R) em (128) pode ser
considerada. No entanto, observe que agora o vetor auxiiamtém termos polinomiais
e racionais em funcéo de, n, §) (termos com ordem maior ou igual a dois). Da mesma
forma, Ay, Ay, As, Ay, C1, Co, Cs, Cy, Q4, Q9, Qp € Q. sdo fungbes matriciais afins em
(z,n,0).

A partir das consideracOes acima, apresenta-se o segesuiéado.

Teorema 7 Considere o sistema incerto (153) e sua DAR correspondembeHiq H2

e H3 satisfeitasvd € Bs. Se existem matrizes constanfes= P’ > 0, L, K, R, F

e (G de dimensdes apropriadas, e um escalar posiiveatisfazendo as desigualdades
matriciais (149), (144) e (145), para todoc V(B;) e todod € V(B;), entédo tem-se que
0 ganhoE,. = F~'R garante que para todg(0) € R a trajetéria&(t) pertence ar e
tende assintoticamente a origem para: oo, sendo quék é definida em (133).

E importante enfatizar que, neste caso a condicdo (149)fierZemz e §. Desta
forma, por convexidade, a mesma deve ser testada para adida @& 3. em todos 0s
vértices deB;, i.e. emV(B;) x V(B;).

4.5.2 Estabilidadel,

Considere a seguinte classe de sistemas de controle nacebne

LD et (154)

sendo quev corresponde a um sinal de perturbagdo externa (ou exégbies}e caso,
considera-se qué € racional enx e linear emw. Supde-se ainda que é limitado em
energia, ou sejay € YW C R™ com

W= {weR™ : ||} <} (155)
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onde -
|WM=A w(t)w(t)dt,

i.e. ||w|| denota a normé&, dew, e 3 € R € um parametro positivo que define o tamanho
dew.

Da mesma forma que apresentado anteriormente, considevaigtema (154), assume-
se que o compensador dinamico de saida € dado por (124) e timaganrwindupé adi-
cionado a este controlador, onflg : R — R™ é uma matriz constante que representa o
ganho deanti-windupa ser determinado.

Neste caso, pode-se reescrever o sistema em malha fechimhibapmba interconexao
de (154) e (124) com a compensacaada-windupda seguinte forma:

D) = AdOEW) + AO2(D) + (AL ~ MEJY(u.(t) + Au€wlt) (156,
0 = QO + (=0 + 2 V((t)) + L(Oul®)

Conforme visto na Se¢ao 2.1.2, para o caso de sistemas s@giesturbacdes define-
se as seguintes regides

Ro={€ € R™ : ¢P¢ < a} (157)
R={¢eR%:¢Pt<o '} (158)
como~! =a+ 8.
Definindo agora
70 = Vi) + X — wiey ).

comV (¢) definida em (135), entdio $§" > 0 tem-seJ () < 0, segue que

/ " W= V(T - V(o) + = / O )t — / " (bt < 0.

Y
Assim, supondo qué&(0) € Ry e|jwl|3 < f:

« sew(t) = 0, segue qué’ (£(t)) +~2 'y(t)'y(t) < 0. Desta forma, garante-se que
¢(t) — 0 quandot — 0, ou seja a estabilidade assintotica do sistema (154) em
malha fechada é garantida.

* sew(t) # 0 comw satisfazendo (155):
— as trajetorias do sistema ndo saem do conjltpoisé(0) € R,y e
V(E(T)) < V(&) + [lwlz = *lyls S a+B=0"", VT > 0.
— anormal, do sinal de saida é limitada, i.y||2 < v?|lwl|2 + 72V (0).

Sejam agora:

[ AL()Q+ QAL QA QA +G QAWE) QH,, —QM ]
* 0 0 0 0
* * —20 0 0 0
A4w (é) = * * * —Inw O 0 ’
* * * * —Alp, 0
i * * * * * 0 |
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comA = 629%, ¢ = [¢ 2" w' i Y], No(€) = [ Ql(€) W(§) Qul§) Onxn, 2(E) ]
e

N(f) _ [ Nl (§>M)(zrg)+nw+1 }

Pode-se entdo redefinV,(£) e L. como em (150) com matrizes,, R e F' de di-
mensdes apropriadas.
A partir das definicbes acima o seguinte resultado pode seicedo.

Teorema 8 Considere o sistema em malha fechada obtido pela intercon@xd154) e
(124) com laco danti-windupe sua DAR dada por (156) cohil, H2 e H3 satisfeitas
ew € Y. Se existem matrizes constanfes= P’ > 0, L, K, R, F e G de dimens&es
apropriadas, e escalares positivase 6, satisfazendo as seguintes desigualdades matri-
ciais

A4w (5) + LeNe(g) +Ne(€),Lie < 07 (159)
Q 0gr

{ r o >0, (160)

{Q K'Q‘G'}zo, (161)
* o

entédo, tem-se que o gantid = I~ R garante que:

» paratodow € W e((0) € Ry, comR, definida em 157, as trajetorias do sistema
em malha fechada n&do saem do conjuRtodefinida por (158). Além disto tem-se
lyl13 < 7*[[wl3 +~+*V(0).

* sew(t) = 0, para todo&(0) € R, as trajetérias do sistema em malha fechada
pertencem & e tendem assintoticamente a origem para oo.

Prova.

Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 5 podmticaelos consi-
derando agora a DAR (156). Em resumo, (159) assegurd/gtie< 0, V¢ € (B N S).
As relagdes (160) e (161), asseguram Rue B. e R C S, respectivamente. O

4.5.2.1 Problemas de Otimizacéo

Nesta se¢do sdo apresentadas formas de aplicar o resuttaldmieima 8 para ca-
racterizar a estabilidade, entrada-estado e a estimacao do gafihpara o sistema em
malha fechada.

» Estabilidadel, Entrada-Estado:

A ideia principal € determinar um limite superi@para a norma, da perturbacéo
de forma que as trajetdrias do sistema em malha fechada Sgjaadas. Neste
caso, assume-se qéf)) = 0 e desta forma tem-se! = 3. Assim, com base no
Teorema 8 0 seguinte problema de otimizacéo pode ser dbliza

min o { (159),(160),(161) (162)
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» Estimativa do ganhd@:

Dado um limite superior admissivgl para a normaC, da perturbacéda, a ideia
€ calcular um limite superior para o ganlie de w paray através da utilizacado
do Teorema 8. Neste caso, assume-se tambéng(@iie= 0 e pode-se aplicar o
seguinte problema de otimizacgéo:

min 72 { (159),(160),(161) (163)

4.6 Exemplo Numérico
Exemplo 6 Considere o sistema nédo-linear dado abaixo:

o(t) = (22(t) — Da(t) + sat(v.(t))

ult) = a(t) (164)

e o controlador 0 ”
Ui = —
wll) = n(t) - 2y(). (169)
Neste caso, supbe-se que o dominio dos estados € limitade@glmto: B, :=
{£eR?: &) <y, & < g}, sendon; = 1.3eay = 2.3
Considerando a representacdao DAR dada em (128) para o sistepnasentado em
(164)-(165), com(t) = z* tem-se:

a©=| 23 o] o= 5] a0= 3

Q) =[z 0], W& =-1,2(=0, K=[-2 1].

Baseado no Algoritmo 1 apresentado na Secéo 4.4.1, é dei@idmiuma estimativa
da regido de atragcadk, para E. = 0 (passo de inicializacdo). A Figura 11 mostra a
estimativaR, obtida considerande; = 3 em (151). Neste caso, a mat#zé dada por:

p_ 0.8455 —0.1666
~ | —0.1666  0.3033

Nesta figura também é apresentado um esboco da regido de atdacgistema. Note
gue a mesma é limitada por um ciclo-limite.
Aplicando o Algoritmo 1, cora; = 3, obtém-se:

P_l 0.6195 —0.0808

_0.0808  0.2353 } , B, = —1.0396.

A Figura 12 apresenta a nova estimativa da regido de atrégagara o valor dek..
acima.

Comparando as Figuras 11 e 12, pode-se perceber que a red@aedg atracao
€ aumentada gracas ao laco dati-windup Observe que utilizando a estrutura com o
ganho deanti-windupo ciclo limite que define a fronteira da regido de atracao csiesna
€ eliminado.

Para fins de comparacado, sdo apresentadas as duas estimaia/&igura 13, onde
R, esta em linha tracejada®, esta em linha solida. Nesta figura, ainda & apresentada
a regido onde o controle ndo satura denotada By, .
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Figura 11: Estimativa da regid®,; sem o ganho de anti-windup.

Figura 12: Estimativa da regi&®, com o ganho de anti-windup.
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Figura 13: Comparacdao entre regidese R..

O sinal de saida e o sinal de controle obtidos a partir da cQ&édiinicial £(0) =
[—1.3 — 0.45]" considerando o controlador com e sem o ganhoadé-windupsé&o
mostrados na Figura 14. Neste caso, note que, com o ganawtdeindup(linha sélida),

0 controle permanece menos tempo na saturacao e o tempo u®dagao (convergéncia
do sinal para a origem) é significantemente mais rapido.

4.7 Consideracdes Finais

Este capitulo apresentou um método para calcular ganhastdeinduppara uma
classe de sistemas ndo-lineares sujeitos a saturacaoattaté abordagem se baseou
em uma DAR de sistemas racionais e em uma verséo modificadadig&o generalizada
do setor para lidar com a saturacdo. A partir destes eles\etmtiou-se o problema
do aumento da regido de atracdo do sistema em malha fechadse@ode um ganho
anti-windup Este problema foi abordado indiretamente através de uonitalgp baseado
em LMIs que permite projetar um ganlati-winduplevando a maximiza¢do de uma
estimativa da regido de atracdo. Extensdes dos resultddospsesentadas para tratar
sistemas incertos e sistemas sujeitos a perturbacdes. &mpexnumerico é apresentado
para ilustrar a aplicacao dos resultados.

Estes métodos também podem ser vistos no trabalho recarieemeblicado em
(OLIVEIRA et al., 2011a) para célculo dmti-windupcom o objetivo de aumentar a
regido de atragdo. O trabalho completo, com as extensde®sldtados, apresentado
neste capitulo foi recentemente submetido em (OLIVEIRA.e28012).
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Figura 14: Sinal de saida e sinal de controle - com anti-wrtlnha tracejada) e sem
anti-windup (linha continua).
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5 SINTESE DE COMPENSADORES ANTI-WINDUP - ABOR-
DAGEM CONVEXA

Neste capitulo a elaboracdo de uma nova técnica para zamtetbmpensadores de
anti-winduppara sistemas nédo-lineares racionais sujeitos a satudacatmador é apre-
sentada. Conforme visto no capitulo anterior, com um congueEmanti-windupé possi-
vel aumentar a regido de atracao do sistema em malha feckadi@tanto, ao utilizar
métodos baseados em LMIs, busca-se evitar a utilizacaocdeads iterativas, ou seja,
evita-se a utilizacédo de algoritmos para encontrar uma&oluAlém disto, seria interes-
sante o desenvolvimento de métodos que permitissem trstiamas multivariaveis sem
utilizar procedimentos como busca linear em parametros.

Neste sentido, propde-se uma nova formulacao do problamda,aincluséo das ma-
trizes dependentes dos estados é tratada diferentemespeesentado no capitulo ante-
rior, permitindo assim encontrar uma solu¢cdo com métodesodi. O método aplica uma
representacao algébrica diferencial (DAR) de sistemadinéares para elaborar condi-
¢Oes, com base na teoria de Lyapunov, que podem ser resolvislaericamente nos
vértices de um dado politopo de estados admissiveis. Flarachm a ndo-linearidade de
saturacao, é utilizada diretamente a versdo modificadaraiigém de setor generalizada
proposta em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005). A partir des elemen-
tos, condicdes de estabilizac&o local sédo desenvolvidatadiente na forma de LMIs.
Além disso, um problema de otimizagdo baseado em LMI é ptopgma calcular um
ganhoanti-windupa fim de obter uma regido de estabilidade assintética maadajzjue
implicitamente leva a maximizacao da regiao de atracaostersa em malha-fechada.

Este desenvolvimento pode ser visto como uma melhoria détads apresentado no
Capitulo 4, onde as principais diferencas e vantagens sao:

(a) as condicdes sao diretamente tratadas em termos de Litéisdo procedimentos
iterativos de relaxamento;

(b) permite considerar sistemas de controle nao-lineawdtsvariaveis de uma forma
simples;

(c) permite considerar controladores com saidas racionaisstados, ou seja, contro-
ladores na forma de realimentacao linearizante podematadts (MENON et al., 2006;
HERRMANN et al., 2010; VALMORBIDA et al., 2010).

5.1 Apresentacao do Problema

Considere a seguinte classe de sistemas de controle:

pt) = flx

) + g(a(t)) sat (v (t))
y(t) = hy(a(t (166)

)
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sendo que: € B, C R" denota o vetor de estadasg R™ € a saida medida,. € R™ é
aentrada de controleut(-) € a fungéo classica de saturagéo, e@p) > 0,i =1,...,n,
denotando o nivel simétrico da saturacaa-ésimo atuador. Assume-se gfie R" —
R", g : R* — R" x R™, h, : R" — R™ sdao fungGes racionais emsatisfazendo
condi¢Oes de existéncia e unicidade da solugéo parateds,.

Da mesma forma que no Capitulo 4, em relacdo aos efeitos jadesecausados
pela saturagédo, um ganho aleti-windupé adicionado ao controlador (veja Figura 2.3.2).
Assim, considerando a dinamica do controlador e a esteatisginti-windup o sistema
em malha fechada é dado por:

(¢) (z(t)) + g(2(t))sat(ve(t))

(6) = hy(z(t))

@) = fon(t),y(t)) + Ec(sat(ve(t)) — ve(t))
o(t) = hy(n(t), y(t))

sendo qué,, € uma fungéo racional B. € R"<*" € uma matriz constante representando
0 ganho denti-windupa ser determinado.

Considerando a configuracao acima, o objetivo esta em dei@rmiganho danti-
windup E. tal que a regido de atracao do sistema em malha fechada (4§59 per au-
mentada.

=-

<
D‘Kh

(167)

ISEICN

5.2 Preliminares

Esta secdo apresenta alguns resultados basicos necepsaaidormular um método
baseado em LMI para célculo do ganhoati-windupconforme apresentado na Secao
5.1.

5.2.1 Representacdo Algébrica Diferencial — DAR

Primeiramente, reescreve-se o sistema (167) da seguine:fo

g = (((?g;r g(x(t))ve(t) — g(@(t))(ve(t))
= x(t

) = fn(n(t),y(t))—Ec@b(vc(t))

ve(t) = hy(n(t),y(t))

com(v.(t)) definida em (57).

Vale salientar que, sendo, e h, funcbes racionais, o sistema em malha fechada
resultante (168) é de fato racional nas variaveis correfgrurs aos estado® 7. Assim,
definindo o vetor de estados aumentad = [=(t)" 7(t)'] € Be C R™,

(168)

Be={{ R ; zeB,enecB,},

comng = n + n., Sempre sera possivel encontrar uma Representacéao Akelifiecen-
cial (DAR) para (168), da seguinte forma:

) = AL+ Apz(t) + (A. — WE )Y (v.(t)) (169)
0 = Qu&(t) + W2(t) + Qeab(ve(t))

0 . - - ~ ¢ x
sendo queV = { ’}X"C ; z € R™ & um vetor auxiliar ndo-linear em relacag a
Ne

contendo termos racionais e polinomiais (termos de ordeiorroa igual a dois);A, €
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Rrexme, A, € R*m= A, € R"*™ Q, € R*=*"% Q, € R"=*" e(). € R"*" s8o
fungdes matriciais afins em

Similarmente, coma,, € uma funcéo racional ey sempre é possivel reescrever
v.(t) na forma apresentada a seguir:

ve(t) = Kif(t) + Kap(t)
0 = Zu(t)+Eap(t)

sendop € R™ um vetor ndo-linear auxiliar funcdo de, n) contendo termos racionais
e polinomiais (termos de ordem maior ou igual a doishdee K, € R" " K, €
R™>me = € R"*" e =y € R™*™ sdo fungdes matriciais afins ém

Em relacdo ao sistema (169)-(170), assume-se que:

(170)

(H1) aorigem £ = 0) € um ponto de equilibrio (localmente) assintoticamertiaves

(H2) o dominio3,; € um dado politopo contendo a origem em seu interior.

Conforme visto nos capitulos precedentes, para garanta ddR (169)-(170) é bem
definida (i.e., a unicidade da solu¢éi@) € assegurada), ainda é considerado que:

(H3) as fun¢des matricial9, e =, tem posto completo para todo= 5.

Nota-se que a partir dd3 os vetores auxiliares(t) e p(t) podem ser eliminados,
respectivamente, de (169) e (170) levando a representaigfimabdo sistema em (168).
Este procedimento pode ser realizado da seguinte forma:

2(t) = = (QE(t) + Qe (ve(t)) e p(t) = 25 'EiE()
5.2.2 Resultados da Teoria de Lyapunov

Neste capitulo sao utilizados os resultados apresentadasma 1, referentes a teoria
de Lyapunov (KHALIL, 1996). Desta forma, para avaliar a b#i@ade local do sistema
(169), é considerada uma funcao de Lyapunov quadratica:

V() =P, P=P">0 (171)
sendo que® € R™*™¢, e 0 seguinte conjunto de nivel normalizado
R={¢eR":{PE<1}. 172)

A partir do Lema 1, sé/(£), como definida acima, satisfaz as condi¢ées (9)-(11),
para todar € B e R C B¢, entdoR € um conjunto contrativo e invariante contido na
regido de atracao do sistema nao-linear e pode ser visto cora@stimativa desta regiao
(KHALIL, 1996).

5.2.3 Condicao de Setor Generalizada

Considere qué/, € R™ " e Gy € R™*" sdo fun¢des matriciais afins gnDefine-
Se agora o seguinte conjunto

Nota-se que € uma funcao dé e entdo o conjunt® define um conjunto de vetores no
dominio¢.

A partir da ndo-linearidade zona-mottéw..) definida em (57) e do conjun®conforme
definido acima, o0 seguinte Lema pode ser apresentado comgemsealizacdo do Lema
1 em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2005).
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Lema 7 Se¢ € S entdo a relagéo

() Tlh(ve) — G1€§ — Gap] <0 (174)

e verificada para qualquer matriz diagonal e definida poaifive R >,

Vale destacar que as matriz8s e GG, podem ser afins e Como sera visto poste-
riormente, estas matrizes serdo consideradas como vari&ves no problema de otimi-
zacao.

5.3 Resultado Principal

Nesta secdo uma abordagem LMI para tratar o problema deeidéanti-windup
como introduzido na Secao 5.1 é apresentada.

Inicialmente, considerando a fungéo de Lyapunov quadrdefinidaem (171), segue
que:

V(&) =P+ EPE. (175)

Considerando o vetor auxiligh = [£(t) £(t)] , pode-se reescrever (175) da se-
guinte forma:

V(f) = §6A1§0

0 P
oo

A partir do Lema 7, s& € S, entéo a relacdg(v.) T (v.) — G1€ — Gap] < 0 €
verificada para qualquer matfizdiagonal e definida positiva. Assim, se

sendo

CoAiCo — 29 (ve) T (ve) — G1€ — Gap] < 0, V€ € Be (176)

é verificada, entad’(¢) < 0 para todct € S N Be.
Considerando agora o vetor auxilige=  [£(t) £(t) z(t) p(t) (ve(t))] pode-
se reescrever (176) da seguinte forma

'A< 0 (177)
sendo
o P 0 0 0
P 0 0 0 G\T
Ao=10 0O 0 O
0 0 0 0 G
0 TGy 0 TGy, —-2T

Sejam agora os seguintes escalares:

Bio= &) Mi(=€(1) + Aal(t) + Apz(t) + (A — WE)P(ve(t)))

B = €MD) + AL + A(D) + (A~ WERED)  a7g)
Bs = 2(t) M3(Q2a€(t) + Q2 (t) + Qep(ve(t)))

By = p(t) My(Z:£(t) + Eap(t))
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A partir de (169) e (170), segue que as equagdes

0 = B+p0
0 = [+
0 = f[3+ 03 (179)
0 = Bi+0

séo satisfeitas, para quaisquer matrizés € R, M, € R"*", My € R"=*"= e
My € Rmexme,
A partir de (179), se

CNoC+ B+ B+ Bo+ B+ B3+ 05— s — 3, <0 (180)

€ verificada, entdo (177) é satisfeita. Observe que é pbsséserever (180) da seguinte
forma

('A3(€)C <0 (181)
sendo
—M, — M{ P— M,+ MA, M A, 0
* MQACL + A;Mé Mz.Ab + Q;Mé —E&Mi
As(€) = * * M5y, + S M 0
* * * —M4EQ — EgMi
* * * *

M A, — MA\WE,
My A, — MoOWE,. + G\T
M3Qc
GLT
=2T
Assuma agora qué/;, M3 e M, s&o ndo-singulares e qué, = M) > 0. Define-se
entdo as seguintes matriz@s = M; ', Qy = My, Qs = My ', Q= M, ', F=T""e

Q 0 0 0 0
0 Qo 0 0 0

Mo=| 0 0 Q 0 0 (182)
0 0 0 Q4 0

0o o0 0 0 F

Multiplicando a condigéd\;(¢) < 0 a esquerda e a direita pdp definido em (182) &I},
respectivamente, tem-se

—0Q1 — Q) Q1 PQ2 — Q1 + AQ Ay Qs 0
* A.Q2 + Q2 A, Ap Qs + Q5 —Q2=
* * QQ% + Q38 0
* * * —Z5Q) — Q4=
* * * *
AF —WE_.F
AF —WE.F + Q.G
Q.F <0.
Q4G

—2F
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Observe que a desigualdade acima ndo é uma LMI devido ao ®{Q,. Entre-
tanto, neste caso, pode-se considétar M, de forma queP’Q, = I,.. Além disto,
para os termo§).G, Q.G) e E.F, podem ser consideradas as seguintes mudancgas de
variaveis:V/ = .G, V5 = Q.G e Er = E.F. Neste caso, se

A4(§) <0, (183)
com
-0 — Q] A.Q2 ApQ3 0
* AuQa2 + Q2A,  ApQs + QL2 —()2=)
A4(§) = * * QbQé + QgQZ 0
* * * —E5Q) — Q4=
* * * *
A F — WERp
AF —WEp + V!
Q.F ,
Vy
—2F

€ verificada, entdo (177) é satisfeita.
A partir das consideracfes apresentadas acima, é formallsefguinte resultado.

Teorema 9 Considere o sistema (168) satisfazerdtb-H2 e sua DAR (169)-(170) sa-
tisfazenddH3. Se existirem matrizes constantgs, (); = Q5 > 0, Qs3, Q4, Er, V) €
V5 de dimensbes apropriadas e uma matriz diagonal definiddipadi, satisfazendo as
seguintes desigualdades matriciais lineares para ooV (B;):

A4(§) <0, (184)
Q2 Q2 B
{QLQQ 1 >0,r=1,...,n, (185)
Q2 Q2= Q2K — Vi)
* EaQ) +QuEy QuKG, — Vi, | >0,i=1,...,n, (186)
* * U(Q)(i)

entdo o ganho danti-windupé dado porE, = ErF~! é tal que para todg(0) € R,
comP = Q,", a respectiva trajetoria do sistema em malha fech&da pertence aRr,
e converge assintoticamente para a origem quahde oo, sendo quéR é definida em
(172).

Prova.

Como definido anteriormente, considere qug Ay, A., Q) O, Q., K1, K3, 21 €25
sdo afins end. Assim, se as desigualdades (184)-(186) s&o factiveixpdeg € V(B),
entéo, por convexidade, estas também séo satisfeitasopaa ¢ ;.

Note que, ao supor que, e =, séo ndo-singulares (a partir H8), os termos2,Q)’; +
Q38 < 0 e =) + Q4= > 0 asseguram qu@; e (), sao ndo-singulares. Além disso,
uma vez que (a partir de (184Q), + @7 > 0 e (por imposicéo)), > 0, segue que a
matriz I1, definida em (182) é inversivel. Assim, 8g(¢) < 0, segue qué\3(&) < 0.
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Logo, a partir de (179) conclui-se que (176) é verificada ¢pph = P > 0. Assim, se
R C SN B: e considerand® () = £'P¢, segue qué’ < 0, V¢ € R, 0 que garante que
para todc(0) € R as trajetdrias resultantes do sistema em malha fec{adpertencem
a’R e convergem assintoticamente para a origem quandax.

-1
Por outro lado, multiplicando a esquerda e a direita (186)jpo= { Qg (1) } ell],

respectivamente, obtém-se:

{Jf q{}zo, Vr=1,...,n,. (187)

0 que garante quR esta incluida na regid8; definida em (74) (BOYD et al., 1994).
Além disso, multiplicando a esquerda e a direita (186)po« blockdiag{Q,*, Q;"*, 1}
e Il}, respectivamente, obtém-se:

POEM Ky -G
x ME;+ M) Kjy —Ghy | 20, Vi=1,....n,. (188)
* * UO(i)z

Aplicando agora o complemento de Schur (vide Apéndice A) #88) e em seguida
multiplicando a esquerda e a direita a desigualdade nadtresultante respectivamente
pelo vetor| ¢ /' | e seu transposto, tem-se:

2
(K1) — Gi)€ + (Kag) — Gay)p)

2

- < EPE+ 2 My(Ei6 + Sop), Vi=1,....m,
0(2)

Assim, observando qug ¢ + =;p = 0 e se¢’ P¢ < 1, segue que:

0 que assegura que C S.
Desta forma, conclui-se que (185) e (186) garantemijue B, N S, o que conclui a
prova. ]

Observacdo 9No caso particular em que. depende linearmente ou bi-linearmente
(quadraticamente) de e n, tem-se que = 0 em (170) e assim, considera-88 = 0,
=1 =0e=Z,=0.

Neste caso, a relacdo (185) pode ser substituida por

Q2 Q2K Vi

* Uo(4)

>0, Vi=1,...,n. (189)

e G, = 0. Alem disso, a“ linha e a4“ coluna de (184) devem ser eliminadas, ou seja,
(184) deve ser substituida por:

Q1 — Q) Ao Q2 ApQs AF —WEFp
* A,Q2 + QAL AyQs + Q92, AF —WER + V] <0
* * 0 Q3 + Q38 QF

* * * —2F
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5.4 Problemas de Otimizagcao

O resultado apresentado no Teorema 9 pode ser aplicadoglanéac um ganho de
anti-windupa fim de (tentar) maximizar a regido de atracdo do sistema dharfechada.
Na verdade, esse objetivo é alcancado implicitamente aomzat a regiddR associada
ao ganho a ser calculado.

Com este objetivo, uma vez g € um dominio elipsoidal, o seguinte problema de
otimizacao pode ser considerado:

(184), (185), (186) V¢ € V(B:)
min tragq H) { H I } -0
I Q ’

Note que neste caso a minimizagéo de t(até um critério que leva a minimizacao
de

(190)

trag@; ') = tragq P)
e assim implicitamente a maximizagdo do tamanh®d&ale salientar que outros crité-
rios classicos relacionados ao tamanho de conjuntos elggisgpodem ser utilizados, tais
como: maximizagao do volume, maximizagdo do menor eixo,mia&cdo em determi-
nadas direcdes, (ver, como exemplo, Capitulo 2 em (TARBOURIEGH,&X011) e suas
referéncias) também podem ser aplicadas.

Observacéo 100bserve que (184), (185) e (186) sdo LMIs para V(B;). Assim, o
problema (190) é convexo e pode ser solucionado diretamaili'andosolverspadrao
para LMIs, sem a necessidade de algoritmos iterativos camapitulo precedente.

Observacédo 11Conforme dito nos capitulos anteriores, a regiép corresponde a re-
gido onde ha factibilidade das LMIs. Desta forma, os mesnagsgs apresentados na
Observacéo 4 no Capitulo 3 podem ser utilizados.

Alternativamente, pode-se parametriZgr conforme abaixo:

B& = {5 . |§(Z)| S Oéi,i = 1, Ce ,ng} s
entdo, os seguintes passos podem ser considerados:

* Passo 1: Soluciona-se (190) para um dado politopo sufieraehte pequenae(,
oy Qi)

» Passo 2: Para matrize§),, ()3, (), dadas eF’, maximiza-seB; em relagéao a
Qs .y Qg € matrizes livres),, Er, V; e V5.

Assim, faz-se a iteracdo entre estes dois passos até queajgimbdanca signifi-
cativa no tamanho d&.

5.5 Extensao - Caso Discreto

Nesta secao uma extensdo dos resultados apresentadosapést® é desenvolvida
para tratar sistemas em tempo discreto. O objetivo corsisteintetizar compensadores
de anti-winduppara sistemas nao-lineares racionais em tempo discretiosug satu-
racdo do atuador. Para tanto, um problema de otimizacad@ad@asn LMI € proposto
para calcular um ganhemti-windupgue implicitamente leva a maximizacao da regido de
atracdo do sistema em malha-fechada.
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5.5.1 Apresentagao do Problema
Considere a seguinte classe de sistemas de controle em té&sopzal

v = f(e(k) + gla(k))sat(va(k))
y(k) = hy(o(k)) (191)

e assuma que um controlador estabilizante dinamico de &aipiejetado para garantir
algum desempenho desejado e a estabilidade do sistema & fieethada na auséncia
de saturacdo no controle. Este controlador é dado por:

S )
wlk) = ho(n(k), y(k) . (192)

comn, =n(k+1).

Novamente, para tratar aos efeitos indesejaveis causatbsaturacdo, um ganho
de anti-windupé adicionado a este controlador. Utilizando a simplificag@motagéo
na formag (k) = &, considera-se a dindmica do controlador e a estratégiatéeindup
definindo o vetor de estados aumentado = [z(k)" n(k)’]’, tal que o sistema em malha
fechada pode ser representado por uma RAR, da seguinte forma:

& = A+ Az + (A — WEY(ve)

0 = Quf+ Qe + Qo) (193)

sendo que, = &(k + 1), E. é uma matriz constante representando o ganhantie
windupa ser determinado &€ um vetor nao-linear auxiliar em relacaq a linear em
relacdo a) contendo termos racionais e polinomiais (termos de orderorroa igual a
dois).

Da mesma forma ao apresentado para o caso continpode ser representado por:

Ve = Klg + KQp

_ — 194
0 = E{+Ep (194)

sendop um vetor ndo-linear auxiliar fungéo de, n) contendo termos racionais e polino-
miais (termos de ordem maior ou igual a dois).

Cabe ressaltar que, para o sistema (193)-(194), as hipdtdsét2 e H3 sdo consi-
deradas. Além disso, considera-se que as matrizes, devem ter posto completo para
todo¢ € B:e.

A partir da configuracao acima, o objetivo € determinar o gatganti-windupFE. tal
gue a regiao de atragéo do sistema em malha fechada, sierita@o sistema definido
em (167) para o caso continuo, possa ser aumentada.

5.5.2 Resultado Tedrico

Considerando a fungéo de Lyapunov quadratica definida en),(dd@da sistemas em
tempo discreto segue que:
AV(§) =& Py - ¢'P¢. (195)
A partir do Lema 7, s& € S, entdo a relacéo (v,) T [y (v.) — G1& — Gap] < 0 €
verificada para qualquer matriz diagonal e definida positiva. Assim, considerando o
vetor auxiliar¢ = [¢, &(k)" z(k)" p(k) ¥(ve(k))] se

C'AsC < 0 (196)
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sendo
P 0 0 O 0
0O -P 0 0 G.T
Ao=10 0O 0 O 0
o 0 0 0 GyT
0 TGy 0 TGy, —-2T

é verificada, entdad V' (§) < 0 para toddf € S N Be.
Definindo os seguintes escalares

Bro= EM(=& + AL(k) + Apz(k) + (Ac — WE )Y (ve(k)))
Bo = &(t) Ma(—E&4 + AL(k) + Apz(k) + (Ac — WE)Y(ve(k)))
63 = Z(k)/MS(Qag(k) + sz(k) + Qc¢(vc(k)))

B = p(k) Ms(E:&(k) + Eap(k)),

a partir de (193) e (194), segue que as equacgOes (179) safeitadi para quaisquer
matrizesM, € R"*"¢, M, € R M, € R"=*"= e M, € R™*" Assim, se

(197)

¢'As(§)¢ <0 (198)
com
P—M —M — —M+MA, My A, 0
* —P + My A, + AL M), MyA, + QU M —=/ M]
Ag(g) = * * Mng—FQZMé 0
* * * —M4EQ — EQMQ
* * * *

My A, — MiWE.,
MyA. — MoWE, + GY\T
M3Qc
GLT
=27

€ verificada, entdo (196) é satisfeita.

Multiplicando a condi¢caad;(£) < 0 a esquerda e a direita pdy (definido em (182))
e I} respectivamente, tem-se

Q1PQ1 — Q1 — Q} —Q1 + A.Qo Ay Q5 0
* —Q5PQ2 + AuQ2 + Q2 A, ApQ5 + Q251, —()2=]
* * D Q5 + Q38 0
* * * _EQQQ — Q4E/2
* * * *
AF —WE_.F
AF —WE.F + QG

Q.F <0.

Q.G

—2F

Observe que, diferentemente do caso continuo, a desigieaddama nao € uma LMI
devido aos termog); PQ, e Q,PQ),. Neste caso, é possivel considefar= M, = M,
o que leva aP@Q); = PQ, = I,,. Assim, definido®) = Q; = @, para o termosg),G’ e
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E.F, podem ser consideradas as seguintes trocas de varigyeisQG, V; = QG5 e
Er = E_F. Neste caso, se

Ay(§) <0, (199)
com
—Q' —Q+ AQ ApQs 0
* —Q+AQ+ QA, AQs3+ QL —Q=)
A4(§) = * * Qng -+ QgQ;) 0
* * * —EQ) — QuZy
* * * *
AF — WEFp
AF —WEpr+V/
Q.F ,
14
—2F

€ verificada, entdo (196) é satisfeita.
A partir destas consideracdes, 0 seguinte resultado écapaes.

Teorema 10 Considere o sistema (168) em tempo discreto satisfazeiidbl2 e sua
DAR (193)-(194) satisfazend#3. Se existirem matrizes constantgs= @’ > 0, Qs,
Q4, Er,V, e V; de dimensdes apropriadas e uma matriz diagonal definidatipast’,
satisfazendo as seguintes desigualdades matriciaisriisgzara todet € V(B5;):

A4(§) <0, (200)
Q Qg _
{qﬁ@ | >0,r=1,...,n, (201)
Q E/1 QKi(i) - V1/(z')
* o EaQ) + QuEy Qulyy — Vo | >0,i=1,...,n, (202)
* * ug(i)

entdo o ganho denti-windupdado porE,. = ExF~! é tal que para todg(0) € R,
comP = @', arespectiva trajetdria do sistema em malha fechada pertence ar,
e converge assintoticamente para a origem quahde oo, sendo quér é definida em
(172).

Prova.

Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 10 podsonssgerados
sendo que) = @1 = Q2. Em resumo, (200) assegura qié’(z) < 0, levando a
xr € R C B,NS. Asrelagbes (201) e (202), asseguram @ue- B, e R C S,
respectivamente. O

Observacdo 12Com o objetivo de calcular um ganho deti-windupa fim de maximizar
a regido de atracdo do sistema em malha fechada o probleméaméacéo (190) pode
ser considerado.

Observacdo 13Com o objetivo de diminuir o conservadorismo imposto ao camnar
Q = 1 = @, pode-se utilizak); = @,. Desta forma, é possivel relaxar a solucéo
fazendo uma busca linear no parametro
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5.6 Exemplos Numeéricos

Exemplo 7 Considere 0 mesmo sistema apresentado no Exemplo 6 utiizantesma
representacdo DAR com

Be = {¢eR”: |&4] < a1, [&| < o},

sendo quey; = 1.3 e, = 2.4. Neste caso, (veja Observagéo 8)- 0 e assimi, = 0,
=1 =0e=,=0.

Com base no problema de otimizacdo apresentado em (190)ynuletese a esti-
mativaR da regidao de atragédo do sistema em malha fechada sem a coagderemnti-
windup, i.e. forca-seF,. = 0. A Figura 15 mostra a estimativa obtida e a regido que,
como visto no Exemplo 6, é limitada por um ciclo limite. Nesi®oca matrizP é dada
por:

p_ 0.9826 —0.2750

| —0.2750 0.3211

Figura 15: Estimativa da regiao de atracdo sem anti-windup.

Aplicando agora o problema de otimizag&o (190) e considdoar. # 0, obtém-se:

p_ 0.8514  —0.2547

= | —02547 02498 | N9 Ee = 52164,

A Figura 16 mostra a nova estimativa da regiao de atracao pavalor deF, acima.
Neste caso, a regido de atragcao resultante também pode senaloa nesta figura. Como
visto no Exemplo 6, observe que a introdugcéo da compensagawvindupfaz com que
o ciclo limite desapareca e agora a regido de atracao toreargior e € nao limitada em
certas direcoes.



Figura 16: Estimativa da regido de atragdo com anti-windup.

Figura 17: Comparacao entre estimativas da regido de atracéo

91
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Para propésitos de comparacgdo, sao apresentadas ambasagstas da regido de
atragéo na Figura 17, ond&, é a linha tracejada (sem anti-windup)7@, € a linha
continua (com anti-windup). A regido onde o sistema néo aatutenotada poR,,,.

Considerando a condigéo inicigl0) = [—0.6 1.16]’, a Figura 18 mostra as trajeto-
rias da saida {) e do sinal de controleu() em trés casos distintos. Primeiramente nao
€ utilizada a estratégia danti-windupilustrada pelas linhas tracejadas. Em seguida,
as trajetorias sao ilustradas utilizando a estratégia aleti-windup apresentada neste
capitulo (linha continua) e no Capitulo 4 (linha pontilhad&@bserve que utilizando a
abordagem convexa, o sinal de controle permanece meno® teaityrado e ha melhora
no desempenho do transitorio.

Figura 18: Trajetoria da saidae do sinal de controle. com anti-windup (continua) e
sem anti-windup (tracejada).

Exemplo 8 Considere o sistema em malha fechada apresentado em (VALND@ARBal.,
2010):

i = 1+ 2112 + 1179 + sat(v,)
I'Q = I (203)
y = w1+ 0.529,

comugy = 0.6 e o controladorN DI (do termo em ingléd/ onlinear Dynamic Inversion)
= x1+ 0.5y — 1.480m; + 2.4501m
v, = —2x1% — 2120 — 4471 — 2.209 — 15.148m; — 21.449n,.

Considerando a DAR dada em (169), tem-se para o sistema (208)-a seguinte



93

representacao:
—-34 —-22 —15.148 —21.449 -1
1 0 0 0 0
Ao = 1 0.5 —1.480 2.450 A= 0 ’
0 0 2.450 0 0
e

Ki=|—-44-2z; —22—1; —15.148 —21.449 | .

Uma vez que o sistema em malha aberta e a saida do controladayusadraticas em
en, Ay, Qu, U, e, Ko, =1 €25 S80 iguais a matrizes nulas de dimensdes apropriadas.
Considere

B = {f ER?: |G| <, 6] < an, |&] < as, €] < au, },

coma; = 0.35 eay = a3 = ay = 0.6. Baseado no problema de otimizacéo apresentado
em (190), primeiramente, determina-se a estimaivea regido de atracao do sistema
em malha fechada sem a compensacaantowindup i.e. faz-sefs. = 0. Neste caso, a
matriz P & dada por:

06.3 233 113.2 154.1
p_ 23.3 20.8 76.7 1054
© | 1132 76.7 611.2 834.3 |’

154.1 105.4 834.3 11554

com tragg P) = 1843.71.
Aplicando agora o problema de otimizag&o (190) e considéodr. # 0, obtém-se a
regidoR, dada por:

20.0139 8.4749 36.9308  49.1887
8.4749  6.6146 30.3210  40.6876
36.9308 30.3210 220.9461 301.6380
49.1887 40.6876 301.6380 412.5945

P—

—5.0000

comtracqP) = 660.17e E, = 3 4985
reduzido utilizando a técnica dmnti-windup Isto significa que a estimativa da regido de
atracdo € implicitamente aumentada com a compensacamtevindup

Considere agora a condi¢&o inicig(0) = [ 0.2235 0 0 (' |. Vale salientar que
£(0) esta no interior da regido encontrada com a utilizagdoatdi-windup entretanto
£(0) ndo pertence nem &R encontrada semanti-windup nem a regido apresentada em
(VALMORBIDA et al., 2010). A Figura 19 mostra a resposta daslasy e dos sinais
de controlev,. para esta condicao inicial considerando os casos com (liobwatinua) e
sem a estratégia denti-windup(linha tracejada). Neste caso, pode-se observar que a
trajetoria do sistema em malha fechada diverge sem a comapaasioanti-windup

. Observe que tragd’) é significantemente

Exemplo 9 Considere o seguinte sistema nao-linear multivariavel elassque as en-
tradas estdo sujeitas a saturagéo, cog= |1 1]"

1(t) = (z1(t) +2)x1%(t) + 1022(t) + 10sat(vey(t))
To(t) = —100xq(t) — 3022(t) + 10sat(ve (1))
yi(t) = 20a,(1)

(205)
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Figura 19: Trajetoria da saidae do sinal de controle. com anti-windup (continua) e
sem anti-windup (tracejada).

A partir do modelo linearizado do sistema (205), projeteussn controlador multi-
variavel estabilizante local na forma proporcional-intafy(P1) dado por:

(t) = Anx(t)+Bn (t)
wlt) — Conlt)+ Do), (206)

sendo quey(t) = [n: ()" na(1)'T', ve(t) = [ve, (1) e, ()T

A =0y, By—1I, C— —0.4686 —0.3703} D, = { 0.0728  0.0516

—0.2959 0.4149 —0.0227 0.0176 | -

Consideranda: = 2, a seguinte DAR para (205)-(206) pode ser obtida:

—4.5400  13.5200 —2.9590 4.1490 T+ 2
A= —85.4400 —19.6800 —4.6860 —3.7030 A= 0
@« 1 20.0000 0 0 0 A 0 ’
0 20.0000 0 0 0
~10
10
A, = 0 , Qo=[a1 00 0], Q=-1
0

e K. — 1.4560 1.0320 —0.4686 —0.3703
V71 —0.4540 0.3520 —0.2959 0.4149 |’
Neste casop = 0 e assimK; = 0, =; = 0 e Z, = 0. Além disto, observando

que as matrizes da DAR dependem somente dos estadpsde-se consideral; :=
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Tabela 1: Resultados do problema de otimizacdo para O e £, # 0

E. P tragq P)

1.9355  0.2987  0.1368 —0.1035

0 0 0.2987  0.2615 —0.0038 0.0397 9 4917
0 0 0.1368 —0.0038 0.1829 —0.0101 ’
—0.1035 0.0397 —0.0101 0.1119
0.1682 0.0247  0.0101  0.0007
0.2059

—24.5150 383.6112 0.0101 —-0.0032 0.0080 —0.0019
0.0007  0.0058 —0.0019 0.0052

{—4.3832 —126.3203] 0.0247 0.0245 —0.0032 0.0058

{£ eR5: || <y }. Paraa; = 3.0, a Tabela 1 apresenta os resultados obtidos utili-
zando o problema de otimizacédo (190), considerando 0s @Bu$ sem a compensacao
do anti-windup A partir das matrizes® e seus respectivos tracos, pode-se concluir que
a estimativa da regido de atrac@® é significantemente aumentada com a aplicacdo da
técnica deanti-windup

A Figura 20 mostra aa trajetorias das saidase dos sinais de controle. obtidos
a partir da condigdo inicialg (0) = [ —0.1548 —1.0109 —3.2397 13.0463 |" consi-
derando os casos com e sem a estratégiantewindup Deve-se destacar qug0)
pertence a regid® obtida comanti-windup mas néo pertence a regido obtida sani-
windup. Observe que com a compensacaocadé-windup(linha continua), o sinal de
controle permanece menos tempo saturado e que a conveagdseitrajetorias do sis-
tema em malha fechada é significantemente mais rapida.

5.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi proposta uma abordagem para calculdrogateanti-winduppara
uma classe de sistemas multivariaveis nao-lineares asij@isaturacéo do atuador. As-
sim como apresentado no Capitulo 4, as condicbes propostaarbe-se em uma re-
presentacdo algébrica diferencial de sistemas racioRag lidar com a saturagéo foi
considerada diretamente a versdao modificada da condic&iategeneralizada. A partir
desses elementos, um problema de otimiza¢édo baseado enoiyiibposto para calcular
um ganhaanti-windupa fim de obter uma estimativa da regido de atracéo do sistema em
malha fechada.

Vale salientar que, diferentemente dos métodos apresentad Capitulo 4, o pro-
blema pode ser resolvido na forma de condi¢des de estajdibzZacal diretamente na
forma LMIs evitando procedimentos iterativos de relaxaimeAlém disso, esta aborda-
gem permitiu considerar sistemas de controle nao-lineatdtsvariaveis evitando técni-
cas de relaxamento ou busca linear em parametros.

Vérios exemplos numéricos foram apresentados para ifustplicacdo da aborda-
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Figura 20: Trajetorias das saidae do sinal de controle. com anti-windup (continua) e
sem anti-windup (tracejada).
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gem proposta e a melhoria efetiva do tamanho da regido dgatdm sistema em malha
fechada obtida por meio de estratégiasudi-windupapropriadas. Por fim, uma extenséo
dos resultados foi apresentada para tratar sistemasn&rds em tempo discreto sujeitos
a saturacéao do atuador.

Estes métodos também podem ser vistos como uma generalidagdrabalhos re-
centemente publicados em (OLIVEIRA et al., 2011b), no serdiel que o sistema e os
controladores com saidas racionais podem agora ser tsat@adoe permite lidar com o
importante caso dos controladores NDI, entre outros. Resstreferentes a este capitulo
foram submetidos a publicagcdo em (GOMES DA SILVA Jr. et &11,D).
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6 SINTESE DE REALIMENTACAO DE ESTADOS

Conforme visto anteriormente, comportamentos inadequaalesm surgir quando o
um controlador ou um compensador € projetado considerand@proximacéo linear de
um sistema nao-linear e é aplicado ao sistema original. Barmadorma que visto nos
capitulos 4 e 5, ao projetar o controlador para um sistemaaarfechada considerando
suas nao-linearidades, pode-se aumentar consideravelmeagidao de atracdo. Neste
caso, é possivel considerar as curvas de nivel da funcaoagrihgy como regides de
estabilidade assintotica (GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1®8ou “estimativas” da
regiao de atragao.

Este capitulo trata o problema de sintese de realimentag@stddos para sistemas
nao-lineares racionais sujeitos a saturacdo do atuadordesaumentar a regiao de atra-
¢ao do sistema em malha fechada. Neste contexto, a abordisgpemde da utilizacdo da
representacao algébrica diferencial (DAR) do sistema im&aul € do uso de uma condi-
¢ao de setor generalizada para modelar os efeitos da sauragartir desses elementos,
as condicoes de estabilizac&o local que permitam, simedtagnte, calcular o ganho de
realimentacdo de estados e uma funcéo de Lyapunov quadiétando a uma estima-
tiva maximizada da regido de atracao do sistema em malhadad#&o propostas. Estas
condicdes sédo na forma de LMIs dependentes dos estadospdgem [ger resolvidas nu-
mericamente nos vértices de um dado politopo de estadossignis.

Diferentemente de outros trabalhos (COUTINHO et al., 2004UTINHO; FU;
TROFINO, 2004; COUTINHO et al., 2008), neste caso consideraima abordagem
similar & apresentada no Capitulo 5. A vantagem esté prinogpde na resolucao dire-
tamente na forma de LMIs evitando procedimentos iteratil@selaxamento e no trata-
mento de forma direta de sistemas de controle multivagavei

6.1 Apresentacao do Problema

Considere a seguinte classe de sistemas nao-lineares:

w(t) = flx(t)) + g(x(t))sat(u(t)) (207)

sendo quer € B, C R™ é o vetor de estados; € R"™ é a entrada de controle.
f,g : R™ — R™ sao funcdes racionais emsatisfazendo as condi¢cdes de existéncia
e unicidade de solugéo para tade B,. E suposto quég(0) = 0.

Neste capitulo, o interesse principal esta na estabilizd@&istema (207) atravées da
utilizacdo de uma lei de realimentacao de estado lineagjail[gode-se considerar

u(t) = Kx(t) (208)
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comK € R™*",

Assumindo quef(0) = 0, tem-se que a origem € um ponto de equilibrio do sistema
nao-linear em malha fechada (207)-(208). O problema fuedéhneste caso é o projeto
do ganhak tal que a origem seja assintoticamente estavel e a regidoagéado sistema
em malha fechada seja maximizada.

Suponha quex é projetado tal que exista uma funcao continua e difereelciav
B, — R e escalares positivas, ¢; e ¢; satisfazendo as condi¢des (9) e (10), apresentadas
no Lema 1, sendo qu¥ é definida como a derivada dé ao longo das trajetérias do
sistema (207)-(208).

A partir do Lema 1, o problema de encontfarque maximize a regiao de atracéo do
sistema em malha fechada pode ser reformulado atravésadacde K e da funcédo de
LyapunovV, levando a uma estimativa da regido de atracédo tdo grande¢oqo@ssivel.
Note que, por definicdo, esta estimativa esta incluida nacetg atracdo de (207)-(208)

Neste contexto, € considerada uma funcéo quadratica comdideda de Lyapunov:

V(z) =a'Px, (209)

sendo queP? = P’ > 0 e P € R™", Entdo, a regiao relacionada com a funcéo de
Lyapunov é descrita pelo seguinte conjunto elipsoidal:

R={zxeR":a'Px <1}, (210)

A partir das consideragfes acima, o problema que sera o &sta decdo é encontrar
matrizesK e P tais que as condicdes do Lema 1 séo satisfeitasi¢om definida em
(209) e a regido associa®adefinida em (210) é tdo grande quanto possivel considerando
algum critério relacionado ao tamanho desta regiao.

6.2 Preliminares

Nesta secdo sdo apresentados alguns resultados instaisngund serdo Uteis para
o desenvolvimento de condi¢gbes na forma de LMIs, permitsmlacionar o problema
abordado na sec¢é&o anterior.

6.2.1 Representacdo Diferencial Algébrica — DAR

Da mesma forma ao apresentado nos capitulos anterioradjgarcom a saturacao,
é considerada a néo-linearidade zona-morta definida ppr Feftanto, o sistema (207)
pode ser descrito por:

w(t) = flx(t) +g(=(t))ult) — g(x(t))P(u(t)) (211)

Considere agora a seguinte DAR para o sistema acima (COUTINHD, €004,
2008):
(t) = Arx(t) + Axz(t) + Aszb(u(t)) + Agu(t)

sendo que: € R™ é um vetor ndo-linear auxiliar em u, v» contendo termos racionais
e polinomiais (com ordem igual ou maior que dois)fde) e g(x); e A; € R™", A, €
R 7= Ay € R, Ay € R, Q) € R%X7, (), € R%=*"= )y € R™=*1 ey € R%=x!
séo funcdes matriciais afins em

Para garantir que a DAR em (212) é bem definida (i.e., a urdeida solucée(t) &
assegurada) assume-se que a funcéo matfigitgm posto completo para todoe B5,.

(212)
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Esta hipotese garante que o vetor auxiliét) possa ser eliminado de (214), levando
a representacéo original do sistema em (211). Isto podesgertitilizando a seguinte
equacao:

z =~ (o (t) + Qo (ult)) + Qu(t)) (213)

Perceba que, a partir da lei de controle em (208) e da DAR eB),(@kistema (207)-
(208) pode ser representado da seguinte forma:

i(t) = (A1 + AgK)x(t) + Agz(t) + Asp(u(t)) (214)
0" = (O + QuK)(t) + Dz (t) + Quib(ult))

6.2.2 Politopo dos Estados Admissiveis

Da mesma maneira que apresentado anteriormBpté,uma dada regido politépica
contendo a origem em seu interior descrita por um conjuntoetgiacoes escalares defi-
nido em (74).

Observando o resultado apresentado no Lema 1, o corfuesia incluido na regiao
B, se a seguinte condi¢éo for satisfeita (BOYD et al., 1994):

{ b b } >0, (215)

T

parar =1,...,n,.

6.2.3 Condicao de Setor Generalizada

Neste capitulo sdo utilizados conceitos apresentados;éa 23.1. Neste sentido, €
considerada uma matriz € R™*". A partir da ndo-linearidade zona-mortéu) em
(57) e do conjunta definido em (58), utiliza-se o Lema 4.

Assim, como no resultado da secéo 6.2.2, a rel&&o S é satisfeita se as seguintes
condicdes séo verificadas:

! /
[P Ko =G

]>o, Vi=1,... 1. (216)
x UG

6.3 Resultado Principal

Nesta secdo uma abordagem LMI para lidar com o problema tiseide realimen-
tacdo estatica de estados introduzido na secéo 6.1 é dpserA ideia principal é
desenvolver condi¢cdes na forma de LMIs que dependam de raaafen emx. Neste
sentido, por convexidade, estas condicdes devem ser adafem um conjunto finito de
pontos representados pelos vérticedde

Considerando a fungéo de Lyapunov quadratica definida en),(@§ue que

V(z) = &' Pz + 2'Pi . (217)
Definindo agora um vetor auxiliar

Go= [z() =),
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€ possivel reescrever (217) da seguinte forma

V(x) = Ao, (218)
com
[0 7]

A partir do Lema 4, se € S, entdo a relagég(u)' Ty (u) — Gz| < 0 é verificada
para qualquer matriz diagonal definida posifivaAssim, se

CoMiCo — 2¢(u) T (u) — Ga] <0 (219)

é verificada, entad’(z) < 0 para todar € SN B,.
Considerando o vetor auxiliar

= [2(0) =) 2@) P@®)T

pode-se reescrever (219) como

("Ao¢ <0 (220)
com
0O P 0 0
A_| P 0 0 GT
1o 0 0 o
0 TG 0 —2T

Similarmente ao utilizado na secéo 5.3, define-se agoragogses escalares:

B = @(t)Mi[—2@) + (A1 + AsK)x(t) + Axz(t) + Asth(u(t))]
Bo = w(l) Ma[—2@) + (A1 + AsK)z(t) + A22(t) + Az (u(t))] (221)
B3 = 2(t) Ms[( + QK)z(t) + Qaz(t) + Qstp(u(t))]

A partir da representacéo do sistema apresentada em (2pdie gue as seguintes
equacoes

0 = Bi+p0
0 = [+ 0 (222)
0 = B3+ 04

sdo satisfeitas, para quaisquer matrixgsc R"*", M, € R™*" e M3 € R™"=*"=,
A partir de (222), se

CAoCH+ B+ B+ B+ 35+ B3+ 55 <0 (223)

e verificada, entdo (220) é satisfeita.
Por outro lado, pode-se reescrever (223) da seguinte forma:

C'As@¢ <0 (224)

sendo

—M; — M| P — M)+ M;(A+A4K)
* MQ(Al +A4K>+(A1+A4K>/Mé
* *
* *
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MlAQ MlAg

MyAs + (0 + QuK )M, MyAs +G'T
Mgﬁg -+ QéM?/) M3Q3

* —2T

De maneira analoga ao feito na secdo 5.3, assume-se aindd;qud, e M3 sao
matrizes ndo-singulares e defineege= M; ', Qo = M, ', Q3 = M; ', F =T"'e

@: 0 0 0
10 Q@ 0 0
I, = 0 0 Q; 0 (225)
0O 0 0 F
Multiplicando & esquerda e a direita a condigggr) < 0 por II, e II{, respectivamente,
obtém-se
—Q1 — Q) Q1PQy— Q1+ (A+AK)Q,
* (A1+A4K)Ql2 + QQ(A1+A4K)/
* *
* *
A2Qé A3F
AsQly + Q20 + QK'Y AsF + QG <0
Q205 + Q38 W F '
* —2F

Observe que a condicdo acima ndo é uma LMI devido ao ténft),. Entretanto,
considera-sé = M, e segue qué&Q), = I,,. Além disso, para os termdg,G’ e KQ5,
considera-se a seguinte troca de variav@js= Q.G' e Qx = K(Q),. Neste caso, se

M) <0, (226)
com

—Q1— @) A1Qy+AsQr
* A1Qy+AiQk + QA1+ Q) Al
* *
* *

AxQ3 A
AsQs + Q221 + Qi Yy AsF + G,
Q204 + Q325 O F
* —2F
for verificada, entdo (220) é satisfeita.

Por outro lado, definind@l; = [ %2 (1) },se

<0,

I, [ b } M, >0, (227)

for verificada, entdo (215) é satisfeita. A condi¢cdo acim@epser reescrita da seguinte

forma o o
2 24y
ey >0, 228

|: Q’I“QQ 1 :| ( )
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Similarmente, a condicdo (216) é equivalente a:

Q2 Q/K(i) - ZGq(i)/

* UO(Z)

>0. (229)
Com base nestas consideracgdes, 0 seguinte resultado éngquiese

Teorema 11 Considere o sistema (211) e sua representacdo DAR em (214xiSe
uma matriz constante definida positiga = ()5, matrizes)s, Qx e G, de dimensdes
apropriadas e uma matriz diagonal positiva definilasatisfazendo o seguinte conjunto
de desigualdades matriciais linearés € V(5,)

Al <0, (230)
Q2 Q20 ]
/ >0, 231
{ Q2 1 N .
{Qz Qr() — 2G‘1(i) ] >0, Vi=1,...,n,. (232)
* Uo(4)

entdo o ganho de realimentagédo de estados dadaper Qx (Q5) ! é tal que para todo
z(0) € R, comP = Q,"', a trajetoriaz(t) pertence aR, e converge assintoticamente
para a origem quando — oo, sendo quéR é definida em (210).

Prova.

Considere que as matrizds, A,, A3, A; Q4, 5, Q3 €€, sdo afins em. Assim, se
as desigualdades (230)-(232) séo factiveis para.cad® (B, ), entdo, por convexidade,
estas também sao satisfeitas para todos, .

Uma vez que (a partir de (230)-(232)) + @ > 0, Q2 > 0 e, Q3 é ndo-singular
(assegurado por (230)), segue que a mairizefinida em (225) é inversivel. Assim, se
Ay(z) < 0, segue que\s(z) < 0. Desta forma, a partir de (222) conclui-se que (219) é
verificada con),' = P > 0. Entdo, seR C S N B,, a partir da discussdo apresentada
na secdo 6.1, considerantidz) = +/Px, segue qué’ < 0, 0 que assegura que para
todoz(0) € R a trajetoriax(t) pertence &R e converge assintoticamente para a origem
quanda — oo.

Agora, considere as relacdes (231) e (232). Multiplicandscuerda e a direita (231)

e (232) porll; !, tem-se (215) e (216), respectivamente. Desta forma, asaciR C
B, NS é satisfeita, 0 que conclui a prova. O

6.4 Problema de Otimizacéao

Nesta secdo apresenta-se como o resultado do Teorema 1Equodglicado para
solucionar o problema de encontrar um gamhadal que as condicbes do Lema 1 sejam
satisfeitas e a regidR seja tdo grande quanto possivel.

Assumindo que o numero de vérticesigiee finito, as condicbes do Teorema 11 sédo
de fato um conjunto de LMIs com variaveis, @3, Qx, G, e F. Portanto, o calculo de
K que leva a maximizacao da regi®opode ser feito atraves da solugcéo de um problema
de otimizacdo convexa, sendo que o critério utilizado edticionado com o tamanho e
com a forma déR, o que depende diretamente da maktiz Q, .
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Neste caso, como na sinteseaidi-windupapresentada no Capitulo 5, o seguinte
problema de otimizac&o pode ser considerado:

(230), (231), (232)Vx € V(B,) ,

min tracq V) Q> I, (233)
{ I N ] >0,

Note que,N > @, ", 0 que implica que tra¢dV) >tracq P). Assim, (233) implicita-
mente minimiza o traco de.

Vale salientar que outros critérios relacionados ao tamalehconjuntos elipsoidais
podem ser utilizados tais como: maximizagdo do menor eixmexamizacado em deter-
minadas dire¢des (veja, Capitulo 2 em (TARBOURIECH et al., 20%1ips referéncias).

Além disso, aregiafs, corresponde a regido onde ha factibilidade das LMls, cargor
descrito nos capitulos anteriores (veja Observagéo 4 nauGag).

6.5 Extensao - Caso Discreto

Nesta secao, os resultados apresentados neste capitastsadidos para o caso de
sistemas em tempo discreto. Para tal, aqui trata-se o pnalile sintese de realimentacao
de estados para sistemas nao-lineares racionais em tesgpetdisujeitos a saturagdo do
atuador. Observe que no Capitulo 3, os métodos foram apaessntara analisar a esta-
bilidade da mesma classe de sistemas nao-lineares. Nd@raastabilidade assintotica
€ caracterizada para um dado valor do ganho de realimentagé@nsiderando funcdes
de Lyapunov quadraticas. Embora sejam utilizadas funcéelsydpunov quadraticas
por partes com o objetivo de reduzir o conservadorismo, stearecaso monovariavel é
considerado. Com os resultados apresentados neste capimdabordagem na forma
de LMIs é apresentada permitindo calcular o ganho de reatag&o de estados para sis-
temas em tempo discreto multivariaveis, levando a uma astianmaximizada da regido
de atracao.

6.5.1 Apresentacao do Problema
Considere agora a seguinte classe de sistemas nao-lineatespo discreto:

vy = [(2) +g(x)sat(u) (234)

sendo que o interesse principal esta na estabilizacaogist&ma através da utilizacdo de
uma lei de realimentacao de estado linear na forma

u=Kzx (235)

comK € R™*",
Note que, o sistema (234)-(235) pode ser representadoiagemima RAR da se-

guinte forma:
Ty = (Al —I— A4K)$ —I— AQZ + A377Z)(U)

sendo que: € R é um vetor ndo-linear auxiliar em u, ¢ contendo termos racionais
e polinomiais (com ordem igual ou maior que dois) fle) e g(z); e, similarmente
ao apresentado para o caso continuo, assume-se que a fuat@ani), tem posto
completo para todo € B,.

(236)
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Observe que, para tratar sistemas em tempo discreto, eoasidAV (x) como a
variagdo da funcéo candidata de Lyapui@y:) ao longo das trajetérias do sistema (234)-
(235).

Desta forma, o objetivo desta secéo é encontrar matfizes” tal que as condicdes
do Lema 1 séo satisfeitas cdrifx) definida em (209) e a regido associgldefinida em
(210) é tao grande quanto possivel considerando algunnignigdacionado ao tamanho
desta regiéo.

6.5.2 Resultado Tedrico

Considerando a funcéo de Lyapunov definida em (209), segue que
AV(z) =2 Pry —a'Px. (237)

A partir do Lema 4, se € S, entdo a relagég(u)'T[¢(u) — Gz| < 0 é verificada
para qualquer matriz diagonal definida posifiVaAssim, a partir da definicdo acima e o
vetor auxiliar

(= [} o 2 YW, (238)
tal condicao é satisfeita se
(A <0 (239)
com
P 0 0 O
A 0 —P 0 G'T
1o o0 0 o0 |
0 TG 0 =2T
for verificada.

Definindo os escalares:

B = a M[—zy+ (A + A K)w + Ayz + Astp(u)],
By = a'My[—xy + (A1 + AyK )z + Agz + Asp(u)] € (240)
B3 = 2 Ms[(h + QuK)x + Qoz + Q3tp(u)],

a partir de (236), segue que as relacdes (222) sdo sassfpdea quaisquer matrizes
M1 - Rnxn’ MQ € Rxn eM3 € Rr=xn=
A partir de (222), se

C'A3@)¢ <0 (241)
sendo
P —M; —Mj — M} + My (A1 + A4K)
. * —P+M2(A1+A4K>+<A1+A4K)/Mé
As(r) = * *
* *
M1A2 MlAS
MyAy + (0 + U K)' M, MyAs + G'T
MgQQ + Q,QMé MgQg
* =2T

é verificada, entdo (239) é satisfeita, pgiss ()¢ = ('A2 ()51 + B + B2+ 85+ B3 + 55.
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Multiplicando & esquerda e a direita a condi¢gdr) < 0 por1l, (definido em (225))
eI} respectivamente, obtéem-se

i PQ) — Q1 — @ —Q1 + (A +AK)Q,
* —Q2PQYy + (A1 + A4 K)Qy + Qo (A + ALK
* *
* *
ArQ4 AzF
ApQy + Q8] + Qo K'Yy AsF + QoG <0
Q2Q3 + Q382 W F '
* —2F

Observe que, a condi¢do acima ndo € uma LMI devido aos tepmbg); e Q2 PQs.
Neste caso, considera-8e= M; = M, e segue qQuU& (), = PQ, = I,,. Assim, definido
Q = Q1 = 9, para os termo§), G’ e K@), considera-se a seguinte troca de variaveis:
G, = QG eQx = KQ'. Neste caso, se

Aylr) <0, (242)
com
—Q —Q+ AQ+A,Qk
| Q4+ AQ+AQK + QA+QK A,
Aglt)= * *
* *
Ay Qf AsF
AQy + QO + QY AsF + G, <0
D2Q5 + Q382 Q3 F ’
* —2F

for verificada, entdo (220) é satisfeita.
Com base nestas consideracgdes, 0 seguinte resultado éngquiese

Teorema 12 Considere um sistema na forma (234)-(235) tal que possa pezsentado

a partir de uma representacado RAR (236). Se existir uma matmstante definida po-
sitiva Q = @', matrizes)s, Qi e G, de dimensdes apropriadas e uma matriz diagonal
definida positivaF', satisfazendo o seguinte conjunto de desigualdades naédrigara
todoz € V(5,)

M) <0, (243)
Q Qg
{qLQ | 120, (244)
Q Quuy — Ga)
[* Ko, } > 0. (245)

entdo o ganho de realimentacéo de estados daddper Qx (Q’')~! é tal que para todo
z(0) € R, comP = Q', a trajetéria z(k) pertence &R, e converge assintoticamente
para a origem quandé — oo, sendo quéR é definida em (210).
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Prova.

Os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 11 podsnssgerados
sendo que) = @1 = Q2. Em resumo, (243) assegura qié’(z) < 0, levando a
r € R C B,NS. As relacdes (244) e (245), asseguram @ue- B, e R C S,
respectivamente. O

Observacgéo 14Neste caso, o calculo d€ que leva a maximizagéo da regi@pode ser
feito através da solucéo do problema de otimizacdo convpsesantado em (233), sendo
que® = @1 = 2. Observe que esta restricdo aumenta o conservadorismemesas
condi¢gbes. No entanto, uma solugéo que pode ser utilizadaoasiderar uma busca
linear no parametra de forma que@; = Q.

6.6 Exemplos Numéricos

Exemplo 10 Considere o sistema nao-linear estudado no Exemplo 4 em (@R-M
BIDA; TARBOURIECH; GARCIA, 2010b):

a(t) = —221(8) + 22(t) + (1 — 0.52(8))sat(u(t)) (246)

com comu, = 5.

ConsidereBB, (a1, az) == {r € R? : |71] < oy, |z2] < an}, coma; = 1.02 e ap =
1.42

A partir da DAR dada em (214), note que € possivel represersi@ sistema sem a
utilizacao do vetor auxiliar. E suficiente considerar:

0 1 0
Al:[—Q 1}’“44:{1—0.5@}

Com base no problema de otimizac&o apresentado em (233)rdetese um ganho
estabilizantell’ que maximiza a estimativa da regido de atragéo. Neste casiguaed21
mostra a estimativa obtida através desta abordagem (defipmr R;), bem como a
regido apresentada em (VALMORBIDA; TARBOURIECH; GARCIAQBYD{dada por
R»). Claramente, pode-se notar que utilizando a abordagemgstgpdeste capitulo
obtém-se melhores resultados, sendo que a estimativa @ rég atracdo € considera-
velmente maior.

A matriz P e o ganhoK obtidos sao dados por:

p_ [ 09612 0.0022
~ | 0.0022 0.4959

K =10.0176 —5.3756 |

Exemplo 11 Considere o sistema ndo-linear analisado no Exemplo 5.1 dé&{CRHO,;
GOMES DA SILVA Jr., 2010):

o(t) = (1+x3)zy + (2 + 823)wy + sat(u(t)) (247)
u(t) = —2x1(t) — dxo(t).

Observe que o resultado apresentado em (COUTINHO; GOMES DWASIL, 2010)
tem como objetivo maximizar a estimativa da regido de awali@isistema para um dado
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Figura 21: Estimativa da regido de atragao

ganho K, ou sejaKk = —[2 4]. Diferentemente, utilizando a abordagem apresentada
neste capitulo, o objetivo € determinar o ganho tal que didese uma estimativa maxi-
mizada da regido de atracdo. Com este propdsito, considere

. 2,
x T . = =
B, : {IGR 21| < s, 29| <a4},

comas = 0.61, ay = 0.35 e a mesma DAR proposta em (COUTINHO; GOMES DA
SILVA Jr., 2010), ou seja definindo= [z? 23], tem-se:

0 1 0 0 0
S e R P N S EE

|z 0 | -1 0 10
S I
Baseado no problema de otimizacéo (233), determina-se baAnque leva a esti-
mativaR ;. Neste caso, a matriZ e o ganhok séo dados por:

p_ [ 40383 41571
~ | 41571 12,7928

K =] —74.6992 —228.8424 |

A Figura 22 apresenta a regidR; e a regido de atracao real do sistema em malha
fechada (207)-(208).

Exemplo 12 Considere o sistema ndo-linear apresentado no Exemplo 5.2C&J-
TINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010):

. t — 1+ZE12
5?1( ) - _% i) B e (248)
To(t) = [H=%1— T2 L sat(u) .
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Figura 22: Estimativa da regido de atragag

Considere
Bw::{x € R?: 21| < as, 79| < ozﬁ},

comas =04eag=1.0
Considerando o sistema apresentado em (248) e a DAR dada dinc(@th

/
=\ rix T x12 u Ti1U P 1Y
122 14212 14012 14212 1412 1422 14aq? |0

tem-se as seguintes matrizes:

A_{0.5x1000 0 0 ]
2 0 200 257 0 —2z; |’
0 {—x2—1ooooo}’
1 0 0 0000O0]°
1 0 0 0 0 0 0]
0 1 2z 0 0 0 0
0O —z; 1. 0 0 0 0
B=|0 0 0 1 =z 0 0|,
0 0 0 -2, 1 0 0
0O 0 0 0 0 1 x
00 0 0 0 -z 1
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QG=[00000 -10]

u=[000-1000].

Baseado no problema de otimizagao apresentado em (238}izaxse um ganhé
gue leva a uma estimativa elipsoidal maximiz&la da regido de atracdo do sistema
em malha fechada. A Figura 23 mostra a regidg e a regidoR; proposta em (COU-
TINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010) obtida para um dado gahe- [4 0]. E impor-
tante ressaltar quék; é encontrada considerando uma func¢éo de Lyapunov polinomia
enquanto que a abordagem proposta neste capitulo consgil@@lesmente uma fungéo
de Lyapunov quadratica para obter a estimatiRa.

1

0.8

06

04

02

S0

-0.2

-0.4

06

-0.8

Figura 23: Estimativa da regiao de atragag

Neste caso, a matri? e o ganhoK obtidos através da solucéo de (233) sdo dados
por:
p_ | 114183 3.1948
3.1948 1.9749

K =[19.7062 12.9825 |

6.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi apresentada uma abordagem para cabogdanho estatico de reali-
mentacao de estados para sistemas nao-lineares racioje#isssa saturacéo do atuador.
Este procedimento visou implicitamente a maximizacao deioede atracao do sistema
em malha fechada. Tendo em vista os resultados anteridedad®@s na literatura, as
principais contribuicdes da abordagem pode ser resumlda peguintes pontos:

1. leva em conta explicitamente a saturacéo de entrada;
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2. nao é necessario fixar a priori uma funcéo de Lyapunov, g®moaso da aborda-
gemSOS Observe que a funcao de Lyapunov que leva a uma melhor éganda
regidao de atracdo € calculada a partir do procedimento ehizatt&o;

3. se baseia em uma representacdo diferencial algébricstdmnas racionais, que
pode modelar uma ampla classe de sistemas nao-lineareatd)edsa representa-
cao permite tratar ndo apenas sistemas racionais (quebaragalasses de sistemas
guadratica e polinomial), mas também nao-linearidades nwhplexos por meio
de restrices adicionais algébricas e/ou troca de vasiéwvei, por exemplo, (COU-
TINHO et al., 2004, 2008));

4. as condicdes de estabilizacdo sdo expressas em termaddlsleque permite de-
terminar uma lei de controle a partir de uma otimizacéo canvAdicionalmente
permite considerar desempenhos adicionais e restricéesiadas a robustez.

Uma extenséao dos resultados também foi apresentada aborslatemas nao-lineares
racionais em tempo discreto sujeitos a saturacdo do atuaderentemente dos resulta-
dos apresentados no Capitulo 3, onde apenas o problema ide émiaonsiderado, neste
capitulo uma abordagem na forma de LMIs € desenvolvida pdealar o ganho de reali-
mentacao de estados. Este ganho é encontrado com uma fungapdinov quadratica
gue leva a uma estimativa maximizada da regido de atracéstdma em malha fechada.

Os resultados para sistemas em tempo continuo apresem@stescapitulo foram
aceitos para publicacdo em (OLIVEIRA; GOMES DA SILVA Jr.; CONMHO, 2012).
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O problema de determinar condi¢gdes de estabilidade e kxtgbp de sistemas néo-
lineares sujeitos a saturacdo ainda € um desafio no cendaalb &ara contribuir neste
sentido, esta tese propods diferentes métodos. As formesagds abordagens foram ba-
seadas em representacfes algébricas diferenciais eivas{3AR E RAR) de sistemas
racionais e na versao modificada da condicéo de setor geae@a(GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH, 2005) para lidar com a saturacéo.

Inicialmente, foram propostos métodos para caracterizstabilidade de sistemas
nao-lineares racionais em tempo discreto sujeitos a sd@oi@o atuador e perturbacoes
limitadas. Os resultados tiveram como inspiracao o ded@nwento apresentado em
(COUTINHO; GOMES DA SILVA Jr., 2010), sendo que a metodolgmiaposta naquele
trabalho é aplicada a sistemas continuos e sem perturbd¢éste contexto, o Capitulo
3 apresentou uma abordagem LMI para caracterizar a ededglide forma a calcular
estimativas da regido de atracdo do sistema, bem comodipéte uma classe de per-
turbacdes admissivels para os quais as trajetdrias de estado sdo limitadas e gstima
vas do ganhd, do sistema. Vale destacar que técnicas apresentadas em (S8BOT
GOMES DA SILVA Jr., 2010) utilizam fungdes de Lyapunov nanfiarracional para ob-
ter condicdes menos conservadoras. Como nao é possiveraplnesma formulacéo
para sistemas em tempo discreto com perturbacdes, o daserao apresentado nesta
tese considerou duas abordagens diferentes com base égdgmdo dominio dos esta-
dos. Primeiramente, considerou-se uma Unica funcado deubgapquadratica e multi-
plicadores associados a cada particdo. Posteriormenigds de Lyapunov por partes
foram utilizadas (para cada particdo uma funcdo de Lyapanadratica diferente esta
associada). Com o objetivo de verificar a eficiéncia dos métpdmpostos, mostrou-se
através de um exemplo que as abordagens propostas saoefiet@aristematicas Uteis
para a caracterizagao da estabilidade de sistemas deleamilineares discretos su-
jeitos saturacdo e perturbacdes. Além disso, percebeesema reducdo significativa
do conservadorismo pode ser alcancada através do emprdgogdes quadraticas de
Lyapunov por partes.

Nos Capitulos 4 e 5 foram propostas novas técnicas paraesiieesompensadores
anti-windupde forma a aumentar a regido de atracéo de sistemas naefimaaionais
em tempo continuo sujeitos a saturacdo. Peculiarmente, pitu©a4 foram desenvol-
vidas condi¢cdes sob a forma de BMIs e incorporadas em um aigoiterativo. Um
ponto importante neste sentido é que a cada iteracdo datalga¥ resolvido um pro-
blema de otimizagé&o convexa com restricdes na forma de LVH& resultados foram
estendidos para lidar com sistemas incertos e sistemassigeperturbacdes limitadas
em energiaf,). No entanto, evitou-se a utilizacdo destas técnicadiitasaalterando a
forma na qual o desenvolvimento é formulado a fim de obter wrmaudlacdo convexa.
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Além disso, é de interesse o tratamento de sistemas midtreés de uma forma mais
simples, i.e, sem busca linear em parametros. Entdo, o @apiapresentou uma nova
abordagem para sintetizar este tipo de compensador psmasmultivariaveis, sendo
gue as condicBes de estabilizacdo local foram desenvsldidetamente na forma LMIs.
Tal desenvolvimento deu-se a partir de novas técnicas Eradom as restricdes al-
gébricas provenientes da representacdo DAR, onde a indiasdmatrizes dependentes
dos estados ndo séo incluidas diretamente através do Lefiagler. Neste capitulo,
ainda foram apresentadas extensdes dos resultados parsistemas nao-lineares em
tempo discreto sujeitos a saturacéo do atuador. Em amb@sos,@xemplos numeéricos
foram apresentados para ilustrar a aplicacao das abolagesmelhorias efetivas no ta-
manho da regido de atragéo do sistema em malha fechadant&aléeque, para 0 mesmo
sistema, conforme apresentado nos Exemplos 6 e 7 (Capit@ds despectivamente),
pode-se comparar as abordagens. Embora cada abordagemitenéspectivo problema
de otimizacéo é possivel verificar similaridade nas estamta regido de atracdo. Desta
forma pode-se concluir que ao utilizar resultados diretamea forma de LMI, além de
evitar a utilizac@o de procedimentos iterativos ou bustali em parametros, obtém-se
estratégias danti-windupapropriadas. Este fato é reforcado ao realizar uma compa-
racdo com outros meétodos propostos, sendo que as condp@ser@tadas mostram-se
eficientes e menos conservadoras.

Por fim, no Capitulo 6 foi apresentada uma abordagem de pigeton controlador
estatico para sistemas ndo-lineares racionais sujeitatueasdo do atuador em malha
fechada. Neste caso, aplica-se a mesma abordagem utiiaaCiapitulo 5, onde o Lema
de Finsler ndo é utilizado implicitamente. Este fato patnahtdo desenvolver condi¢cdes
na forma de LMIs. Novamente, utilizando esta estratégia paojetar uma realimen-
tacdo estatica, a estimativa da regido de atracdo é camgidlmente aumentada. Este
procedimento foi realizado com o uso de condi¢Oes de egtatiilo local que permitam,
simultaneamente, calcular o ganho de realimentacao dgosstauma funcéo de Lyapu-
nov quadratica, levando a uma estimativa maximizada daoetg atracéo do sistema em
malha fechada. A vantagem esta principalmente na resotliggta na forma de LMls,
evitando procedimentos iterativos de relaxamento e nantranto de forma direta de sis-
temas de controle multivariaveis. Além disso, utilizandtes métodos destacam-se 0s
seguintes pontos: ndo € necessario fixar a priori uma furg@igapunov, como € o caso
de metodologias baseadas 8@S levando a uma melhor estimativa da regiao de atragcéo
e pode-se tratar sistemas explicitamente com saturacaotraal@ Propds-se também
uma extensao dos resultados abordando sistemas nae$im@aionais em tempo dis-
creto sujeitos a saturacdo do atuador. Neste sentido, daj®mn na forma de LMIs
foi desenvolvida para calcular o ganho de realimentacacteles, diferentemente do
apresentado no Capitulo 3, onde apenas o problema de amélcsms$iderado. Com o
objetivo de verificar a aplicacéo e conservadorismo imppstas condi¢cdes sédo apresen-
tados alguns exemplos ilustrativos. Além disso, uma coagdar com outros trabalhos
existentes foi apresentada, reforcando a relevancia datcées obtidas.

Com base nas abordagens desenvolvidas, pode-se citar algamspectivas de conti-
nuacao deste trabalho:

* Projeto de compensadores a#i-windupe de leis de controle considerando tam-
bém critérios de desempenho;

» Projeto de compensadoresat@i-windupdinamicos;

* Projeto de realimentacéo ndo-linear de estados;
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* Projeto de realimentacdo ndo-linear estéatica e dinandcaitia;
» Extenséao de resultados apresentados nos capitulos 5 a §igtfeamas com atrasos

« Utilizacdo de fungcdes de Lyapunov mais complexas (por ek@nfuncdes racio-
nais).
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APENDICE A DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Varios esforgos tém sido realizados para o desenvolvimgatteorias de controle
através da abordagem LMI, tendo como principal vantagentug&n de forma convexa
(BOYD et al., 1994). Entretanto, como uma LMI pode ser reprieska de diversas for-
mas, dificilmente ela esta representada em sua forma afisxefaesentacdes sao contor-
nadas através de manipula¢des algébricas com o intuitorderté-las em LMIs sendo
gue o complemento de Schur é largamente aplicado neste@e@utras ferramentas
Uteis para se trabalhar com LMIs sdoSerocedure onde a definicdo em sinal de um
funcdo quadrética deve verificar-se sempre que a definic&naide outra funcdo qua-
dratica for verificada e o Lema de Finsler que permite obtenfitacdes equivalentes
para testes de LMIs. Tais conceitos sdo apresentados & segui

Definicdo 14 Uma LMI é uma desigualdade da forma
F(z)=Fo+ Y x@Fq >0
=1

ondex € R" é a variavel de interesse B;) = I;) € R™*" sdo matrizes conhecidas.
Desde que o cone de matrizes definidas positivas seja coavexaeatrizF'(z) seja uma
funcéo a fim em, entdo a restricdd”'(z) > 0 € uma restricdo convexa em Esta é uma
das propriedades fundamentais das LMIs. Com isso, 0 sequioidema de otimizagao
pode ser formulado:

min 'z {F(z) > 0
no qualc € R™. O problema acima € uma generalizacdo do problema de proggcam
linear classico em um cone de matrizes definidas positivas.

Complemento de Schur

Algumas desigualdades matriciais ndo-lineares conves@srp ser convertidas para
a formulacdo LMI usando o complemento de Schur, sendo esia ferramenta basica
na manipulacao de desigualdades matriciais (BOYD et al4)199

Lema 8 (Complemento de SchyDULLERUD; PAGANINI, 1999)) Supondo qug =
Q', M = M’ e R sao matrizes reais de dimensdes apropriadas. Entdo, asnéegu
afirmacdes séo equivalentes:

i)Q >0 e M—RQ 'R >0

i7) [% g] >0
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S-procedure

Um problema comum em programac¢ao convexa é o caso onde gdefam sinal de
um funcdo quadratica deve verificar-se sempre que a defiaipasinal de outra funcéo
guadratica for verificada. Assim, pode-se utilidaprocedurgrara aproximar esta relacao
através de uma LMI. A seguir sera apresenta@pyocedurgara funcdes quadraticas e
desigualdades estritas (BOYD et al., 1994).

SejamTy, ..., T, € R™™ matrizes simétricas sujeitas a seguinte condi¢céo (BOYD
etal., 1994):

'TL¢ > 0, paratodct # 0 tal ques’ T > 0, i=1,...,p.

Pode-se demonstrar que, se existerw 0, ..., 7, > 0 tais que
p
Ty — ZT(i)T(i) > 0,
=1

entdo a relagédg’ 7,¢ > 0 se verifica, para todg # 0 tal que¢’T(;¢ > 0,i=1,...,p.
Vale destacar que a condigdo (A) € uma LMI nas varidygesy, . . . , 7,,.
Lema de Finsler

Através da utilizacdo do Lema de Finsler é possivel obtendtacbes equivalentes
para testes de LMIs sujeitas a restricdes de igualdade.arRosteste lema é bastante
atil para inserir as restricdes de igualdade presentesprasentacdo DAR levando a
desigualdades matriciais sem restricoes de igualdade.

Lema 9 (Lema deFinsler(OLIVEIRA; SKELTON, 2001)) Sendoe R", Q € R™*™ ¢é
uma funcao simétricd; € R™*" € uma matriz tal que o posto de< n e 5, € uma base
para o espaco nulo dB (BB, = 0), as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:

) 2'Qr <0, Ve e R": Bx =0, x #0;
i) Q+ LB+ BL <0, L €Rmt;

i) BBy < 0,;

V) Q —aB'B <0, aeR.



