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RESUMO

Neste trabalho, desenvolve-se um método “multigrid”para a aproxi-
macao angular da solucao da equacao de transporte de particulas em uma placa
plana, baseado na formulagao LTSy com dependéncia continua na varidvel angu-
lar. Para tanto, aplica-se a formulacao LTSy sobre o conjunto de equacoes Sy para
determinar o fluxo angular de particulas nas N direcoes discretas referentes a uma
malha grossa (N pequeno) e em seguida, usando os fluxos conhecidos, aplica-se a
formulagao LTSy com dependéncia angular continua, para avaliar o fluxo angular
nas M direcoes discretas referentes a uma malha fina (M grande). Sao apresen-
tadas simulacoes numéricas que ilustram a capacidade desse método, denotado por
MGLTSY, no que diz respeito a redugao do esfor¢o computacional na aproximagao
da solucao para problemas que requerem elevadas ordens de quadratura e alto grau

de anisotropia.
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ABSTRACT

In this work it is developed a multigrid method to the angular ap-
proximation of particles transport equation solution in a slab based on the LTSy
formulation with angular variable continuous dependence. For that, it is applied the
LTSy formulation about the set of Sy equations to determinate the particle angular
flux in the N directions related to coarse grid (small N). After it is applied the LTSy
with continuous angular dependence formulation to evaluate the angular flux in M
distinct directions referred a fine grid (large M). It is presented numeric simula-
tions which illustrate the method capacity pointed out by MGLTSY, that refer to
computational effort reduction on solution approximation for problem that request

quadrature high order and anisotropic high degree.



1 INTRODUCAO

A equacao de transporte é uma equacao integro-diferencial que descreve
a distribuicao de particulas, tais como fétons, néutrons, elétrons, moléculas e ondas
eletromagnéticas, que fluem livremente em um meio, levando em conta o movimento

das mesmas e suas interagoes com o meio[15].

Ao longo do tempo, métodos para a solucao da equacao de transporte
de particulas tém sido desenvolvidos. Dentre eles, destaca-se a aproximacgao em
ordenadas discretas proposto por Chandrasekhar [13], conhecida como aproximagcao
Sy do problema de transporte. Esta aproximacao consiste na aplicagao do método da
colocagao na variavel angular, o que resulta em um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias na variavel espacial, e na aproximacao do termo integral por quadratura

de Gauss-Legendre.

Nos anos 90, foi proposto por Vilhena e Barichello [53, 2, 54] o método
LTSy, que resolve de forma analitica a aproximacao Sy do problema de transporte,
aplicando a transformada de Laplace na varidvel espacial sobre um dominio finito.
O método LTSy consiste, basicamente, na aplicacao da transformada de Laplace no
sistema de equagoes diferenciais ordinarias gerado pela aproximacao Sy. Resolvendo
este sistema de equagoes dependente da varidvel complexa “s”, seguida da inversao
da transformada de Laplace, encontra-se uma expressao para o fluxo angular. Para
obtengao da solucao é necessaria a inversao de uma matriz do tipo (sI — A), onde
A é a matriz associada especificamente ao problema de transporte. Varios métodos
foram desenvolvidos com o objetivo de encontrar uma férmulacao analitica para
a inversao da matriz associada ao método genérico. Primeiramente, foi proposto
um algoritmo utilizando a estrutura da matriz LTSy linearmente anisotrépica e
o conceito de matriz inversa [3]. A seguir, essa formulagao foi estendida para o
caso anisotrépico [25, 26]. Uma aproximagao alternativa para esse procedimento,
utilizando o algoritmo de Trzaska [48], que inverte uma matriz do tipo (sI — A), foi

aplicada na resolu¢ao do método Py [46] . Para contornar dificuldades de ordem



computacional, visto que esses métodos nao mostraram-se eficazes para problemas
com ordem de aproximacgao N > 22, surgiu a idéia de um método recursivo para
inverter uma matriz simbdlica do tipo (sI — A) [40], que associa a decomposicao de

Schur com o método do particionamento.

Levando em conta que a matriz A associada a matriz simbdlica (sI—A)
é nao degenerada, Segatto, Vilhena e Gomes[39] fizeram a decomposi¢ao da matriz
A em uma matriz diagonal, que propiciou trabalhar com problemas com ordem de
quadratura muito elevada, apresentando, neste caso, dificuldades computacionais no
que diz respeito ao calculo dos autovalores e autovetores da matriz A. Para evitar
o problema de overflow devido ao carater exponencial da solucao LTSy para proble-
mas envolvendo grandes espessuras de placas Barichello [comunicagao pessoal, 1996
propos uma mudanca de variavel na solucao, trocando 7 por 7 — 7y para os termos
exponenciais positivos, onde 7y é a espessura da placa. Este procedimento é valido
para problemas sem fonte, mas no caso de problemas com fonte, o problema de over-
flow é transferido para o termo fonte. Gongalves[18] propds uma nova formulagao
para a solucao LTSy que leva em conta a propriedade de invariancia das direcoes
discretas. Fisicamente isto significa considerar equivalentes particulas deslocando-se
da direita para a esquerda (u; < 0) e particulas deslocando-se da esquerda para a
direita (p; > 0). Isso possibilitou ao método LTSy trabalhar com problemas com

alto grau de anisotropia, grandes espessuras e fonte arbitraria.

O método LTSy tem sido aplicado na solugao de uma vasta variedade
de problemas de transporte: unidimensionais, com meio homogéneo e heterogéneo
[53, 38]; espalhamento anisotrépico [25, 54, 40]; para modelos de um grupo [3] e com
multigrupos de energia [56, 54, 4]; com ou sem simetria azimutal, como trasferéncia
radiativa em nuvens [41, 55, 12]. Da mesma forma, ja foram realizados estudos
para a equagao de transporte dependente do tempo [59, 42, 27] e para modelos com
varidvel angular continua [43]. Também, ja foram resolvidos problemas lineares e
nao lineares [49, 50, 58], além de problemas inversos [1], com aplicagoes em Gtica

hidrolégica [34, 35, 36, 52|. Alguns trabalhos comprovaram a eficiéncia do método



na resolucdo de problemas de engenharia nuclear [14, 22, 9], na determinagao de
criticabilidade [24, 5, 6, 8, 7] e no célculo de pardmetros radiantes [60, 45, 47,
38]. Ainda é importante citar a utilizagdo do método, tanto na solugdo da equagao
adjunta de transporte de néutrons [19], com a determinagao da fungao importancia
e o cédlculo de fluxo adjunto, bem como na solugao da equacao de transferéncia

radiativa condutiva [23].

O método LTSy fornece uma expressao para o fluxo angular de particulas
nas N direcoes discretas p;. Para obter-se a solucao para o fluxo angular de
particulas em qualquer direcao, considera-se o termo integral da equagao de trans-
porte como fonte de uma equagao diferencial linear de primeira ordem e assume-se
que o fluxo angular presente no integrando dessa equacao seja conhecido e dado pela
formulagao LTSy. Obtém-se assim a solucao para fluxo angular com dependéncia
continua na variavel angular, e em consequéncia disso, torna-se possivel avaliar o
fluxo angular de particulas em qualquer direcao. No presente trabalho, tem-se o
objetivo de desenvolver um método “multigrid”baseado na formulacao LTSy com
dependéncia angular continua, melhorando assim a performance computacional do
método LTSy para problemas que requerem elevadas ordens de quadratura e alto

grau de anisotropia.

Para cumprir o objetivo proposto, o contetido deste trabalho esta or-
ganizado em sete capitulos. O capitulo 2 estd dividido em trés se¢oes: a primeira
traz uma breve descricao da equagao do transporte de particulas e do método Sy; a
segunda descreve a formulacao LTSy com a utilizacao do método da diagonalizagao;
e a terceira, traz uma breve descricao do método dos coeficientes a determinar, uti-
lizado para obter a solucao particular do problema de transporte. No capitulo 3,
sao apresentadas técnicas de interpolacao angular. No capitulo 4 é apresentada uma
breve descricao sobre métodos “multigrid”e suas aplicacoes. O capitulo 5 apresenta
o desenvolvimento de um método para a aproximacao angular “multigrid”em uma
placa plana, o método MGLTSY. Os resultados numéricos referentes aos proble-

mas resolvidos utilizando-se a formulagao proposta neste trabalho sao apresentados



no capitulo 6, e para finalizar, apresentam-se as conclusoes finais do trabalho no

capitulo 7.



2 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE DE PARTICULAS PELO
METODO LTSy

Neste capitulo, apresenta-se a equacao de transporte de particulas, e
uma descri¢ao da formulacao LTSy que resolve de maneira analitica a aproximagao
Sx do problema de transporte de particulas unidimensional, homogéneo, com um

grupo de energia e simetria azimutal.

2.1 A equacao de transporte de particulas

Considera-se a equacao de transporte de particulas em coordenadas
cartesianas, com um grupo de energia, simetria azimutal e espalhamento anisotrépico,

dada por

1) + 1) = 2 / p(cosO) I (r, w )y + Q(r. 1) (2.1)

1

0
8
com condicao de contorno de fluxo incidente descrita por,

100, p) = f(w), p>0 (2.2)

I(7o, 1) = g(n), 1 <0, (2.3)

em que I(7, ) é a intensidade de radiagao na diregao de p € [—1;1]; p(cos®) é a
funcao de fase; Q(7, i) é o termo fonte; 7 € [0, 79 é a variavel espacial e f(u) e g(p)
sao os fluxos incidentes na fronteira do dominio, em diregoes positivas e negativas,

respectivamente.

A funcao de fase pode ser expandida por uma série de polinomios de

Legendre em termos do angulo de espalhamento O,

p(cosO) Z B1P,(cosO), (2.4)



onde os coeficientes 3 sao tabelados, com Gy = 1 e © representa o angulo de espal-
hamento. Aplicando-se nesta equacao o teorema da adi¢ao para os polinomios de

Legendre, podemos reescrever a fungao de fase como,

plcos®) = > BB ()P (i )cos(p — &), (2.5)

m=0l=m
onde ¢ é o angulo azimutal, P/"(u) sdo as fungoes associadas de Legendre e os

coeficientes ;" sao dados por,

B = %@- (2.6)

Para os casos que iremos considerar, nos quais ha simetria azimutal,

teremos M=0.

A aproximagao Sy da equagao (2.1) é obtida aproximando-se o seu
termo integral por quadratura de Gauss e aplicando-se o método da colocagao na
variavel u, considerando como funcao teste a Delta de Dirac e utilizando como pontos
de colocacao as N raizes do polinémio de Legendre. Sendo assim tem-se,

| pleoso)rtn iy =Y e S ARG R ). ()

1 m=1

onde (T, fty,) = I, (7) é a intensidade de radiagao na dire¢ao de fi,,, w,, $40 0s pesos

da quadratura de Gauss-Legendre, calculados como em [11],

T ()

sendo que as diregoes i, sao as raizes do polinémio de Legendre de grau N (N par),

usualmente ordenadas de forma crescente,

—1<MN<...<M%+1<O<M%<...<u2<,u1<1. (2.9)

Tem-se entdo, a aproximagcao Sy da equacdo (2.1), que é dada por,

Mma%fm(f) + In(7) = % > B> I(m)wrPi(w) P ) + Qun(7), (2.10)

=0 k=1



com condigoes de contorno

I,(0) = fin, w>0 (2.11)

I (T0) = Gm, p < 0. (2.12)

A seguir, apresenta-se a formulacao LT Sy para a resolucao do problema

de ordenadas discretas (2.10), sujeito as condig¢oes de contorno (2.11) e (2.12) .

2.2 Formulagao LTSy com a utilizacao do método da

diagonalizacao

A equagao de transporte (2.10) pode ser escrita matricialmente como,

diI(T) — AI(7) = Q(7), (2.13)

.
onde I(7) é um vetor cujas componentes sdo a intensidade de radia¢do nas diregoes
discretas, I;(17) = I(7, ;) parai = 1,...,N; Q(7) é o vetor que representa o termo
fonte, cujas entradas sao Q;(7)/u;, para i = 1,...., N e A é a matrix LTSy, cujos

elementos sao

a;; = wPlspy) o seiF (2.14)
P (i i) — 5y s i =]
onde P(p;, p1;) é definido por
L
Plyass 1) = 5 D AP (i) Pulpy). (2.15)
1=0

O método LTSy consiste, primeiramente, na aplicacao da transformada

de Laplace, definida por

P& =£l10) = [ e (2.16)

sI(s) — I(0) — AI(s) = Q(s). (2.17)



A seguir, isolamos I(s) na equacio (2.17), obtendo
I(s) =1(0)B(s) + Q(s)B(s), (2.18)
onde B(s) = (sI — A)™!, em que I é a matriz identidade de ordem N.

Pode-se calcular analiticamente a transformada inversa de Laplace, en-

contrando assim uma expressao para o célculo de I(7):
I(7) = B(7)I(0) + B(7) * Q(7) (2.19)
Na equagao (2.19) , tem-se
B(1) =L7'(B(s)) = L7 ((sT - A)™) (2.20)
e o asterisco denota a convolugao entre B(7) e Q(7), definida por

B(r) « Q(r) = /0 B(r — £)Q(e)de. (2.21)

Sendo B(7) * Q(7) = H(7), tem-se a seguinte solu¢ao para o fluxo
angular de particulas:

I(r) = B(7)I(0) + H(7) (2.22)

A aproximacao do fluxo angular de particulas depende da obtencao da inversa da
matriz sI — A. Ao longo do tempo, férmulas analiticas para a obtencao desta
inversa tém sido desenvolvidas. Primeiramente Barichello [3] propos um algoritmo
utilizando a estrutura da matriz LTSy linearmente anisotrépica e o conceito de
matriz inversa. Esta formulagao foi expandida para anisotropia de qualquer grau
por Oliveira [25] [26]. Streck [46], usou a formulagao desenvolvida por Trzaska [48]
para a inversao da matriz (sI — A). Como os métodos utilizados para a inversao da
matriz estavam tornando-se pouco eficientes a medida que a solucao de problemas
envolvia elevadas ordens de quadratura, surgiu a idéia de um método recursivo, que
associa a decomposicao de Schur com o método do particionamento. Uma descricao
detalhada dos métodos de inversao da matriz sI— A pode ser encontrada em Segatto
[39]. Neste trabalho, aplica-se 0 método da diagonalizagdo da matriz A, descrito a

seguir em detalhes.



Utilizando-se do fato de que os autovalores da matriz LTSy sao nao

degenerados, pode-se obter a matriz B(7) decompondo a matriz A em uma matriz

diagonal, utilizando a relagao

A =XDX,

(2.23)

onde D é uma matriz diagonal composta pelos autovalores da matriz A e X é a

matriz das autofuncoes associadas aos autovalores.

Substituindo a expressao (2.23) em

B(7)

obtém-se

B(r) =

L7 ((sT—A)),

XLH(sI - D) X

Sabendo que a matriz D é dada por

onde A, A\g, ..., Ay sao os autovalores da matriz A, tem-se que

(sI-D)!

A 000 0

0 X 0 ... O

0 0 Xs 0 )
0

0 0 0 AN |

= 0 0 0
0 =5 O 0
0 0 =5 0

0
0 0 0 ... 5

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Dessa forma, a inversa da transformada de Laplace da matriz acima é dada por,

L7 (sT- D))

eMT 0 0 0
0 e 0 0
0 0 edm .. 0

0

€>\NT

Dr

— e (2.28)
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Assim, a equagdo (2.25) pode ser reescrita como
B(7) = XeP"X L (2.29)

Para solucionar o problema, utiliza-se a equagao (2.22) juntamente com as condigoes
de contorno (2.11) e (2.12), que fornecem apenas o fluxo incidente na fronteira do

dominio em 7 = 0 para p,, > 0 e em 7 = 75 para f,, < 0.

Por isso, reescreve-se as condigoes de contorno (2.11) e (2.12), respec-
tivamente, como

I,(0)=f, para pu>0 (2.30)

I(m) =g, para u<0, (2.31)

onde, nos vetores I;(0) e Io(7g), os indices 1 e 2 referem-se as N/2 dire¢oes positivas

e N/2 diregbes negativas, respectivamente.

Para determinar os componentes desconhecidos I(0) e I(7g), dos ve-
tores I(0) e I(7g), respectivamente, sdo aplicadas as condigbes de contorno na equagao

(2.22), a qual é reescrita da forma

I (7o) _ Bi1(70) Bia(70) L (0) 4 H, (7o) (2.32)

I(70) Bai(70) Baa(m) I,(0) Hj(7)

onde I;(0), Iy(70) e Hi(7), com k = 1,2 sao vetores de N/2 componentes e B;;(7),
comi=1,2ej = 1,2, sdo matrizes quadradas de ordem N/2. A partir das equagoes
do sistema de blocos de matrizes acima, pode-se determinar as componentes descon-

hecidas dos vetores I(0) e I(7g).

Porém, é importante lembrar que a equagao (2.29) apresenta comporta-
mento exponencial, dessa forma, para cdlculos envolvendo alta ordem de quadratura

ou grande espessura da placa existe um problema de over flow na solucgao.

Para contornar este problema, foi proposto por Gongalves [18], uma

mudanca de base, trocando a variavel dos argumentos relativos as raizes positivas
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de 7 por (1—1p). Fisicamente, essa mudanga de base corresponde a tratar a radia¢ao
que se desloca da direita para a esqueda (u,, < 0), igualmente a radiacao que se
desloca da esquerda para direita (u,, > 0). Para tanto, utiliza-se o fato de que as
diregoes i, sao simétricas em relagao a p = 0. Essa propriedade é conhecida como

invariancia das direcoes discretas.

Dessa forma, a equacao (2.29) pode ser reescrita como

B(1) =B (r — 1) + B7(7) (2.33)
onde
B* (1 — 79) = XeP (-0 xX ! (2.34)
e
B (1) = XeP X7 (2.35)

e os elementos das matrizes D e DT sao

)\7; se d,’j >0

d;;: e d.. =

)\i se dij <0
. (2.36)

0 Se dz]SO 0 Se dljz()

Substituindo a expressao (2.33) na equagao (2.22), tem-se a seguinte

solucao para o fluxo angular:

I(7) = BY (7 — 70)I(7) + B~ (7)I(0) + H(7), (2.37)
onde
H(r) = [ B -0Qe)e+ [ B -oQ(e: (2.38)

Aplicando as condigoes de contorno (2.30) e (2.31) na equagao (2.37),
reescreve-se o sistema de blocos de matrizes (2.32), encontrando-se assim os fluxos

que saem nas fronteiras do domino:

-1

Ii(70) _ B;,(0) B,(0) (I—B;,(0)11(0) — B{5(0)Ix(70) — Hi(0)
15(0) B3, (10) Byy(70) (I — B3 (70))I2(70) — B3, (0)L1(0) — Hy(7o)

(2.39)
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Desta forma os vetores I(0) e I(7g) ficam completamente determinados
e a equacao (2.37) pode ser usada para o cdlculo do fluxo angular nas diregdes

discretas p; para quaisquer valores de 7.

2.3 O método dos coeficientes a determinar

Para poder comparar com resultados existentes na literatura, considera-

se neste trabalho o problema cujo termo fonte tem a forma
Q(r,p) = Fe . (2.40)

E neste caso, o problema (2.13) é escrito matricialmente na forma

diTI(T) — AI(7) = Fe . (2.41)

Devido ao carater exponencial do termo fonte, e tendo em vista uma
melhor performance computacional, utiliza-se o método dos coeficientes a determinar
para obter a solucao particular do problema (2.41), obtendo-se assim, para o fluxo

angular de particulas, a expressao
I(r) = B(7)1(0) + Ce 7, (2.42)

onde B(7) é dado pela equacao (2.29). Para determinar as componentes desconheci-

das do vetor C, substitui-se a solugao particular
I,(r) = Ce 7o (2.43)

na equagao (2.41), obtendo-se assim a expressao
C=M'F, (2.44)

onde

M

(11 + A) . (2.45)

Ho
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Para obter as componentes do vetor C sem a necessidade de inversao

da matriz M, basta resolver o sistema linear dado por

MC =F. (2.46)

Por fim, reescreve-se a equagao (2.42) como
I(7) = XeP7¢ + Ceno, (2.47)
onde

¢ =X"'1(0). (2.48)

O vetor desconhecido £ é utilizado para determinar XI(0) sem a ne-
cessidade de inversao da matriz X, este vetor pode ser determinado aplicando as

condicoes de contorno.

Vale ressaltar que, neste caso também se usa a mudanca de base pro-

posta por Gongalves [18], ja descrita em detalhes neste trabalho.
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3 TECNICAS DE INTERPOLACAO
ANGULAR

No capitulo anterior, foi obtida uma formulacao da solucao para o fluxo
angular de particulas, calculado discretamente nas dire¢oes p;, com i = 1,2,..., N.
O célculo do fluxo angular em uma diregao distinta das N diregoes discretas u; pode
ser feito através da utilizacao de interpolacoes polinomiais. No entanto, a precisao
dos resultados pode ser influenciada pela escolha do grau do polinémio interpolador.
A seguir, serao apresentadas duas técnicas para a obtencao da solucao para o fluxo
angular de particulas em diregoes distintas das N diregoes discretas p;. A primeira,
consiste no calculo do termo integral da equacao de transporte usando a formulagao
LTSy e na resolucao da equacgao diferencial ordindaria resultante desta substituicao.

A segunda, é conhecida como DNI - “Dummy Nodes Inclusion” [17].

3.1 Formulacao LTSy com dependéncia angular continua

Inicialmente, considera-se a equacao de transporte de particulas apre-

sentada no capitulo anterior, agora na forma

8 1
Selmm + 1) = o [ PG + Q. ()

sugeita as condioes de contorno

100, 1) = fp), p>0 (32)

I(mo, ) = g(p),  p<0. (3.3)

Aproximando o termo integral da equagao (3.1) através da quadratura
de Gauss-Legendre e utilizando o fluxo angular obtido pelo método LTSy dado pela

equagao (2.37) , obtém-se a equagao diferencial

0

S 1)+ —I(r.p) = Flr.p0). (3.4)



onde F (7, u1) é definida por

N
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Fr,u) = iZm, w)) (L) + %w ),

i=1

a qual pode ser reescrita na forma

onde

F(Tv :u) =

PY (1) = [P, pn)wr, P, p12) s, ...

, P, pv )wn]

I(7) = [I1(7), Is(7), ..., In(T)].

Resolvendo a equagao (3.4), obtém-se

(

-7

e [f (w) +

P (n)
m

S Xmeidn + L [ Q(n)erdn|,
0 0 J

para p > 0,

I(n)erdn + 1 [ Q(n)erdn|,
70

d—

para p < 0.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

A equagao (3.9) pode ser utilizada para determinar o fluxo angular de

particulas em qualquer direcao. Este procedimento sé é viavel devido ao carater

analitico do método LTSy. Do ponto de vista computacional, um dos fatores que

contribuiem para o bom desempenho deste método é que, dependendo do termo

fonte, as integrais que aparecem nesta equagao podem ser calculadas analiticamente.

3.2 DNI - “Dummy Nodes Inclusion”

A técnica DNI (“Dummy Nodes Inclusion”) ¢ uma técnica de inter-

polagao angular que também pode ser usada para determinar o fluxo angular de

particulas em diregoes distintas das direcoes discretas ;. Esta técnica consiste na
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inclusao dos chamados “dummy nodes”’no esquema de quadratura, associados a pe-

sos cujo valor é zero.

Assim sendo, é possivel determinar a solucao para o fluxo angular de
particulas em M direcoes ¢;, j = N + 1, N + 2,..., N + M, inserindo-as junto as N
direcoes discretas pu;, © = 1,2, ..., N, mantendo-se a ordenacao em ordem crescente,
como se vé em [17]. Além disso, consideram-se os N pesos w,,, m = 1,2,...N,
da quadratura de Gauss Legendre, dados pela equacao (2.8) e os novos pesos wy,
k=N+1,N+2,..,.N+ M, com w, = 0. A partir dai, desenvolve-se o método

LTSy, descrito em detalhes no capitulo 2, com as devidas modificagoes.

Estudos recentes comprovam uma equivaléncia entre os resultados obti-
dos pelos métodos LTSy com dependéncia angular continua, descrito na secao an-
terior, e DNI (“Dummy Nodes Inclusion”) [17]. Porém, com rela¢ao a metodologia
proposta pelo método MGLTSY, o método DNI seria praticamente invidvel do ponto

de vista computacional, pois aumentaria demasiadamente a ordem do método.
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4 METODOS DE APROXIMACAO
“MULTIGRID”

Neste capitulo, apresenta-se uma breve descricao dos métodos de “multi-
grid” (multigrade), aplicados na resolugao dos sistemas lineares que resultam da dis-

cretizagao de diversos Problemas de Valor de Contorno.

4.1 Técnicas “multigrid”

Diversos problemas de engenharia sao resolvidos numericamente. Nor-
malmente, a discretizagao desses problemas resulta na resolucao de sistemas lineares
cuja ordem requerida para que se obtenha uma boa aproximacao da solucao exata
¢ muito alta, ou seja, ha a necessidade de se trabalhar com malhas muito finas. Em
geral, sabe-se que comportamento da convergéncia dos problemas resolvidos numeri-
camente usando malhas finas é pior do que para malhas grossas [10]. Entretanto,
uma solucao numérica em uma malha grossa pode ser computada rapidamente, mas

dependendo do problema, esta solucao nao tera uma boa precisao .

Os métodos de “multigrid”’sao baseados na discretizagao do dominio
em diferentes malhas, estabelecendo uma relacao entre os resultados obtidos nessas
malhas. Através de um método iterativo eficiente, os resultados obtidos em uma
malha grossa podem consistir em uma boa aproximacao inicial para a solugao na
malha fina. Sao necessarias funcoes de interpolagao para fazer a transferéncia das
variaveis entre as malhas. Um operador interpolagao (prolongamento) transforma
malhas mais grossas em malhas mais finas. Um operador de restricao mapeia as

funcoes das malhas mais finas para malhas mais grossas.
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4.2 Exemplo ilustrativo

Para ilustrar o método “multigrid”, considera-se seguinte problema de
valor de contorno, que pode descrever a distribuicao de temperatura ao longo de

uma corda uniforme:
—u"(z) + ou(z) = f(x), O<z<l, 0020 (4.1)
sujeito as condicoes iniciais u(0) = u(1) = 0.

Inicialmente, aplica-se um método em diferengas finitas, onde o dominio
do problema é particionado em N subintervalos, introduzindo uma malha com os
pontos z; = jh, onde h = % é o comprimento de cada intervalo. Estabelece-se assim

uma malha de tamanho h, denotada por Q.

Utilizando diferencas finitas centradas para aproximar as derivadas e
fazendo o = 0, o problema (4.1), apds a discretizacdo, resulta na resolugao do
seguinte sistema linear:

_Uj—l + 2’0]' — Uj_|_1
h?

em que v; representa uma aproximacao para a solucdo exata u(x;), com vy = vy = 0.

O sistema de equagoes lineares (4.2) pode ser escrito na forma matricial

Av =f, onde

f(z1)

f(zn-1)
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Para resolver o sistema descrito acima de modo iterativo, denota-se por
u a solugao exata e por v uma solugao aproximada do sistema. Como aproximagao

inicial, vy considera-se um vetor na forma

jpm
C— 4.5
vj = sen ( N ) ) (4.5)

para0<j < Nel<p<N-1.

O parametro p é chamado de nimero de onda, que indica o niimero de
meias ondas de seno que constituem v. A notacao v, serd usada para denotar o
vetor v desta forma, com parametro p. Valores pequenos de p correspondem a ondas
longas e suaves, enquanto valores maiores de p correspondem a ondas altamente

oscilatorias.

Ao se aplicar um método iterativo para resolver o sistema, usando como
aproximagcao inicial um vetor v, da forma descrita anteriormente, observa-se que o
método consegue rapidamente diminuir o erro se a onda for oscilatéria ( p grande),
mas falha ao se tentar remover as componentes suaves do erro (p pequeno). A idéia
entao ¢ adaptar os métodos iterativos convencionais para que consigam eliminar

tanto as componentes suaves do erro quanto as oscilatorias.

Para melhorar o resultado das iteracgoes, deve-se usar uma boa aproxi-
macao inicial. Uma técnica que pode ser usada para obter-se uma boa aproximagao
inicial é realizar algumas iteragoes em uma malha mais grossa, Q2" (com menos

b1 ) )
pontos) e usar o resultado obtido como uma aproximagcao inicial para a solu¢ao na

malha fina, Q.

Uma primeira maneira para aplicar esta idéia ¢é utilizar a técnica chama-

da de “nested iteration”, descrita da seguinte maneira:

- Itera-se Au = f em uma malha muito grossa;

- Ttera-se Au = f em Q* para se obter uma aproximacao inicial em

2h.
Q=
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- Itera-se Au = f em 2" para se obter uma aproximacao inicial em Q";

- Itera-se Au =f em Q" para se obter uma aproximacao final para a

solugao.

Uma segunda técnica chamada de “correcao em malha grossa’usa a

equacao residual para realizar iteracoes sobre o erro, através dos seguintes passos:
- Ttera-se Au = f em Q" para se obter uma aproximacao inicial v";
- Calcula-se o residuo r = f — Av";

- Ttera-se na equacao residual Ae = r em Q" para se obter uma aprox-

imacao inicial para o erro e2®;

- Corrije-se a aproximacao obtida em " com o erro estimado obtido

em Q2" vh — yh 4 g2h

Tendo iterado na malha fina até que os erros oscilatorios tenham sido
removidos, itera-se entao a equagao residual na malha grossa para obter-se uma
aproximacao do erro, dai, retorna-se a malha fina para corrigir a primeira aproxi-

macao obtida.

Como vimos anteriormente, sao necessarias funcoes de interpologao
para fazer a transferéncia das varidveis entre as malhas. Ha diversos métodos de

interpolacao. Neste exemplo ilustrativo, usa-se apenas interpolacoes lineares.

O operador de interpolacdo (ou prolongacio) aqui denotado por 1Y,

transforma um vetor de malha grossa em um vetor de malha fina de acordo com a

regra
I, v = vt (4.6)
onde
vé‘j = v?-h (4.7)
’ v 42t N
vng:JTf“, 0<j<5 -1 (4.8)
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Uma segunda classe de operadores sao aqueles que transferem infor-
macoes da malha mais fina para a malha mais grossa, como vimos, estes operadores
sao chamados “operadores de restrigao”, aqui denotados por IZPvP = v Um op-

erador de restricao chamado de “full weighting operator”, pode ser definido por

h h h
p Vajo1 2055 + g5, . _ N
it == I I 1<ji< — 1. (4.9)
4 2
Para o caso N = 8, por exemplo, os operadores de interpolagao e re-

strigao podem ser escritos como

1 U1
2 U2
11 U1 U3
I‘Shvzh:% 2 s = v | =Vv" (4.10)
11 vs ). Us
2 Vg
1 v )
e
U1
V2
1 21 U3 U1
Iﬁhvh:;l 121 v | = w = v (4.11)
1 21 Vs V3 o
Vg
v )
respectivamente.

O emprego de técnicas “multigrid”apresenta intimeras vantagens na
resolucao de problemas em diversas areas, principalmente no que diz respeito a
reducao do esforco computacional. Apresenta-se a seguir o desenvolvimento de um
método “multigrid "baseado na formulacao LTSy com dependéncia continua na
variavel angular. Este método é baseado na interacao entre os resultados obtidos

em diferentes malhas.
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5 O METODO MGLTSY

A equacao (3.9) fornece uma expressao para o calculo do fluxo angular
de particulas em qualquer diregao. Para tanto, precisa-se conhecer o valor de I(7) nas
N diregoes discretas, obtido através da equacao (2.47). Neste capitulo, apresenta-
se o desenvolvimento de um método “multigrid”baseado na formulacao LTSy com
dependéncia angular continua. Tendo em vista a operacionalizagao computacional
da equagao (3.9), apresenta-se também o desenvolvimento de férmulas para uma

fonte especifica.

5.1 Descrigao do método MGLTSY

A idéia basica do método MGLTSY consiste em aproximar o fluxo an-
gular de particulas em uma malha fina (M grande), utilizando os resultados obtidos
pelo método LTSy em uma malha grossa (N pequeno). Para tanto, adota-se a

seguinte metodologia:

% Determina-se o valor de I(7) nas N diregdes discretas p;, pelo método

LTSx (N pequeno).

% Pela equagao (3.9), calcula~se I(7, p1;+), onde p;, sao as M diregoes

discretas referentes a um problema com elevada ordem de quadratura (M grande).

Com isso, 0o método MGLTSY reproduz, com boa precisio, os resultados

obtidos pelo método LTSy, com (M > N).
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5.2 Desenvolvimento de férmulas para uma fonte

exponencial

No problema a ser considerado, o termo fonte é o seguinte:

7

Q(T’ :U) = :P(:ua,UO)e_”oa (51)

onde P(u, p1p) é dado pela equagao (2.15).
De acordo com a equacgao 3.9,tem-se duas situagoes a considerar:
a) >0

Nesse caso, tem-se o seguinte:

W [ I(n)endn+ L [ Q(n)erdn
0 " 0

—eh [f(#) + PTM(“) Ik <X6DT€ + Ce_%> endn + l%fﬂ’(u,uo)e_goezdn].
0 0
(5.2)

Reescrevendo o segundo membro da equagao 5.2, obtém-se

e flu +ZZPT )z Ej <ZPT Cﬁfpu,uo)), (5.3)

j=1 =1

onde

- T )\j(T ) _ :; )\jTO
L , se \; >0
Ei(r) =" [ e™eidy = Nl ’ (5.4)
H el e K A <0
0 NjpA o S04
e
=T T ﬂo(eiﬁ—e_%>
en _n N
F(r) = / CRerdn= om0 AT (55
s 0 € :T ) S€ U= Ho
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Nesse caso, tem-se o seguinte:

Fu) + 2 J Tm)etdn + ; J Q(n)ezdn]

+ # i <X6DT§ + Ce_ﬂio) endn + l%f?(u,uo)e_f:oezdfr]] .
70 70
(5.6)

Reescrevendo o segundo membro da equagao 5.6, obtém-se

=1 =1

) + ZZPT )2i;¢;G (Z P (p)e; +P(u, MO)> . (5.7)

onde

T0—T
—r T ekj(rffo)ieiu

=z ) el——¢ - se)\>0
Gj(1) = — /6”Aj€‘id77 = N A]M ’ (5-8)

e « se \; <0
T0 )\]’p+1 ? ]

=

_r  Tolpmo=H) _ 1
—r T pole o —e HOM e M
n

H(r)= /e woendn = o—p , Se U F o (5.9)

- H(;_TO) ;S K= Ho

70
Com isso, a equacao (3.9) pode ser reescrita na forma

e 1) + 3 3 PRy Ey(r) + F(7) (f: P (1)es + P(n, w) ,

para p >0

Y

| para p <0
(5.10)

onde E;(7), F(7), Gj(t) e H(7) sdo definidos pelas equagoes (5.4), (5.5), (5.8) e

(5.9), respectivamente.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresenta-se resultados numéricos que ilustram a capaci-
dade do método MGLTSY, para resolver problemas de transporte unidimensionais
em uma placa plana. Os algoritmos foram implementados em FORTRAN 90, com

dupla precisao e executados em um microcomputador Pentium III de 550 MHz, com

64 Mb de memoria RAM.

Foi considerado o problema de transferéncia radiativa em uma placa
homogénea, com simetria azimutal, espalhamento anisotrépico de graus L=82 e
L=299 e os seguintes parametros: o, = 0.95, o = 0.5, 79 = 1,1(0, ) = I(1, —p) = 0,
w>0e

Qo) =5 D~ AP Piljao)e™. (6.)

Inicialmente, apresenta-se resultados numéricos referentes ao problema
com anisotropia de grau L==82, com os coeficientes (5] descritos na tabela (6.1). As
tabelas (6.3), (6.4) e (6.5) ilustram os resultados obtidos para o fluxo escalar em
7=0,7=05er7 = 10, pelo método MGLTSY, para N variando de 10 a 80.
Esses resultados sao comparados com os resultados obtidos pelo método LTSy, para
N=300, N=500 e N=1000, expostos na tabela (6.2). Também ¢é apresentado o tempo

computacional (t) dos métodos MGLTSN e LTSy, em segundos.
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Tabela 6.1:

Coeficientes (§; - Espalhamento Anisotrépico de Grau L=82
1 G Bivie  Biysz Bieas Bipes  Bieso
0 1 0.34688 0.01711 0.00107 0.00008 0.00001
1 241260 0.28351 0.01298 0.00082 0.00006 0.00001
2 3.23047 0.23317 0.01198 0.00077 0.00006 0.00001
3 3.37296 0.18963 0.00904 0.00059 0.00005

4 3.23150 0.15788 0.00841 0.00055 0.00004

5 2.89350 0.12739 0.00634 0.00043 0.00004

6 249594 0.10762 0.00592 0.00040 0.00003

7 211361 0.08597 0.00446 0.00031 0.00003

8 1.74812 0.07381 0.00416 0.00029 0.00002

9 1.44692 0.05828 0.00316 0.00023 0.00002

10 1.17714 0.05089 0.00296 0.00021 0.00002

11 0.96643 0.03971 0.00225 0.00017 0.00001

12 0.78237 0.03524 0.00210 0.00015 0.00001

13 0.64114 0.02720 0.00160 0.00012 0.00001

14 0.51966 0.02451 0.00150 0.00011 0.00001

15 0.42563 0.01874 0.00115 0.00009 0.00001

Tabela 6.2:

Fluxo escalar e tempo computacional - Método LTSy (L=82)

N x=0.0 =05 z=1.0 Tempo(s)
300 0.13333913 0.40013175 0.31644375 13.63
500 0.13334069 0.40013298 0.31644308 76.67
1000 0.13334135 0.40013350 0.31644280 738.53
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Tabela 6.3:

Resultados numéricos 1\/[GLTS?’1\IO0 e comparacao com os resultados LTSgp0(L=82)

Fluxo escalar MGLTS%OO

Erro Absoluto ( |LTS300-MGLTSS| )

10

20

30

40

50

60

70

80

0.13136900

0.13231374

0.13282612

0.13303221

0.13313437

0.13319291

0.13322977

0.13325459

0.40020074

0.39979911

0.39992516

0.40001596

0.40006041

0.40008364

0.40009720

0.40010587

0.31775530

0.31577769

0.31608076

0.31622295

0.31629520

0.31633720

0.31636386

0.31638189

0.49

0.94

2.08

1.93

2.41

2.92

4.99

5.77

0.00197014

0.00102540

0.00051301

0.00030692

0.00020477

0.00014623

0.00010936

0.00008455

0.00006900

0.00033264

0.00020659

0.00011579

0.00007134

0.00004811

0.00003454

0.00002587

0.00131155

0.00066606

0.00036299

0.00022080

0.00014854

0.00010654

0.00007989

0.00006186

Tabela 6.4:

Resultados numéricos MGLTS‘{{I00 e comparacao com os resultados LTSg00(L=82)

Fluxo escalar B/IGLTSIE(IOO

Erro Absoluto ( |LTS500-MGLTS| )

10

20

30

40

50

60

70

80

0.13136792

0.13231196

0.13282394

0.13302975

0.13313169

0.13319007

0.13322680

0.13325151

0.40020074

0.39979911

0.39992516

0.40001596

0.40006041

0.40008364

0.40009720

0.40010587

0.31775251

0.31577452

0.31607730

0.31621930

0.31629141

0.31633329

0.31635986

0.31637781

0.87

1.65

2.42

3.24

4.17

4.83

5.71

9.34

0.00197277

0.00102873

0.00051676

0.00031094

0.00020900

0.00015063

0.00011389

0.00008919

0.00006776

0.00033387

0.00020782

0.00011702

0.00007257

0.00004934

0.00003578

0.00002711

0.00130943

0.00066856

0.00036578

0.00022378

0.00015167

0.00010979

0.00008322

0.00006527
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Tabela 6.5:

Resultados numéricos MGLTS%\I000 e comparacao com os resultados LTS;po0(L=82)

Fluxo escalar 1\/IGLT811\1000

Erro Absoluto ( |LT81000-MGLT311\1000’ )

N x=20.0 x=20.5 x=1.0 t z=0.0 z=20.5 x=1.0

10 0.13136747 0.40020074 0.31775134 2.09 0.00197388 0.00006724  0.00130853
20 0.13231121 0.39979911 0.31577317 3.40 0.00103014 0.00033439  0.00066963
30 0.13282301 0.39992516 0.31607584 5.00 0.00051834 0.00020834  0.00036696
40 0.13302870 0.40001596 0.31621776 6.48 0.00031265 0.00011754  0.00022504
50 0.13313055 0.40006041 0.31628980 8.40 0.00021080 0.00007309  0.00015300
60 0.13318885 0.40008364 0.31633163 9.72 0.00015250 0.00004986  0.00011117
70 0.13322552 0.40009720 0.31635815 11.37 0.00011583 0.00003630  0.00008465
80 0.13325018 0.40010587 0.31637607 12.97 0.00009117 0.00002763  0.00006673
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Para o problema com anisotropia L = 82, o método MGLTS}N repro-
duziu os resultados LTSs399, LTS509 € LTS1p00 com uma coincidéncia de até qua-
tro algarismos significativos. E importante destacar a drastica reducao do tempo
computacional obtida pelo método MGLTSY. Como exemplo, destaca-se o esforco
computacional MGLTSY (12.97 segundos), em relagiao ao esforco computacional

LTS1000 (738.53 segundos).

Para se gerar os resultados da tabela (6.5), foram gastos 59,43 segun-
dos de esforco computacional, tempo ainda menor que o gasto para se obter o fluxo
escalar LTS1000 (738,53 segundos). Tendo em vista uma possivel anélise da con-
vergéncia da solucao ao aproximar-se os resultados referentes a uma malha fina,
baseando-se em uma sequéncia de aproximagoes em malhas grossas, este dado se
torna relevante. Tal fato também é constatado nos resultados referentes ao proble-

ma com anisotropia de grau L = 299, apresentados a seguir.

Os coeficientes (1 sao descritos na tabela (6.6). Nas tabelas (6.8) e (6.9)
ilustra-se os resultados obtidos para o fluxo escalar em 7 = 0, 7 = 0.5 e 7 = 1.0,
pelo método MGLTSY, para N variando de 60 a 100. Na tabela (6.10), tem-se os
resultados obtidos para o fluxo escalar em em 7 =0, 7 = 0.5 e 7 = 1.0, pelo método
MGLTSY, agora para N variando de 90 a 150. Esses resultados sao comparados com
os resultados obtidos pelo método LTSy, para N=300, N=500 e N=1000, expostos
na tabela (6.7). Também é apresentado o tempo computacional (t) dos métodos

MGLTSY e LTSy, em segundos.
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Tabela 6.6:

Coeficientes (§; - Espalhamento Anisotrépico de Grau L=299
l By Biyse  Birrz Biv10s Biviaa Biviso Bia2ie Biyos2 Biyoss
1 1.000 20.024 15.606 6.377 1.723 0.349 0.057 0.0008 0.0001
2 2544  20.145 15.338 6.173 1.649 0.331  0.054 0.0008 0.0001
3 3.883 20.251 15.058 5.986 1.588 0.317 0.052 0.0007 0.0001
4 4.568 20.330 14.784 5.790 1.518 0.301  0.049 0.0007 0.0001
5 5.235 20.401 14.501 5.612 1.461 0.288 0.047 0.0006 0.0001
6 5.887 20.444 14.225 5424 1.397 0.273 0.044 0.0006 0.0001
7 6.457 20477 13.941 5.255 1.344 0.262 0.042 0.0006 0.0001
8 7.177 20.489 13.662 5.075 1.284 0.248 0.039 0.0005 0.0001
9 7.859 20.483 13.378 4.915 1.235 0.238 0.038 0.0005 0.0001
10 8.494 20.467 13.098 4.744 1.179 0.225 0.035 0.0005 0.0001
11 9.286 20.427 12.816 4.592 1.134 0.215 0.034 0.0005 0.0001
12 9.856 20.382 12.536 4.429 1.082 0.204 0.032 0.0004 0.0001
13 10.675 20.310 12.257 4.285 1.040 0.195 0.030 0.0004
14 11.229 20.236 11.978 4.130 0.992 0.185 0.029 0.0004
15 11.851 20.136 11.703 3.994 0.954 0.177 0.027 0.0004
16 12.503 20.036 11.427 3.847 0.909 0.167 0.026 0.0003
17 13.058 19.909 11.156 3.719 0.873 0.160 0.024 0.0003
18 13.626 19.785 10.884 3.580 0.832 0.151 0.023 0.0003
19 14.209 19.632 10.618 3.459 0.799 0.145 0.022 0.0003
20 14.660 19.486 10.350 3.327 0.762 0.137 0.021 0.0003
21 15.231 19.311 10.090 3.214 0.731 0.131  0.020 0.0003
22 15.641 19.145 9.827 3.090 0.696 0.124 0.018 0.0002
23 16.126 18.949 9.574 2.983 0.668 0.118 0.018 0.0002
24 16.539 18.764 9.318 2.866 0.636 0.112 0.017 0.0002
25 16.934 18551 9.072 2766 0.610 0.107 0.016 0.0002
26 17.325 18.348 8.822 2,656 0.581 0.101 0.015 0.0002
27 17.673 18.119 8.584 2.562 0.557 0.097 0.014 0.0002
28 17.999 17.901 8.340 2.459 0.530 0.091 0.0130 0.0002
29 18.329 17.659 8.110 2.372 0.508 0.087 0.0130 0.0002
30 18.588 17.428 7.874 2274 0.483 0.082 0.0120 0.0002
31 18885 17.174 7.652 2.193 0.463 0.079 0.0110 0.0001
32 19.103 16.931 7424 2.102 0.440 0.074 0.0110 0.0001
33 19.345 16.668 7.211 2.025 0.422 0.071 0.0100 0.0001
34 19.537 16415 6.990 1.940 0.401 0.067 0.0009 0.0001
35 19.721 16.144 6.785 1.869 0.384 0.064 0.0009 0.0001
36 19.884 15.883 6.537 1.790 0.364 0.060 0.0008 0.0001
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Tabela 6.7:

Fluxo escalar e tempo computacional - Método LTSy (L=299)

N x=0.0 x=0.5 x=1.0 Tempo(s)
300 0.11162666 0.38864756 0.34840970 20.27
500 0.11162361 0.38864862 0.34840584 92.88
1000 0.11162239 0.38864905 0.34840429 801.47

Tabela 6.8:

Resultados numéricos 1\/[GLTS31\I00 e comparacao com os resultados LTS3 (L=299)

Fluxo escalar MGLT S?’N00

Erro Absoluto ( |LTS300-MGLTS3)| )

N z=0.0 z=0.5 z=1.0 t z=0.0 z=0.5 z=1.0

60 0.11713563 0.39454071 0.35321048 11.42 0.00550897 0.00589315 0.00480078
70 0.11444134 0.39375962 0.35375445 12.25 0.00281467 0.00511206 0.00534475
80  0.11276389 0.39120007 0.35132597 14.01 0.00113723 0.00255251 0.00291627
90 0.11181475 0.38891616 0.34858161 15.82 0.00018809 0.00026860 0.00017191
100 0.11167301 0.38886136 0.34859063 17.79 0.00004635 0.00021380 0.00018093
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Tabela 6.9:

Resultados numéricos MGLT S5N00 e comparagao com os resultados LTS500(L=299)

Fluxo escalar MGLTSEI{IOO

Erro Absoluto ( |LTS500-MGLTSR| )

N x=0.0 x=0.5 x=1.0 t x=20.0 x=0.5 x=1.0

60 0.11712335 0.39454071 0.35319925 17.19 0.00549974 0.00589209 0.00479341

70 0.11442900 0.39375962 0.35374329 20.05 0.00280539 0.00511100 0.00533745

80 0.11275145 0.39120007 0.35131488 22.96 0.00112784 0.00255145 0.00290904

90 0.11180212 0.38891616 0.34857049 25.92 0.00017851 0.00026754 0.00016465

100 0.11166012 0.38886136 0.34857932 28.89 0.00003651 0.00021274 0.00017349
Tabela 6.10:

Resultados numéricos 1\/IGLT811\IO00 e comparagao com os resultados LTS1gpo(L=299)

Fluxo escalar MGLTS%\IOOO

Erro Absoluto ( |LTS1000-MGLTSI?)| )

N x=0.0 x=0.5 z=10 t z=0.0 z=0.5 z=1.0

90  0.11179669 0.38891615 0.34856572 47.95 0.00017430 0.00026711  0.00016143
100 0.11165455 0.38886135 0.34857446 53.88 0.00003216 0.00212309  0.00017017
110 0.11158330 0.38873450 0.34845422 59.49 0.00003909 0.00008545  0.00004993
120 0.11155367 0.38864745 0.34835373 66.73 0.00006871 0.00000159  0.00005055
130 0.11155220 0.38864048 0.34835234 77.32 0.00007018 0.00000856  0.00005194
150 0.11156473 0.38864211 0.34836105 82.61 0.00005766 0.00000694  0.00004324




33

Para o problema com anisotropia L = 299, observa-se uma coincidéncia
de até quatro algarismos significativos entre os resultados obtidos pelo método
MGLTSY e os resultados LTSigp0 em 7 = 0 e 7 = 1.0. Em 7 = 0.5, essa coin-
cidéncia passa a ser de cinco algarismos significativos. Também observa-se uma
dréstica reducao do tempo computacional obtida pelo método MGLTSY, como por

1000

exemplo o tempo computacional MGLTS2° (82.61 segundos) em rela¢ao ao tempo

computacional LTSgp (801.47 segundos).

Convém notar que neste trabalho, o erro cometido pelo método MGLTSY
foi calculado a partir do resultado “benchmark”dado pelo método LTS 999. No caso
deste resultado nao estar disponivel, isto é, quando o valor de N for maior que 2000,
o erro cometido na aplicagio do método MGLTSN é estimado através da férmula

(3.9) desenvolvida no capitulo 3.
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7 CONCLUSOES

Analisando os resultados numéricos obtidos pelo método MGLTSY apli-
cado na resolucao dos problemas de transporte considerados, pode-se concluir que
o objetivo do presente trabalho foi atingido. O método MGLTSY reproduziu, com
boa precisao, os resultados obtidos pelo método LTSy em uma malha fina, usando

os fluxos calculados pelo método LTSy em uma malha grossa (N < M).

Foi obtida uma aproximacao da solugao do problema de transporte
anisotropico de grau L usando ordens de quadratura inferiores ao grau de anisotropia
(N<L), ao contrario do que é usualmente empregado, devido a perda do significado
fisico. Torna-se possivel, com isso, aproximar a solucao de problemas com grau
de anisotropia extremamente severo e modelos de multigrupo de energia que nao

permitam desacoplamento, usando baixas ordens de quadratura.

Do ponto de vista computacional, o0 método MGLTSN mostrou-se ro-
busto, e quando empregado na resolugao de problemas que requerem elevadas or-
dens de quadratura, apresenta melhor performance em relagao ao método LTSy.
Um dos fatores que contribuem para que tal fato seja constatado esta relacionado
ao calculo dos autovalores e autovetores da matriz A, cuja ordem requerida pelo
método MGLTSY ¢é relativamente pequena. Em consequéncia, o tempo computa-

cional se reduz drasticamente.
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