UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Equacoes de
Adveccao-Difusao:
Propriedades e
Comportamento Assintotico

por

Graciela Moro

Dissertagao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Prof. Dr. Paulo Ricardo de Avila Zingano
Orientador

Porto Alegre, marco de 2005.



il

CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Moro, Graciela

Equacoes de Adveccao-Difusao: Propriedades e Com-
portamento Assintético / Graciela Moro.—Porto Alegre:
PPGMAp da UFRGS, 2005.

98 p.: il.

Dissertagao (mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Aplicada, Porto Alegre, 2005.

Orientador: Zingano, Paulo Ricardo de Avila

Dissertacao: Matematica Aplicada
equacao de adveccgao-difusao, equacao do calor, equacao de
Burgers, limites assintéticos




il

Equacoes de Adveccao-Difusao:
Propriedades e Comportamento

Assintotico

por

Graciela Moro

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduagao em
Matematica Aplicada do Instituto de Matematica da Universidade

Federal do Rio Grande do Sul, como requisito parcial para a obtencao
do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Métodos Analiticos e Numéricos em Dinamica de
Fluidos

Orientador: Prof. Dr. Paulo Ricardo de Avila Zingano

Banca examinadora:

Profa. Dra. Vanilde Bisognin
UNIFRA

Prof. Dr. Jacques Aveline Loureiro da Silva
PPGMAP/IM/UFRGS

Prof. Dr. José Afonso Barrionuevo
PPGMAP/IM/UFRGS

Dissertacao apresentada e aprovada em
30 de marco de 2005.

Prof®. Dra. Maria Cristina Varriale
Coordenadora



v

SUMARIO
LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . . e vi
RESUMO . . . . . e vii
ABSTRACT . . . . . e viii
1 INTRODUCGAO . . . .o, 1
2 EXEMPLOS PARTICULARES . ... ... ... ... ....... 6
2.1 Equacaodo Calor . ... ... ... . ... ... ... ... . ..., 6
2.2 Equacaode Burgers. . . . . . ... ... Lo L 15
3 EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO . . . . ... ... .... 24
3.1 Introducao . . .. . .. . . . . ... 24
3.2 Alguns resultados basicos . . . . .. . ... ... ... .. ..., 28
3.3 Decaimento em IP(R"), n=1 . .. .. ... ... ... ....... 36
3.4 Decaimentoem LP(R"), n>1 . ... ... ... .......... 48
3.5 Comportamento assintético,n=1 ... ... .. .. ........ o6
3.6 Comportamento assintético,n>1 . ... ... ... ... ..... 64
4 COMPORTAMENTO DE #50 9)|lu(-, )|l mo@n) - - o o v v v oo oo 69
4.1 Introducao . . . .. .. . . . . .. ... 69
4.2 Caso particular: Equagadodo Calor . . .. .. ... .. ... ... 70
4.3 Caso particular: Equacao de Burgers . . . . . . .. .. ... ... 78
4.4 Comportamento de ||u(-,)|[pimny - - - - . ... 80
4.5 Comportamento de t%(l_%)||u(~,t)||Lp(Rn), p>1 ... ... 82
5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS . . . ... ... ........ 85

APENDICE A . . . 87



APENDICE B
BIBLIOGRAFIA



Figura 3.1

Figura 3.2

vi

LISTA DE FIGURAS

(a) Solugao u(+, t) para alguns valores de t da equagao u;+10uu, =
Uy, correspondente ao perfil inicial ug = —z(x+1,5)(1—x) para —
1,b<x<1leOparaz < —1,50ux > 1. (b) Normas L? para o
problema descrito em (a). . . . .. ... ...

Solugoes u(-,t),a(-,t) para alguns valores de t da equacao u; +
10uu, = u,, correspondentes a estados iniciais ug = r+1 para —
1<z<0,1—xzparald <zx<leOparazxz < —-1louzxz >1
etg=x+1,5para — 1,0 <z <0, 1,5—xpara ) < x <
1,beOparax < —1,50ux>1,5. . . ... . ... ... ....



vil

RESUMO

Neste trabalho, examinamos em detalhe resultados recentes apresenta-
dos em [Zingano, 1999], [Zingano, 2004], [Zingano, 1996a] [T. Hagstrom, 2004] sobre
o comportamento de solugoes para equagoes (escalares) de adveccao-difusao nao-

lineares, da forma
uz + div(f(u)) = div(A(u)Vu), x€R" t>0

correspondentes a estados iniciais u(-,0) € L'(R") N L>®°(R"). Aqui, A(u) € R™ é
uniformemente positiva definida para todos os valores de u em questdo, e f(u) =
(fi(u),..., fu(u)) corresponde ao fluxo advectivo, com A, f suaves. Entre os vérios
resultados, tem-se em particular os limites assintéticos

| o m)| 4w\ 2%
hmoot2(1 2l Ol e @ny = (47)\) 3 <7> ’

para cada 1 < p < oo, uniformemente em p, bem como

lim (3075 u(, 6) — (- )| prny =0, 1<p<oo

t—4o00

para duas solugoes u(-,t), (-, t) quaisquer correspondentes a estados iniciais u(-, 0), u(-,0) €

LYR™) N L*(R™) com a mesma massa, isto é,

/n u(x,0)dx = /n u(x,0)dx

Outra propriedade fundamental, valida em dimensao n > 2, é
. n()_ L
tLlinootz( D Jul-, ) — v(, )|l pr@e = 0
para cada 1 < p < oo, se v(-,t) é solugao da equagao de adveccao-difusao linear
v +1£(0)- Vo =div(A(0)Vv), x€R", t>0,

com u(-,0),v(-,0) € LY(R") N L>(R") tendo a mesma massa.

Outros resultados de interesse sao também discutidos.
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ABSTRACT

In this work we give a detailed discussion of some recent results obtained
in [Zingano, 1999], [Zingano, 2004], [Zingano, 1996a] [T. Hagstrom, 2004] concer-
ning the behavior (particularly for large time) of solutions u(-, t) to (scalar) advection-

diffusion equations of the form
up + div(f(u)) = div(A(u)Vu), xeR", t>0

with bounded, integrable initial profiles, i.e., u(-,0) € L'(R") N L*(R"). Here,
A(u) € R™ is a uniformly positive definite matrix for all u concerned, and f(u) =

(fi(u),..., fu(u)) gives the advective flux, with A, f smooth. In particular, we obtain

the following asymptotic limits,

n(1-1 A7\ 2
lim t5(175) u(-,t ny = [m] = — ,
Jim 50Dt e = 50 (2

for each 1 < p < oo, uniformly in p, and we show

lim 2070 [u(, ) — (- 6) |l @ =0, 1< p<oo

t—+00
for an arbitrary pair u(-,t), u(-, t) of solutions associated with initial states u(-,0) €

L'(R™) N L*°(R™) having the same mass, i.e.,

/n u(x,0)dx = /n u(x,0)dx

Another fundamental property which we examine in detail is that, when

n > 2, we have

lim £5(8) lu(-, 6) — v, Ollr@ny =0

t—+o00

for all 1 < p < oo, uniformly in p, where v(-, ¢) is the solution of the linear advection-

diffusion equation
v+ £(0)- Vo =div(A0)Vv), xeR", t>0,
provided only that u(-,0),v(-,0) € L'(R") N L>(R") have the same mass.

Other results of interest are also discussed.



1 INTRODUCAO

Neste trabalho, examinamos diversas propriedades das solugoes u(-,t)

de equacgoes parabdlicas da forma

ur + div(f(u(x,t))) = div(A(u(x,t))Vu), xeR", t>0 (1.1)
correspondendo a estados iniciais u(+, 0) limitados e integraveis, i.e., u(-,0) € L'(R")N
L (R").

Em (1.1), A, fsdo fungoes dadas, suaves, com A(u) matriz n X n positiva
definida com
(v, A(u)v) > plv|? VveR" (1.2)
para todo u envolvido, onde p é uma constante positiva (fixa). Nestas condi¢des, é
sabido existir uma tinica solu¢ao u(-, t) € C*([0, +oo[, L' (R™))NL>([0, +oo[, L>(R™)),
e sao certas propriedades desta solucao que estudamos em detalhe nos capitulos a
seguir. Por exemplo, uma propriedade que desempenha papel fundamental nesta

discussdo é o comportamento da norma L' de u(-,1), i.e.,

WQQMWMZAJM&MM. (1.3)

Tem-se para cada t >ty > 0,

[us Ol @y < lJul o)l @ny < llul, 0|, (1.4)

ie., |lu(-,t)||p1wny decresce com t; ademais, para um par qualquer de solugoes

u(-,t), u(-,t) do problema acima, tem-se
Ju(- ) = A D)o ey < flul,0) = -, 0)|| e (1.5)

para todo t > 0, uma importante propriedade de contratividade com diversas con-
sequéncias, e.g.

u(-,0) < a(,0) = ul-t) < a(-, 1), (1.6)



ou seja, se no instante inicial tivermos u(x,0) < u(x,0) para todo x € R", entao
teremos a mesma relagao entre as solugoes correspondentes u(-, t), @(-, t) em qualquer

instante ¢ posterior.

Outras propriedades basicas sao revistas, preparando o caminho para a
questao central que examinamos, referente ao comportamento quando ¢t — 400 das

normas LP de u(-, 1),

1
a8y = ( [t t>|pdx) , (1.7)
inclusive p = oo,

(s Dlloeqeny = sup Ju(x,2)]. (1.8)

/ ulx, t)dx

para todo t > 0, onde m é a massa de u(-,t), invariante em ¢,

Para p = 1, temos

u(, )l mny > = |m)| (1.9)

m = u(x,0)dx = /n u(x, t)dx. (1.10)

Rn

Em particular se m # 0 nao podemos ter u(-,t) decaindo a zero em

L'(R"), enquanto, para p > 1, é bem sabido que
|u(-,t)||Lrrny —> 0 quando t — +oo0. (1.11)
De fato, vamos mostrar, detalhando a andlise em [Zingano, 1996a],
[Zingano, 1999], [T. Hagstrom, 2004], [Zingano, 2004], que
lu(e, )l zoiny ~ Y ()t 5075 quando 1 — +oo, (1.12)

onde v, ,(m) é uma certa constante (positiva sempre que m # 0) que depende de

p,m, m, e que computamos em detalhe. No caso p = 1, tem-se 7, ,(m) = |m|, i.e.,

[u(, Ollprgey — |m|  quando ¢ — +o0 (1.13)



onde m é a massa da solugao, ver (1.10). Além disso, sendo u(-,t),a(-,¢) um par

qualquer de solucoes com mesma massa, temos
lu(-,t) =@, t)|[1mny — 0 quando t — +o0 (1.14)
e também,
#3503 ju(, t) — (-, )| oemy) — 0 quando ¢ — +o0 (1.15)

para cada 1 < p < oo, uniformemente em p. Este fato estd relacionado com
a seguinte propriedade fundamental, que derivamos em detalhe neste texto: as
solugoes u(-,t) de (1.1) podem ser bem aproximadas quando ¢ — 400 por solugoes

v(+,t) de equagdes mais simples: quando n > 2, temos
u(-,t) —v(-, D) ||y — 0 quando t — +o00 (1.16)
e, mais geralmente, para cada 1 < p < oo,
50w, t) = v(, )| po@ny — 0 quando  t — +oo (1.17)
onde v(-, t) é qualquer solugao da equacao linear
v + div (m’ (0)) = div(A(0)Vu) (1.18)

tendo a mesma massa de u(-,t), e, no caso n = 1, o mesmo vale para v(-,¢) dada

pela equacao de Burgers

vy + f,(O)Ux + f”(O)vvZIC = a(0) vy (1.19)

Intuitivamente podemos explicar este comportamento como segue: es-

crevendo (1.1) na forma
e+ £(0) - Vo + uf (0) - Vu+ . .. = div(A(0)Vu) + div (uA’(O)Vu) Yo

e, observando as taxas de decaimento de u(-,t) e suas derivadas discutidas no Cap.

3, temos

I£0) - Vu,t) | paeqery = O (#757%) (1.20)



(-, OF (0) - Vule, )y = O (£773) (1.21)
I div (A(0)Va) ey = O (737 (1.22)
| div (u(-,t)A’(o)vu) oy = O (£ 1) ; (1.23)

em particular, retendo o termo linear difusivo div(A(0)Vu) na equacdo, precisamos
apenas manter o termo f(O) - Vu no caso n > 2, visto que os demais termos tem
tamanho insignificante perto de div(A(0)Vu); isso sugere a equagao (1.18) acima.
Quando n = 1, precisamos ainda manter o segundo termo na expansao do termo

advectivo, visto que é da mesma ordem de a(0)u,,; isso nos da a equagao (1.19).

Pelo papel desempenhado nestas aproximacoes, e dada a importancia
especial das equacoes (1.18), (1.19), comegamos a discussao revisando no Capitulo 2

alguns resultados destas equacoes, em particular a representagao explicita de v(-, ),
1 x—f (0)t—y. A1 (x—F (0)1—
xit) = ey [T OO0y 0y 120

no caso da equagao do calor (1.18), e

, 2
(-7 (O”‘y) o
e 4a(0)t 2a(0) fR u(&,0)d¢ 70 d
o(z 1) = 32 uly, 0)dy (1.25)
(w—f'(O)t—y)

f]R 67 4a(0)t 6 Za(O) f]R é 0 dédy

no caso de (1.19). Em particular, denotando genericamente por Dv(-,t) as demais
derivadas (com relacao a varidvel espacial x) de v de ordem ¢, derivamos estimativas

para || D(-, )| r2rn), onde

& 0t
ID (-, )| 2 (ny = (1) :
De forma semelhante, para qualquer 1 < p < 0o, escrevemos
n
0t
D (-, )| reny = (1)
i1,§:1 Bzvil e a[Eil Lp(R™)

e analogamente para u(-,t).

Nos capitulos 3 e 4, estendemos a discussao para a equacao geral (1.1),

estabelecendo os resultados indicados e outros relacionados. Por conveniéncia, re-



sumimos no Apéndice A algumas desigualdades utilizadas ao longo do texto, parti-
cularmente a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Niremberg, e no Apéndice B com-

putamos algumas identidades uteis referentes a expressao (1.24) acima.



2 EXEMPLOS PARTICULARES

Neste capitulo, abordaremos alguns exemplos particulares importantes

da equacao de adveccao-difusao
u + div(f(u)) = div(A(u)Vu), (2.1)

estabelecendo alguns resultados que serao investigados em detalhe nos Capitulos 3

e 4 para a equacao (2.1).

2.1 Equacao do Calor

Consideremos a equacao do calor dada por
u +a-Vu=div(AVu), xeR", t>0, (2.2)

onde a € R™ é constante e A € R"*" é uma matriz real constante, positiva definida

e simétrica, com a condicao inicial

u(x,0) = ug(x), uo € L'(R") (2.3)

Na equagao (2.2), Vu denota o gradiente de wu(x,t) com respeito a

varidvel x = (zy,...,2,), e div é o operador divergente div f = g—f; + ...+ %.

Neste caso, a solugao do problema (2.2), (2.3) é dada por

1 ! -1
u(x,t) = — e~ m(xmatmy, AT (x—at-y))y, dy, 2.4
) = it L o(y)dy (2.4)
onde A é a média geométrica dos autovalores \q,..., \, de A4, i.e.,
A= (MAo... Ay)n = VdetA. (2.5)

Mais geralmente, considerando 1 < p < oo, a expressao (2.4) define também uma

solugao da equacao (2.2) quando ug € LP(R"), i.e.,

/n [ug(x)[Pdx < o0, (2.6)



sendo a condigao u(-,0) = ug satisfeita no sentido de se ter u(-,t) — ug em LP(R")
(2.7)

[u(-;2) = uol|o@ny — 07,

quando t — 01, i.e.,
(2.8)

onde || - ||»(rny denota a norma
lu(x, t) |pdx)

ot sy = (
RTL
Ademais, a solugao u(-,t) dada em 2.4 acima satisfaz u(-,t) € C°([0, +oo[, LP?(R")),
U(',£)||LP(]R71) — 0 quando t — t, para cada ¢ > 0 dado, e satisfaz

Le., HU(,t)
(2.2) no sentido cldssico, sendo de classe C* (R"x ]0,0c[). E sabido que (2.4) é a
tinica solugdo da equagio (2.2) com u(-,t) € C°([0, +oo[, LP(R™)), u(-,0) = ug, ver
e.g. [O. A. Ladyzhenskaia e Uracelva, 1968], [Taylor, 1996] e teorema (2.1) a seguir.
Nesta secao derivamos algumas propriedades assintoticas para a solugao

u(-,t) do problema (2.2), (2.3), usando a representacao explicita dada em (2.4).
Claramente, mudando x para £ = x — at, é suficiente para considerar o caso a = 0,
o qual serd assumido nas derivacoes abaixo.

Teorema 2.1. Sendo ug € L'(R") e u(-,t) solugao (cldssica) de (2.2), (2.3) em
(2.9)

R"x 0, T[ com u(-,t) € C°([0, T[, L*(R™)), u(-,0) = ug, entdo
(@4 A7 @)y (y)dy,

1 1
0 e u
(A At)= /Rn

<=):

para todo x € R*, 0 <t <T.
Demonstracio: Seja & € R*, ¢ € ]0,T[ dados, fixos no que segue e u(x,t) em
(2.10)

Co([0,T] , LP(R™)), solugao de (2.2), (2.3), mostremos que
K(& — x,t)ug(x)dx

u(&, 1) = .
(2.11)

6_4Lt<£5A71£> .

NI

onde
K¢ t) =



Considere v : R*x | — oo, f[ — R dada por

v(x,t) = K(& —x,t—1t). (2.12)

Em particular
v, = —div(AVv), VxeR" t<i
sendo que v € C®(R"x | — oo, ] ).

Para cada R > 1, seja (r € C°(R™) tal que
(()Cr(x) =1 Vx| <R
(it)Cr(x) =0 VY |x|>R+1
(11)0 < (p(x) <1=0 VR<|x|<R+1
()|FEx)| <M Vx<R", Vi<j<n
(v

N2 (x)| <M Vx<R", V1<ij<n

ox;x;

com M > 0 independente de R.
Como v; = —div(AVv) e u; = div(AVu), x € R, t € ]0,#[ , obtemos

(uCrv)s — div(CrRvAVU — uAV (Cgv)) = uvdiv(AV(g) + 2u(AVv, V(g). (2.13)

Tomando € € 0, %[ , e integrando (2.13) em x € Bgry1(0), t € [e, — €],

obtemos

i—e t—e
/ / (uCrv)dtdx = / / div(CrvAVU — uAV (Cgv))dtdx +
[x|<R+1 |x|<R+1

/ / uvdiv(AV (g)dtdx +/ / u(AVv, V(g)dtdx
|x|<R+1 |x|<R+1 Je

visto que Cg(x) = %(X) = 0 se |x| > R+ 1, como tem-se também g%j(x) —
ai_iij (x) = 0 se |x| < R. Entao, por Fubini

i—e i—e
/ / (uCgrv)dtdx = / / div(CrvAVu — uAV (Cgv))dxdt +
|x|<R+1 Je € |x|<R+1

t—e t—e
—l—/ / uvdiv(AV (g)dxdt + 2/ / u(AVv, V(g)dxdt.
€ R<|x|<R+1 € R<|x|<R+1



Agora,

i—e
td dx = , P ’ s dx —
/|x|§R+1/e (uCpv)uctx /x§R+1U(X t —e)Cr(z)v(x,t — €)dx
_/ u(x, €)Cr(x)v(x, €)dx.
x| <R+1

Pelo teorema do Divergente, e utilizando os argumentos acima,

/ a / div(CruAVU — uAV (Cpo))dxdt =
) € |x|<R+1
_ / - / (CavAVU — uAV (Cpo))n(x)do(x)dt = 0.
€ |x|=R+1

Quando R — 400, temos

i—e
/ / uvdiv(AV(g)dxdt = 0,
€ R<|x|[<R+1

e também

t—e
2/ / u(AVv, V(g)dxdt = 0.
€ R<|x|[<R+1

Assim, obtemos

uw(x,t — €)Cr(x)v(x,t — €)dx — u(x, €)(r(x)v(x, €)dx = 0.
[ 10T = ACaG i s [l (00,0

Ix|<R+1
Fazendo R — +o0, temos

/n w(x, f — o(x, i — e)dx — / w(x, v (x, €)dx = 0

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

E entao, obtemos

~

/n w(x, i — K (% — x, €)dx = / w(x, VK (& — x.7 — €)dx

visto que, v(x,t) é dado por (2.12).
Fazendo € — 07, obtém-se

(@, §) = / o (%) K (& — x, 1)dx,

como queriamos demonstrar.

(2.14)
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Teorema 2.2. Sendo u(-,t) solugdo de (2.2) com u(-,0) = ug € LP(R"), 1 < p < o0,

entio u(-,t) € LP(R™) para t > 0, tendo-se

[u( Dlle@ey < flul 0)|lLr@ey ¥ £ > 0. (2.15)
Demonstracao: Sendo u(.,t) dada por (2.4), temos os seguintes casos:
Caso p = 1:

Usando o Teorema de Fubini, tem-se:

1 ) .
ot —— ldx < . —a Xy AT |y (v, 0)] d >d
[l Ol @n) - u(x,t)|dx < /Rn (mD): (/Rne lu(y, 0)| dy | dx

1 _
= e L (o) .o ay

Introduzindo & = x — y e usando (B.1), obtemos

1 _ g a1
Doy < [ ([ e ode) luyolay = [ w0l ay,

(4mAt) 2
isto é,
Caso p = oc:
1 -1 1
u(, t)||peomny = sup |u(x,t)| = su = eat XYAT Yy (v 0)d
e Oy = s e )] = sup oo | [ (v, 0)dy

IA
12}
=

i

T T gy o) dy
-1 -1

< su 7 e VAT Gy (-, 0)]] poo (g

= et (47r)\t)5/Rn Yt Olfsogee

= lu(:, 0)||oe(zn

para cada x € R", dado que (B.1) vale.

Portanto, para todo ¢ > 0

[[uCs )l pee ) < {ul; 0)[|zoe ). (2.17)

Caso 1 < p < o0:
1 1oy A—l(x_
/ (& 4t <x y7A (X y))rLL(}/7 O)dy

fute ey = ([ |u(x,t>|pdx)’l’=( A=

1 - _ p »
e (L, (Lo i oter) )
™ 2 Rn n

» 1
dx)
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Tomando ¢ € ]1,4o00[ tal que % + % = 1, tem-se pela desigualdade de
Hoélder e por (B.1) que

/ eZ_t1<x_y7A—1(x_y)> |U(y, 0)|dy _ / <6%<x—y,A—1(X—y)>) (eﬁ(x—y,A—l(x—y») |u(y7 0)| dy

. 1
( / e;—;<x_y,A-1<x_y>>dy>q ( [ et ey o) dy) p

= (4nAt)%e ( / et VAT |y (y, 0) P dy)p. (2.18)

IN

Entéao, usando Teorema de Fubini, (B.1) e (2.18) obtemos,

1 nf1_1 =Lix— —“l(x_
||u(7 t) ”Lp(Rn) <S —(47TAt) ™ (/ <(47T/\t) 2 (1 p)p / e 4t (x—y, A" (x—y)) |u(y, 0) |p dy> dX>
2 R” n

1 n 1 —1 —1 D

S =

AN

Portanto,
[u(, O)lle@ny < |luly, 0)lr@ny, V>0

como afirmado.

O

O caso p = o0 acima, i.e., ||[u(-,t)||reo@mn)y < |[u(y,0)||zoo@ny, corres-
ponde ao Principio do Mdzimo. Observe que, de acordo com o Teorema (2.2),
|u(-,t)||Lr(rn) decresce com t. Mostramos no resultado a seguir que a solucdo u(-, )

de (2.2), (2.3) decai a zero em LP(R™), para cada 1 < p < oc.

Teorema 2.3. Sendo u(-,t) solugcao de (2.2), (2.3) tem-se
lu(, D)l zony < COp ) (-, 0) |y tF075) ViE>0 (219

para cada 1 < p < oo, onde C(\,p,n) denota uma constante positiva cujo valor

depende de A, p,n.
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Demonstracao: Para p = 1, obtemos a desigualdade (2.16), a qual j& foi provada.

Para p = oo:
Dado t > 0, tem-se, por (2.4),

=L —1(x—
e L T Gy, 0) dy

< - d
- 47T)\t7/ 0)l dy

= WHU( )HLl (R

u(x, 1) <

para todo x € R", de modo que
u(-, 1) || Leo@ny < C(A, p,n)|[ul-,0)|| £1mny 2 Vit>0, (2.20)

onde C'(\,p,n) = (47&)

Para 1 < p < oco:

ol

Usando a desigualdade de Interpolacdo (A.8), (2.16) e (2.20)
luCs Doy < N ) g a0l
1 =
< *y O 1 n - <n ) 0 n t}—n
< (0 en)? (Gl Ol )

_n(q_1
(-, 0) ey ¢ (1-3).

S =

Portanto, V ¢ > 0,
[, )o@y < COpa)l[ul, 0) | preny 7 (75),

onde C'(\,p,n) = ——L—~, como afirmado.
(mn 2 (5)
O

No que segue, obtemos estimativas para as derivadas da solugao u(-,t)

do problema (2.2), (2.3).

Teorema 2.4. Sendo u(-,t) solugcio de (2.2), (2.3) temos que

L
2

—n(1_1)_
1D (-, )| oy < Co(As pyn)|ul-, B)]| oyt 2 (7 5) Vis0 o (221)
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para todo 1 < p < oo e todo £, onde Cy(A, p,n) € uma constante positiva dependendo

de ¢, \,p,n.

Demonstrac¢ao: Sendo u(-,t) dada por (2.4), por diferenciagao, tem-se

8_u __ 1 -1 0 _ (g _ T (x-y, A" (x—y))
et = oy [ (3) (5 G vea =) ) o uly,0)dy,

isto é,

0u 1 -1 -1 -1
“(x.t) = _ —(x—y, A&V ew (x~y,A"L(x-y)) d
o, (%) (4w\t) > /R op \XT YA€ yer u(y,0)dy,

e entao, por (A.4)

oo tet| < G LS A o gy
e I Ol
para todo x € R", ¢t > 0, onde C' = max;~ £eﬁ < oo tal que &€ = |xx;zy|.
Portanto,
IDu( )1y < CilluC,0)lpint™, ¥ i>0 (2.22)
e,
IDu, )] zeqeny < Callul, )|t ¥ 7%, ¥ t>0 (2.23)

e entdo, pela desigualdade de Interpolacao (A.8)
1Du(, )] oey < Cullu 0)lpent > C73)72, V>0 (2.24)
para todo 1 < p < 0.

Mais geralmente,

0%u -1 1 (€;,A7'e))y  (x—y, A71¢)?\ - 1
£ = _Z 7 i ) J —<x—y,A (x—y)> 0)d
Ox;0z; (%) (dmAt)z t /Rn ( 2 2t > e u(y, 0)dy
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de modo que

0%u ! IX = ¥| =1(x_y a-1(x_
< - P it <X yaA (X y)> .
—axiaxj<x’t)‘ ST / e lu(y,0)|dy

Mais geralmente ainda, obtém-se de modo andlogo

=<

t=2 — 1 _
0| < iy [ PR b gy, oy
2 R”

para todos ¢ > 1 e iy, d9,...,9 € {i,...,n}, onde py(Z) = ag] +a[1E]Z+ - +a[2§Z2é

o0u
&Lyl 8:% e 8@[

¢ um certo polinomio de grau 2/.

_g?
Sendo Cp := max,~q pa(€)e*me=1) < 0o onde & = % tem-se
0'u (x,t)| < CL_TZ/ eg—tl(x—y,A‘l(X—y)>|u(y 0)|dy
al'il 8:% .. aZEil ’ - (47T)\t)% Rn ’
de modo que
~ =)
HDEU(',t)”LI(Rn) < Cg”U(, O)HLl(Rn)tT, Vit>0 (2.25)
e?
~ —_n_ £
| D u(-,t)|| oo (rny < Collu(-, 0)|| pimnyt 2, Vi>0 (2.26)

e entao, pela desigualdade de Interpolagao (A.8)

MBS

=~ —n(1_1)_
1D (-, )| oy < Collu, 0) It > (7975, V>0 (2.27)

paratodo 1 <p<ocetodol=1,23,....
O

De modo inteiramente analogo, quando uy € LP(R"), 1 < p < oo,

tem-se que u(-,t) dada em (2.4) satisfaz

=r(i_iy 1
2

D (-, ) || pogrny < Collu(-, 0)]| ponyt 2 57 Vi>0 (2.28)

para cada ¢ > 0, onde C; > 0 é uma constante que depende de A, n, p.
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2.2 Equacao de Burgers

Nesta se¢ao, vamos derivar algumas propriedades das solugoes u(-,t) da

Equagao de Burgers (viscosa)
up + (au + bu?), = ply, (2.29)

onde a, b, 4 sao constantes com p > 0, ou, mais geralmente, a equagao de Burgers
generalizada

g+ f(u)y = ptigy (2.30)
onde f é uma funcio (suave) dada. A equacio (2.29) ou (2.30) acrescentamos a
condicao inicial

u(z,0) = ug(x), ug € L'(R) N L=(R). (2.31)

A equagao de Burgers (2.29) tem intimeras aplicagoes [Fletcher, 1982],
por se tratar de um modelo muito simples envolvendo difusao (linear) e advecgao nao
linear, podendo ser usado como uma versao simplificada para diversos fenomenos,
incluindo as equacoes de Navier-Stokes em dinamica de fluidos. Com efeito, como
serd mostrado no Cap. 3 (Segao 3.5), as solugdes de (2.30) podem ser bem apro-

ximadas para t > 1 por solugoes da equagao de Burgers (2.29): sendo v(-,t) dada

por
v + (f,(O)zH— fHQ(O)v2> = WUy (2.32)
v(wOa)c = o, (2.33)

tem-se
Jdim 70 u(, 8) = o )l = 0 (2.34)

para cada 1 < p < oo, uniformemente em p, onde u(-,t) é solucao de (2.30). Para

(2.29), a transformagao (nao linear)
(1) = e Jo HEDE, (2.35)

descoberta independentemente por E. Hopf [Hopf, 1950] e J. Cole [Cole, 1951], trans-

forma (2.29) na equagao (linear) do calor

Pt + 0Py = [1Pga, (2.36)
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tendo-se
u(z, t) = —%‘%, (2.37)
de modo que a solugao de (2.29) com u(-,0) = uy é dada por
(=at—y)?
fj;o e W po(y)uo(y)dy
u(x,t) = pVS— T (2.38)
oo e T p(y)dy
onde
poly) = e I8 Lo, (2.39)

Ao contrério do exemplo anterior (equacao do calor), obtemos os re-
sultados a seguir sem utilizar a representagao explicita (2.38) para u(-,t) derivando
desigualdades de energia apropriadas. Este procedimento se aplica igualmente a
equagao mais geral (2.30). Estes resultados serao obtidos no Capitulo 3 para equacoes

ainda mais gerais que (2.30).

Teorema 2.5. (Desigualdade de Energia 1) Sendo u(-,t) solug¢do de (2.30), (2.51),

tem-se

T
=1,.1
ﬂWhﬂ%mﬁﬂg/tMAﬁmﬁmﬁS%EWWﬂmhmu2W (2.40)
0

para todo T > 0.

Demonstracao: Os argumentos usados nesta demonstragao sao baseados em [Zingano, 1999].

Multiplicando (2.30) por tu e integrando em [0,7] x R, T > 0 dado,

T T / T
/ t/uutdxdt—l-/ t/uf (u)uydxdt = u/ t/uumdxdt.
0 R 0 R 0 R

Integrando por partes, obtemos

r T
/t/uutdxdt = / xT x——// (x,t) 2dadt
o Jr 2

= —||( D)7 —5/0 lu(, D)Izo@dt.  (241)

obtém-se
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Por outro lado,

/Ru(x,t)f’(u(x,t))ux(x,t)dx:/Raﬁg( (2, 1))dz = 0, (2.42)

T
onde g(u) = [/ vf (v)dv

Finalmente, integrando por partes , obtém-se

T T
u/ t/u(x,t)umdxdt: —u/ t||ux(~,t)||2L2(R)dt. (2.43)
o Jr 0

Portanto, por (2.41), (2.42) e (2.43), obtém-se

T T
Tlu(, T)lZ2@ +2u/ tHux(’vt)H%?(R)dt:/O (-, |2y dt.

Pela desigualdade de Sobolev (A.11), obtemos
T T 4 9
) O SO e
4 T 2
il Ol [ a1yt
1

2 4 % —1 T 3
2 Ol (2VT) @07 (20 [ el O

usando a desigualdade de Holder (A.5).

IN

N
)
3

Portanto, sendo E(T') = Tlju(-, T)|[72 () +24 fo ez (-, 1) || 2 4t obte-

1108

C»JI>—‘

E(T) < 2|lu(, )||L1 s T5 BE(T)3,

o que implica

—1
E(T) < 2V2 ||u(-, 0|1} py p® T,

como queriamos demonstrar. O

Em particular, resulta

-, T)llz2) < V/2V2 [[ul, 0) |2 ry (HT)

*I
L

VT >0, (2.44)
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T
=3 1
/ tlue (-, T) |72 mydt < V2 57 fu(,0)[ji@y T2 VT >0.
0

Segue que, dado t, > 0, temos
t* 2\/_ l
o [t OBt < 22 0) eyt
5 Vi

de modo que tem de existir ¢ € [%,t,] tal que

22 )

1
pito[uta (- o) 22y < ===l O) 1L )
isto é,
1
tollua (s to) | 2oy < —=1lu, O)||Zam)t2,
isto ¢, para cada ¢, > 0, existe ty € [%,t,] tal que

2v/2 L
tollua (- to)l| 72wy <—||( O)[Z 1wyt

oz

(2.45)

Assim, tomando uma sequéncia de valores ¢ tendendo a zero, podemos,

formar uma sequéncia (tgn))n com ¢ — 07 tal que

t(()n)2|]um(', t8)||%2(R) — 0  quando n — oo.

(2.46)

Uma consequéncia importante dos resultados acima & dada a seguir.

Teorema 2.6. Sendo u(-,t) solu¢io de (2.50), (2.51) entao

1 1
lu( D)l ooy < 2V 2V2 [Ju(, 0)[pazy = TF ¥ T >0.

Demonstracao: Dado T' > 0, temos, por (2.44),

T
=3 1
LtMAJW@®ﬁ§¢ﬂWEW&®MZT% VTS0,

2

e entdo, pelo teorema (A.9), existe ¢ € [, T tal que

- =1
g, Do) < 2V2 12 [u(-,0)|Fae T,
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isto é,
1

o, D22y < V2V2 17 [[ul,0) |y T £7, (2.48)

e entao, pela desigualdade de Sobolev (A.10), por (2.44) e (2.48), temos

.
ul Do < V2 [Jul D)l Es g lual

122

7)(
< 227 |fu(,0)lpe T £
3 =1 =1
< 2% 7 fu(, )l T7,

T

visto que 5 < t. Portanto,

A -1 5
s Dlliee) < 2293 17 [lul-,0) 1) T7,

e o resultado segue, visto que |lu(-,T)|zo®) < |lu(-,#)||z®) pelo Principio do

Mé&ximo. O

Vamos obter também estimativas para ||uq(-,?)||r2m) € |[tawe(-, 0| L2r)

para isto serd conveniente introduzirmos constantes ki, ko, > 0 tais que
Ju(, )HL1 < ki, (-, 0)|[roe®) < koo (2.49)

Teorema 2.7. (Desigualdade de Energia 2) Sendo u(-,t) solu¢ao do problema (2.30),
(2.31), tem-se

T
T2|fua (- )12 w) +M/0 [t (-5 |2y dt < Cp ks Boo)llul, Ol T2 - (2.50)

para todo T > 0 e para alguma constante C(, k1, ks) > 0 que depende apenas da

constante positiva p e dos parametros ki, ks, dados em (2.49) acima.

Demonstracao: SejaT > 0 dado. Diferenciando (2.30) em relagao a x, multiplicando
o resultado por t?u, e integrando em R x [to, T, onde t, € |0, T'[ é arbitrario, obtemos,
integrando por partes

T
T2 s Ol + 20 [ eyt < Bl to) ey +

to

+-z[tmawMé®ﬁ+2[z{éuﬁo—meWAWMMMteﬁn
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Usando a desigualdade (A.1), com € = yu, tem-se

2 [0 [170) = £ O ful sl <
< ,u/ t2/uimdxdt+ / t2/ If (u (0)|? |ug|*dzdt
to R

T
< [ Pl Ol eyt + o) / ) e s )yl

to to
T T

< M/ t2Hum(~,t)H%2(R)dt+C’(u,kl,koo)/ tllu (-, )17 2wyt (2.52)
to to

pelo teorema (2.6).

Substituindo (2.52) em (2.51), obtemos
T
T2, ) sy [t
to

T
< tﬁH%(uto)H%z(m+C(u,k1,k’oo)/ e (-, 1) |12 dt,

to

de modo que, fazendo ¢y — 07 como em (2.46) e usando (2.45), obtemos

T
1
T?|ua(-, )12 w +u/ 1t (O ydt < Cp, b, bioo) lulc; 01Ty T2,

como afirmado.

Em particular, resulta

et (-, ) | 22y < C (s ks o) [, O) | i@y T 5, VT >0, (2.53)

1

T
/0 [ taa (-, )12y dt < Op, by, koo)llul, O)a@ T2, VT >0, (2.54)

Obtemos ainda que, para t, > 0 dado qualquer,

t* l
[ £tz - )|yt < Ol b, o),

*

2

de modo que tem de existir ¢y € [%, t.] tal que

1y 1
Etguul?l‘(v tO)”%z(R) < C(:ua kl) koo)t”?a
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isto é,
t%““mm(; t0)||2L2(R) < C(Na kl; koo)t*z )

e dai

1
to 21
follttaa (s to)l[z2y < Cl1s s ko) (t_> te
1
S C(/JH kl; koo)tf;
e entao, existe sequéencia (tg"))n com t(()”) s 0+ quando n — oo e

(n)BHwa( 1 )HLz — 0  quando n — co. (2.55)

Teorema 2.8. Sendo u(-,t) solugcio de (2.30), (2.31), entio
T
1
TSH“M(? )HL2 "’N/O t3||umm('7t)||%2(R)dt§ C(M»l‘jlvlﬁoo)nu(‘aO)H%l(R)T2 (2.56)
para todo T > 0 e para alguma constante C(, k1, ks) > 0 que depende apenas da

constante p > 0 e dos parametros ki, koo definidos em (2.49) acima.

Demonstragao: Seja T > 0 dado. Derivando (2.30) duas vezes em relacdo a x,
multiplicando o resultado por t*u,, e integrando em R X [to, T], onde t, € 10,77 é

escolhido de modo a estar na sequéncia (t}), dada em (2.55), obtemos

T
T2t (-, )] 72 +2M/ [tz (-5 )| T2y @t < tolltaa (-, t0) 72 () +
to

©o3 / 2t )|yl + 2 / t?’ / F (@) = £ (0)] ttae] Jtzmedodt +
+ 2 / #3 / F (w2 ugppdadt, (2.57)
to

Usando a desigualdade (A.1), com € = £, tem-se

/ t3/ |f | |uxm| |Umxx|d£13dt <

< —/ t3/|uwm )2y ddt + = / t3/ 1f (u (0))? |tge|*dwdt
TR 2 3 2

< B Pl O+ ) [ Pl et
poft 3 2 T 2

< §/t0 t 1 wzwa (s D)2y @t + C (1, k1, koo) /to | tw (s ) || 22wy A, (2.58)
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pelo teorema (2.6).

Por outro lado, pela desigualdade (A.1), com € = £, tem-se

T T
2 [ 6 [ f@iundndt < 5[ a0t + k) [ a8
to R to

to
de modo que, usando a desigualdade de Sobolev (A.15), obtém-se

T T
[ Pl lwdt < € [ P01 lae Ol
to to

<

T

< ki) [ lhaale st
to

pelo teorema (2.6).

Portanto,

T T T
) / 3 / ()it < / 13 [t ()23 3yt C (1t ) / 2 [t £) |2 sy
to R to

to
(2.59)
Substituindo (2.58), (2.59) em (2.57), obtém-se

T
S o) e

to

T
< t%llum(-,to)lli2(R)+C(u,k1,koo)/ [t (-, |72 () .

to

Fazendo ty — 0% como em (2.55), obtém-se entao

T
1
1|t (- )| Z 2y + M/ 1| thage (-, 1) |72y At < C (1, b, Koo ) |-, 0) I ) T2
to

como afirmado.

Em consequéncia,

__5
||u$$('7t)||L2(]R) < C(/La klvkoo)”“('ao)H%l(R)T B

VT >0. (2.60)

Procedendo desta forma sucessivamente para derivadas de ordem mais
alta, obtemos

T
1
TN D u-, )72y + M/ D e, 1) oy dt < Colp, by o) 1, 0) |71 gy T2
0

(2.61)
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para todo T > 0 e cada £ = 0,1,2,3,..., onde Cy(u, k1, ks) denota uma constante

positiva cujo valor depende de ¢, u, k1, koo-
Segue de (2.61) que
-1t
1D (1)) < Colpt b b [u(, Ol 775, VT >0 (262)

para todo ¢ > 0.
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3 EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO

3.1 Introducao

Neste capitulo, examinamos o comportamento das solugoes u(-,t) do

problema de Cauchy para a equacao escalar de adveccao-difusao
ug + div(f(u)) = div(A(u)Vu), xeR", t>0 (3.1)
onde o estado inicial u(-,0) é um pulso arbitrario limitado e integravel em R", isto é

u(-,0) € L'(R™) N L= (R"). (3.2)

Na equagao (3.1), as fungbes A,f sdo supostas conhecidas, com A, f
suaves na regiao considerada, div f(u) é o divergente da funcao fluxo f(u) com
respeito a varidvel espacial x = (21, ..., 2,), isto é, div f(u) = %fl(u(x, ) +...+
%fn(u(x, t)), Vu é o gradiente espacial de u(x,t), e A(u) denota a matriz positiva

definida de ordem n descrevendo a dissipacao viscosa no sistema, com
(v, A(u)v) > plv[? VveR?, (3.3)
para alguma constante p > 0 e para todo u envolvido com ky, k tais que
s )y < Br (e, O)ll oy < K (3.4)

Sob estas condigoes, (3.1) e (3.2) admitem uma tnica solugao cldssica u(x,t) com
u(+,t) € C°([0, +oo, LY(R™))NL>®([0, +o00[, L>(R™)), ver [O. A. Ladyzhenskaia e Uracelva, 1968],
[Taylor, 1996], [Zingano, 1996a], [T. Hagstrom, 2004].

Na Secao 3.2, derivamos algumas propriedades basicas das solucoes
u(-,t); em particular, vemos que |[u(-,?)||;1gn) decresce monotonicamente com t,

quando u(-,0) € L'(R"), i.e.,

w(, )| p@ey < [lul-to)|lpr@ny Vit >t >0, (3.5)
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e, mais geralmente, quando u(-,0) € LP(R"™), o mesmo vale para ||u(-, )| zr&n),
[uCs Ol rny < llulsto)llor@ny Vi 210 20, (3.6)

para todo 1 < p < co. Em particular, para p = oo, tem-se o Principio do Mdximo
[uCs )l oeqrny < [lulsto)lloe@ny V2240 20, (3.7)

Mostramos também que, quando u(-,0) € L'(R"), a massa de u(-,t),

i.e., a quantidade m dada por

m = /n u(x,t)dx (3.8)

¢ invariante no tempo, ou seja

u(x,t)dx = [ u(x,0)dx Vt>0. (3.9)
[ i [

Ademais, mostramos que as solugoes sao contrativas em L!'(R"), i.e.,
||U(,t) — A(',t)HLl(Rn) S ||’U/(,O) — ﬁ(, O)HLl(Rn) \V/ t > 0 (310)

para solugoes u(-,t),4(-,t) com estados iniciais u(-,0),a(-,0) € LY(R™) N L=®(R"),
respectivamente. Uma consequéncia importante é a seguinte propriedade de mono-
tonicidade: sendo u(-,t), a(-,t) solugoes de (3.1) correspondentes a estados iniciais

u(+,0),4a(-,0) € LY(R™) N L*°(R"), respectivamente, tem-se
u(-,0) <a(-,0) = u(-,t) <a(,1) V> 0. (3.11)
Na Secao 3.3, estendemos os resultados obtidos no Capitulo 2 para a
equacao de Burgers a equacoes de adveccao-difusao mais gerais da forma
u+ f(u)e = (a(u)ug) g, rE€R, t>0 (3.12)
com u(-,t) satisfazendo a condi¢ao inicial

u(z,0) = ug(x), ug € L'(R) N L=(R). (3.13)
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Na equagao (3.12), as fungoes a, f sdo dadas, com a, f duas vezes dife-

rencidveis (i.e., a, f € C?), e
a(u) > u >0, Vu € [—keo, kool (3.14)
com kq, ko, tal que

[uC )o@ < ki [Jul 0)lloe @) < Foo- (3.15)

Para alguns resultados, é preciso supor também que f~ (u) é Holder

continua em u = 0, i.e.,

"

1 (w) = O < Tl Jul <9 (3.16)
para algum €2 > 0, onde I', 2, & > 0 sao constantes.

Em particular, mostramos, seguindo [Zingano, 2004], que u(-, t) satisfaz
a estimativa

__1
(e, )| ooy < Cllul )@ (ut) > Vi>0 (3.17)
e, mais geralmente
—1(1_1
(-, )|y < Cllul )@ () 2073 Viso (3.18)

para todo 1 < p < oo. Outros resultados sao também obtidos nesta secao, em

particular
e (- )| L2y < Cps Ky kioo)[|u(-, O)"LI(R)t%B, Vit>0 (3.19)

onde C(p, k1, k) > 0 denota uma constante cujo valor depende das magnitudes de

iy k1, koo definidos em (3.14) e (3.15), respectivamente.

Os resultados da Secao 3.3 sao estendidos na Secao 3.4 a n > 2 di-

mensoes, conforme [Zingano, 1996a], [T. Hagstrom, 2004], mostrando-se que

(e, 8] oo gny < C(n, 1, ki, ko)t 2, Vi>0 (3.20)



27

e, mais geralmente,
(e )| oy < Cno s ks ko)t 7 073) . V>0 (3.21)

para todo 1 < p < oo onde C(n, p1, k1, ks) > 0 depende de n, u dados em (3.3) e
das dimensodes de ki, koo definidos em (3.4). Entre outros resultados, obtém-se em

particular

1D (-, 1) |2y < Cln s ks ko)t 7 078) e >0, (3.22)

Na Secao 3.5 usamos os resultados obtidos na Se¢ao 3.3 para mostrar,
seguindo [Zingano, 2004], que as solugoes de (3.1), (3.2) sao bem aproximadas

quando t — 400 pelas solucoes v (-, t) da equagao de Burgers
v+ f (0)v + £ (0)vvy = a(0)vg, (3.23)

com o mesmo perfil inicial, i.e., v(+,0) = u(-,0) (mais geralmente, basta que u(-,0), v(-,0)
tenham a mesma massa). Entre outros resultados, nas condi¢oes acima obtemos

lim 7070 Ju(, 1) = (-, 1) | oy = O, (3.24)

t—4o00

para cada 1 < p < oo.

Finalmente, na Secao 3.6 usamos os resultados obtidos na Secao 3.4 para
mostrar, seguindo [Zingano, 1996a], [T. Hagstrom, 2004], que para n > 2 as solugoes
u(-,t) de (3.1), (3.2) podem ser aproximadas pelas solugdes v(-,t) da equagao linear
do calor

vy + £(0) - Vo = div(A(0) V) (3.25)
com o mesmo perfil inicial, i.e., v(+,0) = u(-,0) (ou, mais geralmente, com u(-,0), v(-,0)

tendo a mesma massa), tendo-se neste caso

lim #5075 |[u(-, 1) — v(-, )| poan) = 0, (3.26)

t——+00

para cada 1 < p < oo. Outros resultados relacionados sao também analisados.
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3.2 Alguns resultados basicos

Nesta se¢ao, derivamos algumas propriedades basicas das solugoes u(-, t)
de (3.1), (3.2) que serdao utilizadas posteriormente. Para isso, vamos utilizar as
chamadas func¢des sinal reqularizadas, ver [Kreiss e Lorenz, 1989], [Zingano, 1999]:

tomando ¢ € C*(R) uma funcao crescente e impar verificando

plr) = 1 se z>1 (3.27)
p(0) = 0 se =0 (3.28)
o) = =1 se <1 (3.29)

e, para cada d > 0, seja @5 € C*°(R) dada por

ps(T) = (%) VreR. (3.30)

Definindo Ls; € C*°(R) via

x

Ls(x) = i ps(§)dE VxR, (3.31)
temos Ly > 0, Lg >0e
Ls(z) — || quando 0 — 0 (3.32)
uniformemente em z € R, com ademais
Ly(z) — sgn(z) quando 0 — 0, (3.33)

onde sgn denota a funcao sinal.

Aproximando | - | por meio destas fungdes L, mostramos algums pro-
priedades que serao de grande importancia para obter os resultados das préximas

secoes.

Teorema 3.1. Sendo u(-,t) solu¢ao do problema (3.1), (3.2), tem-se

u(, 8) || ey < [Ju(-, 0)] 1@ Vit>0 (3.34)
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Demonstragao: Para T > 0 dado, tomando ¢, > 0 com ¢, < T, multiplicando (3.1)

por Ljs(u(x,t)), conforme (3.31), e integrando o resultado em R™ x [to, T], obtemos
T ! T ! T /
/ / L (w)ugdxdi+ / / L (u)div (£(u)) dxdt = / / L (w)div (A(u) Va)dxdt.
R™ Jtg R™ Jtg R™ Jtg

Agora, usando teorema de Fubini, tem-se

/n {/T L;(u)utdt} dx = /n Ls(u(x,T))dx — /n Ls(u(x,to))dx. (3.35)

to
Ora, pelo teorema do Divergente
/ L;(u)dz‘v(f(u))dx:/ div(F(u(x,t)))dx =0

para cada ty < ¢t < T onde (F(u)) = (Fi(u),..., F,(u)) é dado por

R = [ Lo,
e assim
T !
/ / Ly (u)div(f(u))dxdt = 0. (3.36)
R™ Jtg

Integrando por partes e novamente usando o teorema do Divergente,

tem-se,
/ L (u)div(A(u) V) dx = — / L () (Y, A(u)Vudx < 0 (3.37)

para todo ¢ € [ty, T], pois Ls > 0.
Portanto, por (3.35), (3.36), (3.37), obtém-se
/ Ls(u(x, T))dx—/ Ls(u(x, 5))dx < 0,
isto é,
/ Ls(u(x,T))dx < / Ls(u(x,tg))dx Vitg<t<T.
Fazendo ¢ — 0, obtém-se, por (3.32),

lu(x, T)|dx < lu(x,to)|dx  Vig<t<T
R Rr
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e, quando t — 0T, tem-se

/ |u(x,T)|dx§/ u(x,0)ldx YT > 0.

Mais geralmente,

||’I,L(',t)||L1(Rn) < HU(',to)HLl(Rn) < ||’LL(,O)||L1(Rn) Y to <t< T.

Este comportamento é ilustrado na figura a seguir.

(a)
T t=10s |
t=1.20s
05r t=2050s |7
= t=3.7Cs
= e —
0 1 \/7 t="0hls H
05t ] I I I I I I I ]
-0 -B -4 2 0 2 4 B a 10
X
(b)
1.5

- |

1L — et e [

Ly

£l

L I

— |ul | el
D.E-k

.

Figura 3.1: (a) Solugao u(-,t) para alguns valores de ¢t da equagao u; + 10uu, = gy
correspondente ao perfil inicial vy = —z(x + 1,5)(1 — z) para — 1,5 <
z<1e0paraxz < —1,50u x> 1. (b) Normas L? para o problema
descrito em (a).

Outra propriedade importante é o Principio do Mdzimo

||U(,t)||Loo(Rn) S ||U(',O)||L00(Rn) t > 0, (338)
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o qual pode ser incluido no seguinte resultado mais geral.

Teorema 3.2. Sendo u(-,t) a solu¢io de (3.1) com u(-,0) € LP(R"), tem-se, para

cada 1 <p < o0,

[u(s Ollo@ny < flulto)llr@ny V210 > 0. (3-39)

Demonstracao: O caso p = 1 ja foi visto no teorema (3.1). Para 1 < p < o0
procedemos da seguinte forma: multiplicando (3.1) por pLs(u)?~'Ls(u), conforme

(3.31), e integrando o resultado em R™ x [to, T|, obtemos

/ / pLa(u) ™ Ly(u)uydxdt + / / pL ()P~ Ly () dio ((w) ) dxedt =
R™ Jtg Rn™ Jtg

/ / pLa(u)?~ Ly (u)div(A(u) Vi) dxt,

R” Jig

Agora, tem-se

T : 7o
/ / pLs(u)P~ L(w)udxdt = / [/ —L(;(u)pdt] dx
R™ Jig n to at

_ / Ly(ul T))Pdx / Lo(ulx o)

Por outro lado, sendo Ss(u) = p(p—1)Ls(u)?~2L5(u)? +pLs(u)P~ L (u),

tem-se

/n pLs(u)P " Ly(u)div(f(u))dx = — | Ss(u)f(u) - Vudx = div(gs(u(x,t)))dx,

Rn Rn

onde gs(u) = [ S5(v)f(v)dv. Assim, pelo teorema do Divergente
T !
/ / L)~ Ly(u)div(£(u))dxdt = 0.
to n

Da mesma forma, obtemos

/ L) Liu)div(A() Vudx = - / 83 (A()Vu, Vahdx < 0

para todo t € [ty,T], § > 0, usando o fato (3.3).
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Portanto, obtemos

/ Ly(ulx, T))Pdx < / Ls(ulx o)

Fazendo 6 — 0, tg — 07, obtém-se (3.39) em virtude de (3.32). Final-
mente, fazendo p — oo, obtemos (3.39) para p = oo, isto é, o principio do maximo
(3.38), 0 que completa a demonstracao.

OJ

Outra propriedade importante das solugoes u(-,t) de (3.1), (3.2) ¢ dada

a seguir.

Teorema 3.3. (Conservag¢iao da massa) Sendo u(-,t) a solugdo de (3.1), (3.2),

tem-se

/n u(x, t)de = /n u(x, 0)dx (3.40)

para todo t > 0.

Demonstragao: Para T > 0 dado, tomando 0 < ¢y < T e integrando (3.1) em
[to, T] x R™, obtemos

/ / utdxdt—i—/ / div(f(u))dxdt = / / div(A(u)Vu)dxdt.

Ora, pelo teorema de Fubini,

/Rn /tT ugdtdx = /n u(x, T)dx — /n u(x, to)dx (3.41)
div(f(u))dxdt = ' div(f(u))dx| dt =0 Y telt,T] (3.42)
// n [} ([, o

pois, pelo teorema do Divergente, [, div(f(u))dx = 0,

e ainda,

/ / div(A(u) Vu)dxdt = /t ' { / n dw(A(u)vu)dx] dt = 0. (3.43)



33

Logo, por (3.41), (3.42) e (3.43), obtém-se

/ u(x, T)dx—/ u(x,to)dx =0,
isto é,

/n u(x, T)dx = /n u(x, to)dx.

Fazendo tg — 0T, obtém-se

/n u(x,T)dx = /n u(x,0)dx

o que mostra (3.40).

Uma propriedade especial da norma || - || 1z ¢ dada abaixo.

Teorema 3.4. (Contratividade em L'(R"™)) Sendo u(-,t),u(-,t) solucoes de (3.1)
correspondentes a estados iniciais u(-,0),a(-,0) € LY(R™) N L®(R"), respectiva-

mente, tem-se
u(-t) = a(-, )|l prmny < |lul-,0) = a(-, 0)|| L1 @n) Vi>0 (3.44)

Demonstracao: Seja T > 0 dado, e 0 < tg < T qualquer. Tomando as funcoes

Ls, 6 > 0, dadas em (3.31) e sendo w = u — 14, temos de

ug + div(f(u)) = div(A(u)Vu)
iy + div(f(a)) = div(A(a)Va),

que w(+,t) satisfaz
ug + divlf] = div(A(u)Vw) + div([A]Va),
onde

f] = fli+w) - fa)
[A] = A(i+w) — A(a),



34

e dai, multiplicando por Ly e integrando em [to, T'] x R", obtemos

T T
/ / L;(w)wtdxdt%—/ / Ly(w)div[f]dxdt
to n to n

- /t : /  Ly(w)div(A(w) V)i + /tOT / Ly(w)din([A)Vu)dxr,

isto é, pelo teorema de Fubini e teorema do Divergente, tem-se

[ Latwx D)ax— [ Law(x,t)ix

/ / Ly(w)div[fldxdt < / / Ly(w)div([A]Vu)dxdt. (3.45)
to n to n

/ / L5 w)div[f]dxdt = / / Lg(w)(Vw, [f])dxdt

to n to n

entdo, para cada (#,1) fixado temos

Ly (w(i, 1)) (Vw(z, 1), [f](#,1)) — 0 quando & — 07.

Como

|Ls (w(z, )V, [f)] < Ly (w(, 1) [Vw(x, )] [§(@ +w) — (@),

< EC¢|Vw(x,t)| Vx,t
obtemos, pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ / [f])dxdt — 0 quando § — 0*. (3.46)

Da mesma forma,

/ / [A]Va)dxdt — 0 quando § — 07, (3.47)

Portanto, usando (3.46), (3.47) em (3.45), quando 6 — 07, obtemos

lw(x, T)|dx — lw(x,to)|dx <0
Rn R



35

em virtude de (3.32). Isso implica que

lw(x, T)|dx < / wix,to)ldx Y0 <ty<T.

n

Rn
Fazendo ty — 0, obtemos

|w(x,T)|dx§/ w(x, 0)dx,

n

Rn

donde segue o resultado. O

Dado que valem os resultados (3.40), (3.44) acima, podemos usar o
argumento de M.Crandall e L.Tartar [Crandall e Tartar, 1980] para estabelecer a

seguinte propriedade de monotonicidade.

Teorema 3.5. (Monotonicidade do operador solugao) Sendo u(-,t),u(-,t) solugdes
de (3.1) correspondentes a estados iniciais u(-,0),a(-,0) € L'(R") N L®(R"), re-

spectivamente, tem-se

u(-,0) < a(-,0) = u(-t) <a(,t) Vit>0 (3.48)

Demonstragao: Dado t > 0, tem-se pelos teoremas (3.3) e (3.4) acima,
[ utot) = )]+ o, 1) . 1)
- |u(x,t)—1l(x,t)]dx+/ u(x,t)dx—/ (x, £)dx

R

< : lu(x, 0) —{L(X,O)|dx+/ u(x, O)dx—/ u(x,0)dx =0
e portanto, como |u(x,t) — u(x,t)| + u(x,t) — 4(x,t) > 0 para todo x, segue que
lu(x,t) — u(x,t)] + u(x,t) — u(x,t) =0
para todo x € R"™.
Logo, temos de ter u(x,t) — u(x,t) < 0 para todo x € R", donde segue

o resultado.

Este comportamento é ilustrado na figura a seguir.
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P Gfx o)
T4 .:II': utg) |7
x aix )

\ uty )
1L P [ Gt

)
uty)

Figura 3.2: Solugoes u(-,t),u(-,t) para alguns valores de ¢ da equacao u; + 10uu, =
Uz correspondentes a estados iniciais ug = x+1para —1 <z <0, 1—
rpara 0 <z <lelOparax < —loux>1letly=x+1,5para —1,5<
r<0, 1,0—2zpara0<x<1,5e0parax<—1,50ux>1,5.

3.3 Decaimento em LP(R"), n=1

Nesta secao, obtemos estimativas e algumas derivadas para a solucao

u(-,t) da equagdo de advecgao-difusao (3.12), que serao utilizados na Sec¢ao 3.5.

Teorema 3.6. (Desigualdade de Energia 1) Supondo a,f € C', e sendo u(-,t)
solugdo de (3.12), (3.13), tem-se

T
=11
Tljul, Tlli2@ + 2#/ tloas (-, D) |72y dt < 2V2 [lu, 0)[[ sy p= T2 (3.49)
0

para todo T > 0.

Demonstracao: Os argumentos usados nesta demonstragao sao baseados em [Zingano, 1999].

Multiplicando (3.12) por ¢ e integrando em [0,7] x R, T > 0 dado,

obtém-se

T T T
/ t/uutdxdt+/ t/ufl(u)uxdxdt:/ t/u(a(u)ux)gcdxdt
o Jr o Jr o Jr
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Integrando por partes, obtemos

T
/ t/uutdxdt = / (z,T) d:v——/ / (x,t) 2dadt
0 R

= Sl T~ 5 / Ju( 1) 2yt (350)

Por outro lado,
/Ru(:r,t)f/(u(x,t))ux(:r,t)dx :/R%g(u(x,t))dx =0, (3.51)

onde g(u) = [/ vf (v)dv

Integrando por partes e usando o fato de que a(u) > u > 0 V u,

T
/ t/u(x,t)(a( )pdxdt = / / u)uZdxdt
o Jr
T
< —u/ t/uidmdt: —u/ tHux(~,t)H%2(R)dt. (3.52)
o Jr 0

Portanto, por (3.50), (3.51) e (3.52), obtém-se

obtém-se

T T
T||U(-,T)I|iz<R>+2u/ tllux(~,t)||iz(R)dt§/ (s )12y dt
0 0

Pela desigualdade de Sobolev (A.11), obtém-se
T T 4 5
/0 ) 2oyt = / ey D1 gl ey ) e
. 4 T 2
VAl Ol / ot ) 5y
2 4 % =1 T 2 %
2 Ol (2VT) @07 (20 [ st O]

usando a desigualdade de Holder (A.5).

IN

IN

Portanto, sendo E(T) = T'||u(-, )|| Ry + 20 fo t]| s (-, )||%2(R)dt, obte-

mos

W=

: =1 1
E(T) < 2l[u, 0)|frgy p= T E(T)3,
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o que implica
-1 .1
E(T) < 2V2 [lu(-,0)|[ sz n= T2

como queriamos demonstrar.

Il
Em particular, resulta
-1
[u(s T) 2@ < V2V2 |lu( )@ ()T VT >0, (3.53)
e
r 2 =3 2 1
e Dot < V2 5% 0oy TH YT >0 (354)
0
Entao, dado t, > 0, temos
t* 2\/_ 1
2, e Oyt < 72O et
de modo que tem de existir ¢y € [%, t.] tal que
2 V2
tollus (-, )| 2 2my < —— ; t*,
ptol o) ey < =t ) e
isto é,
2\/_ 2 to
tollua (s to) 72 < N —lul 01w t»«,
isto ¢, para cada ¢, > 0, existe t, € [&,¢,] tal que
2v/2 1
tollua (- to)l| T2 my < W_H (-, 0) |7 myt2 -
Assim, existe sequéncia (t(()n))n com t§ — 07 tal que
t(()n)2|]ux( t”)||L2 — 0  quando n — 0. (3.55)

Uma consequéncia importante dos resultados acima é dada a seguir.

Teorema 3.7. Sendo u(-,t) solu¢io de (3.12), (3.13) entao

(s, T lee ey < 2/ 282 [u(, Ollay p T2 VT >0. (3.56)
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Demonstra¢ao: Dado T > 0, temos, por (3.54),

T
=3 1
/T tua(, )72 dt < V2 lu,0)|Famy p> T2 ¥ T >0.

2

e entdo, pelo teorema (A.9), existe ¢ € [, T tal que
. -1
o (D) 2y < 2V2 7 [[u(,0) 31y T7

isto é,
el DIz < V2V2 17 [l 0) | TF 17, (3.57)
e entdo, pela desigualdade de Sobolev (ver [Friedman, 1969], [da Silva, 2003]), (3.53)

e (3.57), temos

luC Dllze@ < V2 Dl sl Dl
2V2 7 |Ju(,0)laey T %

13

1 -1
25 2 lul 0l T

N

IN

visto que £ < {. Portanto,

A -1 =2
fu D)l < 2y/202 17 a0l 77

e o resultado segue, visto que [lu(-,T)|zom®) < |lu(-,?)||z®) pelo Principio do

Maximo. O

Teorema 3.8. Sendo u(-,t) solugcio de (3.12), (3.13), tem-se

||u<-,T>||Lp<R>s(2V24¢§) a0l (PO, VTS0 (3.58)

para cada 1 < p < o0.

Demonstracao: Para todo T > 0, usando a desigualdade de Interpolacao (A.8),

tem-se

1

lul Doy < lul, DIl )IIL;?R)

1
1 Po—i(g1 -1 i1
< Jul, )l (2\/2\%) et p)||u(.,o)||Ll(R) 75 0-3)

usando (3.34) e (3.56), donde segue o resultado.
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Na Secao 3.5, precisamos também de estimativas para |lu,(-,1)||z2m) €

e (-, )| L2(r); estabelecé-las serd o objetivo dos resultados a seguir.

Teorema 3.9. Sendo u(-,t) solugio de (3.12), (3.13), e sendo ty > 0 dado, tem-se
g (-, T) || 2wy < C(1, K1, Koo) ||u(-, 0)|| 1wy T VT >0 (3.59)
onde C(p, K1, Ky) > 0 € uma constante que depende de p, Ky, ko, definidos em

(3.14), (3.15) acima.

Demonstracao: Introduzindo (-, t) via

u(z,t)
(x,t) = /0 a(v)dv, (3.60)

obtemos
U+ f(1)a = a(¥)ra (3.61)
onde
for= [ Fieends e ) =aaw)).

onde ®(-) denota a fungao inversa de ¥(-) dada por

Em particular, de (3.60) obtém-se
[Y(x,t)] < Clkoo)|u(z,t)] VazeR, (3.62)
e entao de (3.58), segue que
9, )| ooy < Ol K, Koo)[u(-, 0| oyt ¥ £ > 0. (3.63)

Dado T > 0, tomando to € 10, T[N (), : n € N, derivando (3.61) em

relacdo a x, multiplicando por t*1, e integrando em R X [to, 7], obtemos

T
T2 Ty + 20 [ [ ) ot < Bl )l +
to

T T . .
2 [Nt +2 [ 8 [ 17 W)= F O ] ualdade (369

to
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em virtude de (3.14).

Como v, = a(u)u,, tem-se por (3.62),

192 (s D)l L2y < é||ux(';t)||L2(R)- (3.65)

Pela Desigualdade (A.1), com € = pu, tem-se

/ : / 7 0) = 7O o] Il dacl
< N/ e ) oy + /ﬁ/,f O vt

de modo que por (3.54), (3.63) e (3.65), obtém-se

T
1 / £ / F @) = FO)2 2dedt < C(u, Ka) / t? / [ |2t
to to R
T
< Clu Ka) / [ o

< Ol Ky, Koo) / el

to

T
< O Ky Ko) / ot |2 gy

to

< C(M? K, KOO)Hu(a O)H%,l(R)

=

de modo que obtemos, de (3.64)

1

T
TQsz('?T)”QL?(R)_‘_“/ [ ¢aa T2y dt < tollva (-, o) T2y +C (1 K1y Koo) lulc; 0) |71y T2

Fazendo t; — 07, conforme (3.55) acima, obtemos dai

T
1
T2|[tpo (-, T2 +u/ [ na 72y dt < C (1, Ky, Koo)lJul-, 0)][7: ) T2

para todo T" > 0.

Em particular, resulta

400 (- T || 2@y < Cpts K1y Koo) Ju, )|y TF, ¥V T > 0. (3.66)

Como

u(z,t)
(1) = %/0 a(v)dv = a(u(z, 1)) ua(z, 1)
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fornece
Ve (5 )] > prlua(z, )],

resulta de (3.66) que

__3
pllu (- Tl 2wy < Cps Ky Koo) Jul-, 0)||prwy T,
e o resultado esta mostrado. O

Teorema 3.10. (Desigualdade de Energia 2) Supondo a, f € C?, e sendo u(-,1)
solugao do problema (3.12), (3.13), tem-se

T ua (s )| 72y + M/T [t (- )32yt < C (1, B, o) [0 (-, 0) [y T2 (1 + T2)

(3.67)
para todo T > 0 e para alguma constante C(u, k1, ks) > 0 que depende apenas dos
parametros i, k1, ko dados em (3.14), (3.15) acima .

Demonstracao: SejaT > 0 dado. Diferenciando (3.12) em relagao a x, multiplicando
o resultado por t*u, e integrando em Rx [ty, T, onde ¢y € 0, T'[ é arbitrdrio, obtemos,

integrando por partes e usando (3.14)

T (-, 1) |72 +2u/ i&‘l/u:E U) Uy ) pdadt <

IN

181t - 1) 2y + AT / Hluta (- |2yt +

to

+ / t4/ £ (u 0)| |ue| |tpe|dzdt +

+ 2/ t4/]a'(u)]u§]um\dmdt. (3.68)
to R
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Usando a desigualdade (A.1), com ¢ = £, tem-se

T ! 7
2 / [ 17 () = £ (0)] Jua] utgeldadt <
to

R

VAN
wl=
g\’ﬂ
~
=
=3
8
8

() )||L2 ydt + — / t4/|f (0)|? |ug|*dxdt

IN

T

7

L e ) gt + ) [ e Dl
to

to

T T
1
< 5/ t4||um(-,t)lliz<mdt+C(Ml’kw)/ Ellta (s D)z dt

to to
T T

< L e Ot + OO R k)T [ Dl (3.69)
to to

pelo teorema (3.7).

Por outro lado, pela desigualdade (A.1), tem-se

T T
2/ t4/ la' (u)] u? ugy|dedt < QC(koo)/ t4/u§]um|d1‘dt§
to R to R
u [T T
< B[ e Oa it + Clon ) [ e Dl

to to

de modo que, usando a desigualdade de Sobolev (A.12)

~ 3 L
[ (-, )| oy < Clluales Ol Loy [t (5 Ol 22wy

obtém-se

N

T T
/t4||ux(wt)||i4(mdt < O tual Dllzaeltee (1)l 2 dt

to to
H g 4 2 34 (1 4 6
< B e Ot + 5O [0 e
to l’l’ to
po " !
< g/ [t (-, O 72y dt 4+ C (1, ity oo )/ tllua (- 1)|| 72wy dt
to to

usando (A.1) e (3.9).

Portanto,

g 4 ! 2 21 g 4 2 g 2
2 t |a (u)| ug [ugs|dudt < —- t |’um('>t)HL2(R)dt+C(ﬂ, ki, koo) t”ux(‘at)HB(R)dt'
to R 3 to to
(3.70)
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Substituindo (3.69), (3.70) em (3.68), obtém-se
T
T e, 8) gy + / g / e (0(0) 1) wdlrdlt <
to R

T
< tgHuiU('vtO)H%?(R)+C(M7k17koo)(1+T2)/ w172 @) dt,

to

de modo que, fazendo ¢ty — 0T como em (3.55) e usando (3.54), obtemos

T
1
THfua ()12 + u/o [t (-, 1) 72y dt < O, Ky ko) [[ua (-, )7 ey T2 (1 + T7)

como afirmado.

De (3.67), obtemos em particular que, para t, > 0 dado qualquer,

- 1
[, a1 et < Cln b, ) (1 4+ )

*

2

de modo que tem de existir ¢, € [%, t.] tal que

(- 1
5tg”ul‘$(7 tO)H%Z(R) S C(,ua kl; koo)(l + tz)tf ’

isto é,
__1
tgHuxx('vtO)H?L?(R) < C(M? kla kOO)(l + tz)t*Q )

e dal

O ojon

£\ 2
lltan( to)l[Tay < Clis by o) (1 +1£2) (?) i

*

< O ko, koo) (1 4+ £2)E5;

em particular, existe sequéncia (t(()"))n com t(()n) — 0% quando n — oo e

té")7||um(-, tg”))H%z(R) — 0  quando n — oo. (3.71)
Teorema 3.11. Sendo a, f € C3, e sendo u(-,t) solugdo de (5.12), (5.13), entdo

T g (-5 )7 2wy +M/T [t (-, )72yt < C (1, Fers o) [, ) |71y (1 + 12T

’ (3.72)
para todo T > 0 e para alguma constante C(u, k1, k) > 0 que depende apenas dos
parametros jui, ki, ko dados em (3.14) e (3.15).
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Demonstragao: Seja T > 0 dado. Derivando (3.12) duas vezes em relacdo a x,

multiplicando o resultado por t"u,, e integrando em R x [to, T], onde ty € 10, T é

escolhido de modo a estar na sequéncia (tén))n dada em (3.71), obtemos integrando

por partes e usando (3.14)

T
T |t )2y + 20 / [t (s )22yt < 1511 - ) 2oy +

to

T T
+ 7T2/ t4|yum(-,t)|y§2®dt+2/ t7/|f(u)—f(0)| g [ttaa|ddt +
to to R

T T
42 / {7 / £ () a2t adadt + 2 / {7 / 10" ()] [62] ot dat +
to R

+ / 2f7/|a | || |Ua| [Ugee|dadt. (3.73)

Usando a desigualdade (A.1), com € = £, tem-se

< —/ t7/\umz )22y ddt 4 — / t7/|f (0)|? |ty |*dxdt
to
L
1 R P S YO R
t t
p o © o
< 3/ t7”“zm('7t)”%‘2(u§)dt+C(M,kl,koo)/ 1t (- )] 72yl
to to

T T
< g/t t | taws (- 1) 172y dt + C (1, ks oo )T2/t [ tao (-, )| 2oydt,  (3.74)
0 0

pelo teorema (3.7).

Por outro lado, pela desigualdade (A.1), com € = £, tem-se

T T T

2/ t7/ f//(u)uiummmdxdt < H/ t7||ummm(a )”L2 dt—I—C(,U,, )/ t7||um('at)||i4(R)dt
to R 5 to to

de modo que, usando a desigualdade de Sobolev (A.15), obtém-se

T T
/ (1) [agydt < V3 / e 2oy i )2y

to to

T
< C(Maklakoo)/ tGHU:c:c('at)“%?(R)dt

to

T
< Cluki ko) [ s )

to
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pelo teorema (3.7).

Portanto,

T T T
2 [ [ @t < B [ D O )T [ a0t
to R to to
(3.75)

Da mesma forma, usando a desigualdade (A.1) com € = £ e a desigual-

5
dade de Sobolev (A.13)

2 1
[t (-, )l |20y < Cllualss D)l Foy1tas (5 ) |72y

obtém-se

T
2 [ [ 1 @] B Pl <
to R

T T
1
< 8 [ e Ot Clpbc) [ a6y
to to
T T
1
< e Ot Clt ) [ ) ) et
to to
T T
S )Pyt + C (s by, K 1|t (- )] 2y 3.76
< e ) gyt + CO ki he) [ s D, (370
to to

pelo teorema (3.9).

Finalmente, pela desigualdade (A.1) com € = £, e a desigualdade de

Sobolev (A.13)

2 1
[t (-, )| o) < Cllua(ss D)l 2oy ltas (5 )| 72y
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obtém-se

T
6/ t7/ 10 ()] 1t [t [ttt <
to

< —/ | taga (-, )72y dt + C (1, k / t7/um u, dxdt
to
< 4 / [tz (- DI 22yt + ot Koo) / 7 / I
5 to to R
21 r 7 g 7 6
< B e )t + o) [ 8 D) ot
to to

o (T T
< ) ey + o) [ €l a8 ey

5 to to

9 T T
< )yt + Ol i) [ e Olsdts (37D

5 to to
usando o teorema (3.9).

Substituindo (3.74), (3.75), (3.76), (3.77) em (3.73), obtém-se

T
meumm®+u/tm%mmmmmws

to

T
< tSHum(-,to)Hiz(R)+C(u,k1,koo)T2/ 4t (-, )| 72y -

to

Fazendo ty — 0% como em (3.71), obtém-se entao

T
T utaa iy 1 [ a8 Byt <
to

T

< C(u,kl,koo)TQ/ 14z (-, )72 gyt

to

e entdo, por (3.67) acima,

T
T oo st | ) gyt € Cla b R O) g TAHTTE,

como afirmado.

OJ

Em particular,

[t -, T |2y < Oy b, ko) [, ) [Laey T+, VO<T <1 (3.78)

Huww('vT)”L2(R) < C(/Jv ki, kOO)H'U“(v 0)”3:1(R)T_T7 VI =>1. (3'79)
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3.4 Decaimento em LP(R"), n>1

Nesta secao derivamos uma desigualdade de energia bésica paran > 1,
a qual mostra o decaimento L? das solugdes para o problema de Cauchy (3.1), (3.2) e

representa um papel fundamental na derivacao de outras estimativas, em particular
s ) leogeny < Cm, oy b}t (075). (3.80)

Os resultados aqui obtidos serao utilizados na Secao 3.6.

Teorema 3.12. (Desigualdade de Energia) Sendo u(-,t) solucdo de (3.1), (3.2),

tem-se

n n

T 2
T (-, T) 2oy + 20 / N D 1)|[2 ey < (ﬂ) 207 Ju(-, )| o T
(3.81)

para todo T > 0.

Demonstragao: Multiplicando (3.1) por t"u(x,t) e integrando em [0, 7] xR", T'> 0

dado, obtém-se

T T T
/ / t"uuydxdt ~|—/ / t"u div(f(u))dxdt = / / t"u div(A(u)Vu)dxdt.
0 " 0 n 0 n

Integrando por partes, tem-se

T Tn n T
/ [/ t”uutdt] dx = / {—u(x, T)* - —/ " u(x, t)th] dx

Tn 2 n " n—1 2
= Sllulx D@ — 5 i " lu(x, |72 ey dt.

Pelo teorema do Divergente,

/R u(x, t)div(f(u))dx = — /R f(u) - Vudx = — / div(F(u))dx = 0

R
onde F(u) = (Fi(u),..., F,(u)) com F;(u) = [, f;(v)dv, j=1,...,n,
de modo que

/OT r / _u(x, t)div(f(u(x, t)))dxdt = 0.
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Novamente usando o teorema do Divergente, tem-se

/n u(x,t)div(A(u)Vu)dx = — /n(A(u)Vu, Vuydx < —p . |Vul?dx

2

< —pl|Duf-,1)

Q(Rn),

em virtude de ( . Portanto,

/ t"/ (x, t)div(A(u)Vu)dxdt < —uHDu(-,t)H%z(Rn)-

Assim, obtemos

T

T
T™Jul, D2y +2u/0 | Du, ) @y dt < n/o " (e, )l L2 dt.

Usando a desigualdade de Sobolev, (ver [Friedman, 1969])
2
(-, Dl < Calluls )| DUl DIl

L1(R") L2(R")

onde C),, > 0 é uma constante que depende somente da dimensao n, obtemos

T T
[ Bt < G2 [0 el DUl
0 0

T
< C u(, O[T, / | Du, DI dt
0

2 5 2\ 7 n_ T 2 w2
2 1ot 0l (2) 7 155 ([ 015Ut
0

usando (3.34) e a desigualdade de Holder (A.5).

IN

Definindo

T
Bu(T) = Tu(e ) ey + 20 | 47t ey,
0

tem-se entao
2

=T, . T =
) et (o[ PP Ol
0

2
nt2 —n
> Ttz (QM)nTz En(T)n—Jr‘Z,

L1(R")

Fu(T) < nC2 [ul-0)|F (

S 3w

< 0 C2 0 (
isto é,
En(T) < (@) 20 (-, 0) 31y T

para todo T" > 0, como afirmado. O
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Em particular,

¢,

[ ipucnn

Uma consequéncia imediata de (3.82) é a seguinte estimativa preliminar

n

2 sy dt < (2) PO u( 0|2 TE VT >0 (3.83)

do tamanho ||u(-,t)[[ze(rn), @ qual serd importante mais tarde.

Proposigao 3.1. Dado u(-,0) € L'(R") N L*(R"), a solugdo u(-,t) da equagio
(3.1) satisfaz

(-, ) || oo mny < C(n, o, by, o)t 2 7% (3.84)
para todo t > 0 e alguma constante C(n, p, k1, koo) > 0, a > 0 que depende somente

das dimensoes n, p, k1 e koo dadas em (3.3), (3.4).

Demonstracao: Seguindo [O. A. Ladyzhenskaia e Uracelva, 1968, Ch. 4, wu(-,t) é
Holder continua em R"x]d, oco[, d > 0, com

u(,t) —u(y, )] < Elx —y|*  Vt=4

para todo x,y € R" e uma constante £ > 0, a > 0. Portanto, fixando § = 1,

obtemos, dado xy, € R™ arbitrario,

u(x, 1) = Ju(xo, )| = Elx = xo|%

para todo x € R" e t > 1. Tomando ry = (&;t”) L tem-se
/ (Ju(xo,t) — E|x — x4|%)* dx < / lu(x, t)|dx, (3.85)
|x—x0|<70 n

para todo t > 1, de modo que

To
[x—x%o[<ro 0

A, n)uy,
(n+a)(n+2a)

20:2y™ 1 n
- Ju(xo, 1) 25 =

£ [2H2
FEa (n+a)(n+2a) (o, 1)
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onde v,, é o volume da bola unitaria em R", dado em (B.2).

Portanto,

A, n)vy,
(n+a)(n+2a

[u(xo, )[**= 7S [l Oz )

e, pela desigualdade (3.82), obtemos

 (n+)(n+2)

|U(X()7t)|2+g S C<n7#7k17koo)t A(O{,TL) Un,

de forma que
lu(x0,)] < C(n, py k1, koo)t® 728, Vi>1
isto é,
lu(x0,t)|| < C(ny g, by, ko)t = 7o, YV i>1
para alguma constante é(n, iy ki, ks) > 0 que depende apenas de n, ji, ki e kyo.

Portanto obtemos (3.84) para t > 1, e entao para t > 0 em vista de (3.38). O

Mais tarde, vamos melhorar (3.84), ver proposicao (3.2), antes que pos-
samos derivar a taxa O(t2 ) para ||u(-,t)||ge®n). Vamos ainda usar os resultados
acima, em particular o teorema (3.12), para estimar ||u(-,t)|/zrrn) € outras quan-
tidades. Um caminho para estudar |[u(-,?)||z»®») para p > 1 arbitrdrio é iniciar
por (3.81) e derivar as correspondentes desigualdades de energia para as derivadas

espaciais de u(-,t), usando a desigualdade de Sobolev
(s )y < Calluls )12y | D™, )l sy

para estimar a norma-L* de u(-,t). Uma vez ||u(:,t)| @) bem estimado, se
pode facilmente estimar |[u(-,t)||»@rn) para algum p > 1 usando a desigualdade de

Interpolagao (A.8). O resultado devera ser
e, )y < Ol o, b, )t #05) (3.56)

para todo t > 0 e p > 1, onde C(n, p, k1, ko) é constante positiva que depende

apenas das dimensoes n, p, ki e ko definidas em (3.3), (3.4).
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Iniciamos, diferenciando (3.1) em relacao a z;, multiplicando o resultado

por t7u,, e integrando sobre R"™ x [ty, T], obtendo

ou(-, T Ju

Y Y

|5 = +2/ o[ (v <ax> A () ) e =
axl LQ(Rn) axz L2 (Rn)

- 2/7:0 o gZdw <(f(u;f(0)) gg)dxdt—

- / t’Y/n &EZ< <ax,> A’(u)vu>dxdt

isto é,
o ||2eD ) +2 / t”/ Z St = |22 G0
i 2w " 830 8:@ O\ Ox L2(R)
ou(-,t ou ou
| == dt 2| £(0 dxdt —
o e [ L0 v (5) e

/ £ / ) 8$Z< < 8azz> A’(u)vu> dxdt,

em vista de (3.3).
Somando para ¢ =1,2,...,n, tem-se

T
7| Du(-, T)|[72@ny + 2#/ 7| D?u(-, )| 2gnydt = 5| Dul-, to)l|T2gny +
to

+ ”y/Tt”Yl”Du(. 1|12 dt+2/Tt7/ f (u) — £ (0) Zn: Qu g (22| ) dxat +
. » U L2 (Rn) . 2 & ox; 0z ) |,
Ju ou
o
+ / t /n ( o, ‘V <8xl> 2) dxdt.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.1), obtém-se

Q/T”/n foo-t0],3 (|3 1v (3)

<
oz, > dxdt <

u 2
< Y Y —
< / ¢ 2 <8xl> dxdt + = /to t /n 3 (8%) £ (u) f‘(o)dedt
< 5/ ¢ A 1Du(-, t)[72(gyn dxdt + C (g, oo)/ 7| Dul, )72y (s ) | Foo ey -
to n to
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Da mesma forma,

2 [ [ o, 3 (|5 |7 (55)|

T
I
< 5/ m\DQu(-,t)H%andt+C(u,koo)/ )| Du(-, ) || ggeny i

to to

ou
ox;

) dxdt <

de modo que, usando a desigualdade de Sobolev (ver [Friedman, 1969)])

[1Du(, )| agny < D>l )17 g [0 )1 7o ny»
obtém-se

o[ [ o] S (15 7 (55)|

T

M

<ufl Dt Dl + Ol ) J Lo T
to to

ou
ox;

) dxdt <

Portanto, para ty > 1 suficientemente grande, obtemos, pela Proposi¢ao

T
T Dl T) ey + 1 | ENDP0) oyt < Ol o) +

to

T T
+v/ | Dul, )72 dt + C(p, koo)/ Y| D, )| ey (s 1) [ Zoe ).

to to

Procedendo de modo andlogo, podemos obter, mais geralmente,

T
TWHDZU("T)H%?(R“) + M/ tWHDH_lu('?t)H%P(R”)dt < C(nv K, kl? koo) +

to
T T
b [P ) eyt €t o) [ PND U ) a0 ) el
to to
(3.87)
para cada ¢ > 1.
Tomando inicialmente v, = 75 = ... =7, = n em (3.87) acima, resulta

T
TP U Ty 1 [ Dl )yt <
to

T
< C(n, p, k1, koo) + n/ | D (-, )12 nydt < C(ny oy ki ko) T2,

to
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para 0 < ¢ < n, em vista de (3.81).
Em particular,

| D u(-, T) || 2y < C(ny i ki kioo)TT YT >t (3.88)

E entao, para n > 2 podemos observar o seguinte resultado preliminar.

Proposigao 3.2. Dado u(-,0) € L'(R") N L*®°(R"), a solu¢io da equagdo (3.1)
satisfaz

(e, )| oorny < C(ny pr, by, ko) T (3.89)

para todo T > 0 e alguma constante C(n, pu, k1, koo) > 0 que depende apenas das

dimensoes n, p, k1 € kuo.

Demonstracao: Pela desigualdade de Sobolev, (ver [Friedman, 1969]), obtemos

i 3
[uCs )o@y < Cllul )| Lo 1D w5 Ol L @)

< CoO(ny k1 ko) T, YT >t

usando as desigualdades (3.82) e (3.88).

Recaindo em (3.38), obtemos (3.89) para todo 7' > 0 desde que n > 2.
|

Uma importante consequéncia de (3.89) é que podemos reescrever (3.87)
como

T
T D (-, T)17 2 gy + N/ N D (e 1) || 2 gy dt <

to

T
< C(nvuaklakoo)—i_ C(nvﬂvklakoo)r}/f/ tw_1||Deu('at)||%2(R”)dt (390)

to

para 1l </ <n.
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Entao, para ¢/ =1, y,=n+1

T
Tn+1HDU('>T)||%2(R")+:u/ t"+1HDZU(',t)H%2(Rn)dt <

to

IN

T
C(nv,ua k17k00)+ C(n7u7 klakoo)/ thDu<7t)H%2(Rn)dt

to

< Cnypky, kso)T32, (3.91)

pela desigualdade (3.83).
Analogamente para ¢ = 2, 7, = n + 2, tem-se

T
12 D2l ) By + 11 | D% D)o <

to

< C(n,p by, k)T, (3.92)
pela desigualdade anterior.

Seguindo desta forma sucessivamente, obtemos para { =n e v, = 2n

T
2| D™ u(:, T)||72rmy +u/ | DPu(-, 8)[|72ny dt <
to

< C(n,py by, koo)T2. (3.93)

Como consequéncia, temos

—3n

D™, T) || p2geny < C(na i, ks ko) T8, Y T > 1, (3.94)

Generalizando os resultados obtidos, tem-se, para f =k e v, =n+k

T
Tn+k||DkU('7T)||%2(Rn) + M/ tn+kHDk+1u(-,t)”%z(ﬂgn)dt <

to

< Cr(n, ke, kso)T2, (3.95)
para todo 1" > ty e todo k.
Em particular, obtemos, para T > t,
(-, 1) p2ny < Cln, oy by, ko) T (3.96)

| Du(, )| 2@y < C(ny iy by, ko) T2 (3.97)
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1 D*u(-, )| p2ny < C(ny py by, ko) T3 (3.98)

e, mais geralmente,
D u(-, )| L2qny < Cr(n, gy by, ko) T3, (3.99)

para todo T > t; e todo k, contanto que f e A sejam k + 1 vezes continuamente

diferencidveis.

Podemos agora concluir a derivacao de (3.86), que agora se torna facil.

Teorema 3.13. Dado u(-,0) € LY(R*)NL>®(R"), a solugio da equacao (3.1) satisfaz

”u("t)HLp(R") < C(nnu’a kla koo)T 2 (1_%) (3100)

para todo T > 0 onde C(n, p, k1, kso) > 0 que depende apenas de n, ji, k1 € koo.

Demonstracao: Para p = oo, usando a desigualdade de Sobolev (ver [Friedman, 1969))
i, Oll ey < Callus O qan 100, Ol s
e a estimativa (3.99), obtém-se
(-, )] Lo ny < Cn, g, ki, kioo) T2 (3.101)
para todo T" > 0

Para p > 1, (3.100) segue da desigualdade de Interpolacao (A.8), (3.34)
e (3.101).

3.5 Comportamento assintético, n =1

Nesta se¢ao, investigamos o comportamento das solugoes u(+, t) do prob-

lema (3.12), (3.13). Iniciamos substituindo a equagao (3.12) por outra, mais simples,
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que aproxima (3.12) suficientemente bem (quando t — +o00). Intuitivamente, na

equagao (3.12),
ug + f’(u)uz = a(u)uwz + a,(u)ui (3102)
temos, para t > 1, que

ut (£0) + 1Ot 0(w) ) uy =
= (a(()) +a (0)u + O(uz)) Uy + (a'(()) + CL”(O)U + O(u2)> w2

xT

tem a forma
ur + (f'(()) + f”(())u) Uy + 0 (t7%) = a(0)uy, + O (177)
visto que, de (3.56), (3.59) e (3.72) temos, para a, f, suaves

lu(, D)l = OF?)
e (s D)l ooy = O@™")

ltaa (D) lzewy = O@™?).

Em particular, sendo v(+, ) definida por
v+ (0)vy + f (0)vvy = a(0)v, 2 ER, >0 (3.103)

esperamos ter v(-, t) préxima de u(-,t) para t > 1, para v(-,0) adequada. Este fato
é estabelecido no teorema (3.14) abaixo, tendo como referéncia [Zingano, 2004]. E

. . . H . . , . ’
preciso, aqui, assumir que f (u) seja Holder continua em u = 0, isto é, que se tenha
"

[F7 () = f(O)] < Tlul* [u] <O (3.104)

para algum Q > 0, e constantes I', &« > 0. Antes de obter o teorema (3.14) , pre-

cisamos observar o seguinte resultado.

Lema 3.1. Para cada € > 0, existe to = to(€; pu, K1, Koo, , I', Q) > 0 tal que

Ju(-,t) —w(- )| prw) <€ V>t (3.105)
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onde w(-,t) é dada por
wi+ f (0 wy + f (Oww, = a(0)wye, >t (3.106)

w(-0) = u(-to) (3.107)

Demonstracdo: Seja ty > 1 suficientemente grande de modo a se ter
Ju( )o@ <Q > (3.108)
e ty >ty a ser escolhido abaixo (ver (3.111)).
Como u(-,t) satisfaz
up+ f (u)ug = (a(w)ug)s,
isto é,

we+ £ (0)ug + £ (0 uug + [ (u) = £(0) — £ (0)u)uy = a(0)ug, + ([a(u) — a(0)]uy)s,

e w(-,t) satisfaz
w4 f (0w, + f (0)ww, = a(0)wey,

obtemos que 6(-,t) := u(-,t) — w(-, t) satisfaz
0+ f(0)0: + f(0) <92—2 + 9w) = a(0)0py — F(w)ug + ([a(w)ug])s  (3.109)
onde F := f'(u) — f(0) — f'(0)u e [a(u)] := a(u) — a(0).

Sendo Ls, 6 > 0 dada em (3.31),multiplicando (3.109) por L;(f) e

integrando por partes em [tg, 7| X R, obtemos

/RL,s(Q(:E T)de = f'( / /L5 < +9w> dzdt — a(0 / / 0)602 dxdt
/to /R Ly (0) F (u)ugdadt + / / Ly(6 Uy)pdadt.
Como L"(8) > 0 temos que
/L(;(@(rc T)dz < f'(0 / /L5 ( +9w> da:dt—/ /|L5 )| 1F(w)] |ug|dzdt
/to [ 1O lalw) = a(O)] fussldadt + / 1O ¢ () o,
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

/ /L5 < —i—0w> dxdt = / / < —i—@w) 0,dxdt — 0 quando 6 — 0,
portanto, fazendo § — 07
T T
10, )l < / /|.7-"(u)| |u$|dxdt—|—/ /|a(u)—a(0)| tgs|dadt
to to R
/ /|a )|uZdwdt, (3.110)

em virtude de (3.32) e (3.33).

Observe que

4 4

IF)| = |f (u)—f 0)—f (0)ul = |u| |f(©)—f"(0)] < Ju| DIE|* < T ul'*™ Vit >,
entao

T T
/ /|.7:(u)| |ug|dzdt < F/ /|u|1+"‘ U |dzdt
to R to R

T
T/ [y O oo ry 1 (-5 Dl 2@y [ (- D) 2y di

to

IN

IN

T
rC(p, kl,koo)/ 13 aadt
to

r —a
S - C(ﬂ? kl? koo)t02 )
«
pelas estimativas (3.53), (3.56) e (3.59).

Por outro lado, lembrando que [a(u)] = a(u) — a(0) = a (£)u, para
€] < u, de modo que [[a(u(-,1))]| < C(koo)|u(z,t)|, obtém-se

T T
/ /|a(u) — a(0)| |uggldzdt < C’(koo)/ /|u| |t | dcdt
to R to

< / /t Yul|?dodt + C (koo / /t\uml dxdt
< C(/foo)/ = lu 1)) dt+C(/foo)/ oo (-, 1) |72y dt
to to
T
< Ol ki, ko) / 1t
to
< C(M7kl7koo)t0_717
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pela desigualdade (A.1), (3.53) e (3.79).

Finalmente por (3.59), obtemos

T T
[O / 0 (We2dedt < C(ku) / et e )| By

to

T
< C(u,kl,koo)/ 2 dt

=1

S C(Ma klakOO)tOT

Portanto, de (3.110) e as estimativas acima, obtemos
160G, B)l1r) < C (s ki, ks 0, D) (8 +85Y), VT > to, (3.111)
de onde segue o resultado. O
Teorema 3.14. Sendo u(-,t) solug¢io de (3.12) e (3.13), e v(-,t) solugcdo de

v+ f(0)vg + f (0)vvy = a(0)vg,

correspondente ao estado inicial v(-,0) € L'(R) N L*(R), com [, u(x,0)dx =
Jg v(z,0)dz, entdo
lim (-, t) — (- )|l @ = 0. (3.112)

t—-+oo

Demonstragio: Dado e > 0, pelo lema (3.1) acima existe ty = fo(€; 1, k1, koo, , T, §) >

0 tal que |lw(-,t) —u(-, t)||pw <& V>, onde w(-,t) é solugio de
wi+ f 0wy + f (Oww, = a(0)we,, t> 1
w('afﬂ) - u('vtAO)
Ora, v(+,t) é a solucao de
v+ F(0)v, + f (0)vv, = a(0)ve  t > 1

com v(-, fo) = wp, onde vy(z) = v(z, fo) para todo = € R, e tem a mesma massa que

w(:, o), pois

/Rvo(x)dx: /Rv(:v,fg)dx: /Rv(x,O)dI: 4u(x,0)dx:/Ru(x,fo)dx:/Rw(x,tAO)dx.
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Dai, por [Zingano, 2004],
|w(-,t) —v(-,t)|| 1wy = 0 quando t — +o0

de modo que existe ¢, > 1, tal que ||w(-,t) — v(-, )|l pm) <

Segue entao que, V ¢ >t

Ju(,8) = v(- Dllerwy < llult) = w Ol + [[w ) = vl Dllpm <€
para todo t > tg, 0 que mostra (3.112). O
Teorema 3.15. Sendo u(-,t) solugdio de (3.12) e (3.13), e v(+,t) solugao de
v + f,(O)UI + f”(O)vvm = a(0) vy

correspondente ao estado inicial v(-,0) € L'(R) N L®(R), com [, u(x,0)dx =

Jg v(z,0)dz, tem-se, para cada 1 < p < oo

im ¢7C8) [u(-,£) — v(-, )| oy = 0. (3.113)

t—4o00

uniformemente em p.

Demonstracao: O caso p = 1 foi considerado no teorema anterior (3.14). Para p = 2,

obtemos, pela desigualdade de Interpolagao (A.8)

(M

1 1 1
) = oDl <l t) = ol Dl (Fllul, 1) = o6 )llee

ol

IN

L 1 1
Ju(-,t) = v( Dl 71y (“HU(' t)|| oo (m) +t2||v('at)||Loo<R))

O b, koo [[u(e, ) = 0(-, 1)]|21 s,

IN

usando (A.7) e (3.56).

Segue entao, pelo teorema (3.14)

t%HU(',t) —v(-, 1)l 2wy — 0 quando t — +oo.
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Analogamente, para p = oo, usando a desigualdade de Sobolev (A.10),

obtemos

D=

t2 (1) = o(, )l < V2l 1) - v(-i)ll%m@ (tlua (1) = va (- )l 2wy

1 L 3 3 3
<V E () = 008 gy (N Ollzaey + e, Ol

1

2

< s ks hoo) (£, 8) = 0 ) 2wy
pelas desigualdades (A.7) e (3.59), e entdo, pelo caso p = 2

t5]Ju(,8) — v(- )]s — 0 quando ¢ — +oc.

Finalmente, para 1 < p < oo, tem-se pela desigualdade de Interpolagao

(A.8)
1(1-1) - 1 ~
OB s t) = (1) aogey < ulert) = 00 ) gy (£l 8) = 0 Ol
de modo que quando t — 400
207 lu(, ) = o, )o@y — 0
pelo caso p =1 (teorema 3.14) e o caso p = oo. O

Teorema 3.16. Sendo u(-,t),u(-,t) solugio de (3.12) com u(-,0),a(-,0) € L'(R)N

L>®(R) tendo a mesma massa, entao

lim ¢2075) Ju(,8) — 4, 8)]| o) = 0 (3.114)

t—+o0
para cada 1 < p < 400.
Demonstra¢ao: Caso p =1 : Pelo teorema (3.14), sendo v(-,t) solugao de

v+ f (0, + f (0vo, = a(0)vey

U('? O) = u('? 0)
temos

||U('7t) - U(';t)HLl(R) — 0 quando t— +o0

la(-,t) — U('>t)||L1(R) — 0 quando t— +o00
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de modo que

[u 1) = O)llwr@ < llult) = ol Ollpie + (1) = als Ol @),

e portanto,

|lu(-,t) — ﬂ(',t)HLl(R) — 0 quando t — 4oc.

Caso p = 2:
Pela desigualdade de interpolagao (A.8), obtém-se
1 ~ 1 N % . %
tillu(, ) —al, Dll@ < tollul,t) —al, Ol Lugyllul 1) = @l 1) fo)

N i 1 LN
Ju(,t) = a(, 7wy (“ (s )| ooy + 12 ||u('7t)||L°o<R)>

< C(/,L, klv koo)”“(a t) - a(a t)“zl(R)a

M

IN

usando (A.7) e (3.56), e entao, pelo caso p =1

t%”u(':t) - A(',t)HU(R) — 0 quando t — 4o00.

Consideremos agora caso p = oo: Usando a desigualdade de Sobolev

(A.10), obtém-se

1 R R 1 R 1
t2flu-,t) = Al )l < V2l ) =l )1 2oy e ) = o 1)l 2@) 2

1
2

1 . 3 3 3.
< V2t |Ju(-,t) - W ) 72y (t“ g (-, )|l 2Ry +t4‘|ux('7t)”L2(]R)>

1

2

< sk, boo) (4, 8) = )|y )
pelas desigualdades (A.7) e (3.59).
Entao, pelo caso p = 2
t5)|u(-,t) — a(, )| gy — 0 quando t — +oo.
Finalmente, no caso 1 < p < 0o, tem-se por (A.8)
A D ul0) = Dl S et = 0Dl 1) = i Dl g0

. 5 1 N 7
1) = D1y (0 1) = D)7

IN
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de modo que quando t — 400
l(l_l) N
207w |u(- 1) — Al 1)l ey — 0

pelos resultados anteriores (p = 1) e (p = 00). O
3.6 Comportamento assintético, n > 1
Nesta se¢ao, investigamos o comportamento das solugoes u(-, t) do pro-

blema (3.1), (3.2). Para isto, iniciamos lembrando as estimativas obtidas na Se¢ao

(3.4)

|
|4

[ )| oeqny < C(n, s by boo )t

|
w|d

HDU’(7t)HL°°(R”) S C(n,,u, kl,koo)t 2,

(MBS

MBS

| D u(-, )| poorny < C(ny gty oy, koot 2 2.

Dai, intuitivamente, na equacao (3.1), temos para ¢t > 1 que
s+ <f‘ 0), w> +u(x, 1) <f“’(0), w> + ... = div(A(0)Vu) + div (uA’(O)w) b
tem a forma

g + <f‘(0), Vu> +0 (7Y = div(A(0)Vu) + O (7).

Portanto, pelas taxas de decaimento é natural esperar que as solucoes
da equagao nao- linear (3.1) sejam bem aproximadas (para t suficientemente grande)

pelas solucoes da equagao abaixo: (¢t > 1)
v +1£(0) - Vu = div(A(0)Vu). (3.115)
De fato, isto é comprovado de modo preciso nos teoremas (3.17) e (3.18).

Antes de obter os teoremas (3.17) e (3.18), vamos observar o resultado abaixo que

serd util para obter as provas dos referidos teoremas.
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Lema 3.2. Dado € > 0, existe to = to(€, p, k1, koo, n) > 1 suficientemente grande tal

que a solugao v(-,t), t > tg, de

v +10)-Vo = div(A(0)Vv), >t (3.116)
v(,to) = wu(-,to) (3.117)

satisfaz
lu(-,t) = v(-, )| rny < € YVt > tg. (3.118)

Demonstracao: Dado € > 0, temos para t, > 1 escolhido em (3.122), (3.123), a

seguir, que
0(-,t) :=u(-,t) —v(-,t), t>to,
satisfaz
0, +£(0)-VO = div(A0)VH) + F(x,t), t>tg (3.119)
0(-, 1) = O, (3.120)
onde
F(x,t) .= —(f (u) — £(0)) - Vu + div((A(u) — A(0))Vu). (3.121)

Sendo Ls,6 > 0 dada em (3.31), multiplicando (3.119) por L;(6) e
integrando em R™ X [ty,T], para todo T' > t, qualquer, obtemos, integrando por

partes

/L(; (x,1)) dx+// 0(x, 1)) (V0, A(0)V6)dxdt = //L(;xt)}'(x Pdxdt.
R» n n

Fazendo 6 — 07, obtemos

T
10C, )| 1 < / F () |dxt,
to Rn

uma vez que Ly (0(x,1))(VO(x,t), A(0)VO(x,t)) > 0 para todo x € R*, t > 5 e
6> 0.

Lembrando (3.121), observamos que

/ |.7:xt|dxdt<//
to R” n

|Vu|dxdt+/ /n |div((A(u)—A(0)))Vu|dxdt
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de forma que, por (3.96), (3.97), obtemos

T T
/ I (u) — £ (0)] [Vuldxdt < C(koo)/ lu(x, 1)| |Vuldxdt
to Rn R™

to

T T
< C(koo)/ ||u(',t)||L2(Rn)||DU/(‘,t)||L2(Rn)dtSC(/,I/,kl,lfoo,n)/ £ dt
& t
0 [ c 0
< C(p, ki, koo,n)ty 2 < 3 se to>> 1. (3.122)
De forma semelhante, por (3.96), (3.97), (3.98), obtemos
/ / |div(A A(0))Vu|dxdt
ou | | Ou
< Z/t . |aij(u) — a;;(0 |’a s dxdt+2/ (u) e | |2, dxdt
i,j=171 J ij=1 J
< O Y / e, a1 D, ) gy e +
4,j=1
n_eT
+ C(koo)Z/ [, (-5 D)l L2y [t (- ) || 2 en
ij=1"1
T T
< C’(koo)nQ/ \!U('>t)||L2<Rn)\!D2u(',75)||L2(Rn)dt+C(’foo)nz/ [Du (e, )| dt
to to

T -n
C(l”’) klakooan) / t%nildt < C(,LL, klakooan)toT <

to

IN

se tg>>1 (3.123)

l\.’)lm

Assim, por (3.122), (3.123), obtemos que
100 Dllr@n <€ Vit
como afirmado. O
Teorema 3.17. Sendo u(-,t) solu¢io de (3.1), (3.2), e v(-,t) solugdo de
v +7(0) - Vv = div(A(0)Vv), t>0 (3.124)

correspondente ao estado inicial v(-,0) € L*(R™) N L>(R"), com [g, u(z,0)dx =
Jgn v(,0), entdo

|u(-,t) = v(-,t)||rny — 0 quando t — +o0. (3.125)
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Demonstracio: Dado e > 0, pelo lema (4.1) existe tg = to(p, k1, koo, 2, €) > 1 tal que
u(-,t) = w(, t)||pi@ny < &Vt > 1y onde w(-,t) é dado por

w+f -V = div(A0)Vw), t> 1
w(-,to) = wul(-,ty)
Por [Zingano, 1996a], temos que
|lw(-,t) = v(-,t)||pywry — 0 quando t — +o00
e entdo existe ¢ > £, tal que ||Jw(-,t) —v(-,¢)||p@n < £ V>4
Segue entao,

Ju(-,t) = v(, D)llwy < lul 1) —wl Dllr@e) + lw( ) — ol ) |lLi@n) <€
para todo t > %y, para algum ¢, > to suficientemente grande. ]
Teorema 3.18. Sendo u(-,t) solug¢io de (3.1), (3.2), e v(-,t) solugdo de

v +7(0) - Vo = div(A(0)Vv), ¢>0 (3.126)

correspondente ao estado inicial v(-,0) € L'(R") N L®(R"), com [g, u(z,0)de =
Jgn v(,0), entdo

ﬁ(“‘)”u( t) —v(-,t)||rny — 0 quando t — +oo. (3.127)

para cada 1 < p < 00.

Demonstracao: O caso p = 1 foi considerado no teorema anterior. Para p = 2,

obtemos, pela desigualdade de interpolacao (A.8)

D=

IN

[ul- 1) — o, )HLan (t% (- t) = o(, )l (em)
[u(- 1) — v, )||L1(Rn e

1
< C(ps b, koo, n)Ju(, 1) = 0 (1)1 71 zn),

tiflut, t) = v(, )l 2y

t) -
t)

IN

usando a estimativa (3.101).

[ poo(n) + 2 [[(- )| oo (rn))

D=
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Segue entao, pelo teorema (3.17)
tiflu(-,t) — vl )|l r2@ey — 0 quando t — +oc.
Analogamente, para p = oo, usando a desigualdade de Sobolev (ver
[Friedman, 1969])
1 . 1
[ull oo @ny < llull Loy [ D™ ul )| 72(gn);

obtemos

N|=
IA

t5 u(,t) = v( B)llzeo@ey < flul,t) = v(, O Fagny (1D (-, t) = D 0(-, 1)l r2(zn))’

1

IN

n 3 3n oy 3n g op 2
¥l 8) = v D)l gy (£F 1Dl Ollioey + 1% 1D 0, 8) 2

C(l% kl? koovn) (t%HU(,t) - ,U(.’t)“LQ(Rn))z ’

IN

usando a estimativa (3.94), e entao, pelo caso p = 2
t2|lu(-,t) — v(-,t)|| Legn) — 0 quando t — +oc.

Finalmente, para 1 < p < oo, temos, pela desigualdade de Interpolacao

1 1

n(1_1 = n 1
0, ) =0, ) liageny < Nl ) =0l Dl agny (5 (s 8) = o, )l lzeqeny)
e entdo, pelo caso p =1 (teorema 3.17) e o caso p = oo,

t%(lfi)ﬂu(gt) — (-, t)||ze@ny — 0 quando t — +o0.

como afirmado.
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4  COMPORTAMENTO DE 2 5)|u(-, )| omn

4.1 Introducao

Neste capitulo, verificamos o comportamento assintético de alguns li-
mites para a equacao do calor, equacao de Burgers e equacao de adveccao-difusao

em geral.

Nas Secoes 4.2, 4.4 e 4.5, tendo como referéncia [Zingano, 1996al, [T. Hagstrom, 2004],
mostramos para os problemas (2.2), (2.3) e (3.1), (3.2) que a quantidade -, dada
pelo limite
= lim 5075 u(, )] o) (4.1)
estd bem definida para todo 1 < p < oo, e é dada por
m AT A\ >
= () 42

quando n > 2, onde m é a massa de u(-, t)

m = u(x,0)dx :/ u(x, t)dx, (4.3)
]Rn n
e A > 0 é a média geométrica dos autovalores Aq,...,\, da parte simétrica A de
A(u) em u = 0, isto é,
n A A0)T
A= VdetA, A= M, (4.4)

onde A(0)” denota a transposta de A(0). Em particular, obtemos

S (Jus )l = [m, (4.5)
N [m|

1 t2 ',t ©(Rn) — . 46

i 22 [[u( ) ooy {4\ (4.6)

Na Secao 4.5, usando os resultados das secoes 3.2 e 4.2, mostramos
ainda que se u(-,t),4(-,t) sdo solucdes de (3.1) correspondentes a estados iniciais

u(+,0),4a(-,0) € LY(R™) N L*°(R™) com a mesma massa, i.e.,

/nu(x, 0)dx — /nﬁ(x, 0)dx (4.7)
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entao obtemos

lim #3075 Ju(, £) = (-, 1)l | oy = 0 (4.8)

t—4o00

para todo 1 < p < oo, uniformemente em p. O caso p =1,

lim ||u(-,t) —a(-,t)|| L1 wny =0 (4.9)

t—-+oo

mencionamos na Secao 4.4.

Os resultados das Secoes 4.4 e 4.5 sao obtidos a partir do teorema (3.18):
a solucao u(-,t) dada em (3.1), (3.2) pode ser aproximada em tempos grandes pela

solugao v(-,t) da equagao do calor linear
v +£(0) - Vo = div(A(0) Vo) (4.10)
com o mesmo perfil inicial, i.e., v(-,0) = u(-,0).

Para a equagao de Burgers (2.30), obtemos na Se¢ao 4.3 que

tim D u, )llurgey = T (4%

t—+o00 (477'#)

20
bm

(1 ezu ‘H]—"HM(R (4.11)

para todo 1 < p < oo, e em particular

i fuC D)l = [m, (4.12)
lim ¢ lu(-,1)] m_| 2 (1-¢3) |17 (4.13)
111 2 u %) — - — e 2 o ] )
t5+00 Loo(R) T | bm Loo(R)

Lembrando os resultados da Secao 3.5, estendemos (4.11), (4.12), (4.13)

a equacao mais geral (3.12).

4.2 Caso particular: Equacao do Calor

Nesta se¢do computamos os limites dados em (4.1), (4.5) e (4.6) para
as solucoes u(-, t) do problema de Cauchy (2.2) e (2.3). Sem perda de generalidade,

podemos supor a = 0, visto que se pode usar a mudanca de varidvel £=x-at.

Iniciamos com o caso p = 1.
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Teorema 4.1. Sendo u(-,t) solugao de (2.2), (2.3) com p = 1, tem-se u(-,t) €
LYR™) para todot >0 e

u(-, )|l @ny = |m|  quando t — +o0 (4.14)

onde m € a massa de u(-,t), i.e.,
m = u(y,0)dy = / u(y,t)dy Y t>0.
Rn n

Demonstragao: Por (2.4), temos que u(-,t) é dada por

1 1 -1
— (x—y, A7 (x—y)
wt) = oy [ e uly, 0)dy

para todo x € R", t > 0.

Como
lals Ol = [ Jux,0)] dx > /u(x,t) dx| = m| ¥t 0,
Rn n
temos, em particular
] ] M n > . .
liminf [[u(:, )| 1 n) 2 ] (4.15)

Dado € > 0, seja R > 0 tal que f yisr [U(y;0)|dy < e. Entéo,

1
n | (AT A)2

)
(mXt)s Jro | iyi<r
1 .
+ (M/\t)ﬂ/ </|| e arbeyA 1("‘y”lu(y70)|dy> dx.
2 y|I>R

Usando o Teorema de Fubini e (B.1), obtemos

1
e Doy = <4m>%/R

isto é,

1
ot o = ——
Ity = 5w |,

Ju( D@m= dx

/ 6_41_t<x_y7‘4_1(x_y)>u(y7 O)dy

6_ ﬁ(x_yaAil(x_y)>u(y’ O)dy

[N

dx

e %<X7Y7A_l(x7y)>u(y, O)dy

dx + / u(y,0)dy,
| ly|[>R

yI<R

e~ 1 VAT Iy (y 0)dy| dx + e

ly|[<R
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Agora, escrevendo £ = 7, obtemos

ot L

Ju( i@y < e +

[ eate Al
ly|<R

Observe que

y -1 Yy _ -1 i -1 _L -1
e Jpr (e J5)) = a0+ e - play)
< —(e A7) + (e Ay

(L)

L 1 4
< —5{6AT + (v ATly),

M

< —(6A7) + ((647'¢)

pelas desigualdades (A.1) e (A.4).

Entao, para todo ¢ € R”, temos

yis yis

e 3(6A71E) C,

IN

onde
C= [ ey, 0)ldy
lyl<k
visto que t = %

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue quando ¢ — +o0,

obtemos

N3

1 _
limsupHu(.)t)HLl(Rn) S € —|— / / 6_<£7A 1£>U/(y, O)dy‘ ds
b>-+00 (TA)2 Jen | Syi<r

_ ! —<£7A—1£>‘ ‘
€ + Ve /Rne /|y<Ru(y,0)dy d¢

= € + ‘/ u(y,0)dy
lyI<R

Y

por (B.1).
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Note que

‘/ U(y,O)dy‘ =
ly|<R

/RU(y, 0)dy — /y>RU(y, O)dy‘

ly[>R

m| + / uly, 0)|dy
ly|>R

< |m| + e

IN

Portanto, temos

limsup [|u(-,t)||pr@ny < [m|+2e Ve>0.

t——+00
Como € > 0 ¢ arbitrario, segue que
timsup [u-, Dl < Im| ¥ e> 0 (1.16)
t—+4o00

e juntamente com (4.15), obtemos (4.14).
0

Antes de derivar (4.1), (4.6) para p > 1, vamos considerar o seguinte

resultado.

Lema 4.1. Seu(-,0) € L'(R") tem massa nula, i.e., [, u(x,0)de =0, entdo tem-se
O e 1) ey = 0, (4.17)

uniformemente em 1 < p < oo.

Demonstracao: O Caso p =1 ja foi considerado acima. Consideremos agora, p = 2:

neste caso tem-se, pela desigualdade de Interpolagao (A.8),

n n 1 1
il iy < 15 (s Ol oy 1 1) ey

% n
<l Bl geny (2 ul; O)llpo@e))

M
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logo, por (2.20) e pelo teorema (4.1) obtém-se

t%Hu('at)HL?(Rn) — 0 quando t — +4oc.

Consideremos agora p = oo: Usando a Desigualdade de Sobolev (ver

[Friedman, 1969])

[ul, )l zoe@ny < CulluCs )l fagay 10" 0 Ol fagrn,

tem-se, por (2.16), (2.27)

1

n L 3n n 2
C, (t4||u(-,t)||Lz(Rn))z (t4 |D u(.,t)||Lz(Rn))2

C™lul, )|y (¢5]ul, )l 2n))

IN

£ [|u(-, 8)]| oo eny

W=

IN

logo, pelo caso p = 2

t%Hu(-,t)HLoo(Rn) — 0 quando t— +oo.

Finalmente, no caso 1 < p < oo, tem-se por (A.8) e (2.16),

1—

3=

n(q1_1
0 (-, ) oy

IN

ey )1 gy (2% e, ) )

1

1 n 1—1
(e O Z sy (B2 11y )lloeqemy) 7

IN

de modo que quando t — 400

20, )| o ny — 0

pelo resultado anterior (p = o).

OJ

Agora, estamos em condigoes para derivar (4.1) para p > 1 arbitrario.

Teorema 4.2. Sendo 1 < p < o0, tem-se

n 1 47'[')\ %
BN Oy —s <—> 118
Jute Ol — s (% (119

quando t — +00, onde m € a massa de u(-,t) e A € dado por (2.5).
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Demonstragao: Caso p = 1: ja visto no teorema (4.1). Consideremos entao 1 < p <
00!

Seja u(-,t) dada por

onde

sendo que v, é dado por (B.2).

Dado 1 < p < 00, temos

O ) ey = 100 [ il 0P
p
t%(p—l)/ __1__|mF (/ o7 (xyAm 1<x—y>>dy) dx
R (47T)\t)2p Un ly|<1
—n p
([ e
TA)2E U JRe \Jly|<1
(]
(&
(477')\) 2P Un n ‘y‘gl

S

Introduzindo ¢ = \/_, obtemos

o “ t_Q_n m|P n —(&— -1 P
EE (g = W\U! (415)2/ </<1€ (e-2mat(e- >dy> de
n " MRS

n p
Y S
TA)2E Un Jre \Jyl<1

Ora, para cada ¢ € R™ dado,

lim (T E D) gy — o <€,A—1£>/ dy — e—(6A7€),,

lyl<1
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/ ef<£*x7—4_t’A_l(£7\/y_4_t)>dy < Ceié(ﬁ’Adﬁ), VxeR"
lyl<1
onde C = elA7 e,

Pelo teorma da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos entao

n 2" p e Y p-1l(e_ ¥ 4
lim 2@ Da(, )@ = lim | / </<1e (&= ¢4_t)>dy) de
" yI<

t—-+o0 t—+oo (47 \) 2P v

s 2 Un n

m » A\ 2
- n, |m‘
(472 p

- (@) (5

M

(4rX\)z \ p
O
Teorema 4.3. Quando t — 400, tem-se
n [m|
3 |lu(-, £)]| poo(rny — _ 4.19
- Dllen — s (4.19)

onde m € a massa de u(-,t) e A >0 é dado em (2.5).

Demonstracao: Pelo lema (4.1), é suficiente mostrar este resultado para a solucao

a(-,t) dada por

onde
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sendo que v, é dado por (B.2).

De fato, wy = ug — Uy € L1(R™) tem massa zero, e dai pelo lema (4.1)

i #5 (Ol =0,

onde w(-,t) é a solugdo de
wy = div(A-Vuw)
w(x,0) = wo(x),

de modo que

Hm 2 ||lu(-,t) — a(-, t)|| pogn) = 0.

t—+400

Como

il ) = 2 / e byt gy,
Un (47AE)2 Jiyj<i

temos

2 || m 1 L (x— —1(x—
il lomen = T /||<1e”< e gy,
" yI<

Em particular,

7|0 514 |m| 1 -1 -1
t2l|a( )l eomny > t2]a(0,1)] = ot |<1e4t (v:47'%) gy
n yI<

Im] 1E/ eI le gy
Un (47T)\)2 |y|§1

Im|_1__ e;—}nA-lnE/ dy
Un (47A)2 lyl<t

v

ou seja, por (B.2) tem-se V t > 0 que

] sta e

t2[|a(-, )| poomny >

e fazendo t — 400, obtém-se

. m ud
liminf ¢2||a(-, t)||poo®rn) > —.
i Dllwiee) 2 755

t——+00
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Analogamente,
dy < — =
Y= U (4TAE)2

- — = [ 4t
Un (47AE)2 Jy1<a

(., 1)]
assim, novamente usando (B.2), obtemos
Blax s <" yxerr t>o
(4mX)2
e dai
ny m|
5|6+, )| oo rny < )
i limien) < g
isto é,
. n m|
limsup t2||a(-, )| poorn) < =,
msup 2 i )l < 50
O

completando assim a demonstracao.

4.3 Caso particular: Equacao de Burgers
Nesta secao vamos apenas descrever os resultados correspondentes aos
limites acima quando wu(-,t) é solugdo da equagao de Burgers (2.29), referindo

[Zingano, 1996b] para os detalhes.
Utilizando a transformacao de Hopf-Cole [Hopf, 1950], [Cole, 1951], ¢
(4.20)

mostrado em [Zingano, 1996b] que
tim_[fu(-.1) — i) sy = 0
para quaisquer solugoes u(-,t),a(-,t) de (2.29) com u(-,0),4(-,0) € L'(R) tendo a
mesma massa; segue deste fato que, mais geralmente,
lim 25|, 1) = a(-, 1) oy = 0 (4.21)

t——+00
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para todo 1 < p < oo, e este fato é utilizado em [Zingano, 1996b] para obter os

seguintes resultados:
(4.22)

L dim a8l = )

t——+o0
i 305 (- _ _Im] % Q_M( — )
2 Jim Ot Ol = s [ (1= ) 1At 2
S _ Im| |2 .
5.t Dl = i 2 (1= ) e (1.21)
onde F € L'(R) N L*(R) ¢ dada por
_,52
e
FlE)=—
) p—herf()
1 (oo g2 1+e%:(§>M = O
onde erf(§) = ﬁfo e*ds, p=F5— h=|l-e=0 e m =
Jg vo(@)dx.
Como vimos em Sec¢ao 3.5 que
(4.25)

1mlﬁ@ﬁﬂm&ﬂ—vhﬂMﬂm=0

t—+o00
para todo 1 < p < oo, e para solugoes u(-,t),v(-,t) das equagoes (3.12) e (2.29),

respectivamente, com a mesma massa, resulta imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Sendo u(-,t) solu¢io de (3.12) correspondente a um estado inicial
u(+,0) € LY(R) N L*®(R) com massa m, entdo

) 1(1_1
lim t2(1 P)H’LL(',t)HLP(R) = Yp(m)

onde v,(m) € dado por

Y1(m) = |m|

m 2a(0 —fH(O)m "

lml(O) f”(f))zn <1 —e O )‘ ||f||Lp(R), se f(0)#0
wlm) = m| 4m)% "

47ra(0)< P ) , se [ (0)=0

sel<p<oo, e
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m|
47a(0

N

a —f”ﬂ 7
o (1= ) Wiy, 5e £(0) £ 0

—m o se f1(0)=0

v/ 47a(0

Yoo(m) =

N

onde F € L'(R) N L*(R) € dada por
—52
e
Fe=—bF
©) p—herf(§)
() 2 7@2(8)@ —i" m
onde erf(§) = %fo eds, p=T"2 h=|l—¢ %O |, e m =

T 2
Jg u(z, 0)dz.

Demonstracao: Sendo v(-,t) dada por

v + f'(())vz + f”(O)vvm = a(0)vgg, t>0

v(,0) = u(-0)
temos, pelo teorema (3.16)

lim t%(k%)ﬂu(-,t) —v(t)||zr)y =0 para cada 1 < p < oco.

t—o00

1(_1 111 1(_1
3073 [u (-, O)lle — 2079 ul 1) = v e < 2075 Jul, )l

<80, )l + 42070 [lu, 8) = (-, 1) o,
obtemos o resultado pelo teorema (3.16) e o fato de se ter
tim #2070 [[u(, ) [1age) = (m),

conforme (4.22), (4.23), (4.24). O
4.4 Comportamento de |fu(-,t)|/z1(wn
Nesta sec¢ao, consideramos as solugoes de (3.1), (3.2), obtendo neste

caso

lu(, )|l @ny — Im|  quando t — +o0,
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onde m é a massa de u(-,t), ou seja,

m = u(x,0)dx = / u(x,t)dx  Vt>0.
R

Rn

Ademais, sendo u(-, ), a(-, t) solucoes de (3.1) correspondendo a estados

iniciais u(+,0), @(-,0) € L*(R™) N L®(R"), tendo a mesma massa, tem-se

Ju(-,t) — @('7t)||L1(]Rn) — 0 quando t — 4o0.

Os argumentos a seguir sdo adaptados de [Zingano, 1996al, [T. Hagstrom, 2004].

Teorema 4.5. Sendo u(-,t) solugao de (3.1), (3.2) entao

tim_ [ 1) |1 gaoy = o (4.26)

t——+o0

onde m = [g, u(x,0)dx é a massa de u(-,t).

Demonstracao: Sendo v(-,t) solugao de
v +£(0)- Vo = div(A(0)Vo)
v(-,0) = u(,0)
temos, pelo teorema (3.17),

lim [[u(,t) = v(-,)[[L1@e) = 0,

t—-+oo
enquanto

Jim (o8l ey = Il

pelo teorema (4.1), de modo que o resultado segue de
[oCs Ol @my=llul ) =v( Dllreey < llul Ollmrgey < ol Ol @ Hlul ) =v Ol g
O

Teorema 4.6. Sendo u(-,t),u(-,t) solucées de (3.1) correspondentes a estados ini-

ciais u(-,0),a(-,0) € LY(R™) N L>®(R™) com a mesma massa, entio

lim [Ju(-,) — i, )] g1y = 0. (4.27)

t—+o00
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Demonstracao: Sendo v(-,t) solugao de

v 4+£(0)-Vo = div(AVv)
U('70) = u(70)

onde A = w, temos pelo teorema (3.18),

tLi-IEloo u(-,t) —v(, )||p@ny — 0 quando t — 400

tl}linoo a(-,t) —v(-, O)||lp@ny — 0 quando t — +o0

de modo que o resultado segue de

[u-8) = als O)llwr@ey < [luls ) = v Dl + 1l 1) = vl D@

O
n(1_1
4.5 Comportamento de $5(1 p)HU(‘,t)”LP(Rn), p>1
Nesta secao, computamos os limites
lim 62D u(, )| po@n =7, 1<p< oo (4.28)

t—00

para as solugoes u(-,t) de (3.1), (3.2) quando n > 2. Além disso, sendo u(-,t), a(-, )
solugoes de (3.1) correspondentes a estados iniciais u(-,0), a(-,0) € L'(R")NL>*(R")

com a mesina massa, mostramos que

lim 38 (|u(-, ¢) — a(-, )| ogny = 0. (4.29)

t——+00

Iniciamos com o caso p = 0.

Teorema 4.7. Sendo u(-,t) solugao de (3.1), (3.2), entao

. n m
lim 3 {Ju(-, )] o) = —)

t—+00 (4m))z2’ (4.30)

WIS

S|=

onde m = [g, u(x,0)dx é a massa de u(-,t) e A= (AAa... \y)
+A(0)T
A0 = 4,

onde A, Ao, ..., Ay

. A(0
sdo autovalores de 2
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Demonstracao: Sendo v(-,t) solugao de

v 4+£(0)-Vo = div(AVv)
v(-,0) = u(-,0)

onde A = w, temos pelo teorema (4.3)

. m|
lim t2||v(-,t)||pomr) = ——=,
Jim (5l = 75

onde A = (A1 )g. .. )\n)%, spec(A) = {A1, Ag, ..., A\n}, enquanto, pelo teorema (3.18),

lim t2[ju(-,t) — v(-,1)||porn) = 0,

t——400

de modo que o resultado segue de

2o (s )|y — £2[lul 8) = v( ) |rgen) <

< tEJul, )o@y < EE[ul, D)@ + 2 {Jul ) = v, Ol @e)-

Teorema 4.8. Sendo u(-,t) solugcio de (3.1), (3.2), entdo

n 4T\ %
lim 2079 ||u(-. ¢ by = ™ (==
dm el Dllen = o (5

para todo 1 < p < oco.

Demonstracao: Os casos p =1, p = oo ja foram considerados. Seja, entao, 1 < p <

0.
Sendo v(-,t) solucao de

v +£(0)- Vo = div(AVo)
1}(-,0) = u('70)

onde A = AQFAQT tomos pelo teorema (4.3)

2
n 1 47TA 2p
lim #3073 fu(e, 1)) = L (472
i [0 D) pee (rm) i\ )
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onde A = (A1 s .. )\n)%, spec(A) = {A1, Ag, ..., \p}, enquanto, pelo teorema (3.18),

lim 573 u(, 8) — v, llzeny =0,

t——+00

de modo que o resultado segue de

=

0 o, ) oy — 207 ul,8) = (-, )y <
) oy < EOTH e, t) loaqany + 307D e, 1) = v, ) 1o
O

n
P

< ¢5(

(-,t) solugdes de (3.1) correspondentes a estados ini-

Teorema 4.9. Sendo u(-,t), (-
ciais u(-,0),a(-,0) € LY(R™) N L>®°(R") com a mesma massa, entdio
im 505 ||lu(-, 4) — af- " =
tginootz lu(-,t) — (-, t)||Leny = 0 (4.31)
Demonstrac¢ao: Sendo v(-,t) solucao de
v +£(0)- Vo = div(AVo)
v(-,0) = wu(-0)
onde A = w, temos pelo teorema (3.18),
im £33 |ju(-, 1) — - .
tLlJrPOOﬂ lu(-,t) = v(-, ) ||Lrny — 0 quando t — 400
tligrn t%(k%)H@(-,t) —v(, t)|[Lrny — 0 quando t — +o0
—+oco
de modo que o resultado segue de
n(1_1 N
), ) =0, 1))

n 1 N 2(1-1
£2 05 u, )=, )| any < 20 [, 0)=v(-, ) | pogany+t
Il
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, investigamos um grande nimero de propriedades basicas

das solucoes u(-,t) da equagao (escalar) de advecgao-difusao dada por
u + div(f(u(x,t))) = div(A(u(x,t))Vu), x€eR", t>0 (5.1)

associados a estados iniciais u(-,0) € L'(R") N L*°(R™). A énfase maior foi dada ao
comportamento de u(-,t) e suas derivadas (em varias normas) quando t — +o00; em
particular, mostramos que as solugoes u(-,t) de (5.1) sao bem descritas para t > 1

por solugoes v(+,t) de equagoes mais simples,
v+ £(0) - Vo = div(A0)Vv), xeR", t>0
para cada n > 2, e a equacao de Burgers
v+ f (g + f (0)vvy = a(0)vge, T ER, t>0

no caso unidimensional (i.e., n=1). Estes resultados foram obtidos a partir do exame

detalhado destas questdes na norma L', e em particular da propriedade

tim_ [ 1) |1 gaoy = o (5.2)

t——+o0

onde m é a massa (invariante em ¢) da solugdo u(-,?).

Seria interessante examinar a validade destes resultados para equacoes

de adveccao mais gerais, particularmente
up + div(f(x,t,u)) = div(A(x,t,u)Vu), xe€R" t>0

onde, normalmente, se supoe u(-,0) € LY(R") N L>*°(R"). Em geral, porém, os
resultados (como descritos para o caso (5.1)) ndo serdo validos, e novas investigagoes
(tipicamente mais complicadas tecnicamente) serdo necessdrias. Estas observacoes

se aplicam mesmo no caso linear: considerando, por exemplo, a equacao

cx
+ v = Uy, eR, t>0
o <1+:E2 )x Paar
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onde ¢ € R ¢ constante, podemos mostrar sem dificuldade, de modo andlogo ao
argumento usado na derivagao do Teorema (3.1), que |[u(-,?)||;1r) decresce mono-
tonicamente quando ¢ — +00; e assim |lu(:,%)|[L1r) \( 7 para algum v > 0 a ser
obtido. Quando ¢ < 1, segue dos resultados em [Rudnicki, 1993] que (5.2) é vélido,
de modo que vy = |m|, sendo m a massa de u(-,t); no caso ¢ > 1, o valor de vy (exceto

em casos triviais) nao é conhecido, tendo-se em geral v > |m|. No caso da equacao
u + div(a(x, t)u) = div(A(x,t)Vu), x€R" t>0

para A™*™ constante (positiva definida), tem-se novamente ||u(-,)|| 1(rn) decrescente
no tempo, mas quase nada é conhecido a respeito do valor limite de [[u(-, )11 (rn)

(quando t — 400 ) neste caso.
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APENDICE A

Teorema A.1 (Desigualdade de Cauchy). Sendo a,b > 0, tem-se

1
ab < ea® + 4—1)2 Ve>0. (A1)
€

Demonstracao: Tem-se, para todo € > 0 dado,

ab = (V2ea)— < — + =—

visto que 2ab < a? + b?. O

Teorema A.2 (Desigualdade de Young: Primeira Versao). Sendo p,q > 1

1,1 _
tal que st = 1, tem-se

1 1
abﬁ}—)ap+§bq Va,b>0. (A.2)

Demonstracao: Se a = 0 ou b = 0, (A.2) vale trivialmente. Basta entao considerar

a,b > 0. Como e* é convexa, tem-se

ab = exp (% In(a”) + - In(b))

q
1 1
< 5 €oP (In(a”)) +E exp (In(b?))
1 1
— al’ + = bq7
p q
como afirmado. O

Teorema A.3 (Desigualdade de Young: Segunda Versao). Sendo p,q > 1 tal

que % + % =1, tem-se

ab < ea? + C(e)b? Vab>0,e>0 (A.3)
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Demonstracao: Tem-se para ¢ > 0 dado,

ab = (pe)z% a

em virtude de (A.2). O

Teorema A.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R"). Sendo B € R"*"

simétrica e positiva definida, tem-se

(z,By)| < /(z,Bz) \/(y ,By) VazycR" (A4)

Demonstragcdo: Se x =0 ouy = 0, a desigualdade é obvia; caso contrario, podemos

proceder COomo segue:

Dados x,y € R", y # 0, seja ¢ : R — R dada por ¢(t) := (x+ty, B(x+
ty)). Como B é PD, temos, para todo t € R,

0< (x+ty,B(x+ty)) = (x,Bx)+t(x,By)+t{y, Bx) +t*(y, By)

= (x, Bx) + 2t(x, By) + t*(y, By)
visto que B é simétrica.

Em particular segue que (x, By)? < (x, Bx)(y, By), que ¢ equivalente
a (A.4). O

Teorema A.5 (Desigualdade de Hoélder). Sendo Q2 mensurdvel C R", e sendo

1 < p, qgootaz’sque%%—%:l, tem-se

19l < Nfller [19llLoce) (A.5)
para toda f € LP(QY), g € LI(Q).
Demonstracao: Se p = 1, ¢ = oo ou p = oo, ¢ = 1, a desigualdade é 6bvia; se

p,q > 1 finitos sdo tais que %4—% = 1, procede-se so seguinte modo: se || f||zr@) = 0

ou ||g||ze(2) = 0, (A.5) é obvia; assim, vamos supor || f||zr@) > 0 e ||g||ra@) > 0.
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Definindo f € LP(Q), § € LY(R), via

r f (@)

fo) =
1f1lzo@)

~ 9(z)

g(z) =
19llLa@)

para todo x € €2, obtém-se
[ fllze@) =1, 19]|La) =1

e, pela Desigualdade de young (A.2),
P (IR SO
|f(@)] [9(x)| dz < =[f (@)l + =]g(x)|* ) dx
Q o \P q

= = [Ifp o+ [ i ds

1~ 1 -
= [nalvorm t 190702
1 1
p q
isto é,
1
x x) de <1
T Tl J, @) o) do <
que ¢é a desigualdade (A.5), como afirmado. O

Teorema A.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sendo 2 C R" mensurdvel,

entao

1fgller@) < I flle2) 19llz2) (A.6)
para toda f, g € L*(9).
Demonstracao: Resulta de (A.5) tomando p = ¢ = 2. O

Teorema A.7 (Desigualdade de Minkowsky). Sendo Q C R" mensurdvel e f,

g em LP(Q) para 1 < p < oo, tem-se

\f + gllze@) < N1 fllze@) + 9]l (A7)
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Demonstracao: Se p =1 ou p = oo, (A.7) é 6bviajse 1 < p < oo, procedemos do
seguinte modo: se ||f + g|lrr@) = 0, a desigualdade é ébvia; se ||f + gl[Lr) > 0
+ 1 =1, tem-se, pela Desigualdade de Holder (A.5),

tomando 1 < ¢ < oo tal que zla p

I+ gloey = [ 1)+ gla)l ds = QWU() 9(z)| dz
< [1#) + g@)P™ (15 + lg(a) o

< /Qlf(fﬂ)Jrg(fv)l”_llf(fr)l dﬂf+/§2|f(x)+g($)|p_1lg(ﬂf)| da

< ([ 176+ gtaom dx)% ([1rer dx)‘l’
([ 1@+ gty dac)é ([ 1sr dx)’l’
([ 1)+ sty das)é [( [1sr dx)%# ([ 1ot dx)’l’]

= |If + gl ey (IF 1w + lgllzoce)

IN

isto é,
1F + gl < 1 fllwey + llglloe)

que é a Desigualdade (A.7) visto que p — 2 = 1. O

ESRES]

Teorema A.8 (Desigualdade de Interpolagao). Sendo f € L'(R") () L>*(R"),

tem-se f € LP(R"™) para cada 1 < p < 00, com

[ fl]zony < ||f||L1 k) 111, Loc(mn) (A.8)

Demonstracao:

s = ([ |f(X)|”dX>%=(/ 760 |f(X)|”_1dx>%
< ([ o 11 )
= () ([ 150m)’

1

1 1—1
= Hszl(R")HfHLOOP(R”)

o que mostra (A.8), como afirmado. O



91

Teorema A.9. Se f € C°([a,b]) ff Ydt < M, para a, b, M € R, a < b, entdo

existe t, € [a,b] tal que
M

flt) < (4.9)
Demonstracao: Se nao houvesse tal t,, terifamos
f(t) > % para todo t € |a, b]
e entao teriamos de ter
/ f&)dt > / —dt
contradizendo a hipétese sobre f. O

Teorema A.10 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 1). Sendo u € H'(R),

tem-se u € L¥(R) e

1/2 1/2
floey < V2 [[ullsta el (A.10)

Demonstracao: Tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.6),

u(z)? = Q/m u(z)u,(x)dx

—0

VAN IA
/\ l\D
— ‘
I

8 g 8

2 =

& 8

\—liJ m

5 B
\—/\_/
TN ——
ﬁ\
3 g 8 8

—~ _

FOE

s B

SN— %3

= B
\Lv

= 2 fJullee@) uellLzm)
para todo ¥ € R. Logo,
[u(@)] < V2 [[ulla lallise V2 ER,
de onde segue (A.10) O

Teorema A.11 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 2). Sendo u € H'(R) N
LY(R), tem-se

2/3 1/3
llagy < V2 [[ullfie el (A.11)
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Demonstracao: Tem-se que,

by = ([ opas)’
i [ 1)

<
1 2 1/2
= [l g lulli),
o que implica, por (A.10),
1 2 1 2
lallemy <l gl
< 2 ||u||”4 ||ux||”4 Il
Dividindo por HuHi/;t e elevando ambos os lados a 3, segue o resultado. O

Teorema A.12 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 3). Sendo u € H'(R),

tem-se

3/4 1/4
sy < V2 [P el e (A.12)

Demonstracao: Tem-se

lulltag = / u()|*d

> ||u||im(R)||u||i2(R)

N

e, entao, por (A.10),
ullEsgy < 2lulltze el
o que mostra (A.12), como afirmado. O

Teorema A.13 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 4). Sendo u € H'(R),

tem-se

2/3 1/3
oy < V2 (750 el i (A.13)

Demonstragao: Por (A.10) tem-se,

2/3 || ||1/3

IN

Jull

(v2 uuu”? hucll2) " Tl

que é a desigualdade (A.13). O

ufLsw)

IN
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Teorema A.14 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 5). Sendo u € H%(R),

tem-se

1/2 2
eIy < [l g, e 0 (A.14)

Demonstracao: Integrando por partes, tem-se

H%Mm)zl/wwwz—/mmm
R R

/WWMWWQMW®WMW®7
R

IN

pela desigualdade (A.6). O

Teorema A.15 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 6). Sendo u € H*(R),

tem-se

1 1
[l i@y < VB[l 7o 1tz 22 (A.15)

Demonstracao: Pela desigualdade (A.1) tem-se que

/uiuwd:v = —3/u§umudx < 3/ui|um| |u|dz
R R R

1 9
< —/uidm%——/uiquda:,
2 Jr 2 Jr

entao
/uidm < Q/Uixlﬂdfﬁ §9Hu(-,t)|]%oo(R)/uixdx
R R R
< lullFoo ey Ntz 72 )
isto é,
1 1
Hum||L4(R) < \/§||U||zoo(ﬂg)uum||i2(ﬂg) (A-16)
como afirmado. O

Teorema A.16 (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Sejam 1 <
p, q,r < oo ejmeZ com0< 5 <m tais que

1:i+a<l—m>+(1—a)%

p n qg n
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para a € [%, 1 [ Entao, existe constante C' > 0 dependendo apenas de m,j,n,p,q,r

tal que

1D7ul| Logyn < ClID™ ]|yl

1L7(a1Rn) (A.17)

para toda u € Ci*(R"). Quando m < j + ¢, (A.16) vale também no caso de se ter

a=1.

Demonstragao: Ver [Friedman, 1969], PDEs, pp. 22-27 (Segao 1.9). O
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APENDICE B

Teorema B.1. Sendo A € R™*", simétrica e positiva definida, entdo
/ e 1u&A 8 ge = (4mAt)s V>0 (B.1)

onde (A= My .. /\n)% tal que Ai, Mg, ..., A, € spec(A).

Demonstracdo: Seja {ui, uy,...,u,} base ortonormal de R! formada por autove-
tores de A com Au; = \juj, 1 < j < n. Entao, sendo: Q =[u; jus: ... 1w, €
R™™ temos Q ortogonal e AQ = QA, A = diag{)\i, N, ..., \;}. Em particular, A
=QTAQ e A=t = QT A1Q, e dai fazendo a mudanca de varidvel ¢ = Q7x e usando

o Teorema de Fubini, obtemos

/ e—al x, A~ lx ldx — / el Q€ , ATIQE ) |d€t@|d£ — / el ATl )d&-

= /e L”%‘?dg—n/ aﬁ?dé

T\ 2 1
_ (™Y
N «
Tomando o = 4t, segue o resultado. O
Teorema B.2. O volume V,, da bola unitaria em R™ é dado por
2 72
Uy = d¢ = ———, (B.2)
/|<1 nI(%)

onde I'(-) denota a funcdo Gama de Euler.

Demonstracao: De B.1, segue que

/ e e de =1
R
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e, escrevendo &€ = wr, w = |'5—‘, r=le,

+oo
1 = /e”'gzdgz/ / e ™ P dwdr
R7 0 |w|=1

+oo )
= an/ e ™ "y
0

onde o0, é a area da superficie esférica de raio 1 em R".

Introduzindo t = 77?2, temos

/+°° I T /+Oo e lin r (ﬁ) ,
0 2 0 27'('5 2

de modo que

Segue dai

1 1 o
Uy = / d¢ = / / " tdwdr = O'n/ r"ldr = 2,
g<1 0 Jjwl=1 0 n

0 que prova B.2.



97

BIBLIOGRAFIA

[Cole, 1951] Cole, J. D. (1951). On a quasilinear parabolic equation occurring in
aerodynamics. Quart. Appl. Math., (9):225-236.

[Crandall e Tartar, 1980] Crandall, M. e Tartar, L. (1980). Some relations be-
tween nonexpansive and order preserving mappings. Proc. Amer. Math. Soc.,

(78):385-390.

[da Silva, 2003] da Silva, A. M. C. (2003). Equagoes de adveccao-difusao: Pro-
priedades e comportamento assintotico em 1-D. Dissertacao de mestrado,

UFRGS, Porto Alegre.

[Fletcher, 1982] Fletcher, C. A. J. (1982). Burgers equation: a model for all rea-
sons. In Numerical solutions of partial differential equations (Parkville, 1981),

pages 139-225. North-Holland, Amsterdam.

[Friedman, 1969] Friedman, A. (1969). Partial Differential Equations. Holt, Rine-
hart and Winston, New York.

[Hopf, 1950] Hopf, E. (1950). The partial differencial equation u; + uu, = pitig,.
Comm. Pure Appl. Math., (3):201-230.

[Kreiss e Lorenz, 1989] Kreiss, H. O. e Lorenz, J. (1989). Initial-Boundary Value

Problems and the Navier-Stokes Equations. Academic Press, New York.

[O. A. Ladyzhenskaia e Uracelva, 1968] O. A. Ladyzhenskaia, V. A. S. e Uracelva,
N. N. (1968). Linear and quasilinear equations of parabolic type. Amer.
Math. Soc.

[Rudnicki, 1993] Rudnicki, R. (1993). Asymptotic stability in L' of parabolic equa-
tions. J. Diff. Equations, (102):391-401.

[T. Hagstrom, 2004] T. Hagstrom, J. Lorenz, P. R. Z. (2004). On finite energy

solutions of advection-diffusion equations (submitted).



98

[Taylor, 1996] Taylor, M. (1996). Partial Differential Equations, volume 3 vols.
springer, New York.

[Zingano, 1996a] Zingano, P. R. (1996a). On bounded, integrable solutions of non-

linear advection-diffusion equations. Instituto de Matemadatica, UFRGS.

[Zingano, 1996b] Zingano, P. R. (1996b). Some asymptotic limits for burgers equa-
tion. Instituto da Matemdtica, UFRGS.

[Zingano, 1999] Zingano, P. R. (1999). Nonlinear L? stability under large distur-
bances. J. Comp. Appl. Math, (103):207-219.

[Zingano, 2004] Zingano, P. R. (2004). Asymptotic behavior of the L' norm of so-
lutions to nonlinear parabolic equations. Comm. Pure Appl. Anal., 3(1):151—

159.



