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RESUMO

Neste trabalho, discutimos o movimento de uma macromolécula car-
regada em um fluido ionizado. A interacao do campo elétrico é descrita pela equagao
de Poisson-Boltzmann acoplada as equagoes governantes para a dinamica do flui-
do e as equagoes dinamicas da particula. Uma formulagao fraca é introduzida no
caso em que o dominio ocupado pelo fluido é finito e um teorema de existéncia de
solugoes fracas, local em tempo, é estabelecido. Dois modelos sao considerados: flux-
os nao-estaciondrios e estacionarios. No primeiro caso, a hidrodinamica do sistema
é governada pelas equacoes de Navier-Stokes, considerando-se um termo forcante
relacionado ao potencial elétrico; no segundo caso, uma velocidade de deslizamen-
to, a qual depende nao linearmente sobre os potenciais, é introduzida como uma
condicao de contorno para um problema estacionario de Stokes. O caso de um flu-
ido ocupando uma regiao infinita é também discutido supondo-se uma hipdtese de

aproximacao sobre o campo elétrico.



ABSTRACT

We discuss the motion of a charged macromolecule in an ionized fluid.
The interaction of the electrical field is described by the Poisson-Boltzmann equa-
tion coupled with the governing equations for the fluid dynamics and the dynamic
equations for the particle. A weak formulation is introduced in the case of a finite
enclosure and a local in time existence theorem for the weak solutions is established.
Two models are considered for stationary and non-stationary flows. In the first case,
the hydrodynamics of the system is governed by the Navier-Stokes’ equations and
a electrical forcing term is considered; in the second case, a slip velocity, depending
non-linearly on the potentials, is introduced as a boundary condition for a stationary
Stokes’ problem. The case of a fluid occupying an infinite region is also discussed

supposing an approximation hypothesis on the electrical field.



1 INTRODUCAO

O presente trabalho trata da modelagem e andalise do movimento hidro-
elétrico de uma particula carregada. Fenomenos desse tipo sao comuns em experi-
mentos biol6gicos, onde macromoléculas carregadas (tais como proteinas e frag-
mentos de DNA) sdo imersas numa solugao eletrolitica e passam a se mover quan-
do um campo elétrico externo é aplicado a esse sistema. Isso constitui o que se
denomina de movimento eletroforético (ou eletroforese) e é objeto central de es-
tudo em algumas areas, por suas diversas aplicacoes. Em modernos laboratérios,
técnicas de eletroforese sao largamente utilizadas para separacao, isolamento e iden-
tificacdo de biomoléculas [91]. Isso fornece informagoes relacionadas a estrutura
dessas particulas, dadas por uma relacao entre o seu tamanho e sua mobilidade
[15]. Mais recentemente algumas dessas técnicas tem sido aplicadas ao design de

micro-chips e micro-bombas [76], [44], [81], [2].

A eletroforese pode ser classificada, em termos praticos, em duas manei-
ras: a do tipo zona e a do tipo fronteira mével. A caracteristica principal do primeiro
tipo é o uso de uma matriz (em geral, um gel) através da qual uma camada fina
de uma molécula de interesse (uma zona) sofre eletroforese. No segundo tipo, uma
solugao proteica e um solvente (eletrélito) sao cuidadosamente colocados juntos tais
que um contorno se forma na sua interface. O solvente age como uma espécie de
reservatorio de cargas que neutraliza (isto é, forma uma camada de contra-ions ao
redor) qualquer carga estatica em torno de 107¢ a 107 segundos [41]. Um potencial
externo ao sistema é entao aplicado e ira fazer com que esse contorno se movi-
mente. Esse movimento pode ser visualizado por um sistema 6tico usando-se, por
exemplo, um interferometro, e o campo elétrico dentro do aparato pode ser deter-
minado; isso fornece dados sobre mobilidade; todavia, ao contrario da eletroforese
zonal, pouca informagao sobre estrutura pode ser obtida. Isso tornou os métodos de
fronteira mével pouco populares (ver discussao em [15]). Entretanto, no comego dos

anos noventa, um novo método de eletroforese, sem a utilizacao de qualquer tipo
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de matriz, foi desenvolvido: a eletroforese capilar. Esse método, remanescente dos
métodos de fronteira movel, tem sido largamente utilizado para analise de misturas
altamente complexas. A separacao ocorre num buffer de amostra; o método é muito
rapido, tem alta resolucao e, na separagao de macromoléculas, tem a capacidade de
separar pequenos solutos ionicos. Assim como no caso da eletroforese de fronteira
movel, técnicas especiais de laboratorio permitem a determinacao da velocidade
da particula, bem como do potencial elétrico na superficie da macromolécula (o
conhecido potencial zeta, ou potencial eletrocinético), que da informagao sobre a
distribuigao de cargas na regiao préxima a interface macromolécula/solvente. Esses
efeitos eletrocinéticos sao importantes para o estudo da estrutura de interfaces em
sistemas coloidais [27]. Macromoléculas e organelas da célula tém muitas das car-
acteristicas desses sistemas e seu estudo é essencial na compreensao da natureza da

regido interfacial associada a membranas biolégicas [15].

Conforme observado em [69], outras contribuigoes nao ”eletroforéti-
cas”devem ser levadas em consideracao para uma descricao apurada do movimento
de particulas coloidas, como por exemplo, o movimento Browniano e, em menor
escala, forcas gravitacionais. Além disso, no caso de eletroforese capilar, dado o pe-
queno tamanho do enclosure, a interacao do solvente com a capilaridade d& origem
ao chamado efeito eletro-osmético (ver detalhes em [2]). Tal fendmeno acontece
quando um campo elétrico ¢ aplicado a uma solugao eletrolitica contida numa re-
giao limitada, nesse caso, uma inducao de transporte de carga ocorre. A carga sera
deslocada principalmente pelos fons na solucao que deslocarao também moléculas

de dgua, dando origem a um fluxo hidrodinamico, de cardter irreversivel [15].

A discussao acima da um indicio de que a analise tedrica dos fenomenos
envolvidos em eletroforese é complexa, pois combina caracteristicas especificas da
fisica e da estrutura da macromolécula, a complexidade intrinsica dos fenomenos
eletrocinéticos e a hidrodinamica do sistema [80], [79]. Dessa forma equagoes de-
screvendo a concentracao de espécies ionicas, o potencial elétrico e os campos de

velocidade e pressao do solvente, todas dependendo sobre a posicao da particula e
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tempo, devem ser consideradas [41]. H4 uma literatura consideravel versando sobre
esses diversos aspectos e aplicagoes. A maioria dos trabalhos trata do movimento de
particulas com propriedades de simetria geométrica induzido por campos elétricos
externos estaciondrios (em algumas situagoes particulares, solugoes analiticas po-
dem ser obtidas [108]). Citamos, como exemplo [41], [68], [69], [116], [38], [103], [5]
que tratam o movimento eletroforético de particulas carregadas (uniformemente ou
nao) na forma de esferéides, halteres, cilindros ou particulas coloidais delgadas. Os
modelos estudados, nesses casos, sao baseados em mecanica newtoniana para corpos
rigidos, embora estudos (tedricos e numéricos) envolvendo deformagao vém sendo
desenvolvidos, especialmente no caso de polieletrélitos flexiveis em solucao (ver [80],
[106], [79]). Em muitos dos trabalhos citados acima, linearizagoes das equagoes do
modelo eletrostatico, bem como da difusao de ions e das equacoes hidrodinamicas
tém sido propostas. O uso de teoria linear, em particular, a teoria de condensacao
de contra-ions, para a descricao de eletroforese de cadeias de polieletrélitos, sao so-
mente consistentes se o poli-ion é fracamente carregado (ver [6] para criticas dos

modelos lineares do continuum).

Em contraste com o vulto de pesquisa desenvolvida, observa-se a fal-
ta de estudos envolvendo formulagoes matematicas rigorosas na descricao de tais
fenomenos. Nesse sentido, o objetivo deste trabalho é investigar matematicamente,
questoes relacionadas a modelagem e a analise do acoplamento elétrico-hidrodinamico
(nao linear) envolvido. Tratamos somente da eletroforese do tipo fronteira mével, nos
casos de fluxos estaciondrios e nao estacionarios, englobando a eletroforese capilar.
Nossa investigacoes se da no ambito da eletrostatica e hidrodinamica do continu-
um. Embora tais modelos tedricos sao reconhecidamente inconsistentes na descrigao
detalhada de alguns fenomenos relacionados [6], [99], tém sido bastante utilizados.
Como observado em [5], os modelos de continuum tém descrito com certa precisao
sedimentacgao, constantes de difusao e equilibrio eletrostatico de solugoes ionicas e
tém contribuido para a compreensao da atividade de solugoes dilutas de sais simples
(teoria de Debye-Huckel) bem como de problemas complexos envolvendo estados de

ionizagao de modelos detalhados de proteinas [8].
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Consideramos uma idealizacao da situacao descrita acima onde uma
particula rigida carregada, ocupando uma regido compacta K C R3, estd imersa
em uma solug¢ao ionizada (um fluido viscoso incompressivel) ocupando uma regiao
D C R3. Supomos que a solucao é composta de um solvente e um sal monovalente.
Somente uma particula é considerada, e portanto os resultados sao limitados a sus-
pensoes diluidas (para o caso de uma suspensao concentrada de particulas coloidais
ver [67]). No contorno da regiao ocupada pelo recepiente consideramos a presenca
de um campo elétrico externo ® o qual induz o potencial elétrico ¢ dentro da regiao,

que sera determinado pela equagao de Poisson-Boltzmann
V.[K(r)Ve(r)] — Iy gr? sinh (eg(r) /T) + p(r) = 0, (L1)

onde ¢ é o potencial eletrostético do sistema (solvente e macromolécula), k é a con-
stante dielétrica, e é a carga do elétron, T e k sao variaveis fisicas (mais precisamente
T é o produto da constante de Boltzmann pela temperatura do sistema), p é uma
distribuigao de cargas fixas em D e sinh (e¢(r)/T) é a distribuicao de Boltzmann
[53] de fons livres no solvente. Condigdes de transmissao e de continuidade comple-
tam esse modelo eletrostatico, conforme pode ser visto no Capitulo 2 desse trabalho,

onde ¢é apresentada uma derivacao da equagao acima.

Com relacao a hidrodinamica do sistema e ao movimento da particula,
discutimos dois modelos: o primeiro considera a acao do campo elétrico em toda
a regidao externa a particula (como tratado em [108], [69] ou em [5]). Nesse caso,
vamos considerar o fluxo nao estacionario e a hidrodinamica do sistema serd entao

governada pelas equagoes de Navier-Stokes

(0! + div(vi @ v))) —nAvV/ + Vp =7;F, em D\K(t)

divv/ =0, em D\K(t)
(1.2)
vl =0, em 0D
v/0)mo=vl em D\K()
para todo ¢ € (0,7), para um determinado 7 > 0. Aquin > 0, 7; > 0, v/ e p repre-

sentam a viscosidade do fluido, densidade de massa, velocidade e pressao, respecti-

vamente; K (t) é a posi¢ao ocupada pela particula no tempo ¢t e F = (leD\mP +
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Col g sinh (F 2))V ¢ é a forca elétrica sobre o dominio do fluido; C; > 0 e Cy > 0

sao constantes fisicas. O movimento da particula é descrito pelas equagoes dinamicas,

m dl — Ftotal A d_W

__ mtotal
o i T +w x (Aw) (1.3)

onde m, A, vP e w representam a massa, a matriz inercial e as velocidades linear
e angular da particula, respectivamente; Fto* e Tt representam a forca e torque
totais (elétricos e hidrodinamicos) sobre a particula. Por levar em consideragao flu-
X0s nao estacionarios (irreversiveis) o modelo acima é mais adequado para descrever
eletroforese capilar, embora nao considerarmos nesse modelo o processo de difusao
de fons, que modela o efeito eletro-osmético [104], [5]. Maiores detalhes podem ser

vistos no Capitulo 3.

O segundo modelo envolve uma aproximacao para o efeito do campo
elétrico sobre a particula baseada na teoria da camada limite de Prandtl. Nessa
aproximacao, a velocidade tangencial do fluido no contorno da particula nao é nulo,
sendo dada por

Vs = CID\W¢Vtan¢7 (1~4)
uma condicao que depende nao linearmente do potencial elétrico. Tal derivagao
esta associada aos efeitos de difusao da nuvem de contra-ions presentes na interface
elétrica entre e a particula e o fluido [7]. Esse modelo é derivado para movimento

eletroforético de particulas em fluxos governados pelas equagoes estacionarias de

Stokes
nAvY (x,t) = Vp(x,t), em D\K(t)
div v/ (x,t) =0, em D\K(t)
(1.5)
vi(x,t) =0, em 0D
vi(x,t) = vP(x,t) + vi(x,t), em OK(t),

onde vP é a velocidade da particula e ¢ € [0,7). O movimento da particula é
governado pelas equagdes (1.3), salvo que a contribuicao elétrica da forga e torque
sobre a particula sao nulas, ja que o efeito do campo elétrico se da através da
aproximacao acima descrita. No Capitulo 4 fundamentamos matematicamente as

idéias envolvidas na discussdo acima.
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Algumas observagoes com relacao a esses modelos devem ser levadas
em consideragao. A primeira delas diz respeito a eletrostatica do sistema. Em
eletroforese, uma particula deve ser grande o suficiente para possuir uma interface
elétrica associada a ela; muitas macromoléculas, organelas, e células preenchem esse
requerimento [15]. No caso particular em que uma macromolécula de DNA (ou
seus fragmentos) estd imersa num solvente (tipicamente dgua e NaCl), sabe-se que,
sob condicoes fisioldgicas adequadas, cada milhao de torcoes de hélice envolvendo
10 pares de nucleotideos de DNA ocupam uma distancia linear de menos de 3.4 x
10° pm (0.034 c¢cm) e um volume total de 10° nm?® (107" c¢m?) (de acordo com
[4]). Isso significa que filamentos de DNA podem ser fortemente compactados e
assim, pode-se considerar a macromolécula como sendo um corpo rigido tendo area
de superficie relativamente grande com respeito ao seu diametro. Isso evidencia a
existéncia de uma interface elétrica representada por uma superficie que, em geral,
tem pouca regularidade (ver discussdo em [22]). Nao obstante o fato de que a
determinagao dessa interface nao é uma tarefa trivial [117], em geral se assume
que esta ocupa uma regiao do espaco que configura uma superficie Lipschitz. E-
videntemente questoes de existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para os
sistemas de equagoes envolvido nos modelos descritos aqui, dependem do grau de
regularidade do dominio ocupado pela macromolécula. Em especial, em se tratando
da equacao de Poisson-Boltzmann (1.1), técnicas analiticas e geométricas tém sido
usadas para investigar essas questoes, no caso de hipdteses fracas sobre 0K (ver
[13]). A existéncia e unicidade de solugdes variacionais no caso em que 0K ¢é regular
foi discutido em [62]. Nesse trabalho assumimos, no primeiro modelo (envolvendo
(1.1), (1.2) e (1.3)) o caso em que 0K ocupa uma regiao Lipschitz do espago. Isso
permite, além do uso de técnicas variacionais para estabelecer existéncia e unicidade
de solucdes, obter maior regularidade (H?3/?-regularidade) para a solucdo de (1.1),
estabelecida por meio da utilizacao de modernas técnicas de teoria de operadores
integrais singulares em dominios Lipschitz (abordadas, por exemplo, em [114], [24] ou

[109]), conforme detalhado no Capitulo 2. Esse resultado de regularidade ¢ essencial
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para o estudo de solugbes para (1.2) acoplado a (1.3), devido & dependéncia do

movimento sobre o potencial [12].

A questao é mais delicada com relacao ao segundo modelo, ja que a
derivagao da condic¢ao (1.4) é baseada na teoria da camada limite de Prandtl, cu-
ja validade é condicionada a hipdteses restritivas de regularidade sobre 0K [103].
Dentre essas hipdteses estd a de que o raio de curvatura da regiao deve ser sufi-
cientemente grande (uma relagdo que depende sobre o raio de Debye [100]) e a de
que o fluxo deve ser estaciondario [7]. Conforme discussdo no Capitulo 4 dessa tese,
isso leva-nos a considerar, para esse modelo, superficies de classe C*'. Com essa
hipétese (e com hipdteses adicionais sobre a distribuigdo de cargas) resultados de
regularidade sobre os potenciais, usando teoria classica de operadores integrais, sao
obtidos [11]. Matematicamente, isso nos permite demonstrar que a condicao (1.4)
é bem definida sob essas hipéteses. Cabe observar a falta de resultados similares se
supormos que 0K é Lipschitz, o que, em um certo sentido, ratifica a necessidade de
se impor hipdteses similares para se obter a derivagao fisica do modelo. E importante
ressaltar que muitas vezes, na literatura, o potencial ¢ restrito a 0K ¢é determinado
diretamente através do chamado potencial zeta. Tal potencial esta envolvido em
diversos fenomenos em ciéncia dos coldides e, em geral, nao é determinado pela
equagao (1.1) e sim por uma relagao envolvendo a densidade superficial de cargas da
particula, nos casos em que a dupla camada elétrica é fina [100], [61]. Entretanto,
camadas duplas finas sao inconsistentes para modelos descrevendo eletroforese de

proteinas [102], por exemplo.

Uma segunda observacgao diz respeito ao fato de estarmos considerando,
em ambos os modelos, fluxos em regides limitadas. A teoria eletrocinética cléssica
se ocupa com a descricao do comportamento de suspensoes dilutas ou particulas
isoladas localizadas longe de fronteiras rigidas. Nesses casos as equacoes padroes
para fluxos nao limitados sao utilizadas, como é comum na literatura corrente (para
exemplos, citamos novamente [7], [108], [103] ou [79]). Entretanto, como observado

em [102], a necessidade de se considerar os efeitos da presenca da fronteira rigida
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aparece quando a particula se encontra nas suas proximidades; em algumas dessas
situagoes (ver [113] ou [68]) os modelos que tratamos aqui sdo inadequados. Os
efeitos dessa proximidade tém sido estudados para o caso de camadas duplas finas;
solucoes analiticas ou numéricas foram obtidas para o caso de uma esfera movendo-
se perto de uma parede planar [68]. Uma anélise, considerando situagoes mais
gerais, dos efeitos da proximidade particula-fronteira rigida é feita em [102], onde se
discutem generalizagoes dos resultados estabelecidos em [108] para fluxos nao limi-
tados. No presente trabalho consideramos o caso limitado, mas nao analisamos esses
efeitos fisicos. Todavia é importante observar que a validade da teoria de existéncia
estabelecida aqui estd condicionada ao fato de que a particula se mantém sempre a
uma determinada distancia da fronteira (ver Capitulos 3 e 4). No Capitulo 4 trata-
mos também da situacao envolvendo fluxos estaciondrios nao limitados baseados
nas derivagoes de expressoes para forca e torque sobre a particula desenvolvidas por
Teubner [108]. A linearidade e a invariancia translacional e rotacional dos campos de
velocidade e pressao para fluxos nao limitados de Stokes (considerando determinadas
hipéteses sobre os potenciais) sao consideradas no tratamento do sistema acoplado
(1.1), (1.5) e (1.3), juntamente com a condicdo (1.4). E importante observar que,
nesse caso, diferentemente dos trabalhos pesquisados onde o potencial no contorno
da macromolécula é definido pelo conhecido potencial zeta, estamos considerando o

potencial sendo calculado através de (1.1), numa regiao grande, mas finita.

Um tratamento matematico rigoroso dos problemas aqui expostos deve
levar em conta a dependéncia do dominio ocupado pelo fluido com o tempo (dominios
nao cilindricos). Diversas técnicas analiticas tém sido desenvolvidas com o intuito
de se formular corretamente tais problemas, bem como se estabelecer uma teoria
de existéncia adequada (ver o trabalho precursor de Fujita e Sauer [45]). A técnica
bésica envolvida em muitos dos trabalhos tratando desse tema consiste em reduzir o
problema nao cilindrico ao caso cilindrico, através da hipdtese de existéncia de uma
transformagao suave (mais precisamente um difeomorfismo), previamente conhecida,
que permite tratar o problema em um dominio fixo. Problemas similares aparecem

quando se estuda o movimento de corpos rigidos em fluxos incompressiveis viscosos.
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Recentemente, esse topico vem recebendo uma maior atencao e sendo tratado ri-
gorosamente: Desjardins e Esteban [31], [32], [33] discutiram a existéncia local em
tempo, mais especificadamente, até a primeira colisao (para o caso bidimensional)
ou até o "blow-up”do gradiente de velocidade em uma certa norma de Sobolev; a
existéncia, até a primeira colisao, de solucoes globais no caso de um corpo rigido
em trés dimensoes foi obtida em [54]; solugdes para o movimento de vérios cor-
pos, considerando-se a distancia entre eles tendendo a zero, no caso bidimensional
foram tratados em [83]; o mesmo resultado em trés dimensoes foi obtido por Feireisl
[39]. Problemas similares foram tratados em [51] e em [21]. E importante observar
que a abordagem nos trabalhos acima nao considera que a variacao em tempo do
dominio do fluido é conhecida a priori. Nesse sentido, técnicas especiais (da teoria
de transporte [78]) foram utilizadas para a obtengao de existéncia e propriedades de
solugoes fracas e fortes. Em particular, em [31] uma formulagao fraca é introduzida
e a existéncia de solugoes (local em tempo) é estabelecida quando uma forga de
corpo L? e dominios C'!' sao considerados. Evidentemente, no estudo do movimen-
to eletroforético nao podemos usar diretamente esses resultados devido a presenca
do campo elétrico externo interagindo com a solugao ionizada, o que implica numa
forca externa dependente da posicao da particula e da configuracao espacial das
cargas. Nossos esforcos se deram nos sentido de mostrar que é possivel formular
adequadamente o problema nesses contexto, nos moldes da discussao em [31] e [32],
se supormos determinadas hipdteses sobre a distribuicao de cargas. Com isso, um re-
sultado de existéncia local para solucoes fracas é obtido, para os dois modelos, depois

do estudo das propriedades do vinculo entre o o potencial elétrico e o movimento.

A distribuicao de cargas no solvente e na macromolécula é outra aspec-
to relevante que deve ser estudada na derivacao e andlise dos modelos de eletroforese
aqui propostos. Cabe observar que essa nao é uma questao trivial e tem sido discu-
tida, por exemplo, em trabalhos computacionais envolvendo céalculos quanticos de
estrutura eletronica (ver [26], [25]). Nao estamos considerando aqui a dependéncia
da concentragao de fons no solvente com o tempo, isso significa que o campo exerci-

do nao altera a configuragao dos fons na dupla camada [100]. Caso contrério, uma
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equagao de conservagao (nao linear) deveria ser considerada acoplada as equagoes
eletrostaticas e dinamicas. Outra hipdtese é a de que a rede de forca e torque ex-
ercidas sobre a superficie da particula por efeitos de polarizacao no eletrélito sao
negligenciados [100]. Suporemos hipéteses discutiveis com relagao a distribuigao de
cargas fixas no solvente e na particula, dentre essas hipoteses, a invariancia dessa
distribuigao com relagao a fluxos Lagrangeanos que preservam volume (ver hip6teses
H7 e H8 na Segao 3.3). Hipdteses similares, para o problema eletrostatico, tém sido
assumidas. Por exemplo, em sua monografia, Holst [62] assume que a distribuigao es-
pacial de cargas puntuais da macromolécula pode ser aproximada por uma seqiiéncia
de fungoes em L?; Long e Ajdari [3] estudaram movimento eletroforético de cilin-
dros com distribuicao superficial de cargas periédica. Algumas observagoes sobre a

inconsisténcia dessas hipdteses podem ser vistas em [5].
A estruturacao e os resultados principais da tese sao discutidas abaixo.

No Capitulo 2 abordamos a derivacao do modelo eletrostatico que es-
tamos tratanto, baseado na equagao de Poisson-Boltzmann (1.1). Estabelecemos,
no Teorema 2.1, a existéncia e unicidade de solucoes para o problema variacional
associado, admitindo que 0K e 0D sao superficies Lipschitz e algumas hipoteses so-
bre a distribuicdo espacial de cargas. A regularidade adicional H*/? é demonstrada
na Proposicao 2.1 enquanto que resultados de regularidade C® e C'*** sao demon-
strados nos Lemas 2.3 e Proposicao 2.2, para o caso em que maior regularidade dos
dados é assumida. O capitulo encerra com uma se¢ao dedicada a obtengao de uma
estimativa de erro O(h), para o método de elementos finitos, utilizando o resultado

de regularidade obtido na Proposicao 2.1.

O Capitulo 3 da tese aborda o primeiro modelo, ja discutido aqui, para
o estudo do movimento eletroforético de uma particula, envolvendo as equacgoes
(1.1), (1.2) acopladas a (1.3). Introduzimos uma formulagao fraca para o problema
(Definigao 3.16), através de uma adaptagdo daquela dada em [31], [32]. Utilizan-
do argumentos adaptados desse ultimo trabalho, estabelecemos um resultado de

existéncia de solugdes aproximadas para (3.16). Com esse intuito, demonstramos
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alguns resultados técnicos auxiliares, especialmente tratando do termo fonte F e sua
dependéncia com o potencial elétrico e o movimento: no Lema 3.1 mostramos que
a solugao variacional ¢ de (1.1) pertence L*°(0,7; H*(D)), com norma dependendo
sobre os dados do problema eletrostatico, no tempo inicial. Assumindo hipéteses
adicionais sobre a distribuigao de cargas, estabelecemos, no Teorema 3.1, a limitagao
na norma H?3/? de potenciais associados a (1.1), quando a particula ocupa posicdes
as quais distam de uma certa constante fixada d > 0 da fronteira do enclosure. Co-
mo conseqiiéncia, no Coroldrio 3.1, um resultado de limitacao, na norma L?, para o
termo forcante F é obtida. Demonstramos, no Lema 3.4, a convergéncia na norma
H' de uma seqiiéncia apropriada de potenciais ™ a um determinado potencial
¥. Isso implica, como demonstrado no Teorema 3.2, num resultado especial de con-
vergéncia para uma seqiiéncia de termos forcantes F(™). Aliando-se esses resultados
as propriedades de compacidade para a seqiiéncia de solucoes aproximadas demons-
tradas em [32], obtemos no Teorema 3.3 a existéncia local (em tempo) de solugoes

para o problema.

Como ja mencionado, o segundo modelo de eletroforese, envolvendo
(1.1), (1.5), (1.3) e a condigao (1.4), ¢ discutido no Capitulo 4. Nesse caso, hipSteses
mais restritivas sobre os dados sao impostas e os resultados de regularidade para
a solugao de (1.1), demonstrados na Subsecao 2.3.2, sdo utilizados; especialmente
para demonstrar que a velocidade de deslizamento (1.4) é matematicamente bem
definida, pertencendo a H'Y2(0K (t))® para todo t € (0,7) para algum 7 > 0, no
caso de dominios C'', conforme pode ser visto no Lema 4.1. No caso de dominios
de classe C*™* 1/2 < a < 1, demonstramos no Lema 4.2, considerando hipdteses
adicionais sobre o, que v, € H¥2(0K(t))%, ¥t € (0,7). Nos moldes do modelo
tratado no capitulo anterior, uma formulacao fraca é introduzida (Definigao 4.12),
contemplando o fato de tratarmos agora com fluxos estacionarios de Stokes. Nesse
caso, um termo fonte ¢é introduzido nas equacoes de Stokes, conforme pode ser visto
no sistema (4.6) e, dessa forma, através de adaptagoes das técnicas de regularizagao
utilizadas em [31], um resultado de existéncia de solugoes fracas, local em tempo, é

estabelecido no Teorema 4.3. Assim como no caso anterior, uma série de resultados
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técnicos relativos ao referido termo fonte foram demonstrados. No Teorema 4.1 é es-
tabelecido um resultado de limitacao de determinados termos forcantes relacionados
a determinadas possiveis configuracoes da particula. Isso é decorrente do Lema 4.3,
referente a limitagao de ¢ em determinadas normas. No Teorema 4.2 demonstramos
um resultado de convergéncia para uma seqiiéncia de termos forcantes, usando de
forma auxiliar resultados de convergéncia de ¥} a ¢ na norma C'**(9Kj), demon-
strados no Lema 4.6. Como conseqiiéncia, obtemos no Corolario 4.1 a convergéncia

de v, a vi™ como funcoes pertencentes a H3/ 2(0Ky)?, na norma desse espago.

Um estudo sobre a existéncia de solugoes fortes para esse modelo é feito
na Secao 4.3, todavia com uma hipé6tese adicional de dependéncia Lipschitz (com
relagdo a uma norma adequada) do potencial como uma fungao da velocidade da
particula. Com essa hipdtese resultados padronizados de equacoes diferenciais or-
dindrias garantem a existéncia local em tempo de solugoes classicas para o sistema
(1.3), conforme demonstrado no Teorema 4.4. A Secao 4.4 se refere ao estudo do
movimento eletroforético considerando fluxos nao limitados de Stokes. Nesse caso,
seguimos uma formulacao tensorial dada por Teubner [108] no sentido de se obter
expressoes para forca e torque que podem ser decompostas em termos dependentes
do campo elétrico e outros que dependem exclusivamente da hidrodinamica do sis-
tema. Novamente, hipéteses de regularidade sobre os dados sao assumidas. Com
relagdo ao potencial, considera-se que este pode ser determinado pela equacao (1.1)
numa regiao grande quando comparada com as dimensoes da particula, entretanto
finita. Nesse sentido, demonstramos no Teorema 4.5 e Corolario 4.2 a existéncia de

solucoes fortes para esse sistema.

Agradecemos a C. Thompson e ao Prof. T. Kist que chamaram nossa

atengao para os papers [3] e [80], os quais motivaram parte do presente trabalho.
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2 A EQUACAO DE POISSON-BOLTZMANN

O estudo de fenomenos de ionizacao de macromoléculas em solventes
é central em fisico quimica, especialmente no estudo de sistemas biolégicos [89].
Biomoléculas tais como DNA e algumas proteinas tém um numero grande de gru-
pos ionizaveis e, como estao naturalmente imersas em solvente, tornam-se altamente
carregadas (ver [4], [27], [53]). Suas propriedades eletrostaticas podem ser determi-
nantes para a caracterizacao de uma variedade de mecanismos funcionais, como,
por exemplo, estabilidade e estrutura [25]. Uma descricao apurada de potenciais
eletrostaticos e campos elétricos na regiao de sitios ativos de enzimas é de maior
importancia na elucidagao de mecanismos cataliticos e pode desempenhar um papel

central em estudos de afinidade entre drogas e receptores [27], [70], [64].

Um método que tem sido utilizado com sucesso na simulagao desses pro-
cessos € o que utiliza a equacao de Poisson-Boltzmann, o qual considera o solvente
e sais num modelo continuum [105], [42], [43], [82], [98], [62], [18]. Embora mode-
los mais detalhados, computacionalmente mais expensivos, baseados no tratamento
explicito de atomos usando métodos Monte Carlo ou dinamica molecular sao exis-
tentes, modelos baseados na equacao de Poisson-Boltzmann continuam sendo tteis
(uma discussao critica sobre as limitagoes desses modelos na descrigao de interagaos
elétricas envolvidas em sistemas biol6gicos pode ser vista em [53]). Isso devido aos
avancos numéricos os quais permitem que essa equacao seja resolvida para geome-
trias arbitrarias e dielétricos nao uniformes [101]. Nesse contexto simulagoes de

grande escala tém sido realizadas [9], [10], [85], [22], [23].

Nesse capitulo abordamos a formulacao do problema eletrostatico rela-
cionado a uma macromolécula carregada imersa num solvente, levando ao estudo da
equagao de Poisson-Boltzmann (1.1). Em seguida, demonstramos o Teorema 2.1,
garantindo a existéncia e unicidade de solugoes generalizadas para essa equagao (com
as devidas condigoes de contorno) baseado em principios variacionais, considerando

0 caso em que a macromolécula ocupa uma regiao do espaco cujo contorno ¢ uma
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superficie Lipschitz (o caso mais geral foi discutido em [13]). Com a existéncia e
unicidade de solugoes variacionais estabelecida utilizamos a teoria de operadores sin-
gulares integrais em duas situagoes: no caso Lipschitz (conforme teoria abordada em
[109] e [114]) e no caso em que o contorno da macromolécula tem maior regularidade
(nesse caso a teoria de operadores integrais classica ¢ utilizada [20], [72], [87]). No
primeiro caso estabelecemos, na Proposicao 2.1, um resultado de H3/?—regularidade
para os potenciais, admitindo que as distribuicoes de cargas fixas no interior e na
superficie da macromolécula, bem como no solvente sao funcdes L?; no segundo
caso, demonstramos, para o caso de distribuicoes de cargas em C% 0 < a < 1,
potencial externo em C'™ e dominios de classe C1!, um resultado de C1™* regular-
idade (Proposi¢ao 2.2). Como sera visto em capitulos posteriores, esses resultados
de regularidades sobre os potenciais serao essenciais para o desenvolvimento de uma
formulacao matematica adequada para o movimento da macromolécula sob a agao
do campo elétrico externo. A regularidade da forga exercida sobre o fluido (depen-
dente do potencial) ou a prépria consisténcia matemadtica da defini¢ao da velocidade

de deslizamento (1.4), estao diretamente relacionadas a esses resultados.

O capitulo encerra com uma abordagem da teoria de aproximacao para
o problema acima, na Secao 2.4, considerando-se o método de elementos finitos.
Uma estimativa de erro é O(h) é estabelecida usando a regularidade H3/? sobre o
potencial elétrico, no caso Lipschitz. Isso é demonstrado usando a representagao
da solugdo do problema variacional associado a (1.1) e da solugado do respectivo

problema aproximante, em termos de integrais singulares.

2.1 Formulacao do Problema Eletrostatico

Consideremos a situacao em que uma macromolécula (suposta como
sendo um corpo rigido) carregada estd imersa numa solugao eletrolitica. Admiti-
mos, seguindo as hipdteses da teoria de Debye-Hiickel (ver [62]), que a solugao é um

continuum com uma constante dielétrica ks (a constante dielétrica ser considerada
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como uma medida da capacidade de polarizagdo do meio) e é composta por um
solvente (dgua, por exemplo) e um sal monovalente (NaCl, por exemplo). Também
admitimos que a solucao ocupa uma regiao aberta limitada D C R? e a particula
ocupa uma regido compacta K C D, com constante dielétrica k;. Um campo elétrico
externo ® é induzido em 0D, o que, como ja abordado na introdugao do presente tra-
balho, vai induzir o movimento da particula. Nesse momento estamos considerando

a particula em repouso.

O campo elétrico desse sistema é representado pelas funcoes vetoriais
reais E1(x) = —V¢i(x) em K e Ey(x) = —V¢y(x) em D\K; onde ¢; e ¢y sdo
funcoes escalares reais que representam o potencial eletrostatico. Supomos também
a presenca de uma distribuicao de cargas fixas no solvente e na macromolécula, a
qual denotamos p°. Como observado em [101], o que se define como sendo cargas
fixas estd relacionado aquelas cujas posicoes sao conhecidas exatamente, nao sendo
afetadas por movimento termal; ao contrario de fons médveis, cuja distribuicao de-
pende de céalculos de média termodinamica. A questao da determinacgao de quais
cargas sao fixas ou méveis depende do sistema a ser modelado. Em aplicagoes em
biofisica, a fonte de cargas fixas é usualmente proteinas, acidos nucleicos, e ou-
tras macromoléculas ou membranas (ver também [89]). Nao entramos no mérito
da questao e assumimos que a distribuicao de cargas fixas p° provém de fontes no

solvente e no interior da macromolécula.

A hipétese fundamental na teoria de Debye-Hiickel é a de que a densi-
dade de fons livres no solvente p*°"$(x) satisfaz a distribuicao de Boltzmann (Gros-

berg e Khokhlov [53])

0% (x) = —ne sinh (6¢2T(X)), (2.1)

onde n é a concentracao total de fons livres, e é a carga do elétron e T' é o produto da

temperatura do sistema (a qual supomos constante) pela constante de Boltzmann.

Nessa formulacao tratamos com um problema electrostatico envolvendo

uma interface entre regioes com diferentes constantes dieléctricas constantes. Entao
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as seguintes condigoes de contorno de transmissao sao vélidas [63]

o1 = ¢o em 0K, (2.2)

k:l&,gbl - kgay¢2 4o e1m 8K, (23)

where v é o vetor normal exterior a 0K e o ¢é a distribuigao superficial de cargas

que a particula adquire pelo processo de ionizacao.

Fazendo a mudanca de varidveis ¢;(x) = 2%9¢ j = 1,2, usando (2.1),

T
(2.2) e (2.3) obtemos

V.(k(x)V(x)) = b(x,¥(x)) = p(x), x€D,
Po(x) = Y1 (x), x € IK,

(2.4)
Po(x) = ¥(x), x€0D,
k10,11 (x) — koOy1ha(x) = %U(XL x € 0K,

onde

k: D — L(R* R?) é definido como k;j(x) = d;;k1 se x € K, kij(x) =
(5ijk2 se X € D\K

e b:DxR—R, bx,9(x)) = kyrp’sinh¢)(x) se x € D\K, b(x,9(x)) =

Osex € K;r;2= 42:;2, onde rp é o raio de Debye (ver Oservagao 2.1).

o W(z) =, (%) = ¥(x)|k e $a(x) = $(X)|p\x-

e p(x) = (p1(x),p2(x)) = (—3Fp(x), —Fp3(x)), A = Plx, P =

P0|D\F-
Observacao 2.1. O raio de Debye rp fornece uma medida da distancia na qual a

influéncia de um campo elétrico perturbativo é sentido no interior do solvente (ver

discussao em [53] ou [52]).

Observacgao 2.2. Conforme observado em [101], a grande simplifica¢do da teoria de
Debye-Hiickel, e de modelos baseados na equacao de Poisson-Boltzmann como um

todo, é o uso de potenciais eletrostaticos médios para estimar os potenciais de forca
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média (ver também [27]). A vantagem dessa aproximagao é que o potencial médio
¢ obtido diretamente da distribuicao ionica média através da equagao de Poisson,

evitando a complexa mecanica estatistica envolvida.

Observacao 2.3. Questoes complexas estao envolvidas no que tange a determi-
nacao da constante dielétricas da macromolécula. Geralmente, em simulagoes, tem
sido assumido que biomacromoléculas tem baixa constante dielétrica (variando de 2
a b, conforme [53]). Mas algum cuidado tem de ser tomado nesse contexto pois as
propriedades fisicas de proteinas sao, no minimo, curiosas. A compressibilidade de
uma proteina é em torno de 10% a de um fluido mas sua densidade de ocupagao (quo-
ciente do volume de Van der Waals ao volume realmente ocupado) indica valores,
para a maioria das proteinas globulares, entre 0.7 a 0.75, comparavel aos valores
de 0.7 a 0.8 de cristais de moléculas organicas. Nao obstante, a dinamica interna
e viscosidade aparente de uma proteina nao sao de um cristal. A termodinamica
de desnaturacao de proteinas indica um fenomeno similar a transicao de uma fase
organica a agua ou que o interior de uma proteina é semelhante a um solvente liquido
organico. Assim uma proteina pode ser melhor descrita como sendo um liquido den-
so (detalhes podem ser vistos no livro de Daune [27]). As propriedades elétricas de
proteinas também sao complexas. A utilizacao de polarizagoes eletronicas e atomicas
indicaria para a constante dielétrica um valor de 2 mas levando em conta a estru-
tura cristalina, isto pode se aproximar de 4. O trabalho de Antosiewics et al. [§]
indica valores de aproximadamente 20, os quais compatibilizam melhor simulagao
e experimentos! Em [85], o valor 2 ¢ utilizado. Do nosso ponto de vista analitico
o valor da constante dielétrica ¢ imaterial, mas claramente, em simulagoes, valores

experimentais adequados tem de ser assumidos.

Observacao 2.4. Naturalmente, a constante dielétrica do solvente é alta e, como a
interface entre as regices dielétricas de baixa e alta intensidade tem forma irregular
(para resultados em biopolimeros no caso cilindrico ver [82] e [110]), isso nos leva
a uma situagao inviavel as teorias de esferas carregadas [19]. Como observado na
introducao desse trabalho, a prépria determinacao dessa interface é uma questao

delicada. De acordo com [22], qualquer modelo de superficie molecular deve ser
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determinado, em algum sentido, a partir da caracterizagao da regiao do espaco onde
outras moléculas sao excluidas. Isso porque a proximidade de dois dtomos pode
excluir a presenca de uma uma molécula em uma dada area devido a interagoes
repulsives. Em geral, se considera como superficie molecular (ou superficie de aces-
sibilidade ao solvente) a regiao descrita por um ponto no centro de uma esfera de
prova idealizada do solvente, quando se rola esta esfera sobre a molécula solvatada.
Como conseqiiéncia, a superficie construida ¢ de classe C° e pode ser uma regiao
simplesmente ou multiplamente conexa do espaco. A presenca de cuspides e da oca-
sional multi-conexidade sao dificuldades, tanto para a abordagens analiticas como
para numéricas (ver [117] ou [50]). Técnicas computacionais tém sido desenvolvidas
para gerar superficies Lipschitz préximas daquelas contendo eventuais cispides [22],
[23]. Nesse trabalho consideraremos situagoes em que 0K e 0D sdo, pelo menos,

superficies Lipschitz.

2.2 Teoria de Existéncia

Nessa sec¢ao trataremos da teoria de existéncia para (2.4). Discutiremos

o problema considerando as seguintes hipéteses

e H1: 0K e 0D sao superficies Lipschitz;

e H2: 0 € [*(0K), pe L*(D) e ¥V € H' (D) N C°(ID).

A teoria de existéncia em regies suaves tem sido previamente estabele-
cida por Holst [62]. Por outro lado em [13] um resultado de existéncia e unicidade é
estabelecido, considerando-se hipoteses mais fracas sobre 0K e o. Nesse caso a teo-
ria de espagos de Sobolev em espagos métricos (ver [56], [57]) e a teoria de geometria
simplicial (ver [59], [58]) foi combinada para se obter uma formula¢do matemaética

adequada quando se considera a macromolécula ocupando uma regiao irregular do
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espago (com a tnica restrigdo de que a dimensao box — counting da superficie da

macromolécula seja finita).

Consideremos o problema de Dirichlet
V.(k(x)VU(x)=0, xe€D

X 25)
U(x)=¥(x), x€aD.

E bem conhecido (ver Teoremas 8.3 e 8.30 em [47]) que o problema
acima tem uma tnica solucio W € H'(D) N C°(D). Além disso, se v é a normal
exterior a 0K, k‘laylfll — kQ@V{I\jQ € (Héf(@K))', onde

H)?(OK) = {v € L*(0K): 3w € HY(D), w|ox = v}

Isso foi demonstrado em [28] (Capitulo VII, §2, Segao 4).

Estabelecemos, inicialmente, a existéncia e unicidade de solugoes ge-
neralizadas para o seguinte problema
V.(k(x) Vi (x)) — b(x, (%) + ¥(x)) = p(x), x€ D,
ha(x) = 1 (x), x€IK,
y(x) =0, x €D, (2.6)
ka0 (9) — bad ) = 2o (30) -
+ (k10,01 (x) — k8, Us(x)) = 5(x), x € IK.
Com isso, podemos ver que ¢ = zE + W 6 a tnica solucdo para o problema (2.4). Das
observagoes anteriores, denotando (.,.) como a antidualidade entre (HééQ(GK ) e

HSéQ(aK)), I(v) = (7, v) define um funcional linear continuo em H}(D).
Vamos introduzir a formulagao variacional para (2.6) (ver [62] ou [13]):
Encontrar u € V = H} (D) tal que b(x,u + \Tl) € L?(D), e satisfazendo
a(u,v) + (N(u),v) = L(v), (2.7)

Vv € Hy(D), onde a(u,v) = [, k(x)VuVvdx, (N(u),v) = [, b(x, u+U)vdx, L(v) =
I(v) = [, pvdx (I foi definido no pardgrafo anterior). Aqui k(x) = k; se x € K,
k(x) = ky se x € D\K.
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A forma bilinear a(u,v) definida acima é continua, simétrica e V-

eliptica. Do teorema da representacao de Riesz, existe A € L(V, V") tal que
a(u,v) = (Au,v),

Yu,v € V, onde agora (., .) denota a antidualidade entre V' e V'. Um célculo simples
mostra que Au = V.(k(x)Vu) e segue-se entao, através de argumentos padronizados
envolvendo as condigoes de contorno de transmissao (detalhes em [28], Capitulo VII,

§2, Segao 4 ou em [13]) que (2.7) corresponde a formulagao variacional adequada

para (2.6).

Para demonstrarmos a existéncia e unicidade de solugoes para (2.7)

vamos considerar o seguinte problema padrao de minimizacao
F(u) =min!, weV (2.8)

onde o funcional F' é definido como

Flu) = % /D k()| Vul2dx — L(u) + J(u), (2.9)

e J(.) é dado por
J(u) = kgrDQ/ (cosh (u + W) — cosh (0))dx,
D\K

se / | cosh (u + {I\’) — cosh (\T/)|2dx < 00, (2.10)
D\K

J(u) = 400 se a integral quadrada for + oo.

O teorema de Ekland-Temam (ver [37], p.10) garante que esse problema
tem um tnica solucao se F' é proprio, estritamente convexo, semi-continuo inferior-
mente e coercivo em V. Do fato que ¥ € C° (D), da positividade de cosh (u + ‘i/),
do fato que L ¢ um funcional linear limitado em V' e da desigualdade de Schwarz

temos

1

F(u) > 5/k(X)|VU|2dX—C'||3||—1/2,2,6K||U||1,2,D
D

— lelloz.pllullozn — C,



2 A Equacao de Poisson-Boltzmann 25

onde ||.||-1/2,20x ¢ a norma em (HSéQ(E)K))’. Pelo Lema de Poincaré, existe A\; > 0
tal que Ail|ull?,p < [[Vull§sp, logo, por meio de um célculo padrao usando a

desigualdade de Young obtemos
F(u) 2 C'ulli p = C" — +00

quando |lul|12,p — +00. Isto estabelece a coercividade de F. Também observamos
que J(u) > —kory’ [ D\F cosh (\Tf)dx > —oo e evidentemente [’ nao ¢ identicamente
igual a 400, ou seja F' é um funcional préprio sobre V. A convexidade (estrita) de

F pode ser demonstrada facilmente.

Com relagao a propriedade de semi-continuidade inferior temos de mos-
trar que Va € R, B = {f € L*(D) : F(f) < a} é um conjunto fechado. Isso foi
demonstrado no trabalho de Jerome [66], para um problema diferente, mas rela-
cionado. Vamos reproduzir abaixo a demonstragao desse resultado. Iniciamos enun-

ciando, sem prova, o seguinte lema

Lema 2.1. ([66], Lema 2.2) As normas definidas por

1713 = [ ows+ (/w%f) ,

onde 0 € L*(D), 0 > 0y > 0, sdo equivalentes a norma usual em H'(D). Aqui

Yf = flap-

O resultado de semi-continuidade inferior é demonstrado tomando-se
uma seqiiéncia f, — f em L?(D) com F(f;,) < a. Podemos assumir convergéncia
puntual quase sempre. Usando o fato de que Ve C%(D), (2.9) e a positividade do
cosh, concluimos que {f;} ¢ limitado em H!(D). Pela propriedade de compacidade
fraca de conjuntos limitados no espago de Hilbert H'(D), e pela injegao compacta de
H'(D) em L?*(D) (vélida em dominios Lipschitz [1], p.150-190), toda subseqiiéncia
de {fr} tem uma subseqiiéncia fracamente convergente em H'(D) com limite igual
a f. Em particular, fy — f (fracamente em H'(D)). Logo, pela semi-continuidade

inferior fraca de ||[.|||,

lin i0f | VEV il > VTSR0 (2.11)
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Definindo G(u(x)) = cosh (u(x) + ¥(x)) — cosh (¥ (x)) obtemos, pelo Lema de Fa-

tou,

liminf/DG(fk(X))dxz/DliminfG(fk(X))dx

k—+o0 k—+o00

k——4o00

- [ Gtreyix

Z/DG(liminffk(x))dx (2.12)

onde usamos a semicontinuidade inferior de G(.) para x fixo e o fato que

liminffi(x) = f(x) (q.s.).

k—+4o00

Portanto, por (2.11) e (2.12),

F(f) gliminf%/Dk(x)]kadeJrl’iglglof/DG(fk)dx—L(f)

< lminfF(fi) < a,

o que prova que B é fechado e portanto F' é semi-continuo inferiormente.

Assim, da discussao acima, o problema (2.8) admite uma tnica solugao
a qual corresponde a uma solucao para (2.7). Essa correspondéncia é conseqiiéncia
de uma série de resultados técnicos demonstrados em [49] (Teorema 2.2, Capitulo
4, Segao 2) relacionados a um problema variacional semelhante a (2.7). Usando a
monotonicicade do termo sinh(u + CI\/) pode-se demonstrar a unicidade de solugoes

para (2.7). Temos assim estabelecido

Teorema 2.1. Assumindo as hipéteses (H1) e (H2), o problema variacional (2.7)
associado a (2.6) possui uma unica solu¢ao 12 € V. Portanto, o problema (2.4)

possui uma unica solu¢ao (generalizada) que € dada por 1 = QZ-}- Tev.

Observacao 2.5. No trabalho de Reiner e Radke [98] pode se ver que o funcional

F(.) definido em (2.9) pode ser considerado como o negativo do grande potencial
Q= —pV +75,

onde p é a pressao osmoética da concentragao eletrdlita, S é a drea da superficie e 7

é a tensao superficial média (ou excesso de densidade de energia livre na supericie)
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da interface entre solugdo/molécula e V' é o volume da solugao eletrolitica. Na
literatura, muitas vezes, esse processo é referido como a minimizacao da energia livre
eletrostatica de Gibbs. Isso é na melhor das hipéteses um abuso de nomenclatura
crasso (referimos o leitor aos trabalhos de Fogolari et al. [42] e Reiner e Radke [98] e
Fogolari et al. [43] para uma discussao desta situacao confusa e ao livro de Greiner

et al. [52] para as nogoes elementares de Mecanica Estatistica).

Observagao 2.6. No caso em que D C R? todas as fungdes u € H'(D) tém a
propriedade || 5 €XP (2u)dx < oo como pode ser visto por estimativas baseada na
desigualdade de Trudinger ([111], [13]). A restricdo sobre o funcional J(.) dado
em (2.10) nao é necessédria e podemos considerar diretamente o problema de mini-
mizacao:

Encontrar u € V = Hj(D) tal que

F(u) = min!,
Flu) = %/Dk:(x)|Vu|2dx  L(u) + J(u),

onde J(.) é definido como J(u) = kyrp> fD\F(COSh (u+ \Tl) — cosh (\/I}))dx

Observagao 2.7. Em Kuhn e Barbosa [73], Kuhn et al. [74] uma teoria relacionada
ao estudo de solugoes surfactantes polielétroliticas ionicas é apresentada usando os
elementos da teoria de Poisson-Boltzmann. Observamos que, em dimensao dois,
a presente técnica pode ser estendida a esse caso usando principios variacionais

classicos com restrigdes (ver [14]).

Observagao 2.8. E possivel demonstrar que & € L?*(0K). Isso é uma conseqiiéncia

de uma combinagao dos resultados demonstrados em [65] com os de [24] (Lema 3.7).

2.3 Regularidade Adicional

2.3.1 Caso 1: Dominios Lipschitz

Como observado na introdugao desse trabalho é muito dificil, con-

siderando hipdteses gerais de regularidade sobre 0K, obter maior regularidade da
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solugao variacional de (2.4) (ver [94], [93]). Observamos também que as condigdes
de transmissao em (2.4) mostram que a solugao u ¢ H?(D), para qualquer dominio
K (ver [112]). Entretanto, se supormos que 0K ¢é uma superficie Lipschitz com
constante arbitrariamente grande é possivel obter maior regularidade da solugao
restrita a cada regiao. Mais precisamente, mostraremos que os potenciais restritos
as regides K e D\K pertencem ao espaco de Sobolev H*2. Essa regularidade é op-
timal, mesmo em dominios de classe C! (veja os comentdrios e resultados negativos
em [65]). Para demonstrar esse resultado é necessério levar as condigoes de trans-
missao a sério, usando uma reformulacao em termos da recente teoria de operadores

integrais singulares em dominios Lipschitz [24], [114], [109].

Vamos considerar ¢ € H'(D) a solugao de (2.4). Inicialmente obser-
vamos que, se escrevermos h(x) = b(x,1(x)) + p(x), teremos h € L*(D); logo,
estendendo h a ser zero afora de D e colocando w(x) = —(G * h)(x) onde G é o
potencial Newtoniano ﬁi', temos, usando a teoria de Calderén-Zygmund (ver Teo-
rema 9.9 em [47]) que Aw = h q.s. em D e w € H?*(D). Colocando w; = w|g,
wy = w|p\ 5, teremos wi|ox € H'(OK), walop € H'(OD) (para maiores detalhes ver
a prova do Teorema B em [65]). Também, 0,w;(x) — J,wa(x) = 0 e w(x) = wa(X),
para x € 0K e v o vetor normal exterior a K. A técnica que utilizamos para
estabelecer a desejada regularidade para 1 consiste em demonstrar que este pode
ser escrito como a combinacao linear de w com a solucao de um problema auxiliar

(ver (2.14) abaixo), o qual pode ser tratado utilizando operadores integrais. Nesse

sentido, vamos provar o seguinte lema

Lema 2.2. Sejam f; € HY(OK), fo € H'(OD), g1 € L*(OK), p1, pta > 0 constantes

arbitrarias. Assumindo a validade de H1, o problema

(x)
(x)
Java(X) — o (x) = fi(x), x € OK, (2.14)
(x)
(x)
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possui uma tnica solu¢do v = (v, vq) tal que v, € H¥*(K), vy € H¥*(D\K).

Demonstragao. Seguimos aqui técnicas usadas no tratamento de problemas de
difragdo, nesse casos a equagao de Helmholtz é considerada [72], [109]. Procuramos

por solugdes de (2.14) da forma

v = D¢+ Sy
(2.15)
vy = DC + pa2Se + Dy,

para ¢ € H'(OK), ¢ € L*(0K) e x € H'(0D). Aqui,

Sp(x) = / Gx=y)ey)ds()

Do) = [ 2 eay),

Dox(x) = /a i %&)y)x(ym(y)

onde v(y) representa a normal exterior no ponto y pertencente a regiao sob inte-

gracao. Podemos escrever (2.15) na forma

(UlaUQ)t =H @ ) (216)

D ulS 0
D 28 Dy

onde 'H =

E bem conhecido o fato que, se s € (0,1], existem operadores trago
continuos [88]

(1)

H*(K)
%E” ( \K) —
H*(D)
’y() HS(]R{S\D)—>HS 120D

onde, para uma funcao u definida em D,

v uly) = lim wu(x), qs. y€oK
x—y, x€li(y)

AWu(y) = lim  u(x), qs. y €K
x—y, x€l(y)
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Aqui I';(y) e I'.(y) representam as componentes internas e externas a K do cone
(aberto, circular, duplamente truncado) centrado em y € 0K (para detalhes ver

[114]). A definigao é similar para 7( ) 42,

Observamos que S¢ e D¢ sao fungdes harmonicas em R3\OK e Dyy
é harmonica em R3*\0D. De acordo com os resultados de Costabel [24], para s €

[—1/2,1/2], os operadores abaixo sao continuos

S:-H™ 1/2+8(8K) _)HlJrs K,

(
H1/2+8(8K) N H1+5(K 7
(

D H1/2+s(8D) N H1+S D 7

=

751)8 . H71/2+s(aK N H1/2+s B
(2.17
"anD . H—1/2+s(aK N H1/2+s B )

=

Y

bl

%(1)8,,8 . HY?+3 (0K

)
)
)
);
)
)
— HY*3(9K),
)

) (
) (
WDy : HY**(9D) — HY***(0D
) (
(

v V0,D : H'*(0K) — H- 2 (0K).

Os dois primeiros desses resultados permanece vélido se K for substituido por D\ K.
Trocando-se o sub-indice (i) por (e) os resultados permanecem vélidos. Além disso,

os tragos de S, D e Dy tem as seguintes propriedades (ver também [114] e [24]),

(

WDy = (%I + ]D>0> , (2.18)
(
(
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onde
D((x) = p.v.(D{)(x), x€ 0K

Dox(x) = p.v.(Dox)(x), x€ 09D (2.19)

oo =pv. ([ ZED sy ) x e ox

e p. v. indica o valor principal de Cauchy.

Definindo os seguintes operadores

Tix =~ (8, Dox)
Tox = 7 (Dox),
T3¢ = %'(2)(1707

Typ =12 (Sy),

(2.20)

onde v é a normal exterior a K, e usando as relagdes acima vemos que (v, v3) é

solucdo de (2.14) se as densidades ((, ¢, x) satisfazem o seguinte sistema de equagoes

(pove — pavn)|ox = fL = (Mz (—%I—FD) — M1 (%I+D>> ¢+

+ (15 — 13) S + paTox,

1 . 1 . (2.21)
(Dyv2 = By01) | e = 91 = <u2 <§I +D ) — (—51 +D )) ¢+ Tix,
1

valop = f2 = T3¢ + paTap + (51 + Do) X-
Reescrevemos as equagoes acima na forma

fi

g | =T e | +L| o |, (2.22)

f2 X X

onde
prg (=31 +D) —p (31+D) 0

0
J=10 pa (31+D*) —pa (=31 +D*) 0 (2.23)
0 0 (37 +Dy)



2 A Equacao de Poisson-Boltzmann 32

€
0 (u3—17)S wT
L=1]0 0 T . (2.24)
T3 ILL2T4 0

Como demonstrado em [109], J ! existe em
X = HY(0K) x L*(0K) x H'(0D)

e S é compacto. Os operadores

sao limitados e compactos. Isso pode ser demonstrado observando que ||Vv||o2,0x +
|(v - Vu)v|o2ex ¢ uma norma equivalente a ||.||1 205 (ver [114], Defini¢ao 1.9) e
usamos o fato de que, por hipétese, dist(OK,0D) > 0. Logo, pela teoria de Riesz-
Schauder

Ji ¢ ¢
J! a | =1¢ |t J L 0 |,
fa X X

terao uma unica solugao se a tnica solucao de

I+J'L)| ¢ | =0

X

for (¢, , x)" = 0. Entretanto, observamos que, nesse caso, da unicidade de solugoes
para (2.14), teremos vy, vy = 0. Definindo vj(x) = pytvi(x), v)(xX) = —py va(x)
nds observamos que, pelos resultados de trago, v] e v4 satisfazem (2.14) com ¢; =
fo = f1 = 0. Pela unicidade, v{ = 0,v5 = 0. Entao, usando (2.18), observamos que

—( = yél)(ulvé) — Z-(l)vl =0e =00y — p; v =0 e isso implica

((1/2)I +Dy)x = 0.
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Como ((1/2)I +Dy) : H'(0D) — H'(OD) é inversivel (Segao 3 em [109]), obtemos
que x = 0. Usando os resultados em (2.17), concluimos que v; € H¥%(K) e vy €

H3*?(D\K). O

Podemos agora estabelecer o resultado de regularidade para 1

Proposigao 2.1. Se 1) = (¢y1,1,) € HY(D) € a solugao de (2.4), entio
U1 = ki (v wn), Wy = kgt (vg + wy).

Aqui w = —G x h, onde G(x) = ﬁ’ h(x) = b(x,92(x)) + p(x) e v = (v1,v2)
¢ a solugdo de (2.14) considerando-se p1 = ki, po = ky', fi = (1 — po)w,
fo = ka¥(x) —wy e g1 = —Z20(x). Como conseqiiéncia, 11 € H**(K) e 1y €
H3*?(D\K).

Demonstragao. Observamos que, pelas propriedades de ¥ e de w, as funcoes fi,

fo e g1 satisfazem as hipdteses do Lema 2.2. Denotando
Uy = kfl(vl + wl), uy = k;l(vz + U)Q),

é imediato que u; = us em 0K, us = ¥ em 0D e que

Adre
klﬁ,,ul - ]{728,/71,2 = TO’

em OK. Por um calculo elementar (ver Proposigao 3.2.1 em [97]), u € HY(D) e

¥ =u — 1 € Hj(D) satisfaz (no sentido generalizado)

kiAY, =0, em K,
koAYy =0, em D\K,
=1y, em OK,
k10,01 — k20,02 =0, em OK,
¥Jo=0, em 0JD.

Como conseqiiéncia, ¥ =0 e 1 = u. ]
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Observacao 2.9. Notamos que, por imersio de Sobolev, H3/?2(D) c W3(D) [16].
Com isso, devido a um resultado de Trudinger [111], se D C R™ é um dominio com

a propriedade do cone e se u € W' (D), existem constantes C; = Cy(n, D),Cy =

Cy(n,D) > 0 tais que fDexp< Calul >ﬁdx < (5. Entao, se 0 < p < o0,

”u”l,n,D

n_\(=1)/n
Ch (m) [ull1,n,p
exppluldx = [ exp|p — 7 lu| |dx
D D G (75) [eells,m,0

n—

escrevendo

e usando a desigualdade de Young, temos

Chlul \ 71 P lully . p
exppHu!dxg/exp (— + D | dx
/D D [l 1,0, n(n/(n —1))=HC]

Pl o
<C 2
=P (n(n/(n —1)oey

(2.25)

)<+oo.

Um célculo simples mostra-nos que

1
/ cosh? udx < / %d}( < (O3 < +00,
D D

onde C5 > 0 depende somente sobre n,p, ||u||1.n.p,|D|.

Observagao 2.10. Conforme observado em [109], as normas dos operadores definidos
em (2.17) dependem unicamente da constante Lipschitz dos dominios envolvidos.
Por sua vez, os operadores definidos em (2.20) de X para X tem norma dependendo
sobre [dist(OK,0D)]~! e sobre as constantes Lipschitz de 0K e dD. Isso também ¢é

verdade com relagao a norma de (£ + 7)1 : X — X.

2.3.2 Caso 2: Dominios de Classe C'!!

Nessa secao, vamos considerar hipdoteses mais restritivas com relagao
aos dominios K e D e com relagao aos dados p, U e o para obter, através do uso de
operadores integrais classicos, maior regularidade para a solugao ¢ de (2.4). Dessa
forma, assumimos as seguintes hipéteses
H3: K e D sao dominios de classe C1'1.

H4: 0 € C*(0K), p€ C*(D), ¥ € C'**(0D), 0 < a < 1.
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Lema 2.3. Considerando-se as hipéteses H3 e H4, a solugao 1 = (¢1,1,) € HY(D)
de (2.4) é tal que 1, € C*(K) e 1y € C*(D\K).

Demonstragao. Denotemos

X =C(0K) x C(0K) x C(0D)

Y = C(0K) x C*(9K) x C*(dD)

equipados com a norma usual do produto. Consideramos, como no Lema 2.2 as
fungoes h(x) = b(x, ¥ (x)) + p(x) e w(x) = —(G *h)(x), estendendo h a ser zero fora
de D. Por um calculo semelhante ao da Observacao 2.9 e, pela regularidade de p,
é possivel demonstrar que h € LP(D), V 1 < p < +oo. Usando o Teorema 9.2 em
[46], para uma escolha adequada de p, temos w € C*(D). Consideramos novamente
o problema (2.14) com f;, fo e g1 como na Proposigdo 2.1. De acordo com as
hipéteses, f; € C*(0K), fo € C*(0D) e g1 € C*(0K). Como na prova do Lema

2.2, procuramos solugoes da forma (2.15); entretanto com densidades ((, ,x) € Y.

Seguindo a discussao no Capitulo I de [87] (ver também Capitulo 11

em [86]), no contexto clédssico, os seguintes operadores sao continuos,

=

S: C(OK) — O

Y

=l

D : C*(0K) — C°(

Y

Sl

Do : C*(8D) — C°(

Y

)
)
) (2.26)
)
)
)

%-(1)8 :C(OK) — C*(0

=

D COK) — C*(9K),
2 Dy : C(D) — C*(8D),
V0 < a < 1. Os dois primeiros resultados permanecem vélidos considerando-se D\ K
ao invés de K. Além disso, se ¢ € C(OK), D*p € C*(OK), onde D* foi definido em

(2.19). Considerando os operadores 11, Ty, T3 e Ty como aqueles definidos em (2.20) e

usando (2.18), as densidades (, ¢, x) devem satisfazer (2.21) ou, na forma matricial,
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a equagao (2.22) com J e L definidas como em (2.23) e em (2.24). Definindo

2(#2—#1)D 2(,“2 _ Nl)s 242 T,

(p14pe2) (p14p2)
— 2(p2—pa) my* —2
A 0 (u12+u21) B (u1+u2)T1 ’
—2Ty —20T} —2Dy
obtemos o sistema
¢ fi
I-A)| o | = a | (2.27)
X f
onde f] = #_IiJZQ, g) = ufiluz’ 15 = 2f>. Como por hipétese, 6 = dist(0K,0D) > 0,

os operadores

Ty :C(OD) — CY0K), T, : C(0D) — C*(0K)
T3:C(OK) — C*0D), T,: C(0K) — C*(0D).

sdo compactos. Isso segue de argumentos andlogos aqueles dados em [20] (Teoremas
1.6, 1.7 e 1.10) se observarmos que, nesse caso, os nucleos nao sao singulares. Os

operadores

D:COK) — C(IK)
D*: C(0K) — C(OK)
D, : C(dD) — C(dD)

sao também compactos (ver Capitulo II em [55]), entdo A é um operador compacto
de X para X. Usando a teoria de Riesz-Fredholm o sistema (2.27) tem uma tnica
solugao (¢, ¢, x) € X, como pode ser visto, usando argumentos semelhantes aqueles
usados na demonstracao do Lema 2.2, envolvendo a unicidade de solugoes para
(2.14) (detalhes podem ser vistos também na demonstragdo do Teorema 4.1 em
[72]). Utilizando (2.26) obtemos que A : X — Y e, por (2.27), ((,¢,x) € Y;
conseqiientemente, v, € C2(K)NC*(K), v, € C*(D\K)NC*(D\K). A Proposicio

2.1 juntamente com a regularidade de w dé-nos o resultado para 1. O]

Proposicao 2.2. Considerando-se as hipdteses do Lema 2.3 se 1 = (¢1,19) € a
solugdo de (2.4), entio 1y € C*T(K) e vy € CH(D\K).
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Demonstragao. Vamos considerar os espacos de funcoes X, Y como aqueles definidos
no Lema 2.3 e denotamos Z = C'T(0K) x C*(0K) x C'™*(9D). Observamos que,
Vx, y € D\K

| sinh 1), (x) — sinh ¢, (y)| =

Pa2(y)
/ coshrd 7
2 (x)

< Clba(x) — ta(y)l,

o que mostra, usando o Lema 2.3 juntamente com a regularidade de p, que h €

C*(D\K). Portanto, os sub-problemas

Awy(x) = p(x), x€K,

wi(x) = 0, x€0K (2.28)

Awy(x) = h(x), x€ D\K,

wy(x) = 0, x€dKUOID. (2.29)

tem tnicas solugoes classicas wy € C1(K)NC%(K), wy € C***(D\K)NC?*(D\K)
[47].

Consideramos novamente o problema (2.14), com p; = k', po = ky ',
fi =0, fo = kWVegqg = —%U + (0,w; — J,wsy). Da regularidade de wy e wy,
g1 € C*0K). Como conseqiiéncia, a solugdo v = (vy,v9) de (2.14) é tal que
vy € C*(K)NCH*(K) e vy, € C*(D\K) N C**(D\K). Isso segue de argumentos
similares aqueles dados antes: de fato, assumindo que v tem uma representagao
em termos de integrais singulares como (2.15), entao as densidades (¢, ¢, x) tem de

satisfazer o sistema (2.21); como afirmado em (2.26), A : X — Y. Além disso,
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A Y — Z ja que os operadores abaixo sao continuos [87]

S: C0K) — C'(K),
D : C"(0K) — C**(K)
Dy : C'*(0D) — C**+*(D)
A8 L COK) — CH(OK), (2.30)
FID 00K — C'(9K)
v Dy : C*(0D) — C'**(0D),
D" : C*(0K) — C'*(0K).

O resultado para 1 segue por argumentos similares ao da Proposicao

2.1, observando que 1 = k(w1 + 1) e ¥y = ky (W + ). O

Observagao 2.11. Do Lema 2.3 e do resultado de regularidade A : X — Y o
operador linear (I — A)™!:Y — Y é limitado com norma de operador dependendo
somente sobre K, D,§~! a. Para o operador (I — A)™' : Z — Z isso também ¢é

valido se recordarmos o Lema 2.2 e o fato que A : Y — Z.

2.4 Teoria de Aproximacao

As observagoes feitas por Holst [62] parecem reticentes quanto a possi-
bilidade da obtencao de estimativas de erro via métodos de elementos finitos. Isso
certamente nao é o caso se reformularmos o problema em termos da teoria de inte-
grais singulares. Como comentado no livro de Dautray e Lions [30], em problemas
biofisicos, no caso de grandes e complexas macromoléculas com superficie de acessi-

bilidade Lipschitz, tal formulacao ¢ muito razoavel.

Consideremos (J}, J¢) como triangularizagoes regulares (uniformes) de

K e D\K respectivamente, e definimos

Si = {on = (v}, v7), v, € C°(K), vj € C°*(D\K), vylar, vilar € PY, (M, M') € (J, J5)}-
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Similarmente, sejam (JU,ZI, Ju,j) triangularizacoes regulares de 0K e 0D, respectiva-

mente, entao definimos

S = {t, = (t},7;), ¥, € C°(OK), 0 € C°(OD), Uy, 0|y € P, V(M, M) € (J}, J5)}

Vamos assumir as hipoteses H1 e H2 e, por simplicidade, que K e D sao
dominios poliédricos. Nesse caso, (v, v¢)|axuop C Sk, V(vi,vE) € Sy. O caso mais
geral pode ser tratado de uma maneira essencialmente equivalente. Consideramos
somente elementos finitos lineares por partes, o que é compativel com a regularidade
da solucao que obtemos.

Vamos definir os operadores de projecao ortogonal

P, : L*(D) — Sy,
P, : L*(OK UdD) — Sy,
Via interpolagao vemos que, se u = (ug, us) é tal que
u, € H¥*(K), uy € H*(D\K),

entao existe uma constante C' > 0 tal que

[ — Pyulloa,p < Ch*([[wrllsjonk + [[u2lls/o0 pz) (2.31)

(ver [36]) e, certamente,

Ju — Pyul|p2oxuop) < Chllullm@xuan), (2.32)

se u € H'(OKUOD) (detalhes podem ser vistos no Capitulo 3 do livro de Quarteroni
e Valli [97]).

Para definirmos o problema de aproximacao relativo ao problema varia-
cional (2.7), temos de levar em considera¢ao que este dltimo tem uma condigao de
contorno nao homogénea em 9D. Assim, seguindo a discussao no Capitulo 6 em
[97], definimos {xs|s = 1,...,dp} 0s nés em 9D e {a;|i = 1,...,c,} 0s nds internos a

D (incluindo os nés de 0K). Definimos o conjunto

Sy ={vn € S, vp(xs) = VUp(xs), Vs =1,...,dp}.
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O problema aproximado para (2.7) consiste em:

Encontrar u;, € S; N H'(D) tal que
a(up,v) + (N(up),vn) = L(vp), (2.33)

Yo, € SiNH (D), onde a(up, vp) = k1 [ Vuj, Vujdx+k, fD\F VusVosdx, (N (up),vp) =

fD b(x, up)vpdx, L(vy) = 4—:7;6 ox OUnds — fD pupdx.

Definimos U;, € Sy N H'(D) como sendo a solugao do problema de
aproximacao para (2.5): a(\ih,v;é) = 0, Yo, € Sy N HY(D). Procuramos solugoes
para (2.33) da forma u, = Uy, + zh:uh(ai)% =, +uj,, onde @; sdo fungoes base de
Sy, relativas aos nds internos. Coirzlo observado em [97], uj, € S, N H'(D). Podemos

entao reformular (2.33) como:

Encontrar u), € S, N Hy(D) tal que
a(up, o) + (N(uf, + Wn), ) = L(vn) = Ln(vn), (2.34)

Yoy € SpNHy(D), onde a(up, vp) = ki [; Vuy, Vujdxtky [ Vui Vogdx, (N(up), o) =
Jp b(x, up)ondx, L(vy) = 5= [, ovpds— [, pondx e Ly (vy) = (k10,0 — ko8, W vy),
onde v é a normal exterior a 0K e (,.,) denota a antidualidade entre (H&{Q(@K ) e
HééZ (OK) (relembramos que esses espagos foram definidos na Se¢ao 2.2 da presente
tese). Podemos agora usar o Teorema 2.3 em [49] para garantir a existéncia de uma
tnica solugao u) € S, N H(D) de (2.34). Como conseqiiéncia existe uma tnica

solugao uy, € Sy N H'(D) de (2.33).

Agora notamos que se u é a soluc¢ao de (2.4), entao usando os resultados
de regularidade estabelecidos na Proposicao 2.1, a estimativa (2.31) nos fornece

|lu —unllo2.p < [|[Pru— upllo2.p + |[|@nullo2.p
(2.35)

< ||Pou — unlloz.p + CE*2(lurllsjz2.x + luallspo.mz):

onde ), = u — P,u. Resta-nos, portanto, estimar o primeiro termo da soma acima.

Para isso utilizamos as representacoes das solugoes de (2.4) em termos de operadores
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integrais, como discutido na Secao 2.3. Utilizando a Proposi¢ao 2.1, sabemos que u

tem a representacao

()
(ur(x), ug(x))" = (k7 M (x), by twa (%) + (R ks ) H | p(x) |, x€D
x(x)
onde wy = —G * (b + ps), w3 = —G % py, e estamos considerando, como na de-

monstracao da referida Proposigao, b = b(x, u(x)). Podemos também escrever,

(ur(x), u2(x))" = (k7 wi (%), by fw(x)) "+
fi1(x)
+ (kLY HC+T) | guix) | x €D,
fa(x)

onde fi(x) = (1 — p)w(x), fa(x) = (k2¥(x) — wa(x))lop, g1(x) = —*F*o(x). Da

mesma forma, uy, satisfaz, para x € D,

(,ul - Mz)phwh

(g, )t = (k7 hwp, by ) + (k' kg D) PPH(L + )7 | —ireg )

I{JQ‘I/}L — w,i

onde w,i = —(PhG * Ph(bh + pg)), UJZ = —(PhG * th), bh = b(X, Uh(X)).
Definimos e;, = Pyu — uy. Entao,

(en(x), e5,(x))" = (k1 ' (Powy — w},)(x), ky ' (Pawy — wj) (%)) +
+ (kY k) PPH(L + T) 7'M,

onde

%

(11 — p2) (Prw — wy)(x) (11 — p2)Qrw(x)
M= |0 +10

(Phws — w)(x) ko Q¥ (x)
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Podemos escrever e, = ¢, + €5, onde ¢, € S, N H'(D) é a solugao de

=e7(x), xe€ 0K,
() (2.36)

een=PHL+T)" |0
k2 Q¥ (x)
Relembrando a Observagao 2.10, (£ + J)~! existe e é um operador

limitado de Y = L*(0K) x L*(0K) x L?(0D) a Y. Da mesma forma, H é um

operador limitado de Y a Y. Entao existem constantes C7, Cy > 0 tais que

lenlloz.p < Ci(]|(p1 — NQ)QthO,Z,@K + ||k’2Qh‘1’||0,2,aD)
< Coh(||G * (b(x,u) + p)|l12.0x + ¥ ]l12,00),

(2.37)

onde usamos (2.32) e o fato de que w|sx € H'(OK).

Multiplicando a primeira equacao em (2.36) por e, e integrando por

partes, temos

k /K Ve [P — /D IV = /D 00 ) — b G nds. (239

Além disso,
[0 ulx) = bl )i~
D\K

= ’r’DZkQ/ (sinh(u) — sinh(P,u) + sinh(Pyu) — sinh(uy,))endx

D\K
1

= T’Dka/ é\h/ cosh (Pyu + 0(u — Pyu))(u — Pyu)dfdx+

D\K 0

_p P —
+ 27“D2k2/ cosh (Phu + u) sinh (M> epdx—+

1
—15°ky / Eh/ cosh (up, + 0(Pyu — up))(Pru — uy)dldx.
D\K 0
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Lembrando que, 1 < cosh (a4 0(b — a)) < max (cosh (a), cosh (b)) e substituindo a
igualdade acima em (2.38), a positividade da funcao f(z) = wsinh (x) cosh (z) nos

dé a seguinte estimativa

kl/ |Vé‘;\2dx+k2/ |Ver |2dx <
K D\K

< r5%ky /D\K |en| | max (cosh (Pyu), cosh (w))] |(u — Pyu)|dx+

+ 7“52/62/ len| | max (cosh (Ppu), cosh (up))| [(un — Pru)|dx
D\K

Usando a desigualdade de Schwarz, a limitacdo (uniforme em h) de ||up|lcop €

| Prte||oo,p (ver Observagao 2.12) e a estimativa (2.37), obtemos

/ﬁ/ \Vé\;y?deer/ |Ven|?dx <
K D\K

\K
< Cl|ép, max (cosh (Pyu), cosh (u))|o2.nl|v — Puullo2n+
+ CllEnlB o0 + Cllealloa.pliEallozn (239)
< Clenllo.a,p|| max (cosh (Ppu), cosh (w))||o.4.p||v — Puullo2.n+
+ Ch* + Cllenlloz,pllenlloz,p
Agora, usando (2.31), (2.37) e as desigualdades de Schwarz, Young e Poincaré, bem

como a imersao continua H'(D) C L*(D) (ver [16]), obtemos para € > 0,

(min (Fy, b)) /

2dx < C(min (k1 k) / (Ven2dx
D D

< %vahﬂg,zp + Ch?|| max (cosh (P,u), cosh <“)>Hg,4,D + Ch?.

Usando a H3/?-regularidade de u restrita a D\ K e recordando a Observacao 2.9, o

Lema de Poincare nos d4, para uma escolha adequada de ¢,
[Enllo2.p < C(h*? +h),
onde C' nao depende de h. Conseqilientemente,
lenllo2.p < lI€nlloz.p + l€nlloz.n < C(R** + h),

e retornando a (2.35) obtemos a estimativa de erro

|u — unllo2,p = O(h).
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Observagao 2.12. Em (2.39) usamos o fato de que ||us|l0o,p (€ por conseqiiéncia
| Prtt||co,p) podem ser limitadas superiormente por uma constante independente de
h. Isto pode ser demonstrado estabelecendo-se, através de (2.34), estimativas uni-
formes em h para ||u}||1.2.0 € |Unll12.0 (ver a demonstracao dos Lemas 3.1 e 3.3 no

préximo capitulo).
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3 EXISTENCIA DE SOLUCOES FRACAS
PARA O MOVIMENTO HIDRO-ELETRICO

Nesse capitulo estabelecemos resultados sobre existéncia de solucoes
fracas para o sistema envolvido no primeiro modelo de eletroforese discutido na
introducao da presente tese. Em tal modelo, o comportamento hidrodinamico do
sistema é governado pela equagoes de Navier-Stokes, com um termo fonte dependen-
do nao-linearmente sobre o potencial eletrostatico. Este, por sua vez, é calculado,
em cada instante de tempo, através da equacdo de Poisson-Boltzmann (1.1). A
dependéncia do potencial com a posicao da particula torna o sistema acoplado,

juntamente as equacoes dinamicas de movimento.

Cabe observar que nao consideramos, nesse modelo, a aproximagao usu-
al para o efeito do campo elétrico sobre a particula baseada na teoria da camada
limite de Prandtl: a velocidade de deslizamento. Como ja discutido, sua derivagao
requer maior regularidade do contorno da particula. Tal modelo sera considerado

no proximo capitulo.

Estudamos o acoplamento hidro-elétrico admitindo hipoteses mais res-
tritivas do que simplesmente H1 e H2, especialmente com relagao as distribuigoes
de cargas. Isso habilita-nos a utilizar os resultados de regularidade estabelecidos na

Proposicao 2.1 para mostrar que o termo fonte nao linear

: ep
F = (C’JD\K(t)p + CQ]D\W sinh (T)) ng

pertence a L?(D)3, Vt € (0,7), para um determinado 7 > 0. Com isso, baseados
em técnicas introduzidas nas referéncias [31, 32, 33|, consideramos uma formulagao
global fraca para o sistema e a existéncia de solugoes local em tempo ¢é estabele-
cida, no Teorema 3.3. A obtencao desse resultado é uma conseqiiéncia do fato de
que é possivel demonstrar a existéncia de uma seqiiéncia de solugoes aproximadas
para um sistema global eletro-mecanico apropriado, através da obtencao de limites

uniformes sobre F, conforme Teorema 3.1 e Corolario 3.1. Essas propriedades sao
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provadas restritas ao caso no qual, a distribuicao superficial de cargas da particula e
a distribuicao de cargas fixas (na particula e na solucio), sdo fungoes L? e L™, res-
pectivamente e a distancia da particula ao contorno exterior do enclosure é sempre
maior ou igual do que uma constante fixada d > 0. Para isso basta considerarmos
a hipdtese de que 0Ky é uma superficie Lipschitz. A existéncia de solugoes fracas
obtidas no Teorema 3.3 segue da hipdtese adicional que o dominio da particula é de
classe CY! e através de propriedades de compacidade para a seqiiéncia de solucoes
aproximadas, bem como da convergéncia da seqiiéncia de termos forgantes associada,

conforme pode ser visto no Teorema 3.2.

Outras hipoteses que assumimos sao de ordem fisica. Como j4 discutido
na introducao dessa tese, elas incluem o fato de que nao consideramos o processo
de difusao de fons na dupla camada elétrica, ou seja, estamos desprezando os efeitos
de eletro-osmose. Também estamos assumindo que os efeitos de polarizagao do

eletrdlito sobre a dupla camada podem ser desprezados [100].

3.1 Equacoes Governantes

Consideremos uma particula rigida carregada imersa numa solucao ele-
trolitica sob a agao de um campo elétrico externo. Supomos que a solugao (um fluido
viscoso) ocupa uma regiao D C R3 e que, no momento inicial, a particula ocupa
uma regido compacta K, C D tal que seu centro de massa esta localizado na origem
y = 0 de um sistema Cartesiano com coordenadas y. Assim como no Capitulo 2,

assumimos que a solugao é composta por um solvente e um sal monovalente.

A acao do campo elétrico na particula produz seu movimento. A tra-

jetoria de qualquer ponto material y é completamente descrito pelas duas fungoes

t Q(t) € SO(3) and t x.(t) € R?, (3.1)
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onde x.(t) é a trajetéria do centro de massa da particula. As equagoes da trajetéria

de qualquer ponto material tem a forma

X(y.t) = Q(t)y +x(t) = M(t)y, y € Ko. (3.2)

Observamos que M (t) é uma transformagcao afim inversivel.

Assim, no tempo ¢, o corpo ocupa o conjunto K (t) onde

K(t) ={X e R | X(y,t) = M(t)y, y € Ko}. (3-3)

O movimento do fluido é descrito pelo campo de velocidades v/ (x, t)
(velocidade do ponto material de fluido o qual tem coordenadas Cartesianas x no
tempo t). Uma descri¢ao Euleriana do movimento da particula é dada, com (3.2),

por

vP(x,1) = Q()Q* (1) (x — x.(t)) + u.(t), xe€ K(t). (3.4)
Aqui u.(t) = %.(t). Desde que Q(t) € SO(3), a matriz Q(t)Q*(t) é anti simétrica.
Assim, podemos determinar o vetor rotacao w(t) pela identidade

QM)Q*()z = w(t) xz, zeR

Entao, podemos escrever (3.4) na forma

vP(x,t) = w(t) X (x(t) —x.(t)) + u.(t), x€ K(t). (3.5)

Para algum 7 > 0, definimos A : [0,7] — R¥3 A, () = ejuwi(t),

t €[0,7]. Se w(t) € C([0,7]; R?), pelo fato que Q(t) é a solucio de Q(t) = A(t)Q(t),
¢

Q(0) = I, nds temos Q(t) = HeA(T)dT, o produto integral usual [35]. Por um
0

Corolario da Férmula de Duhamel [35] (p.21), podemos ver que se A, B : [a,b] —

R3*3 sao continuas entdo V x,y € [a, 0]

f[eA(T)dT o ﬁeB(T)dT

Aqui ||All; = fab |A(s)||ds e ||.|| é alguma norma em R3*3,

< ellAlli+IBlh

/y I|A(s) — B(s)]||ds| . (3.6)
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Fixamos uma constante d > 0 e supomos (formalmente) que 7 > 0 é
tal que
o(t) :=dist(0K(t),0D) > d, (3.7)

para todo t € [0, 7]. Isso serd feito de forma precisa posteriormente. Vamos definir
¢(x,t) como uma fungao de valor real & qual representa o potencial elétrico em

(x,t) € D x [0, 7]. Definimos ¢ (x,t) = ¢(’§Lt)e, com a mesma notagao do Capitulo 2.

As equagodes governantes e condicoes de contorno para 1 sao

V(k(X)V¢(X, t)) - b(X, ¢(Xa t)) = p(X, t)v x €D,
o(x,t) = 1(x,t), x € IK(t),
Po(x,t) = ¥(x), x€ID,

k:ﬁ)ﬂ/}l (X, t) — kg&,@/}g(x, t) = ?O’(X, t), X € 8K(t)

Aqui

e v(x,t) é o vetor normal a K (t).

e k: Dx[0,7] — L(R? R®) é definido como k;;(x,t) = d;;k1 se x € K(t),
kij(x,t) = 0;;k2 se x € D\K (), onde ki, ko s@o as constantes dielétricas

em K(t) e D\ K (t) respectivamente.

eb: D xR — R, bx,9(x,t)) = korp?sinhep(x,t) se x € D\K(t),
b(x,¥(x,t)) =0sex € K(t), rp é o raio de Debye.

4 \P(l‘) = e@ém)) ¢1(X’ t) = ¢<X’ t)|K(t) € ¢2(X’ t) = ¢(X’ t)|D\m'

e 0 é a distribuicao superficial de cargas e p(x,t) = (p1(x,1t), p2(x,1)),

onde ,01(X, t) = —%p‘f(x,t), pQ(th) = _%pg@(?t)v p(lJ = polK’ Pg =

P’ p\z 820 a distribuigao de cargas em K (t) e D\ K (t) respectivamente.
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O movimento do fluido é descrito pelas equacoes de Navier-Stokes

ap(0v + div(v/ @ v/)) = nAv/ + Vp=7;F, in D'(Q,)°
divv/ =0, in Q.
(3.9)
vl =0, in 0D
vl = vg in D\K,

para todo t € (0,7). Aqui n > 0 é a viscosidade do fluido, ity > 0 € a densidade

de massa (suposta homogénea) do fluido e Q, = {(¢,x)/t € (0,7), x € D\K(t)};

ions

denotando p*™* como a densidade de fons da solugao, nds temos

F = —(p) 4 0" )V,
como a forga elétrica sobre o dominio do fluido (veja [108]). Entao

F r (,02 + TBQkQ sinh (¢2))(V¢2)]D\m, (310)

e

ons

usando a distribuicao de Boltzmann para p (veja Secao 2.2). E importante ob-

servar a dependencia implicita de F com o movimento.

Se 11, > 0 ¢ a densidade de massa da particula e A sua matriz inercial
(simétrica), entdo podemos escrever
TAy =7, | |y x (x —x(0))]*d
y y /’Lp y X XC X7
Ko

para todo y € R3.

De resultados bem conhecidos em mecanica Newtoniana para corpos
rigidos e o tensor de tensoes da dinamica do fluido, se m é a massa da particula, a

lei de evolucao para o movimento é dada por

duc(t) _ o (x,t) - v(x, t)ds(x of(x,t) - v(x,t)ds(x
it _/m) (x. 1) <,t>d<>+/m (%) - w(x, £)ds(x)

AW / (x — (1)) x (0 - ) (x, £)ds(x) + W x (Aw)+
oK (1)

(x — x.(t)) x (67 - v)(x,t)ds(x).

_l’_
s
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onde D(v/) = L(Vv/ + (Vv)) e o (x,t) = 2nD(v/(x,t)) — p(x,t)I é o tensor
de tensoes do fluido; o (x,t) = of(x,t) = T2 <%% — 20:;(Vh)? > é o tensor

4me \ Ox; Ox;

eletrostatico (ver [108]).

Assumimos as seguintes hipoteses sobre os dados:

H5 : K, é um dominio Lipschitz e D é um dominio de classe C?;

H6 : Seja 7 > 0 tal que (3.7) se verifica, entao ¥ € H'(0D) N C(0D),
o(.,t) € L2 (0K (1)), p(.,t) € L=(D), ¥t € [0,7].

Subseqiientemente, vamos impor hipéteses mais fortes sobre p e o.

Observagao 3.1. Considerando as hipoteses acima, o resultado de regularidade

para ¢ (a solucdo de (3.8)), estabelecido na Proposigao 2.1 é valido, isto é

b= (V1,02) € H'(D), ¥y € H¥*(K(t)), s € H*(D\K(t))

para todo t € [0,7]. Relembrando a Observacao 2.9, devido a esse resultado de
regularidade, [ sinh (¢2)l|y,, p\ 7 < +00, V1 < p < 400. Pela imersao de Sobolev
HY2(D\K(t)) C L*(D\K(t)), a inequacao de Holder fornece

sinh? (1) (Vi) dxc < || sinh (62)[12 ¢ zerllell2 oz < +0c-

D\K (t)

Entio F € L?(D)?, V¢ € [0,7]. Um célculo similar mostra-nos que o2 € L¥?(D\K (t)).

3.2 A nocao de solucao fraca

Seguindo [31], vamos definir as densidades eulerianas 1, (x,t) = 1, [ 1) (%),
pp(x,t) =1l D\m(x) e a densidade global 1 = p, + py. Também definimos a ve-

locidade global em D como

vi(x,t) if xe D\K(t),

u(x,t) = ‘
vP(x,t) if xe€ K(t).
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Em vista da conservagao de massa, i satisfaz a equacao linear do trans-
porte em D

O¢pt + div(pu) = 0.

Requeremos que vP = v/ e o - v = T em 0K (t), onde —T ¢ a forca
aplicada pela particula sobre o fluido. Podemos escrever T = ¥ - v, onde X é o

tensor de tensoes de Cauchy no corpo.

Em 0D, consideramos a condicao de contorno de Dirichlet homogénea,
isto é, ulgpp = 0. Além do mais, a incompressibilidade do fluido, a rigidez da

estrutura e vP - v = v/ - v implicam que div u = 0.

As leis de evolucao de momentum para o fluido e para a particula sao

dadas por

By(jup) + div(pyu @ u) = ﬁidivwf@w(m D)+

f
1 -
+ E_E Vp, +0,F, em D\K(t)
p
, 1 1, 1,
Or(ppu) + div(ppyu @ u) = —div(ppX) — —o" - Vp, — —o” -V, em K(t)
Hp Hp Hp

respectivamente. Aqui D(u) = 5(Vu+ (Vu)") é o tensor global de deformacao.

1
2
Introduzindo o tensor global de tensoes

T B Y
Ky Hp

obtemos o sistema global em D'((0,7) x D)3,

O(pu) + div(pu @ u) = div 7 + uF,

(3.11)
divu =0, Oyp + div(pu) =0, p,D(u) =0,

f —

vy (X)), e D\K
u(x,0) = o(x), x € D\Ko (3.12)

vP(x,0) = w(0) X x +u.(0), x € Ky,
H (X’ 0) =1, O(X)7 H (Xa O) =gl T(X>

! e e (3.13)

p(x,0) = po(x) = pp(x, 0) + 15 (%, 0) = p1,0(x) + p70(x).
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Formalmente, o sistema acima satisfaz a estimativa a priori de energia

1 t 1 ¢
/§u]u]2dx+77/ / |Vu|*dx dsg/iuo\u[)]dejL/ /uF-udx ds. (3.14)
D o Jp D o Jp

Entao, se assumirmos que ||F||p (o r2(pys < C" onde C' ndo depende de u (como
veremos, esse ¢ o caso se 6(t) > d, Vt € [0,7)) e que uyg € L*(D)3, pug € L>=(D),

juntamente com o fato de que p € L*°((0,7) x D), podemos obter os limites a priori:

HUHLz(o,T;Hg(Dm + l[uflpeo,r;r2(pyp < C([J0o|r2(p) + Tl/QHFHLOO(O,T;L?(DP) (3.15)
< Cy 4120,

Em particular, isso implica que u. e w sao limitados em L*>(0,7) e a transformacao

afim definida em (3.2) é Lipschitz no tempo.

A nocao de solucao fraca do sistema acima é dada abaixo, adaptada de

[31]

Definicao 3.1. (u,u) é uma solugao fraca de (3.11)-(3.13) em (0,7) se satisfaz os

limites a priori de energia
p € Lo((0,7) x D), ue L®(0,7; L*(D))* N L*(0, 75 Hy(D))?,
Além disso, 6(t) > d, ¥Vt € (0,7) e, para todo ¢ €V e para quase todo t € (0,7),

/0 /D (pu- 0o+ pu@u: D(p) —nD(u) : D(p) + uF - @) dxdr

+/Du0uo-g0(0)dxz (/Duu-soch) (t),

O+ div(pu) =0 em D'((0,7) x D),
divu=0, p,D(u)=0, ulsp=0,
to € L®(D), wuy € L*(D)?, divuy =0

onde V ¢é definido por

V={peH'(0,7)x D)*: ¢(t) e V(t), Vt € (0,7)},

V(t) = {p € Hy(D)? : div ¢ = 0, 1, D(¢p) = 0}.
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Nesta formulacao, a pressao p e o tensor de tensoes de Cauchy ¥ do
solido nao aparecem. Eles sao os multiplicadores de Lagrange do problema com as

funcoes teste como respectivas restrigoes.

Vamos estabelecer um teorema de existéncia local em tempo, baseado
na prova do Teorema 2.1 em [32] (ver também o Teorema 3.1 em [31]). A estratégia
da prova é baseada na solucao de um sistema ”aproximado”, o qual fornece uma
seqiiéncia de solugoes aproximantes (¢, ", u"),>0. A solucdo (1, p, u) é construida
como um limite dessas aproximacoes; a existéncia desse limite é derivada de pro-

priedades de compacidade da equagcao linear de transporte (ver [34]).

3.3 Existéncia de Solugoes Aproximadas

Nessa se¢ao descreveremos brevemente, os passos para a construgao de
solugoes aproximadas para (3.16) acoplado com (3.8). A estratégia consiste em
considerar as nao linearidades envolvidas, especialmente as introduzidas pelo termo
forcante F e o conjunto V. No caso de movimento de corpos rigidos num fluxo de
Navier-Stokes e sob a a¢ao de uma forga externa conhecida, Desjardins e Esteban [31,
32] inicialmente resolveram um problema linear apropriado, através de um método
do tipo Galerkyn Lagrangiano; a seguir o teorema do ponto fixo de Schauder foi
utilizado. A diferenca substancial em nossa formulacao é que necessitamos estabe-
lecer propriedades adicionais sobre os potenciais relacionadas ao movimento rigido
da particula. Isso nos permite obter limites uniformes sobre o termo forcante F, que

depende nao linearmente sobre o movimento.

Vamos assumir a hipétese de que Ky é um dominio de classe Cb!. Isso
é essencial para a obtencao de solucoes aproximadas, a partir de estimativas a priori

para um problema estacionario de Stokes apropriado, como veremos a seguir.



3 Existéncia de Solugoes Fracas Para o Movimento Hidro-elétrico 54

De acordo com argumentos em [32], é possivel demonstrar a existéncia

de um homeomorfismo © do espaco de campos vetoriais incompressiveis
u e L=(0, 7 L*(D))* () L*(0, 73 Hy (D))?,
e 0s quais sdo movimentos rigidos em K (t), no espago de representagao
Y, = CUH([0, 7]; R*xR*)x {v € L*(0,7; Hy(D\Ky))? ﬂ L>(0,7; L*(D\Ky))?/ div v = 0},
considerado com a norma natural correspondente.

Para construir as solugoes aproximantes, escolhemos 7 > 0 (subseqiien-
temente veremos que 7 tem de satisfazer condigoes adicionais), ¢ > 0 e u§ €
C>=(D)? tal que div uj = 0 em D, u§ converge a uy em L?(D)* e é um movi-
mento rigido em K,. Vamos considerar também p suficientemente pequeno com

respeito a d. Para qualquer Vv € Y, consideremos o campo incompressivel v = O(¥)
em L>(0,7; L*(D))*N L*(0,7; HY(D))? e v¢ = R(v), onde R, é um operador de
regularizacao (ver discussao em [31, 78]), tal que R.(v) é analitico em tempo e Lip-
schitz no espago e R.(v€) converge a v em L*((0,7) x D)3 se v¢ converge a v em

L((0,7) x D)3.
Vamos assumir que

HVHL2(0,T;H3(D))BmLoo(o,T;L2(D))3 <L (3.17)

onde C; < L < (], para alguma constante C}, a qual, através de um calculo

(L—C1)? < 30)—d

simples, pode ser escolhida adequadamente de forma a termos g S 1

Aqui, as constantes C; (dependente de ug) e Cy (dependente sobre a estimativa

uniforme sobre ||F|[2(pys) foram definidas em (3.15). Consideramos 7 < (L_C#
2

Como conseqiiéncia, §(t) > §(0) — Lt > d para todo t € (0,7). Denotamos X, como

sendo o fluxo Lagrangeano de v¢ e colocamos K¢(t) = { X (x,t), x € Ky}.

Para cadat € (0, 7), assumimos que podemos resolver (3.8) nos dominios
K<(t) e D\K*¢(t) para densidades de carga p° e ¢, consideramos R (F¢) e assumi-
mos que ||Re(F€)||ze(o,rr2(p)y < C'. Estabeleceremos essas propriedades sobre os

potenciais ainda nessa se¢ao.



3 Existéncia de Solugoes Fracas Para o Movimento Hidro-elétrico 55

Desejamos resolver (3.16) com p(x,t) substituido por

/f(tvx) = ﬁf + (1 - ﬁf/ﬁp)up,O(Xg,e(QtaX))?

F por R(F), e substituindo o termo div(u,u ® u) por div(psve ®u). Aqui Xg_ é
o fluxo Lagrangeano do campo vetorial incompressivel v§ construido partindo-se de
(x¢, W), como descrito em [32]. Definimos F¢ = VX, tomamos N € N* (dependendo
sobre e e L) e ty = 7/N tais que

sup sup [T —F(t,mto,.)|reo(py < 1/2 (3.18)
0<m<N tG[mtm(m-‘rl)to}

(detalhes podem ser vistos em [33]). Definindo V. = F_ !0V, para o primeiro passo

m = 0, o seguinte problema em coordenadas Lagrangeanas

t ~
/ / (oW® - Opp — 2nDye (W) = Dye(p) + poF - ) dx ds +
o Jp

+/ poug - ©(0) dx = (/ LW - © dx) (1) (3.19)
D D
Vo e Ve ={p € H'((0,t) x D)?, Vye -0 =0, plap = 0, tip0Dve(¢) = 0 em (0, o) x

D} e qs. t € (0,tp), tem uma solugao w*(t,x) := u(t, Xc(¢,x)) tal que w® €
L>(0,t0; L*(D))* (N L*(0, to; HY(D))?, Vye - W = 0 € p1,,0Dye(W€) = 0, usando-se
um procedimento padrao do tipo Galerkin e a desigualdade (3.18). Aqui F€(x,t) =
R (F)(t, X.(x,t)). E importante observar que (3.19) ¢ um problema linear pois

f‘e(x, t) é uma fungao conhecida.
Consideremos agora o conjunto
B—{veV/[¥ly, <L}

e uma apropriada aplicagdo G° como aquela introduzida em [33, 32]. Para mostrar
que esta aplicacao tem um ponto fixo em B é necessario provar que G aplica B nele
mesmo e é um operador compacto (teorema do ponto fixo de Schauder). A primeira
propriedade de G segue se observarmos que a estimativa de energia (3.15) é vélida
para w¢ e pela escolha de L em (3.17). A compacidade segue da propriedade de

rigidez em K, e da imersdo de Sobolev em D\Kj se pudermos mostrar que 0,w*
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é limitado em L2((0,ty) x D)% e w, é limitado em L2(0,to; H2(D\K,))?. Como

demonstrado em [32],

10w L2((0,00) x D)3 < CUIWoll 210y + 1 FI| 22((0,00)x D))

10w | 20,00y x D7\Bgys + W L2(0.20; 20 Rg))2 T Wl L0 0,031 (02 T
F 16 20,00 (0175 < CelllF N Loe 0,t022(00)8 + 10097 20,10 (0)) + 1WG 112 (y3)-

Dessa forma G tem um ponto fixo em B. Isso completa o primeiro passo em [0, to].
Podemos prosseguir similarmente em [mtg, (m + 1)to], porque a constante L e o
nimero de passos N = 7/t, dependem somente sobre d, €, ||[ug||r2py € ||F||2(p)s-
Considerando uma expressao Euleriana em termos de (u€, u) obtemos a seqiiéncia

de solugoes aproximantes (3.16) acoplada com (3.8) dadas por (u¢, uc, ¢°).

Vamos provar agora a validade das propriedades para os potenciais

descritas previamente. Mais precisamente, seja 7 > 0 arbitrario e o conjunto
Yia={veY; &) >d Vte (0,7)} (3.20)

onde v = O(V) e 0, (t) = dist(0K(t),0D), Ky (t) é a posicao da particula associada
ao campo V (como definida em (3.3)), no tempo ¢ € (0,7). Entao se Fy é definido
como em (3.10), através da solugao de (2.7) nos respectivos dominios associados a
v, vamos mostrar que ||Fy||=(rr2(p3) < C, onde C' > 0 depende somente sobre
d, ¥, 0Ky, 0D e sobre as distribuicoes de cargas em t = 0. Para mostrar essas
propriedades, usaremos os resultados previamente obtidos para a solucao ¢ de (3.8)

e também hipdteses adicionais sobre o e p.

Como mencionado no inicio da se¢ao a hipdtese de que Ky é de classe
Ob! foi necesséria para a construcao de solucoes aproximantes. Entretanto, como
veremos, os resultados de limitacao uniforme sobre F¢ podem ser demonstrados

assumindo-se que K é simplesmente um dominio Lipschitz.

A sequir estabelecemos o primeiro limite sobre ¢ derivado de (2.7)
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Lema 3.1. Assumimos as hipéteses H5 e H6. Seja 7 > 0 tal que §(t) > d (como
definido em (3.7)), Vt € (0,7). Entdo a solugio v € H'(D) de (2.7) pertence a
L>(0,7; H'(D)) e [¥||o,rm1p)) < C, onde C depende somente de ||pl| L ((0.1)x D)
17| Lo (0,7 220K (1)) K15 K2, 7“,527 D, 0Ky e 7

Demonstracao. Pela discussao na Secao 2.2 podemos escrever ¢ = ?Z + \TJ, onde
15 é solucao de (2.7). Assim necessitamos provar o lema somente para 1Z Usando

(2.7) e a Observagao 2.8 temos

— kl / |V1E\2dx — kz/ |V1Z’2dX + / b\"'}/()QZdS =
K(t) D\K (t) OK(t)

= / p{b\dx + ko1 sinh (121\%— {I\/)@/D\dx
D

D\K(t)

ou

min(kl,kQ)/ |V121\|2dx§/ Evoﬁds—/pﬁdx%-
D DK (1) D

o~

—kor? sinh (1Z+ \/I})(@Z—i- \T/)dx + korp? sinh (¢ + \/I})\T/dx

D\K (1) D\K (1)

||P||(2),2,D I €1||¢||3,2,D n ||8||(2),2,8K(t) n 52||70¢||3,2,6K(t)
261 2 262 2

<
a8 e / [sinh (¢ + ©)]dx,
D\K(®)

onde usamos as desigualdades de Schwarz e Young. Agora, relembrando que 121\ éo

~

minimo do funcional F'(.) definido em (2.9) e (2.10), temos F(¢) < F(0) = 0. Logo,

podemos escrever

karp” / |sinh (¢ + )|dx < kerp? | cosh(d+ P)dx
D\K(t) D\K(t) (3.21)
< ]{527’52 cosh (l/I})dX +/ 5‘\’}/0{D\d$ — / p{b\dx,
D\K(t) AK(t) D

e assim,

€1H¢||(2),2,D n ||8||(2),2,8K(t) " €2HVO¢||(2),2,8K(1:)

-~ HPH%QD
in (ky, k V2dx < =
min (K1, 2)/[)‘ Y|fdx < %, + 5 2%, 5

U T v .0l lg esll 0|12
+ ka1’ [P oo, cosh (W)dx + lEX] ||0’2’8K(t)+ 0¥ 16,2 010

D\E(® 2e3 2
[ ]ls,pllolion | €llvlfan
+ + .
264 2
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Pelo teorema de traco e desigualdade de Poincaré existem constantes

)\1 = )q((?KO,D) > 0 e )\2 = >\2<D) > (0 tais que ||70$H0,2,8K(t) < )\1”1;”1’271) e

||1Z}\||1,2,D < /\2||V@//)\||072,D. Se escolhermos 0 < € < min (ky, ko) /(2A3)03), €1 = €4 = M,

€ = €3 = € > 0 teremos, para Cy = Cy(k1, ka2, A\, X2), Co = Cy(k1, k2, A1, A2),

/D Ve I*dx < Cr(llpll6.0,p + 15116.2.0m ) (1 + 1112, )+

~

+ Cgk2r52||lfl||oo,D/ cosh (¥)dx.

D\K(?)

Finalmente, a desigualdade de Poincaré fornece

19| o051 (my) < C*(IDI2 I pll e 0,ms (0y) + 11| 0w 0,ms201) ) (1 + [1¥]]o0,0)+
s1Tnl/2 = 1/2
+ O[T X2 || cosh (V)15 .

onde C* = max ()\16’11/2, A1C21/2k5/27"51). Entao

19| oo (0,1513 (D)) < C

onde C' = C(C*,V, || p|| o (0,720 (D)) |G || Lo (0,722 (8K (1)) ) - -

Seguindo a discussao na introducao do presente trabalho, vamos as-
sumir hipéteses mais restritivas com relacao as distribuicoes de cargas e sua interagao

com o campo elétrico e o movimento do fluido.

HT7 : Consideremos 7 > 0 arbitrdrio e o conjunto Y;; como definido em

(3.20). Seja V € Y4, v = O(V). Denotamos p, = —22¢p0 onde pl ¢
uma distribuicao de cargas fixas em D relacionada com as configuracoes
K,(t) da particula. Assumimos que py(Xy(t,0,%),t) = p(x,0), Vt €

[0,7] e Vx € D, onde X, é o fluxo Lagrangeano associado a v.

HS8 : Para todo t € [0, 7], ov(Xy(t,0,%),t) = 0(x,0), Vx € 0K).

O seguinte teorema é central para estabelecer um limite uniforme para
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Teorema 3.1. Assumimos as hipsteses H5-H8. Entdo a solugdo 1y de (3.8) rela-

cionada com (K (t), py,0y), onde v.=0(V) com ¥V € Y, 4, satisfaz

max (’Wv,l||L°°(0,T;H3/2(Kv(t)))a ‘|1/}V,2’|L0°(0,T;H3/2(D\Kv(t))) <C,

onde C' depende somente sobre V¥, d, 0Ky, 0D e sobre as distribuicoes de cargas em

t=0.

Demonstracao. Necessitamos somente obter os limites para @v = (@Ev,l, ijg), onde
by é a solucdo de (2.7) relacionada a (K(t), py,0v). Para isso, consideramos os

problemas auxiliares

V.(k(x,t)Vuy(x,t)) = x €D,
Uya(X,t) = vya(x,t), x € 0K (1), (3.22)
vy2(x,t) =0, x €D,
ko0, vy 2(x,t) — 10,0y 1(X,t) = —0y(x,1), x € 0K,(1),
V.(k(x, )V fo (%, 1)) — b(x, fo(x, 1) + ve(x, 1) + U (x)) =
= py(x,t), x€D,
fea(x,t) = fu1(x,t), x € K, (t), (3.23)

fv’2<X, t) =0, x€0D,
k10, fyi(x,t) — k20, fya(x,t) =0, x € 0K, (?).

Usando uma formulagao variacional andloga aquela em (2.7) obtemos
solugoes (fracas) vy, fy € H} (D) para os problemas (3.22) e (3.23), respectivamente.
Observamos que um célculo simples mostra que fy + vy satisfaz (2.7), da unicidade

da solucao variacional para esse problema, temos ¥y, = fy + vy.

O Teorema segue dos lemas abaixo.

Lema 3.2. Assumindo as hipdteses do Teorema 3.1, a solugio vy, € H}(D) de

(3.22) tem a regularidade adicional vy, € H¥?(K,(t)), vy € HY*(D\K,(t)), para
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cada t € [0,7]. Além do mais

maX(HUv,l”LOO(O,T;HW(K\,(t)))v ||Uv,2HLoo(o,T;H3/2(D\K‘,(t)))) <C,
onde C depende somente sobre o(x,0), 0Ky, 0D e d.

Lema 3.3. Considerando as hipdteses do Teorema 3.1, a solu¢ao f, € H}

D) de
(3.23) pertence a C°(D). Além disso, fy1 € H¥?(K (1)), fvo € H¥?(D\K,(t)) e

existe C' > 0 tal que

max (HfVJ||L°°(0,T;H3/2(Kv(t)))7 ||fv,2||Loc(o,T;H3/2(D\Kv(t)))> <C,

onde C depende somente sobre U, 0Ky, 0D, d, 0(x,0), p(x,0) e da norma [|¢)|| Lo 0,11 (D)) -
[

Demonstragcao do Lemma 3.2. Primeiro consideramos, como na demonstracao

da Proposicao 2.1, vy = (vy,1, Vv 2) a solugdo do problema auxiliar

A v(x,t) =0, x€K,
ATy (x,t) =0, x € D\K,
[y 2(X, 1) = ity 1 (X, 1), x € K, (1), (3.24)
Uyo(x,t) =0, x€0dD,
DUy o(X,t) — 00y 1(X, 1) = —0y(x,t), x € IK(t),

onde py = k' e py = k. Seguindo a demonstracio do Lema 2.2, procuramos

solugoes do problema acima na forma

6v,1 = Dy(y + 1Sy

(3.25)
@\V,Q = DVCV + ﬂQSSOV + DV,OXVa
para ¢, € HY (0K (1)), oy € L?(OK(t)) e xy € H'(OD). Aqui
Sepiet) = [ Glx- ety ds(y)
0Ky (t)
0G(x—y)
— X —y) d .
DGt = [ TGy sy (3.26)

Dus)xt) = [ ZEE I iy 0pdsty).
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onde G(x) = 4;;4. As condigoes de fronteira em (3.24) nos indicam que as densi-

dades ((y, pv, xv) devem satisfazer um sistema similar a (2.21), ou seja, devemos ter
a seguinte igualdade

0 G

—oyv | =AV| oy |

0 Xv
onde A, = J, + L, para

po (=3I +Dy) —p1 (31 +Dy) O 0
Jo= |0 po (A +D3) = (~31+D3) 0
0 0 (L1 +Dyo)
(§]
0 (/1‘% - M%)Sv /L2Tv,2
EV = 0 0 Tv,l
Tv,3 /-//2Tv,4 O
Aqui,
(DyGv)(x) = pv.(Dy(y)(x),  x € DK, (t)
(ID)V:OXV>(X) = p‘V'(Dv,OXv)<X), x € 0D (327>
G (x,y) )
DivXZ.V./ — 0y ds ,XG@K\,t
(Dip)(x) = p (W) oo ()ds(y) 0
e

TV,IXV - ’YS) (al/DV,OXV) )
TV,QXV == f)/él) (DV,OXv)y
Tv,3Cv = 71'(2)(DVCV)7

2
Ty apy = '71'( )(SVSOV)-

(3.28)

Os resultados de limitacao e trago apresentados em (2.17) e em (2.18)

permanecem validos no contexto aqui apresentados, desde que, por (3.7),
Vi € [077—]7 |X_ y’ 2 d7

Vx € 0K, (t), Vy € dD. Logo, relembrando a Observacao 2.10, A;! existe e 6 um

operador limitado em

X, = H (0K, (t)) x L*(0K,(t)) x H (D)
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a Xy. A norma ||A!|| depende somente de d, Ky e D. Entao

Cv
ov || <A G llozor. < CIASTI

Xv Xo

onde X, é equipado com a norma produto usual e usamos a definicao de o, e a

hip6tese HS.

Novamente, usando a Observacao 2.10, a norma dos operadores em
(3.26) e seus apropriados inversos dependem somente da caracteristica Lipschitz dos

dominios envolvidos, logo ha Ly = L1(0Ky) > 0, Ly = Ly(0D,0Ky) > 0, tais que
[ovallsz2mx, @ < Limax (G 2ok, @) levllozar, @)

10v2ll300 pem < Lemax ([[Gull12.0k, @), [[vllo20m. @) Ixvl120p)-

Utilizando a representacao para v como na Proposicao 2.1, estabelece-

mos que

max (HUV,l||L°°(0,T;H3/2(Kv(t)))7 ||Uv,2||Loo(o,T;HS/Q(D\T‘,(t)))) <C.

Demonstracao do Lema 3.3. A solugao variacional f, de (3.23) satisfaz
- kl v{b\v : vadX - k2/ v{b\v : vadx =
Ky () D\Kv (1)

— / pquvdx + k’g?“BQ / sinh (@Zv + \/I}){p\vdx.
D D

\Kv(t)

Entao, usando a desigualdade de Young, temos

k k ~
S wapecr 2 [ VaPaxs - [ pudxr
Ky(t) D\ K (t) D

- / sinh (9 + ©)ddx.
D\Kv(t)

Usando um célculo similar ao do Lemma 3.1, o limite estabelecido la para ||@/Z)\v||1,27 D

e hipétese H7, temos || fv|[12,0 < C, onde C nao depende sobre Y 4.
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Como na demonstracao da Proposicao 2.1, se colocarmos
hv = b(Xafv_’_vv'f_{I})'f_pv

teremos h, € L*(D), como é ficil checar. Estendemos h, a ser zero em D¢ e
colocamos g, = —G * hy; temos entao Ag, = hy q. s. em D e g, € H*(D); se
Gvi = Gv|K 1)) Gv2 = 9vp\Rom, temos gvilox, @) € HY 0K (1)), gv2lop € H' (D),
enquanto que 9,¢y,1 —0,gv2 = 0 em 0K, (t). Portanto a solucao f, de (3.23) admite

a representacao

gv,1|6K(t)
(fv,ly fv,Q)t - (gv,h gv,2)t + HVA;I 0 ;
gv,2|8D
onde
Hv _ Dv [Llsv 0
Dv N2Sv Dv 0

e fvi=Fkifva, fve = kafyv2. Os operadores em H, e A, foram definidos no Lema
3.2. A estimativa uniforme na norma H?%? segue de uma maneira similar ao Lema

3.2 se obtermos limites uniformes na norma H?? para ¢y, bem como limites na

norma H' para gv1|ox(n), gv.2lop. Da imersdo continua H?(D) C H*?(D) e pela

limitagao do operador F : L*(D) — H*(D), onde Fhy; = —G * hy = gy (ver a

prova do Teorema 9.9 em [47]) temos os limites

gvll3/2.2,0 < A(||by[lo,2,0 + [[ov]lo2,0)

onde A\ depende somente de D e b, = b(x, fy + vy + \ff) Um célculo direto e a

estimativa acima da-nos

gvill12.050) < Nlpvlozn
lgvallizop < N'(Ibvllo2.p + |lpvilo2.p)

onde N = N (Ko, \), N = X'(D, \). Portanto, devido a H7, necessitamos somente

obter uma estimativa uniforme para

bvlloz.p = I gegykerp” sinh (fv + vy + 9) g2 sy
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Para isso, observamos que
sinh (fy + vy + \Tl) = sinh (fy) cosh (\Tf + vy) + cosh (fy) sinh (v + \T/)

O resultado que desejamos segue se pudermos demonstrar estimativas uniformes

sobre fy jd que U € L*®°(D) e a estimativa

Jcosh (2l pzesy < Coxp (Cllvvalypapion) G (3:29)

pode ser obtida usando-se um célculo similar como aquele da Observagao 2.9, jun-

tamente com o Lema 3.2. A constante C' pode ser determinada uniformemente,

usando-se o fato de que dy > d. De fato, como observado em [111], C} = 1+%(|7%) O(|D]),
onde C é o cone fixo determinado pelas propriedade Lipschitz de 9D e 0Kg, ¢ é o

diametro de C.

Observando que D é um dominio de classe C?, estimativas elipticas
tradicionais (ver Capitulo 14, Teorema 2.1 em [75]) mostram que f, € C(D).
Relembrando que, V ¥V € Y, 4, ||fvlli2p < C, entao f, € S, onde S = {f €
HY N C(D);: |f

12,0 < C}. Afirmamos que 3 C* = sup|| f[|¢p) < +oo. De fato,
fes

caso contrario, para cadan € N, 3 f, € S tal que || fu| @) > n. Como f, € C(D),
entdo 3 x, € D tal que |f,(x,)] = sup|f,(x)[. Dessa forma, dado 0 < e < 1 existe

xeD
0n, > 0 tal que Vx € B(X,;0,) C D, |fu(x)| > (n —€). Como conseqiiéncia,

2> / fulPdx > C'(n — 1)%5°.
D
Como essa desigualdade é valida para cada n, devemos ter ¢, — 0 com n — +o00.

Mas claramente isso implica que ||V f,|l02.0 — +00, contradizendo o fato de que

fn€S. ]

Corolario 3.1. ||Fy||1=(0r2(p) < C, onde C depende somente dos dados do prob-

lema eletrostdatico no tempo t =0, de 0Ky e de OD.

3.4 Convergéncia para as solucgoes aproximadas

Seja (u™,u™) uma seqiiéncia de solugdes aproximadas como obtidas

previamente. Os limites de energia estabelecidos para (™, u™), baseados nas esti-
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mativas uniformes sobre os potenciais, habilita-nos a garantir a existéncia de uma
subseqiiéncia (p™,u™) convergindo fracamente a algum (u,u). Como estabelecido
emp™ converge fortemente a p em C([0, 7]; LP(D)) para todo p < 0o, e em L fracox
[31] e [32], , como uma conseqiiéncia dos resultados de Lions [78]. Além disso, u”™
converge fortemente a u em L?((0,7) x D)3. Entretanto, nao é ébvio que (3.16)
verifica-se para (u, u, F) para todo ¢ € V dado, onde F é o termo forcante (3.10)
relacionado a 1, a solucdo de (2.4) para as posigoes do sélido e distribuigoes de
cargas relativas a u. Isso é estabelecido no argumento especial da Segao 4 em [31]
se pudermos mostrar que fot [p(™ - Fm — . F) dxds — 0, m — oo, para todo

te (0,7).

Lema 3.4. Assumimos as hipéteses H5 a H8 e consideramos ™, 1 solugoes
de (2.4) relacionadas a (K™ (t), p'™ ™) e (K(t), p,0), respectivamente. Entdo,
et —

12,0 — 0, com m — +00, para cada t € [0, 7].

Demonstragiao. Colocamos 7, = ¢™ — 1. A formulacdo variacional (2.7) para

¥, ™ nos da

— ky / VO - nndx — ke / Vi - n,.dx + / ™ yommds =
K(m)(t) D\K(m)(t) AK (M) (t)

— / PmlmdX + k27’52/ sinh (1Z(m) + (I\/)nmdx
D D\K (™) (t)

(S

— Kk / Vi - Vimdx — kz/ o Vi - Vnmdx + / OYoNmds =
K(t) D\K( OK (t)

t)
D

D\K(t)

Se definirmos

(3.30)
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obtemos, depois de subtrair as expressoes acima,

— ky / |V |Pdx — /@/ (V1 |2dx + / Mg nds — / OYoNmds =
A(m)(¢) Bm)(t) OK (M) (t) OK(t)

_ / (p™ — p)nmdx + k:z?“f)g/ 2 cosh <77_m + 12)\+ E’) sinh <n—m)77mdx+
D BOw (1) 2 2

_kl/ ‘VQZHVUmWX—kz/ V||V | dx+
K(t)\A(m)(t) K(m) (£)\ A(m) (1)

s / IV [Vl + ko / V||V, | e+
K (), A (1) K (H\AC (1)

— korp)? / sinh ({D\ + \Tf)nmdx + korp? / sinh (1™ + {I\/)nmdx.
KO\ A (1) KWO\AC (1)

Usando as desigualdades de Young e Holder e a positividade da segunda

integral do lado direito da expressao acima, nds temos

Ky / |V |?dx + k;Q/ |V [Pdx <
Alm) () B(m) (1)

/ " onmds — / TY0Nmds
OK (™) (1) 0K (t)

+ Ky ’K(t)\A(m)(t> |1/6||VQZ||0,3,K(7&) IV llo.2,5 1)+

+ o KT (ONA™ @)YV 5,100 0| V2,100 (6

+ e [ ONAT ()Y g 5 im0 | Vil 2,100 1)+

+ k| K (O\A™ OV ™ o 3,50 )[| V1 lo.2 500+

+ hor LK ()\ AT ()14 sinh ($+ {I\j>||0,2,B(m)(t) 17m ll0.4, 5m (1)

+ krp? [ (O\ A (04[] sinh (9 + D) lo,2,5, 0 17 [0,,8, 0

+ ||P(m) — pllo2,0l1Mmllo,2.0+

Agora, seguindo uma estimativa demonstrada em [31], obtemos

sup (|M"™ (1) = M(2)] +[M"™(t) = M(1)])
te(0,7) (331)

< Cfluém)u(m) - Mpu\Loo(o,f;L2(D))3 — 0,

com m — 400, desde que po™u™ converge a pu em C([0,7]; L2(D))®. Portanto

KM (\AM™ ()], |K(t)\A™ ()| — 0, m — +o0, Vt € (0,7).

Pelo Teorema 3.1 e pela imersdo de Sobolev HY/2(K (™) (t)) C L3(K (™ (t))

obtemos a estimativa

||V¢§m)”0,3,K<m>(t) < C||v¢§m)|’1/2,2,f<(m>(t) < O’W%m)ﬂs/zz,mm)(t) <C,
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onde C' nao depende de m.

Similarmente, usando a imersao de Sobolev H'(D) C L*(D), Lema 3.1
e hipéteses H7 e H8 vemos que limites uniformes para ||7,]/0.2,0, [|7mllo.4,p podem
ser obtidos. Além disso ||p™ — pllo2.p — 0, como é facil checar. Pelo Teorema 3.1

e argumentos similares como em (3.29) temos que

[sinh (27 + )l oy < C exp (CIE) 5 o < C-
onde C nao depende de m.
Usando a rigidez da particula temos
/BK(W)(t) /U\(m)%??mds - /aK(t) 0Y0Nmds =
= [ B Wy (M OY) — (OIS (332
0

4 / o QL)) @ QL 1)) - 5 (1)) (y).

Agora, introduzimos, para cada m, a C§°-regularizagao usual {7]7(,}5)} para n,, tal que

||77£r?) — Nmll1,2,0 — 0 quando h — 0. Observando que, para h fixo,

Iyoms (M (t)y) = vomi (M (1) )llo2.015 — 0

com m — 400, a primeira integral em (3.32) tende a zero com m — +o00, co-
mo pode ser visto usando o teorema usual de trago juntamente com HS8 e (3.31).
Analogamente, o mesmo resultado é vélido para a segunda integral em (3.32) se
relembrarmos que

4 -~ ~
= _%60_ + (klaV\IH - kQaV\Ij2>

Q)

e da hipétese H8. Para demonstrarmos a convergéncia do termo envolvendo \/I},
recordamos da Observacao 2.8, onde afirmamos que (k:laykfll — k’ga,/\/f’g> € L*(0K,).
Isso segue pelo fato de que é possivel escrever U=A-— T, onde T é uma funcao
harmonica em D que coincide com W em D e A € Hj (D) satisfaz V.(K(x)VA(x)) =
—V.(K(x)VY(x)). Conforme demonstrado em [28] (Capitulo VII, §2, Segao 4),
(k10,A1 — k20,A5) = 0; além disso, usando o Lema 3.7 em [24],

| (k10,1 = k20,T2) llo.2.0r0 < Cl|T |12,
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onde C = C(D). Dessa forma, o resultado segue da mesma forma que para 7™, [

Teorema 3.2. Vamos considerar o™ € H*((0,7) x D)? tais que o™ — ¢ forte-
mente em C([0,7]; L*(D))? e ¢ € H'((0,7) x D)3. Entdo

1irJrr1 // dxds-//F @ dxds,

para todo t € (0,7).

Demonstracao. Relembrando que F(™) = m(pém) 4752 ky sinh (1/) ))(V%m) )

D\K(™ (1)’
podemos escrever
F g =F 0= Ci(p"™ = ¢) - Iy ey VO sinh () +
+ Crp - (I e VP sinh () — ID\K(m) V™ sinh (™)) + (3.3

+ Co(p'™ = @) - Iy ey V"

+ CZQO ' ( D\K (t) va D\K(m) p vw )

kor 2T
onde €y = =2 e Oy = L.
e dre

No que segue iremos estimar a integral de cada termo acima.

// D\K(m>(t) — ) - V'™ sinh (™) dxdr <

t
S H(p(m) - SOHC([O,T];LQ(D))3 /(; va(m)’|073’D\K(m)(t)’| sinh (w(m))”oﬁ’D\K(m)(t)dT

< Clle"™ — lloorzzmy — 0,
com m — —+o0o. Aqui ndés temos usado a desigualdade de Holder, as imersoes
H'Y? c L3 e H'/? ¢ H??, Teorema 3.1 juntamente com uma estimativa similar

como em (3.29).

//SD Ip\gm Ve sinh () = Iy ey V™ sinh (™)) dxdr <
S/ [ (Vapsinh () = Vo™ sinh (™)) |dx+
oo (3.34)
/ - (V) sinh (¢)|dx+
K(m)(H\K(t)

/ (V™) sinh (™) |dx | dr
WK M) (t)
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Escrevendo
Vi sinh () — Vo™ sinh (™) = sinh () (Vep — V™)+
+ Vo™ (sinh (1) — sinh (™))

obtemos

t
/ / ¢ - (Vi sinh () — Vo™ sinh (™)) dxdr <
0 JBm)(1)
t
< / | sinh (@Z’)HOA,B(M)(t)||90||0,4,B<m>(t)||vl/’ - V1/’(m)||o,2,3(m>(t)d7+ (3.35)
0

t
+/ ||<P|’0,6,B(M>(t)va(m)uo,:s,B(m)(t)H sinh (¢) — sinh (w(m)>||0,2,3(m>(t)d7-
0

Agora, usando o fato de que 1 < cosh (a + (b — a)) < max{cosh (a), cosh (b)}
temos, pela inequacao de Schwarz

|| sinh (1)) — sinh (¢(m))||g,2,B(m)(t) -
2

-] *cosh(p™ 4 0 — ) (5 — o9 dx
Bm) (¢ 0

)
1
< / / (0 — ™2 cosh? (6™ 1 0(t — ™)) dhdx
Bm) () Jo
<Ol — ™R p — 0,

onde usamos uma estimativa similar a (3.29), Teorema 3.1 e Lema 3.4. Portanto
usando o teorema da convergéncia dominada, Teorema 3.1 e Lema 3.4 vemos que
os termos em (3.35) tendem a zero com m — +oo. Passando os termos em (3.34)
ao limite m — +o00, usando (3.31) e Teorema 3.1 nds obtemos o resultado desejado
para o segundo termo em (3.33). A convergéncia dos outros termos em (3.33) a
zero segue de uma maneira completamente similar, usando H7 e H8, Teorema 3.1

e Lema 3.4. ]

Demonstramos entao o seguinte teorema de existéncia local (em tempo)

para solugoes fracas de (3.16) acoplado a (3.8)

Teorema 3.3. Sejad > 0 firado. Considerando as hipoteses H5 a H8 e as hipdteses

adicionais de que Ky é um dominio de classe CY', uy € L*(D)3, div ug = 0,
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tpoD(ug) =0 e §(0) > d, existe 7* € (0,+00] e uma solugdo (p,u) de (3.16) tais
que u € L*(0,7; HY(D))> (N L>=(0,7; L*(D))?, p € L>=((0,7) x D) para todo T < 7*.
Além disso, 7 = inf{t > 0;6(t) = d}.
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4 TEORIA DE EXISTENCIA PARA O
MOVIMENTO HIDROELETRICO: A
VELOCIDADE DE DESLIZAMENTO

Nesse capitulo vamos tratar da modelagem e andlise do movimento
eletroforético de uma tnica particula carregada, através do modelo que leva em
consideracao a existéncia da velocidade de deslizamento (1.4). Como j4 afirmado
na introducao do presente trabalho, essa é um aproximacao para a a¢ao do campo
elétrico no sistema, onde se admite que sua agao se da na interface particula/liquido,

produzindo um processo difusivo de fons que da origem ao movimento da particula.

Essa aproximacgao somente tem sentido fisico quando as particulas con-
sideradas tém raio de curvatura muito maior do que a camada de separagao de Debye
(a distribui¢ao superficial de cargas e o espago difuso de cargas no liquido adjunto)
e movendo-se num fluido viscoso estacionério [103, 100]. Isso exclui, por exemplo,
eletroforese de proteinas, onde as superficies de acessibilidade sao extremamente
complexas [22]. Do ponto de vista matemético isso se manifesta na dificuldade de
se definir (1.4) quando se considera o caso em que o dominio ocupado pela particula
¢ Lipschitz, ou mesmo, de classe C'. Nesse sentido, usando os resultados de regu-
laridade sobre os potenciais demonstrados na Subsecao 2.3.2, mostramos no Lema
4.1, no caso de dominios C*!, que a velocidade de deslizamento é bem definida. E
importante observar que a hipétese de que K (t) ¢ um dominio de classe C1! garante

a existéncia do raio principal de curvatura da superficie [95].

Nosso objetivo é introduzir uma formulacao matemaética apropriada
para o problema e extrair resultados de existéncia de solucoes fracas e fortes. No
primeiro caso, como uma conseqiiéncia de adaptagoes dos resultados sobre o movi-
mento de corpos rigidos em fluxos incompressiveis. Usando as mesmas técnicas
discutidas no capitulo anterior, a solucao é obtida como o limite de solugoes aproxi-
madas, juntamente com propriedades de compacidade derivadas da equacao li-

near do transporte. Para aplicar esses resultados consideramos um campo de ve-
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tores incompressivel, que coincide com a velocidade de deslizamento na fronteira da
particula. Assumimos, para isso, a hipétese de que Ky é de classe C**® (para algum
1/2 < a < 1) e hipéteses adicionais sobre as cargas, levando-nos a um resultado de
H?3/?-regularidade para v,, como pode ser visto no Lema 4.2. Com isso, as equacoes
de Stokes sao reformuladas e um termo forcante em L? dependendo dos potenciais é
introduzido (ver (4.6)). Através da defini¢ao de um sistema global eletro-mecanico
andlogo aquele introduzido no Capitulo 3, obtemos a existéncia de uma seqiiéncia
de solugoes aproximadas, derivada de propriedades de limitacao sobre os potenciais,
demonstradas no Teorema 4.1. A compacidade das solugoes aproximadas é obtida
como uma conseqiiencia de propriedades de convergéncia para uma seqiiéncia ade-
quada de termos forcantes, como pode ser visto no Teorema 4.2. A derivacao das
descritas acima propriedades segue por meio da representagao integral envolvendo
o termo forgante na forma de potenciais hidrodinamicos e o uso de uma seqiiéncia
de resultados técnicos auxiliares (Lemas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 e Coroldrio 4.1). Resul-
tados de convergéncia para uma seqiiéncia de potenciais aproximantes sao obtidos
usando a representacao integral de solugoes da equacao de Poisson-Boltzmann na
forma de potenciais de camada simples e dupla. Como conseqiiéncia, é estabelecida
a existéncia local de solugoes fracas para o sistema eletro-hidrodinamico, conforme
pode ser visto no Teorema 4.3. Novamente aqui supomos hipdéteses adequadas sobre

a distribuicao de cargas.

Na Secao 4.3, estudamos a existéncia de solucoes fortes para as equacoes
dinamicas. Nesse caso, consideramos dominios de classe C'! e impomos uma
hipdtese adequada sobre os potenciais para usar resultados padroes de equagoes
diferenciais ordinarias. Essa hipotese é relacionada a propriedades Lipschitz dos po-
tenciais e dad-nos um resultado de existéncia local, como pode ser visto no Teorema
4.4. Ainda na Secgao 4.3, tratamos a situacao onde a regiao exterior a particula é
considerada como uma regiao infinita e propriedades de simetria sobre os campos de
velocidade sao disponiveis. Nesse caso, usamos a formulagao tensorial de Teubner
[108] e uma estimativa a priori para o problema de Stokes em regides exteriores [71].

Como no caso do estudo de solugoes fortes em dominios limitados, uma hipdtese
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adequada sobre os potenciais é considerada para obter no Teorema 4.5 uma con-
dicao Lipschitz sobre a forca e o torque sobre a particula. Disso, um resultado de
existéncia local de solugoes fortes é obtido (ver Coroldrio 4.2). Em ambos os casos:
dominios limitados e nao-limitados, suspeitamos que a existéncia de solucoes fortes
é garantida enquanto a particula nao colide com a fronteira exterior, mas isso nao é

provado aqui (ver [54] para um problema relacionado).

4.1 Campo Elétrico e Interacao com o Fluido

Vamos considerar, como no Capitulo 3, uma particula rigida carregada
imersa numa solucao eletrolitica sob a acao de um campo elétrico. A eletrostatica

do sistema é governada pela equagao de Poisson-Boltzmann (3.8).

A interacao do campo elétrico com o fluido produz o movimento da
particula, um fendmeno que serd descrito ainda nessa se¢ao. Similarmente a dis-
cussao no Capitulo 3, a dinamica do movimento é caracterizado por (3.1), (3.2),

(3.3), (3.4), (3.5) e (3.6).

Como observado na introducao desse capitulo, estamos considerando
um modelo em que, se v é o campo de velocidades do solvente, |v| << 1. Isso
significa que os termos inerciais podem ser ignorados e que v tem variacao suave;

ov

logo, 5 ¢é ignorado; u.(t) e w(t) sdo pequenos e, portanto, os efeitos de radiagao

também podem ser ignorados.

Novamente, fixamos d > 0 e escolhemos 7 > 0 (formalmente) tal que

(3.7) ¢é satisfeito.
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Como conseqiiéncia, para descrever a interacao fluido-campo elétrico

consideramos (3.8) acoplado com as equagoes de Stokes

nAv? (x,t) = Vp(x,t), x€ D\K(t)

(4.1)
vI(x,t) = vP(x,t) + vi(x, 1), x € OK(t).
Aqui n é a viscosidade do fluido e
kT
vy(x,t) = 4;7 ~02(%, 1) Viantln (X, 1) (4.2)

¢ a velocidade de deslizamento descrita na introducgao desse trabalho, uma condigao
nao linear no potencial elétrico. O subscrito tan indica a componente tangential
de V), quando restrita a 0K (t). Entdo, estamos assumindo que v/, = vi. A
condigao (4.2) aparece como decorrente da teoria de camada limite de Prandtl:
uma nuvem de fons envolve a particula, dando origem a um efeito de separagao.
Na literatura ¢, é determinado pelo potencial zeta, ja discutido na introdugao do
presente trabalho. Abaixo, fornecemos a derivacao heuristica dessa condicao a qual
usa andalise de camada limite [7, 77]. Como ja observado, a derivagdo que serd
apresentada abaixo sé tem sentido quando consideramos o raio de curvatura da

particula muito maior do que o raio de Debye [100].

A carga fixa sobre a superficie é balanceada por uma nuvem difusa de
cargas proxima a 0K com densidade p(y), que iguala a diferenga entre as concen-
tragoes de contra-ions e co-fons; E® = —V s |y4, é 0 campo elétrico na regiao exterior
da dupla camada; sua direcao define o eixo x. Esse campo age sobre o espaco de
cargas para produzir uma for¢a de corpo sobre o fluido igual a pE* (ver Figura 4.1).
A componente z da equagao de Stokes é
0%v,
0y?

n + pE* = 0.

O gradiente de pressao paralelo a superficie é negligenciavel. A densidade de cargas é

relacionada ao potencial eletrostatico ¢s(y), na dupla camada, pela relagao de Pois-

_ ko 9%
47 Oy?

son p = . A escala de comprimento para a dupla camada é o comprimento
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Figura 4.1:

de Debye rp. Combinando as expressoes acima nés obtemos

1o [oa(y) — (B,

2?

47T77
onde ( é o chamado potencial zeta, o qual é igual a ¢, em y = 0. Uma condicao de
contorno de nao deslizamento, v, = 0 em y = 0, é usada para derivar a expressao
acima, e o gradiente de velocidade em y — oo foi colocado igual a zero. A velocidade

de deslizamento é definida como o valor de v, no limite exterior a regiao interna

L ka2l
vy = limov, =
y—00 47r77

)

o qual nos dé a expressao (4.2).

Evidentemente, é importante ver que essa condicao é, de fato, bem
definida. Isso depende sobre os resultados de regularidade para v e condicoes restri-
tivas sobre os dados do problema (3.8). Mais precisamente, utilizando os resultados

obtidos na Secao 2.3 obtemos o seguinte lema

Lema 4.1. Assumindo que as hipdteses H3 e H4 com 1/2 < a < 1 sao vdlidas

para todo t € [0,7], a velocidade de deslizamento vy definida em (4.2) € tal que
v, € HY2(OK(t))3, Vt € [0, 7].

Demonstragao. A Proposicio 2.2 mostra que vy = CtaVignths € C(OK(t))3,
para todo t € [0, 7], como é facil checar. Relembramos que podemos definir uma

norma para H'/2(0K(t)) como

u(y)P v
Ul 1/ ds dsy) + ||| 2
It = ([ [ = s m) -+ lllox
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(ver Capitulo II, Secao 3 em [46]). Colocamos vy = (vs1,Vs2, Vs 3); portanto, para

cada i1 =1,2,3,

/ / [024() ~ vsly I ds(x)ds(y <C/ / dsX)dsy) _ 4,
oK (t) JoK (¢ x —y| oK (t) JoK (¢ |X y[2

(4.3)

onde usamos o fato de que 0 < 3 — 2a < 2. O

Assumindo hipdteses adicionais sobre os dados, podemos obter maior

regularidade de v, como pode ser visto no lema abaixo

Lema 4.2. Sejam 1/2 < a < 1, Ky e D dominios de classe C*** eVt € [0,7], 0 €
C'™(0K(t)), ¥ € C***(0D) e p € C*(D), entio v, € H¥?(0K (1)), Vt € [0, 7].

Demonstragao. Inicialmente observamos que fyfi)wl = ”y%e)wg implica que

Vtanwl |8K(t) = Vtaan ’8K(t)

(ver Defini¢ao 1.9 em [114]). Portanto, basta demonstramos o resultado para ;. De
acordo com as hipdteses, podemos usar a Proposicao 2.1 para obter a representagao

Y1 = ky vy, onde v; é representado na forma (2.15) com densidades
(¢, 0, x) € CHAK (1)) x C*(OK (t)) x C*T (0K (1))

satisfazendo o sistema (2.21). Utilizando o fato de que 0D e 0K (t) sao dominios
de classe C?T® os problemas (2.28) e (2.29) tém solugoes w; € C*T*(K(t)) e wqy €
C***(D\K (t)) (Teorema 6.14 em [47]).

Com isso, usando o fato que o € C'T*(9K(t)), pode-se observar que

€ C'(9K(t)), onde g1 = —*Z<¢0 + d,w; — J,w,. Como observado em [72],

(D*p) € CY*(OK(t)), entdao p € C1(OK(t)), usando a segunda equacao em
(2.21).

Um argumento similar a (4.3) utilizando a definicado da norma em

H??(0K (t)) (Capitulo II, Secdo 3.8 em [90]) nos mostra que (¢, ¢, x) € H¥?(0K (t))>.
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De acordo com [29] (Capitulo XI, § 2, Observagoes 1 e 6) os operadores

S HY*(OK(t)) — HY*(0K (1)), (4.4)
D : HH2(0K () — HP2 (0K (1)) |

s = 1,2, sdo continuos. Usando a primeira equacao de (2.21) e (4.4), observamos
que ¢ € H*?(0K(t)). Entdo, por (2.18), isso implica que ~Dapy € H°2(0K (t))
e por conseqiiéncia, Vithilox@ € H¥?(0K (t))®. Utilizando resultado padrdes de
imersoes de Sobolev, localizagao e partigoes de unidade (ver Coroldrio 1.1 em [48])

é possivel demonstrar que ¥, Vanth1 € H¥?(K(t))? e, para cada i = 1,2, 3,

||7£1)¢1(vttm¢l)i||H3/2(8K(t)) < C||7£Z)wl||H3/2(8K(t))H(vtanwl)iHHii/Q(aK(t))

() () (4:5)
< Cllv' ¢1||H3/2(3K(t))”’71l Y1

H5/2(9K (1))

onde o sub-indice 7 indica cada componente do vetor V., e C' = C(K)). n

4.2 Formulagao Fraca e Existéncia de Solucgoes

Aproximadas

Uma formulacao fraca para o problema do acoplamento hidro-elétrico
considerando-se o modelo proposto nesse capitulo pode ser introduzida nos moldes
daquela discutida no capitulo anterior. Da mesma forma, é possivel a obtenc¢ao
de um resultado de existéncia local em tempo de solugoes fracas adaptadas a esse
problema. Para aplicarmos os resultados de existéncia demonstrados em [31], con-
sideramos um problema auxiliar relacionado & (4.1), onde um termo forcante é in-

troduzido, depois de um procedimento de extensao de v, a regiao D\ K (t). Este
termo forante pertence a L2(D\K (t) x (0,7))% se v, € H32(OK(t))?, ¥t € (0,7),

como veremos abaixo.

Relembrando os resultados do Lema 4.2 e as observagoes feitas na in-

trodugao desse capitulo, vamos assumir as seguintes hipdteses sobre os dados

H9: D e K, sao dominios de classe C*™ 1/2 < o < 1.
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H10: Para todo 7 > 0 tal que (3.7) se verifica, o(.,t) € C'T*(OK(t)), p(.,t) €
C*(D), supp p CC K(t), ¥ € C**(dD).

E importante lembrar também que estamos considerando particulas tais que o > rp,
onde p é o seu raio de curvatura. Consideremos (3.8) acoplado com (4.1); por um
resultado bem conhecido de Cattabriga [17], é possivel encontrar um campo de
vetores livre de divergéncia V € H%D\W}3 tal que V0|pxw = Vs, V]ep = 0
(ver detalhes na prova do Teorema 4.2). Dessa forma, podemos reformular (4.1)

definindo v = v/ — V,

—nAV(x,t) = nAvV(x,t) — Vp(x,t), x & D\K(t),

(x,1)

v(x,t) =vP(x,t), x€IK(t),

div v(x,t) =0, x € D\K(t),
(x,1)

x,t) =0, x€9ID.

A seguir, usaremos a notagao introduzida no Capitulo 3: 1z > 0, @, > 0
representam as densidades de massa do fluido e da particula, respectivamente e m

é a massa da particula. A lei de evolucao para o movimento é dada por

duC(t) = O'H X - VIX S(X
m _/am (x,1) - v(x, £)ds(x)

dw (t) _ H
A0 /am(x — () x (07 (x,1) - v(x, £))ds(x) + W x (Aw).

Aqui A é a matriz inercial da particula e o (x, ) = 2nD(V(x,t)) —p(x,t)I é o tensor
de tensdes do fluido; D(V) = 3(Vv+(VV)) é o tensor de deformagao. Consideramos
1 como sendo a densidade global introduzida no Capitulo 3, bem como a velocidade

global em D
vP(x,t) if xe K(t),

V(x,t) if xeD\K{)

u(x,t) =

Relembramos que, em vista da conservacao de massa, u satisfaz a

equacao linear de transporte em D, 0y + div(pu) = 0. Seguindo a discussao do
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Capitulo 3, as leis de evolucao de momentum para o fluido e para a particula sao

dadas agora por

1 . 1 /Lf
A iy Ty
1 1
Oy(ppu) + div(ppu®u) = —div(y,X) - ﬁ—UH - Vi,
p p

respectivamente. Aqui D(u) = $(Vu + (Vu)?) é o tensor global de deformacao.

Introduzindo o tensor de tensoes global

H >
7ot Y
My Fp

obtemos o sistema global em D'((0,7) x D)3,
O(ppu) +div(ppyu®@u) = div7 +F,
divu=0, gp+div(gu) = 0, p,D(u) =0, (4.7)

wo(x) = u(x,0) = 4 V60 X ED\K (4.8)
vP(x,0) = w(0) X x +u.(0), x € Ky,

(%, 0) = 1, o (%), 1p(x,0) = fip I py iy (%)

w(x,0) = po(x) = pp(x,0) + ps(x,0). (4.9)
Aqui,
F = Av (4.10)
Fy

onde V € H?(D)? é o campo vetorial incompressivel, que coincide com v, em 9K (t)

e tal que V]yp = 0, como descrito previamente.

Formalmente, temos a seguinte estimativa de energia

1 ! 1 !
/ﬁup]uIdejLn/ / \Vu]dedTg/§up,0]u0|2dx+/ /F-udxds,
D 0 JD D 0o Jp

vt € (0,7). Entao, se assumirmos que ||F|| 1 r.z2(pys < C onde C nao depende so-
bre u, uy € L*(D)? e oy € L>=(D), temos as estimativas a priori u € L=((0,7) x D),
ue L*0,7; HY(D))?, \/apu € L>(0,7; L*(D))3. Em particular, o tltimo limite im-

plica que u € L>(0, 7; L*(K (t)))?, pela defini¢ao de p,. Entdo u. e w sdo limitados
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em L*(0,7) e a transformagao afim definida por K(t) = M (t)K, é Lipschitz no

tempo.

Formalmente podemos usar o fato de que u satisfaz o problema de
Stokes (4.6) na regido ocupada pelo fluido. Estimativas cldssicas a priori [17] dao-

nos que, para todo t € (0, 7)

lall s ovwe@ys + 1Pl 2 ovieayy < CollF 2y + lallzom @) (4.11)

onde C; depende somente sobre propriedades geométricas de D\ K (t). Conforme
discussao em [46] (Capitulos III e IV), C; nao é singular V € [0, 7], j& que estamos
assumindo 6(¢) > d para esses valores de t. Dessa forma, é possivel se obter (4.11)
uniformemente (nao dependendo sobre u) usando também a regularidade Lipschitz

de (u.,w), conforme demonstrado em [54], Lema A2. Essa estimativa uniforme,

juntamente com a rigidez de u dé-nos o limite u € L*>(0, 7; H}(D))?.

A definicao de solucao fraca para o sistema acima, com modificacoes

6bvias com relagao aquela definida em (3.16), é dada abaixo:

Definicao 4.1. O par (u,u) é uma solugao fraca de (3.11)-(3.13) in (0, 7) acoplado

com (2.4) se satisfaz a estimativa a priori
pe L2((0,7) x D), ue L¥(0,7; Hy(D))?,
e se para todo v € V e para quase todo t € (0,7),

/ot/D(upu'aW_HD(u) : D(p)) dx ds+

+/D“p’0u°'¢(0)dx _ (/Dp,pu.wx) (t)+/0t/DF-¢dxds (4.12)

para F(x,t) = n;—;AV(X, t). Além disso, §(t) = dist(0K(t),0D) > d, para todo
t €[0,7) e o sequinte € vdlido em D'((0,7) x D),

O+ div(pu) = 0, divu=0,

ppD(u) = 0, ulogp =0

Também g € L°°(D), ug € L*(D)? eV € definido como em (5.16).
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Pela definigao de p, ¢ imediato que solugoes suaves de (4.12) sao solugoes
de (4.6). Além disso, o termo nao linear p,u®u nao aparece, pela escolha das fungoes

teste.

Similarmente & discussao no Capitulo 3, a solugao (u, i) é construida
como um limite de solugoes aproximadas, obtidas via técnicas de regularizacao. Esti-
mativas elipticas a priori para u, assim como estimativas de energia para p devem ser
demonstradas levando-se em consideragao que V depende sobre (u, i1). A existéncia
de solugoes aproximadas pode ser demonstrada de maneira similar a discussao na
Secao 3.3 da presente tese. Algumas modificacoes devem ser levadas em conside-
racao, em especial pelo fato de que agora tratamos com um problema estacionario
de Stokes, na regiao ocupada pelo fluido. Dessa forma, solucoes aproximadas devem

pertencer ao espago L>(0, 7; H3(D))3.

Resultado similares aqueles demonstrados para o termo forgante no
Capitulo 3 devem ser demonstrados para F, como definido em (4.10). Mais precisa-

mente, seja 7 > 0 arbitrario e o conjunto
Y, = COH[0,7];R? x R?*) x {¥ € L™(0,7; Hy(D\K,))* : divv=0}.  (4.13)

Entao se Vv € Y, 4 e v = O(V), onde Y; 4 foi definido em (3.20), vamos demonstrar
que
||FV||L°°(O,T;L2(D))3 S Ca

onde C' > 0 depende somente dos dados do problema eletrostatico no tempo ¢t = 0.

Como antes, para estabelecer esses resultados para Fy, necessitamos
estudar as propriedades da solugao 1 de (3.8), usando os resultados estabelecidos

na Segao 2.3 e considerando as hipéteses H7 e H8 para p e o (ver Segao 3.3).

Teorema 4.1. Seja 7 > 0, Y, como definido acima e Y; 4 como em (3.20). Entao,
considerando as hipoteses H7, H8, H9 e H10, existe uma constante C' > 0, que
depende somente sobre d > 0 e dos dados do problema eletrostdatico (3.8) em t = 0,

tal que

| Fv|lo0,r:22(0))3 < C
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para todo v=0(V), V€ Y, 4.
Demonstragao. Como observado anteriormente podemos obter a estimativa

||FvHL2(D)3 < C||VS,VHH3/2(8KV(t))37

para todo ¢t € (0,7) e v,y definido com em (4.2) e relacionado & v = O(V), Vv €
Y; 4. A constante C' > 0 pode ser escolhida independentemente de v e de 7, se
relembrarmos que dy(t) > d, Vt € (0,7) conforme discussao anterior. O resultado

segue se pudermos obter limites uniformes sobre v ... Isso serd demonstrado abaixo.

Lema 4.3. Assumindo as hipdteses do Teorema 4.1, se v, € HY(D) é a solugao de

(3.8) nos dominios Ky (t) e D\K(t) e considerando as distribuicoes de cargas py e

oy, entao existe C' > 0 nao dependendo sobre T > 0 e V© tal que

IA

max ([|tv || oo (0.7.co @@y 19 L (0,500 R C < +oo,

||7§i)¢v||L°°(O,T;C’1+a(8Kv(t))) < C < +oo,

||7§Z)¢v||Loc(o,T;H5/2(aKv(t))) < O < +oc.

Demonstragao. O Lema 2.3 juntamente com a Proposicao 2.1, nos d& a represen-
tacao

wv = (djv,l; wv,Z) = (/~L1 (wv + Uv,l)a /~L2<wv + Uv,2))7

onde wy(x) = —(G * hy)(x) com hy(x) = b(X, 9y (X)) + py(X) € vy é solucao de

4re

(2.14) nos dominios D e K,(t), considerando-se fi = (p1 — pi2)wy, g1 = —F

Oy €

fo = k¥ — wy 9, onde 1 = kfl e g = k;l. Dessa forma,

Cv fi
Uyv,1 = ,Ule,l Oy = ,ule,l(I - AV)_l g1 | >
Cv fl

Uvo = p2Bya | oy | = peBy oI — Av)_l g1

Xv fo
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onde By, = [ Dy, 1Sy, 0O }, B,, = [ Dy, 28y, Dyg | € os operadores Ay,
Dy, Sy, Dy sdo aqueles definidos em (3.26), com 0K (), ((, ¢, x) substituidos por

OK(t), (Cvr vy Xv)-

Relembrando que &y (t) > d, Vt € [0, 7], esses operadores sao limitados
de Y, a Yy; onde Y, = C*(0K,(t)) x C*(0K,(t)) x C*(0K,(t)). Além disso as
normas || By1|l, [|Bvzll, [[(I—Ay)7!|| sdo limitadas por uma constante que depende
somente de expoentes positivos de d~! e das propriedades C* de 0Ky, dD (ver

Observagao 2.11 e também [20]).

Podemos obter diretamente a estimativa
[wyllca@) < C(D)|Avllo2.p < C < +o0,

onde C' > 0 nao depende de v, pelo Teorema 9.2 em [46], Teorema 3.1 e hipiteses
H7 e H10. Isso fornece uma estimativa uniforme para a norma Y, de ((y, @y, Xv)*

e, consequentemente, para vy 1, Uy 2.

Para a segunda parte usamos a Proposicao 2.2 para obter a represen-

tacdo vy = (Yv1,¥va) = (1 (vv1 + wy ), pa(vy 2 + wy 2), onde

0
Uy,1 = Bv,l<I - Av)_l _%Uv + (@vajl - anV,2) )
koW
0
Uy2 = BV,Z(I - lAV)_1 _%O’V + (aywv,l - aywv,Q)
0

Wy 1, Wy 2 80 solugdes de (2.28) e (2.29) respectivamente, com K, p e h substituidos

por Ky, py € hy.

Observando que os operadores By, 1, By s e (I— A,)~! sdo limitados de
Zy = C1T (0K, (1)) x C*(OK,(t)) x C1T(0K,(t)) a Z, o resultado segue como na

primeira parte se pudermos estimar w; e ws. Isso é possivel através das seguintes



4 Teoria de Existéncia para o Movimento Hidroelétrico: a Velocidade de Deslizamento 84

estimativas elipticas cldssicas [47]

lwvallore @z < Cllovall oo @rm): (4.14)

onde C' > 0 depende somente de K. Similarmente, existe uma constante C' > 0
que pode ser escolhida independentemente de v,7 (usando o fato que &y (t) > d,
vt € [0, 7))

va,2H01+a(D\Kv(t)) < C||sinh (?/fv)HCa(D\Kv(t)) <C (4.15)

onde usamos a estimativa

| sinh by (x, ) — sinh by (y, ¢)][x — y[ ™ <

Py (x,t) e —
< x— y|—a/w cosh(z) dz < C|ldllgo i ¥y € D\EL(D)

V(yvt)

o Teorema 3.1, a primeira parte e hipotese HT7.

A terceira parte do Lema segue-se usando (4.4), que nos da a estimativa

oyl ) < CUIG N o2 0r, @) + vl @r,))-

Para estimar as normas acima usamos novamente teoria eliptica classica; estimativas
uniformes para |[wy,1|cora @) € 1Wvellczra iy ) similares a (4.14) e (4.15) sao
vélidas (Teorema 6.14 em [47]). Agora usamos o fato de que ¢ satisfaz a segunda

equacao em (2.21) para escrever

2
= w1 — Tix — (2 — 1) D¥y
@ M1+M2[9 1= Tixy — (p2 — 1) D]
onde gy = —4%30‘, + (O,wy1 — Oywy o). Tomando a norma C'T*(AK,(t)) em ¢y,

obtemos o resultado desejado usando o fato, j4 mencionado (ver (2.30)), que

D3y llcraar, 1)) < Clleyllos @y @)

(onde C' depende somente sobre 0Kj) e pela parte anterior do lema. Podemos obter

1ol 52 0k0 1) < C,

usando a primeira equacao de (2.21), (4.4), argumentos similares aos anteriores, a

parte anterior do Lema e por HS8. Il
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Lema 4.4. Considerando as hipdteses do Teorema 4.1, existe uma constante C' ndo

dependente de Y, 4 tal que

IVavllzo om0 @ < C

Demonstragao. Usando a definigao (4.2) e o Lema 4.2, obtemos a estimativa, para

cadai=1,2,3,

||Us 2||H3/2 (0K (t < C'||¢v IHH3/2 (0K~ (t) )H?/JV 1||H5/2(6Kv(t)) (4'16)
considerando (4.5). O resultado segue usando-se o Lema 4.3. O]
O

4.3 Limites para as Solugoes Aproximadas

Analogamente a discussao no Capitulo 3 da presente tese, vamos con-
siderar uma seqiiéncia (u™, (™) de solucdes aproximadas como obtidas previ-
amente. Colocamos V(™ como o termo forcante obtido pelo procedimento de
extensdao descrito na Secdo 4.3, através do célculo de ¥, a solucdo de (3.8)
considerando-se K (™) (t), p™, o™ Os resultados de compacidade discutidos an-
teriormente garante-nos a existéncia de um limite (u, x) para (u™), (™) tal que
u € L>®0,7;H}(D))? e p € L*((0,7) x D). Além disso u™ converge a u em
L*((0,7) x D) e 6(t) > d, para todo t € [0, 7]. Resta-nos demonstrar que, se V estd
relacionado com v, (4.12) verifica-se para (u, i, V) para todo ¢ € V. Dessa forma

devemos demonstrar, para todo ¢t € (0, 7),
/ / D\K(m)(t)AVm Ip\gmAV)drdx — 0,
quando m — oo.

Teorema 4.2. Sob as hipdteses do Teorema 4.1, para todo ¢ € L*(D x (0,7))>
€ (0,7),

/ / D\K<m) )AV(m) — ]D\WAV)deX — 0, m — oo.
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(m

Demonstragao. Primeiro observamos que Vt € (0,7), i =1,2,3, V,; eV, ) tom as

seguintes representacoes na forma dos potenciais hidrodinamicos de F. K. Odqvist

(ver [92], [29] ou [96])

Vi(x,t) = Z Ukz (x —y)sk(y, t)ds(y) +
Z Ukl (x — y)(y, t)ds(y), Vx € D\K(t), (4.17)
o=
Vir(xt) = i / Uki(x = y)si" (v, )ds(y) +
=1 7 OK(™ (1)

+ Z Ukzx y)O (y, t)ds(y), ¥x € D\K(™(t). (4.18)

Aqui, para x = (21, 2, 73),

1 20; 0?
Uij(x) = ( ;

- <rx|>) =123
x|  Ox;0x;

e v = (v, ,13) é 0 vetor normal exterior a superficie relacionada. As densidades

8mn

vetoriais ¢ = ¢;, (™) = gi(m), 9 =9;, 9™ = ﬂgm) sao solugoes das seguintes equacoes

integrais
Z( [, U= i )
+i (/6D19k( )Uki(x Y)dS(y)) = 0,(x,t), x € OK(t), i=1,2,3
0 (4.19)
(/ o S U= )i )

+
e
T~
S
)
<
pall
<
c
T
%
|
=
=y
~
|
(e}
b
m
Q
-
~
|
—_
[
w
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zi: </aK<m> Y, 1) Uki(x — y)ds(y)) n
+i </6D19 B Uki(x = )dS(y)> = o™ (x,1), x € IKM (1), i =1,2,3,
3 (/amm Y1) Uki(x — y)ds(y)) +

_|_

3
Z (/ Y, 1) Uki(x — )ds(y)) =0,x€0D,i=1,2,3.
-1
(4.20)
Definimos I'(t) = 0K (t) U 0D, '™ (t) = 0K™)(t) U D e consideramos as fungoes

vetoriais ® € H3?(0K(t)UdD)?, @™ ¢ H32(0K ™ (t) U dD)? tais que

Olok) = Vs, Olop =0, O],y = v, @™ |yp = 0.

S

Da mesma forma, definimos as densidades vetoriais &, 0™ tais que & lokw) = S,
Elop = 0, & |ggemey = <™, M |op = 9™, Entao (4.19) e (4.20) podem ser

reescritos como

Z (/F(t) §e(y, 1) Upi(x — y)ds(y)) = 0,(x,t), x € I'(¢), (4.21)

3 x —y)ds = 0" (x X (m) .
Zl (/Nm) Y 1) Uki(x — y)d (y)) O (x,t), x e TM(t),  (4.22)

para i = 1,2,3. Conforme demonstrado em [29] (Teorema 1, Capitulo XI, Parte B,
§ 5), os problemas acima admitem como tnicas solucdes funcdes & € H~/2(I'(¢))?,
€m ¢ H-Y2(T)(#))3, no sentido que os funcionais L(v) = fr v ds(x) e

J(v) = Jrem ¢m) .y ds(x) sdo continuos em HI(D\K( ))? e HY(D\Km(t))3

respectivamente. Além disso, a seguinte estimativa é valida

onde C' = C(0K,,0D).



4 Teoria de Existéncia para o Movimento Hidroelétrico: a Velocidade de Deslizamento 88

Observamos que, se X, X denotam os fluxos Lagrangeanos de u e

ul™ | respectivamente, Vx, y € 0K, com X # y,
Ui,j (X<t7 X)? X(t7 Y)) = Ui,j (X7 Y) (424>

como é facil checar. Evidentemente o mesmo é vélido para X). Como con-

seqiiéncia, (4.19) e (4.20) podem ser reescritos como

/aKO ) ) Uri(x —y)ds(y ))+

NE

-
+Zi: ( - Uiy, ) Ui (X (t,x) — Y)dé’(y)) = v (X (8, %), 1),
Zi: (/OKO ™ (t,y),t)Ugi(x — y)dS(y)) +
* i (/aD I (y, U (X (2, %) —Y)dS(y)> — o™ (X (1, x), 1),

Vx € 0Ky, i = 1,2,3. Enquanto que, Vx € 0D,
3
S ([ sy 00— Xley)ast)) +
0K,
3
3 ([ U= y)asy) ) o
k=1 \/OD
3
0Ky
[ o500 y)asy) ) o
para ¢ = 1,2,3. Subtraindo as expressoes acima obtemos

Zl (/dKo Sh (m (v,6)Uki(x —y)ds(y) + /aD(519)§€m)(y,t)Uki(X(t,x) —y)ds(y)> =

= (dv,)™ (x, 1) — Z (Uk(X (%) = y) = U (XM (t,%) = y) 0" (v, £)ds(y)

(4.25)
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para x € 0K, e para cada 1 =1,2,3. Parax € 9D e =1, 2,3 temos
3

3 ( /8 ) (66) (y, ) Ura(x — X (t,y))ds(y) + /a D<519>§:"> (y, ) Ups(x — y)ds(y)) =

k=1

:Z/{;K ngm)(X(m)(t’y),t)(Uki(X — X(m)<t,y)) N Ukz<X . X(t,y)))ds(y)_

(4.26)
Onde, para todo t € (0,7) e x € 9K,
(66)"™ (x, 1) = (X (t,%),t) = <" (X"™(t,x), 1),
(6v)™ (x,1) = ve,(X (£, %), 1) — v (XM (8, %), 1), i = 1,2,3

e, para todo x € 9D,
(69) ™ (x,1) = 9(x,t) — 9™ (x,1).

E importante observar que as integrais no lado direito de (4.25) e (4.26) sao bem

definidas, usando o fato de que
max (6(t), 5™ (t)) > d, (4.27)

vt € (0,7) e m > 0. Como X|g, e X™ |, sdo transformacdes rigidas, é imediato
que (0s)™ € H=Y2(0Ky)? e que (69)™ € H~1/2(9D)® (ver discussdo na Secio
1.1.7 em [84]).

Usando as relagdes obtidas em (4.25) e (4.26), observamos que, se y; €
0K (t), as densidades v™ (yy,t) = (6¢)™(Q*(t)(y: — xc(t)), 1) e (00)™ satisfazem

0s sistemas

kZ:: (/BK(t) U](gm)(y’ t)Uri(x; — y)ds(y) + /BD(M)x(gm) (v, 1) Upi(x; — Y)ds(}’)) =

= f (xt, t), para cada x; € 0K (t), i =1,2,3,
(4.28)

23; (/M(t) ¥, ) Uki(x — y)ds(y) + /8D(619),§m)(y,t)Uki(x ~ y)ds(y)) _

= gi(m)(x,t), x € 0D, i=1,2,3.
(4.29)
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Aqui, para x € 0Ky, x; = X(t,x) € 0K (t) e

(m) m) (4.30)
+Z / (Ulxe = ¥) = U™ = y)0" (3, £)ds(y)

onde 5™ (x,, 1) == (6v,)™(Q*(t)(x; — x.(1)),1) e x\™ = X(t,x). Para x € 0D,
9" 8 =

(4.31)
_ Z /a ), 0)(Ugi(x — X (1, y)) = Ups(x — X(1,y)))ds(y),

Ressaltamos que v™ € H~'/2(9K (t))?. Por uma conseqiiéncia de (4.27), os nticleos
das integrais envolvidas na definicao de f(™ e ¢(™ sdo suaves. Assim, através de
um célculo simples e uso do Lema 4.2 vemos que, Vt € (0,7), f™ € H32(0K (1)) e
g™ € H3/2(9D)3. Da mesma forma que em (4.21) e (4.22), o sistema (4.28)-(4.29)
tem uma tinica solucdo em H~'/2(0K(t)UOD)>.

Consideramos A™)(t) e B (t) como definidos em (3.30). Seja t €

(0, 7) fixado. Como observado anteriormente,
Ve H*(D\K(t)? e V™ e H*D\Km(t))

Usando (3.31), para cada ¢ > 0, existe N > 0 e uma esfera S. CC D tal que,
Kt)UKM™(t) cc S, [SN\K () UKM(t))] <ee

dist(D\S., O(K (t) U K™ ())) > € (4.32)
para todo m > N. Entao podemos escrever,

[ UV LoV < | o (AV" - AV el
D D €

usando o Teorema 4.1. Considerando (4.17) e (4.18) obtemos, para todo x € B(™)(t)

e para cada i = 1,2, 3,

(V" = V)(x, 1) = V"™ (x, 1) + V™ (x, 1) (4.33)
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onde

o \Joxq (4.34)
~Ukilx = Xt 3)™ (X (1), )ds(y))
Através de (4.28) e (4.29), observamos que V™ € H'(D\K(t))? é um campo de

velocidades satisfazendo o seguinte problema de Stokes em D\ K ()

nAV™ = VP, em D\K(t),

divV™ =0, em D\K(t),
(4.35)
v = (M em 9K (1),
Y = gm em  9D.
onde P é um campo escalar dependendo sobre v(™ e de (69)™. Utilizando o fato
de que D e K siao dominios de classe C?*® e a regularidade de f™ e g™, devido a

resultados de Cattabriga [17] (V, VII), temos que V™ € H?(D\K(t))? e a seguinte

estimativa é valida

||sz'(m)”L2(D\W)3 < C(||Vz‘(m)HH3/2(8K(t))3+HVz’(m)||H3/2(8D)3>
= C(Hf(m)HHB/2(aK(t))3 + Hg(m)HH3/2(8D)3)>

onde C' > 0 pode ser escolhido independente de m, usando-se (4.27) e o Lema A2
em [54].

Considerando (4.32), podemos diferenciar a expressao (4.34) sob a in-
tegral. Usando a estimativa (4.23) e o Lema 4.4, obtemos
sup |AV™(x,t)] — 0
x€D\Se
with m — +00 (um argumento similar em uma situacao diferente pode ser vista na

prova do Teorema 3.1 em [114]).
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A integral envolvida na definicio de f(™ em (4.30) e a funcio g™
definida em (4.31) convergem a zero na norma H*/2(0K (t))* como uma conseqiiéncia

de (4.27) juntamente com a estimativa (4.23) e Lema 4.4. A convergéncia

18" | 3295 1yys — O

com m — +00, serd demonstrada em uma seqiiéncia de lemas técnicos.

Lema 4.5.

||z/}(m) - dJHCa(B(m)(t)) - 07 m — oQ.
Demonstracgao. Consideramos a representagao

Y = (¥1,12) = (pa(wr +v1), pa(ws + va))

como no Lema 2.3. Para m suficientemente grande e para 2 < p < 6 escolhido como
no Lema 2.3, temos pelas hipéteses H7 e H10 e Lema 3.4,

Jw — w(m)Hca(ﬁ) =[|G*xh—Gx* h(m)Hca(E) =

< C(llp™™ = plleoy + 167 = bll o)) (4.36)

<e+ O™ — ¥y < (C+ e,

onde aqui usamos a seguinte estimativa

() P
/ | sinh 1™ (x) — sinh 1(x)[Pdx < / (/ cosh(z) dz) dx
D D \Jytm (x)

< Cillgt™ = glfp, b < Call™ = gl ),

obtida por meio do Teorema 3.1 e da imersdao de Sobolev H'(D) C LP(D). Vamos

colocar y; = X(t,y) e yﬁm) = X (t,y), para cada y € K, e definir

(60) ™ (y) = C(ye) — C™ (™), (30)™(y) = o(ye) — o™ (y(™), y € 0Ky

juntamente com

(0) ™ (y) = (x — x"™)(y), y € aD.
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Usando a representacao (2.15) para v, 0™ para todo x € Bm)(¢) )(t), obtemos

Qv(y) - (x — 1)

(m) _ m
(1)2 - ’UQ)(X) - 0K, 47T|X_Yt|3 (5C)( )( )dS(y)+
Q(t)l/(y) ) (X - yt) . Q(m) (t)V(y) : (X - ygm)) (m) (,(m) s

(4.37)

_1 v(y) - (x = ¥)(6x) ™ (y)ds(y)
+ 2 /BKO 47T|X_yt‘5<ﬁ(>’)d8(>’)+/{m pr— +

1 1
(m) (,(m)
142 / - ey, )ds(y)-
Ko <4W|XYt| 47r|x—y£m)> !

Inicialmente, vamos mostrar que

y x . ('m) v x (m) m
faKO<Q(t) ():Gaye) _ QU ()G >><< ) (y{™)ds(y)

4dm|x1—y:|3 4r|xy— x(’”)‘S
sup |x1 — X2|0‘ +
QU (y)-( ) QUM Br(y) (x2—y{™) (m)
i, (et - S ) iy O
R

|x1 — xa|®

com m — +o0o, onde o supremo é considerado sobre todos os X1, %y € B(™)(t) tais
que X; # X5. Para isso, basta estimarmos a expressao

v x v(y)- x("")/f m
IBKO ( L{‘Xl ly\g) - @) ((ml),yz,’)> C( )(yi(tm))ds(Y)

4m|x]

+

o i = 3/

(4.38)

4m|xy y|3

v(y)-(x5— v(y)- x(m)/f m m
faKo ( g\)x(’zfy\z) — ) ((mZ)’_ y)> C( )(y,g ))dS(Y)

)

[x] — %[

onde o supremo é agora considerado sobre todos os x4, x5 € Q) (¢)\ Ky, x| # X},

onde QM) (¢) = M*(B™(t)) N M™"(B™)(t)). Evidentemente,

™ =% =0, x5 — x| -0

xgm),|. Usando o fato de que

com m — +o0; além disso, |x| — x}| = |x§m)
¢ (xI™ (1) + QM (t)y) € C'™(dK,) e que os potenciais de camada dupla en-
volvidos em (4.38) sao fungoes de classe C%(R?*\ Kj), a estimativa abaixo fornece o
resultado de convergéncia desejado

I v(y)-(x—y)  vly)- ™
0Ky 4r|x) —y|3 (m)’

_ v(y)-(x— v ()’ m m
) ) Gy) vy ”)C( ) (y ™ (1)) ds(y)

4m|xy -3 amxy—yl[3 47r\x(m) M
o FEEAR
|‘..‘°‘|...|1_°‘ x| — x4]*(|x 7X(m) ‘1 a+|x(m) |1 )
S sup y - S OSllp 1 2 1 1 ; 2
|x7 — Xp|® |x] — X5
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Aqui C depende somente de 0K (Teoremas 2.16 e 2.17 em [20]) e usamos o Lema

4.3 para estimar uniformemente [|¢"™||c1+a o)

O mesmo resultado pode ser obtido de forma similar para o quinto

termo em (4.37).

Vamos mostrar que a norma ||.||ce dos termos restantes em (4.37) con-
vergem a zero. Considerando que as densidades (¢™, ™) (™) e (¢, ¢, %) sdo

solugoes de sistemas andlogos a (2.21), obtemos, depois da subtragao

(5@)(m) C(m)
IT—A) | (5p)™ | =M | oo | I, (4.39)
(6x)t™ X

onde A foi definido no Lema 2.3, porém considerando 0K, como o dominio de
integracao dos operadores integrais componentes. Também estamos considerando
os operadores 17, Ty, T3 e Ty como em (2.20), todavia o trago é tomado em 0K (t) ao
invés de 0Ky. Em particular, definindo novamente x, = X (¢,x) e x\™ = x(m) (t,x)

para cada x € 0Ky, temos

g D[ ) = Y)
T ™)) = 250 [ A g yasty). (@)

x € 0K,. Os operadores M e J(™ sio definidos como

07 07 7M1 (:ul - M?)(w - w(m))
M= |0, 0, M, ’J(m) =10 ,
Ms, My, 0 (w —wt™)

onde, para x € 0K,

Xy — Xgm) _
Mix ™ (x) = py /80 (06‘(;/(}’) y) aG(ay(y) Y)) ) (5)ds ().
M09 = s [, Sy ) oy
_ 9 aG(xgm) —y) -
i [ P ey
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e, para x € 0D,

™ () (y).(x — yi™ vy)(xX—y: m
M3<(m)<X) - /<9K0 (Q Elizb((y—) }<’§m)|3yt ) B Q@iﬂg)—(}’t‘gy >> C(m)(y§ ))dS(y)’

1 1 .
Myp™(x) = £2 / ( ) 0™ (yi™)ds(y).
0Ko \ |x — |

A y k=
(4.42)
Vamos introduzir Yy = C*(0Kjy) x C*(0Ky) x C*(9D). Logo
(36)™ ¢om
(0p)(™) <@ —=A)7H [ IV Iy | (4.43)
(m) (m)
(dx) ve X Ve

Por (4.36), ||[J™]|y, — 0 com m — co. O Lema 4.3, Observacao 2.11 e
célculos elementares usando (4.27), mostram-nos que o primeiro termo tende a zero
quando m — +o0 (cabe observar que ||[M|| depende de poténcias positivas de d=1).
Assim

(6¢)™
(5p)(m™) — 0, m — +o0. (4.44)
(6x)™

Portanto, usando as propriedades de regularidade dos potenciais de camada simples

Yo

e dupla mencionadas em (2.26) é imediato que o primeiro, terceiro e quarto termos

em (4.37) tendem a zero na norma C*(B(™)(t)). O

Lema 4.6. Sejam (6¢)™, (6¢)™ como definidos no Lema 4.5. Entdo,

max{(]| (60) ™ ler+e(ora), 1(80) ™ llor+a@re)} — 0, m — +o0.

Como conseqiiéncia

™ (X (#, %), 8) — 1 (X (8,%), 1) or+e(or0) — O,

com m — +0o0.
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Demonstracgao. Relembrando o Lema 4.5 e considerando a definicao de x;, xgm), Yt
e ygm) 14 introduzidas, as expressdes (4.39) e (4.43) sdo validas para ((6¢)™, (60)™, (6x)™)

com Y substituido por

W(] = C1+a(aK0) X C’a((?KO) X C’HO‘(@D)

€
0
(m) __ w1 (x¢) N 8w(m>(x(m)) _ Owa(x¢) 8w(m)(x(m))
JV = ( ay(x:) at/(xg"f)) ay(xtt) 621/(x§"f)) . (4.45)
0

Portanto, para a segunda parte necessitamos mostrar que
1Ty, — 0, m — 400.

Isso serd imediato se pudermos mostrar que

dwi(x;)  dw™(x™)  Owa(x,)  dwd™ (x(™)
- - +
v (xy) Av(x™) v (x¢) Av(x™)

— 0,

Cl+°‘(8K0)

com m — 400, 0 que garante a primeira parte do Lema, ja que por (4.39),

+
(M 2 m) (66)"™ = u2D(8)™ + (15 — 113)S(0p)™ + paTo(6x) "™ — Mix ™
(§]
+ “(50)(m
(Ml ! W) (0) ™ = —(T1(6x) ™) + (—ptz + p1)D*(8p) ™+

Owi(x)) _ dwM(™)  dwalx) | dwi (™)
Ov(x¢) 8V(X§m)) Iv(xy) 8V(X§m))
onde o operador 7} foi definido em (4.40), M; e Ms em (4.41) e T; em (2.20) (onde

o trago é tomado em 0K (t) ao invés de 0Kj). Logo, usando as propriedades de

continuidade dos operadores D e S, obtemos as seguintes estimativas

16¢) ™l r+a o0y < CUNOC) ™ o) + 1169) ™ lloa o) +
+ I T2((0X) ™) 1+ ora)
169)™ llcra o) < CUITLOX) ™ [loraore) + 1(89) ™ llem or0))+

owi(x) o™ (x{™)  Owa(x)  dwi" (x{™)
B - N T )
V(%) v(x; ) v(x¢) ov(x; )

C1+2(9Kp)
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Um célculo direto, usando o Lema 4.3, que fornece estimativas uniformes para as

normas C® das densidades (¢™), o™ (™)) juntamente com (4.27) fornece

max{|| Ty (0x) ™ [|c1+aaro)s 1T2(6%) ™ | crtaoro)s |Mix ™| cr+aorg)t — 0

com m — +o0. Usando (4.44) obtemos

1(69) ™ || caarce) = 0, [1(60)™ [l cearce) — O

com m — —+00.

(m) ( (m)

Owi (x¢) ow; 7 (x; )

Agor r 1 ™
gora observamos que v (xy) 8u(xgm))

seqiiencia direta de H7, da definicao de wy, w§m) e das propriedades da invariancia

) = 0. Isso é uma con-

rotacional e translacional do operador gradiente.

Relembrando o Lema 2.2, w; é solu¢ao do problema (2.29) considerando,
para cada t € [0, 7], o dominio D\K (t) e h(x,t) = b(x,1(x,t)), usando a hipétese
de que supp p CC K(t). Por sua vez, wém) é solugao de (2.29), considerando-se a
regiago D\K (™ (t) e a funcao h™ (x,t) = b(x, ™ (x,t)), onde usamos novamente o

fato que supp p™ cc K™(t).

Seja B C R3 uma esfera tal que D C B. Definimos h € C*(B),
L™ e C°(B) as extensdes (dnicas) & regido B das funcdes h e h(™), respectivamente.
Observamos que, para cada t € [0,7], por (4.27) existe uma constante C' > 0

dependendo somente sobre a geometria de 0K, e de 9D tal que

1Pllcacm) < Cliblloe oz

(4.46)
120 | gy < CI1

"o iR

(ver Lema 6.37 em [47]). E bem conhecido o fato (ver discussio em [40]) que podemos

expressar wsy € wém) da seguinte forma
w2(xa t) = U<X7 t) - u(x, t)7

wi™(x, 1) = U™ (x, ) — u™(x, )
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onde
Ut t) = [ Glx=y)hly. ()
U™ x,t) = [ Glox = y)E™ . 0d()
e u, u™ sao solucoes de

Au(x,t) =0, x € D\K(t)

(4.47)
u(x,t) = U(x,t), x € 0K(t) UoD
e
Au™(x,t) =0, x € D\Km (¢
(x,1) \Km(t) (4.48)
um™(x,t) = UM (x,t), x € aK™ (t) U D,
respectivamente.

Dessa forma, temos de estimar a norma C'T*(0Kj) das expressoes

AU(xet)  dUM (™ ) o duGat) _ Bulm™ (x™ 1)
(9V(Xt) 6V(X§m)) 81/(Xt) al/(xgm))

Consideramos, inicialmente

OU(xi,t)  OU™ (x™, 1)

Ov(x) Av(x™)
v(x) - (x; — y)h(y,t p(x™) . (x™ — 3 R (y ¢
B A|x; — y| B Am|x; " —y|?
Definindo

By(t) = {z € R%z = Q"(t)(y — x(t)); y € B}

By (1) = {z € Rz = Q)" (t)(y — x\"™(t)), y € B}
temos que

OU(x;,t)  oUM(x\™ )

v (%) 81/(X§m))
/ Z/(X) . (X - Z)h()i:(t)g_'_ Q(t)zv t) dS(Z)+
Bo(®) 4|x — 2

_ / » v(x) - (x = DA () + QM 0z 1)

Am|x — z3
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para cada x € 0K,.

Seja A (t) = By(t) N B((]m) (t), escrevemos entao

OU(xs,t) UM (x\™ 1)

v (x) 8y(x§m))
/ v(x) - (x = 2)(hlxe(t) + Q)2 1) = K (H) + QU (2, 0)
AGm) (1) drlx — 2 (4.49)
+/ V<X) ) (X — Z)h(Xc(t)S-i- Q(t)zat) dS(Z)+
B{™ (A (1) dm|x — 2|
(x — z)Yhm) (x{™) (m)
-/ (o) (¢ = h ™ (1) + Q1))
Bo(t)\ A (¢) dmlx — zf3
para cada x € K. Relembrando a defini¢ao da norma de C'**(9Kj)
[Ullcr+e o) = E{ [Vl crsa iy, V € CT(Ko), Vlox, = U} (4.50)
obtemos as seguintes estimativas para cada termo de (4.49)
/ v(x) - (x = 2) (h(xe(t) + Qt)z,1) = A () + Q™ (B)z,) <
Al (1) 4rr|x — z|? S =
< Cllh = h"™ | g iz,
v(x) - (x = 2)h™ (" (1) + Q) ()2, )
/ 5 ds(z) <
Bo(t)\A(™ (t) dmlx — 2| Cl+a(Ry)
(x — Z) B (™) (m)
< sup v(x) - (x —z2)h"™(xc (1) + Q"™ (Y)z,t) |B\A™ (1)]
2€ Bo(H)\A(™) (1) x — z .
< C|Bo()\A™ (1)),
/ V(X) ) (X — Z)h<xc(t>3+ Q(t)z’ t) dS(Z) <
B{™ ())\A(™ (t) Ar|x — 2| C1+a (o)

< C1B (NA™ (0],
onde usamos as propriedades de regularidade de potenciais newtonianos, a estimati-

va uniforme para h(™ demonstrada no Lema 4.3 e o fato de que, para todo t € [0, 7],

dist(Ko, Bo(t)\A™(t)) > d, dist(Ko, B{™ (t)\A™ (1)) > d.

Usando (4.46) e o Lema 4.5 é evidente que ||h — E(m)HCa(fO) — 0 com

m — +oo. Usando o mesmo argumento acima ¢ possivel demonstrar que |[U —
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U] g2t ary) — 0 com m — +00 e entdo

U (x4, 1) OU™ (x4,
- (%, 1) _ ((it) ) 0
V<Xt) 8V<Xt ) C2+2(9K))
com m — +o00. Vamos estimar agora a norma C'T*(9Kj) da expressao 8;52‘;;';) -

au(m>(x§m),t)
ov(x;"™)
C*(D\K(t)) e u™(x,t) € C?+*(D\Km(t)).

Para isso relembramos que, por resultados classicos [87], u(x,t) €

Pela teoria de operadores integrais singulares, usando o fato de que u,

ul™ sdo solucdes de (4.47) e de (4.48), respectivamente, podemos escrever

B 0G(x — z) o $\ds(z 0G(x — z) 2 $\ds(z
u(x,t) = /aK(t) @) s(z,t)ds( )+/8D O I (z,t)ds(z)

A () — 9G(X —~2) ), 1\ds(a 9G(X —2) som) (, \ds(z
) = foy ooy 0+ [ S i),

com densidades
(¢,9) € C (DK (1)) x CH*D) e (<™, 9™) e CH K™ (t)) x C*(9D).

Definindo ((65)™), (§9)™)) como no Lema 4.5 e usando argumentos similares aos

utilizados nesse lema, vemos que ((6)™), (69)™)) satisfazem, para todo x € 9Kj,

1
D(36)"™ (x, 1) + 5 (66) "™ (x, 1) + (Tod) (x4, 1)+
2 (4.51)
— (1) (x™ 1) = Ul 1) = U (™ 1)
e, para todo x € 9D,
(m) _(m) (m) L s gyom) _
(T36)(x,t) — (153776 (x,t) + Do (60)"™ (x, 1) — 5 (69)"™ (x,t) =
2 (4.52)

= U(x,t) — UM(x, 1),
onde os operadores acima foram definidos em (2.19), (2.20), (3.27) e (3.28). Definin-
do, para cada x, € OK(t), a funcio v™(x,,t) = (6¢)™(Q*(t)(x; — x.(1)),1), 0

sistema (4.51)-(4.52) pode ser reescrito como

1
DU (1, 1) + S0 (x4, ) + (Ta(09) ™) (351, £) = Uy, 1) — U (x™, )+

0G(x"™ —2z) 0G(xt—2)\ Jm) 2 Dds(z
+/8D< v (2) v (z) )19 ste)
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para todo x; € 0K (t) e, para todo x € 9D,

1
Dy (609)™ (x,t) — 5(519)(’”) (x,1) + Tso'™ (x,t) = U(x, ) — U™ (x, )+

0G(x —2) () 2 Dds(z) — IG(X —2) () 5 \ds(a (4.54)
Loy ooy iiste) = [ I st

onde estamos considerando os operadores D e T3 definidos em 0K (t). Se definirmos
o™ (x,t) e o™ (x,t) como sendo as expressoes no lado direito de (4.53) e (4.54)

respectivamente, vemos que

£0m) (x,t) = /BK(t) %U(m)(z,y, t)ds(z) + /613 %(&9)(’”) (z,y,t)ds(z)

é solucao do seguinte problema

Af™(x,t) = 0, x € D\K(t)
) (x,t) = ™ (x,t), x € OK(t)

M (x,t) = eV (x,t), x € OD.

Das propriedades de unicidade e regularidade para o problema acima, (™ € C?**(D\ K (1)),
jé que, como é facil checar, p{™ € C** (0K (1)) e pI™ € C2+2(9D). Além disso, a

seguinte estimativa é valida

I oo prre < CURT™ losaoray + lps™ llozreq@ny) — 0, (4:55)

com m — +00, onde usamos (4.27) e o fato de que a norma C'™* das densidades

(g(m), ﬂ(m)) é limitada por uma constante indepedente de m. Escrevendo

) 3u(m)(x§m),t) = (v(x,) — v(x™)) - V. (x
v (x) A (x™) = (W) = () - Vit (%0, £)+

+ u(xgm)) (Veu(xy, t) — ngmu(m) (xim), t))
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notamos que temos de estimar somente o segundo termo acima. Considerando o

Teorema 2.23 em [20], observamos que
v(x™) - (Vau(ee, 1) = V,oou™ (™, 1)) =
— (™). ( / Vi, G(x; — 2) X (Vians(z, 1) x v(z)))ds(z)+
K (t)

1 aG(Xt — Z)
+5 Vians (x4, 1) + - VXtaV—(Z)ﬁ(Z,t)dS(Z)> +

p(x™)y . mG(x; — 2) X (Vians™(z,1) X v(z s(z
o) ([ TG0 x (T, 0) 1) i)+

1
3 Tms t) + [ 9,00 2D ).

aD ¢

Um calculo direto mostra que a expressao acima pode ser reescrita como
— (™). ( Vi, G(x¢ — 2) X (Vianv ™ (2,1) x v(z)))ds(z)+
OK(t)

)x
#5050+ [ 9, 2RI o) ) ) +
2

Xy — x\™ — 7
+ ™). /8 . (v,q aagy @ vx@%) 9 (z,¢)ds(z)

e isso corresponde a
- (V< ) vxtf( (Xt> )>+

y X(m) ) GG(xt — Z) _ 8G(x§m) — Z) (m) z s(z
+r(x) /ap (VXt—ay(Z) ngn)—ay(z) )19 (z,t)ds(z).

Consideramos a definicao da norma ”f(m)”c2+a(a[((t)uaD) como em (4.50) e relem-
bramos (4.55); entdo, usando a limitacio uniforme de Y™ um célculo simples
usando o teorema da convergéncia dominada nos mostra que a norma C't*(9K)

da expressao acima é arbitrariamente pequena para m suficientemente grande. [J

Corolario 4.1. Parat1=1,2,3,

[vg4(%e() + QE)x, £) — v (xU () + QU™ (£)%, )| g2 o) — O

com m — 400, para cada t € [0, T].
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Demonstracgao. Inicialmente observamos que, por resultados demonstrados em
[84], existe C' = C(0Ko) tal que [|vs:(X(t)+Q)%) | w3/20k0) < Cllvsi(Xe) | arzorc )

para cada t € [0, 7]. Escrevemos

Vsi(x(t) + Q()x, t) — v (x™ (t) + QU (t)x, t) =
= (W (xe(t) + Q)% 1) — Y™ (X (1) + QU™ (£)%, 1)) Vianth (Xe(t) + Q(E)x, )+

+ ™ (xM (1) + QU ()%, ) (Vian ™ (U™ (1) + QU (1), 1) — Vianthr (x.(t) + Q(t)x

e consideramos a norma H3/2(9K,) dessa expressio. O resultado segue pelas Lemas

4.2, 4.3 e 4.5 e pelas estimativas abaixo, para cada : = 1, 2, 3,

81, ) = 0 ™ ) (Vo) 52 ) /20y <
< Ol (W (1, t) —

m)

D™ ) /20160 || (Taanto)s (%2, ) | i3/201¢0)
< Ol (W1 (36, t) — 7™ (™ 1)) || o1+ @0 | (Vieanthn )i (e, O 32 0,) -
194™ (™ ) (Vean® ™ )i (™ ) = (Viant1)i (%o, ) |15/ 0100y <

< O™ (=™ ,t>||H3/2(aKO)||<<vmnwlm>>i<x<m> t) — (Viant1)i (%6 ) 57200
< O™ ™, )| /20 1937 (™ 1) — 1 (%6 ) | 115720100

< Cmax{[[(80)™ |l 5s/2(01¢0> 10) ™ | 5 2(01¢0)}

onde usamos (4.5). A convergéncia [[(6¢)"™||ys/295, — 0, m — +oo segue do

Lema 4.6 e das estimativas abaixo, obtidas através da primeira equagao de (4.39) e

de (4.4),

16 ™ | 5720010y < CUNBE) ™ N mrar201¢0) + 11(59) ™ Nl rs/2010) +
+ | T2 (5x)" )HHO/2(6K + | M1 (X)) H2(0K (1))
< C(1660) ™ | cr+aome) + 11(69) ™ || c1+0 o500y +

1T2(60) " N2 ooy + 1M1 O™ r201¢ 1))

1))
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Nosso resultado sobre existéncia local de solugoes para (4.12) acoplado

a (3.8) pode ser entao enunciado de maneira similar ao Teorema 3.3, se assumirmos

as hipéteses H7-H10.

Teorema 4.3. Seja d > 0 fizrado. Considerando as hipoteses H7T-H10 e uy €
L*(D)3, div ug = 0, ppoD(ug) = 0 e 6(0) > d, existe 7 € (0,+00] e uma solugao
(u,u) de (4.12) tais que u € L>=(0,7; H}(D))3, u € L*((0,7) x D) para todo 7 < T*.
Além disso, T = inf{t > 0;6(t) = d}.

E importante observar que Vt € [0,7%), §(t) > d e o método provavel-
mente falha se d — 0. No caso bidimensional, considerando um potencial gravita-
cional, 7* pode ser determinado como min{¢ : §(¢) = 0}. Como ja discutido na
introducao da presente tese, resultados globais sao disponiveis no caso do movimen-
to de bolas sob a agao de uma forga de corpo particular [54] ou no caso do movimento

de um cilindro bidimensional [107].

4.4 Existéncia de Solugoes Fortes

Grandmont e Maday [51] demonstraram a existéncia local em tempo
de solugoes fortes para um sistema acoplado envolvido no movimento de um corpo
rigido num fluxo incompressivel de Navier-Stokes, no caso bidimensional e sob a
hipdtese de que a massa do corpo é suficientemente grande. Nao é evidente que
resultados similares para o sistema eletro-hidrodinamico que estamos discutindo
possam ser obtidos. Esse nao é o caso se supormos uma hipdtese adequada relativa

a dependéncia dos potenciais com o movimento, num fluxo de Stokes.

Vamos considerar (3.8) e (4.1) acopladas as equagoes dinamicas

mduc(t) = /BK(t) o (x,t) - v(x,t)ds(x) (4.56)

dt

dw<t>_ X — X X O'H'V X S(X )%
AT = | ) x (0" e s ). (4D
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Onde o (x,t) = 2nD(v/(x,t)) — p(x,t)I e, por simplicidade, estamos considerando
|wx (Aw)| < w. Assumimos as hipétese H3 e H4 com 1/2 < a < 1. Cabe ressaltar
que trataremos diretamente o problema (4.1), sem o processo de extensao de vy a

regido D\ K (t), como no estudo de solugoes fracas. Por essa razdo nao precisamos

admitir a hipétese adicional de que os dominios sao de classe C?*¢.

Um par (u.(t),w(t)) € C*([0,7];R? x R?®) (para algum 7 > 0) satis-
fazendo (4.56) e (4.57) é uma solugao forte para essas equagoes. Para mostrar a
existéncia dessas solugoes temos de mostrar que uma condigao de Lipschitz local

para os termos a direita em (4.56) e (4.57) é valida.

Vamos considerar, formalmente, r > 0 e 0 < a < w. E imediato
que
V(u.(t), w(t)) € B(0,7) C C([0,a); R* x RY),
temos
U Kwew(t) € G C D, dist(G,0D) > d >0, (4.58)
te(0,a]

onde Ky, w)(t) sdo as posicoes da particula definidas pelo par (u.(t),w(t)). Va-
mos assumir também que pu,),w())s T(uc(t),w(t)) Satisfazem as hipéteses H7 e HS8.

Consideramos dois campos de velocidades
(u,, w), (0, w') € B(0,r) C C°([0,a]; R® x R?)

e denotamos ¥ = Y(u, w), ¥ = Y, w) com sendo as solugoes de (3.8) associadas
com (K (t),p,0) e (K'(t),p,0"), respectivamente. Colocamos também v/, v/ como
sendo as solucoes de (4.1) em D\K (t) e D\K'(t) respectivamente e consideramos
representagoes (4.17), (4.18) com densidades ¢,¢’,9,v’'. Para todo x € 9K, colo-
camos 0¢(x,t) = ¢(x.(t) + Q(t)x,t) — ¢'(xL(t) + Q'(t)x,t) e para todo x € ID,
0 (x,t) = Jd(x,t) — ¥ (x,t). Analogamente como na prova do Teorema 4.2 nés obte-
mos um sistema de equagoes similar a (4.19) e (4.20), onde estamos considerando os
mesmos operadores com as seguintes modificagoes: <<m>,z9<m>,v§m) substituido por

¢, v, OK ™ (t) substituido por OK’(t). Além do mais, uma estimativa como em

(4.23) é valido.
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Definimos

h = sup <{|uc(t> - u/c<t>|7 ‘W(t) - Wl(t)|} : (u07 W>’ (u:ﬂW/) < B(Ov T)) (459)

te(0,a]

Conforme demonstrado em [29], para cada i = 1,2, 3,

th -v;(x,t)ds(x / ) - vi(x,t)ds(x)| =
I (LRt Zm« S, 1)ds(x)

/8 K0<6<>i<y>ds<y>\ -|/ )

e, da mesma forma,

< Ollvill =120k 1

/8K(t)(x —x.(t)) x (c"(x,1) - v(x,1))ds(x) —
+ / (x —x,(t)) x (" (x,t) - v(x,1)ds(x) < Cllvill g-1/200k 1)) + O(h)
oK (1)

onde v € H™Y/2(0K(t))? é definido como no Teorema 4.2, com as modificagoes ja
mencionadas e usamos a estimativa (4.23), juntamente com o Lema 4.4. Usando
novamente uma estimativa similar a (4.23), nés teremos o resultado desejado se
pudermos mostrar que || fill g1/29x 1)) = OR); |9ill trr/20k ) = O(h) e isso implica
mostrarmos que

[sill 2ok 1)) = O(R). (4.60)

Aqui f, g, s s@o funcoes similares as definidas no Teorema 4.2, porém com as devidas
modificacoes. Para as integrais envolvidos na definicao de f e g o resultado é ime-
diato usando (4.58). Entretanto, (4.60) nao é ébvio e iremos obter esta estimativa

assumindo uma hipétese adequada sobre .

Observamos que ¢é possivel estabelecer um limite uniforme similar aquele
estabelecido no Lema 4.3. De maneira analoga a prova do Lema 4.6, definindo, para
y € 0K,

0C(y) = C(x(t) + Q(1)y) — ¢'(xc(t) + Q' (D)y),
0p(y) = p(xc(t) + Q)y) — #'(xc(t) + Q'(1)y)
e, paray € 0D,
ox(y) = (x = xX)(y).
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temos, para todo x € 0K,

o¢ ¢
bo |=@-A)" M| o |+T], (4.61)
ox !

onde J foi definido em (4.45), A no Lema 2.3 e M em (4.41). Relembrando a
notagao Yy = C'*(0K,) x C*(0Ky) x C*(0D) e (4.43), enquanto usamos os

mesmos calculos como no Lema 4.6, nés temos

¢ ¢
T-A)'™M| ¢ [ <[@-A) M| | <
, Yo X/ Yo
< @-a)y7om). (4.62)

Pela dependéncia nao-linear de J com relacao a 1,1’, ndo é 6bvio que possamos
obter uma estimativa similar para o termo (I — A)~!J. Entretanto é razodvel que

isso seja possivel se relembrarmos que, como pode ser visto no Lema 4.6, para cada

e > 0 hé d(e) > 0 e configuragoes K'(t), K(t), tais que dist(0K(t),0K'(t)) < d(e) e

1(5¢, dp, 5X)t||y0 < €.

Consideremos 1 como um operador de

B(0,7) c C([0,a]; R* x R?*) em C*"*(0K,)
colocando

U, w) = v(x(t) + Q(t)x, 1), ' (0, w') = ¢ (x(t) + Q'()x,1).

Por (4.61) e (4.62) observamos que
l1 — 1 = k"D = A) " | or+aory) = O(h)
onde D = D—%, mS, 0 ]

Nossa hipétese é:
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H11 Existe um intervalo maximal [0,a) tal que V7 < a existe um operador

linear limitado H : B(0,r) C C([0,7];R® x R3) — C'"*(9K,), onde
r= W, satisfazendo ||[D(I — A)~'J — H(h)|c1+e(oKy) = O(h), para
todo t € [0, 7].

Com essa hipotese ‘H é a derivada de Fréchet da aplicagao
Y B(0,7) € C([0,7];R® x R?) — C'*(0K),
para cada 7 < a. Além disso,

1Y — ¥ ler+a(ary) < O(h),
de onde obtemos (4.60), usando (4.2) e argumentos similares aos do Coroldrio 4.1.

Usando resultados bem conhecidos de equacoes diferenciais ordinarias

[60] temos entao estabelecido

Teorema 4.4. Admitindo a validade de H3-H4 juntamente com H7-H8 e H11, hd

um intervalo mazimal de existéncia [0,a) de solugdes fortes para o sistema (4.56)-

(4.57).

Como observado na introducao do presente trabalho, suspeitamos que
a existéncia é garantida enquanto a particula nao colide com a fronteira exterior

mas nao provamos esse fato nesse trabalho.

4.5 Formulagao no Caso de Regiao Infinita

Se relembrarmos que macromoléculas sao da ordem de 107 c¢cm em
diametro e tivermos em mente que, por exemplo, em eletroforese capilar, o ”enclo-
sure” D tem se¢ao transversal de milimetros e comprimento 10 cm (conforme disussao
em [15]), a regido tem dimensao da ordem de 10° a 107 maior do que a molécula.
Isso pode ser usado para simplificar o problema tomando o ”enclosure” como sendo

. . . T\ C , . . . , .
infinito, ou seja, K (t) mantém simetria rotacional no caso de uma particula singular
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ocupando uma regiao limitada. De acordo, supomos que a condi¢ao de contorno de
deslizamento na velocidade corresponde a solugao do potencial associado a equagao
de Poisson-Boltzmann numa regiao grande mas finita (sendo considerada como
uma aproximagao do problema de regido infinita). Somos forgados a usar essa formu-
lacao pois nao temos derivado propriedades eletrostaticas variacionais para regioes
infinitas. Dadas essas hipdteses daremos uma fomulacao matematica mais precisa
do que a encontrada na literatura (ver [108], [115]) apesar de estarmos considerando
uma condi¢ao contorno de deslizamento mais geral. Considerando que o movimen-
to do fluido toma lugar em uma regiao infinita com essa condi¢ao de contorno de
deslizamento, as propriedades mecanicas do movimento podem ser descritas através
do célculo tensorial como no esquema geral desenvolvido em [108]. Esse procedimen-
to permite, além de resolver as equacoes de campo diretamente, obter expressoes
para a forca e o torque dependendo somente sobre as propriedades geométricas da

particula e sobre o potencial.

Assumimos as hipéteses H7, H8, H9 e H10 para os dados e considera-
mos (3.8) acoplado com (4.6) (onde o dominio do fluido é K (¢)°). Seja 7 > 0 tal que
Vt € [0, 7), a particula se mantenha suficientemente longe de 9D. Um campo vetorial
livre de divergéncia, o qual denotamos V, tal que V|sx) = Vs, V]sp = 0 pode ser
construido em ma de uma maneira similar como no Teorema 2 do trabalho de
Kozono e Sohr [71]. Dessa construcao temos 82V € L2(K(t)')® e a estimativa a

priori ||82V||0727mc < Cl|vsls/2,2,0x (). Também consideramos as hipéteses
v(x. )], p(x,t) — 0, [x[— oco. (4.63)

Colocamos FH e TH i =1,2,3, como sendo as componentes da forga hidrodinamica

e torque sobre a particula. Seguindo [108], nés obtemos

FH = 77/ V(7 -v)ds — 77/ V' AVix (4.64)
K (t) K@)

TH = 77/ v (" v)ds— 77/ V. AVdx, (4.65)
OK (1) K(t)°
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onde, para cada j = 1, 2, 3, Ve ?" sao solugoes dos problemas
AV (x,1) = Vi (x,1), x€ K(t)

div Vj(x, £)=0, xeK(t),

— (4.66)
VZ(X,t) = 0ij, XE@K(t),
]Vj(x, t)] — 0, para [|x|— oo,
e
AV () = Vi (x.1), x e K1)
divV (x,6) =0, xe k()
(4.67)

V(%) = el — zos(t)),  x € DK (1),

V' (x,)] — 0, para |x| — o,

=i - . 5
para todo t € [0,7); ', @ sao o tensor de tensoes relacionados a V°, V. Para
. X7 . ‘s ; ~
j fixado, o campo de vetores V° é o fluxo préximo a uma particula nao carregada
movendo-se na direcao j, com velocidade unitaria em um meio viscosidade unitaria.

. =i~ . - -
Similarmente, Ve p’ sao campo de velocidades e pressao para rotacao.

Os resultados demonstrados em [71] garantem a existéncia de uma tnica
solucao (V7. 7) € HY(K(#))? x L2(K(t)') para o problema (4.66), para cada j =

1,2,3. O mesmo é valido para o problema (4.67).

As expressoes (4.64) e (4.65) sdo obtidas aplicando-se o seguinte teore-
ma reciproco generalizado [108] aos problemas (4.6) (considerando (4.63)) e (4.66),
(4.6) e (4.67), respectivamente. Sejam (n,v,p,X) e (n/,v',p/, X’) viscosidade, ve-

locidade, pressao, e campo de forcas para as equagoes de Stokes:
nAv = Vp+ X, divv =0,
nAv' = Vp' +X', div v/ =0,
no espaco G exterior a uma superficie fechada S. Supomos v, p, v/, X, X’ anulando-

se suficientemente rapido no infinito. Entao o teorema reciproco generalizado diz

que

n’/V’~(0~u)ds+n’/v’~de—n/v'(d-y)ds%—n/v-X’dx.
s s s s
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Nesse sentido, o resultado central é de que a forca hidrodinamica e
torque sao compostas da forga e torque onde todos os efeitos elétricos sao suprimi-
dos mais um termo excedente, que depende somente do campo elétrico. Usando a
condi¢ao de contorno do problema (4.6) nas expressoes (4.64) e (4.65), e a mecanica

Newtoniana para a macromolécula, temos

dt K@)°
€
A0 p. w(t) — 0@ - wlt) — n V- AVix. (4.69)
dt K@®)°

Em (4.68) e (4.69) temos as matrizes 3 x 3 V = {VZ} eV = {ﬁj}, K ¢é o tensor de

translagao
3

K, = — / b uds
17T S

e © ¢ o tensor de rotacao

3

D = — / b yds.
1T

Cabe observar que as integrais acima sao bem definidas (ver os resultados sobre o

problema exterior de Stokes discutidos no Capitulo XI de [29]).

Agora, escrevemos

duc(t) _
i F(u,w,V(u,w)), u.0)=nu, (4.70)
dw(t) =G(ue, w,V(u,w)), w(0)=wy. (4.71)



4 Teoria de Existéncia para o Movimento Hidroelétrico: a Velocidade de Deslizamento 112

Nosso objetivo é obter um resultado de existéncia local de solucoes
fortes para (4.70)-(4.71). Devemos entao estabelecer resultados de dependéncia Lip-
schitz de F' e G com respeito a (u., w). Para isso vamos assumir uma hipétese mais

forte do que H11.

H12 Existe um intervalo maximal [0, a) tal que, para cada i = 1,2, 3,

1(0vs)ill 22 01c0) = OC),

para cada 7 < a, onde h foi definido em (4.59) para r = —6(Ol_d

(6vs)i(%) = vas(xe(t) + QE)X) — v ,(xc(t) + Q'()x), x € DKy

e x, e Q'(t) foram definidos na Segao 4.4.

Considerando as hipdteses assumidas nessa Secao vamos demonstrar o

seguinte teorema

Teorema 4.5. As funcoes F, G sao aplicagoes Lipschitz de B(0,r) C C([0, 7]; R? x
R3) em C([0,7]; R x R3), V7 < a.

Demonstragao: Consideremos dois campos (u.,w) e (u'.,w’) € B(0,r); regides
K(t) e K'(t); distribuicao de cargas o, o', p e p'; solugbes respectivas de (2.4), ¢ e

] —/] __
's como em (4.2). Para cada j = 1,2,3 colocamos V/],]_?’, V .7 solucoes

V' v, v
dos problemas (4.66), (4.67), respectivamante, na regiao K’—(t)c, para todo t € [0, 7].
Para cada j = 1,2, 3, Vj,]_o e ﬁj,ﬁ sao solugoes dos mesmos problemas na regiao
mc. Introduzimos os tensores K’, ®', C’, D’ como antes com modificacoes 6bvias
e consideramos as diferencas

nK' -u.+nC'-w'+n CV,'AV,CZX—UK'U_C—UC~W—77/CV-AVCZX (4.72)
K'(t) K(t)

nD"u’c+n@’-W'+n/ . S
‘ K®°

K'(t)

v/-AV’dx—nDuc—n@-w—n/ V-AVix. (4.73)
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A invariancia do dominio exterior a particula sob rotacoes e translacoes
permite que se mude o sistema de referéncia e as configuragoes correntes. Vamos

. - C . ., . ~
definir, para todoy € Ky e j = 1,2, 3, as novas variaveis e fungoes

Vi) = QUOV(y.1), VX =QHV(y.1)
wixt) = QUIW(y.t), W)= QO (1)
w(t) = QW) wl(t) = Q)
Vi = OV (v, VO =QOV (3.0
Vi = QUV (1), V607 = QY (v,0)
p(x,t) = Dly,t), D.t)=5(y.1)
Bxt) = Bly.t), D=5 (y.t) (4.74)

sao
AV <Y’t) - Vp (Y7t)7 y € KO
=J - C
divV (y,t) = 0, ye€K,
3
=~
Vily,t) = Zq;}c@)fskj, y € 0Ko
k=1
V(y.0)l — 0, para |y| = o0, (4.75)
e
=] ~j e
AV (y,t) = Vp(y.t), ye€K
Ej - > C
div V (Y7t> = 07 y € KO
%j 3 3
Vz' (Y7 t) = Z qu €jlk Z QimYm , Y€ 8-KVO
k=1 m=1
=
IV (y,t)] — 0, para [y|— oo, (4.76)
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S =
para todo t € [0,7], 7,7 = 1,2,3. Expressoes similares sao validas para V7 e V]

Observamos que, para todo 4,5, m = 1,2, 3,

v, 53 oy, OV
m k=1 =1 m OYl

ov" 3.3 oy OV

S (xt) = air(t) 55 (3.1) (4.77)
m el I—1 m Y

—] —=/j
e as mesmas relagoes sao vélidas para os campos V |V (ver Capitulo 1, Se¢ao 1.7
em [84]). Entao tomando a i-componente na diferenga vetorial (4.72) nds temos

3

’r}Z(Kiqu:j(t) - KZ/] cg( )+Ol]wj( ) C;] ]( )) +

j=1
+ "Z( / VIAVdz — / V;Avidx). (4.78)
K'(t)° K@®)°

Para o primeiro termo dessa soma temos

Kijue, (1) — Kjju, (t) = Kijue, (t) — Kjjue, (1) + Kijue, (t) — Kjuy e, (1)

z]c

c

= e, (0K — Ki) + Klj(ug, (8) — ul (). (4.79)

~7 =~
Observando que V' —V | p — P sao campo de velocidades e pressao para um pro-

blema de Stokes como em (4.75) na regido K, satisfazendo a condicao de contorno
~j =

V, =V (v, t) = S0 (¢5(t) — ¢s()drj, ¥ € 0Ky, usando o Teorema 1 em [71],
que da estimativas a priori para o fluxo de Stokes em regioes exteriores, temos as

estimativas

~j ~/j
vai - VV, ”0,2,706 <C

?

H/2(8Ky)

’ * /% (480)
< CY @i )6k; — g (D3k) 11720010y = O(R),

k=1

~
Ip—Dp “LQ(Kg) = O(h),

3
> (@5.(1)3k; — gii(£)dk;)
k=1

onde h foi definido em (4.59); temos também usado (3.6). Por um célculo direto u-

sando (4.77) observamos que, para estimar o termo K;;— KJ; em (4.79), necessitamos
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somente obter estimativas para termos na forma

~ ~/
/a (521 Ukzz)’/l ds,
Ko

para cada k,l = 1,2,3. Conforme discussdo no Capitulo XI de [29], usando as
formulas de Green e as condigoes de contorno para os problemas de Stokes rela-

. +—/ X7 .
cionados a V' e V respectivamente, temos

—
/aK (U;z - Ukzl)Vl ds
0

obtido por (3.6).

< Csup |Q(t) — Q') = O(h)

te(0,7]

Nos temos assim estabelecido a condicao Lipschitz para a expressao

(4.79). O termo Cj;w;(t) — Clw'(t) na soma (4.78) pode ser estimado analogamente.

ZJJ

Para fK,—(t)c V;iA‘/}’ dx — fmc V;AVidx é suficiente obter a condigao

para um termo da forma

0 i 2V
/ Vavdx—/ V) —tdx =
ko 0w e 0P,

~ aQV ~1 82‘//
- /c Z (q]kqmeZmV] 8 2J - q]kqurLQZmV] 8 2 ) dx. (481)
Ko

Para fazer isso observamos que V-V’ éum campo de velocidades livre de divergéncia
em K, satisfazendo 0%(V — V') € L2(K,") e tal que
(V= V')(y. ) = vo(xe(t) + Q(1)y) — Vi (x.(t) + Q' ()y),

paray € 0Kj. Além disso ”82(\7—\7/)"0,2775 < C|lvs=Vi|3/2,2,0K, = O(h), usando
H12. Da desigualdade de Schwarz, (4.80) e pela discussdo acima nés obtemos o

resultado se escrevermos

~i 92V ~1i 92V! ~i 92V ~i 92V
e omimV = — q0d @V — = QrGomQmV i — — ¢ ) V. — 4
qijp Ql j aylz q]kqpmqlm J ayZQ qjk‘QP Ql j a 2 q]kqpmqlm J aylz
~i 82V ~/182V’

+ qg'kQ;)mQZmVj Oy? qjkqpmqlmvj dy 2 -
l

~i 92V, ~i 92V, =i 62{7/
_ V J 7 — ! / + I / V. J V. J
j ayl (QJka qi q]kqmeZm) q]kqpmqlm J 8y12 J ale
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e
Gikpmim — CippmTim = Gom@m( Gk — Cite) + it (GomGim — Gy i) -

A prova do teorema é completada se observarmos que a condicao para

(4.73) pode ser obtida de uma maneira completamente similar. O

Portanto, considerando as hipdteses assumidas nessa Secao demon-

stramos o seguinte resultado de existéncia local

Corolario 4.2. Existe um intervalo maximal de existéncia [0,a) de solugoes fortes

para (4.70)-(4.71).

Como observado na introducao da presente tese, a teoria de existéncia
pode nao ser vélida em dois casos: primeiro 0K (t) pode aproximar-se de D. Nesse
caso a formulagao de Stokes nao se aplica e a formulacao de Teubner que leva-nos a

(4.68), (4.69) nao é vélida ou a solugao para (u., w) nao pode ser controlada.
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