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Aplicada do Instituto de Matemática da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, como requisito parcial para a obtenção do grau de

Doutor em Ciências
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LISTA DE SÍMBOLOS

D domı́nio aberto e limitado do Rn

∂D contorno do domı́nio D

IA função caracteŕıstica do conjunto A

D\K {x ∈ D : x /∈ K}
C0(D), C0(D), C0(∂D) espaços usuais de funções cont́ınuas

Cm(D), Cm(D), Cm(∂D) espaços usuais de funções m-vezes

continuamente diferenciáveis

Ck+α(D), Ck+α(D), Ck+α(∂D) espaços usuais de funções cujas derivadas

parciais de ordem k são Hölder cont́ınuas

com expoente α

Lp(D) espaços de classes de funções Lebesgue

mensuráveis em D tais que x → |u(x)|p

é integrável sobre D

Lp(∂D) espaços de classes de funções Lebesgue

mensuráveis em ∂D tais que

x → |u(x)|p é integrável sobre ∂D

Wm,p(D), Hs(D), Hs(∂D) espaços usuais de Sobolev

‖.‖m,p,D norma do espaço Wm,p(D)

‖.‖s,2,D norma do espaço Hs(D)

‖.‖s,2,∂D norma do espaço Hs(∂D)

‖.‖0,p,D norma do espaço Lp(D)

‖.‖0,p,∂D norma do espaço Lp(∂D)

‖.‖X norma do espaço vetorial normado X
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Lp(s, τ ; X) espaço de classes de funções u(., t) ∈ X

tais que t → ‖u(., t)‖p
X é integrável em (s, t)

L∞(s, τ ; X) espaço de classes de funções u(., t) ∈ X

tais que t → ‖u(., t)‖X

é essencialmente limitada em (s, t)

∆ operador de Laplace

∇ operador gradiente

∂νf ν · ∇f

Ph projeção ortogonal

V ′ espaço dual de V

v ⊗ v {vivj} ∈ Mn×n

A : B tr(AtB), tr A =
n∑

i=1

Aii

supp f suporte da função f
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RESUMO

Neste trabalho, discutimos o movimento de uma macromolécula car-

regada em um fluido ionizado. A interação do campo elétrico é descrita pela equação

de Poisson-Boltzmann acoplada às equações governantes para a dinâmica do flui-

do e às equações dinâmicas da part́ıcula. Uma formulação fraca é introduzida no

caso em que o domı́nio ocupado pelo fluido é finito e um teorema de existência de

soluções fracas, local em tempo, é estabelecido. Dois modelos são considerados: flux-

os não-estacionários e estacionários. No primeiro caso, a hidrodinâmica do sistema

é governada pelas equações de Navier-Stokes, considerando-se um termo forçante

relacionado ao potencial elétrico; no segundo caso, uma velocidade de deslizamen-

to, a qual depende não linearmente sobre os potenciais, é introduzida como uma

condição de contorno para um problema estacionário de Stokes. O caso de um flu-

ido ocupando uma região infinita é também discutido supondo-se uma hipótese de

aproximação sobre o campo elétrico.
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ABSTRACT

We discuss the motion of a charged macromolecule in an ionized fluid.

The interaction of the electrical field is described by the Poisson-Boltzmann equa-

tion coupled with the governing equations for the fluid dynamics and the dynamic

equations for the particle. A weak formulation is introduced in the case of a finite

enclosure and a local in time existence theorem for the weak solutions is established.

Two models are considered for stationary and non-stationary flows. In the first case,

the hydrodynamics of the system is governed by the Navier-Stokes’ equations and

a electrical forcing term is considered; in the second case, a slip velocity, depending

non-linearly on the potentials, is introduced as a boundary condition for a stationary

Stokes’ problem. The case of a fluid occupying an infinite region is also discussed

supposing an approximation hypothesis on the electrical field.
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1 INTRODUÇÃO

O presente trabalho trata da modelagem e análise do movimento hidro-

elétrico de uma part́ıcula carregada. Fenômenos desse tipo são comuns em experi-

mentos biológicos, onde macromoléculas carregadas (tais como protéınas e frag-

mentos de DNA) são imersas numa solução eletroĺıtica e passam a se mover quan-

do um campo elétrico externo é aplicado a esse sistema. Isso constitui o que se

denomina de movimento eletroforético (ou eletroforese) e é objeto central de es-

tudo em algumas áreas, por suas diversas aplicações. Em modernos laboratórios,

técnicas de eletroforese são largamente utilizadas para separação, isolamento e iden-

tificação de biomoléculas [91]. Isso fornece informações relacionadas à estrutura

dessas part́ıculas, dadas por uma relação entre o seu tamanho e sua mobilidade

[15]. Mais recentemente algumas dessas técnicas tem sido aplicadas ao design de

micro-chips e micro-bombas [76], [44], [81], [2].

A eletroforese pode ser classificada, em termos práticos, em duas manei-

ras: a do tipo zona e a do tipo fronteira móvel. A caracteŕıstica principal do primeiro

tipo é o uso de uma matriz (em geral, um gel) através da qual uma camada fina

de uma molécula de interesse (uma zona) sofre eletroforese. No segundo tipo, uma

solução proteica e um solvente (eletrólito) são cuidadosamente colocados juntos tais

que um contorno se forma na sua interface. O solvente age como uma espécie de

reservatório de cargas que neutraliza (isto é, forma uma camada de contra-́ıons ao

redor) qualquer carga estática em torno de 10−6 a 10−8 segundos [41]. Um potencial

externo ao sistema é então aplicado e irá fazer com que esse contorno se movi-

mente. Esse movimento pode ser visualizado por um sistema ótico usando-se, por

exemplo, um interferômetro, e o campo elétrico dentro do aparato pode ser deter-

minado; isso fornece dados sobre mobilidade; todavia, ao contrário da eletroforese

zonal, pouca informação sobre estrutura pode ser obtida. Isso tornou os métodos de

fronteira móvel pouco populares (ver discussão em [15]). Entretanto, no começo dos

anos noventa, um novo método de eletroforese, sem a utilização de qualquer tipo
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de matriz, foi desenvolvido: a eletroforese capilar. Esse método, remanescente dos

métodos de fronteira móvel, tem sido largamente utilizado para análise de misturas

altamente complexas. A separação ocorre num buffer de amostra; o método é muito

rápido, tem alta resolução e, na separação de macromoléculas, tem a capacidade de

separar pequenos solutos iônicos. Assim como no caso da eletroforese de fronteira

móvel, técnicas especiais de laboratório permitem a determinação da velocidade

da part́ıcula, bem como do potencial elétrico na superf́ıcie da macromolécula (o

conhecido potencial zeta, ou potencial eletrocinético), que dá informação sobre a

distribuição de cargas na região próxima à interface macromolécula/solvente. Esses

efeitos eletrocinéticos são importantes para o estudo da estrutura de interfaces em

sistemas coloidais [27]. Macromoléculas e organelas da célula têm muitas das car-

acteŕısticas desses sistemas e seu estudo é essencial na compreensão da natureza da

região interfacial associada a membranas biológicas [15].

Conforme observado em [69], outras contribuições não ”eletroforéti-

cas”devem ser levadas em consideração para uma descrição apurada do movimento

de part́ıculas coloidas, como por exemplo, o movimento Browniano e, em menor

escala, forças gravitacionais. Além disso, no caso de eletroforese capilar, dado o pe-

queno tamanho do enclosure, a interação do solvente com a capilaridade dá origem

ao chamado efeito eletro-osmótico (ver detalhes em [2]). Tal fenômeno acontece

quando um campo elétrico é aplicado a uma solução eletroĺıtica contida numa re-

gião limitada, nesse caso, uma indução de transporte de carga ocorre. A carga será

deslocada principalmente pelos ı́ons na solução que deslocarão também moléculas

de água, dando origem a um fluxo hidrodinâmico, de caráter irreverśıvel [15].

A discussão acima dá um ind́ıcio de que a análise teórica dos fenômenos

envolvidos em eletroforese é complexa, pois combina caracteŕısticas espećıficas da

f́ısica e da estrutura da macromolécula, a complexidade intŕınsica dos fenômenos

eletrocinéticos e a hidrodinâmica do sistema [80], [79]. Dessa forma equações de-

screvendo a concentração de espécies iônicas, o potencial elétrico e os campos de

velocidade e pressão do solvente, todas dependendo sobre a posição da part́ıcula e
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tempo, devem ser consideradas [41]. Há uma literatura considerável versando sobre

esses diversos aspectos e aplicações. A maioria dos trabalhos trata do movimento de

part́ıculas com propriedades de simetria geométrica induzido por campos elétricos

externos estacionários (em algumas situações particulares, soluções anaĺıticas po-

dem ser obtidas [108]). Citamos, como exemplo [41], [68], [69], [116], [38], [103], [5]

que tratam o movimento eletroforético de part́ıculas carregadas (uniformemente ou

não) na forma de esferóides, halteres, cilindros ou part́ıculas coloidais delgadas. Os

modelos estudados, nesses casos, são baseados em mecânica newtoniana para corpos

ŕıgidos, embora estudos (teóricos e numéricos) envolvendo deformação vêm sendo

desenvolvidos, especialmente no caso de polieletrólitos flex́ıveis em solução (ver [80],

[106], [79]). Em muitos dos trabalhos citados acima, linearizações das equações do

modelo eletrostático, bem como da difusão de ı́ons e das equações hidrodinâmicas

têm sido propostas. O uso de teoria linear, em particular, a teoria de condensação

de contra-́ıons, para a descrição de eletroforese de cadeias de polieletrólitos, são so-

mente consistentes se o poli-́ıon é fracamente carregado (ver [6] para cŕıticas dos

modelos lineares do continuum).

Em contraste com o vulto de pesquisa desenvolvida, observa-se a fal-

ta de estudos envolvendo formulações matemáticas rigorosas na descrição de tais

fenômenos. Nesse sentido, o objetivo deste trabalho é investigar matematicamente,

questões relacionadas à modelagem e à análise do acoplamento elétrico-hidrodinâmico

(não linear) envolvido. Tratamos somente da eletroforese do tipo fronteira móvel, nos

casos de fluxos estacionários e não estacionários, englobando a eletroforese capilar.

Nossa investigações se dá no âmbito da eletrostática e hidrodinâmica do continu-

um. Embora tais modelos teóricos são reconhecidamente inconsistentes na descrição

detalhada de alguns fenômenos relacionados [6], [99], têm sido bastante utilizados.

Como observado em [5], os modelos de continuum têm descrito com certa precisão

sedimentação, constantes de difusão e equiĺıbrio eletrostático de soluções iônicas e

têm contribúıdo para a compreensão da atividade de soluções dilutas de sais simples

(teoria de Debye-Huckel) bem como de problemas complexos envolvendo estados de

ionização de modelos detalhados de protéınas [8].
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Consideramos uma idealização da situação descrita acima onde uma

part́ıcula ŕıgida carregada, ocupando uma região compacta K ⊂ R3, está imersa

em uma solução ionizada (um fluido viscoso incompresśıvel) ocupando uma região

D ⊂ R3. Supomos que a solução é composta de um solvente e um sal monovalente.

Somente uma part́ıcula é considerada, e portanto os resultados são limitados a sus-

pensões dilúıdas (para o caso de uma suspensão concentrada de part́ıculas coloidais

ver [67]). No contorno da região ocupada pelo recepiente consideramos a presença

de um campo elétrico externo Φ o qual induz o potencial elétrico φ dentro da região,

que será determinado pela equação de Poisson-Boltzmann

∇.[k(r)∇φ(r)]− ID\Kκ2 sinh (eφ(r)/T ) + ρ(r) = 0, (1.1)

onde φ é o potencial eletrostático do sistema (solvente e macromolécula), k é a con-

stante dielétrica, e é a carga do elétron, T e κ são variáveis f́ısicas (mais precisamente

T é o produto da constante de Boltzmann pela temperatura do sistema), ρ é uma

distribuição de cargas fixas em D e sinh (eφ(r)/T ) é a distribuição de Boltzmann

[53] de ı́ons livres no solvente. Condições de transmissão e de continuidade comple-

tam esse modelo eletrostático, conforme pode ser visto no Caṕıtulo 2 desse trabalho,

onde é apresentada uma derivação da equação acima.

Com relação à hidrodinâmica do sistema e ao movimento da part́ıcula,

discutimos dois modelos: o primeiro considera a ação do campo elétrico em toda

a região externa à part́ıcula (como tratado em [108], [69] ou em [5]). Nesse caso,

vamos considerar o fluxo não estacionário e a hidrodinâmica do sistema será então

governada pelas equações de Navier-Stokes

νf (∂tv
f + div(vf ⊗ vf ))− η∆vf +∇p = νfF, em D\K(t)

div vf = 0, em D\K(t)

vf = 0, em ∂D

vf |t=0 = vf
0 em D\K(t)

(1.2)

para todo t ∈ (0, τ), para um determinado τ > 0. Aqui η > 0, νf > 0, vf e p repre-

sentam a viscosidade do fluido, densidade de massa, velocidade e pressão, respecti-

vamente; K(t) é a posição ocupada pela part́ıcula no tempo t e F = (C1ID\K(t)ρ +
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C2ID\K(t) sinh ( eφ
T

))∇φ é a força elétrica sobre o domı́nio do fluido; C1 > 0 e C2 > 0

são constantes f́ısicas. O movimento da part́ıcula é descrito pelas equações dinâmicas,

m
dvp

dt
= Ftotal, A

dw

dt
= Ttotal + w × (A.w) (1.3)

onde m, A, vp e w representam a massa, a matriz inercial e as velocidades linear

e angular da part́ıcula, respectivamente; Ftotal e Ttotal representam a força e torque

totais (elétricos e hidrodinâmicos) sobre a part́ıcula. Por levar em consideração flu-

xos não estacionários (irreverśıveis) o modelo acima é mais adequado para descrever

eletroforese capilar, embora não considerarmos nesse modelo o processo de difusão

de ı́ons, que modela o efeito eletro-osmótico [104], [5]. Maiores detalhes podem ser

vistos no Caṕıtulo 3.

O segundo modelo envolve uma aproximação para o efeito do campo

elétrico sobre a part́ıcula baseada na teoria da camada limite de Prandtl. Nessa

aproximação, a velocidade tangencial do fluido no contorno da part́ıcula não é nulo,

sendo dada por

vs = CID\K(t)φ∇tanφ, (1.4)

uma condição que depende não linearmente do potencial elétrico. Tal derivação

está associada aos efeitos de difusão da nuvem de contra-́ıons presentes na interface

elétrica entre e a part́ıcula e o fluido [7]. Esse modelo é derivado para movimento

eletroforético de part́ıculas em fluxos governados pelas equações estacionárias de

Stokes

η∆vf (x, t) = ∇p(x, t), em D\K(t)

div vf (x, t) = 0, em D\K(t)

vf (x, t) = 0, em ∂D

vf (x, t) = vp(x, t) + vs(x, t), em ∂K(t),

(1.5)

onde vp é a velocidade da part́ıcula e t ∈ [0, τ). O movimento da part́ıcula é

governado pelas equações (1.3), salvo que a contribuição elétrica da força e torque

sobre a part́ıcula são nulas, já que o efeito do campo elétrico se dá através da

aproximação acima descrita. No Caṕıtulo 4 fundamentamos matematicamente as

idéias envolvidas na discussão acima.
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Algumas observações com relação a esses modelos devem ser levadas

em consideração. A primeira delas diz respeito a eletrostática do sistema. Em

eletroforese, uma part́ıcula deve ser grande o suficiente para possuir uma interface

elétrica associada a ela; muitas macromoléculas, organelas, e células preenchem esse

requerimento [15]. No caso particular em que uma macromolécula de DNA (ou

seus fragmentos) está imersa num solvente (tipicamente água e NaCl), sabe-se que,

sob condições fisiológicas adequadas, cada milhão de torções de hélice envolvendo

10 pares de nucleot́ıdeos de DNA ocupam uma distância linear de menos de 3.4 ×
105 µm (0.034 cm) e um volume total de 106 nm3 (10−15 cm3) (de acordo com

[4]). Isso significa que filamentos de DNA podem ser fortemente compactados e

assim, pode-se considerar a macromolécula como sendo um corpo ŕıgido tendo área

de superf́ıcie relativamente grande com respeito ao seu diâmetro. Isso evidencia a

existência de uma interface elétrica representada por uma superf́ıcie que, em geral,

tem pouca regularidade (ver discussão em [22]). Não obstante o fato de que a

determinação dessa interface não é uma tarefa trivial [117], em geral se assume

que esta ocupa uma região do espaço que configura uma superf́ıcie Lipschitz. E-

videntemente questões de existência, unicidade e regularidade de soluções para os

sistemas de equações envolvido nos modelos descritos aqui, dependem do grau de

regularidade do domı́nio ocupado pela macromolécula. Em especial, em se tratando

da equação de Poisson-Boltzmann (1.1), técnicas anaĺıticas e geométricas têm sido

usadas para investigar essas questões, no caso de hipóteses fracas sobre ∂K (ver

[13]). A existência e unicidade de soluções variacionais no caso em que ∂K é regular

foi discutido em [62]. Nesse trabalho assumimos, no primeiro modelo (envolvendo

(1.1), (1.2) e (1.3)) o caso em que ∂K ocupa uma região Lipschitz do espaço. Isso

permite, além do uso de técnicas variacionais para estabelecer existência e unicidade

de soluções, obter maior regularidade (H3/2-regularidade) para a solução de (1.1),

estabelecida por meio da utilização de modernas técnicas de teoria de operadores

integrais singulares em domı́nios Lipschitz (abordadas, por exemplo, em [114], [24] ou

[109]), conforme detalhado no Caṕıtulo 2. Esse resultado de regularidade é essencial
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para o estudo de soluções para (1.2) acoplado a (1.3), devido à dependência do

movimento sobre o potencial [12].

A questão é mais delicada com relação ao segundo modelo, já que a

derivação da condição (1.4) é baseada na teoria da camada limite de Prandtl, cu-

ja validade é condicionada a hipóteses restritivas de regularidade sobre ∂K [103].

Dentre essas hipóteses está a de que o raio de curvatura da região deve ser sufi-

cientemente grande (uma relação que depende sobre o raio de Debye [100]) e a de

que o fluxo deve ser estacionário [7]. Conforme discussão no Caṕıtulo 4 dessa tese,

isso leva-nos a considerar, para esse modelo, superf́ıcies de classe C1,1. Com essa

hipótese (e com hipóteses adicionais sobre a distribuição de cargas) resultados de

regularidade sobre os potenciais, usando teoria clássica de operadores integrais, são

obtidos [11]. Matematicamente, isso nos permite demonstrar que a condição (1.4)

é bem definida sob essas hipóteses. Cabe observar a falta de resultados similares se

supormos que ∂K é Lipschitz, o que, em um certo sentido, ratifica a necessidade de

se impor hipóteses similares para se obter a derivação f́ısica do modelo. É importante

ressaltar que muitas vezes, na literatura, o potencial φ restrito a ∂K é determinado

diretamente através do chamado potencial zeta. Tal potencial está envolvido em

diversos fenômenos em ciência dos colóides e, em geral, não é determinado pela

equação (1.1) e sim por uma relação envolvendo a densidade superficial de cargas da

part́ıcula, nos casos em que a dupla camada elétrica é fina [100], [61]. Entretanto,

camadas duplas finas são inconsistentes para modelos descrevendo eletroforese de

protéınas [102], por exemplo.

Uma segunda observação diz respeito ao fato de estarmos considerando,

em ambos os modelos, fluxos em regiões limitadas. A teoria eletrocinética clássica

se ocupa com a descrição do comportamento de suspensões dilutas ou part́ıculas

isoladas localizadas longe de fronteiras ŕıgidas. Nesses casos as equações padrões

para fluxos não limitados são utilizadas, como é comum na literatura corrente (para

exemplos, citamos novamente [7], [108], [103] ou [79]). Entretanto, como observado

em [102], a necessidade de se considerar os efeitos da presença da fronteira ŕıgida
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aparece quando a part́ıcula se encontra nas suas proximidades; em algumas dessas

situações (ver [113] ou [68]) os modelos que tratamos aqui são inadequados. Os

efeitos dessa proximidade têm sido estudados para o caso de camadas duplas finas;

soluções anaĺıticas ou numéricas foram obtidas para o caso de uma esfera movendo-

se perto de uma parede planar [68]. Uma análise, considerando situações mais

gerais, dos efeitos da proximidade part́ıcula-fronteira ŕıgida é feita em [102], onde se

discutem generalizações dos resultados estabelecidos em [108] para fluxos não limi-

tados. No presente trabalho consideramos o caso limitado, mas não analisamos esses

efeitos fiśıcos. Todavia é importante observar que a validade da teoria de existência

estabelecida aqui está condicionada ao fato de que a part́ıcula se mantém sempre a

uma determinada distância da fronteira (ver Caṕıtulos 3 e 4). No Caṕıtulo 4 trata-

mos também da situação envolvendo fluxos estacionários não limitados baseados

nas derivações de expressões para força e torque sobre a part́ıcula desenvolvidas por

Teubner [108]. A linearidade e a invariância translacional e rotacional dos campos de

velocidade e pressão para fluxos não limitados de Stokes (considerando determinadas

hipóteses sobre os potenciais) são consideradas no tratamento do sistema acoplado

(1.1), (1.5) e (1.3), juntamente com a condição (1.4). É importante observar que,

nesse caso, diferentemente dos trabalhos pesquisados onde o potencial no contorno

da macromolécula é definido pelo conhecido potencial zeta, estamos considerando o

potencial sendo calculado através de (1.1), numa região grande, mas finita.

Um tratamento matemático rigoroso dos problemas aqui expostos deve

levar em conta a dependência do domı́nio ocupado pelo fluido com o tempo (domı́nios

não ciĺındricos). Diversas técnicas anaĺıticas têm sido desenvolvidas com o intuito

de se formular corretamente tais problemas, bem como se estabelecer uma teoria

de existência adequada (ver o trabalho precursor de Fujita e Sauer [45]). A técnica

básica envolvida em muitos dos trabalhos tratando desse tema consiste em reduzir o

problema não ciĺındrico ao caso ciĺındrico, através da hipótese de existência de uma

transformação suave (mais precisamente um difeomorfismo), previamente conhecida,

que permite tratar o problema em um domı́nio fixo. Problemas similares aparecem

quando se estuda o movimento de corpos ŕıgidos em fluxos incompresśıveis viscosos.
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Recentemente, esse tópico vem recebendo uma maior atenção e sendo tratado ri-

gorosamente: Desjardins e Esteban [31], [32], [33] discutiram a existência local em

tempo, mais especificadamente, até a primeira colisão (para o caso bidimensional)

ou até o ”blow-up”do gradiente de velocidade em uma certa norma de Sobolev; a

existência, até a primeira colisão, de soluções globais no caso de um corpo ŕıgido

em três dimensões foi obtida em [54]; soluções para o movimento de vários cor-

pos, considerando-se a distância entre eles tendendo a zero, no caso bidimensional

foram tratados em [83]; o mesmo resultado em três dimensões foi obtido por Feireisl

[39]. Problemas similares foram tratados em [51] e em [21]. É importante observar

que a abordagem nos trabalhos acima não considera que a variação em tempo do

domı́nio do fluido é conhecida a priori. Nesse sentido, técnicas especiais (da teoria

de transporte [78]) foram utilizadas para a obtenção de existência e propriedades de

soluções fracas e fortes. Em particular, em [31] uma formulação fraca é introduzida

e a existência de soluções (local em tempo) é estabelecida quando uma força de

corpo L2 e domı́nios C1,1 são considerados. Evidentemente, no estudo do movimen-

to eletroforético não podemos usar diretamente esses resultados devido à presença

do campo elétrico externo interagindo com a solução ionizada, o que implica numa

força externa dependente da posição da part́ıcula e da configuração espacial das

cargas. Nossos esforços se deram nos sentido de mostrar que é posśıvel formular

adequadamente o problema nesses contexto, nos moldes da discussão em [31] e [32],

se supormos determinadas hipóteses sobre a distribuição de cargas. Com isso, um re-

sultado de existência local para soluções fracas é obtido, para os dois modelos, depois

do estudo das propriedades do v́ınculo entre o o potencial elétrico e o movimento.

A distribuição de cargas no solvente e na macromolécula é outra aspec-

to relevante que deve ser estudada na derivação e análise dos modelos de eletroforese

aqui propostos. Cabe observar que essa não é uma questão trivial e tem sido discu-

tida, por exemplo, em trabalhos computacionais envolvendo cálculos quânticos de

estrutura eletrônica (ver [26], [25]). Não estamos considerando aqui a dependência

da concentração de ı́ons no solvente com o tempo, isso significa que o campo exerci-

do não altera a configuração dos ı́ons na dupla camada [100]. Caso contrário, uma
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equação de conservação (não linear) deveria ser considerada acoplada às equações

eletrostáticas e dinâmicas. Outra hipótese é a de que a rede de força e torque ex-

ercidas sobre a superf́ıcie da part́ıcula por efeitos de polarização no eletrólito são

negligenciados [100]. Suporemos hipóteses discut́ıveis com relação à distribuição de

cargas fixas no solvente e na part́ıcula, dentre essas hipóteses, a invariância dessa

distribuição com relação a fluxos Lagrangeanos que preservam volume (ver hipóteses

H7 e H8 na Seção 3.3). Hipóteses similares, para o problema eletrostático, têm sido

assumidas. Por exemplo, em sua monografia, Holst [62] assume que a distribuição es-

pacial de cargas puntuais da macromolécula pode ser aproximada por uma seqüência

de funções em L2; Long e Ajdari [3] estudaram movimento eletroforético de cilin-

dros com distribuição superficial de cargas periódica. Algumas observações sobre a

inconsistência dessas hipóteses podem ser vistas em [5].

A estruturação e os resultados principais da tese são discutidas abaixo.

No Caṕıtulo 2 abordamos a derivação do modelo eletrostático que es-

tamos tratanto, baseado na equação de Poisson-Boltzmann (1.1). Estabelecemos,

no Teorema 2.1, a existência e unicidade de soluções para o problema variacional

associado, admitindo que ∂K e ∂D são superf́ıcies Lipschitz e algumas hipóteses so-

bre a distribuição espacial de cargas. A regularidade adicional H3/2 é demonstrada

na Proposição 2.1 enquanto que resultados de regularidade Cα e C1+α são demon-

strados nos Lemas 2.3 e Proposição 2.2, para o caso em que maior regularidade dos

dados é assumida. O caṕıtulo encerra com uma seção dedicada à obtenção de uma

estimativa de erro O(h), para o método de elementos finitos, utilizando o resultado

de regularidade obtido na Proposição 2.1.

O Caṕıtulo 3 da tese aborda o primeiro modelo, já discutido aqui, para

o estudo do movimento eletroforético de uma part́ıcula, envolvendo as equações

(1.1), (1.2) acopladas à (1.3). Introduzimos uma formulação fraca para o problema

(Definição 3.16), através de uma adaptação daquela dada em [31], [32]. Utilizan-

do argumentos adaptados desse último trabalho, estabelecemos um resultado de

existência de soluções aproximadas para (3.16). Com esse intuito, demonstramos
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alguns resultados técnicos auxiliares, especialmente tratando do termo fonte F e sua

dependência com o potencial elétrico e o movimento: no Lema 3.1 mostramos que

a solução variacional ψ de (1.1) pertence L∞(0, τ ; H1(D)), com norma dependendo

sobre os dados do problema eletrostático, no tempo inicial. Assumindo hipóteses

adicionais sobre a distribuição de cargas, estabelecemos, no Teorema 3.1, a limitação

na norma H3/2 de potenciais associados a (1.1), quando a part́ıcula ocupa posições

as quais distam de uma certa constante fixada d > 0 da fronteira do enclosure. Co-

mo conseqüência, no Corolário 3.1, um resultado de limitação, na norma L2, para o

termo forçante F é obtida. Demonstramos, no Lema 3.4, a convergência na norma

H1 de uma seqüência apropriada de potenciais ψ(m) a um determinado potencial

ψ. Isso implica, como demonstrado no Teorema 3.2, num resultado especial de con-

vergência para uma seqüência de termos forçantes F(m). Aliando-se esses resultados

às propriedades de compacidade para a seqüência de soluções aproximadas demons-

tradas em [32], obtemos no Teorema 3.3 a existência local (em tempo) de soluções

para o problema.

Como já mencionado, o segundo modelo de eletroforese, envolvendo

(1.1), (1.5), (1.3) e a condição (1.4), é discutido no Caṕıtulo 4. Nesse caso, hipóteses

mais restritivas sobre os dados são impostas e os resultados de regularidade para

a solução de (1.1), demonstrados na Subseção 2.3.2, são utilizados; especialmente

para demonstrar que a velocidade de deslizamento (1.4) é matematicamente bem

definida, pertencendo a H1/2(∂K(t))3 para todo t ∈ (0, τ) para algum τ > 0, no

caso de domı́nios C1,1, conforme pode ser visto no Lema 4.1. No caso de domı́nios

de classe C2+α, 1/2 < α < 1, demonstramos no Lema 4.2, considerando hipóteses

adicionais sobre σ, que vs ∈ H3/2(∂K(t))3, ∀t ∈ (0, τ). Nos moldes do modelo

tratado no caṕıtulo anterior, uma formulação fraca é introduzida (Definição 4.12),

contemplando o fato de tratarmos agora com fluxos estacionários de Stokes. Nesse

caso, um termo fonte é introduzido nas equações de Stokes, conforme pode ser visto

no sistema (4.6) e, dessa forma, através de adaptações das técnicas de regularização

utilizadas em [31], um resultado de existência de soluções fracas, local em tempo, é

estabelecido no Teorema 4.3. Assim como no caso anterior, uma série de resultados
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técnicos relativos ao referido termo fonte foram demonstrados. No Teorema 4.1 é es-

tabelecido um resultado de limitação de determinados termos forçantes relacionados

a determinadas posśıveis configurações da part́ıcula. Isso é decorrente do Lema 4.3,

referente à limitação de ψ em determinadas normas. No Teorema 4.2 demonstramos

um resultado de convergência para uma seqüência de termos forçantes, usando de

forma auxiliar resultados de convergência de ψm
1 a ψ na norma C1+α(∂K0), demon-

strados no Lema 4.6. Como conseqüência, obtemos no Corolário 4.1 a convergência

de vs a v
(m)
s , como funções pertencentes a H3/2(∂K0)

3, na norma desse espaço.

Um estudo sobre a existência de soluções fortes para esse modelo é feito

na Seção 4.3, todavia com uma hipótese adicional de dependência Lipschitz (com

relação a uma norma adequada) do potencial como uma função da velocidade da

part́ıcula. Com essa hipótese resultados padronizados de equações diferenciais or-

dinárias garantem a existência local em tempo de soluções clássicas para o sistema

(1.3), conforme demonstrado no Teorema 4.4. A Seção 4.4 se refere ao estudo do

movimento eletroforético considerando fluxos não limitados de Stokes. Nesse caso,

seguimos uma formulação tensorial dada por Teubner [108] no sentido de se obter

expressões para força e torque que podem ser decompostas em termos dependentes

do campo elétrico e outros que dependem exclusivamente da hidrodinâmica do sis-

tema. Novamente, hipóteses de regularidade sobre os dados são assumidas. Com

relação ao potencial, considera-se que este pode ser determinado pela equação (1.1)

numa região grande quando comparada com as dimensões da part́ıcula, entretanto

finita. Nesse sentido, demonstramos no Teorema 4.5 e Corolário 4.2 a existência de

soluções fortes para esse sistema.

Agradecemos a C. Thompson e ao Prof. T. Kist que chamaram nossa

atenção para os papers [3] e [80], os quais motivaram parte do presente trabalho.
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2 A EQUAÇÃO DE POISSON-BOLTZMANN

O estudo de fenômenos de ionização de macromoléculas em solventes

é central em f́ısico qúımica, especialmente no estudo de sistemas biológicos [89].

Biomoléculas tais como DNA e algumas protéınas têm um número grande de gru-

pos ionizáveis e, como estão naturalmente imersas em solvente, tornam-se altamente

carregadas (ver [4], [27], [53]). Suas propriedades eletrostáticas podem ser determi-

nantes para a caracterização de uma variedade de mecanismos funcionais, como,

por exemplo, estabilidade e estrutura [25]. Uma descrição apurada de potenciais

eletrostáticos e campos elétricos na região de śıtios ativos de enzimas é de maior

importância na elucidação de mecanismos cataĺıticos e pode desempenhar um papel

central em estudos de afinidade entre drogas e receptores [27], [70], [64].

Um método que tem sido utilizado com sucesso na simulação desses pro-

cessos é o que utiliza a equação de Poisson-Boltzmann, o qual considera o solvente

e sais num modelo continuum [105], [42], [43], [82], [98], [62], [18]. Embora mode-

los mais detalhados, computacionalmente mais expensivos, baseados no tratamento

expĺıcito de átomos usando métodos Monte Carlo ou dinâmica molecular são exis-

tentes, modelos baseados na equação de Poisson-Boltzmann continuam sendo úteis

(uma discussão cŕıtica sobre as limitações desses modelos na descrição de interaçãos

elétricas envolvidas em sistemas biológicos pode ser vista em [53]). Isso devido aos

avanços numéricos os quais permitem que essa equação seja resolvida para geome-

trias arbitrárias e dielétricos não uniformes [101]. Nesse contexto simulações de

grande escala têm sido realizadas [9], [10], [85], [22], [23].

Nesse caṕıtulo abordamos a formulação do problema eletrostático rela-

cionado a uma macromolécula carregada imersa num solvente, levando ao estudo da

equação de Poisson-Boltzmann (1.1). Em seguida, demonstramos o Teorema 2.1,

garantindo a existência e unicidade de soluções generalizadas para essa equação (com

as devidas condições de contorno) baseado em prinćıpios variacionais, considerando

o caso em que a macromolécula ocupa uma região do espaço cujo contorno é uma
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superf́ıcie Lipschitz (o caso mais geral foi discutido em [13]). Com a existência e

unicidade de soluções variacionais estabelecida utilizamos a teoria de operadores sin-

gulares integrais em duas situações: no caso Lipschitz (conforme teoria abordada em

[109] e [114]) e no caso em que o contorno da macromolécula tem maior regularidade

(nesse caso a teoria de operadores integrais clássica é utilizada [20], [72], [87]). No

primeiro caso estabelecemos, na Proposição 2.1, um resultado de H3/2−regularidade

para os potenciais, admitindo que as distribuições de cargas fixas no interior e na

superf́ıcie da macromolécula, bem como no solvente são funções L2; no segundo

caso, demonstramos, para o caso de distribuições de cargas em Cα, 0 < α < 1,

potencial externo em C1+α e domı́nios de classe C1,1, um resultado de C1+α regular-

idade (Proposição 2.2). Como será visto em caṕıtulos posteriores, esses resultados

de regularidades sobre os potenciais serão essenciais para o desenvolvimento de uma

formulação matemática adequada para o movimento da macromolécula sob a ação

do campo elétrico externo. A regularidade da força exercida sobre o fluido (depen-

dente do potencial) ou a própria consistência matemática da definição da velocidade

de deslizamento (1.4), estão diretamente relacionadas a esses resultados.

O caṕıtulo encerra com uma abordagem da teoria de aproximação para

o problema acima, na Seção 2.4, considerando-se o método de elementos finitos.

Uma estimativa de erro é O(h) é estabelecida usando a regularidade H3/2 sobre o

potencial elétrico, no caso Lipschitz. Isso é demonstrado usando a representação

da solução do problema variacional associado a (1.1) e da solução do respectivo

problema aproximante, em termos de integrais singulares.

2.1 Formulação do Problema Eletrostático

Consideremos a situação em que uma macromolécula (suposta como

sendo um corpo ŕıgido) carregada está imersa numa solução eletroĺıtica. Admiti-

mos, seguindo as hipóteses da teoria de Debye-Hückel (ver [62]), que a solução é um

continuum com uma constante dielétrica k2 (a constante dielétrica ser considerada
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como uma medida da capacidade de polarização do meio) e é composta por um

solvente (água, por exemplo) e um sal monovalente (NaCl, por exemplo). Também

admitimos que a solução ocupa uma região aberta limitada D ⊂ R3 e a part́ıcula

ocupa uma região compacta K ⊂ D, com constante dielétrica k1. Um campo elétrico

externo Φ é induzido em ∂D, o que, como já abordado na introdução do presente tra-

balho, vai induzir o movimento da part́ıcula. Nesse momento estamos considerando

a part́ıcula em repouso.

O campo elétrico desse sistema é representado pelas funções vetoriais

reais E1(x) = −∇φ1(x) em K e E2(x) = −∇φ2(x) em D\K; onde φ1 e φ2 são

funções escalares reais que representam o potencial eletrostático. Supomos também

a presença de uma distribuição de cargas fixas no solvente e na macromolécula, a

qual denotamos ρ0. Como observado em [101], o que se define como sendo cargas

fixas está relacionado àquelas cujas posições são conhecidas exatamente, não sendo

afetadas por movimento termal; ao contrário de ı́ons móveis, cuja distribuição de-

pende de cálculos de média termodinâmica. A questão da determinação de quais

cargas são fixas ou móveis depende do sistema a ser modelado. Em aplicações em

biof́ısica, a fonte de cargas fixas é usualmente protéınas, ácidos nucleicos, e ou-

tras macromoléculas ou membranas (ver também [89]). Não entramos no mérito

da questão e assumimos que a distribuição de cargas fixas ρ0 provém de fontes no

solvente e no interior da macromolécula.

A hipótese fundamental na teoria de Debye-Hückel é a de que a densi-

dade de ı́ons livres no solvente ρions(x) satisfaz a distribuição de Boltzmann (Gros-

berg e Khokhlov [53])

ρions(x) = −ne sinh

(
eφ2(x)

T

)
, (2.1)

onde n é a concentração total de ı́ons livres, e é a carga do elétron e T é o produto da

temperatura do sistema (a qual supomos constante) pela constante de Boltzmann.

Nessa formulação tratamos com um problema electrostático envolvendo

uma interface entre regiões com diferentes constantes dieléctricas constantes. Então
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as seguintes condições de contorno de transmissão são válidas [63]

φ1 = φ2 em ∂K, (2.2)

k1∂νφ1 − k2∂νφ2 = 4πσ em ∂K, (2.3)

where ν é o vetor normal exterior à ∂K e σ é a distribuição superficial de cargas

que a part́ıcula adquire pelo processo de ionização.

Fazendo a mudança de variáveis ψi(x) = φi(x)e
T

, i = 1, 2, usando (2.1),

(2.2) e (2.3) obtemos

∇.(k(x)∇ψ(x))− b(x, ψ(x)) = ρ(x), x ∈ D,

ψ2(x) = ψ1(x), x ∈ ∂K,

ψ2(x) = Ψ(x), x ∈ ∂D,

k1∂νψ1(x)− k2∂νψ2(x) =
4πe

T
σ(x), x ∈ ∂K,

(2.4)

onde

• k : D → L(R3,R3) é definido como kij(x) = δijk1 se x ∈ K, kij(x) =

δijk2 se x ∈ D\K.

• b : D×R→ R, b(x, ψ(x)) = k2r
−2
D sinh ψ(x) se x ∈ D\K, b(x, ψ(x)) =

0 se x ∈ K; r−2
D = 4πne2

k2T
, onde rD é o raio de Debye (ver Oservação 2.1).

• Ψ(x) = eΦ(x)
T

, ψ1(x) = ψ(x)|K e ψ2(x) = ψ(x)|D\K .

• ρ(x) = (ρ1(x), ρ2(x)) = (−4πe
T

ρ0
1(x),−4πe

T
ρ0

2(x)), ρ0
1 = ρ0|K , ρ0

2 =

ρ0|D\K .

Observação 2.1. O raio de Debye rD fornece uma medida da distância na qual a

influência de um campo elétrico perturbativo é sentido no interior do solvente (ver

discussão em [53] ou [52]).

Observação 2.2. Conforme observado em [101], a grande simplificação da teoria de

Debye-Hückel, e de modelos baseados na equação de Poisson-Boltzmann como um

todo, é o uso de potenciais eletrostáticos médios para estimar os potenciais de força
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média (ver também [27]). A vantagem dessa aproximação é que o potencial médio

é obtido diretamente da distribuição iônica média através da equação de Poisson,

evitando a complexa mecânica estat́ıstica envolvida.

Observação 2.3. Questões complexas estão envolvidas no que tange à determi-

nação da constante dielétricas da macromolécula. Geralmente, em simulações, tem

sido assumido que biomacromoléculas tem baixa constante dielétrica (variando de 2

a 5, conforme [53]). Mas algum cuidado tem de ser tomado nesse contexto pois as

propriedades f́ısicas de protéınas são, no mı́nimo, curiosas. A compressibilidade de

uma protéına é em torno de 10% a de um fluido mas sua densidade de ocupação (quo-

ciente do volume de Van der Waals ao volume realmente ocupado) indica valores,

para a maioria das protéınas globulares, entre 0.7 a 0.75, comparável aos valores

de 0.7 a 0.8 de cristais de moléculas orgânicas. Não obstante, a dinâmica interna

e viscosidade aparente de uma protéına não são de um cristal. A termodinâmica

de desnaturação de protéınas indica um fenômeno similar à transição de uma fase

orgânica à água ou que o interior de uma protéına é semelhante a um solvente ĺıquido

orgânico. Assim uma protéına pode ser melhor descrita como sendo um ĺıquido den-

so (detalhes podem ser vistos no livro de Daune [27]). As propriedades elétricas de

protéınas também são complexas. A utilização de polarizações eletrônicas e atômicas

indicaria para a constante dielétrica um valor de 2 mas levando em conta a estru-

tura cristalina, isto pode se aproximar de 4. O trabalho de Antosiewics et al. [8]

indica valores de aproximadamente 20, os quais compatibilizam melhor simulação

e experimentos! Em [85], o valor 2 é utilizado. Do nosso ponto de vista anaĺıtico

o valor da constante dielétrica é imaterial, mas claramente, em simulações, valores

experimentais adequados tem de ser assumidos.

Observação 2.4. Naturalmente, a constante dielétrica do solvente é alta e, como a

interface entre as regiões dielétricas de baixa e alta intensidade tem forma irregular

(para resultados em biopoĺımeros no caso ciĺındrico ver [82] e [110]), isso nos leva

a uma situação inviável às teorias de esferas carregadas [19]. Como observado na

introdução desse trabalho, a própria determinação dessa interface é uma questão

delicada. De acordo com [22], qualquer modelo de superf́ıcie molecular deve ser
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determinado, em algum sentido, a partir da caracterização da região do espaço onde

outras moléculas são exclúıdas. Isso porque a proximidade de dois átomos pode

excluir a presença de uma uma molécula em uma dada área devido a interações

repulsives. Em geral, se considera como superf́ıcie molecular (ou superf́ıcie de aces-

sibilidade ao solvente) a região descrita por um ponto no centro de uma esfera de

prova idealizada do solvente, quando se rola esta esfera sobre a molécula solvatada.

Como conseqüência, a superf́ıcie constrúıda é de classe C0 e pode ser uma região

simplesmente ou multiplamente conexa do espaço. A presença de cúspides e da oca-

sional multi-conexidade são dificuldades, tanto para a abordagens anaĺıticas como

para numéricas (ver [117] ou [50]). Técnicas computacionais têm sido desenvolvidas

para gerar superf́ıcies Lipschitz próximas daquelas contendo eventuais cúspides [22],

[23]. Nesse trabalho consideraremos situações em que ∂K e ∂D são, pelo menos,

superf́ıcies Lipschitz.

2.2 Teoria de Existência

Nessa seção trataremos da teoria de existência para (2.4). Discutiremos

o problema considerando as seguintes hipóteses

• H1: ∂K e ∂D são superf́ıcies Lipschitz;

• H2: σ ∈ L2(∂K), ρ ∈ L2(D) e Ψ ∈ H1(∂D) ∩ C0(∂D).

A teoria de existência em regiões suaves tem sido previamente estabele-

cida por Holst [62]. Por outro lado em [13] um resultado de existência e unicidade é

estabelecido, considerando-se hipóteses mais fracas sobre ∂K e σ. Nesse caso a teo-

ria de espaços de Sobolev em espaços métricos (ver [56], [57]) e a teoria de geometria

simplicial (ver [59], [58]) foi combinada para se obter uma formulação matemática

adequada quando se considera a macromolécula ocupando uma região irregular do
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espaço (com a única restrição de que a dimensão box − counting da superf́ıcie da

macromolécula seja finita).

Consideremos o problema de Dirichlet

∇.(k(x)∇Ψ̂(x) = 0, x ∈ D

Ψ̂(x) = Ψ(x), x ∈ ∂D.
(2.5)

É bem conhecido (ver Teoremas 8.3 e 8.30 em [47]) que o problema

acima tem uma única solução Ψ̂ ∈ H1(D) ∩ C0(D). Além disso, se ν é a normal

exterior a ∂K, k1∂νΨ̂1 − k2∂νΨ̂2 ∈ (H
1/2
00 (∂K))′, onde

H
1/2
00 (∂K) = {v ∈ L2(∂K);∃w ∈ H1

0 (D), w|∂K = v}.

Isso foi demonstrado em [28] (Caṕıtulo VII, §2, Seção 4).

Estabelecemos, inicialmente, a existência e unicidade de soluções ge-

neralizadas para o seguinte problema

∇.(k(x)∇ψ̂(x))− b(x, ψ̂(x) + Ψ̂(x)) = ρ(x), x ∈ D,

ψ̂2(x) = ψ̂1(x), x ∈ ∂K,

ψ̂2(x) = 0, x ∈ ∂D,

k1∂νψ̂1(x)− k2∂νψ̂2(x) =
4πe

T
σ(x)−

+ (k1∂νΨ̂1(x)− k2∂νΨ̂2(x)) = σ̂(x), x ∈ ∂K.

(2.6)

Com isso, podemos ver que ψ = ψ̂ +Ψ̂ é a única solução para o problema (2.4). Das

observações anteriores, denotando 〈., .〉 como a antidualidade entre (H
1/2
00 (∂K))′ e

H
1/2
00 (∂K)), l(v) = 〈σ̂, v〉 define um funcional linear cont́ınuo em H1

0 (D).

Vamos introduzir a formulação variacional para (2.6) (ver [62] ou [13]):

Encontrar u ∈ V = H1
0 (D) tal que b(x, u + Ψ̂) ∈ L2(D), e satisfazendo

a(u, v) + (N(u), v) = L(v), (2.7)

∀v ∈ H1
0 (D), onde a(u, v) =

∫
D

k(x)∇u∇vdx, (N(u), v) =
∫

D
b(x, u+Ψ̂)vdx, L(v) =

l(v) − ∫
D

ρvdx (l foi definido no parágrafo anterior). Aqui k(x) = k1 se x ∈ K,

k(x) = k2 se x ∈ D\K.
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A forma bilinear a(u, v) definida acima é cont́ınua, simétrica e V -

eĺıptica. Do teorema da representação de Riesz, existe A ∈ L(V, V ′) tal que

a(u, v) = 〈Au, v〉,

∀u, v ∈ V , onde agora 〈., .〉 denota a antidualidade entre V e V ′. Um cálculo simples

mostra que Au = ∇.(k(x)∇u) e segue-se então, através de argumentos padronizados

envolvendo as condições de contorno de transmissão (detalhes em [28], Caṕıtulo VII,

§2, Seção 4 ou em [13]) que (2.7) corresponde à formulação variacional adequada

para (2.6).

Para demonstrarmos a existência e unicidade de soluções para (2.7)

vamos considerar o seguinte problema padrão de minimização

F (u) = min!, u ∈ V (2.8)

onde o funcional F é definido como

F (u) =
1

2

∫

D

k(x)|∇u|2dx− L(u) + J(u), (2.9)

e J(.) é dado por

J(u) = k2r
−2
D

∫

D\K
(cosh (u + Ψ̂)− cosh (Ψ̂))dx,

se

∫

D\K
| cosh (u + Ψ̂)− cosh (Ψ̂)|2dx < ∞,

J(u) = +∞ se a integral quadrada for +∞.

(2.10)

O teorema de Ekland-Temam (ver [37], p.10) garante que esse problema

tem um única solução se F é próprio, estritamente convexo, semi-cont́ınuo inferior-

mente e coercivo em V . Do fato que Ψ̂ ∈ C0(D), da positividade de cosh (u + Ψ̂),

do fato que L é um funcional linear limitado em V e da desigualdade de Schwarz

temos

F (u) ≥ 1

2

∫

D

k(x)|∇u|2dx− C‖σ̂‖−1/2,2,∂K‖u‖1,2,D

− ‖ρ‖0,2,D‖u‖0,2,D − C,
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onde ‖.‖−1/2,2,∂K é a norma em (H
1/2
00 (∂K))′. Pelo Lema de Poincaré, existe λ1 > 0

tal que λ1‖u‖2
1,2,D ≤ ‖∇u‖2

0,2,D, logo, por meio de um cálculo padrão usando a

desigualdade de Young obtemos

F (u) ≥ C ′‖u‖2
1,2,D − C ′ → +∞

quando ‖u‖1,2,D → +∞. Isto estabelece a coercividade de F . Também observamos

que J(u) ≥ −k2r
−2
D

∫
D\K cosh (Ψ̂)dx > −∞ e evidentemente F não é identicamente

igual a +∞, ou seja F é um funcional próprio sobre V . A convexidade (estrita) de

F pode ser demonstrada facilmente.

Com relação à propriedade de semi-continuidade inferior temos de mos-

trar que ∀a ∈ R, B = {f ∈ L2(D) : F (f) ≤ a} é um conjunto fechado. Isso foi

demonstrado no trabalho de Jerome [66], para um problema diferente, mas rela-

cionado. Vamos reproduzir abaixo a demonstração desse resultado. Iniciamos enun-

ciando, sem prova, o seguinte lema

Lema 2.1. ([66], Lema 2.2) As normas definidas por

|||f |||2θ =

∫

D

θ|∇f |2 +

(∫

∂D

γ0f

)2

,

onde θ ∈ L∞(D), θ ≥ θ0 > 0, são equivalentes à norma usual em H1(D). Aqui

γ0f = f |∂D.

O resultado de semi-continuidade inferior é demonstrado tomando-se

uma seqüência fk → f em L2(D) com F (fk) ≤ a. Podemos assumir convergência

puntual quase sempre. Usando o fato de que Ψ̂ ∈ C0(D), (2.9) e a positividade do

cosh, conclúımos que {fk} é limitado em H1(D). Pela propriedade de compacidade

fraca de conjuntos limitados no espaço de Hilbert H1(D), e pela injeção compacta de

H1(D) em L2(D) (válida em domı́nios Lipschitz [1], p.150-190), toda subseqüência

de {fk} tem uma subseqüência fracamente convergente em H1(D) com limite igual

a f . Em particular, fk → f (fracamente em H1(D)). Logo, pela semi-continuidade

inferior fraca de |||.|||ε,

lim inf
k→+∞

‖√ε∇fk‖2
0,2,D ≥ ‖√ε∇f‖2

0,2,D. (2.11)
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Definindo G(u(x)) = cosh (u(x) + Ψ̂(x))− cosh (Ψ̂(x)) obtemos, pelo Lema de Fa-

tou,

lim inf
k→+∞

∫

D

G(fk(x))dx ≥
∫

D

lim inf
k→+∞

G(fk(x))dx

≥
∫

D

G(lim inf
k→+∞

fk(x))dx

=

∫

D

G(f(x))dx,

(2.12)

onde usamos a semicontinuidade inferior de G(.) para x fixo e o fato que

lim inf
k→+∞

fk(x) = f(x) (q. s.).

Portanto, por (2.11) e (2.12),

F (f) ≤ lim inf
k→+∞

1

2

∫

D

k(x)|∇fk|2dx + lim inf
k→+∞

∫

D

G(fk)dx− L(f)

≤ lim inf
k→+∞

F (fk) ≤ a,

(2.13)

o que prova que B é fechado e portanto F é semi-cont́ınuo inferiormente.

Assim, da discussão acima, o problema (2.8) admite uma única solução

à qual corresponde a uma solução para (2.7). Essa correspondência é conseqüência

de uma série de resultados técnicos demonstrados em [49] (Teorema 2.2, Caṕıtulo

4, Seção 2) relacionados a um problema variacional semelhante a (2.7). Usando a

monotonicicade do termo sinh(u + Ψ̂) pode-se demonstrar a unicidade de soluções

para (2.7). Temos assim estabelecido

Teorema 2.1. Assumindo as hipóteses (H1) e (H2), o problema variacional (2.7)

associado a (2.6) possui uma única solução ψ̂ ∈ V . Portanto, o problema (2.4)

possui uma única solução (generalizada) que é dada por ψ = ψ̂ + Ψ̂ ∈ V .

Observação 2.5. No trabalho de Reiner e Radke [98] pode se ver que o funcional

F (.) definido em (2.9) pode ser considerado como o negativo do grande potencial

Ω = −pV + γ̄S,

onde p é a pressão osmótica da concentração eletrólita, S é a área da superf́ıcie e γ̄

é a tensão superficial média (ou excesso de densidade de energia livre na supeŕıcie)
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da interface entre solução/molécula e V é o volume da solução eletroĺıtica. Na

literatura, muitas vezes, esse processo é referido como a minimização da energia livre

eletrostática de Gibbs. Isso é na melhor das hipóteses um abuso de nomenclatura

crasso (referimos o leitor aos trabalhos de Fogolari et al. [42] e Reiner e Radke [98] e

Fogolari et al. [43] para uma discussão desta situação confusa e ao livro de Greiner

et al. [52] para as noções elementares de Mecânica Estat́ıstica).

Observação 2.6. No caso em que D ⊂ R2 todas as funções u ∈ H1(D) têm a

propriedade
∫

D
exp (2u)dx < ∞ como pode ser visto por estimativas baseada na

desigualdade de Trudinger ([111], [13]). A restrição sobre o funcional J(.) dado

em (2.10) não é necessária e podemos considerar diretamente o problema de mini-

mização:

Encontrar u ∈ V = H1
0 (D) tal que

F (u) = min!,

F (u) =
1

2

∫

D

k(x)|∇u|2dx− L(u) + J(u),

onde J(.) é definido como J(u) = k2r
−2
D

∫
D\K(cosh (u + Ψ̂)− cosh (Ψ̂))dx.

Observação 2.7. Em Kuhn e Barbosa [73], Kuhn et al. [74] uma teoria relacionada

ao estudo de soluções surfactantes polielétroĺıticas iônicas é apresentada usando os

elementos da teoria de Poisson-Boltzmann. Observamos que, em dimensão dois,

a presente técnica pode ser estendida a esse caso usando prinćıpios variacionais

clássicos com restrições (ver [14]).

Observação 2.8. É posśıvel demonstrar que σ̂ ∈ L2(∂K). Isso é uma conseqüência

de uma combinação dos resultados demonstrados em [65] com os de [24] (Lema 3.7).

2.3 Regularidade Adicional

2.3.1 Caso 1: Domı́nios Lipschitz

Como observado na introdução desse trabalho é muito dif́ıcil, con-

siderando hipóteses gerais de regularidade sobre ∂K, obter maior regularidade da
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solução variacional de (2.4) (ver [94], [93]). Observamos também que as condições

de transmissão em (2.4) mostram que a solução u /∈ H2(D), para qualquer domı́nio

K (ver [112]). Entretanto, se supormos que ∂K é uma superf́ıcie Lipschitz com

constante arbitrariamente grande é posśıvel obter maior regularidade da solução

restrita a cada região. Mais precisamente, mostraremos que os potenciais restritos

às regiões K e D\K pertencem ao espaço de Sobolev H3/2. Essa regularidade é op-

timal, mesmo em domı́nios de classe C1 (veja os comentários e resultados negativos

em [65]). Para demonstrar esse resultado é necessário levar as condições de trans-

missão a sério, usando uma reformulação em termos da recente teoria de operadores

integrais singulares em domı́nios Lipschitz [24], [114], [109].

Vamos considerar ψ ∈ H1(D) a solução de (2.4). Inicialmente obser-

vamos que, se escrevermos h(x) = b(x, ψ2(x)) + ρ(x), teremos h ∈ L2(D); logo,

estendendo h a ser zero afora de D e colocando w(x) = −(G ∗ h)(x) onde G é o

potencial Newtoniano −1
4π|x| , temos, usando a teoria de Calderón-Zygmund (ver Teo-

rema 9.9 em [47]) que ∆w = h q.s. em D e w ∈ H2(D). Colocando w1 = w|K ,

w2 = w|D\K , teremos w1|∂K ∈ H1(∂K), w2|∂D ∈ H1(∂D) (para maiores detalhes ver

a prova do Teorema B em [65]). Também, ∂νw1(x)− ∂νw2(x) = 0 e w1(x) = w2(x),

para x ∈ ∂K e ν o vetor normal exterior a ∂K. A técnica que utilizamos para

estabelecer a desejada regularidade para ψ consiste em demonstrar que este pode

ser escrito como a combinação linear de w com a solução de um problema auxiliar

(ver (2.14) abaixo), o qual pode ser tratado utilizando operadores integrais. Nesse

sentido, vamos provar o seguinte lema

Lema 2.2. Sejam f1 ∈ H1(∂K), f2 ∈ H1(∂D), g1 ∈ L2(∂K), µ1, µ2 > 0 constantes

arbitrárias. Assumindo a validade de H1, o problema

∆v1(x) = 0, x ∈ K,

∆v2(x) = 0, x ∈ D\K,

µ2v2(x)− µ1v1(x) = f1(x), x ∈ ∂K,

v2(x) = f2(x), x ∈ ∂D,

∂νv2(x)− ∂νv1(x) = g1(x), x ∈ ∂K,

(2.14)
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possui uma única solução v = (v1, v2) tal que v1 ∈ H3/2(K), v2 ∈ H3/2(D\K).

Demonstração. Seguimos aqui técnicas usadas no tratamento de problemas de

difração, nesse casos a equação de Helmholtz é considerada [72], [109]. Procuramos

por soluções de (2.14) da forma

v1 = Dζ + µ1Sϕ

v2 = Dζ + µ2Sϕ + D0χ,
(2.15)

para ζ ∈ H1(∂K), ϕ ∈ L2(∂K) e χ ∈ H1(∂D). Aqui,

Sϕ(x) =

∫

∂K

G(x− y)ϕ(y)ds(y),

Dζ(x) =

∫

∂K

∂G(x− y)

∂ν(y)
ζ(y)ds(y),

D0χ(x) =

∫

∂D

∂G(x− y)

∂ν(y)
χ(y)ds(y)

onde ν(y) representa a normal exterior no ponto y pertencente à região sob inte-

gração. Podemos escrever (2.15) na forma

(v1, v2)
t = H




ζ

ϕ

χ


 , (2.16)

onde H =


 D µ1S 0

D µ2S D0


.

É bem conhecido o fato que, se s ∈ (0, 1], existem operadores traço

cont́ınuos [88]

γ
(1)
i : Hs(K) → Hs−1/2(∂K),

γ(1)
e : Hs(D\K) → Hs−1/2(∂K),

γ
(2)
i : Hs(D) → Hs−1/2(∂D),

γ(2)
e : Hs(R3\D) → Hs−1/2(∂D)

onde, para uma função u definida em D,

γ
(1)
i u(y) = lim

x→y, x∈Γi(y)
u(x), q.s. y ∈ ∂K

γ(1)
e u(y) = lim

x→y, x∈Γe(y)
u(x), q.s. y ∈ ∂K
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Aqui Γi(y) e Γe(y) representam as componentes internas e externas a K do cone

(aberto, circular, duplamente truncado) centrado em y ∈ ∂K (para detalhes ver

[114]). A definição é similar para γ
(2)
i , γ

(2)
e .

Observamos que Sϕ e Dζ são funções harmônicas em R3\∂K e D0χ

é harmônica em R3\∂D. De acordo com os resultados de Costabel [24], para s ∈
[−1/2, 1/2], os operadores abaixo são cont́ınuos

S : H−1/2+s(∂K) → H1+s(K),

D : H1/2+s(∂K) → H1+s(K),

D0 : H1/2+s(∂D) → H1+s(D),

γ
(1)
i S : H−1/2+s(∂K) → H1/2+s(∂K),

γ
(1)
i D : H−1/2+s(∂K) → H1/2+s(∂K),

γ
(2)
i D0 : H−1/2+s(∂D) → H1/2+s(∂D),

γ
(1)
i ∂νS : H1/2+s(∂K) → H1/2+s(∂K),

γ
(1)
i ∂νD : H1/2+s(∂K) → H−1/2+s(∂K).

(2.17)

Os dois primeiros desses resultados permanece válido se K for substitúıdo por D\K.

Trocando-se o sub-́ındice (i) por (e) os resultados permanecem válidos. Além disso,

os traços de S, D e D0 tem as seguintes propriedades (ver também [114] e [24]),

γ
(1)
i S = γ(1)

e S = S,

γ
(1)
i D =

(
1

2
I + D

)
,

γ(1)
e D =

(
−1

2
I + D

)
,

γ
(2)
i D0 =

(
1

2
I + D0

)
,

γ
(1)
i (∂νS) =

(
−1

2
I + D∗

)
,

γ(1)
e (∂νS) =

(
1

2
I + D∗

)
,

γ
(1)
i (∂νD) = γ(1)

e (∂νD) ,

(2.18)
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onde

Dζ(x) = p.v.(Dζ)(x), x ∈ ∂K

D0χ(x) = p.v.(D0χ)(x), x ∈ ∂D

(D∗ϕ)(x) = p. v.

(∫

∂K

∂G(x,y)

∂ν(x)
ϕ(y)ds(y)

)
, x ∈ ∂K

(2.19)

e p. v. indica o valor principal de Cauchy.

Definindo os seguintes operadores

T1χ = γ(1)
e (∂νD0χ) ,

T2χ = γ(1)
e (D0χ),

T3ζ = γ
(2)
i (Dζ),

T4ϕ = γ
(2)
i (Sϕ),

(2.20)

onde ν é a normal exterior a ∂K, e usando as relações acima vemos que (v1, v2) é

solução de (2.14) se as densidades (ζ, ϕ, χ) satisfazem o seguinte sistema de equações

(µ2v2 − µ1v1)|∂K = f1 =

(
µ2

(
−1

2
I + D

)
− µ1

(
1

2
I + D

))
ζ+

+ (µ2
2 − µ2

1)Sϕ + µ2T2χ,

(∂νv2 − ∂νv1)
∣∣
∂K

= g1 =

(
µ2

(
1

2
I + D∗

)
− µ1

(
−1

2
I + D∗

))
ϕ + T1χ,

v2|∂D = f2 = T3ζ + µ2T4ϕ +

(
1

2
I + D0

)
χ.

(2.21)

Reescrevemos as equações acima na forma




f1

g1

f2


 = J




ζ

ϕ

χ


 + L




ζ

ϕ

χ


 , (2.22)

onde

J =




µ2

(− 1
2I + D

)− µ1

(
1
2I + D

)
0 0

0 µ2

(
1
2I + D∗

)− µ1

(− 1
2I + D∗

)
0

0 0
(

1
2I + D0

)


 (2.23)
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e

L =




0 (µ2
2 − µ2

1)S µ2T2

0 0 T1

T3 µ2T4 0


 . (2.24)

Como demonstrado em [109], J −1 existe em

X = H1(∂K)× L2(∂K)×H1(∂D)

e S é compacto. Os operadores

T1 : H1(∂D) → L2(∂K)

T2 : H1(∂D) → H1(∂K)

T3 : H1(∂K) → H1(∂D)

T4 : L2(∂K) → H1(∂D)

são limitados e compactos. Isso pode ser demonstrado observando que ‖∇v‖0,2,∂K +

‖(ν · ∇v)ν‖0,2,∂K é uma norma equivalente a ‖.‖1,2,∂K (ver [114], Definição 1.9) e

usamos o fato de que, por hipótese, dist(∂K, ∂D) > 0. Logo, pela teoria de Riesz-

Schauder

J −1




f1

g1

f2


 =




ζ

ϕ

χ


 + J −1L




ζ

ϕ

χ


 ,

terão uma única solução se a única solução de

(I + J −1L)




ζ

ϕ

χ


 = 0

for (ζ, ϕ, χ)t = 0. Entretanto, observamos que, nesse caso, da unicidade de soluções

para (2.14), teremos v1, v2 ≡ 0. Definindo v′2(x) = µ−1
1 v1(x), v′1(x) = −µ−1

2 v2(x)

nós observamos que, pelos resultados de traço, v′1 e v′2 satisfazem (2.14) com g1 =

f2 = f1 = 0. Pela unicidade, v′1 ≡ 0, v′2 ≡ 0. Então, usando (2.18), observamos que

−ζ = γ
(1)
e (µ1v

′
2)− γ

(1)
i v1 = 0 e ϕ = ∂νv

′
2 − µ−1

1 ∂νv1 = 0 e isso implica

((1/2)I + D0)χ = 0.
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Como ((1/2)I + D0) : H1(∂D) → H1(∂D) é inverśıvel (Seção 3 em [109]), obtemos

que χ = 0. Usando os resultados em (2.17), conclúımos que v1 ∈ H3/2(K) e v2 ∈
H3/2(D\K).

Podemos agora estabelecer o resultado de regularidade para ψ

Proposição 2.1. Se ψ = (ψ1, ψ2) ∈ H1(D) é a solução de (2.4), então

ψ1 = k−1
1 (v1 + w1), ψ2 = k−1

2 (v2 + w2).

Aqui w = −G ∗ h, onde G(x) = −1
4π|x| , h(x) = b(x, ψ2(x)) + ρ(x) e v = (v1, v2)

é a solução de (2.14) considerando-se µ1 = k−1
1 , µ2 = k−1

2 , f1 = (µ1 − µ2)w,

f2 = k2Ψ(x) − w2 e g1 = −4πe
T

σ(x). Como conseqüência, ψ1 ∈ H3/2(K) e ψ2 ∈
H3/2(D\K).

Demonstração. Observamos que, pelas propriedades de Ψ e de w, as funções f1,

f2 e g1 satisfazem as hipóteses do Lema 2.2. Denotando

u1 = k−1
1 (v1 + w1), u1 = k−1

2 (v2 + w2),

é imediato que u1 = u2 em ∂K, u2 = Ψ em ∂D e que

k1∂νu1 − k2∂νu2 =
4πe

T
σ

em ∂K. Por um cálculo elementar (ver Proposição 3.2.1 em [97]), u ∈ H1(D) e

ϑ = u− ψ ∈ H1
0 (D) satisfaz (no sentido generalizado)

k1∆ϑ1 = 0, em K,

k2∆ϑ2 = 0, em D\K,

ϑ1 = ϑ2, em ∂K,

k1∂νϑ1 − k2∂νϑ2 = 0, em ∂K,

ϑ2 = 0, em ∂D.

Como conseqüência, ϑ ≡ 0 e ψ = u.
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Observação 2.9. Notamos que, por imersão de Sobolev, H3/2(D) ⊂ W 1,3(D) [16].

Com isso, devido a um resultado de Trudinger [111], se D ⊂ Rn é um domı́nio com

a propriedade do cone e se u ∈ W 1,n(D), existem constantes C1 = C1(n,D), C2 =

C2(n,D) > 0 tais que
∫

D
exp

(
C1|u|

‖u‖1,n,D

) n
n−1

dx ≤ C2. Então, se 0 < p < +∞,

escrevendo

∫

D

exp p|u|dx =

∫

D

exp

(
p
C1

(
n

n−1

)(n−1)/n ‖u‖1,n,D

C1

(
n

n−1

)(n−1)/n ‖u‖1,n,D

|u|
)

dx

e usando a desigualdade de Young, temos

∫

D

exp p‖u|dx ≤
∫

D

exp

[(
C1|u|
‖u‖1,n,D

) n
n−1

+
pn‖u‖n

1,n,D

n(n/(n− 1))(n−1)Cn
1

]
dx

≤ C2 exp

(
pn‖u‖n

1,n,D

n(n/(n− 1))(n−1)Cn
1

)
< +∞.

(2.25)

Um cálculo simples mostra-nos que

∫

D

coshp udx ≤
∫

D

exp (p|u|) + 1

2
dx ≤ C3 < +∞,

onde C3 > 0 depende somente sobre n, p, ‖u‖1,n,D, |D|.

Observação 2.10. Conforme observado em [109], as normas dos operadores definidos

em (2.17) dependem unicamente da constante Lipschitz dos domı́nios envolvidos.

Por sua vez, os operadores definidos em (2.20) de X para X tem norma dependendo

sobre [dist(∂K, ∂D)]−1 e sobre as constantes Lipschitz de ∂K e ∂D. Isso também é

verdade com relação à norma de (L+ J )−1 : X → X.

2.3.2 Caso 2: Domı́nios de Classe C1,1

Nessa seção, vamos considerar hipóteses mais restritivas com relação

aos domı́nios K e D e com relação aos dados ρ, Ψ e σ para obter, através do uso de

operadores integrais clássicos, maior regularidade para a solução ψ de (2.4). Dessa

forma, assumimos as seguintes hipóteses

H3: K e D são domı́nios de classe C1,1.

H4: σ ∈ Cα(∂K), ρ ∈ Cα(D), Ψ ∈ C1+α(∂D), 0 < α < 1.
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Lema 2.3. Considerando-se as hipóteses H3 e H4, a solução ψ = (ψ1, ψ2) ∈ H1(D)

de (2.4) é tal que ψ1 ∈ Cα(K) e ψ2 ∈ Cα(D\K).

Demonstração. Denotemos

X = C(∂K)× C(∂K)× C(∂D)

e

Y = Cα(∂K)× Cα(∂K)× Cα(∂D)

equipados com a norma usual do produto. Consideramos, como no Lema 2.2 as

funções h(x) = b(x, ψ(x))+ρ(x) e w(x) = −(G∗h)(x), estendendo h a ser zero fora

de D. Por um cálculo semelhante ao da Observação 2.9 e, pela regularidade de ρ,

é posśıvel demonstrar que h ∈ Lp(D), ∀ 1 ≤ p < +∞. Usando o Teorema 9.2 em

[46], para uma escolha adequada de p, temos w ∈ Cα(D). Consideramos novamente

o problema (2.14) com f1, f2 e g1 como na Proposição 2.1. De acordo com as

hipóteses, f1 ∈ Cα(∂K), f2 ∈ Cα(∂D) e g1 ∈ Cα(∂K). Como na prova do Lema

2.2, procuramos soluções da forma (2.15); entretanto com densidades (ζ, ϕ, χ) ∈ Y .

Seguindo a discussão no Caṕıtulo II de [87] (ver também Caṕıtulo 11

em [86]), no contexto clássico, os seguintes operadores são cont́ınuos,

S : C(∂K) → Cα(K),

D : Cα(∂K) → Cα(K),

D0 : Cα(∂D) → Cα(D),

γ
(1)
i S : C(∂K) → Cα(∂K),

γ
(1)
i D : C(∂K) → Cα(∂K),

γ
(2)
i D0 : C(∂D) → Cα(∂D),

(2.26)

∀0 < α < 1. Os dois primeiros resultados permanecem válidos considerando-se D\K
ao invés de K. Além disso, se ϕ ∈ C(∂K), D∗ϕ ∈ Cα(∂K), onde D∗ foi definido em

(2.19). Considerando os operadores T1, T2, T3 e T4 como aqueles definidos em (2.20) e

usando (2.18), as densidades (ζ, ϕ, χ) devem satisfazer (2.21) ou, na forma matricial,
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a equação (2.22) com J e L definidas como em (2.23) e em (2.24). Definindo

A =




2(µ2−µ1)
(µ1+µ2)

D 2(µ2 − µ1)S
2µ2

(µ1+µ2)
T2

0 2(µ2−µ1)
(µ1+µ2)

D∗ −2
(µ1+µ2)

T1

−2T3 −2µ2T4 −2D0


 ,

obtemos o sistema

(I−A)




ζ

ϕ

χ


 =




f ′1

g′1

f ′2


 , (2.27)

onde f ′1 = −2f1

µ1+µ2
, g′1 = 2g1

µ1+µ2
, f ′2 = 2f2. Como por hipótese, δ = dist(∂K, ∂D) > 0,

os operadores

T1 : C(∂D) → Cα(∂K), T2 : C(∂D) → Cα(∂K)

T3 : C(∂K) → Cα(∂D), T4 : C(∂K) → Cα(∂D).

são compactos. Isso segue de argumentos análogos àqueles dados em [20] (Teoremas

1.6, 1.7 e 1.10) se observarmos que, nesse caso, os núcleos não são singulares. Os

operadores

D : C(∂K) → C(∂K)

D∗ : C(∂K) → C(∂K)

D0 : C(∂D) → C(∂D)

são também compactos (ver Caṕıtulo II em [55]), então A é um operador compacto

de X para X. Usando a teoria de Riesz-Fredholm o sistema (2.27) tem uma única

solução (ζ, ϕ, χ) ∈ X, como pode ser visto, usando argumentos semelhantes àqueles

usados na demonstração do Lema 2.2, envolvendo a unicidade de soluções para

(2.14) (detalhes podem ser vistos também na demonstração do Teorema 4.1 em

[72]). Utilizando (2.26) obtemos que A : X → Y e, por (2.27), (ζ, ϕ, χ) ∈ Y ;

conseqüentemente, v1 ∈ C2(K)∩Cα(K), v2 ∈ C2(D\K)∩Cα(D\K). A Proposição

2.1 juntamente com a regularidade de w dá-nos o resultado para ψ.

Proposição 2.2. Considerando-se as hipóteses do Lema 2.3 se ψ = (ψ1, ψ2) é a

solução de (2.4), então ψ1 ∈ C1+α(K) e ψ2 ∈ C1+α(D\K).
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Demonstração. Vamos considerar os espaços de funções X, Y como aqueles definidos

no Lema 2.3 e denotamos Z = C1+α(∂K)×Cα(∂K)×C1+α(∂D). Observamos que,

∀x, y ∈ D\K

| sinh ψ2(x)− sinh ψ2(y)| =
∣∣∣∣∣
∫ ψ2(y)

ψ2(x)

cosh τd τ

∣∣∣∣∣

≤ C|ψ2(x)− ψ2(y)|,

o que mostra, usando o Lema 2.3 juntamente com a regularidade de ρ, que h ∈
Cα(D\K). Portanto, os sub-problemas

∆w1(x) = ρ(x), x ∈ K,

w1(x) = 0, x ∈ ∂K (2.28)

∆w2(x) = h(x), x ∈ D\K,

w2(x) = 0, x ∈ ∂K ∪ ∂D. (2.29)

tem únicas soluções clássicas w1 ∈ C1+α(K)∩C2(K), w2 ∈ C1+α(D\K)∩C2(D\K)

[47].

Consideramos novamente o problema (2.14), com µ1 = k−1
1 , µ2 = k−1

2 ,

f1 = 0, f2 = k2Ψ e g1 = −4πe
T

σ + (∂νw1 − ∂νw2). Da regularidade de w1 e w2,

g1 ∈ Cα(∂K). Como conseqüência, a solução v = (v1, v2) de (2.14) é tal que

v1 ∈ C2(K) ∩ C1+α(K) e v2 ∈ C2(D\K) ∩ C1+α(D\K). Isso segue de argumentos

similares àqueles dados antes: de fato, assumindo que v tem uma representação

em termos de integrais singulares como (2.15), então as densidades (ζ, ϕ, χ) tem de

satisfazer o sistema (2.21); como afirmado em (2.26), A : X → Y . Além disso,
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A : Y → Z já que os operadores abaixo são cont́ınuos [87]

S : Cα(∂K) → C1+α(K),

D : C1+α(∂K) → C1+α(K),

D0 : C1+α(∂D) → C1+α(D),

γ
(1)
i S : Cα(∂K) → C1+α(∂K),

γ
(1)
i D : Cα(∂K) → C1+α(∂K),

γ
(2)
i D0 : Cα(∂D) → C1+α(∂D),

D∗ : Cα(∂K) → C1+α(∂K).

(2.30)

O resultado para ψ segue por argumentos similares ao da Proposição

2.1, observando que ψ1 = k−1
1 (w1 + v1) e ψ2 = k−1

2 (w2 + v2).

Observação 2.11. Do Lema 2.3 e do resultado de regularidade A : X → Y o

operador linear (I−A)−1 : Y → Y é limitado com norma de operador dependendo

somente sobre K,D, δ−1, α. Para o operador (I − A)−1 : Z → Z isso também é

válido se recordarmos o Lema 2.2 e o fato que A : Y → Z.

2.4 Teoria de Aproximação

As observações feitas por Holst [62] parecem reticentes quanto à possi-

bilidade da obtenção de estimativas de erro via métodos de elementos finitos. Isso

certamente não é o caso se reformularmos o problema em termos da teoria de inte-

grais singulares. Como comentado no livro de Dautray e Lions [30], em problemas

biof́ısicos, no caso de grandes e complexas macromoléculas com superf́ıcie de acessi-

bilidade Lipschitz, tal formulação é muito razoável.

Consideremos (J i
h, J

e
h) como triangularizações regulares (uniformes) de

K e D\K respectivamente, e definimos

Sh = {vh = (vi
h, v

e
h), vi

h ∈ C0(K), ve
h ∈ C0(D\K), vi

h|M , ve
h|M ′ ∈ P1, ∀(M,M ′) ∈ (J i

h, J
e
h)}.



2 A Equação de Poisson-Boltzmann 39

Similarmente, sejam (J̆ i
h, J̆

e
h) triangularizações regulares de ∂K e ∂D, respectiva-

mente, então definimos

S̆h = {v̆h = (v̆i
h, v̆

e
h), v̆i

h ∈ C0(∂K), v̆e
h ∈ C0(∂D), v̆i

h|M̆ , v̆e
h|M̆ ′ ∈ P1, ∀(M̆, M̆ ′) ∈ (J̆ i

h, J̆
e
h)}.

Vamos assumir as hipóteses H1 e H2 e, por simplicidade, que K e D são

domı́nios poliédricos. Nesse caso, (vi
h, v

e
h)|∂K∪∂D ⊂ S̆h, ∀(vi

h, v
e
h) ∈ Sh. O caso mais

geral pode ser tratado de uma maneira essencialmente equivalente. Consideramos

somente elementos finitos lineares por partes, o que é compat́ıvel com a regularidade

da solução que obtemos.

Vamos definir os operadores de projeção ortogonal

Ph : L2(D) → Sh,

P̆h : L2(∂K ∪ ∂D) → S̆h,

Via interpolação vemos que, se u = (u1, u2) é tal que

u1 ∈ H3/2(K), u2 ∈ H3/2(D\K),

então existe uma constante C > 0 tal que

‖u− Phu‖0,2,D ≤ Ch3/2(‖u1‖3/2,2,K + ‖u2‖3/2,2,D\K) (2.31)

(ver [36]) e, certamente,

‖u− P̆hu‖L2(∂K∪∂D) ≤ Ch‖u‖H1(∂K∪∂D), (2.32)

se u ∈ H1(∂K∪∂D) (detalhes podem ser vistos no Caṕıtulo 3 do livro de Quarteroni

e Valli [97]).

Para definirmos o problema de aproximação relativo ao problema varia-

cional (2.7), temos de levar em consideração que este último tem uma condição de

contorno não homogênea em ∂D. Assim, seguindo a discussão no Caṕıtulo 6 em

[97], definimos {xs|s = 1, ..., dh} os nós em ∂D e {ai|i = 1, ..., ch} os nós internos a

D (incluindo os nós de ∂K). Definimos o conjunto

S∗h = {vh ∈ Sh, vh(xs) = Ψh(xs), ∀s = 1, ..., dh}.
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O problema aproximado para (2.7) consiste em:

Encontrar uh ∈ S∗h ∩H1(D) tal que

a(uh, vh) + (N(uh), vh) = L(vh), (2.33)

∀vh ∈ S∗h∩H1(D), onde a(uh, vh) = k1

∫
K
∇ui

h∇vi
hdx+k2

∫
D\K ∇ue

h∇ve
hdx, (N(uh), vh) =

∫
D

b(x, uh)vhdx, L(vh) = 4πe
T

∫
∂K

σvhds− ∫
D

ρvhdx.

Definimos Ψ̃h ∈ S∗h ∩ H1(D) como sendo a solução do problema de

aproximação para (2.5): a(Ψ̃h, vh) = 0, ∀vh ∈ S∗h ∩ H1(D). Procuramos soluções

para (2.33) da forma uh = Ψ̃h +

ch∑
i=1

uh(ai)ϕi = Ψ̃h +u′h, onde ϕi são funções base de

Sh relativas aos nós internos. Como observado em [97], u′h ∈ Sh ∩H1(D). Podemos

então reformular (2.33) como:

Encontrar u′h ∈ Sh ∩H1
0 (D) tal que

a(u′h, vh) + (N(u′h + Ψ̃h), vh) = L(vh)− Lh(vh), (2.34)

∀vh ∈ Sh∩H1
0 (D), onde a(uh, vh) = k1

∫
K
∇ui

h∇vi
hdx+k2

∫
D\K ∇ue

h∇ve
hdx, (N(uh), vh) =

∫
D

b(x, uh)vhdx, L(vh) = 4πe
T

∫
∂K

σvhds−∫
D

ρvhdx e Lh(vh) = 〈k1∂νΨ̃
i
h−k2∂νΨ̃

e
h, vh〉,

onde ν é a normal exterior à ∂K e 〈, ., 〉 denota a antidualidade entre (H
1/2
00 (∂K))′ e

H
1/2
00 (∂K) (relembramos que esses espaços foram definidos na Seção 2.2 da presente

tese). Podemos agora usar o Teorema 2.3 em [49] para garantir a existência de uma

única solução u′h ∈ Sh ∩ H1
0 (D) de (2.34). Como conseqüência existe uma única

solução uh ∈ S∗h ∩H1(D) de (2.33).

Agora notamos que se u é a solução de (2.4), então usando os resultados

de regularidade estabelecidos na Proposição 2.1, a estimativa (2.31) nos fornece

‖u− uh‖0,2,D ≤ ‖Phu− uh‖0,2,D + ‖Qhu‖0,2,D

≤ ‖Phu− uh‖0,2,D + Ch3/2(‖u1‖3/2,2,K + ‖u2‖3/2,2,D\K),
(2.35)

onde Qh = u− Phu. Resta-nos, portanto, estimar o primeiro termo da soma acima.

Para isso utilizamos as representações das soluções de (2.4) em termos de operadores
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integrais, como discutido na Seção 2.3. Utilizando a Proposição 2.1, sabemos que u

tem a representação

(u1(x), u2(x))t = (k−1
1 w1(x), k−1

2 w2(x))t + (k−1
1 , k−1

2 )t H




ζ(x)

ϕ(x)

χ(x)


 , x ∈ D

onde w2 = −G ∗ (b + ρ2), w1 = −G ∗ ρ1, e estamos considerando, como na de-

monstração da referida Proposição, b = b(x, u(x)). Podemos também escrever,

(u1(x), u2(x))t = (k−1
1 w1(x), k−1

2 w2(x))t+

+ (k−1
1 , k−1

2 )t H(L+ J )−1




f1(x)

g1(x)

f2(x)


 , x ∈ D,

onde f1(x) = (µ1 − µ2)w(x), f2(x) = (k2Ψ(x) − w2(x))|∂D, g1(x) = −4πe
T

σ(x). Da

mesma forma, uh satisfaz, para x ∈ D,

(ui
h, u

e
h)

t = (k−1
1 wi

h, k
−1
2 we

h)
t + (k−1

1 , k−1
2 )t PhH(L+ J )−1




(µ1 − µ2)P̆hwh

−4πe
T

σ

k2Ψh − we
h


 ,

onde we
h = −(PhG ∗ Ph(bh + ρ2)), wi

h = −(PhG ∗ Phρ1), bh = b(x, uh(x)).

Definimos eh = Phu− uh. Então,

(ei
h(x), ee

h(x))t = (k−1
1 (Phw1 − wi

h)(x), k−1
2 (Phw2 − we

h)(x))t+

+ (k−1
1 , k−1

2 )t PhH(L+ J )−1M,

onde

M =




(µ1 − µ2)(P̆hw − wh)(x)

0

(P̆hw2 − we
h)(x)


 +




(µ1 − µ2)Q̆hw(x)

0

k2Q̆hΨ(x)


 .
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Podemos escrever eh = êh + ẽh, onde êh ∈ Sh ∩H1(D) é a solução de

Ph∇.(k(x)∇êh(x)) = Ph(b(x, u(x))− b(x, uh(x))), x ∈ D,

êi
h(x) = êe

h(x), x ∈ ∂K,

êe
h(x) = 0, x ∈ ∂D,

k1∂ν ê
i
h(x)− k2∂ν ê

e
h(x) = 0, x ∈ ∂K,

(2.36)

e ẽh = PhH(L+ J )−1




(µ1 − µ2)Q̆hw(x)

0

k2Q̆hΨ(x)


.

Relembrando a Observação 2.10, (L + J )−1 existe e é um operador

limitado de Y = L2(∂K) × L2(∂K) × L2(∂D) a Y . Da mesma forma, H é um

operador limitado de Y a Y . Então existem constantes C1, C2 > 0 tais que

‖ẽh‖0,2,D ≤ C1(‖(µ1 − µ2)Q̆hw‖0,2,∂K + ‖k2Q̆hΨ‖0,2,∂D)

≤ C2h(‖G ∗ (b(x, u) + ρ)‖1,2,∂K + ‖Ψ‖1,2,∂D),
(2.37)

onde usamos (2.32) e o fato de que w|∂K ∈ H1(∂K).

Multiplicando a primeira equação em (2.36) por êh e integrando por

partes, temos

−k1

∫

K

|∇êi
h|2dx− k2

∫

D\K
|∇êe

h|2dx =

∫

D\K
(b(x, u(x))− b(x, uh(x)))êhdx. (2.38)

Além disso,

∫

D\K
(b(x, u(x))− b(x, uh(x)))êhdx =

= r−2
D k2

∫

D\K
(sinh(u)− sinh(Phu) + sinh(Phu)− sinh(uh))êhdx

= r−2
D k2

∫

D\K
êh

∫ 1

0

cosh (Phu + θ(u− Phu))(u− Phu)dθdx+

+ 2r−2
D k2

∫

D\K
cosh

(
Phu +

uh − Phu

2

)
sinh

(
Phu− uh

2

)
ehdx+

− r−2
D k2

∫

D\K
ẽh

∫ 1

0

cosh (uh + θ(Phu− uh))(Phu− uh)dθdx.
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Lembrando que, 1 ≤ cosh (a + θ(b− a)) ≤ max (cosh (a), cosh (b)) e substituindo a

igualdade acima em (2.38), a positividade da função f(x) = x sinh (x) cosh (x) nos

dá a seguinte estimativa

k1

∫

K

|∇êi
h|2dx + k2

∫

D\K
|∇êe

h|2dx ≤

≤ r−2
D k2

∫

D\K
|êh| |max (cosh (Phu), cosh (u))| |(u− Phu)|dx+

+ r−2
D k2

∫

D\K
|ẽh| |max (cosh (Phu), cosh (uh))| |(uh − Phu)|dx

Usando a desigualdade de Schwarz, a limitação (uniforme em h) de ‖uh‖∞,D e

‖Phu‖∞,D (ver Observação 2.12) e a estimativa (2.37), obtemos

k1

∫

K

|∇êi
h|2dx + k2

∫

D\K
|∇êh|2dx ≤

≤ C‖êh max (cosh (Phu), cosh (u))‖0,2,D‖u− Phu‖0,2,D+

+ C‖ẽh‖2
0,2,D + C‖êh‖0,2,D‖ẽh‖0,2,D

≤ C‖êh‖0,4,D‖max (cosh (Phu), cosh (u))‖0,4,D‖u− Phu‖0,2,D+

+ Ch2 + C‖êh‖0,2,D‖ẽh‖0,2,D

(2.39)

Agora, usando (2.31), (2.37) e as desigualdades de Schwarz, Young e Poincaré, bem

como a imersão cont́ınua H1(D) ⊂ L4(D) (ver [16]), obtemos para ε > 0,

(min (k1, k2))

∫

D

ê2
hdx ≤ C(min (k1, k2))

∫

D

|∇êh|2dx

≤ ε

2
‖∇êh‖2

0,2,D + Ch3‖max (cosh (Phu), cosh (u))‖2
0,4,D + Ch2.

Usando a H3/2-regularidade de u restrita a D\K e recordando a Observação 2.9, o

Lema de Poincarè nos dá, para uma escolha adequada de ε,

‖êh‖0,2,D ≤ C(h3/2 + h),

onde C não depende de h. Conseqüentemente,

‖eh‖0,2,D ≤ ‖ẽh‖0,2,D + ‖êh‖0,2,D ≤ C(h3/2 + h),

e retornando a (2.35) obtemos a estimativa de erro

‖u− uh‖0,2,D = O(h).
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Observação 2.12. Em (2.39) usamos o fato de que ‖uh‖∞,D (e por conseqüência

‖Phu‖∞,D) podem ser limitadas superiormente por uma constante independente de

h. Isto pode ser demonstrado estabelecendo-se, através de (2.34), estimativas uni-

formes em h para ‖u′h‖1,2,D e ‖Ψ̃h‖1,2,D (ver a demonstração dos Lemas 3.1 e 3.3 no

próximo caṕıtulo).
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3 EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES FRACAS

PARA O MOVIMENTO HIDRO-ELÉTRICO

Nesse caṕıtulo estabelecemos resultados sobre existência de soluções

fracas para o sistema envolvido no primeiro modelo de eletroforese discutido na

introdução da presente tese. Em tal modelo, o comportamento hidrodinâmico do

sistema é governado pela equações de Navier-Stokes, com um termo fonte dependen-

do não-linearmente sobre o potencial eletrostático. Este, por sua vez, é calculado,

em cada instante de tempo, através da equação de Poisson-Boltzmann (1.1). A

dependência do potencial com a posição da part́ıcula torna o sistema acoplado,

juntamente às equações dinâmicas de movimento.

Cabe observar que não consideramos, nesse modelo, a aproximação usu-

al para o efeito do campo elétrico sobre a part́ıcula baseada na teoria da camada

limite de Prandtl: a velocidade de deslizamento. Como já discutido, sua derivação

requer maior regularidade do contorno da part́ıcula. Tal modelo será considerado

no próximo caṕıtulo.

Estudamos o acoplamento hidro-elétrico admitindo hipóteses mais res-

tritivas do que simplesmente H1 e H2, especialmente com relação às distribuições

de cargas. Isso habilita-nos a utilizar os resultados de regularidade estabelecidos na

Proposição 2.1 para mostrar que o termo fonte não linear

F =

(
C1ID\K(t)ρ + C2ID\K(t) sinh

(
eφ

T

))
∇φ

pertence a L2(D)3, ∀t ∈ (0, τ), para um determinado τ > 0. Com isso, baseados

em técnicas introduzidas nas referências [31, 32, 33], consideramos uma formulação

global fraca para o sistema e a existência de soluções local em tempo é estabele-

cida, no Teorema 3.3. A obtenção desse resultado é uma conseqüência do fato de

que é posśıvel demonstrar a existência de uma seqüência de soluções aproximadas

para um sistema global eletro-mecânico apropriado, através da obtenção de limites

uniformes sobre F, conforme Teorema 3.1 e Corolário 3.1. Essas propriedades são
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provadas restritas ao caso no qual, a distribuição superficial de cargas da part́ıcula e

a distribuição de cargas fixas (na part́ıcula e na solução), são funções L2 e L∞, res-

pectivamente e a distância da part́ıcula ao contorno exterior do enclosure é sempre

maior ou igual do que uma constante fixada d > 0. Para isso basta considerarmos

a hipótese de que ∂K0 é uma superf́ıcie Lipschitz. A existência de soluções fracas

obtidas no Teorema 3.3 segue da hipótese adicional que o domı́nio da part́ıcula é de

classe C1,1 e através de propriedades de compacidade para a seqüência de soluções

aproximadas, bem como da convergência da seqüência de termos forçantes associada,

conforme pode ser visto no Teorema 3.2.

Outras hipóteses que assumimos são de ordem f́ısica. Como já discutido

na introdução dessa tese, elas incluem o fato de que não consideramos o processo

de difusão de ı́ons na dupla camada elétrica, ou seja, estamos desprezando os efeitos

de eletro-osmose. Também estamos assumindo que os efeitos de polarização do

eletrólito sobre a dupla camada podem ser desprezados [100].

3.1 Equações Governantes

Consideremos uma part́ıcula ŕıgida carregada imersa numa solução ele-

troĺıtica sob a ação de um campo elétrico externo. Supomos que a solução (um fluido

viscoso) ocupa uma região D ⊂ R3 e que, no momento inicial, a part́ıcula ocupa

uma região compacta K0 ⊂ D tal que seu centro de massa está localizado na origem

y = 0 de um sistema Cartesiano com coordenadas y. Assim como no Caṕıtulo 2,

assumimos que a solução é composta por um solvente e um sal monovalente.

A ação do campo elétrico na part́ıcula produz seu movimento. A tra-

jetória de qualquer ponto material y é completamente descrito pelas duas funções

t 7→ Q(t) ∈ SO(3) and t 7→ xc(t) ∈ R3, (3.1)
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onde xc(t) é a trajetória do centro de massa da part́ıcula. As equações da trajetória

de qualquer ponto material tem a forma

X(y, t) = Q(t)y + xc(t) = M(t)y, y ∈ K0. (3.2)

Observamos que M(t) é uma transformação afim inverśıvel.

Assim, no tempo t, o corpo ocupa o conjunto K(t) onde

K(t) = {X ∈ R3 | X(y, t) = M(t)y, y ∈ K0}. (3.3)

O movimento do fluido é descrito pelo campo de velocidades vf (x, t)

(velocidade do ponto material de fluido o qual tem coordenadas Cartesianas x no

tempo t). Uma descrição Euleriana do movimento da part́ıcula é dada, com (3.2),

por

vp(x, t) = Q̇(t)Q∗(t)(x− xc(t)) + uc(t), x ∈ K(t). (3.4)

Aqui uc(t) = ẋc(t). Desde que Q(t) ∈ SO(3), a matriz Q̇(t)Q∗(t) é anti simétrica.

Assim, podemos determinar o vetor rotação w(t) pela identidade

Q̇(t)Q∗(t)z = w(t)× z, z ∈ R3.

Então, podemos escrever (3.4) na forma

vp(x, t) = w(t)× (x(t)− xc(t)) + uc(t), x ∈ K(t). (3.5)

Para algum τ > 0, definimos A : [0, τ ] → R3×3, Aij(t) = ejikwk(t),

t ∈ [0, τ ]. Se w(t) ∈ C([0, τ ];R3), pelo fato que Q(t) é a solução de Q̇(t) = A(t)Q(t),

Q(0) = I, nós temos Q(t) =
t∏
0

eA(τ)dτ , o produto integral usual [35]. Por um

Corolário da Fórmula de Duhamel [35] (p.21), podemos ver que se A,B : [a, b] →
R3×3 são cont́ınuas então ∀ x, y ∈ [a, b]

∥∥∥∥∥
y∏
x

eA(τ)dτ −
y∏
x

eB(τ)dτ

∥∥∥∥∥ ≤ e‖A‖1+‖B‖1
∣∣∣∣
∫ y

x

‖A(s)−B(s)‖ds

∣∣∣∣ . (3.6)

Aqui ‖A‖1 =
∫ b

a
‖A(s)‖ds e ‖.‖ é alguma norma em R3×3.
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Fixamos uma constante d > 0 e supomos (formalmente) que τ > 0 é

tal que

δ(t) := dist(∂K(t), ∂D) ≥ d, (3.7)

para todo t ∈ [0, τ ]. Isso será feito de forma precisa posteriormente. Vamos definir

φ(x, t) como uma função de valor real à qual representa o potencial elétrico em

(x, t) ∈ D× [0, τ ]. Definimos ψ(x, t) = φ(x,t)e
T

, com a mesma notação do Caṕıtulo 2.

As equações governantes e condições de contorno para ψ são

∇.(k(x)∇ψ(x, t))− b(x, ψ(x, t)) = ρ(x, t), x ∈ D,

ψ2(x, t) = ψ1(x, t), x ∈ ∂K(t),

ψ2(x, t) = Ψ(x), x ∈ ∂D,

k1∂νψ1(x, t)− k2∂νψ2(x, t) =
4πe

T
σ(x, t), x ∈ ∂K(t).

(3.8)

Aqui

• ν(x, t) é o vetor normal a ∂K(t).

• k : D× [0, τ ] → L(R3,R3) é definido como kij(x, t) = δijk1 se x ∈ K(t),

kij(x, t) = δijk2 se x ∈ D\K(t), onde k1, k2 são as constantes dielétricas

em K(t) e D\K(t) respectivamente.

• b : D × R → R, b(x, ψ(x, t)) = k2r
−2
D sinh ψ(x, t) se x ∈ D\K(t),

b(x, ψ(x, t)) = 0 se x ∈ K(t), rD é o raio de Debye.

• Ψ(x) = eΦ(x)
T

, ψ1(x, t) = ψ(x, t)|K(t) e ψ2(x, t) = ψ(x, t)|D\K(t).

• σ é a distribuição superficial de cargas e ρ(x, t) = (ρ1(x, t), ρ2(x, t)),

onde ρ1(x, t) = −4πe
T

ρ0
1(x, t), ρ2(x, t) = −4πe

T
ρ0

2(x, t), ρ0
1 = ρ0|K , ρ0

2 =

ρ0|D\K são a distribuição de cargas em K(t) e D\K(t) respectivamente.
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O movimento do fluido é descrito pelas equações de Navier-Stokes

µf (∂tv
f + div(vf ⊗ vf ))− η∆vf +∇p = νfF, in D′(Ωτ )

3

div vf = 0, in Ωτ

vf = 0, in ∂D

vf |t=0 = vf
0 in D\K0

(3.9)

para todo t ∈ (0, τ). Aqui η > 0 é a viscosidade do fluido, µf > 0 é a densidade

de massa (suposta homogênea) do fluido e Ωτ = {(t,x)/t ∈ (0, τ), x ∈ D\K(t)};
denotando ρions como a densidade de ı́ons da solução, nós temos

F = −(ρ0
2 + ρions)∇φ2

como a força elétrica sobre o domı́nio do fluido (veja [108]). Então

F =
T

4πe
(ρ2 + r−2

D k2 sinh (ψ2))(∇ψ2)ID\K(t), (3.10)

usando a distribuição de Boltzmann para ρions (veja Seção 2.2). É importante ob-

servar a dependência impĺıcita de F com o movimento.

Se µp > 0 é a densidade de massa da part́ıcula e A sua matriz inercial

(simétrica), então podemos escrever

yT Ay = µp

∫

K0

|y × (x− xc(0))|2dx,

para todo y ∈ R3.

De resultados bem conhecidos em mecânica Newtoniana para corpos

ŕıgidos e o tensor de tensões da dinâmica do fluido, se m é a massa da part́ıcula, a

lei de evolução para o movimento é dada por

m
duc(t)

dt
=

∫

∂K(t)

σH(x, t) · ν(x, t)ds(x) +

∫

∂K(t)

σE(x, t) · ν(x, t)ds(x)

e

A
dw(t)

dt
=

∫

∂K(t)

(x− xc(t))× (σH · ν)(x, t)ds(x) + w × (Aw)+

+

∫

∂K(t)

(x− xc(t))× (σE · ν)(x, t)ds(x).
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onde D(vf ) = 1
2
(∇vf + (∇vf )t) e σH(x, t) = 2ηD(vf (x, t)) − p(x, t)I é o tensor

de tensões do fluido; σE(x, t) = σE
ij(x, t) = Tk2

4πe

(
∂ψ2

∂xi

∂ψ2

∂xj
− 1

2
δij(∇ψ2)

2
)

é o tensor

eletrostático (ver [108]).

Assumimos as seguintes hipóteses sobre os dados:

H5 : K0 é um domı́nio Lipschitz e D é um domı́nio de classe C2;

H6 : Seja τ > 0 tal que (3.7) se verifica, então Ψ ∈ H1(∂D) ∩ C(∂D),

σ(., t) ∈ L2(∂K(t))), ρ(., t) ∈ L∞(D), ∀t ∈ [0, τ ].

Subseqüentemente, vamos impor hipóteses mais fortes sobre ρ e σ.

Observação 3.1. Considerando as hipóteses acima, o resultado de regularidade

para ψ (a solução de (3.8)), estabelecido na Proposição 2.1 é válido, isto é

ψ = (ψ1, ψ2) ∈ H1(D), ψ1 ∈ H3/2(K(t)), ψ2 ∈ H3/2(D\K(t))

para todo t ∈ [0, τ ]. Relembrando a Observação 2.9, devido a esse resultado de

regularidade, ‖ sinh (ψ2)‖0,p,D\K(t) < +∞, ∀ 1 ≤ p < +∞. Pela imersão de Sobolev

H1/2(D\K(t)) ⊂ L3(D\K(t)), a inequação de Hölder fornece

∫

D\K(t)

sinh2 (ψ2)(∇ψ2)
2dx ≤ ‖ sinh (ψ2)‖2

0,6,D\K(t)
‖ψ2‖2

0,3,D\K(t)
< +∞.

Então F ∈ L2(D)3, ∀t ∈ [0, τ ]. Um cálculo similar mostra-nos que σE
ij ∈ L3/2(D\K(t)).

3.2 A noção de solução fraca

Seguindo [31], vamos definir as densidades eulerianas µp(x, t) = µpIK(t)(x),

µf (x, t) = µfID\K(t)(x) e a densidade global µ = µp + µf . Também definimos a ve-

locidade global em D como

u(x, t) =





vf (x, t) if x ∈ D\K(t),

vp(x, t) if x ∈ K(t).
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Em vista da conservação de massa, µ satisfaz a equação linear do trans-

porte em D

∂tµ + div(µu) = 0.

Requeremos que vp = vf e σH · ν = T em ∂K(t), onde −T é a força

aplicada pela part́ıcula sobre o fluido. Podemos escrever T = Σ · ν, onde Σ é o

tensor de tensões de Cauchy no corpo.

Em ∂D, consideramos a condição de contorno de Dirichlet homogênea,

isto é, u|∂D = 0. Além do mais, a incompressibilidade do fluido, a rigidez da

estrutura e vp · ν = vf · ν implicam que div u = 0.

As leis de evolução de momentum para o fluido e para a part́ıcula são

dadas por

∂t(µfu) + div(µfu⊗ u) =
1

µf

div(µf (2ηD(u)− pI))+

+
1

µp

Σ · ∇µp + µfF, em D\K(t)

∂t(µpu) + div(µpu⊗ u) =
1

µp

div(µpΣ)− 1

µp

σH · ∇µp − 1

µp

σE · ∇µp, em K(t)

respectivamente. Aqui D(u) = 1
2
(∇u + (∇u)t) é o tensor global de deformação.

Introduzindo o tensor global de tensões

T =
µfσ

H

µf

+
µpΣ

µp

,

obtemos o sistema global em D′((0, τ)×D)3,

∂t(µu) + div(µu⊗ u) = div T + µF,

div u = 0, ∂tµ + div(µu) = 0, µpD(u) = 0,
(3.11)

u(x, 0) =





vf
0 (x), x ∈ D\K0

vp(x, 0) = w(0)× x + uc(0), x ∈ K0,
(3.12)

µp(x, 0) = µpIK0(x), µf (x, 0) = µfID\K0
(x)

µ(x, 0) = µ0(x) = µp(x, 0) + µf (x, 0) = µp,0(x) + µf,0(x).
(3.13)
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Formalmente, o sistema acima satisfaz a estimativa a priori de energia

∫

D

1

2
µ|u|2dx + η

∫ t

0

∫

D

|∇u|2dx ds ≤
∫

D

1

2
µ0|u0|2dx +

∫ t

0

∫

D

µF · u dx ds. (3.14)

Então, se assumirmos que ‖F‖L∞(0,τ ;L2(D))3 ≤ C ′ onde C ′ não depende de u (como

veremos, esse é o caso se δ(t) > d, ∀t ∈ [0, τ)) e que u0 ∈ L2(D)3, µ0 ∈ L∞(D),

juntamente com o fato de que µ ∈ L∞((0, τ)×D), podemos obter os limites a priori:

‖u‖L2(0,τ ;H1
0 (D))3 + ‖u‖L∞(0,τ ;L2(D))3 ≤ C(‖u0‖L2(D)3 + τ 1/2‖F‖L∞(0,τ ;L2(D)3)

≤ C1 + τ 1/2C2.
(3.15)

Em particular, isso implica que uc e w são limitados em L∞(0, τ) e a transformação

afim definida em (3.2) é Lipschitz no tempo.

A noção de solução fraca do sistema acima é dada abaixo, adaptada de

[31]

Definição 3.1. (µ,u) é uma solução fraca de (3.11)-(3.13) em (0, τ) se satisfaz os

limites a priori de energia

µ ∈ L∞((0, τ)×D), u ∈ L∞(0, τ ; L2(D))3 ∩ L2(0, τ ; H1
0 (D))3,

Além disso, δ(t) > d, ∀t ∈ (0, τ) e, para todo φ ∈ V e para quase todo t ∈ (0, τ),

∫ t

0

∫

D

(µu · ∂tϕ + µu⊗ u : D(ϕ)− ηD(u) : D(ϕ) + µF · ϕ) dxdτ

+

∫

D

µ0u0 · ϕ(0)dx =

(∫

D

µu · ϕdx

)
(t),

∂tµ + div(µu) = 0 em D′((0, τ)×D)3,

div u = 0, µpD(u) = 0, u|∂D = 0,

µ0 ∈ L∞(D), u0 ∈ L2(D)3, div u0 = 0

(3.16)

onde V é definido por

V = {ϕ ∈ H1((0, τ)×D)3 : ϕ(t) ∈ V (t), ∀t ∈ (0, τ)},

e

V (t) = {ϕ ∈ H1
0 (D)3 : div ϕ = 0, µpD(ϕ) = 0}.
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Nesta formulação, a pressão p e o tensor de tensões de Cauchy Σ do

sólido não aparecem. Eles são os multiplicadores de Lagrange do problema com as

funções teste como respectivas restrições.

Vamos estabelecer um teorema de existência local em tempo, baseado

na prova do Teorema 2.1 em [32] (ver também o Teorema 3.1 em [31]). A estratégia

da prova é baseada na solução de um sistema ”aproximado”, o qual fornece uma

seqüência de soluções aproximantes (ψn, µn,un)n≥0. A solução (ψ, µ,u) é constrúıda

como um limite dessas aproximações; a existência desse limite é derivada de pro-

priedades de compacidade da equação linear de transporte (ver [34]).

3.3 Existência de Soluções Aproximadas

Nessa seção descreveremos brevemente, os passos para a construção de

soluções aproximadas para (3.16) acoplado com (3.8). A estratégia consiste em

considerar as não linearidades envolvidas, especialmente as introduzidas pelo termo

forçante F e o conjunto V . No caso de movimento de corpos ŕıgidos num fluxo de

Navier-Stokes e sob a ação de uma força externa conhecida, Desjardins e Esteban [31,

32] inicialmente resolveram um problema linear apropriado, através de um método

do tipo Galerkyn Lagrangiano; a seguir o teorema do ponto fixo de Schauder foi

utilizado. A diferença substancial em nossa formulação é que necessitamos estabe-

lecer propriedades adicionais sobre os potenciais relacionadas ao movimento ŕıgido

da part́ıcula. Isso nos permite obter limites uniformes sobre o termo forçante F, que

depende não linearmente sobre o movimento.

Vamos assumir a hipótese de que K0 é um domı́nio de classe C1,1. Isso

é essencial para a obtenção de soluções aproximadas, a partir de estimativas a priori

para um problema estacionário de Stokes apropriado, como veremos a seguir.
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De acordo com argumentos em [32], é posśıvel demonstrar a existência

de um homeomorfismo Θ do espaço de campos vetoriais incompresśıveis

u ∈ L∞(0, τ ; L2(D))3
⋂

L2(0, τ ; H1
0 (D))3,

e os quais são movimentos ŕıgidos em K(t), no espaço de representação

Yτ = C0,1([0, τ ];R3×R3)×{ṽ ∈ L2(0, τ ; H1
0 (D\K0))

3
⋂

L∞(0, τ ; L2(D\K0))
3/ div ṽ = 0},

considerado com a norma natural correspondente.

Para construir as soluções aproximantes, escolhemos τ > 0 (subseqüen-

temente veremos que τ tem de satisfazer condições adicionais), ε > 0 e uε
0 ∈

C∞(D)3 tal que div uε
0 = 0 em D, uε

0 converge a u0 em L2(D)3 e é um movi-

mento ŕıgido em K0. Vamos considerar também % suficientemente pequeno com

respeito a d. Para qualquer v ∈ Yτ consideremos o campo incompresśıvel v = Θ(v)

em L∞(0, τ ; L2(D))3
⋂

L2(0, τ ; H1
0 (D))3 e vε = Rε(v), onde Rε é um operador de

regularização (ver discussão em [31, 78]), tal que Rε(v) é anaĺıtico em tempo e Lip-

schitz no espaço e Rε(v
ε) converge a v em L2((0, τ) × D)3 se vε converge a v em

L2((0, τ)×D)3.

Vamos assumir que

‖v‖L2(0,τ ;H1
0 (D))3∩L∞(0,τ ;L2(D))3 ≤ L (3.17)

onde C1 ≤ L ≤ C ′
1, para alguma constante C ′

1, a qual, através de um cálculo

simples, pode ser escolhida adequadamente de forma a termos (L−C1)2

C2
2

≤ δ(0)−d
L

.

Aqui, as constantes C1 (dependente de u0) e C2 (dependente sobre a estimativa

uniforme sobre ‖F‖L2(D)3) foram definidas em (3.15). Consideramos τ < (L−C1)2

C2
2

.

Como conseqüência, δ(t) ≥ δ(0)−Lt > d para todo t ∈ (0, τ). Denotamos Xε como

sendo o fluxo Lagrangeano de vε e colocamos Kε(t) = {Xε(x, t), x ∈ K0}.

Para cada t ∈ (0, τ), assumimos que podemos resolver (3.8) nos domı́nios

Kε(t) e D\Kε(t) para densidades de carga ρε e σε, consideramos Rε(F
ε) e assumi-

mos que ‖Rε(F
ε)‖L∞(0,τ ;L2(D)) ≤ C ′. Estabeleceremos essas propriedades sobre os

potenciais ainda nessa seção.
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Desejamos resolver (3.16) com µ(x, t) substitúıdo por

µε(t,x) = µf + (1− µf/µp)µp,0(X
%
S,ε(0, t,x)),

F por Rε(F
ε), e substituindo o termo div(µpu⊗ u) por div(µε

pv
ε ⊗ u). Aqui X%

S,ε é

o fluxo Lagrangeano do campo vetorial incompresśıvel v%
S constrúıdo partindo-se de

(xc,w), como descrito em [32]. Definimos Fε = ∇Xε, tomamos N ∈ N∗ (dependendo

sobre ε e L) e t0 = τ/N tais que

sup
0≤m≤N

sup
t∈[mt0,(m+1)t0]

|I − Fε(t,mt0, .)|L∞(D) ≤ 1/2 (3.18)

(detalhes podem ser vistos em [33]). Definindo ∇vε = F−1
ε ◦∇, para o primeiro passo

m = 0, o seguinte problema em coordenadas Lagrangeanas

∫ t

0

∫

D

(µ0w
ε · ∂tϕ− 2ηDvε(wε) : Dvε(ϕ) + µ0F̃

ε · ϕ) dx ds +

+

∫

D

µ0u
ε
0 · ϕ(0) dx =

(∫

D

µ0w
ε · ϕ dx

)
(t) (3.19)

∀ϕ ∈ Vε = {ϕ ∈ H1((0, t0)×D)3,∇vε ·ϕ = 0, ϕ|∂D = 0, µp,0Dvε(ϕ) = 0 em (0, t0)×
D} e q.s. t ∈ (0, t0), tem uma solução wε(t,x) := uε(t,Xε(t,x)) tal que wε ∈
L∞(0, t0; L

2(D))3
⋂

L2(0, t0; H
1
0 (D))3, ∇vε · wε = 0 e µp,0Dvε(wε) = 0, usando-se

um procedimento padrão do tipo Galerkin e a desigualdade (3.18). Aqui F̃ε(x, t) =

Rε(F
ε)(t,Xε(x, t)). É importante observar que (3.19) é um problema linear pois

F̃ε(x, t) é uma função conhecida.

Consideremos agora o conjunto

B = {v ∈ Yt0/‖v‖Yt0
≤ L}

e uma apropriada aplicação Gε como àquela introduzida em [33, 32]. Para mostrar

que esta aplicação tem um ponto fixo em B é necessário provar que Gε aplica B nele

mesmo e é um operador compacto (teorema do ponto fixo de Schauder). A primeira

propriedade de Gε segue se observarmos que a estimativa de energia (3.15) é válida

para wε e pela escolha de L em (3.17). A compacidade segue da propriedade de

rigidez em K0 e da imersão de Sobolev em D\K0 se pudermos mostrar que ∂tw
ε
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é limitado em L2((0, t0) × D)3 e wε é limitado em L2(0, t0; H
2(D\K0))

3. Como

demonstrado em [32],

‖∂tw
ε‖L2((0,t0)×D)3 ≤ C(‖wε

0‖H1(D) + ‖F̃ε‖L2((0,t0)×D))

e

‖∂tw
ε‖L2((0,t0)×D\K0)3 + ‖wε‖L2(0,t0;H2(D\K0))3 + ‖wε‖L∞(0,t0;H1(D\K0))3+

+ ‖qε‖L2(0,t0;H1(D\K0)) ≤ Cε(‖F̃ε‖L∞(0,t0;L2(D))3 + ‖∂tw
rig,ε‖L2(0,t0;L∞(K0)) + ‖wε

0‖H1
0 (D)3).

Dessa forma Gε tem um ponto fixo em B. Isso completa o primeiro passo em [0, t0].

Podemos prosseguir similarmente em [mt0, (m + 1)t0], porque a constante L e o

número de passos N = τ/t0 dependem somente sobre d, ε, ‖u0‖L2(D)3 e ‖F‖L2(D)3 .

Considerando uma expressão Euleriana em termos de (µε,uε) obtemos a seqüência

de soluções aproximantes (3.16) acoplada com (3.8) dadas por (µε,uε, ψε).

Vamos provar agora a validade das propriedades para os potenciais

descritas previamente. Mais precisamente, seja τ > 0 arbitrário e o conjunto

Yτ,d = {v ∈ Yτ ; δv(t) > d, ∀t ∈ (0, τ)} (3.20)

onde v = Θ(v) e δv(t) = dist(∂Kv(t), ∂D), Kv(t) é a posição da part́ıcula associada

ao campo v (como definida em (3.3)), no tempo t ∈ (0, τ). Então se Fv é definido

como em (3.10), através da solução de (2.7) nos respectivos domı́nios associados a

v, vamos mostrar que ‖Fv‖L∞(0,τ ;L2(D)3) ≤ C, onde C > 0 depende somente sobre

d, Ψ, ∂K0, ∂D e sobre as distribuições de cargas em t = 0. Para mostrar essas

propriedades, usaremos os resultados previamente obtidos para a solução ψ de (3.8)

e também hipóteses adicionais sobre σ e ρ.

Como mencionado no ińıcio da seção a hipótese de que K0 é de classe

C1,1 foi necessária para a construção de soluções aproximantes. Entretanto, como

veremos, os resultados de limitação uniforme sobre Fε podem ser demonstrados

assumindo-se que K0 é simplesmente um domı́nio Lipschitz.

A sequir estabelecemos o primeiro limite sobre ψ derivado de (2.7)
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Lema 3.1. Assumimos as hipóteses H5 e H6. Seja τ > 0 tal que δ(t) > d (como

definido em (3.7)), ∀t ∈ (0, τ). Então a solução ψ ∈ H1(D) de (2.7) pertence a

L∞(0, τ ; H1(D)) e ‖ψ‖L∞(0,τ ;H1(D)) ≤ C, onde C depende somente de ‖ρ‖L∞((0,τ)×D),

‖σ̂‖L∞(0,τ ;L2(∂K(t))), k1, k2, r−2
D , D, ∂K0 e Ψ̂.

Demonstração. Pela discussão na Seção 2.2 podemos escrever ψ = ψ̂ + Ψ̂, onde

ψ̂ é solução de (2.7). Assim necessitamos provar o lema somente para ψ̂. Usando

(2.7) e a Observação 2.8 temos

− k1

∫

K(t)

|∇ψ̂|2dx− k2

∫

D\K(t)

|∇ψ̂|2dx +

∫

∂K(t)

σ̂γ0ψ̂ds =

=

∫

D

ρψ̂dx + k2r
−2
D

∫

D\K(t)

sinh (ψ̂ + Ψ̂)ψ̂dx

ou

min (k1, k2)

∫

D

|∇ψ̂|2dx ≤
∫

∂K(t)

σ̂γ0ψ̂ds−
∫

D

ρψ̂dx+

−k2r
−2
D

∫

D\K(t)

sinh (ψ̂ + Ψ̂)(ψ̂ + Ψ̂)dx + k2r
−2
D

∫

D\K(t)

sinh (ψ̂ + Ψ̂)Ψ̂dx

≤ ‖ρ‖2
0,2,D

2ε1

+
ε1‖ψ̂‖2

0,2,D

2
+
‖σ̂‖2

0,2,∂K(t)

2ε2

+
ε2‖γ0ψ̂‖2

0,2,∂K(t)

2
+

+ k2r
−2
D ‖Ψ̂‖∞,D

∫

D\K(t)

| sinh (ψ̂ + Ψ̂)|dx,

onde usamos as desigualdades de Schwarz e Young. Agora, relembrando que ψ̂ é o

mı́nimo do funcional F (.) definido em (2.9) e (2.10), temos F (ψ̂) ≤ F (0) = 0. Logo,

podemos escrever

k2r
−2
D

∫

D\K(t)

| sinh (ψ̂ + Ψ̂)|dx ≤ k2r
−2
D

∫

D\K(t)

cosh (ψ̂ + Ψ̂)dx

≤ k2r
−2
D

∫

D\K(t)

cosh (Ψ̂)dx +

∫

∂K(t)

σ̂γ0ψ̂ds−
∫

D

ρψ̂dx,

(3.21)

e assim,

min (k1, k2)

∫

D

|∇ψ̂|2dx ≤ ‖ρ‖2
0,2,D

2ε1

+
ε1‖ψ̂‖2

0,2,D

2
+
‖σ̂‖2

0,2,∂K(t)

2ε2

+
ε2‖γ0ψ̂‖2

0,2,∂K(t)

2
+

+ k2r
−2
D ‖Ψ̂‖∞,D

∫

D\K(t)

cosh (Ψ̂)dx +
‖Ψ̂‖2

∞,D‖σ̂‖2
0,2,∂K(t)

2ε3

+
ε3‖γ0ψ̂‖2

0,2,∂K(t)

2
+

+
‖Ψ̂‖∞,D‖ρ‖2

0,2,D

2ε4

+
ε4‖ψ̂‖2

0,2,D

2
.
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Pelo teorema de traço e desigualdade de Poincaré existem constantes

λ1 = λ1(∂K0, D) > 0 e λ2 = λ2(D) > 0 tais que ‖γ0ψ̂‖0,2,∂K(t) ≤ λ1‖ψ̂‖1,2,D e

‖ψ̂‖1,2,D ≤ λ2‖∇ψ̂‖0,2,D. Se escolhermos 0 < ε < min (k1, k2)/(2λ
2
1λ

2
2), ε1 = ε4 = λ2

1ε,

ε2 = ε3 = ε > 0 teremos, para C1 = C1(k1, k2, λ1, λ2), C2 = C2(k1, k2, λ1, λ2),

∫

D

|∇ψ̂|2dx ≤ C1(‖ρ‖2
0,2,D + ‖σ̂‖2

0,2,∂K(t))(1 + ‖Ψ̂‖2
∞,D)+

+ C2k2r
−2
D ‖Ψ̂‖∞,D

∫

D\K(t)

cosh (Ψ̂)dx.

Finalmente, a desigualdade de Poincaré fornece

‖ψ̂‖L∞(0,τ ;H1
0 (D)) ≤ C∗(|D|1/2‖ρ‖L∞(0,τ ;L∞(D)) + ‖σ̂‖L∞(0,τ ;L2(∂K(t))))(1 + ‖Ψ̂‖∞,D)+

+ C∗‖Ψ̂‖1/2
∞,D‖ cosh (Ψ̂)‖1/2

0,1,D,

onde C∗ = max (λ1C
1/2
1 , λ1C

1/2
2 k

1/2
2 r−1

D ). Então

‖ψ‖L∞(0,T ;H1
0 (D)) ≤ C,

onde C = C(C∗, Ψ̂, ‖ρ‖L∞(0,τ ;L∞(D)), ‖σ̂‖L∞(0,τ ;L2(∂K(t)))).

Seguindo a discussão na introdução do presente trabalho, vamos as-

sumir hipóteses mais restritivas com relação às distribuições de cargas e sua interação

com o campo elétrico e o movimento do fluido.

H7 : Consideremos τ > 0 arbitrário e o conjunto Yτ,d como definido em

(3.20). Seja v ∈ Yτ,d, v = Θ(v). Denotamos ρv = −4πe
Λ

ρ0
v, onde ρ0

v é

uma distribuição de cargas fixas em D relacionada com as configurações

Kv(t) da part́ıcula. Assumimos que ρv(Xv(t, 0,x), t) = ρ(x, 0), ∀t ∈
[0, τ ] e ∀x ∈ D, onde Xv é o fluxo Lagrangeano associado a v.

H8 : Para todo t ∈ [0, τ ], σv(Xv(t, 0,x), t) = σ(x, 0), ∀x ∈ ∂K0.

O seguinte teorema é central para estabelecer um limite uniforme para

Fv
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Teorema 3.1. Assumimos as hipóteses H5-H8. Então a solução ψv de (3.8) rela-

cionada com (Kv(t), ρv, σv), onde v = Θ(v) com v ∈ Yτ,d, satisfaz

max (‖ψv,1‖L∞(0,τ ;H3/2(Kv(t))), ‖ψv,2‖L∞(0,τ ;H3/2(D\Kv(t))) ≤ C,

onde C depende somente sobre Ψ, d, ∂K0, ∂D e sobre as distribuições de cargas em

t = 0.

Demonstração. Necessitamos somente obter os limites para ψ̂v = (ψ̂v,1, ψ̂v,2), onde

ψ̂v é a solução de (2.7) relacionada a (Kv(t), ρv, σv). Para isso, consideramos os

problemas auxiliares

∇.(k(x, t)∇vv(x, t)) = 0, x ∈ D,

vv,2(x, t) = vv,1(x, t), x ∈ ∂Kv(t),

vv,2(x, t) = 0, x ∈ ∂D,

k2∂νvv,2(x, t)− k1∂νvv,1(x, t) = −σ̂v(x, t), x ∈ ∂Kv(t),

(3.22)

e

∇.(k(x, t)∇fv(x, t))− b(x, fv(x, t) + vv(x, t) + Ψ̂(x)) =

= ρv(x, t), x ∈ D,

fv,2(x, t) = fv,1(x, t), x ∈ ∂Kv(t),

fv,2(x, t) = 0, x ∈ ∂D,

k1∂νfv,1(x, t)− k2∂νfv,2(x, t) = 0, x ∈ ∂Kv(t).

(3.23)

Usando uma formulação variacional análoga àquela em (2.7) obtemos

soluções (fracas) vv, fv ∈ H1
0 (D) para os problemas (3.22) e (3.23), respectivamente.

Observamos que um cálculo simples mostra que fv + vv satisfaz (2.7), da unicidade

da solução variacional para esse problema, temos ψ̂v = fv + vv.

O Teorema segue dos lemas abaixo.

Lema 3.2. Assumindo as hipóteses do Teorema 3.1, a solução vv ∈ H1
0 (D) de

(3.22) tem a regularidade adicional vv,1 ∈ H3/2(Kv(t)), vv,2 ∈ H3/2(D\Kv(t)), para
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cada t ∈ [0, τ ]. Além do mais

max (‖vv,1‖L∞(0,τ ;H3/2(Kv(t))), ‖vv,2‖L∞(0,τ ;H3/2(D\Kv(t)))) ≤ C,

onde C depende somente sobre σ(x, 0), ∂K0, ∂D e d.

Lema 3.3. Considerando as hipóteses do Teorema 3.1, a solução fv ∈ H1
0 (D) de

(3.23) pertence a C0(D). Além disso, fv,1 ∈ H3/2(Kv(t)), fv,2 ∈ H3/2(D\Kv(t)) e

existe C > 0 tal que

max (‖fv,1‖L∞(0,τ ;H3/2(Kv(t))), ‖fv,2‖L∞(0,τ ;H3/2(D\Kv(t)))) ≤ C,

onde C depende somente sobre Ψ, ∂K0, ∂D, d, σ(x, 0), ρ(x, 0) e da norma ‖ψ‖L∞(0,τ ;H1
0 (D)).

Demonstração do Lemma 3.2. Primeiro consideramos, como na demonstração

da Proposição 2.1, v̂v = (v̂v,1, v̂v,2) a solução do problema auxiliar

∆v̂1,v(x, t) = 0, x ∈ K,

∆v̂2,v(x, t) = 0, x ∈ D\K,

µ2v̂v,2(x, t) = µ1v̂v,1(x, t), x ∈ ∂Kv(t),

v̂v,2(x, t) = 0, x ∈ ∂D,

∂ν v̂v,2(x, t)− ∂ν v̂v,1(x, t) = −σ̂v(x, t), x ∈ ∂Kv(t),

(3.24)

onde µ2 = k−1
2 e µ1 = k−1

1 . Seguindo a demonstração do Lema 2.2, procuramos

soluções do problema acima na forma

v̂v,1 = Dvζv + µ1Svϕv

v̂v,2 = Dvζv + µ2Sϕv + Dv,0χv,
(3.25)

para ζv ∈ H1(∂Kv(t)), ϕv ∈ L2(∂Kv(t)) e χv ∈ H1(∂D). Aqui

(Svϕv)(x, t) =

∫

∂Kv(t)

G(x− y)ϕv(y, t)ds(y),

(Dvζv)(x, t) =

∫

∂Kv(t)

∂G(x− y)

∂ν(y)
ζv(y, t)ds(y),

(Dv,0χv)(x, t) =

∫

∂D

∂G(x− y)

∂ν(y)
χv(y, t)ds(y).

(3.26)
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onde G(x) = −1
4π|x| . As condições de fronteira em (3.24) nos indicam que as densi-

dades (ζv, ϕv, χv) devem satisfazer um sistema similar a (2.21), ou seja, devemos ter

a seguinte igualdade 


0

−σ̂v

0


 = Av




ζv

ϕv

χv


 ,

onde Av = Jv + Lv para

Jv =




µ2

(− 1
2I + Dv

)− µ1

(
1
2I + Dv

)
0 0

0 µ2

(
1
2I + D∗v

)− µ1

(− 1
2I + D∗v

)
0

0 0
(

1
2I + Dv,0

)




e

Lv =




0 (µ2
2 − µ2

1)Sv µ2Tv,2

0 0 Tv,1

Tv,3 µ2Tv,4 0


 .

Aqui,

(Dvζv)(x) = p.v.(Dvζv)(x), x ∈ ∂Kv(t)

(Dv,0χv)(x) = p.v.(Dv,0χv)(x), x ∈ ∂D

(D∗vϕv)(x) = p. v.

(∫

∂Kv(t)

∂G(x,y)

∂ν(x)
ϕv(y)ds(y)

)
, x ∈ ∂Kv(t)

(3.27)

e

Tv,1χv = γ(1)
e (∂νDv,0χv) ,

Tv,2χv = γ(1)
e (Dv,0χv),

Tv,3ζv = γ
(2)
i (Dvζv),

Tv,4ϕv = γ
(2)
i (Svϕv).

(3.28)

Os resultados de limitação e traço apresentados em (2.17) e em (2.18)

permanecem válidos no contexto aqui apresentados, desde que, por (3.7),

∀t ∈ [0, τ ], |x− y| ≥ d,

∀x ∈ ∂Kv(t), ∀y ∈ ∂D. Logo, relembrando a Observação 2.10, A−1
v existe e é um

operador limitado em

Xv = H1(∂Kv(t))× L2(∂Kv(t))×H1(∂D)
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a Xv. A norma ‖A−1
v ‖ depende somente de d, K0 e D. Então

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ζv

ϕv

χv

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Xv

≤ ‖A−1
v ‖ ‖σ̂v‖0,2,∂Kv(t) ≤ C‖A−1

v ‖

onde Xv é equipado com a norma produto usual e usamos a definição de σ̂v e a

hipótese H8.

Novamente, usando a Observação 2.10, a norma dos operadores em

(3.26) e seus apropriados inversos dependem somente da caracteŕıstica Lipschitz dos

domı́nios envolvidos, logo há L1 = L1(∂K0) > 0, L2 = L2(∂D, ∂K0) > 0, tais que

‖v̂v,1‖3/2,2,Kv(t) ≤ L1 max (‖ζv‖1,2,∂Kv(t), ‖ϕv‖0,2,∂Kv(t))

‖v̂v,2‖3/2,2,D\Kv(t) ≤ L2 max (‖ζv‖1,2,∂Kv(t), ‖ϕv‖0,2,∂Kv(t), ‖χv‖1,2,∂D).

Utilizando a representação para v como na Proposição 2.1, estabelece-

mos que

max (‖vv,1‖L∞(0,τ ;H3/2(Kv(t))), ‖vv,2‖L∞(0,τ ;H3/2(D\Kv(t)))) ≤ C.

Demonstração do Lema 3.3. A solução variacional fv de (3.23) satisfaz

− k1

∫

Kv(t)

∇ψ̂v · ∇fvdx− k2

∫

D\Kv(t)

∇ψ̂v · ∇fvdx =

=

∫

D

ρvψ̂vdx + k2r
−2
D

∫

D\Kv(t)

sinh (ψ̂v + Ψ̂)ψ̂vdx.

Então, usando a desigualdade de Young, temos

k1

2

∫

Kv(t)

|∇fv|2dx +
k2

2

∫

D\Kv(t)

|∇fv|2dx ≤ −
∫

D

ρvψ̂vdx+

− k2r
−2
D

∫

D\Kv(t)

sinh (ψ̂v + Ψ̂)ψ̂vdx.

Usando um cálculo similar ao do Lemma 3.1, o limite estabelecido lá para ‖ψ̂v‖1,2,D

e hipótese H7, temos ‖fv‖1,2,D ≤ C, onde C não depende sobre Yτ,d.
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Como na demonstração da Proposição 2.1, se colocarmos

hv = b(x, fv + vv + Ψ̂) + ρv

teremos hv ∈ L2(D), como é fácil checar. Estendemos hv a ser zero em Dc e

colocamos gv = −G ∗ hv; temos então ∆gv = hv q. s. em D e gv ∈ H2(D); se

gv,1 = gv|Kv(t), gv,2 = gv|D\Kv(t), temos gv,1|∂Kv(t) ∈ H1(∂Kv(t)), gv,2|∂D ∈ H1(∂D),

enquanto que ∂νgv,1−∂νgv,2 = 0 em ∂Kv(t). Portanto a solução fv de (3.23) admite

a representação

(f̂v,1, f̂v,2)
t = (gv,1, gv,2)

t +HvA
−1
v




gv,1|∂K(t)

0

gv,2|∂D


 ,

onde

Hv =


 Dv µ1Sv 0

Dv µ2Sv Dv,0




e f̂v,1 = k1fv,1, f̂v,2 = k2fv,2. Os operadores em Hv e Av foram definidos no Lema

3.2. A estimativa uniforme na norma H3/2 segue de uma maneira similar ao Lema

3.2 se obtermos limites uniformes na norma H3/2 para gv, bem como limites na

norma H1 para gv,1|∂K(t), gv,2|∂D. Da imersão cont́ınua H2(D) ⊂ H3/2(D) e pela

limitação do operador F : L2(D) → H2(D), onde Fhv,1 = −G ∗ hv = gv (ver a

prova do Teorema 9.9 em [47]) temos os limites

‖gv‖3/2,2,D ≤ λ(‖bv‖0,2,D + ‖ρv‖0,2,D)

onde λ depende somente de D e bv = b(x, fv + vv + Ψ̂). Um cálculo direto e a

estimativa acima dá-nos

‖gv,1‖1,2,∂K(t) ≤ λ′‖ρv‖0,2,D

‖gv,2‖1,2,∂D ≤ λ′′(‖bv‖0,2,D + ‖ρv‖0,2,D)

onde λ′ = λ′(K0, λ), λ′′ = λ′′(D,λ). Portanto, devido a H7, necessitamos somente

obter uma estimativa uniforme para

‖bv‖0,2,D = ‖ID\Kv(t)k2r
−2
D sinh (fv + vv + Ψ̂)‖0,2,D\Kv(t).
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Para isso, observamos que

sinh (fv + vv + Ψ̂) = sinh (fv) cosh (Ψ̂ + vv) + cosh (fv) sinh (vv + Ψ̂).

O resultado que desejamos segue se pudermos demonstrar estimativas uniformes

sobre fv já que Ψ ∈ L∞(D) e a estimativa

‖ cosh (vv,2)‖0,p,D\Kv(t) ≤ C exp (C‖vv,2‖3/2,2,D\Kv(t)) ≤ C, (3.29)

pode ser obtida usando-se um cálculo similar como àquele da Observação 2.9, jun-

tamente com o Lema 3.2. A constante C pode ser determinada uniformemente,

usando-se o fato de que δv ≥ d. De fato, como observado em [111], C1 =
1+O(r3

C)

|C| O(|D|),
onde C é o cone fixo determinado pelas propriedade Lipschitz de ∂D e ∂K0, rC é o

diâmetro de C.

Observando que D é um domı́nio de classe C2, estimativas eĺıpticas

tradicionais (ver Caṕıtulo 14, Teorema 2.1 em [75]) mostram que fv ∈ C(D).

Relembrando que, ∀ v ∈ Yτ,d, ‖fv‖1,2,D ≤ C, então fv ∈ S, onde S = {f ∈
H1

0 ∩ C(D); ‖f‖1,2,D ≤ C}. Afirmamos que ∃ C∗ = sup
f∈S

‖f‖C(D) < +∞. De fato,

caso contrário, para cada n ∈ N, ∃ fn ∈ S tal que ‖fn‖C(D) > n. Como fn ∈ C(D),

então ∃ xn ∈ D tal que |fn(xn)| = sup
x∈D

|fn(x)|. Dessa forma, dado 0 < ε < 1 existe

δn > 0 tal que ∀x ∈ B(xn; δn) ⊂ D, |fn(x)| > (n− ε). Como conseqüência,

C2 ≥
∫

D

|fn|2dx > C ′(n− 1)2δ3
n.

Como essa desigualdade é válida para cada n, devemos ter δn → 0 com n → +∞.

Mas claramente isso implica que ‖∇fn‖0,2,D → +∞, contradizendo o fato de que

fn ∈ S.

Corolário 3.1. ‖Fv‖L∞(0,τ ;L2(D) ≤ C, onde C depende somente dos dados do prob-

lema eletrostático no tempo t = 0, de ∂K0 e de ∂D.

3.4 Convergência para as soluções aproximadas

Seja (µm,um) uma seqüência de soluções aproximadas como obtidas

previamente. Os limites de energia estabelecidos para (µm,um), baseados nas esti-
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mativas uniformes sobre os potenciais, habilita-nos a garantir a existência de uma

subseqüência (µm,um) convergindo fracamente a algum (µ,u). Como estabelecido

emµm converge fortemente a µ em C([0, τ ]; Lp(D)) para todo p < ∞, e em L∞ fraco∗
[31] e [32], , como uma conseqüência dos resultados de Lions [78]. Além disso, un

converge fortemente a u em L2((0, τ) × D)3. Entretanto, não é óbvio que (3.16)

verifica-se para (u, µ,F) para todo ϕ ∈ V dado, onde F é o termo forçante (3.10)

relacionado a ψ, a solução de (2.4) para as posições do sólido e distribuições de

cargas relativas à u. Isso é estabelecido no argumento especial da Seção 4 em [31]

se pudermos mostrar que
∫ t

0

∫
D
(ϕ(m) · F(m) − ϕ · F) dxds → 0, m → ∞, para todo

t ∈ (0, τ).

Lema 3.4. Assumimos as hipóteses H5 a H8 e consideramos ψ(m), ψ soluções

de (2.4) relacionadas a (K(m)(t), ρ(m), σ(m)) e (K(t), ρ, σ), respectivamente. Então,

‖ψ(m) − ψ‖1,2,D → 0, com m → +∞, para cada t ∈ [0, τ ].

Demonstração. Colocamos ηm = ψ(m) − ψ. A formulação variacional (2.7) para

ψ, ψ(m) nos dá

− k1

∫

K(m)(t)

∇ψ̂(m) · ∇ηmdx− k2

∫

D\K(m)(t)

∇ψ̂(m) · ∇ηmdx +

∫

∂K(m)(t)

σ̂(m)γ0ηmds =

=

∫

D

ρmηmdx + k2r
−2
D

∫

D\K(m)(t)

sinh (ψ̂(m) + Ψ̂)ηmdx

e

− k1

∫

K(t)

∇ψ̂ · ∇ηmdx− k2

∫

D\K(t)

∇ψ̂ · ∇ηmdx +

∫

∂K(t)

σ̂γ0ηmds =

=

∫

D

ρηmdx + k2r
−2
D

∫

D\K(t)

sinh (ψ̂ + Ψ̂)ηmdx.

Se definirmos

A(m)(t) = K(m)(t) ∩K(t),

B(m)(t) = D\(K(t) ∪K(m)(t)),
(3.30)
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obtemos, depois de subtrair as expressões acima,

− k1

∫

A(m)(t)

|∇ηm|2dx− k2

∫

B(m)(t)

|∇ηm|2dx +

∫

∂K(m)(t)

σ̂(m)γ0ηmds−
∫

∂K(t)

σ̂γ0ηmds =

=

∫

D

(ρ(m) − ρ)ηmdx + k2r
−2
D

∫

B(m)(t)

2 cosh
(ηm

2
+ ψ̂ + Ψ̂

)
sinh

(ηm

2

)
ηmdx+

− k1

∫

K(t)\A(m)(t)

|∇ψ̂||∇ηm|dx− k2

∫

K(m)(t)\A(m)(t)

|∇ψ̂||∇ηm|dx+

+ k1

∫

K(m)(t)\A(m)(t)

|∇ψ̂(m)||∇ηm|dx + k2

∫

K(t)\A(m)(t)

|∇ψ̂(m)||∇ηm|dx+

− k2r
−2
D

∫

K(m)(t)\A(m)(t)

sinh (ψ̂ + Ψ̂)ηmdx + k2r
−2
D

∫

K(t)\A(m)(t)

sinh (ψ(m) + Ψ̂)ηmdx.

Usando as desigualdades de Young e Hölder e a positividade da segunda

integral do lado direito da expressão acima, nós temos

k1

∫

A(m)(t)

|∇ηm|2dx + k2

∫

B(m)(t)

|∇ηm|2dx ≤
∣∣∣∣
∫

∂K(m)(t)

σ̂(m)γ0ηmds−
∫

∂K(t)

σ̂γ0ηmds

∣∣∣∣ + ‖ρ(m) − ρ‖0,2,D‖ηm‖0,2,D+

+ k1|K(t)\A(m)(t)|1/6‖∇ψ̂‖0,3,K(t)‖∇ηm‖0,2,K(t)+

+ k2|K(m)(t)\A(m)(t)|1/6‖∇ψ̂‖0,3,K(m)(t)‖∇ηm‖0,2,K(m)(t)+

+ k1|K(m)(t)\A(m)(t)|1/6‖∇ψ̂(m)‖0,3,K(m)(t)‖∇ηm‖0,2,K(m)(t)+

+ k2|K(t)\A(m)(t)|1/6‖∇ψ̂(m)‖0,3,K(t)‖∇ηm‖0,2,K(t)+

+ k2r
−2
D |K(m)(t)\A(m)(t)|1/4‖ sinh (ψ̂ + Ψ̂)‖0,2,B(m)(t)‖ηm‖0,4,B(m)(t)+

+ k2r
−2
D |K(t)\Am(t)|1/4‖ sinh (ψ̂(m) + Ψ̂)‖0,2,Bm(t)‖ηm‖0,4,Bm(t).

Agora, seguindo uma estimativa demonstrada em [31], obtemos

sup
t∈(0,τ)

(|M (m)(t)−M(t)|+ |Ṁ (m)(t)− Ṁ(t)|)

≤ Cτ |µ(m)
p u(m) − µpu|L∞(0,τ ;L2(D))3 → 0,

(3.31)

com m → +∞, desde que µ
(m)
p u(m) converge a µpu em C([0, τ ]; L2(D))3. Portanto

|K(m)(t)\A(m)(t)|, |K(t)\A(m)(t)| → 0, m → +∞, ∀t ∈ (0, τ).

Pelo Teorema 3.1 e pela imersão de Sobolev H1/2(K(m)(t)) ⊂ L3(K(m)(t))

obtemos a estimativa

‖∇ψ̂
(m)
1 ‖0,3,K(m)(t) ≤ C‖∇ψ̂

(m)
1 ‖1/2,2,K(m)(t) ≤ C‖ψ̂(m)

1 ‖3/2,2,K(m)(t) ≤ C,
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onde C não depende de m.

Similarmente, usando a imersão de Sobolev H1(D) ⊂ L4(D), Lema 3.1

e hipóteses H7 e H8 vemos que limites uniformes para ‖ηm‖0,2,D, ‖ηm‖0,4,D podem

ser obtidos. Além disso ‖ρ(m) − ρ‖0,2,D → 0, como é fácil checar. Pelo Teorema 3.1

e argumentos similares como em (3.29) temos que

‖ sinh (ψ̂(m) + Ψ̂)‖0,2,B(m)(t) ≤ C exp (C‖ψ̂(m))‖
3/2,2,D\K(m)(t)

≤ C,

onde C não depende de m.

Usando a rigidez da part́ıcula temos
∫

∂K(m)(t)

σ̂(m)γ0ηmds−
∫

∂K(t)

σ̂γ0ηmds =

=

∫

∂K0

σ̂(m)(M (m)(t)y)γ0(ηm(M (m)(t)y)− ηm(M(t)y))ds(y)+

+

∫

∂K0

γ0ηm(M(t)y)(σ̂(m)(M (m)(t)y)− σ̂(M(t)y))ds(y).

(3.32)

Agora, introduzimos, para cada m, a C∞
0 -regularização usual {η(h)

m } para ηm tal que

‖η(h)
m − ηm‖1,2,D → 0 quando h → 0. Observando que, para h fixo,

‖γ0η
(h)
m (M (m)(t)y)− γ0η

(h)
m (M(t)y)‖0,2,∂K0 → 0

com m → +∞, a primeira integral em (3.32) tende a zero com m → +∞, co-

mo pode ser visto usando o teorema usual de traço juntamente com H8 e (3.31).

Analogamente, o mesmo resultado é válido para a segunda integral em (3.32) se

relembrarmos que

σ̂ = −4πe

T
σ +

(
k1∂νΨ̂1 − k2∂νΨ̂2

)

e da hipótese H8. Para demonstrarmos a convergência do termo envolvendo Ψ̂,

recordamos da Observação 2.8, onde afirmamos que
(
k1∂νΨ̂1 − k2∂νΨ̂2

)
∈ L2(∂K0).

Isso segue pelo fato de que é posśıvel escrever Ψ̂ = Λ − Υ, onde Υ é uma função

harmônica em D que coincide com Ψ em ∂D e Λ ∈ H1
0 (D) satisfaz∇.(K(x)∇Λ(x)) =

−∇.(K(x)∇Υ(x)). Conforme demonstrado em [28] (Caṕıtulo VII, §2, Seção 4),

(k1∂νΛ1 − k2∂νΛ2) = 0; além disso, usando o Lema 3.7 em [24],

‖ (k1∂νΥ1 − k2∂νΥ2) ‖0,2,∂K0 ≤ C‖Υ‖1,2,D,
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onde C = C(D). Dessa forma, o resultado segue da mesma forma que para η(m).

Teorema 3.2. Vamos considerar ϕ(m) ∈ H1((0, τ) ×D)3 tais que ϕ(m) → ϕ forte-

mente em C([0, τ ]; L2(D))3 e ϕ ∈ H1((0, τ)×D)3. Então

lim
m→+∞

∫ t

0

∫

D

F(m) · ϕ(m)dxds =

∫ t

0

∫

D

F · ϕ dxds,

para todo t ∈ (0, τ).

Demonstração. Relembrando que F(m) = T
4πe

(ρ
(m)
2 +r−2

D k2 sinh (ψ
(m)
2 ))(∇ψ

(m)
2 )I

D\K(m)(t)
,

podemos escrever

F(m) · ϕm − F · ϕ = C1(ϕ
(m) − ϕ) · I

D\K(m)(t)
∇ψ(m) sinh (ψ(m))+

+ C1ϕ · (ID\K(t)∇ψ sinh (ψ)− I
D\K(m)(t)

∇ψ(m) sinh (ψ(m)))+

+ C2(ϕ
(m) − ϕ) · I

D\K(m)(t)
ρ(m)∇ψ(m)

+ C2ϕ · (ID\K(t)ρ∇ψ − I
D\K(m)(t)

ρ(m)∇ψ(m)),

(3.33)

onde C1 =
k2r−2

D T

4πe
e C2 = T

4πe
.

No que segue iremos estimar a integral de cada termo acima.
∫ t

0

∫

D

I
D\K(m)(t)

(ϕm − ϕ) · ∇ψ(m) sinh (ψ(m))dxdτ ≤

≤ ‖ϕ(m) − ϕ‖C([0,τ ];L2(D))3

∫ t

0

‖∇ψ(m)‖
0,3,D\K(m)(t)

‖ sinh (ψ(m))‖
0,6,D\K(m)(t)

dτ

≤ C‖ϕ(m) − ϕ‖C([0,τ ];L2(D))3 → 0,

com m → +∞. Aqui nós temos usado a desigualdade de Hölder, as imersões

H1/2 ⊂ L3 e H1/2 ⊂ H3/2, Teorema 3.1 juntamente com uma estimativa similar

como em (3.29).

∫ t

0

∫

D

ϕ · (ID\K(t)∇ψ sinh (ψ)− I
D\K(m)(t)

∇ψ(m) sinh (ψ(m)))dxdτ ≤

≤
∫ t

0

[∫

B(m)(t)

|ϕ · (∇ψ sinh (ψ)−∇ψ(m) sinh (ψ(m)))|dx+

+

∫

K(m)(t)\K(t)

|ϕ · (∇ψ) sinh (ψ)|dx+

+

∫

K(t)\K(m)(t)

|ϕ · (∇ψ(m)) sinh (ψ(m))|dx
]

dτ.

(3.34)
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Escrevendo

∇ψ sinh (ψ)−∇ψ(m) sinh (ψ(m)) = sinh (ψ)(∇ψ −∇ψ(m))+

+∇ψ(m)(sinh (ψ)− sinh (ψ(m)))

obtemos
∫ t

0

∫

B(m)(t)

ϕ · (∇ψ sinh (ψ)−∇ψ(m) sinh (ψ(m)))dxdτ ≤

≤
∫ t

0

‖ sinh (ψ)‖0,4,B(m)(t)‖ϕ‖0,4,B(m)(t)‖∇ψ −∇ψ(m)‖0,2,B(m)(t)dτ+

+

∫ t

0

‖ϕ‖0,6,B(m)(t)‖∇ψ(m)‖0,3,B(m)(t)‖ sinh (ψ)− sinh (ψ(m))‖0,2,B(m)(t)dτ.

(3.35)

Agora, usando o fato de que 1 ≤ cosh (a + θ(b− a)) ≤ max{cosh (a), cosh (b)}
temos, pela inequação de Schwarz

‖ sinh (ψ)− sinh (ψ(m))‖2
0,2,B(m)(t) =

=

∫

B(m)(t)

(∫ 1

0

cosh(ψ(m) + θ(ψ − ψ(m)))(ψ − ψ(m))dθ

)2

dx

≤
∫

B(m)(t)

∫ 1

0

(ψ − ψ(m))2 cosh2(ψ(m) + θ(ψ − ψ(m)))dθdx

≤ C‖ψ − ψ(m)‖2
0,4,D → 0,

onde usamos uma estimativa similar a (3.29), Teorema 3.1 e Lema 3.4. Portanto

usando o teorema da convergência dominada, Teorema 3.1 e Lema 3.4 vemos que

os termos em (3.35) tendem a zero com m → +∞. Passando os termos em (3.34)

ao limite m → +∞, usando (3.31) e Teorema 3.1 nós obtemos o resultado desejado

para o segundo termo em (3.33). A convergência dos outros termos em (3.33) a

zero segue de uma maneira completamente similar, usando H7 e H8, Teorema 3.1

e Lema 3.4.

Demonstramos então o seguinte teorema de existência local (em tempo)

para soluções fracas de (3.16) acoplado a (3.8)

Teorema 3.3. Seja d > 0 fixado. Considerando as hipóteses H5 a H8 e as hipóteses

adicionais de que K0 é um domı́nio de classe C1,1, u0 ∈ L2(D)3, div u0 = 0,
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µp,0D(u0) = 0 e δ(0) > d, existe τ ∗ ∈ (0, +∞] e uma solução (µ,u) de (3.16) tais

que u ∈ L2(0, τ ; H1
0 (D))3

⋂
L∞(0, τ ; L2(D))3, µ ∈ L∞((0, τ)×D) para todo τ < τ ∗.

Além disso, τ ∗ = inf{t > 0; δ(t) = d}.
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4 TEORIA DE EXISTÊNCIA PARA O

MOVIMENTO HIDROELÉTRICO: A

VELOCIDADE DE DESLIZAMENTO

Nesse caṕıtulo vamos tratar da modelagem e análise do movimento

eletroforético de uma única part́ıcula carregada, através do modelo que leva em

consideração a existência da velocidade de deslizamento (1.4). Como já afirmado

na introdução do presente trabalho, essa é um aproximação para a ação do campo

elétrico no sistema, onde se admite que sua ação se dá na interface part́ıcula/ĺıquido,

produzindo um processo difusivo de ı́ons que dá origem ao movimento da part́ıcula.

Essa aproximação somente tem sentido f́ısico quando as part́ıculas con-

sideradas têm raio de curvatura muito maior do que a camada de separação de Debye

(a distribuição superficial de cargas e o espaço difuso de cargas no ĺıquido adjunto)

e movendo-se num fluido viscoso estacionário [103, 100]. Isso exclui, por exemplo,

eletroforese de protéınas, onde as superf́ıcies de acessibilidade são extremamente

complexas [22]. Do ponto de vista matemático isso se manifesta na dificuldade de

se definir (1.4) quando se considera o caso em que o domı́nio ocupado pela part́ıcula

é Lipschitz, ou mesmo, de classe C1. Nesse sentido, usando os resultados de regu-

laridade sobre os potenciais demonstrados na Subseção 2.3.2, mostramos no Lema

4.1, no caso de domı́nios C1,1, que a velocidade de deslizamento é bem definida. É

importante observar que a hipótese de que K(t) é um domı́nio de classe C1,1 garante

a existência do raio principal de curvatura da superf́ıcie [95].

Nosso objetivo é introduzir uma formulação matemática apropriada

para o problema e extrair resultados de existência de soluções fracas e fortes. No

primeiro caso, como uma conseqüência de adaptações dos resultados sobre o movi-

mento de corpos ŕıgidos em fluxos incompresśıveis. Usando as mesmas técnicas

discutidas no caṕıtulo anterior, a solução é obtida como o limite de soluções aproxi-

madas, juntamente com propriedades de compacidade derivadas da equação li-

near do transporte. Para aplicar esses resultados consideramos um campo de ve-
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tores incompresśıvel, que coincide com a velocidade de deslizamento na fronteira da

part́ıcula. Assumimos, para isso, a hipótese de que K0 é de classe C2+α (para algum

1/2 < α < 1) e hipóteses adicionais sobre as cargas, levando-nos a um resultado de

H3/2-regularidade para vs, como pode ser visto no Lema 4.2. Com isso, as equações

de Stokes são reformuladas e um termo forçante em L2 dependendo dos potenciais é

introduzido (ver (4.6)). Através da definição de um sistema global eletro-mecânico

análogo àquele introduzido no Caṕıtulo 3, obtemos a existência de uma seqüência

de soluções aproximadas, derivada de propriedades de limitação sobre os potenciais,

demonstradas no Teorema 4.1. A compacidade das soluções aproximadas é obtida

como uma conseqüência de propriedades de convergência para uma seqüência ade-

quada de termos forçantes, como pode ser visto no Teorema 4.2. A derivação das

descritas acima propriedades segue por meio da representação integral envolvendo

o termo forçante na forma de potenciais hidrodinâmicos e o uso de uma seqüência

de resultados técnicos auxiliares (Lemas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 e Corolário 4.1). Resul-

tados de convergência para uma seqüência de potenciais aproximantes são obtidos

usando a representação integral de soluções da equação de Poisson-Boltzmann na

forma de potenciais de camada simples e dupla. Como conseqüência, é estabelecida

a existência local de soluções fracas para o sistema eletro-hidrodinâmico, conforme

pode ser visto no Teorema 4.3. Novamente aqui supomos hipóteses adequadas sobre

a distribuição de cargas.

Na Seção 4.3, estudamos a existência de soluções fortes para as equações

dinâmicas. Nesse caso, consideramos domı́nios de classe C1,1 e impomos uma

hipótese adequada sobre os potenciais para usar resultados padrões de equações

diferenciais ordinárias. Essa hipótese é relacionada a propriedades Lipschitz dos po-

tenciais e dá-nos um resultado de existência local, como pode ser visto no Teorema

4.4. Ainda na Seção 4.3, tratamos a situação onde a região exterior à part́ıcula é

considerada como uma região infinita e propriedades de simetria sobre os campos de

velocidade são dispońıveis. Nesse caso, usamos a formulação tensorial de Teubner

[108] e uma estimativa a priori para o problema de Stokes em regiões exteriores [71].

Como no caso do estudo de soluções fortes em domı́nios limitados, uma hipótese
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adequada sobre os potenciais é considerada para obter no Teorema 4.5 uma con-

dição Lipschitz sobre a força e o torque sobre a part́ıcula. Disso, um resultado de

existência local de soluções fortes é obtido (ver Corolário 4.2). Em ambos os casos:

domı́nios limitados e não-limitados, suspeitamos que a existência de soluções fortes

é garantida enquanto a part́ıcula não colide com a fronteira exterior, mas isso não é

provado aqui (ver [54] para um problema relacionado).

4.1 Campo Elétrico e Interação com o Fluido

Vamos considerar, como no Caṕıtulo 3, uma part́ıcula ŕıgida carregada

imersa numa solução eletroĺıtica sob a ação de um campo elétrico. A eletrostática

do sistema é governada pela equação de Poisson-Boltzmann (3.8).

A interação do campo elétrico com o fluido produz o movimento da

part́ıcula, um fenômeno que será descrito ainda nessa seção. Similarmente à dis-

cussão no Caṕıtulo 3, a dinâmica do movimento é caracterizado por (3.1), (3.2),

(3.3), (3.4), (3.5) e (3.6).

Como observado na introdução desse caṕıtulo, estamos considerando

um modelo em que, se v é o campo de velocidades do solvente, |v| << 1. Isso

significa que os termos inerciais podem ser ignorados e que v tem variação suave;

logo, ∂v
∂t

é ignorado; uc(t) e w(t) são pequenos e, portanto, os efeitos de radiação

também podem ser ignorados.

Novamente, fixamos d > 0 e escolhemos τ > 0 (formalmente) tal que

(3.7) é satisfeito.
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Como conseqüência, para descrever a interação fluido-campo elétrico

consideramos (3.8) acoplado com as equações de Stokes

η∆vf (x, t) = ∇p(x, t), x ∈ D\K(t)

div vf (x, t) = 0, x ∈ D\K(t)

vf (x, t) = 0, x ∈ ∂D

vf (x, t) = vp(x, t) + vs(x, t), x ∈ ∂K(t).

(4.1)

Aqui η é a viscosidade do fluido e

vs(x, t) =
k2T

4πη e
ψ2(x, t)∇tanψ2(x, t) (4.2)

é a velocidade de deslizamento descrita na introdução desse trabalho, uma condição

não linear no potencial elétrico. O subscrito tan indica a componente tangential

de ∇ψ2 quando restrita a ∂K(t). Então, estamos assumindo que vf |tan = vs. A

condição (4.2) aparece como decorrente da teoria de camada limite de Prandtl:

uma nuvem de ı́ons envolve a part́ıcula, dando origem a um efeito de separação.

Na literatura φ2 é determinado pelo potencial zeta, já discutido na introdução do

presente trabalho. Abaixo, fornecemos a derivação heuŕıstica dessa condição a qual

usa análise de camada limite [7, 77]. Como já observado, a derivação que será

apresentada abaixo só tem sentido quando consideramos o raio de curvatura da

part́ıcula muito maior do que o raio de Debye [100].

A carga fixa sobre a superf́ıcie é balanceada por uma nuvem difusa de

cargas próxima a ∂K com densidade ρ(y), que iguala a diferença entre as concen-

trações de contra-́ıons e co-́ıons; Es = −∇φ2|tan é o campo elétrico na região exterior

da dupla camada; sua direção define o eixo x. Esse campo age sobre o espaço de

cargas para produzir uma força de corpo sobre o fluido igual a ρEs (ver Figura 4.1).

A componente x da equação de Stokes é

η
∂2vx

∂y2
+ ρEs = 0.

O gradiente de pressão paralelo a superf́ıcie é negligenciável. A densidade de cargas é

relacionada ao potencial eletrostático φ2(y), na dupla camada, pela relação de Pois-

son ρ = − k2

4π
∂2φ2

∂y2 . A escala de comprimento para a dupla camada é o comprimento
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Figura 4.1:

de Debye rD. Combinando as expressões acima nós obtemos

vx =
k2

4πη
[φ2(y)− ζ]Es,

onde ζ é o chamado potencial zeta, o qual é igual a φ2 em y = 0. Uma condição de

contorno de não deslizamento, vx = 0 em y = 0, é usada para derivar a expressão

acima, e o gradiente de velocidade em y →∞ foi colocado igual a zero. A velocidade

de deslizamento é definida como o valor de vx no limite exterior à região interna

vs = lim
y→∞

vx = − k2ζ

4πη
Es,

o qual nos dá a expressão (4.2).

Evidentemente, é importante ver que essa condição é, de fato, bem

definida. Isso depende sobre os resultados de regularidade para ψ e condições restri-

tivas sobre os dados do problema (3.8). Mais precisamente, utilizando os resultados

obtidos na Seção 2.3 obtemos o seguinte lema

Lema 4.1. Assumindo que as hipóteses H3 e H4 com 1/2 < α < 1 são válidas

para todo t ∈ [0, τ ], a velocidade de deslizamento vs definida em (4.2) é tal que

vs ∈ H1/2(∂K(t))3, ∀t ∈ [0, τ ].

Demonstração. A Proposição 2.2 mostra que vs = Cψ2∇tanψ2 ∈ Cα(∂K(t))3,

para todo t ∈ [0, τ ], como é fácil checar. Relembramos que podemos definir uma

norma para H1/2(∂K(t)) como

‖u‖H1/2(∂K(t)) =

(∫

∂K(t)

∫

∂K(t)

|u(x)− u(y)|2
|x− y|3 ds(x)ds(y)

)1/2

+ ‖u‖L2(∂K(t))



4 Teoria de Existência para o Movimento Hidroelétrico: a Velocidade de Deslizamento 76

(ver Caṕıtulo II, Seção 3 em [46]). Colocamos vs = (vs,1, vs,2, vs,3); portanto, para

cada i = 1, 2, 3,

∫

∂K(t)

∫

∂K(t)

|vs,i(x)− vs,i(y)|2
|x− y|3 ds(x)ds(y) ≤ C

∫

∂K(t)

∫

∂K(t)

ds(x)ds(y)

|x− y|3−2α
< +∞,

(4.3)

onde usamos o fato de que 0 < 3− 2α < 2.

Assumindo hipóteses adicionais sobre os dados, podemos obter maior

regularidade de vs, como pode ser visto no lema abaixo

Lema 4.2. Sejam 1/2 < α < 1, K0 e D domı́nios de classe C2+α e ∀t ∈ [0, τ ], σ ∈
C1+α(∂K(t)), Ψ ∈ C1+α(∂D) e ρ ∈ Cα(D), então vs ∈ H3/2(∂K(t))3, ∀t ∈ [0, τ ].

Demonstração. Inicialmente observamos que γ
(i)
1 ψ1 = γ

(e)
1 ψ2 implica que

∇tanψ1|∂K(t) = ∇tanψ2|∂K(t)

(ver Definição 1.9 em [114]). Portanto, basta demonstramos o resultado para ψ1. De

acordo com as hipóteses, podemos usar a Proposição 2.1 para obter a representação

ψ1 = k−1
1 v1, onde v1 é representado na forma (2.15) com densidades

(ζ, ϕ, χ) ∈ C1+α(∂K(t))× Cα(∂K(t))× C1+α(∂K(t))

satisfazendo o sistema (2.21). Utilizando o fato de que ∂D e ∂K(t) são domı́nios

de classe C2+α os problemas (2.28) e (2.29) têm soluções w1 ∈ C2+α(K(t)) e w2 ∈
C2+α(D\K(t)) (Teorema 6.14 em [47]).

Com isso, usando o fato que σ ∈ C1+α(∂K(t)), pode-se observar que

g1 ∈ C1+α(∂K(t)), onde g1 = −4πe
T

σ + ∂νw1 − ∂νw2. Como observado em [72],

(D∗ϕ) ∈ C1+α(∂K(t)), então ϕ ∈ C1+α(∂K(t)), usando a segunda equação em

(2.21).

Um argumento similar a (4.3) utilizando a definição da norma em

H3/2(∂K(t)) (Caṕıtulo II, Seção 3.8 em [90]) nos mostra que (ζ, ϕ, χ) ∈ H3/2(∂K(t))3.
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De acordo com [29] (Caṕıtulo XI, § 2, Observações 1 e 6) os operadores

S : H3/2(∂K(t)) → H5/2(∂K(t)),

D : Hs+1/2(∂K(t)) → Hs+3/2(∂K(t))
(4.4)

s = 1, 2, são cont́ınuos. Usando a primeira equação de (2.21) e (4.4), observamos

que ζ ∈ H5/2(∂K(t)). Então, por (2.18), isso implica que γ
(i)
1 ψ1 ∈ H5/2(∂K(t))

e por conseqüência, ∇tanψ1|∂K(t) ∈ H3/2(∂K(t))3. Utilizando resultado padrões de

imersões de Sobolev, localização e partições de unidade (ver Corolário 1.1 em [48])

é posśıvel demonstrar que ψ1∇tanψ1 ∈ H3/2(K(t))3 e, para cada i = 1, 2, 3,

‖γ(i)
1 ψ1(∇tanψ1)i‖H3/2(∂K(t)) ≤ C‖γ(i)

1 ψ1‖H3/2(∂K(t))‖(∇tanψ1)i‖H3/2(∂K(t))

≤ C‖γ(i)
1 ψ1‖H3/2(∂K(t))‖γ(i)

1 ψ1‖H5/2(∂K(t))

(4.5)

onde o sub-́ındice i indica cada componente do vetor ∇tanψ1 e C = C(K0).

4.2 Formulação Fraca e Existência de Soluções

Aproximadas

Uma formulação fraca para o problema do acoplamento hidro-elétrico

considerando-se o modelo proposto nesse caṕıtulo pode ser introduzida nos moldes

daquela discutida no caṕıtulo anterior. Da mesma forma, é posśıvel a obtenção

de um resultado de existência local em tempo de soluções fracas adaptadas a esse

problema. Para aplicarmos os resultados de existência demonstrados em [31], con-

sideramos um problema auxiliar relacionado à (4.1), onde um termo forçante é in-

troduzido, depois de um procedimento de extensão de vs à região D\K(t). Este

termo forçante pertence a L2(D\K(t) × (0, τ))3 se vs ∈ H3/2(∂K(t))3, ∀t ∈ (0, τ),

como veremos abaixo.

Relembrando os resultados do Lema 4.2 e as observações feitas na in-

trodução desse caṕıtulo, vamos assumir as seguintes hipóteses sobre os dados

H9: D e K0 são domı́nios de classe C2+α, 1/2 < α < 1.
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H10: Para todo τ > 0 tal que (3.7) se verifica, σ(., t) ∈ C1+α(∂K(t)), ρ(., t) ∈
Cα(D), supp ρ ⊂⊂ K(t), Ψ ∈ C1+α(∂D).

É importante lembrar também que estamos considerando part́ıculas tais que % À rD,

onde % é o seu raio de curvatura. Consideremos (3.8) acoplado com (4.1); por um

resultado bem conhecido de Cattabriga [17], é posśıvel encontrar um campo de

vetores livre de divergência V ∈ H2(D\K(t))3 tal que V|∂K(t) = vs, V|∂D = 0

(ver detalhes na prova do Teorema 4.2). Dessa forma, podemos reformular (4.1)

definindo v̂ = vf −V,

−η∆V(x, t) = η∆v̂(x, t)−∇p(x, t), x ∈ D\K(t),

v̂(x, t) = vp(x, t), x ∈ ∂K(t),

div v̂(x, t) = 0, x ∈ D\K(t),

v̂(x, t) = 0, x ∈ ∂D.

(4.6)

A seguir, usaremos a notação introduzida no Caṕıtulo 3: µf > 0, µp > 0

representam as densidades de massa do fluido e da part́ıcula, respectivamente e m

é a massa da part́ıcula. A lei de evolução para o movimento é dada por

m
duc(t)

dt
=

∫

∂K(t)

σH(x, t) · ν(x, t)ds(x)

e

A
dw(t)

dt
=

∫

∂K(t)

(x− xc(t))× (σH(x, t) · ν(x, t))ds(x) + w × (Aw).

Aqui A é a matriz inercial da part́ıcula e σH(x, t) = 2ηD(v̂(x, t))−p(x, t)I é o tensor

de tensões do fluido; D(v̂) = 1
2
(∇v̂+(∇v̂)t) é o tensor de deformação. Consideramos

µ como sendo a densidade global introduzida no Caṕıtulo 3, bem como a velocidade

global em D

u(x, t) =





vp(x, t) if x ∈ K(t),

v̂(x, t) if x ∈ D\K(t).

Relembramos que, em vista da conservação de massa, µ satisfaz a

equação linear de transporte em D, ∂tµ + div(µu) = 0. Seguindo a discussão do
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Caṕıtulo 3, as leis de evolução de momentum para o fluido e para a part́ıcula são

dadas agora por

0 =
1

µf
div(µf (2ηD(u)− pI)) +

1

µp

Σ · ∇µp + η
µf

µf

∆V

∂t(µpu) + div(µpu⊗ u) =
1

µp

div(µpΣ)− 1

µp

σH · ∇µp,

respectivamente. Aqui D(u) = 1
2
(∇u + (∇u)t) é o tensor global de deformação.

Introduzindo o tensor de tensões global

T =
µfσ

H

µf

+
µpΣ

µp

,

obtemos o sistema global em D′((0, τ)×D)3,

∂t(µpu) + div(µpu⊗ u) = div T + F,

div u = 0, ∂tµ + div(µu) = 0, µpD(u) = 0, (4.7)

u0(x) = u(x, 0) =





v̂(x, 0), x ∈ D\K0

vp(x, 0) = w(0)× x + uc(0), x ∈ K0,
(4.8)

µp(x, 0) = µpIK0(x), µf (x, 0) = µfID\K0
(x)

µ(x, 0) = µ0(x) = µp(x, 0) + µf (x, 0). (4.9)

Aqui,

F = η
µf

µf

∆V (4.10)

onde V ∈ H2(D)3 é o campo vetorial incompresśıvel, que coincide com vs em ∂K(t)

e tal que V|∂D = 0, como descrito previamente.

Formalmente, temos a seguinte estimativa de energia

∫

D

1

2
µp|u|2dx + η

∫ t

0

∫

D

|∇u|2dxdτ ≤
∫

D

1

2
µp,0|u0|2dx +

∫ t

0

∫

D

F · u dxds,

∀t ∈ (0, τ). Então, se assumirmos que ‖F‖L∞(0,τ ;L2(D))3 ≤ C onde C não depende so-

bre u, u0 ∈ L2(D)3 e µ0 ∈ L∞(D), temos as estimativas a priori µ ∈ L∞((0, τ)×D),

u ∈ L2(0, τ ; H1
0 (D))3,

√
µpu ∈ L∞(0, τ ; L2(D))3. Em particular, o último limite im-

plica que u ∈ L∞(0, τ ; L2(K(t)))3, pela definição de µp. Então uc e w são limitados
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em L∞(0, τ) e a transformação afim definida por K(t) = M(t)K0 é Lipschitz no

tempo.

Formalmente podemos usar o fato de que u satisfaz o problema de

Stokes (4.6) na região ocupada pelo fluido. Estimativas clássicas a priori [17] dão-

nos que, para todo t ∈ (0, τ)

‖u‖H1(D\K(t))3 + ‖p‖L2(D\K(t)) ≤ Ct(‖F‖L2(D)3 + ‖u‖H1/2(∂K(t))3), (4.11)

onde Ct depende somente sobre propriedades geométricas de D\K(t). Conforme

discussão em [46] (Caṕıtulos III e IV), Ct não é singular ∀ ∈ [0, τ ], já que estamos

assumindo δ(t) ≥ d para esses valores de t. Dessa forma, é posśıvel se obter (4.11)

uniformemente (não dependendo sobre u) usando também a regularidade Lipschitz

de (uc,w), conforme demonstrado em [54], Lema A2. Essa estimativa uniforme,

juntamente com a rigidez de u dá-nos o limite u ∈ L∞(0, τ ; H1
0 (D))3.

A definição de solução fraca para o sistema acima, com modificações

óbvias com relação àquela definida em (3.16), é dada abaixo:

Definição 4.1. O par (µ,u) é uma solução fraca de (3.11)-(3.13) in (0, τ) acoplado

com (2.4) se satisfaz a estimativa a priori

µ ∈ L∞((0, τ)×D), u ∈ L∞(0, τ ; H1
0 (D))3,

e se para todo ϕ ∈ V e para quase todo t ∈ (0, τ),

∫ t

0

∫

D

(µpu · ∂tϕ− ηD(u) : D(ϕ)) dx ds +

+

∫

D

µp,0u0 · ϕ(0) dx =

(∫

D

µpu · ϕ dx

)
(t) +

∫ t

0

∫

D

F · ϕ dx ds (4.12)

para F(x, t) = η
νf

νf
∆V(x, t). Além disso, δ(t) = dist(∂K(t), ∂D) > d, para todo

t ∈ [0, τ) e o seguinte é válido em D′((0, τ)×D),

∂tµ + div(µu) = 0, div u = 0,

µpD(u) = 0, u|∂D = 0

Também µ0 ∈ L∞(D), u0 ∈ L2(D)3 e V é definido como em (3.16).
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Pela definição de µp é imediato que soluções suaves de (4.12) são soluções

de (4.6). Além disso, o termo não linear µpu⊗u não aparece, pela escolha das funções

teste.

Similarmente à discussão no Caṕıtulo 3, a solução (u, µ) é constrúıda

como um limite de soluções aproximadas, obtidas via técnicas de regularização. Esti-

mativas eĺıpticas a priori para u, assim como estimativas de energia para µ devem ser

demonstradas levando-se em consideração que V depende sobre (u, µ). A existência

de soluções aproximadas pode ser demonstrada de maneira similar à discussão na

Seção 3.3 da presente tese. Algumas modificações devem ser levadas em conside-

ração, em especial pelo fato de que agora tratamos com um problema estacionário

de Stokes, na região ocupada pelo fluido. Dessa forma, soluções aproximadas devem

pertencer ao espaço L∞(0, τ ; H1
0 (D))3.

Resultado similares àqueles demonstrados para o termo forçante no

Caṕıtulo 3 devem ser demonstrados para F, como definido em (4.10). Mais precisa-

mente, seja τ > 0 arbitrário e o conjunto

Yτ = C0,1([0, τ ];R3 × R3)× {v ∈ L∞(0, τ ; H1
0 (D\K0))

3 : div v = 0}. (4.13)

Então se v ∈ Yτ,d e v = Θ(v), onde Yτ,d foi definido em (3.20), vamos demonstrar

que

‖Fv‖L∞(0,τ ;L2(D))3 ≤ C,

onde C > 0 depende somente dos dados do problema eletrostático no tempo t = 0.

Como antes, para estabelecer esses resultados para Fv, necessitamos

estudar as propriedades da solução ψ de (3.8), usando os resultados estabelecidos

na Seção 2.3 e considerando as hipóteses H7 e H8 para ρ e σ (ver Seção 3.3).

Teorema 4.1. Seja τ > 0, Yτ como definido acima e Yτ,d como em (3.20). Então,

considerando as hipóteses H7, H8, H9 e H10, existe uma constante C > 0, que

depende somente sobre d > 0 e dos dados do problema eletrostático (3.8) em t = 0,

tal que

‖Fv‖L∞(0,τ ;L2(D))3 ≤ C
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para todo v = Θ(v), v ∈ Yτ,d.

Demonstração. Como observado anteriormente podemos obter a estimativa

‖Fv‖L2(D)3 ≤ C‖vs,v‖H3/2(∂Kv(t))3 ,

para todo t ∈ (0, τ) e vs,v definido com em (4.2) e relacionado à v = Θ(v), v ∈
Yτ,d. A constante C > 0 pode ser escolhida independentemente de v e de τ , se

relembrarmos que δv(t) > d, ∀t ∈ (0, τ) conforme discussão anterior. O resultado

segue se pudermos obter limites uniformes sobre vs,v. Isso será demonstrado abaixo.

Lema 4.3. Assumindo as hipóteses do Teorema 4.1, se ψv ∈ H1(D) é a solução de

(3.8) nos domı́nios Kv(t) e D\Kv(t) e considerando as distribuições de cargas ρv e

σv, então existe C > 0 não dependendo sobre τ > 0 e vε tal que

max (‖ψv‖L∞(0,τ ;Cα(Kv(t))), ‖ψv‖L∞(0,τ ;Cα(D\Kv(t)))) ≤ C < +∞,

‖γ(i)
1 ψv‖L∞(0,τ ;C1+α(∂Kv(t))) ≤ C < +∞,

‖γ(i)
1 ψv‖L∞(0,τ ;H5/2(∂Kv(t))) ≤ C < +∞.

Demonstração. O Lema 2.3 juntamente com a Proposição 2.1, nos dá a represen-

tação

ψv = (ψv,1, ψv,2) = (µ1(wv + vv,1), µ2(wv + vv,2)),

onde wv(x) = −(G ∗ hv)(x) com hv(x) = b(x, ψv(x)) + ρv(x) e vv é solução de

(2.14) nos domı́nios D e Kv(t), considerando-se f1 = (µ1 − µ2)wv, g1 = −4πe
T

σv e

f2 = k2Ψ− wv,2, onde µ1 = k−1
1 e µ2 = k−1

2 . Dessa forma,

vv,1 = µ1Bv,1




ζv

ϕv

χv


 = µ1Bv,1(I−Av)−1




f1

g1

f2


 ,

vv,2 = µ2Bv,2




ζv

ϕv

χv


 = µ2Bv,2(I−Av)−1




f1

g1

f2


 .
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onde Bv,1 =
[

Dv, µ1Sv, 0
]
, Bv,2 =

[
Dv, µ2Sv, Dv,0

]
e os operadores Av,

Dv, Sv, Dv,0 são aqueles definidos em (3.26), com ∂K(t), (ζ, ϕ, χ) substitúıdos por

∂Kv(t), (ζv, ϕv, χv).

Relembrando que δv(t) ≥ d, ∀t ∈ [0, τ ], esses operadores são limitados

de Yv a Yv; onde Yv = Cα(∂Kv(t)) × Cα(∂Kv(t)) × Cα(∂Kv(t)). Além disso as

normas ‖Bv,1‖, ‖Bv,2‖, ‖(I−Av)−1‖ são limitadas por uma constante que depende

somente de expoentes positivos de d−1 e das propriedades Cα de ∂K0, ∂D (ver

Observação 2.11 e também [20]).

Podemos obter diretamente a estimativa

‖wv‖Cα(D) ≤ C(D)‖hv‖0,2,D ≤ C < +∞,

onde C > 0 não depende de v, pelo Teorema 9.2 em [46], Teorema 3.1 e hipóteses

H7 e H10. Isso fornece uma estimativa uniforme para a norma Yv de (ζv, ϕv, χv)t

e, conseqüentemente, para vv,1, vv,2.

Para a segunda parte usamos a Proposição 2.2 para obter a represen-

tação ψv = (ψv,1, ψv,2) = (µ1(vv,1 + wv,1), µ2(vv,2 + wv,2), onde

vv,1 = Bv,1(I−Av)−1




0

−4πe
T

σv + (∂νwv,1 − ∂νwv,2)

k2Ψ


 ,

vv,2 = Bv,2(I−Av)−1




0

−4πe
T

σv + (∂νwv,1 − ∂νwv,2)

0




wv,1, wv,2 são soluções de (2.28) e (2.29) respectivamente, com K, ρ e h substitúıdos

por Kv, ρv e hv.

Observando que os operadores Bv,1, Bv,2 e (I−Av)−1 são limitados de

Zv = C1+α(∂Kv(t))×Cα(∂Kv(t))×C1+α(∂Kv(t)) a Zv o resultado segue como na

primeira parte se pudermos estimar w1 e w2. Isso é posśıvel através das seguintes
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estimativas eĺıpticas clássicas [47]

‖wv,1‖C1+α(Kv(t)) ≤ C‖ρv,1‖Cα(Kv(t)), (4.14)

onde C > 0 depende somente de K0. Similarmente, existe uma constante C > 0

que pode ser escolhida independentemente de v, τ (usando o fato que δv(t) ≥ d,

∀t ∈ [0, τ ])

‖wv,2‖C1+α(D\Kv(t)) ≤ C‖ sinh (ψv)‖Cα(D\Kv(t)) ≤ C (4.15)

onde usamos a estimativa

| sinh ψv(x, t)− sinh ψv(y, t)||x− y|−α ≤

≤ |x− y|−α

∫ ψv(x,t)

ψv(y,t)

cosh(z) dz ≤ C‖ψv‖Cα(D\Kv(t)), ∀x,y ∈ D\Kv(t)

o Teorema 3.1, a primeira parte e hipótese H7.

A terceira parte do Lema segue-se usando (4.4), que nos dá a estimativa

‖vv,1‖H5/2(∂Kv(t)) ≤ C(‖ζv‖H5/2(∂Kv(t)) + ‖ϕv‖H3/2(∂Kv(t))).

Para estimar as normas acima usamos novamente teoria eĺıptica clássica; estimativas

uniformes para ‖wv,1‖C2+α(Kv(t)) e ‖wv,2‖C2+α(D\Kv(t)) similares a (4.14) e (4.15) são

válidas (Teorema 6.14 em [47]). Agora usamos o fato de que ϕ satisfaz a segunda

equação em (2.21) para escrever

ϕv =
2

µ1 + µ2

[gv,1 − T1χv − (µ2 − µ1)D∗ϕv]

onde gv,1 = −4πe
T

σv + (∂νwv,1 − ∂νwv,2). Tomando a norma C1+α(∂Kv(t)) em ϕv,

obtemos o resultado desejado usando o fato, já mencionado (ver (2.30)), que

‖D∗vϕv‖C1+α(∂Kv(t)) ≤ C‖ϕv‖Cα(∂Kv(t)),

(onde C depende somente sobre ∂K0) e pela parte anterior do lema. Podemos obter

‖ζv‖H5/2(∂Kv(t)) ≤ C,

usando a primeira equação de (2.21), (4.4), argumentos similares aos anteriores, a

parte anterior do Lema e por H8.



4 Teoria de Existência para o Movimento Hidroelétrico: a Velocidade de Deslizamento 85

Lema 4.4. Considerando as hipóteses do Teorema 4.1, existe uma constante C não

dependente de Yτ,d tal que

‖vs,v‖L∞(0,τ ;H3/2(∂Kv(t)))3 ≤ C.

Demonstração. Usando a definição (4.2) e o Lema 4.2, obtemos a estimativa, para

cada i = 1, 2, 3,

‖vs,i‖H3/2(∂Kv(t)) ≤ C‖ψv,1‖H3/2(∂Kv(t))‖ψv,1‖H5/2(∂Kv(t)), (4.16)

considerando (4.5). O resultado segue usando-se o Lema 4.3.

4.3 Limites para as Soluções Aproximadas

Analogamente à discussão no Caṕıtulo 3 da presente tese, vamos con-

siderar uma seqüência (u(m), µ(m)) de soluções aproximadas como obtidas previ-

amente. Colocamos V(m), como o termo forçante obtido pelo procedimento de

extensão descrito na Seção 4.3, através do cálculo de ψ(m), a solução de (3.8)

considerando-se K(m)(t), ρ(m), σ(m). Os resultados de compacidade discutidos an-

teriormente garante-nos a existência de um limite (u, µ) para (u(m), µ(m)) tal que

u ∈ L∞(0, τ ; H1
0 (D))3 e µ ∈ L∞((0, τ) × D). Além disso u(m) converge a u em

L2((0, τ)×D) e δ(t) ≥ d, para todo t ∈ [0, τ ]. Resta-nos demonstrar que, se V está

relacionado com ψ, (4.12) verifica-se para (u, µ,V) para todo ϕ ∈ V . Dessa forma

devemos demonstrar, para todo t ∈ (0, τ),
∫ t

0

∫

D

ϕ · (I
D\K(m)(t)

∆Vm − ID\K(t)∆V)dτdx → 0,

quando m →∞.

Teorema 4.2. Sob as hipóteses do Teorema 4.1, para todo ϕ ∈ L2(D × (0, τ))3 e

t ∈ (0, τ),
∫ t

0

∫

D

ϕ · (I
D\K(m)(t)

∆V(m) − ID\K(t)∆V)dτdx → 0, m →∞.
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Demonstração. Primeiro observamos que ∀t ∈ (0, τ), i = 1, 2, 3, Vi e V
(m)
i têm as

seguintes representações na forma dos potenciais hidrodinâmicos de F. K. Odqvist

(ver [92], [29] ou [96])

Vi(x, t) =
3∑

k=1

∫

∂K(t)

Uki(x− y)ςk(y, t)ds(y) +

+
3∑

k=1

∫

∂D

Uki(x− y)ϑk(y, t)ds(y), ∀x ∈ D\K(t), (4.17)

V
(m)
i (x, t) =

3∑

k=1

∫

∂K(m)(t)

Uki(x− y)ς
(m)
k (y, t)ds(y) +

+
3∑

k=1

∫

∂D

Uki(x− y)ϑ
(m)
k (y, t)ds(y), ∀x ∈ D\K(m)(t). (4.18)

Aqui, para x = (x1, x2, x3),

Uij(x) =
1

8πη

(
2δij

|x| −
∂2

∂xi∂xj

(|x|)
)

, i, j = 1, 2, 3

e ν = (ν1, ν2, ν3) é o vetor normal exterior a superf́ıcie relacionada. As densidades

vetoriais ς = ςi, ς
(m) = ς

(m)
i , ϑ = ϑi, ϑ

(m) = ϑ
(m)
i são soluções das seguintes equações

integrais

3∑

k=1

(∫

∂K(t)

ςk(y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑk(y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= vs,i(x, t), x ∈ ∂K(t), i = 1, 2, 3,

3∑

k=1

(∫

∂K(t)

ςk(y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑk(y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= 0, x ∈ ∂D, i = 1, 2, 3,

(4.19)
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3∑

k=1

(∫

∂K(m)(t)

ς
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑ
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= v

(m)
s,i (x, t), x ∈ ∂K(m)(t), i = 1, 2, 3,

3∑

k=1

(∫

∂K(m)(t)

ς
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑ
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= 0, x ∈ ∂D, i = 1, 2, 3.

(4.20)

Definimos Γ(t) = ∂K(t) ∪ ∂D, Γ(m)(t) = ∂K(m)(t) ∪ ∂D e consideramos as funções

vetoriais Θ ∈ H3/2(∂K(t) ∪ ∂D)3, Θ(m) ∈ H3/2(∂K(m)(t) ∪ ∂D)3 tais que

Θ|∂K(t) = vs, Θ|∂D = 0, Θ(m)|∂K(m)(t) = v(m)
s , Θ(m)|∂D = 0.

Da mesma forma, definimos as densidades vetoriais ξ, ξ(m) tais que ξ|∂K(t) = ς,

ξ|∂D = ϑ, ξ(m)|∂K(m)(t) = ς(m), ξ(m)|∂D = ϑ(m). Então (4.19) e (4.20) podem ser

reescritos como

3∑

k=1

(∫

Γ(t)

ξk(y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= Θi(x, t), x ∈ Γ(t), (4.21)

e

3∑

k=1

(∫

Γ(m)(t)

ξ
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= Θ

(m)
i (x, t), x ∈ Γ(m)(t), (4.22)

para i = 1, 2, 3. Conforme demonstrado em [29] (Teorema 1, Caṕıtulo XI, Parte B,

§ 5), os problemas acima admitem como únicas soluções funções ξ ∈ H−1/2(Γ(t))3,

ξ(m) ∈ H−1/2(Γ(m)(t))3, no sentido que os funcionais L(v) =
∫
Γ(t)

ξ · v ds(x) e

L(m)(v) =
∫

Γ(m)(t)
ξ(m) · v ds(x) são cont́ınuos em H1(D\K(t))3 e H1(D\K(m)(t))3

respectivamente. Além disso, a seguinte estimativa é válida

‖ξ(m)‖
H−1/2(Γ(m)(t))

3 ≤ C‖Θ(m)‖
H1/2(Γ(m)(t))

3 , (4.23)

onde C = C(∂K0, ∂D).
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Observamos que, se X, X(m) denotam os fluxos Lagrangeanos de u e

u(m), respectivamente, ∀x, y ∈ ∂K0 com x 6= y,

Ui,j(X(t,x), X(t,y)) = Ui,j(x,y) (4.24)

como é fácil checar. Evidentemente o mesmo é válido para X(m). Como con-

seqüência, (4.19) e (4.20) podem ser reescritos como

3∑

k=1

(∫

∂K0

ςk(X(t,y), t)Uki(x− y)ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑk(y, t)Uki(X(t,x)− y)ds(y)

)
= vs,i(X(t,x), t),

3∑

k=1

(∫

∂K0

ς
(m)
k (X(m)(t,y), t)Uki(x− y)ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑ
(m)
k (y, t)U

(m)
ki (X(m)(t,x)− y)ds(y)

)
= v

(m)
s,i (X(m)(t,x), t),

∀x ∈ ∂K0, i = 1, 2, 3. Enquanto que, ∀x ∈ ∂D,

3∑

k=1

(∫

∂K0

ςk(X(t,y), t)Uki(x−X(t,y))ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑk(y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= 0,

3∑

k=1

(∫

∂K0

ς
(m)
k (X(m)(t,y), t)Uki(x−X(m)(t,y))ds(y)

)
+

+
3∑

k=1

(∫

∂D

ϑ
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
= 0,

para i = 1, 2, 3. Subtraindo as expressões acima obtemos

3∑

k=1

(∫

∂K0

(δς)
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y) +

∫

∂D

(δϑ)
(m)
k (y, t)Uki(X(t,x)− y)ds(y)

)
=

= (δvs)
(m)
i (x, t)−

3∑

k=1

∫

∂D

(Uki(X(t,x)− y)−Uki(X
(m)(t,x)− y))ϑ

(m)
k (y, t)ds(y)

(4.25)
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para x ∈ ∂K0 e para cada i = 1, 2, 3. Para x ∈ ∂D e i = 1, 2, 3 temos

3∑

k=1

(∫

∂K0

(δς)
(m)
k (y, t)Uki(x−X(t,y))ds(y) +

∫

∂D

(δϑ)
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
=

=
3∑

k=1

∫

∂K0

ς
(m)
k (X(m)(t,y), t)(Uki(x−X(m)(t,y))−Uki(x−X(t,y)))ds(y).

(4.26)

Onde, para todo t ∈ (0, τ) e x ∈ ∂K0,

(δς)(m)(x, t) = ς(X(t,x), t)− ς(m)(X(m)(t,x), t),

(δvs)
(m)
i (x, t) = vs,i(X(t,x), t)− v

(m)
s,i (X(m)(t,x), t), i = 1, 2, 3

e, para todo x ∈ ∂D,

(δϑ)(m)(x, t) = ϑ(x, t)− ϑ(m)(x, t).

É importante observar que as integrais no lado direito de (4.25) e (4.26) são bem

definidas, usando o fato de que

max (δ(t), δ(m)(t)) > d, (4.27)

∀t ∈ (0, τ) e m ≥ 0. Como X|K0 e X(m)|K0 são transformações ŕıgidas, é imediato

que (δς)(m) ∈ H−1/2(∂K0)
3 e que (δϑ)(m) ∈ H−1/2(∂D)3 (ver discussão na Seção

1.1.7 em [84]).

Usando as relações obtidas em (4.25) e (4.26), observamos que, se yt ∈
∂K(t), as densidades υ(m)(yt, t) = (δς)(m)(Q∗(t)(yt − xc(t)), t) e (δϑ)(m) satisfazem

os sistemas
3∑

k=1

(∫

∂K(t)

υ
(m)
k (y, t)Uki(xt − y)ds(y) +

∫

∂D

(δϑ)
(m)
k (y, t)Uki(xt − y)ds(y)

)
=

= f
(m)
i (xt, t), para cada xt ∈ ∂K(t), i = 1, 2, 3,

(4.28)

e
3∑

k=1

(∫

∂K(t)

υ
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y) +

∫

∂D

(δϑ)
(m)
k (y, t)Uki(x− y)ds(y)

)
=

= g
(m)
i (x, t), x ∈ ∂D, i = 1, 2, 3.

(4.29)
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Aqui, para x ∈ ∂K0, xt = X(t,x) ∈ ∂K(t) e

f
(m)
i (xt, t) = s

(m)
i (xt, t)−

+
3∑

k=1

∫

∂D

(Uki(xt − y)−Uki(x
(m)
t − y))ϑ(m)(y, t)ds(y)

(4.30)

onde s(m)(xt, t) := (δvs)
(m)(Q∗(t)(xt − xc(t)), t) e x

(m)
t = X(t,x). Para x ∈ ∂D,

g
(m)
i (x, t) =

=
3∑

k=1

∫

∂K0

ς
(m)
k (X(t,y), t)(Uki(x−X(m)(t,y))−Uki(x−X(t,y)))ds(y),

(4.31)

Ressaltamos que υ(m) ∈ H−1/2(∂K(t))3. Por uma conseqüência de (4.27), os núcleos

das integrais envolvidas na definição de f (m) e g(m) são suaves. Assim, através de

um cálculo simples e uso do Lema 4.2 vemos que, ∀t ∈ (0, τ), f (m) ∈ H3/2(∂K(t))3 e

g(m) ∈ H3/2(∂D)3. Da mesma forma que em (4.21) e (4.22), o sistema (4.28)-(4.29)

tem uma única solução em H−1/2(∂K(t) ∪ ∂D)3.

Consideramos A(m)(t) e B(m)(t) como definidos em (3.30). Seja t ∈
(0, τ) fixado. Como observado anteriormente,

V ∈ H2(D\K(t))3 e V(m) ∈ H2(D\K(m)(t))3.

Usando (3.31), para cada ε > 0, existe N > 0 e uma esfera Sε ⊂⊂ D tal que,

K(t) ∪K(m)(t) ⊂⊂ Sε, |Sε\(K(t) ∪K(m)(t))| < ε e

dist(D\Sε, ∂(K(t) ∪K(m)(t))) > ε (4.32)

para todo m ≥ N . Então podemos escrever,

∫

D

ϕ · (I
D\K(m)(t)

∆Vm − ID\K(t)∆V)dx ≤
∫

D\Sε

ϕ · (∆Vm −∆V)dx + Cε‖ϕ‖0,2,D

usando o Teorema 4.1. Considerando (4.17) e (4.18) obtemos, para todo x ∈ B(m)(t)

e para cada i = 1, 2, 3,

(Vm
i −Vi)(x, t) = V(m)

i (x, t) + V(m)
i (x, t) (4.33)
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onde

V(m)
i (x, t) =

3∑

k=1

(∫

∂K(t)

Uki(x− y)υ
(m)
k (y, t)ds(y)+

+

∫

∂D

Uki(x− y)(δϑ)
(m)
k (y, t)ds(y)

)
,

V(m)
i (x, t) =

3∑

k=1

(∫

∂K0

(Uki(x−X(t,y))+

−Uki(x−X(m)(t,y))ς
(m)
k (X(m)(t,y), t)ds(y)

)
.

(4.34)

Através de (4.28) e (4.29), observamos que V(m) ∈ H1(D\K(t))3 é um campo de

velocidades satisfazendo o seguinte problema de Stokes em D\K(t)

η∆V(m) = ∇P, em D\K(t),

divV(m) = 0, em D\K(t),

V(m) = f (m), em ∂K(t),

V(m) = g(m), em ∂D.

(4.35)

onde P é um campo escalar dependendo sobre υ(m) e de (δϑ)(m). Utilizando o fato

de que D e K0 são domı́nios de classe C2+α e a regularidade de f (m) e g(m), devido a

resultados de Cattabriga [17] (V, VII), temos que V(m) ∈ H2(D\K(t))3 e a seguinte

estimativa é válida

‖∆V(m)
i ‖L2(D\K(t))3 ≤ C(‖V(m)

i ‖H3/2(∂K(t))3 + ‖V(m)
i ‖H3/2(∂D)3)

= C(‖f (m)‖H3/2(∂K(t))3 + ‖g(m)‖H3/2(∂D)3),

onde C > 0 pode ser escolhido independente de m, usando-se (4.27) e o Lema A2

em [54].

Considerando (4.32), podemos diferenciar a expressão (4.34) sob a in-

tegral. Usando a estimativa (4.23) e o Lema 4.4, obtemos

sup
x∈D\Sε

|∆V(m)
i (x, t)| → 0

with m → +∞ (um argumento similar em uma situação diferente pode ser vista na

prova do Teorema 3.1 em [114]).
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A integral envolvida na definição de f (m) em (4.30) e a função g(m)

definida em (4.31) convergem a zero na norma H3/2(∂K(t))3 como uma conseqüência

de (4.27) juntamente com a estimativa (4.23) e Lema 4.4. A convergência

‖s(m)‖H3/2(∂K(t))3 → 0

com m → +∞, será demonstrada em uma seqüência de lemas técnicos.

Lema 4.5.

‖ψ(m) − ψ‖
Cα(B(m)(t))

→ 0, m →∞.

Demonstração. Consideramos a representação

ψ = (ψ1, ψ2) = (µ1(w1 + v1), µ2(w2 + v2))

como no Lema 2.3. Para m suficientemente grande e para 2 < p ≤ 6 escolhido como

no Lema 2.3, temos pelas hipóteses H7 e H10 e Lema 3.4,

‖w − w(m)‖Cα(D) = ‖G ∗ h−G ∗ h(m)‖Cα(D) ≤
≤ C(‖ρ(m) − ρ‖Lp(D) + ‖b(m) − b‖Lp(D))

≤ε + C‖ψ(m) − ψ‖H1(D) ≤ (C + 1)ε,

(4.36)

onde aqui usamos a seguinte estimativa

∫

D

| sinh ψ(m)(x)− sinh ψ(x)|pdx ≤
∫

D

(∫ ψ(x)

ψ(m)(x)

cosh(z) dz

)p

dx

≤ C1‖ψ(m) − ψ‖p
0,p,D ≤ C2‖ψ(m) − ψ‖p

H1(D),

obtida por meio do Teorema 3.1 e da imersão de Sobolev H1(D) ⊂ Lp(D). Vamos

colocar yt = X(t,y) e y
(m)
t = X(m)(t,y), para cada y ∈ ∂K0 e definir

(δζ)(m)(y) = ζ(yt)− ζ(m)(y
(m)
t ), (δϕ)(m)(y) = ϕ(yt)− ϕ(m)(y

(m)
t ), y ∈ ∂K0;

juntamente com

(δχ)(m)(y) = (χ− χ(m))(y), y ∈ ∂D.
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Usando a representação (2.15) para v, v(m), para todo x ∈ B(m)(t), obtemos

(v(m)
2 − v2)(x) =

∫

∂K0

Q(t)ν(y) · (x− yt)
4π|x− yt|3 (δζ)(m)(y)ds(y)+

+
∫

∂K0

(
Q(t)ν(y) · (x− yt)

4π|x− yt|3 − Q(m)(t)ν(y) · (x− y(m)
t )

4π|x− y(m)
t |3

)
ζ(m)(y(m)

t )ds(y)

+ µ2

∫

∂K0

1
4π|x− yt|δϕ(y)ds(y) +

∫

∂D

ν(y) · (x− y)(δχ)(m)(y)ds(y)
4π|x− y|3 +

µ2

∫

∂K0

(
1

4π|x− yt| −
1

4π|x− y(m)
t |

)
ϕ(m)(y(m)

t )ds(y).

(4.37)

Inicialmente, vamos mostrar que

sup

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂K0

(
Q(t)ν(y)·(x1−yt)

4π|x1−yt|3 − Q(m)(t)ν(y)·(x1−y
(m)
t )

4π|x1−x
(m)
t |3

)
ζ(m)(y(m)

t )ds(y)

|x1 − x2|α +

−

∫
∂K0

(
Q(t)ν(y)·(x2−yt)

4π|x2−yt|3 − Q(m)(t)ν(y)·(x2−y
(m)
t )

4π|x2−y
(m)
t |3

)
ζ(m)(y(m)

t )ds(y)

|x1 − x2|α

∣∣∣∣∣∣∣∣
→ 0

com m → +∞, onde o supremo é considerado sobre todos os x1,x2 ∈ B(m)(t) tais

que x1 6= x2. Para isso, basta estimarmos a expressão

sup

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂K0

(
ν(y)·(x′1−y)
4π|x′1−y|3 − ν(y)·(x(m)′

1 −y)

4π|x(m)′
1 −y|3

)
ζ(m)(y(m)

t )ds(y)

|x′1 − x′2|α
+

−

∫
∂K0

(
ν(y)·(x′2−y)
4π|x′2−y|3 − ν(y)·(x(m)′

2 −y)

4π|x(m)′
2 −y|3

)
ζ(m)(y(m)

t )ds(y)

|x′1 − x′2|α

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(4.38)

onde o supremo é agora considerado sobre todos os x′1,x
′
2 ∈ Ω(m)(t)\K0, x′1 6= x′2,

onde Ω(m)(t) = M∗(B(m)(t)) ∩M (m)∗(B(m)(t)). Evidentemente,

|x(m)′
1 − x′1| → 0, |x(m)′

2 − x′2| → 0

com m → +∞; além disso, |x′1 − x′2| = |x(m)′
1 − x

(m)′
2 |. Usando o fato de que

ζ(m)(x
(m)
c (t) + Q(m)(t)y) ∈ C1+α(∂K0) e que os potenciais de camada dupla en-

volvidos em (4.38) são funções de classe C0,1(R3\K0), a estimativa abaixo fornece o

resultado de convergência desejado

sup

∣∣∣∣
∫

∂K0

(
ν(y)·(x′1−y)
4π|x′1−y|3 − ν(y)·(x(m)′

1 −y)

4π|x(m)′
1 −y|3

− ν(y)·(x′2−y)
4π|x′2−y|3 − ν(y)·(x(m)′

2 −y)

4π|x(m)′
2 −y|3

)
ζ(m)(y(m)(t))ds(y)

∣∣∣∣
|x′1 − x′2|α

≤ sup
|· · ·|α |· · ·|1−α

|x′1 − x′2|α
≤ C sup

|x′1 − x′2|α(|x′1 − x(m)′

1 |1−α + |x(m)′

2 − x′2|1−α)
|x′1 − x′2|α

.
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Aqui C depende somente de ∂K0 (Teoremas 2.16 e 2.17 em [20]) e usamos o Lema

4.3 para estimar uniformemente ‖ζ(m)‖C1+α(∂K0).

O mesmo resultado pode ser obtido de forma similar para o quinto

termo em (4.37).

Vamos mostrar que a norma ‖.‖Cα dos termos restantes em (4.37) con-

vergem a zero. Considerando que as densidades (ζ(m), ϕ(m), χ(m)) e (ζ, ϕ, χ) são

soluções de sistemas análogos a (2.21), obtemos, depois da subtração

(I−A)




(δζ)(m)

(δϕ)(m)

(δχ)(m)


 = M




ζ(m)

ϕ(m)

χ(m)


 + J(m), (4.39)

onde A foi definido no Lema 2.3, porém considerando ∂K0 como o domı́nio de

integração dos operadores integrais componentes. Também estamos considerando

os operadores T1, T2, T3 e T4 como em (2.20), todavia o traço é tomado em ∂K(t) ao

invés de ∂K0. Em particular, definindo novamente xt = X(t,x) e x
(m)
t = X(m)(t,x)

para cada x ∈ ∂K0, temos

(T1(δχ)(m))(x) = 2
∂

∂ν(xt)

∫

∂D

ν(y) · (xt − y)

4π|xt − y|3 (δχ)(m)(y)ds(y), (4.40)

x ∈ ∂K0. Os operadores M e J(m) são definidos como

M =




0, 0, , M1

0, 0, M2

M3, M4, 0


 ,J(m) =




(µ1 − µ2)(w − w(m))

0

(w − w(m))


 ,

onde, para x ∈ ∂K0,

M1χ
(m)(x) = µ2

∫

∂D

(
∂G(xt − y)

∂ν(y)
− ∂G(x

(m)
t − y)

∂ν(y)

)
χ(m)(y)ds(y),

M2χ
(m)(x) =

∂

∂ν(xt)

∫

∂D

∂G(xt − y)

∂ν(y)
χ(m)(y)ds(y)

− ∂

∂ν(x
(m)
t )

∫

∂D

∂G(x
(m)
t − y)

∂ν(y)
χ(m)(y)ds(y)

(4.41)
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e, para x ∈ ∂D,

M3ζ
(m)(x) =

∫

∂K0

(
Q(m)(t)ν(y).(x− y

(m)
t )

4π|x− y
(m)
t |3

− Q(t)ν(y).(x− yt)

4π|x− yt|3
)

ζ(m)(y
(m)
t )ds(y),

M4ϕ
(m)(x) =

µ2

4π

∫

∂K0

(
1

|x− y
(m)
t |

− 1

|x− yt|

)
ϕ(m)(y

(m)
t )ds(y).

(4.42)

Vamos introduzir Y0 = Cα(∂K0)× Cα(∂K0)× Cα(∂D). Logo

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




(δζ)(m)

(δϕ)(m)

(δχ)(m)




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Y0

≤ ‖(I−A)−1‖


‖M‖

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




ζ(m)

ϕ(m)

χ(m)




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Y0

+ ‖J(m)‖Y0


 . (4.43)

Por (4.36), ‖J(m)‖Y0 → 0 com m →∞. O Lema 4.3, Observação 2.11 e

cálculos elementares usando (4.27), mostram-nos que o primeiro termo tende a zero

quando m → +∞ (cabe observar que ‖M‖ depende de potências positivas de d−1).

Assim ∥∥∥∥∥∥∥∥∥




(δζ)(m)

(δϕ)(m)

(δχ)(m)




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Y0

→ 0, m → +∞. (4.44)

Portanto, usando as propriedades de regularidade dos potenciais de camada simples

e dupla mencionadas em (2.26) é imediato que o primeiro, terceiro e quarto termos

em (4.37) tendem a zero na norma Cα(B(m)(t)).

Lema 4.6. Sejam (δζ)(m), (δϕ)(m) como definidos no Lema 4.5. Então,

max{(‖(δζ)(m)‖C1+α(∂K0), ‖(δϕ)(m)‖C1+α(∂K0)} → 0, m → +∞.

Como conseqüência

‖ψ(m)
1 (X(m)(t,x), t)− ψ1(X(t,x), t)‖C1+α(∂K0) → 0,

com m → +∞.
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Demonstração. Relembrando o Lema 4.5 e considerando a definição de xt, x
(m)
t , yt

e y
(m)
t lá introduzidas, as expressões (4.39) e (4.43) são válidas para ((δζ)(m), (δϕ)(m), (δχ)(m))

com Y0 substitúıdo por

W0 = C1+α(∂K0)× Cα(∂K0)× C1+α(∂D)

e

J(m) =




0(
∂w1(xt)
∂ν(xt)

− ∂w
(m)
1 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

− ∂w2(xt)
∂ν(xt)

+
∂w

(m)
2 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

)

0




. (4.45)

Portanto, para a segunda parte necessitamos mostrar que

‖J(m)‖W0 → 0, m → +∞.

Isso será imediato se pudermos mostrar que
∥∥∥∥∥
∂w1(xt)

∂ν(xt)
− ∂w

(m)
1 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

− ∂w2(xt)

∂ν(xt)
+

∂w
(m)
2 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

∥∥∥∥∥
C1+α(∂K0)

→ 0,

com m → +∞, o que garante a primeira parte do Lema, já que por (4.39),
(

µ1 + µ2

2

)
(δζ)(m) = µ2D(δζ)(m) + (µ2

2 − µ2
1)S(δϕ)(m) + µ2T2(δχ)(m) −M1χ

(m)

e (
µ1 + µ2

2

)
(δϕ)(m) = −(T1(δχ)(m)) + (−µ2 + µ1)D∗(δϕ)(m)+

+
∂w1(xt)

∂ν(xt)
− ∂w

(m)
1 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

− ∂w2(xt)

∂ν(xt)
+

∂w
(m)
2 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

onde o operador T1 foi definido em (4.40), M1 e M2 em (4.41) e T2 em (2.20) (onde

o traço é tomado em ∂K(t) ao invés de ∂K0). Logo, usando as propriedades de

continuidade dos operadores D e S, obtemos as seguintes estimativas

‖(δζ)(m)‖C1+α(∂K0) ≤ C(‖(δζ)(m)‖Cα(∂K0) + ‖(δϕ)(m)‖Cα(∂K0) +

+ ‖T2((δχ)(m))‖C1+α(∂K0)

‖(δϕ)(m)‖C1+α(∂K0) ≤ C(‖T1(δχ)(m)‖C1+α(∂K0) + ‖(δϕ)(m)‖Cα(∂K0))+

+

∥∥∥∥∥
∂w1(xt)

∂ν(xt)
− ∂w

(m)
1 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

− ∂w2(xt)

∂ν(xt)
+

∂w
(m)
2 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

∥∥∥∥∥
C1+α(∂K0)

.
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Um cálculo direto, usando o Lema 4.3, que fornece estimativas uniformes para as

normas Cα das densidades (ζ(m), ϕ(m), χ(m)), juntamente com (4.27) fornece

max{‖T1(δχ)(m)‖C1+α(∂K0), ‖T2(δχ)(m)‖C1+α(∂K0), ‖M1χ
(m)‖C1+α(∂K0)} → 0

com m → +∞. Usando (4.44) obtemos

‖(δϕ)(m)‖Cα(∂K0) → 0, ‖(δζ)(m)‖Cα(∂K0) → 0

com m → +∞.

Agora observamos que

(
∂w1(xt)
∂ν(xt)

− ∂w
(m)
1 (x

(m)
t )

∂ν(x
(m)
t )

)
= 0. Isso é uma con-

seqüência direta de H7, da definição de w1, w
(m)
1 e das propriedades da invariância

rotacional e translacional do operador gradiente.

Relembrando o Lema 2.2, w2 é solução do problema (2.29) considerando,

para cada t ∈ [0, τ ], o domı́nio D\K(t) e h(x, t) = b(x, ψ(x, t)), usando a hipótese

de que supp ρ ⊂⊂ K(t). Por sua vez, w
(m)
2 é solução de (2.29), considerando-se a

região D\K(m)(t) e a função h(m)(x, t) = b(x, ψ(m)(x, t)), onde usamos novamente o

fato que supp ρ(m) ⊂⊂ K(m)(t).

Seja B ⊂ R3 uma esfera tal que D ⊂ B. Definimos h̃ ∈ Cα(B),

h̃(m) ∈ Cα(B) as extensões (únicas) à região B das funções h e h(m), respectivamente.

Observamos que, para cada t ∈ [0, τ ], por (4.27) existe uma constante C > 0

dependendo somente sobre a geometria de ∂K0 e de ∂D tal que

‖h̃‖Cα(B) ≤ C‖h‖Cα(D\K(t))

‖h̃(m)‖Cα(B) ≤ C‖h(m)‖
Cα(D\K(m)(t))

(4.46)

(ver Lema 6.37 em [47]). É bem conhecido o fato (ver discussão em [40]) que podemos

expressar w2 e w
(m)
2 da seguinte forma

w2(x, t) = U(x, t)− u(x, t),

w
(m)
2 (x, t) = U(m)(x, t)− u(m)(x, t)
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onde

U(x, t) =

∫

B

G(x− y)h̃(y, t)d(y),

U(m)(x, t) =

∫

B

G(x− y)h̃(m)(y, t)d(y).

e u, u(m) são soluções de

∆u(x, t) = 0, x ∈ D\K(t)

u(x, t) = U(x, t), x ∈ ∂K(t) ∪ ∂D
(4.47)

e

∆u(m)(x, t) = 0, x ∈ D\K(m)(t)

u(m)(x, t) = U(m)(x, t), x ∈ ∂K(m)(t) ∪ ∂D,
(4.48)

respectivamente.

Dessa forma, temos de estimar a norma C1+α(∂K0) das expressões

∂U(xt,t)
∂ν(xt)

− ∂U(m)(x
(m)
t ,t)

∂ν(x
(m)
t )

e ∂u(xt,t)
∂ν(xt)

− ∂u(m)(x
(m)
t ,t)

∂ν(x
(m)
t )

.

Consideramos, inicialmente

∂U(xt, t)

∂ν(xt)
− ∂U(m)(x

(m)
t , t)

∂ν(x
(m)
t )

=

∫

B

ν(xt) · (xt − y)h̃(y, t)

4π|xt − y|3 ds(y)−
∫

B

ν(x
(m)
t ) · (x(m)

t − y)h̃(m)(y, t)

4π|x(m)
t − y|3

ds(y).

Definindo

B0(t) = {z ∈ R3; z = Q∗(t)(y − xc(t)); y ∈ B}

e

B
(m)
0 (t) = {z ∈ R3; z = Q(m)∗(t)(y − x(m)

c (t)), y ∈ B}

temos que

∂U(xt, t)

∂ν(xt)
− ∂U(m)(x

(m)
t , t)

∂ν(x
(m)
t )

=

∫

B0(t)

ν(x) · (x− z)h̃(xc(t) + Q(t)z, t)

4π|x− z|3 ds(z)+

−
∫

B
(m)
0 (t)

ν(x) · (x− z)h̃(m)(x
(m)
c (t) + Q(m)(t)z, t)

4π|x− z|3 ds(z),
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para cada x ∈ ∂K0.

Seja A(m)(t) = B0(t) ∩B
(m)
0 (t), escrevemos então

∂U(xt, t)
∂ν(xt)

− ∂U(m)(x(m)
t , t)

∂ν(x(m)
t )

=

∫

A(m)(t)

ν(x) · (x− z)(h̃(xc(t) + Q(t)z, t)− h̃(m)(x(m)
c (t) + Q(m)(t)z, t))

4π|x− z|3 ds(z)+

+
∫

B
(m)
0 (t)\A(m)(t)

ν(x) · (x− z)h̃(xc(t) + Q(t)z, t)
4π|x− z|3 ds(z)+

−
∫

B0(t)\A(m)(t)

ν(x) · (x− z)h̃(m)(x(m)
c (t) + Q(m)(t)z, t)

4π|x− z|3 ds(z),

(4.49)

para cada x ∈ ∂K0. Relembrando a definição da norma de C1+α(∂K0)

‖U‖C1+α(∂K0) = inf{‖V‖C1+α(K0), V ∈ C1+α(K0), V|∂K0 = U} (4.50)

obtemos as seguintes estimativas para cada termo de (4.49)
∥∥∥∥∥
∫

A(m)(t)

ν(x) · (x− z)(h̃(xc(t) + Q(t)z, t)− h̃(m)(x
(m)
c (t) + Q(m)(t)z, t))

4π|x− z|3 ds(z)

∥∥∥∥∥
C1+α(K0)

≤

≤ C‖h̃− h̃(m)‖Cα(K0),

∥∥∥∥∥
∫

B0(t)\A(m)(t)

ν(x) · (x− z)h̃(m)(x
(m)
c (t) + Q(m)(t)z, t)

4π|x− z|3 ds(z)

∥∥∥∥∥
C1+α(K0)

≤

≤ sup
z∈B0(t)\A(m)(t)

∥∥∥∥∥
ν(x) · (x− z)h̃(m)(x

(m)
c (t) + Q(m)(t)z, t)

|x− z|

∥∥∥∥∥
C1+α(K0)

|B0\A(m)(t)|

≤ C|B0(t)\A(m)(t)|,
∥∥∥∥∥
∫

B
(m)
0 (t)\A(m)(t)

ν(x) · (x− z)h̃(xc(t) + Q(t)z, t)

4π|x− z|3 ds(z)

∥∥∥∥∥
C1+α(K0)

≤

≤ C|B(m)
0 (t)\A(m)(t)|,

onde usamos as propriedades de regularidade de potenciais newtonianos, a estimati-

va uniforme para h(m) demonstrada no Lema 4.3 e o fato de que, para todo t ∈ [0, τ ],

dist(K0, B0(t)\A(m)(t)) ≥ d, dist(K0, B
(m)
0 (t)\A(m)(t)) ≥ d.

Usando (4.46) e o Lema 4.5 é evidente que ‖h̃ − h̃(m)‖Cα(K0) → 0 com

m → +∞. Usando o mesmo argumento acima é posśıvel demonstrar que ‖U −
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U(m)‖C2+α(∂K0) → 0 com m → +∞ e então

∥∥∥∥∥
∂U(xt, t)

∂ν(xt)
− ∂U (m)(xt, t)

∂ν(x
(m)
t )

∥∥∥∥∥
C2+α(∂K0)

→ 0

com m → +∞. Vamos estimar agora a norma C1+α(∂K0) da expressão ∂u(xt,t)
∂ν(xt)

−
∂u(m)(x

(m)
t ,t)

∂ν(x
(m)
t )

. Para isso relembramos que, por resultados clássicos [87], u(x, t) ∈
C2+α(D\K(t)) e u(m)(x, t) ∈ C2+α(D\K(m)(t)).

Pela teoria de operadores integrais singulares, usando o fato de que u,

u(m) são soluções de (4.47) e de (4.48), respectivamente, podemos escrever

u(x, t) =

∫

∂K(t)

∂G(x− z)

∂ν(z)
ς(z, t)ds(z) +

∫

∂D

∂G(x− z)

∂ν(z)
ϑ(z, t)ds(z)

u(m)(x, t) =

∫

∂K(m)(t)

∂G(x− z)

∂ν(z)
ς(m)(z, t)ds(z) +

∫

∂D

∂G(x− z)

∂ν(z)
ϑ(m)(z, t)ds(z),

com densidades

(ς, ϑ) ∈ C1+α(∂K(t))× C1+α(∂D) e (ς(m), ϑ(m)) ∈ C1+α(∂K(m)(t))× C1+α(∂D).

Definindo ((δς)(m), (δϑ)(m)) como no Lema 4.5 e usando argumentos similares aos

utilizados nesse lema, vemos que ((δς)(m), (δϑ)(m)) satisfazem, para todo x ∈ ∂K0,

D(δς)(m)(x, t) +
1

2
(δς)(m)(x, t) + (T2ϑ)(xt, t)+

− (T
(m)
2 ϑ(m))(x

(m)
t , t) = U(xt, t)− U(m)(x

(m)
t , t)

(4.51)

e, para todo x ∈ ∂D,

(T3ς)(x, t)− (T
(m)
3 ς(m))(x, t) + D0(δϑ)(m)(x, t)− 1

2
(δϑ)(m)(x, t) =

= U(x, t)− U(m)(x, t),

(4.52)

onde os operadores acima foram definidos em (2.19), (2.20), (3.27) e (3.28). Definin-

do, para cada xt ∈ ∂K(t), a função υ(m)(xt, t) = (δς)(m)(Q∗(t)(xt − xc(t)), t), o

sistema (4.51)-(4.52) pode ser reescrito como

Dυ(m)(xt, t) +
1

2
υ(m)(xt, t) + (T2(δϑ)(m))(xt, t) = U(xt, t)− U(m)(x

(m)
t , t)+

+

∫

∂D

(
∂G(x

(m)
t − z)

∂ν(z)
− ∂G(xt − z)

∂ν(z)

)
ϑ(m)(z, t)ds(z)

(4.53)
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para todo xt ∈ ∂K(t) e, para todo x ∈ ∂D,

D0(δϑ)(m)(x, t)− 1

2
(δϑ)(m)(x, t) + T3υ

(m)(x, t) = U(x, t)− U(m)(x, t)+
∫

∂K(m)(t)

∂G(x− z)

∂ν(z)
ς(m)(z, t)ds(z)−

∫

∂K(t)

∂G(x− z)

∂ν(z)
ς(m)(z, t)ds(z).

(4.54)

onde estamos considerando os operadores D e T3 definidos em ∂K(t). Se definirmos

℘
(m)
1 (x, t) e ℘

(m)
2 (x, t) como sendo as expressões no lado direito de (4.53) e (4.54)

respectivamente, vemos que

f(m)(x, t) =

∫

∂K(t)

∂G(x− z)

∂ν(z)
υ(m)(z,y, t)ds(z) +

∫

∂D

∂G(x− z)

∂ν(z)
(δϑ)(m)(z,y, t)ds(z)

é solução do seguinte problema

∆f(m)(x, t) = 0, x ∈ D\K(t)

f(m)(x, t) = ℘
(m)
1 (x, t), x ∈ ∂K(t)

f(m)(x, t) = ℘
(m)
2 (x, t), x ∈ ∂D.

Das propriedades de unicidade e regularidade para o problema acima, f(m) ∈ C2+α(D\K(t)),

já que, como é fácil checar, ℘
(m)
1 ∈ C2+α(∂K(t)) e ℘

(m)
2 ∈ C2+α(∂D). Além disso, a

seguinte estimativa é válida

‖f(m)‖C2+α(D\K(t)) ≤ C(‖℘(m)
1 ‖C2+α(∂K(t)) + ‖℘(m)

2 ‖C2+α(∂D)) → 0, (4.55)

com m → +∞, onde usamos (4.27) e o fato de que a norma C1+α das densidades

(ς(m), ϑ(m)) é limitada por uma constante indepedente de m. Escrevendo

∂u(xt, t)

∂ν(xt)
− ∂u(m)(x

(m)
t , t)

∂ν(x
(m)
t )

= (ν(xt)− ν(x
(m)
t )) · ∇uxt(xt, t)+

+ ν(x
(m)
t ) · (∇xtu(xt, t)−∇x

(m)
t

u(m)(x
(m)
t , t))
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notamos que temos de estimar somente o segundo termo acima. Considerando o

Teorema 2.23 em [20], observamos que

ν(x
(m)
t ) · (∇xtu(xt, t)−∇x

(m)
t

u(m)(x
(m)
t , t)) =

− ν(x
(m)
t ) ·

(∫

∂K(t)

∇xtG(xt − z)× (∇tanς(z, t)× ν(z)))ds(z)+

+
1

2
∇tanς(xt, t) +

∫

∂D

∇xt

∂G(xt − z)

∂ν(z)
ϑ(z, t)ds(z)

)
+

+ ν(x
(m)
t ) ·

(∫

∂K(m)(t)

∇
x

(m)
t

G(xt − z)× (∇tanς
(m)(z, t)× ν(z)))ds(z)+

+
1

2
∇tanς

(m)(xt, t) +

∫

∂D

∇
x

(m)
t

∂G(xt − z)

∂ν(z)
ϑ(m)(z, t)ds(z)

)
.

Um cálculo direto mostra que a expressão acima pode ser reescrita como

− ν(x
(m)
t ) ·

(∫

∂K(t)

∇xtG(xt − z)× (∇tanυ
(m)(z, t)× ν(z)))ds(z)+

+
1

2
∇tanυ

(m)(xt, t) +

∫

∂D

∇xt

∂G(xt − z)

∂ν(z)
(δϑ)(m)(z, t)ds(z)

)
+

+ ν(x
(m)
t ) ·

∫

∂D

(
∇xt

∂G(xt − z)

∂ν(z)
−∇

x
(m)
t

∂G(x
(m)
t − z)

∂ν(z)

)
ϑ(m)(z, t)ds(z)

e isso corresponde a

− (ν(x
(m)
t ) · ∇xtf

(m)(xt, t))+

+ ν(x
(m)
t ) ·

∫

∂D

(
∇xt

∂G(xt − z)

∂ν(z)
−∇

x
(m)
t

∂G(x
(m)
t − z)

∂ν(z)

)
ϑ(m)(z, t)ds(z).

Consideramos a definição da norma ‖f(m)‖C2+α(∂K(t)∪∂D) como em (4.50) e relem-

bramos (4.55); então, usando a limitação uniforme de ϑ(m), um cálculo simples

usando o teorema da convergência dominada nos mostra que a norma C1+α(∂K0)

da expressão acima é arbitrariamente pequena para m suficientemente grande.

Corolário 4.1. Para i = 1, 2, 3,

‖vs,i(xc(t) + Q(t)x, t)− v
(m)
s,i (x(m)

c (t) + Q(m)(t)x, t)‖H3/2(∂K0) → 0,

com m → +∞, para cada t ∈ [0, τ ].
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Demonstração. Inicialmente observamos que, por resultados demonstrados em

[84], existe C = C(∂K0) tal que ‖vs,i(xc(t)+Q(t)x)‖H3/2(∂K0) ≤ C‖vs,i(xt)‖H3/2(∂K(t))

para cada t ∈ [0, τ ]. Escrevemos

vs,i(xc(t) + Q(t)x, t)− v
(m)
s,i (x(m)

c (t) + Q(m)(t)x, t) =

= (ψ1(xc(t) + Q(t)x, t)− ψ
(m)
1 (x(m)

c (t) + Q(m)(t)x, t))∇tanψ1(xc(t) + Q(t)x, t))+

+ ψ
(m)
1 (x(m)

c (t) + Q(m)(t)x, t)(∇tanψ
(m)
1 (x(m)

c (t) + Q(m)(t)x, t)−∇tanψ1(xc(t) + Q(t)x, t))

e consideramos a norma H3/2(∂K0) dessa expressão. O resultado segue pelas Lemas

4.2, 4.3 e 4.5 e pelas estimativas abaixo, para cada i = 1, 2, 3,

‖(ψ1(xt, t)− ψ
(m)
1 (x

(m)
t , t))(∇tanψ1)i(xt, t))‖H3/2(∂K0) ≤

≤ C‖(ψ1(xt, t)− ψ
(m)
1 (x

(m)
t , t))‖H3/2(∂K0)‖(∇tanψ1)i(xt, t))‖H3/2(∂K0)

≤ C‖(ψ1(xt, t)− ψ
(m)
1 (x

(m)
t , t))‖C1+α(∂K0)‖(∇tanψ1)i(xt, t))‖H3/2(∂K0).

e

‖ψ(m)
1 (x

(m)
t , t)((∇tanψ

(m)
1 )i(x

(m)
t , t)− (∇tanψ1)i(xt, t))‖H3/2(∂K0) ≤

≤ C‖ψ(m)
1 (x

(m)
t , t)‖H3/2(∂K0)‖((∇tanψ

(m)
1 )i(x

(m)
t , t)− (∇tanψ1)i(xt, t))‖H3/2(∂K0)

≤ C‖ψ(m)
1 (x

(m)
t , t)‖H3/2(∂K0)‖ψ(m)

1 (x
(m)
t , t)− ψ1(xt, t))‖H5/2(∂K0)

≤ C max{‖(δϕ)(m)‖H3/2(∂K0), ‖(δζ)(m)‖H5/2(∂K0)}

onde usamos (4.5). A convergência ‖(δζ)(m)‖H5/2(∂K0) → 0, m → +∞ segue do

Lema 4.6 e das estimativas abaixo, obtidas através da primeira equação de (4.39) e

de (4.4),

‖(δζ)(m)‖H5/2(∂K0) ≤ C(‖(δζ)(m)‖H3/2(∂K0) + ‖(δϕ)(m)‖H3/2(∂K0)+

+ ‖T2(δχ)(m)‖H5/2(∂K(t)) + ‖M1(χ
(m))‖H5/2(∂K(t)))

≤ C(‖(δζ)(m)‖C1+α(∂K0) + ‖(δϕ)(m)‖C1+α(∂K0)+

+ ‖T2(δχ)(m)‖H5/2(∂K(t)) + ‖M1(χ
(m))‖H5/2(∂K(t))).
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Nosso resultado sobre existência local de soluções para (4.12) acoplado

a (3.8) pode ser então enunciado de maneira similar ao Teorema 3.3, se assumirmos

as hipóteses H7-H10.

Teorema 4.3. Seja d > 0 fixado. Considerando as hipóteses H7-H10 e u0 ∈
L2(D)3, div u0 = 0, µp,0D(u0) = 0 e δ(0) > d, existe τ ∗ ∈ (0, +∞] e uma solução

(µ,u) de (4.12) tais que u ∈ L∞(0, τ ; H1
0 (D))3, µ ∈ L∞((0, τ)×D) para todo τ < τ ∗.

Além disso, τ ∗ = inf{t > 0; δ(t) = d}.

É importante observar que ∀t ∈ [0, τ ∗), δ(t) > d e o método provavel-

mente falha se d → 0. No caso bidimensional, considerando um potencial gravita-

cional, τ ∗ pode ser determinado como min{t : δ(t) = 0}. Como já discutido na

introdução da presente tese, resultados globais são dispońıveis no caso do movimen-

to de bolas sob a ação de uma força de corpo particular [54] ou no caso do movimento

de um cilindro bidimensional [107].

4.4 Existência de Soluções Fortes

Grandmont e Maday [51] demonstraram a existência local em tempo

de soluções fortes para um sistema acoplado envolvido no movimento de um corpo

ŕıgido num fluxo incompresśıvel de Navier-Stokes, no caso bidimensional e sob a

hipótese de que a massa do corpo é suficientemente grande. Não é evidente que

resultados similares para o sistema eletro-hidrodinâmico que estamos discutindo

possam ser obtidos. Esse não é o caso se supormos uma hipótese adequada relativa

à dependência dos potenciais com o movimento, num fluxo de Stokes.

Vamos considerar (3.8) e (4.1) acopladas às equações dinâmicas

m
duc(t)

dt
=

∫

∂K(t)

σH(x, t) · ν(x, t)ds(x) (4.56)

A
dw(t)

dt
=

∫

∂K(t)

(x− xc(t))× (σH · ν)(x, t)ds(x) + w(t). (4.57)
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Onde σH(x, t) = 2ηD(vf (x, t))− p(x, t)I e, por simplicidade, estamos considerando

|w×(Aw)| ¿ w. Assumimos as hipótese H3 e H4 com 1/2 < α < 1. Cabe ressaltar

que trataremos diretamente o problema (4.1), sem o processo de extensão de vs à

região D\K(t), como no estudo de soluções fracas. Por essa razão não precisamos

admitir a hipótese adicional de que os domı́nios são de classe C2+α.

Um par (uc(t),w(t)) ∈ C1([0, τ ];R3 × R3) (para algum τ > 0) satis-

fazendo (4.56) e (4.57) é uma solução forte para essas equações. Para mostrar a

existência dessas soluções temos de mostrar que uma condição de Lipschitz local

para os termos à direita em (4.56) e (4.57) é válida.

Vamos considerar, formalmente, r > 0 e 0 < a ≤ δ(0)−d
r

. É imediato

que

∀(uc(t),w(t)) ⊂ B(0, r) ⊂ C([0, a];R3 × R3),

temos
⋃

t∈[0,a]

K(uc,w)(t) ⊂ G ⊂ D, dist(G, ∂D) ≥ d > 0, (4.58)

onde K(uc,w)(t) são as posições da part́ıcula definidas pelo par (uc(t),w(t)). Va-

mos assumir também que ρ(uc(t),w(t)), σ(uc(t),w(t)) satisfazem as hipóteses H7 e H8.

Consideramos dois campos de velocidades

(uc,w), (u′c,w
′) ∈ B(0, r) ⊂ C0([0, a];R3 × R3)

e denotamos ψ = ψ(uc,w), ψ′ = ψ(u′c,w′) com sendo as soluções de (3.8) associadas

com (K(t), ρ, σ) e (K ′(t), ρ′, σ′), respectivamente. Colocamos também vf , v′f como

sendo as soluções de (4.1) em D\K(t) e D\K ′(t) respectivamente e consideramos

representações (4.17), (4.18) com densidades ς, ς ′, ϑ, ϑ′. Para todo x ∈ ∂K0, colo-

camos δς(x, t) = ς(xc(t) + Q(t)x, t) − ς ′(x′c(t) + Q′(t)x, t) e para todo x ∈ ∂D,

δϑ(x, t) = ϑ(x, t)−ϑ′(x, t). Analogamente como na prova do Teorema 4.2 nós obte-

mos um sistema de equações similar a (4.19) e (4.20), onde estamos considerando os

mesmos operadores com as seguintes modificações: ς(m), ϑ(m),v
(m)
s substitúıdo por

ς ′, ϑ′,v′s; ∂K(m)(t) substitúıdo por ∂K ′(t). Além do mais, uma estimativa como em

(4.23) é válido.
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Definimos

h = sup
t∈[0,a]

({|uc(t)− u′c(t)|, |w(t)−w′(t)|} : (uc,w), (u′c,w
′) ∈ B(0, r)). (4.59)

Conforme demonstrado em [29], para cada i = 1, 2, 3,
∣∣∣∣∣

3∑
j=1

∫

∂K(t)

σH
ij (x, t) · νj(x, t)ds(x)−

3∑
j=1

∫

∂K′(t)
σ′Hij (x, t) · νj(x, t)ds(x)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫

∂K0

(δς)i(y)ds(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

∂K(t)

υi(y)ds(y)

∣∣∣∣ ≤ C‖υi‖H−1/2(∂K(t))

e, da mesma forma,

∫

∂K(t)

(x− xc(t))× (σH(x, t) · ν(x, t))ds(x)−

+

∫

∂K′(t)
(x− x′c(t))× (σ′H(x, t) · ν(x, t))ds(x) ≤ C‖υi‖H−1/2(∂K(t)) + O(h)

onde υ ∈ H−1/2(∂K(t))3 é definido como no Teorema 4.2, com as modificações já

mencionadas e usamos a estimativa (4.23), juntamente com o Lema 4.4. Usando

novamente uma estimativa similar a (4.23), nós teremos o resultado desejado se

pudermos mostrar que ‖fi‖H1/2(∂K(t)) = O(h), ‖gi‖H1/2(∂K(t)) = O(h) e isso implica

mostrarmos que

‖si‖H1/2(∂K(t)) = O(h). (4.60)

Aqui f , g, s são funções similares às definidas no Teorema 4.2, porém com as devidas

modificações. Para as integrais envolvidos na definição de f e g o resultado é ime-

diato usando (4.58). Entretanto, (4.60) não é óbvio e iremos obter esta estimativa

assumindo uma hipótese adequada sobre ψ.

Observamos que é posśıvel estabelecer um limite uniforme similar àquele

estabelecido no Lema 4.3. De maneira análoga à prova do Lema 4.6, definindo, para

y ∈ ∂K0,

δζ(y) = ζ(xc(t) + Q(t)y)− ζ ′(x′c(t) + Q′(t)y),

δϕ(y) = ϕ(xc(t) + Q(t)y)− ϕ′(x′c(t) + Q′(t)y)

e, para y ∈ ∂D,

δχ(y) = (χ− χ′)(y),
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temos, para todo x ∈ ∂K0,



δζ

δϕ

δχ


 = (I−A)−1


M




ζ ′

ϕ′

χ′


 + J


 , (4.61)

onde J foi definido em (4.45), A no Lema 2.3 e M em (4.41). Relembrando a

notação Y0 = C1+α(∂K0) × Cα(∂K0) × C1+α(∂D) e (4.43), enquanto usamos os

mesmos cálculos como no Lema 4.6, nós temos
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(I−A)−1M




ζ ′

ϕ′

χ′




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Y0

≤ ‖(I−A)−1‖‖M‖

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ζ ′

ϕ′

χ′

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Y0

≤

≤ ‖(I−A)−1‖O(h). (4.62)

Pela dependência não-linear de J com relação a ψ, ψ′, não é óbvio que possamos

obter uma estimativa similar para o termo (I −A)−1J. Entretanto é razoável que

isso seja posśıvel se relembrarmos que, como pode ser visto no Lema 4.6, para cada

ε > 0 há δ(ε) > 0 e configurações K ′(t), K(t), tais que dist(∂K(t), ∂K ′(t)) < δ(ε) e

‖(δζ, δϕ, δχ)t‖Y0 < ε.

Consideremos ψ como um operador de

B(0, r) ⊂ C([0, a];R3 × R3) em C1+α(∂K0)

colocando

ψ(u,w) = ψ(xc(t) + Q(t)x, t), ψ′(u′,w′) = ψ′(x′c(t) + Q′(t)x, t).

Por (4.61) e (4.62) observamos que

‖ψ1 − ψ′1 − k−1
1 D(I−A)−1J‖C1+α(∂K0) = O(h)

onde D =
[

D − I
2
, µ1S, 0

]
.

Nossa hipótese é:
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H11 Existe um intervalo maximal [0, a) tal que ∀τ < a existe um operador

linear limitado H : B(0, r) ⊂ C([0, τ ];R3 × R3) → C1+α(∂K0), onde

r = δ(0)−d
a

, satisfazendo ‖D(I −A)−1J −H(h)‖C1+α(∂K0) = O(h), para

todo t ∈ [0, τ ].

Com essa hipótese H é a derivada de Fréchet da aplicação

ψ : B(0, r) ⊂ C([0, τ ];R3 × R3) → C1+α(∂K0),

para cada τ < a. Além disso,

‖ψ − ψ′‖C1+α(∂K0) ≤ O(h),

de onde obtemos (4.60), usando (4.2) e argumentos similares aos do Corolário 4.1.

Usando resultados bem conhecidos de equações diferenciais ordinárias

[60] temos então estabelecido

Teorema 4.4. Admitindo a validade de H3-H4 juntamente com H7-H8 e H11, há

um intervalo maximal de existência [0, a) de soluções fortes para o sistema (4.56)-

(4.57).

Como observado na introdução do presente trabalho, suspeitamos que

a existência é garantida enquanto a part́ıcula não colide com a fronteira exterior

mas não provamos esse fato nesse trabalho.

4.5 Formulação no Caso de Região Infinita

Se relembrarmos que macromoléculas são da ordem de 10−6 cm em

diâmetro e tivermos em mente que, por exemplo, em eletroforese capilar, o ”enclo-

sure”D tem seção transversal de miĺımetros e comprimento 10 cm (conforme disussão

em [15]), a região tem dimensão da ordem de 105 a 107 maior do que a molécula.

Isso pode ser usado para simplificar o problema tomando o ”enclosure”como sendo

infinito, ou seja, K(t)
c
mantém simetria rotacional no caso de uma part́ıcula singular
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ocupando uma região limitada. De acordo, supomos que a condição de contorno de

deslizamento na velocidade corresponde à solução do potencial associado à equação

de Poisson-Boltzmann numa região grande mas finita (sendo considerada como

uma aproximação do problema de região infinita). Somos forçados a usar essa formu-

lação pois não temos derivado propriedades eletrostáticas variacionais para regiões

infinitas. Dadas essas hipóteses daremos uma fomulação matemática mais precisa

do que a encontrada na literatura (ver [108], [115]) apesar de estarmos considerando

uma condição contorno de deslizamento mais geral. Considerando que o movimen-

to do fluido toma lugar em uma região infinita com essa condição de contorno de

deslizamento, as propriedades mecânicas do movimento podem ser descritas através

do cálculo tensorial como no esquema geral desenvolvido em [108]. Esse procedimen-

to permite, além de resolver as equações de campo diretamente, obter expressões

para a força e o torque dependendo somente sobre as propriedades geométricas da

part́ıcula e sobre o potencial.

Assumimos as hipóteses H7, H8, H9 e H10 para os dados e considera-

mos (3.8) acoplado com (4.6) (onde o domı́nio do fluido é K(t)
c
). Seja τ > 0 tal que

∀t ∈ [0, τ), a part́ıcula se mantenha suficientemente longe de ∂D. Um campo vetorial

livre de divergência, o qual denotamos V, tal que V|∂K(t) = vs, V|∂D = 0 pode ser

constrúıdo em K(t)
c

de uma maneira similar como no Teorema 2 do trabalho de

Kozono e Sohr [71]. Dessa construção temos ∂2V ∈ L2(K(t)
c
)3 e a estimativa a

priori ‖∂2V‖0,2,K(t)
c ≤ C‖vs‖3/2,2,∂K(t). Também consideramos as hipóteses

|v̂(x, t)|, p(x, t) → 0, |x| → ∞. (4.63)

Colocamos FH
i e TH

i , i = 1, 2, 3, como sendo as componentes da força hidrodinâmica

e torque sobre a part́ıcula. Seguindo [108], nós obtemos

FH
i = η

∫

∂K(t)

v̂ · (σ̄i · ν) ds− η

∫

K(t)
c
V

i ·∆Vdx (4.64)

e

TH
i = η

∫

∂K(t)

v̂ · (¯̄σi · ν) ds− η

∫

K(t)
c
V

i ·∆Vdx, (4.65)
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onde, para cada j = 1, 2, 3, V
j

e V
j

são soluções dos problemas

∆V
j
(x, t) = ∇p̄j(x, t), x ∈ K(t)

c

div V
j
(x, t) = 0, x ∈ K(t)

c
,

V
j

i (x, t) = δij, x ∈ ∂K(t),

|Vj
(x, t)| → 0, para |x| → ∞,

(4.66)

e

∆V
j
(x, t) = ∇ ¯̄pj(x, t), x ∈ K(t)

c
,

div V
j
(x, t) = 0, x ∈ K(t)

c

V
j

i (x, t) = ejli(xl − xc,l(t)), x ∈ ∂K(t),

|Vj
(x, t)| → 0, para |x| → ∞,

(4.67)

para todo t ∈ [0, τ); σi, σ
i

são o tensor de tensões relacionados a V
j
, V

j
. Para

j fixado, o campo de vetores V
j

é o fluxo próximo a uma part́ıcula não carregada

movendo-se na direção j, com velocidade unitária em um meio viscosidade unitária.

Similarmente, V
j

e ¯̄pj são campo de velocidades e pressão para rotação.

Os resultados demonstrados em [71] garantem a existência de uma única

solução (V
j
, pi) ∈ H1(K(t)

c
)3 × L2(K(t)

c
) para o problema (4.66), para cada j =

1, 2, 3. O mesmo é válido para o problema (4.67).

As expressões (4.64) e (4.65) são obtidas aplicando-se o seguinte teore-

ma rećıproco generalizado [108] aos problemas (4.6) (considerando (4.63)) e (4.66),

(4.6) e (4.67), respectivamente. Sejam (η,v, p,X) e (η′,v′, p′,X′) viscosidade, ve-

locidade, pressão, e campo de forças para as equações de Stokes:

η∆v = ∇p + X, div v = 0,

η∆v′ = ∇p′ + X′, div v′ = 0,

no espaço G exterior a uma superf́ıcie fechada S. Supomos v, p, v′, X, X′ anulando-

se suficientemente rápido no infinito. Então o teorema rećıproco generalizado diz

que

η′
∫

S

v′ · (σ · ν) ds + η′
∫

S

v′ ·X dx = η

∫

S

v · (σ′ · ν) ds + η

∫

S

v ·X′ dx.
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Nesse sentido, o resultado central é de que a força hidrodinâmica e

torque são compostas da força e torque onde todos os efeitos elétricos são suprimi-

dos mais um termo excedente, que depende somente do campo elétrico. Usando a

condição de contorno do problema (4.6) nas expressões (4.64) e (4.65), e a mecânica

Newtoniana para a macromolécula, temos

m
duc(t)

dt
= −ηK · uc(t)− ηC ·w(t)− η

∫

K(t)
c
V ·∆Vdx (4.68)

e

A
dw(t)

dt
= −ηD · uc(t)− ηΘ ·w(t)− η

∫

K(t)
c
V ·∆Vdx. (4.69)

Em (4.68) e (4.69) temos as matrizes 3× 3 V = {V j

i} e V = {V j

i}, K é o tensor de

translação

Kij = −
3∑

l=1

∫

∂K(t)

σ̄i
jlνlds

e Θ é o tensor de rotação

Θij = −
3∑

m=1

ejkl

∫

∂K(t)

(xk − xc,k)¯̄σ
i
lmνmds.

Os tensores de acoplamento C e D são dados por

Cij = −
3∑

m=1

ejkl

∫

∂K(t)

(xk − xc,k)σ̄
i
lmνmds

e

Dij = −
3∑

l=1

∫

∂K(t)

¯̄σi
jlνlds.

Cabe observar que as integrais acima são bem definidas (ver os resultados sobre o

problema exterior de Stokes discutidos no Caṕıtulo XI de [29]).

Agora, escrevemos

duc(t)

dt
= F (uc,w,V(uc,w)), uc(0) = uc0 (4.70)

e

dw(t)

dt
= G(uc,w,V(uc,w)), w(0) = w0. (4.71)
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Nosso objetivo é obter um resultado de existência local de soluções

fortes para (4.70)-(4.71). Devemos então estabelecer resultados de dependência Lip-

schitz de F e G com respeito a (uc,w). Para isso vamos assumir uma hipótese mais

forte do que H11.

H12 Existe um intervalo maximal [0, a) tal que, para cada i = 1, 2, 3,

‖(δvs)i‖H3/2(∂K0) = O(h),

para cada τ < a, onde h foi definido em (4.59) para r = δ(0)−d
a

,

(δvs)i(x) = vs,i(xc(t) + Q(t)x)− v′s,i(x
′
c(t) + Q′(t)x), x ∈ ∂K0

e x′c e Q′(t) foram definidos na Seção 4.4.

Considerando as hipóteses assumidas nessa Seção vamos demonstrar o

seguinte teorema

Teorema 4.5. As funções F, G são aplicações Lipschitz de B(0, r) ⊂ C([0, τ ];R3×
R3) em C([0, τ ];R3 × R3), ∀τ < a.

Demonstração: Consideremos dois campos (uc,w) e (u′c,w′) ∈ B(0, r); regiões

K(t) e K ′(t); distribuição de cargas σ, σ′, ρ e ρ′; soluções respectivas de (2.4), ψ e

ψ′; vs, v′s como em (4.2). Para cada j = 1, 2, 3 colocamos V
′j
, p′, V

′j
, p
′
soluções

dos problemas (4.66), (4.67), respectivamante, na região K ′(t)
c
, para todo t ∈ [0, τ ].

Para cada j = 1, 2, 3, V
j
, p e V

j
, p são soluções dos mesmos problemas na região

K(t)
c
. Introduzimos os tensores K′, Θ′, C′, D′ como antes com modificações óbvias

e consideramos as diferenças

ηK′ ·u′c +ηC′ ·w′+η

∫

K′(t)
c
V
′ ·∆V′dx−ηK ·uc−ηC ·w−η

∫

K(t)
c
V ·∆Vdx (4.72)

e

ηD′ ·u′c+ηΘ′ ·w′+η

∫

K′(t)
c
V
′ ·∆V′dx−ηD ·uc−ηΘ ·w−η

∫

K(t)
c
V ·∆Vdx. (4.73)
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A invariância do domı́nio exterior à part́ıcula sob rotações e translações

permite que se mude o sistema de referência e as configurações correntes. Vamos

definir, para todo y ∈ K0
c

e j = 1, 2, 3, as novas variáveis e funções

V(x, t) = Q(t)Ṽ(y, t), V′(x′, t) = Q′(t)Ṽ′(y, t)

w(x, t) = Q(t)w̃(y, t), w′(x′, t) = Q′(t)w̃′(y, t)

uc(t) = Q(t)ũc(t), u′c(t) = Q′(t)ũ′c(t)

V
j
(x, t)T = Q(t)Ṽ

j

(y, t)T , V
′j
(x′, t)T = Q′(t)Ṽ

′j
(y, t)T

V
j
(x, t)T = Q(t)Ṽ

j

(y, t)T , V
′j
(x′, t)T = Q′(t)Ṽ

′j
(y, t)T

p(x, t) = p̃(y, t), p′(x′, t) = p̃
′
(y, t)

p(x, t) = p̃(y, t), p
′
(x′, t) = p̃

′
(y, t) (4.74)

onde x = Q∗(t)y + xc(t) e x′ = Q′∗(t)y + x′c(t). Os novos problemas na variável y

são

∆Ṽ
j

(y, t) = ∇˜̄pj
(y, t), y ∈ K0

div Ṽ
j

(y, t) = 0, y ∈ K0
c

Ṽ
j

i (y, t) =
3∑

k=1

q∗ik(t)δkj, y ∈ ∂K0

|Ṽ
j

(y, t)| → 0, para |y| → ∞, (4.75)

e

∆Ṽ
j

(y, t) = ∇˜̄̄pj
(y, t), y ∈ K0

c

div Ṽ
j

(y, t) = 0, y ∈ K0
c

Ṽ
j

i (y, t) =
3∑

k=1

q∗ik

(
ejlk

(
3∑

m=1

qlmym

))
, y ∈ ∂K0

|Ṽ
j

(y, t)| → 0, para |y| → ∞, (4.76)
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para todo t ∈ [0, τ ], i, j = 1, 2, 3. Expressões similares são válidas para V
′j

e V
′j
.

Observamos que, para todo i, j, m = 1, 2, 3,

∂V
i

j

∂xm

(x, t) =
3∑

k=1

3∑

l=1

qjk(t)
∂yl

∂xm

∂Ṽ
i

k

∂yl

(y, t)

∂V
′i
j

∂xm

(x, t) =
3∑

k=1

3∑

l=1

qjk(t)
∂yl

∂xm

∂Ṽ
′i
k

∂yl

(y, t) (4.77)

e as mesmas relações são válidas para os campos V
j
,V

′j
(ver Caṕıtulo 1, Seção 1.7

em [84]). Então tomando a i-componente na diferença vetorial (4.72) nós temos

η

3∑
j=1

(Kijuc,j(t) − K ′
iju

′
c,j(t) + Cijwj(t)− C ′

ijw
′
j(t)) +

+ η

3∑
j=1

(∫

K′(t)
c
V
′i
j ∆V ′

j dx−
∫

K(t)
c
V

i

j∆Vidx

)
. (4.78)

Para o primeiro termo dessa soma temos

Kijucj
(t)−K ′

iju
′
cj

(t) = Kijucj
(t)−K ′

ijucj
(t) + K ′

ijucj
(t)−K ′

iju
′
cj

(t)

= ucj
(t)(Kij −K ′

ij) + K ′
ij(ucj

(t)− u′cj
(t)). (4.79)

Observando que Ṽ
j

− Ṽ
′j
, p̃− p̃

′
são campo de velocidades e pressão para um pro-

blema de Stokes como em (4.75) na região K0
c

satisfazendo a condição de contorno

(Ṽ
j

i − Ṽ
′j
i )(y, t) =

∑3
k=1(q

∗
ik(t) − q′∗ik(t))δkj, y ∈ ∂K0, usando o Teorema 1 em [71],

que dá estimativas a priori para o fluxo de Stokes em regiões exteriores, temos as

estimativas

‖∇Ṽ
j

i −∇Ṽ
′j
i ‖0,2,K0

c ≤ C

∥∥∥∥∥
3∑

k=1

(q∗ik(t)δkj − q′∗ik(t)δkj)

∥∥∥∥∥
H1/2(∂K0)

,

≤ C

3∑

k=1

‖(q∗ik(t)δkj − q′∗ik(t)δkj)‖H1/2(∂K0) = O(h),

‖p̃− p̃
′‖L2(Kc

0) = O(h),

(4.80)

onde h foi definido em (4.59); temos também usado (3.6). Por um cálculo direto u-

sando (4.77) observamos que, para estimar o termo Kij−K ′
ij em (4.79), necessitamos
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somente obter estimativas para termos na forma

∫

∂K0

(σ̃
i

kl − σ̃
′i
kl)νl ds,

para cada k, l = 1, 2, 3. Conforme discussão no Caṕıtulo XI de [29], usando as

fórmulas de Green e as condições de contorno para os problemas de Stokes rela-

cionados a V
′
e V respectivamente, temos

∣∣∣∣
∫

∂K0

(σ̃
i

kl − σ̃
′i
kl)νl ds

∣∣∣∣ ≤ C sup
t∈[0,τ ]

|Q(t)−Q′(t)| = O(h)

obtido por (3.6).

Nós temos assim estabelecido a condição Lipschitz para a expressão

(4.79). O termo Cijwj(t)−C ′
ijw

′
j(t) na soma (4.78) pode ser estimado analogamente.

Para
∫

K′(t)
c V

′i
j ∆V ′

j dx −
∫

K(t)
c V

i

j∆Vidx é suficiente obter a condição

para um termo da forma

∫

K(t)
c
V

i

j

∂2Vj

∂2xm

dx−
∫

K′(t)
c
V
′i
j

∂2V ′
j

∂2xm

dx =

=

∫

K0
c

∑

k,p,l

(
qjkqpmqlmṼ

i

j

∂2Ṽj

∂y2
l

− q′jkq
′
pmq′lmṼ

′i
j

∂2Ṽ ′
j

∂y2
l

)
dx. (4.81)

Para fazer isso observamos que Ṽ−Ṽ′ é um campo de velocidades livre de divergência

em K0
c

satisfazendo ∂2(Ṽ − Ṽ′) ∈ L2(K0
c
) e tal que

(Ṽ − Ṽ′)(y, t) = vs(xc(t) + Q(t)y)− v′s(x
′
c(t) + Q′(t)y),

para y ∈ ∂K0. Além disso ‖∂2(Ṽ−Ṽ′)‖0,2,K0
c ≤ C‖vs−v′s‖3/2,2,∂K0 = O(h), usando

H12. Da desigualdade de Schwarz, (4.80) e pela discussão acima nós obtemos o

resultado se escrevermos

qjkqpmqlmṼ
i

j

∂2Vj

∂y2
l

− q′jkq
′
pmq′lmṼ

′i
j

∂2Ṽ ′
j

∂y2
l

= qjkqpmqlmṼ
i

j

∂2Vj

∂y2
l

− q′jkq
′
pmq′lmṼ

i

j

∂2Vj

∂y2
l

+

+ q′jkq
′
pmq′lmṼ

i

j

∂2Vj

∂y2
l

− q′jkq
′
pmq′lmṼ

′i
j

∂2Ṽ ′
j

∂y2
l

=

= Ṽ
i

j

∂2Vj

∂y2
l

(qjkqpmqlm − q′jkq
′
pmq′lm) + q′jkq

′
pmq′lm

(
Ṽ

i

j

∂2Vj

∂y2
l

− Ṽ
′i
j

∂2Ṽ ′
j

∂y2
l

)



4 Teoria de Existência para o Movimento Hidroelétrico: a Velocidade de Deslizamento 116

e

qjkqpmqlm − q′jkq
′
pmq′lm = qpmqlm(qjk − q′jk) + q′jk(qpmqlm − q′pmq′lm).

A prova do teorema é completada se observarmos que a condição para

(4.73) pode ser obtida de uma maneira completamente similar.

Portanto, considerando as hipóteses assumidas nessa Seção demon-

stramos o seguinte resultado de existência local

Corolário 4.2. Existe um intervalo maximal de existência [0, a) de soluções fortes

para (4.70)-(4.71).

Como observado na introdução da presente tese, a teoria de existência

pode não ser válida em dois casos: primeiro ∂K(t) pode aproximar-se de ∂D. Nesse

caso a formulaçao de Stokes não se aplica e a formulação de Teubner que leva-nos a

(4.68), (4.69) não é válida ou a solução para (uc, w) não pode ser controlada.
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