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Resumo

D. Hoffman, R. Osserman e R. Schoen mostraram que se a aplicagao de
Gauss de uma superficie orientada completa de curvatura média constante
M imersa em R? estd contida em um hemisfério fechado de S? (equivalente-
mente, a fungao (1, v) ndo muda de sinal em M, onde 1 é um vetor unitario
normal de M e v algum vetor nao nulo de R?), entao M ¢ invariante por um
subgrupo a um parametro de translagoes de R? ( aquele determinado por v).
Neste trabalho obtemos uma extensao deste resultado para o caso em que o
espaco ambiente é uma variedade riemanniana e M uma hipersuperficie em
N requerendo que a funcao (n, V') nao mude de sinal em M, onde V' é um
campo de Killing em N. Na parte final deste trabalho consideramos uma
variedade riemanniana Killing paralelizavel N para definir uma translacao
v : M — R"™ de uma hipersuperficie M de N que é uma extensao natural da
aplicacao de Gauss de uma hipersuperficie de R". Considerando as mesmas
hipdteses para a imagem de v obtemos uma extensao do resultado original
de Hoffman-Osserman-Schoen.



Abstract

D. Hoffman, R. Osserman and R. Schoen proved that if the Gauss map
of a complete constant mean curvature oriented surface M immersed in R3
is contained in a closed hemisphere of S? ( equivalently, the function (n,v)
does not change sign on M where 7 is a unit normal vector of M and v some
non zero vector of R?), then M is invariant by a one parameter subgroup of
translations of R3 ( the one determined by v). In this work we obtain an
extension of this result to the case that the ambient space is a Riemannian
manifold and M a hypersurface on N by requiring that the function (n, V')
does not change sign on M, where V is a Killing field on N. In the last part
of this work we consider a Killing paralelizable Riemannian manifold N to
define a translation map v : M — R"™ of a hypersurface M of N which is a
natural extension of the Gauss map of a hypersurface in R”. Considering the
same hypothesis on the image of v we obtain, an extension to this setting,
of the original Hoffman-Osserman-Schoen result.
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Introducao

D. Hoffman, R. Osserman and R. Schoen mostraram que se a aplicagao
de Gauss de uma superficie completa, orientada e com curvatura média con-
stante M imersa em R? estd contida em um hemisfério fechado de S?, entao
M ¢ invariante por um subgrupo a um parametro de translacoes de R3; e
dai decorre que M ou é um cilindro circular ou um plano (Teorema 1 de [6]).
Este resultado pode ser escrito equivalentemente da seguinte forma:

Seja 7 um campo normal unitdrio de M em R3. Se para algum vetor
nao-nulo V € R? a aplicacao :

f(p) == (np),V),pe M, (1)

nao muda de sinal em M, entao M ¢ invariante pelo subgrupo de translacoes
determinado por V. Este resultado foi generalizado em [8] para o caso em que
M é uma hipersuperficie de um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante
e V com campo invariante a esquerda. E mais recentemente os autores
mostraram que o mesmo resultado vale em um grupo de Lie com métrica
invariante a esquerda e V' invariante a direita.

Considerando que em um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda,
os campos invariantes a direita sao campos de Killing, é natural elaborar
a seguinte questao: Seja M uma hipersuperficie orientada, completa e de
curvatura média constante imersa em N. Supondo que f (definida em (1))
nao muda de sinal em M, onde V' é um campo de Killing em N: E verdade
que M é invariante pelo subgrupo a um parametro de isometrias determinado
por V7

Neste trabalho obtemos a resposta afirmativa no caso de M ser com-
pacta de dimensao qualquer (Coroldrio 2.5) e no caso de M ser completa,
simplesmente conexa e de dimensao 3 (Coroldrio 2.7). Em ambos os casos
supomos que Ric(W) > —nH?, para qualquer W vetor unitdrio tangente de
N. Para provarmos estes dois resultados usamos como resultado fundamen-



tal, a seguinte féormula para o Laplaciano de f:
Af = —n{V,VH) — (Ric(n) + | B|*)f. (2)

Esta férmula é conhecida no caso de N ser espaco de curvatura constante e
de M ter curvatura média constante (ver [9]).

O primeiro capitulo deste trabalho destina-se a apresentar definicoes e
resultados que serao utilizados no desenvolvimento desta dissertacao.

No segundo capitulo demonstramos a férmula (2) e provamos as duas
conseqiiéncias dela citadas acima.

No terceiro capitulo, usamos campos de Killing em variedades Killing
paralelizaveis para definir uma aplicacao de translagao v : M — R” da
hipersuperficie M de N e usamos (2) para provar que M tem curvatura
média constante se, e somente se, v satisfaz a equacao

Ay = —(Ric(n) +1|B]|*)7.

Usando este resultado obtemos uma caracterizacao de hipersuperficies de
curvatura média constante com hipdteses sobre a imagem de ~.
Esta dissertacao foi baseada no trabalho de J. Ripoll e S. Fornari ([5]).



Capitulo 1

Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é introduzir algumas nocoes basicas de
geometria riemanniana e alguns resultados que serao utilizados ao longo deste
trabalho. As defini¢oes de variedade diferenciavel orientavel, espago tangente
e conexao serao assumidas conhecidas e podem ser encontradas, por exemplo,
em [1].

1.1 Definicoes

Sejam M e N variedades riemannianas orientaveis de dimensoes n e n+1,
respectivamente, sendo M hipersuperficie de N; ou seja, existe h : M — N
imersao isométrica. Estamos identificando M com h(M), de modo que M C
N. Sejam D(M) o conjunto das fungoes diferenciaveis de M e X conjunto
dos campos de vetores de classe C* de N.

Temos que, para cada p € M,

T,N =T,M @ (T,M)™*,

onde (T,M)* ¢ complemento ortogonal de T,M em T,N.

Denotaremos por n um campo normal unitario em M na vizinhanca de
p ({n(p)} é a base de (T,M)*, pois dim(7,M)*+ = 1) e por V a conexao
riemanniana em N.

Dados X e Y campos em M e p € M, definimos a aplicagao S(X,Y) :=
(VxY)*t, projegao de VxY em (T,M)*.



Seja B a aplicacao que satisfaz
(B(X),Y)=(5(X,Y),n),onde X, Y € T,M.
Notemos que se VxY = (VxY)* + (VxY)T, entao

(B(X),Y) =(S(X,Y),n) = ((VxY)",m) = (VxY),n) =
= —<Y7 VXTI> = <(_VX77)7Y>

pois (VxY),n) + (Y, Vxn) = X(Y,n) =0. Como Y ¢é qualquer, temos que
B(X) = —Vxn para todo campo X em M.

Assim chamamos a transformacao linear simétrica B : T,M — T,M dada
por B(v) := B,(v) = —V,n, de sequnda forma fundamental de M em N no
ponto p.

Definicao 1.1. Chamamos de curvaturas principais de M no ponto p aos
autovalores Aq,..., A\, da transformacao B e definimos a funcdo curvatura
média de M como sendo a funcao H : M — R dada por

M4+, 1

H(p): = —trB,
n n
onde trB é o traco de B.
Dizemos que M é umbilica se \y = Ay = ... = \,,.

Definicao 1.2. Seja c¢: I — N uma curva diferenciavel em N e Wy um vetor
tangente a N em c(ty), to € I. Dizemos que W (t) é o transporte paralelo

de W (ty) ao longo de ¢ se W (ty) = Wy e

pT 0, para todo t € I.

Definicao 1.3. Seja p € M. Um referencial geodésico de M em p é uma
familia Fy, ..., F, de campos de vetores de M ortonormais em cada ponto
de uma vizinhanga U C M de p, tais que, em p, (Vg E;)T = 0,4, j, onde
(Vi E;)" é a componente tangente a M de (Vp, Ej).

A existéncia do referencial geodésico numa vizinhanga normal U é garan-
tida tomando F(q), Yq € U, como o transporte paralelo de E(p) ao longo da
geodésica que liga p a q.

Observacao 1.4. Se F, ..., E,, é um referencial geodésico em U vizinhanca
de p em M. E possivel estender o referencial a uma vizinhanca de p em
N considerando o transporte paralelo na direcao do campo 1 normal a M
fazendo com que ele satisfaca que V, E; = 0.
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Definicao 1.5. Dados f € D(M) e {E; }1
em p € M. Chamamos de:

» um referencial geodésico de M

'''''

1. Gradiente de f o campo vetorial em M definido por
=> E(f)E
i=1

2. Divergente de X a funcao divX : M — R dada por
divX(p ZE fi)(p

onde X =", fiE;
3. Laplaciano de M a aplicagdo A : D(M) — D(M) definida por

Como conseqiiéncia direta das definicoes anteriores temos que
Af =div(Vf).
Quando f: M — R satisfaz Af > 0, dizemos que f é subharmonica.

Proposicao 1.6. Nas notacoes acima, temos que:

A(fg) = fAg+gAf+2(Vf, Vg).

Demonstracao:
Seja p € M. Seja {E;}
uma vizinhanca de p.

Por definicao, A(fg) = >, E;(Ei(fg)). Temos que:

» um referencial geodésico de M definido em

,,,,,

Ei(Ei(fg)) = E(Ei(f)g + fEi(g)) = Ei(Ei(f)g) + Ei(fEi(g))
Ei(Ei(f))g + Ei(f)Ei(9) + Ei(f)Ei(g) + fE(Ei(g))-



A(fg) = Ei(Ei(f9)) = D _E(E(f)g + fE(Ei(9) + 2Ei(f) Ei(g)]

=1 =1

= QZEz(Ez(f>) + fZEz(Ez(Q)) + 2ZEz(f)Ez(g)

= gAf+ fAg+20) Ei(f)E:. Y Ei(9)E)

=1 i=1

=gAf+ fAg+2(Vf,Vg).

Definicao 1.7. Dizemos que V' é um campo de Killing em N se V satisfaz
(VxVY) + (X, VyV) =0,
chamada equacao de Killing, para todo X, Y campos de vetores em N.

Um difeomorfismo g : N — N em N é uma isometria se ele preserva a
métrica riemanniana, ou seja, para p € N,v,w € T,N,

(v, w)p = (dgp(u), dgp(v)) gn)-

Para podermos relacionar os campos de Killing com o grupo das isome-
trias da variedade precisaremos do seguinte teorema de existéncia e unicidade
de solucoes de equagoes diferenciais:

Teorema 1.8. Se X é um campo C* numa variedade N e p € N entao
existem um aberto U C N, p € U, um numero € > 0, e uma aplicagao
C*® ¢ : (—e,e) x U — N tais que a curva t — ¢(t,q),t € (—¢,¢), € a unica
trajetoria de X que no instante t = 0 passa pelo ponto q, para cada q, isto €,

p(0.0) = 4 ¢ p(t0) = X((0), V1 € (~<.).

t



Demonstragao: Ver [1], pag. 63.

Dados X campo de N e p € N. Pelo teorema anterior existe ¢ :
(—e,e) x U — N tal que a curva t — ¢(t,q),t € (—¢,¢), é a trajetoria
de X passando por ¢ em t = 0. Fixando ¢, com [t| < &, ¢; define um difeo-

morfismo de U em ¢(U) e ¢; 0 ps = s vale onde ambos os lados estao
definidos.

Definicao 1.9. Pela construcao acima dizemos que um campo X gera um
grupo ¢, chamado de subgrupo(local) a um parametro de difeomorfismos lo-
cais.

O conjunto das isometrias da variedade riemanniana N forma um sub-
grupo do grupo dos difeomorfismos de V. Assim se um campo gera uma
familia a um parametro constituida de isometrias dizemos ele gera um sub-
grupo a um parametro de isometrias.

Proposicao 1.10. Seja X campo de vetores de N. Entao X € um campo
de Killing se e somente se X gera um subgrupo(local) a um parametro de
1sometrias locais de N.

Demonstracao: Ver [3], pag. 48.

Definicao 1.11. 1. Chamamos de curvatura de N a aplicagao trilinear
R:X x X x X — X dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z.

2. Chamamos de tensor curvatura a aplicacao multilinear R : X x X X X X
X — D(N) definida por

R(X.Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

A partir da definicao de curvatura R dada acima podemos apresentar a
nocao de curvatura seccional que generaliza a nogao de curvatura de Gauss

das superficies. Para isto indicaremos por |zAy| a expressao \/ 12|y — (z,9)°.



Dado um ponto p € N e um espago bidimensional ¢ C 7T, N, chamamos
de curvatura seccional de o em p ao nimero

(R(z,y)z,y)

onde z,y é uma base de o.
Neste trabalho utilizaremos bases ortonormais e denotaremos

K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y),
onde X e Y sdo campos tais que X (p) =z e Y(p) = y.

Se K é constante para todo o, dizemos que N é uma variedade rieman-
niana de curvatura constante.

Se M tem dimensao 2, a curvatura seccional de M é chamada de curvatura
de Gauss.

Definigao 1.12. Seja {W3,..., W, 11} uma base ortonormal do espago tan-
gente de V. Chamamos de tensor de Ricci de N a forma bilinear:

Ric(X,Y) := HZH<R(X, WH)Y, W),

=1

onde X,Y, Z sao campos tangentes de N e R é o tensor curvatura de N. A
curvatura de Ricci de N na direcao de Z definimos por

Ric(Z) = Ric(Z, Z).

Proposicao 1.13. Sejam X, Y, W, Z € X. Entao

Demonstracao: Ver [1], pag 91.

Definicao 1.14. Denotamos por <, > a métrica riemanniana de M. Dizemos
que uma métrica riemanniana <,> em M é conforme a <, > se existe « :
M — R* diferencidvel e positiva tal que para todo p € M e todo u,v € T,M
temos

< U, v >p=ap) K u,v >, .



1.2 Alguns Resultados Importantes

Aqui apresentaremos alguns resultados bem conhecidos, que serao uti-
lizados mais adiante, a saber, O Principio do Maximo, Teorema de Gauss, o
Teorema de E. Hopf e o Teorema da Uniformizagao.

Teorema 1.15. (Principio do Maximo) Seja M wvariedade riemanniana
conexa. Seja [ funcao em M subharmonica. Se f assume um mdximo, entao
f € constante.

Demonstragao:

Seja pg ponto de maximo de f. Seja ¢ : U C R® — M uma parame-
trizacdo local de M, onde ¢(U) é uma vizinhanca de py. Seja g := f o .
Como Af > 0, entao existe um operador linear uniformemente eliptico
L:C>®(U)— C>(U) tal que L(g) > 0, onde L é da forma

9%u ou
Llw) = Dy g+ D i

ij

Além disso, fazendo ¢ = ¢~ !(pg) temos que g assume um méaximo local
em xg, pois

g9(x) = fle(x)) < fpo) = fe(x0)) = g(x0).

Assim L(g) > 0 e g atinge um méaximo em x¢, entdo, pelo Teorema 3.5
de [2], g é constante em U. Portanto f é constante em o(U).
Estendendo para toda a variedade, como M é conexa entao f é constante.

Observacao 1.16. O Teorema acima vale de forma andloga no caso de A f <
0 e f assumindo o minimo.

Teorema 1.17. Seja v : R? — R limitada e subharmonica. Entdo u é
constante.

Demonstracgao:

Suponhamos que u nao é constante. Logo, existe R > 0 tal que u nao é
constante em Bg(0).

Como u é subharménica e nao é constante em Bg(0), entdo pelo Principio
do Méximo ([2], pag. 31), o méximo de u é atingido na fronteira de Br(0).
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Seja xg € OBR(0) tal que u(zy) = sup w; assim, u(0) < u(xo).
Br(0)
Tomamos r tal que 0 < r < R. Assim u(z) < u(zy), Y € B,(0).

Sejam a, b € R tal que w(z) = aln(z? + 22) + b satisfaz:

w(z) > u(x),Yx € 0B,(0)
w(z) < u(xy), Vo € 0BR(0).

Como ( lir§1 w(x) = oo e u é limitado entdo 3R, > R > 0 tal que
T1,T2)—00

w(wy, x9) > u(zy, v9) para x3 + 22 > (Ry)2

Consideramos v = u—w. Como u é subharmonica e w é harmonica entao
Au > 0 e Aw = 0. Conseqlientemente Av = Au — Aw > 0, ou seja, v é
subharmonica.

Além disso, pela definigao de v, temos que v ¢ limitada no anel A, , de
raios 7 e Ry e centro 0, v(x) < 0 para z € 0B, e v(x) < 0 para € 0Bp,.

Portanto, pelo Principio do Méximo ([2], pag. 31), sup v = sup v <
Apry dB,UdBR,

0, o que é absurdo, pois v(xg) = u(zg) — w(zg) >0 e xg € A, R, .
|

Teorema 1.18. (Teorema de E. Hopf) Seja M wvariedade Riemanniana
orientdvel, compacta e conexa. Seja f uma funcdo diferencidvel em M com
Af <0. Entao f € constante.

Demonstracao: Como M é compacta, entao f atinge o minimo. Entao,
pelo Principio do Maximo (1.15), f é constante. |

O Teorema de Hopf vale de forma analoga no caso que A > 0.

Teorema 1.19. (Teorema da Uniformizacao) Seja M superficie com-
pleta e simplesmente conexa. Entao existe um difeomorfismo conforme entre
M e uma das sequintes superficies:

(a) $2,
(b) R,
(c) o plano hiperbdlico.

Demonstracao: Ver [4].

11



Teorema 1.20. (Teorema de Gauss) Sejam p € M e x,y vetores orto-
normais de T,M. Entdao

Ky (z,y) — Kn(z,y) = (S(z,2),S(y, v)) — |S(z,y),

onde Ky € a curvatura seccional de N e Ky € a curvatura de seccional de

M.
Demonstragao: Ver [1], pag. 130.

Teorema 1.21. Sejam M disco unitario e K a curvatura de Gauss de uma
métrica completa conforme no disco. Se a > 1 e P é uma funcao nao nega-
tiva, entao nao existe solucao positiva g de Ag —aKg+ Pg =0, em M.

Demonstracao: Corolario 3 de [7].

12



Capitulo 2

Hipersuperficies de curvatura

meédia constante e campos de
Killing

Neste capitulo, mais precisamente no Teorema 2.4, estabeleceremos uma
férmula para o laplaciano da fungao f(p) := (n(p),V), p € M, a saber

Af = —n{V,VH) — (Ric(n) + ||B|*)f,

onde n é um campo normal unitario de M em N e V' é um campo de Killing
em N.

Depois demonstramos o Corolario 2.5 e o Corolario 2.7.

Aqui estamos usando a todo momento as notacoes e definicbes dadas no
Capitulo 1.

2.1 Lemas

Esta se¢ao tem como objetivo desenvolver alguns resultados necessarios
a demonstracao do Teorema 2.4.

Sejam N uma variedade riemanniana de dimensao n+1, M hipersuperficie
orientavel de N e n um campo normal unitario de M em N. Dados p € M,
{Ei1(p), ..., E,(p)} base ortonormal que diagonaliza B e Ay, ..., A, autovalores
associados a E1(p), ..., E,(p), respectivamente. Seja Ej, ..., £, um referencial
geodésico em M obtido extendendo Ej(p), ..., E,(p) numa vizinhanga normal

13



U em M do ponto p.

Com estas hipdteses obtemos os seguintes resultados.
Lema 2.1.
Vi E; = \in, emp.

Demonstracgao:
Pela definicao de referencial geodésico, temos que (Vg, E;)" (p) = 0. Entao
Vi Ei(p) = an(p), para algum a € R. Conseqiientemente, em p, (Vg E;,n) =

(am,n) = a.
Por outro lado, temos
(n, Ei) =0=(Vgn, E)+ n,VgE) =0
Assim, em p,
a = (Vg E;,n)(p) = —(Ven, E)

pois \; é autovalor referente a £;. Logo Vg, E; = \in.

Lema 2.2. Sejam W € X eg: M — R. Entao, Vq € U, vale

n

(W, Vg) = (> (W, E))E))g.

j=1

Demonstracao: Como {Ej, ..., E,,n} é uma base de T,N, para todo ¢ € U,
e W é um campo em N ao longo de M, escrevemos W = 2?21 v;E; + fn,
onde f : U — R é definida por f(q) = (n(q),W) e v;(q) = (W, E;(q)) para
todo j.

Entao,

(W, Vg) = (W, ZEz(g)Ez> = <Z UjEj?ZEi(g)Ei>

Jj=1

+ (fn, Z Ei(9)E;).

14



E, como fn,ZE ) = 0, obtemos

=1

(W,Vg) = Zvj j,ZE ZUjZEz‘(g)(EJaE‘)
= (Z viEj)g = () _(W.E)E;)g.

Lema 2.3. Seja H a fungao curvatura média de M com respeito an. Entao:
nH =Y (VgE;,m).
i=1
Demonstracao:

Temos que
n

nH=-> (Vgn, E).

=1

E por outro lado, derivando (n, F;) em relacao a F;, temos

—(Ven, E) = —E(n, E;) + (0, Vg, E;).

Como (n, E;) = 0, entao

Portanto

i=1
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2.2 Teorema 2.4

A férmula 2.2, demostrada neste capitulo, parece ja ser conhecida, pelo
menos em alguns casos particulares. Contudo, neste caso mais geral nao foi
encontrada explicitamente na literatura. Em [9], por exemplo, a férmula é
apresentada para o caso em que a curvatura média é constante e N tem cur-
vatura seccional constante, usando argumentos que nao podem ser aplicados
ao caso geral. A prova apresentada aqui é longa, mas consiste essencialmente
de manipulacoes dos conceitos.

Seja N uma variedade riemanniana de dimensao n 4+ 1. Seja V' campo
de Killing de N. Seja M hipersuperficie orientavel de N e n campo normal
unitario de M em N.

Daqui para frente H denotara a fungao curvatura média de M com re-
speito a 71, Ric(n) a curvatura de Ricci de N na direcao de 7, B a segunda
forma fundamental de em N e A o laplaciano de M na métrica induzida por

N.

Teorema 2.4. Se
f(p) = np),V),p e M, (2.1)

entao
Af=—n(V,VH) — (Ric(n) + | B|*)f. (2.2)

Em particular, se M tem curvatura média constante, entao
Af = —(Ric(n) + |BI")f. (2.3)

Demonstragao:

Sejam p € M e {E1(p), ..., En(p)} base ortonormal que diagonaliza B em
p. Sejam Aq, ..., A\, autovalores associados a F1(p), ..., Fy,(p), respectivamente.
Denotamos por Fj, ..., E, um referencial geodésico em M obtido extendendo
Ei(p), ..., E,(p) em uma vizinhanga do ponto p em M.

Entao, em p,

Af = Z EiE(f). (2.4)

Temos
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Mas, em p, temos

onde a ultima iqualdade decorre da equagao de Killing: 2(Vg,V, E;) =
(VE,V,E;) + (E;, Vg V) =0.
Portanto, em p,

E.E(f)=(Ve,VenV)+ n,VgVgV). (2.5)
Da equagao de Killing,
(Vg Vin) = =(V,V, Ey).
Derivando em relacao a Ej;
E(VEV.n) = —E(V,V, Ey);
ou seja,
(Ve,VeV.n) + (Vg V.Vgn) = —(VgV,V.E) —(V,V.VgE;). (2.6)

Em p, temos que (Vg,V,Vgn) = —\(VgV, E;), pois E; é autovetor de
B. Aplicando o Lema 2.1 ao ltimo termo da igualdade (2.6) obtemos:

<VEszz‘/7 7]> - )‘Z<VEZV7 EZ> = _<VE1V77‘/7 EZ) - >\z<vn‘/7 7]>

Como V é de Killing entao (Vg V. E;) =0e (V,V,n) =0.
Assim
<szszV7 77> = _<VE1V77‘/7 El> (27)

Por outro lado, pela definicao de tensor curvatura, temos:

Estendemos {FE;}i—
V,E; =0.
Entdo, em p, [, B;] = V,E; = Vgn=0— (=\E;) = N\ E;. Assim

» a uma vizinhaca de p em N, requerendo que

77777

(VinegVs Ei) = M(VEV, Ej). (2.9)
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Agora, derivando (Vg,V, E;) = 0 com rela¢ao a n obtemos
(V,VeV.E)+ (Vg V,V,E;) =0.

Como V, E; = 0, temos
(V,VgV,E;)=0. (2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8), obtemos:
(R(n, BV, Ey) = (V5,V,V, ). 2.11)

Usando (2.7) em (2.11), obtemos (R(n, E;)V, E;) = —(VE, Vg, V,n) e sub-
stituindo em (2.5), temos que:

EiEi(f) = —(R(n, E;)V, Ei) +(V,VEVEn).

Entao
Af == (R, E)V,E)+ Y V.V Ven) = (2.12)
=1 i=1
= —Ric(n.V) + ) _(V.V5Vin). (2.13)
i=1

Para estimar o segundo termo da equagao (2.12), fazemos v; = (V, Ej;) e
eSCrevemos

V= ZUJEJ- + fn.
j=1

Entao,

n

<Vv VEszzn> = Z Uj <Eja szvEﬂ» + f<77a VEZVE177> (2'14)

j=1
Derivando a equacao (Vg,n,n) = 0 em relacdo a E;, obtemos
(Ve,Venn + (Ven, Ven) = 0.
Em p, temos que

18



Logo,
<VEiin777 77> = _)\’LQ (2'15)

Derivando (n, E;) = 0, em relagao a E;, duas vezes:
Ei((Ven, Ej) + (0, Vi Ej)) =0,
e portanto,
(Ve Ven E;) +2(Ven, Ve Ej) + (n, Ve, Vg E;) = 0.

Entao , em p,
(Ve VEen, E;)) = —(n,VEVEE)), (2.16)

pois (Vg E;))T =0em pe (Vgn)(p) é tangente a M.
Como <[EZ7 EJ]777> =0, <vE1EJ77]> = <VEJEZ77]>

Assim, derivando a ultima expressao em relacao a F;, obtemos

e dai,em p
(Ve VEEjn) =(VEVEEin). (2.17)

Considerando o tensor curvatura R de N, sabemos que:
Note que, em p,

[Ei, Ej) = (Vg,E; — Vg, E)" =0

Ei(Vg,Ei,n) = (Vg Ve E,n) + (Vg E;,Vgn) = (Vg Ve E,n). (2.19)

Assim, usando (2.16), depois (2.17) e na tltima igualdade (2.18) e (2.19),
temos (em p) que:

= (R(E;, Ej)Ei,n) — Ef(V g, B, n). (2.20)
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Substituindo (2.20) e (2.15) em (2.14), obtemos usando a linearidade de
termos da curvatura:

n

j=1

= (R(Ei, Y 0;Ej)Ei,n) = (O_vE) (Ve Ein) — fA} =

=1 j=1
n

= (R(E;,V — fn)Ei,n) — Zv] WV, Ein) — A} =

= <R(Eiv V)Eia 77> - f<R(Eu77 Eza 77 ZUJ VE Eu77> f)\?

Entao,

n n n

> (ViVEVen) = (R(E,V)E,n) — f> (R(E,n)E:,n)

=1 =1 =1

— O uE)Q (Ve ELm) — ) X
j=1 i=1 i=1
Usando a defini¢cao de tensor de Ricci e aplicando o Lema 2.3, obtemos
> V.VE V) = Ric(n, V) — fRic(n) — (3w Ej)(nH) — [ Y AL
i=1 j=1 i=1

Usando a definicao de B e aplicando o Lema 2.2,

n

> (V. Vg, Vign) = Ric(n, V) — fRic(n) — n(V, VH) — f||B|*.

=1
E por (2.12)
Af = —Ric(n, V) + Ric(n, V) — fRic(y) — n(V,VH) — f||B||".

Portanto

Af = —fRic(n) — n{V,VH) — f| B|*.
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2.3 Consequéncias do Teorema 2.4

Nesta secao, como conseqiiéncia do Teorema 2.4, mostraremos que se
f (definida por 2.1) ndo muda de sinal em M hipersuperficie compacta,
conexa e de curvatura média constante imersa em N, e se Ric(W) > —nH?,
para qualquer W vetor unitario tangente de N, entao M ¢ invariante pelo
subgrupo a um parametro de isometrias determinado por V ou é umbilica
(Corolério 2.5). No Corolario 2.7 obtemos uma extensao do Teorema de
Hoffman-Osserman-Schoen, onde M é simplesmente conexa e N tem di-
mensao 3.

Corolario 2.5. Seja N wvariedade riemanniana de dimensao n+ 1. Seja M
hipersuperficie conexa e compacta de curvatura média constante H imersa
em N e assuma que

Ric(W) > —nH?

para qualquer vetor tangente unitario W de N. Seja V' um campo de Killing
em N. Se a funcao,

f=mV)

nao muda de sinal em M, entao M € invariante pelo subgrupo a um parametro
de isometrias de N determinado por V ou M ¢é umbilica e N tem curvatura
de Ricci nao-positiva constante

Ric(n) = —nH?
na direcao de 1.

Lema 2.6.
|B|* > nH?

e |B||> = nH? se e somente se M ¢é umbilica.

Demonstracgao: Sejam \q, ..., \, as curvaturas principais de M no ponto p.

Assim .
IBII* =" A7
i=1

e (DA

n2
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Entao
IBIIP = n*H? = =23 " \iXj; 4,5 =1
i<j
Pelo método de indugao, obtemos

n

NN =m-1)) N

i<j i=1
Assim
D= N)P =D (A —2) NN
1<j 1<j 1<j
(n—1 ZA2—2ZA A,
1<j
entao
SN = (= DBI + B —n’H? =
i<j
= n||B||* — n?H?.
E como ZKJ( —\;)? >0, entdo n||B||* — n>H? > 0.
Logo || B||> > nH? e | B||> = nH? se ¢ somente se A\; = ... = \,.

Demonstracao do Corolario 2.5:

Suponhamos que f > 0. Como a curvatura média é constante, temos que
(V,VH) =
Por hipétese Ric(n) + nH? > 0 e pelo Lema 2.6 concluimos que:

Ric(n) + || B||* > Ric(n) + nH? > 0. (2.21)
Assim, pelo Teorema 2.4:
Af = —(Ric(n) + | B|*) f,

e, por (2.21), Af > 0. Como M é compacta e conexa, pelo Teorema de Hopf
(Teorema 1.18), f ¢é constante e Af = 0.
Entao

—(Ric(n) + ||B|)f=0= f=0 ou Ric(n)+|B|*=0.
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e Se f=0,

pela defini¢ao de f, (n,V) = 0. Portanto V' é um campo de vetores em
M, ou seja M é invariante pelo subgrupo a 1—parametro de isometrias
determinado por V.

e Se Ric(n) + || BII =0,
entao, de (2.21), temos que

|B|* = nH? = —Ric(n). (2.22)

Mas se ||B||> = nH?, entdo, por (2.6), \; = \;,Vi,j, ou seja M é
umbilica, e, por (2.22), Ric(n) = —nH?.

Corolario 2.7. Seja N uma variedade riemanniana de dimensao 3. Seja M
uma superficie completa, simplesmente conexa de curvatura média constante
H imersa em N tal que
Ric(W) > —2H?,
para qualquer vetor tangente unitario W em N. Seja V' campo de Killing em
N e assuma que a fung¢do
f=mV)

nao muda de sinal em M.

a) Se M é conforme a esfera ou M é conforme ao plano e |V|| € limitada
em M, entao M € invariante pelo subgrupo a um parametro de isometrias
de N determinado por V., ou M ¢é umbilica e N tem curvatura de Ricci
nao-positiva

Ric(n) = —2H?
na direcao n nos pontos de M.

b) Se M ¢é conforme ao disco, entao M ¢é invariante pelo subgrupo a um

parametro de isometrias de N determinado por V.

Lema 2.8. Sejam, N uma variedade riemanniana de dimensdo 3 e M su-
perficie orientavel de N, sendo n um campo normal unitdrio de M em N.
Entao

|BII* = 4H? — 2(Ky — Ky),

onde Ky € a curvatura de Gauss de M e Ky curvatura seccional de N.
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Demonstragao:

Sejam p € M, {E1(p), Ea(p)} base ortonormal que diagonaliza B e A1, Ay
autovalores associados a F1(p), F»(p), respectivamente.

Pelo Teorema de Gauss (Teorema 1.20),

Ky (z,y) — Kn(z,y) = (S(z,2), S(y,v)) — |S(z,y)[

onde z,y € T,M sao ortogonais.
Por defini¢ao, S(E;, E;) = an, para algum «.
Entao,

a = (S(Ei, E;),n) = (E;, B(E;)) = (Ei, \iEy) = Ai.
Assim,

S(ELE) = n e (S(E.E),S(E; E;)) = A\,
Da mesma forma, S(E;, E;) = (n, para algum [ e

B =(S(Ei, E)),m) = (B, B(E;)) = (E;, \;E;) = 0.

Entao |S(EZ, Ej)|2 =0.
Logo Ky(E1, Ey) — Ky(Eq, Es) = A1 Ae. Por outro lado,

|B|]> — 22H? = =2\ Xy

Portanto ||B||? = 4H? — 2(Ky — Ky).

Demonstracao do Corolario 2.7:

Esta demonstracao é essencialmente a mesma do Teorema 1 de [6].

Pelo Teorema da Uniformizacao (Teorema (1.19)), como M é completa e
simplesmente conexa entao M é conforme a esfera, ou é conforme ao plano
ou ao disco.

eCaso 1: M é conforme a esfera.

Este é o caso em que M é compacta e estamos na situagao do Corolario
2.5. Entao o presente resultado decorre diretamente deste tltimo.

eCaso 2: M ¢ conforme a R? e ||V é limitada em M.
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Suponhamos que f < 0.
Como H é constante, pelo Teorema 2.4, Af = —(Ric(n) + || B||*)f. Pelo
Lema 2.6 e pela hipotese

Af = —(Ric(n) + |[BI?)f > —(Ric(y) + 2H?)f > 0.

Ou seja, f é subharmonica.

Como ||V|| é limitada em M, pela definigao, f ¢ limitada em R2.
Assim, pelo Teorema 1.17, f é constante.

Entao Af =0 e da Proposi¢ao 2.4 segue que:

(Ric(n) + | BJI*)f = 0.

Concluimos como na demonstragao do Corolério 2.5.

eCaso 3: M é conforme ao disco.

Suponhamos que f <0 .

Entao, usando o Teorema 2.4, o Lema 2.6 e a hipotese relacionada a
curvatura de Ricci, temos que

Af = —(Ric(n) + | BII*) f > —(Ric(n) + 2H)f > 0,

Ou seja, f é subharmonica.

Assim, pelo Principio do Maximo (Teorema 1.15), se f = 0 em algum
ponto de M entdao f = 0. Logo (n,V) = 0,Vp. Portanto M é invariante pelo
subgrupo a um parametro determinado por V.

Afirmacao: f =0 em algum ponto de M.

Suponhamos, por absurdo, que f < 0 em todo ponto.

Nos temos, pelo Lema 2.8, que

B> = 4H? — 2(Ky — Ky),
e, pelo Teorema 2.4 que
Af = —(Ric(n) + |B|")f.

Assim,
Af + (Ric(n) +4H? — 2Ky +2K5)f =0

e entao,
Af — 2Ky f + (Ric(n) + 4H? + 2K ) f = 0.
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Considerando uma base ortonormal E;, F, do espago tangente a M, por
definicao, temos que

Rlc(n) + 2Ky = <R(777 El)na E1> + <R(na EQ)”) E2> + 2<R(E17 EQ)Ela E2>7
e, pela Proposicao 1.13:

Ric(n) + 2Kn = (R(E1,n) By, n) + (R(Ey, Ea) By, E)
+ (R(Ey,m)Ey,m) + (R(Es, E1)E», E)
— Ric(Ey) + Ric(Ey).

Ou seja,
Ric(n) + 2Ky = Ric(E;) + Ric(Ey) > —2H* — 2H?,

onde a desigualdade ocorre por hipdtese.
Assim,
Ric(n) 4+ 2Ky +4H? > 0.

Com isso concluimos que existe uma solugao negativa para
Af — 2Ky f + (Ric(n) +4H? + 2K y) f = 0,

onde Ric(n) + 2Ky + 4H? > 0, o que contradiz o Teorema 1.21. De fato
basta tomar g = f,a =2 e P = Ric(n) + 4H* + 2Ky.
Isto completa a prova da afirmacao.

Observagao 2.9. Os Corolarios 2.5 e 2.7 mostram que ¢ interessante termos
uma classificacao e descricao dos possiveis campos de Killing de N. Usando a
teoria das algebras de Lie semisimples, é dada em [5] uma descri¢ao completa
de todos esses campos no caso em que N é R3 H? ou S?.
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Capitulo 3

Translacao de Killing

Seja N uma variedade riemanniana (n + 1)-dimensional. Denotamos por
TN o fibrado tangente de N dado por TN = {(p,v);p € N,v € T,N}
munido de uma estrutura diferenciavel (de dimensao 2(n + 1)).

Definicao 3.1. Dizemos que N ¢é uma variedade riemanniana killing
paralelizavel se existirem (n + 1) campos de Killing Vi, ..., V.11 que sejam
linearmente independentes em cada ponto de V.

O conjunto dos campos B = {V1, ..., V.11 } é chamado de base de Killing
de T'N.

Associado a uma base de Killing B, definimos uma translacao de Killing
em T'N, como a aplicagao
I': TN — R"™ dada por

n+1

Lp(v) =) (v, Vilp))es,

i=1
onde p € Nov € T,N e {ey,...,e,11} base canonica de R™ 1.
Observagao 3.2. T, : T,N — R""! é um isomorfismo linear, para qualquer

p € N dado, pois a aplicagdo é linear (diretamente da defini¢ao). Ainda
temos que

n+1
Z(v, Vi(p))ei =0 se, e somente se, (v, Vi(p)) =0, Vi,

i=1
e, como {Vi,...,V, 1} sdo L., temos que (v, V;(p)) = 0,Vi se e somente se
v = 0. Logo I', ¢ um isomorfismo linear.
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Seja M uma hipersuperficie orientavel de N e seja n um campo normal
unitario de M em N.

Definicao 3.3. Definimos a translagao normal de Killing como sendo a
aplicagao v : M — R™"! associada & base de Killing B dada por:

v(p) = p(n(p)),

ou seja,

i=1
Exemplo 3.4. Supondo N =R3 eV} = ¢; = (1,0,0), Vo = €5 = (0,1,0), V3 =
es = (0,0,1). Entao 7 é a aplicagdo de Gauss, chamada de g, de M:

n+1

9(p) = Z(ﬂ(p)a €)€i-

=1
Neste caso, sabemos que
Ag = —2VH — ||B|?y,

onde B é segunda forma fundamental de M em N e H funcgao curvatura
média de M.

Queremos mostrar que v satisfaz uma formula similar no caso em que M
estd imersa em uma variedade riemanniana killing paralelizavel de dimensao
n+ 1.

Teorema 3.5. Seja N uma variedade riemanniana killing paralelizdvel e seja
B base de Killing de TN. Seja M uma hipersuperficie orientdvel imersa em
N.

Entdao a translagio normal de Killing v : M — R de M associada a
B satisfaz a formula:

Avy(p) = —nT',(VH) — (Ric(n) + || B]*)7(p)

para todo p € M.
Em particular, M tem curvatura média constante se, e somente se, ¥ sa-
tisfaz a equagao
Ay = —(Ric(n) + || BII*)7-
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Demonstragao:
Suponhamos que B = {Vi, ..., V,,11}. Como

n+1

v(p) = (0, Vides,

i=1
temos que, pelo Teorema 2.4, dado p € M,

n+1

Av(p) = ZA(W Vi) (p)e: =

= —n Y (Vi VH)(p)e: = (Ric(n) + | BI*) 3 (0, Vi) (p)e: =

— T, (VH) - (Ric(n) + | BIP)(p).

Temos que H ¢ constante se e somente se VH = 0; e, como I') é um
isomorfismo linear, I',(VH) se e somente se VH = 0. Portanto H é constante
se e somente se

Ay = —(Ric(n) + || BI*)r-

Como conseqiiéncia do Teorema 3.5, obtemos o Teorema 1 de [8] que aqui
enunciamos como o Corolario 3.6.

Consideramos G um grupo de Lie de dimensao n 4+ 1 com uma métrica
bi-invariante (,) e elemento neutro e. Dada uma hipersuperficie orientavel
M imersa em G, definimos N : M — T,G por:

onde L, : G — G é dada por L,(x) = px e d(L,). : T.G — T,G.
Corolario 3.6. Nas condicoes acima vale
AN(p) = —nd(L,"),(VH) — (Ric(n) + || BI*)N (p),

onde ||B|| € a norma da segunda forma fundamental de M em G, H ¢ a
curvatura média de M e VH € o gradiente de H em M.
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Demonstragao:
Seja {eq, ..., ent1} base ortogonal de T,G. Definimos

Vilp) = d(Ly)e(co)-

Desta forma V; é um campo de vetores invariante a esquerda para todo i, e
consequentemente de Killing (pois a métrica é invariante a direita). Temos
que Vi, ..., V11 sao linearmente independentes em p, pois ey, ..., €,11 0 Sa0 €
L, é difeomorfismo.

Portanto G é uma variedade Killing paralelizavel e B = {Vi,...,V, .1} é a
base de Killing.

Além disso, I'), : T,G — R" é dada por

n+1 n+1

To(0) =Y (W, Vilp)e: = Y _(v,d(Lp)e(e:))es.

i=1 i=1
Mas como a métrica é invariante a esquerda, L, 1 ¢ isometria, entao

n+1

Lp(v) = Y (d(L,)p(v), e)er = d(L, ) ().

i=1

Logo, pelo Teorema 3.5, obtemos o resultado.

No proximo resultado reescrevemos os corolarios 2.5 e 2.7 no caso de N
ser uma variedade killing paralelizével.

Corolario 3.7. Seja N uma variedade riemanniana killing paralelizdvel (n+
1)-dimensional e seja B uma base de Killing de TN . Suponhamos que

Ric(W) > —nH?,

para qualquer vetor tangente unitario W de N.

Seja M uma hipersuperficie completa imersa em N com curvatura média
constante H tal que suponhamos que (M) estd contido em um semi-espago
de R" onde v é a translacao normal de Killing associada a B.

Entao temos que:
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(i) se M é compacta entdao M € invariante por um subgrupo a um parametro
de isometrias de N ou M € umbilica e tem curvatura de Ricci constante nao
positiva Ric(n) = —nH? na dire¢io de 7.

Sen =2, M ¢ simplesmente coneza e

(ii) se M é conforme ao plano com ~y limitada em M, entdo M ¢é invari-
ante por um subgrupo a um parametro de isometrias de N ou M ¢é umbilica
e N tem curvatura de Ricci nao-positiva

Ric(n) = —2H?

na dire¢ao n nos pontos de M.
(iii) se M é conforme ao disco, entao M € invariante por um subgrupo a
um parametro de isometrias de N determinado por V.

Demonstracgao:

Como (M) estd contido em um semi-espago de R"! entao existe v €
R v £ 0, tal que (v,v(p)) > 0, para todo p € M.

Definimos o campo V' por

n+1

V= Z(%&)Vz,
i=1

sendo cada V; campo de Killing e como (v, ;) é constante para cada i usando
as propriedades da conexao temos que V' ¢ um campo de Killing de N.

Entao
n+1 n+1
V)= (0> (ve)Vi) = (Vi) (v, e;) =
i=1 i=1
n+1

= (X (1, Vides, v) = ((p), v) = 0.

i=1

Assim aplicamos o Corolario 2.5 em (i) e o Corolario 2.7 em (ii) e (iii),
concluindo a demosntracao.

No caso de N = R? e da translacio normal de Killing ser a aplicacao de
Gauss, temos a conjectura de M. P. do Carmo que diz que a aplicacao de
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Gauss de uma superficie completa de c.m.c. de R que niao é um cilindro e
nem um plano tem que conter uma vizinhanca de um equador da esfera. Esta
propriedade esta confirmada para superficies de Delaunay e para superficies
helicoidais completas de curvatura média constante.

Esta propriedade foi comprovada para alguns exemplos de superficie de
Delaunay e helicoidais de c.m.c., para alguns exemplos de translacao de
Killing associada a uma base de Killing B de R? (considerando a projecao
radial de 7 sobre a esfera).

Levando em conta o Corolario 3.7, é natural considerar a seguinte ex-
tensao da conjectura de M. P. do Carmo:

Conjectura:

Seja N uma variedade riemanniana Killing paralelizdvel (n+1)—dimensio-
nal e seja B uma base de Killing de TIN. Seja M uma hipersuperficie com-
pleta de curvatura média constante imersa em N e seja v : M — R g
translagdo normal de Killing associada a B. Se M nao € invariante pelo
campo de Killing gerado (sobre os mnimeros reais) por B, entdo a projecdo
radial de (M) sobre a esfera unitdria cobre uma vizinhan¢a de um equador
da esfera.
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