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RESUMO

Neste trabalho estudamos uma equacao diferencial parcial eliptica se-
milinear contendo uma singularidade e um termo de crescimento critico. A
existéncia de solugoes depende da dimensao do espago e do coeficiente da sin-
gularidade. Através da caracterizacao variacional e com o uso de seqiiéncias
de Palais-Smale provamos que o problema possui solu¢oes nao triviais.
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ABSTRACT

In this work we study a semilinear elliptic partial differential equation
containing a singularity and a critical growth term. The solvability depends
on the space dimension and on the parameter multiplying the singularity.
Using the variational characterization and Palais-Smale sequences, we esta-
blish the existence of nontrivial solutions for this problem.
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Capitulo 1

Introducao

Considere o problema semilinear eliptico

|22 (1.1)

—Au — ,ul = \u+ [ul* u em )
u=>0 em 0f2,

onde ) é um dominio aberto e limitado de R", contendo a origem e com

fronteira suave, 2* = %, paran > 3, é o expoente critico de Sobolev, A > 0

eO<u<ﬁ:@.

Quando p = 0, este problema torna-se simplesmente

{ —Au = u+ |[u* u em ()

u=0 em 0f), (1.2)

equacao estudada por Brezis e Nirenberg [7], que provam que a existéncia
de solugoes nao triviais de (1.2) ndo depende apenas de A\, mas sim do par
(n, A).

Um papel importante na resolucao destas equagcoes é desempenhado pelo
espectro o, do operador —A — p/|z|* com condigoes de fronteira de Dirichlet.
De acordo com [11], quando p < [, temos que o, é discreto, contido no semi-
eixo positivo e cada autovalor A\, (k > 1) é isolado e tem multiplicidade
finita. O menor autovalor A\; é simples e A\, — 400, quando k — oco. Além
disso, todas as autofungoes (para qualquer ;) pertencem ao espago H} ().

Brezis e Nirenberg [7] consideram o caso A < A; e também provam que
quando 2 é a bola unitéria, as solugoes positivas de (1.2) sao radialmente
simétricas. Posteriormente, Capozzi, Fortunato e Palmieri [9] consideram
0 caso A > A1 e mostram que a solubilidade de (1.2) é diferente nos casos
n=3 n=4en >=>.

Esse fenomeno envolvendo a dimensao do espago também ocorre para
operadores mais gerais, como o operador poliharmonico e o p-Laplaciano.



Com relagao a (1.1), Jannelli [19] prova que se 0 < p < i—1, esta equagao
admite uma solugao positiva para todo A € (0,\). Seg—1 < pu < i e se ()
¢ a bola unitédria, Jannelli [19] prova também que existe A\, € (0, A;) tal que
a equagao (1.1) admite uma solucdo positiva se e somente se A € (A, \1).

Neste trabalho, vamos estudar um problema mais geral que a equagao
(1.1), no qual o termo Au é substituido por uma fungao g(x,u) que satisfaz
certas condigoes de crescimento, segundo o artigo [14] realizado por A. Ferrero
e F. Gazzola.

As principais ferramentas utilizadas sao o Mountain Pass Theorem e o
Linking Theorem, idéias que foram introduzidas por Ambrosetti e Rabinowitz
[2] e melhoradas posteriormente em [6], [15] e [5]. Estas técnicas permitem
resolver uma equacao achando pontos criticos do funcional f associado ao
problema, mesmo quando f ¢é ilimitado. A Teoria de Morse [24] e a Teoria de
Lusternik-Schnirelman [22], [20], [27], [23] e [8] s@o alternativas para obter-se
pontos criticos.

No capitulo 2 introduzimos notagoes, definimos conceitos e apresentamos
alguns resultados que sao utilizados ao longo do trabalho.

No capitulo 3 é realizada a formulacao do problema, enunciando-se as
hipdteses gerais que sao admitidas no decorrer do trabalho.

No capitulo 4 definimos as solugdes aproximadas para a equagao (1.1) e
efetuamos algumas estimativas assintoticas que serao tuteis mais adiante.

O capitulo 5 é a esséncia do trabalho. Nele descrevemos a caracterizagao
variacional do problema, baseada em argumentos de Linking e do Mountain
Pass Theorem. Provamos a existéncia de solugoes nao triviais para a equagao
(1.1) encontrando seqiiéncias de Palais-Smale em determinados niveis mini-
mais.

No apendice, introduzimos a teoria de indice e provamos a existéncia de
pontos criticos para funcionais que satisfazem certas condicoes.



Capitulo 2

Conceitos Iniciais

Nesta secao vamos introduzir a notacao e enunciar alguns resultados que
serao usados no decorrer deste trabalho. As demonstracoes aqui omitidas
podem ser encontradas em [12].

Definicoes Gerais: Seja X um espago vetorial.
Dizemos que || || : X — [0,00) é uma norma em X se:

i) |lz]| >0 VzeX e |z =0« z =0,
i) [[Mx|| = M|lz]] Ve X, VAER,
ii) [l +yll <zl + 1yl Va,y e X.

Dizemos que uma seqiiéncia {x,} C X converge para x € X e escrevemos
z, — x se para todo ¢ > 0 existir ng € N tal que n > ng = ||z, — z|| < e.

Dizemos que {z,,} € X é uma seqiiéncia de Cauchy se para todo € > 0 existir
no € N tal que |z, — x| < € sempre que n,m > no.

Dizemos que X é completo se toda seqiiéncia de Cauchy em X for conver-
gente.

Dizemos que X é um espaco de Banach se X for um espaco normado e
completo em relacao a esta norma.

Dizemos que X ¢é um espago de Hilbert se a sua norma for proveniente de
um produto interno e X for completo em relagao a esta norma.

Dizemos que um funcional linear [ : X — R ¢é limitado se existir ¢ > 0 tal
que |l(z)] < c||z|| para todo x € X.

Dizemos que X' = {l : X — R; [ é linear e limitado} é o espago dual de X.



Notacgoes:
0X ¢ a fronteira de X.
X = X UOX é o fecho de X.
X¢ é o complementar de X.
X+ é o complemento ortogonal de X.
B, ¢é a bola aberta em R™ com raio r e centrada na origem.
Sn=1 ¢ a esfera unitdria em R™.
) é um dominio aberto e limitado de R™.
<-, ->X é um produto interno em X.
V f é o gradiente da fungao f : R" — R.
div F' é o divergente da funcao F': R" — R".
supp f = {x € Q; f(x) # 0} é o suporte de f: Q — R.
|A| é a medida do conjunto A C R™.

C é uma constante que pode representar diferentes valores.

Espacgos Classicos:

Dizemos que g : 2 X R — R é uma funcao de Carathéodory se g(x,t) for
mensuravel em x, para todo ¢t € R, e se g(x,t) for continua em ¢, para quase
todo x € 2.

O espago LP(Q2), para 1 < p < oo, é 0 espago vetorial de todas as fungoes
mensuraveis f : 0 — R tais que

/|f|pdx<oo.
Q

Se f: Q — R é mensuravel, definimos a norma L” de f por

£l = ([ 111 dz)”"

O espago L™(£2) é o espago vetorial de todas fungoes mensuraveis f : 2 — R
tais que
|f(z)| <M gs. emQ,

para algum M = M(f) > 0.

Definimos a norma || ||z~ em L*(£2) por

| fllzee = inf {M > 0;

f(x)] < M qs. em Q}.



O espago Lj,.(Q2) é formado pelas fungoes mensurdveis f: Q — R tais que

/K\f|da;<oo

para todo subconjunto compacto K de €.
O espaco das funcgoes infinitamente diferenciaveis é denotado por C'*(£2).

O espago das fungoes f € C*°(Q2) com suporte compacto em 2, isto é, com
supp f C K, onde K é um subconjunto compacto de €2, é denotado por
C°(€2). Uma fungao pertencente a este espago é chamada de fungao teste.

Para u,v € L} (Q) e a = (ay,...,a,), com «; € N, dizemos que v é a a-ésima

derivada parcial no sentido fraco de u, e escrevemos v = D%u, se ocorrer que

/uD"‘gp dx:(—l)‘”/vga dx
Q Q

o o
ozt Qxon

para toda ¢ € C§°(2), onde D%p = pelal=a+ ..+ an.

Se |a| = 1, temos que DYu = para algum x;.

8$i
O espaco de Sobolev WP(Q), para 1 < p < oo, consiste de todas as fungoes
em L] (Q) que pertencem a LP(Q) e cujas derivadas parciais de primeira
ordem no sentido fraco também pertencem a LP(f2), ou seja,

ou
(9:1:'1-

Wi (Q) = {u € LL(Q); u, —— € L'(Q) Vi € {1, n}}

Se u € W1P(Q), definimos a norma em WP de u por

1/p
lullwro = (lellys + V2, )

No caso particular em que p = 2 temos o espago de Hilbert H*(Q2) = W2(Q).

Definimos o espaco W, (Q) como sendo o fecho de C5°(2) com a norma de
W1P(Q). Intuitivamente, uma funcao pertencente a este espago se anula na
fronteira de €.

No caso p = 2, denotamos H}(Q) = W, ?(Q). Se Q é limitado, entdo a norma
definida por
[ully = [Vl L2

¢ equivalente & norma || ||yy1.2.

Definimos o espago D'*(R™), de acordo com [21], como sendo o conjunto das
fungoes f € L, (R") tais que Vf € LP(R™) e que se “anulam no infinito”,

loc

isto ¢, que {z; |f(z)| > a} tenha medida finita para todo a > 0. Observe
que W, P(Q) € DVP(R™).



Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Sejam z,y € R". Entao

[z, 0)] < [l yll-

1 1
Desigualdade de Young: Sejam a,b > 0e p,g > 1 com —+ — = 1. Entao
P q

ab? b
ab< — + —.
p q

1 1
Desigualdade de Holder: Sejam p,g > 1 com — + — = 1. Entao
P q

[ 1fsl do < £l Nl

Desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev: Seja 1 < p < n.
Entao existe uma constante C, dependendo apenas de p e n, tal que

HUHLP*(R") < CHVUHLP(R") Vue Dl’p(Rn)7
onde p* = n”—i) é o conjugado de Sobolev de p.

A demonstracao desta desigualdade pode ser encontrada em [21]. No caso
particular em que u € Wy ”(R"), pode também ser obtida em [12].

Notagao para “6 pequeno”: Dizemos que f = o(g) quando z — +00 se

im @ =

Integral de fungoes radiais: Seja f : R” — R uma fungao radial, isto é,
com f(x) = p(|z|) para alguma fungao p : R — R. Cometendo o abuso de
notacao f(|z|) = p(|z|) e utilizando coordenadas esféricas, obtemos que

- f(x)dx = /OR /|w|1 frw) vt dw dr = /ORf(r) pnl /wldw dr
0 0

onde w € S™ ! e w,, é o volume da bola unitaria em R".

Teorema 2.1 : Teorema da Divergéncia
Seja Q um aberto de R™, com fronteira de classe C* orientada pela normal
unitdria exterior n e seja F : Q0 — R™ uma funcao de classe C*. Entdo

/didex:/ F-nds.
Q o9



Conseqiiéncia: Como div (uVv) = VuVv + uAv, aplicando o Teorema da
Divergéncia, obtemos que

/uAvdas:/ u@ds—/VuVde.
Q aa On Q

Teorema 2.2 : Teorema de Rellich-Kondrachov

Sejam Q um aberto limitado de R™, com fronteira de classe C' e 1 < p < n.
Entao toda seqiiéncia limitada em WP (Q) possui uma subseqiiéncia conver-
gente em L9(Q2), para qualquer q < p*.

Definigao 2.1 Sejam H um espaco de Hilbert e H' o seu dual. Dizemos
que uma seqiiéncia {uy} C H converge fracamente para u € H e escrevemos
up — U, se

l(ug) — (u) Vie H'.
E claro que se up — u entao u, — u. Também ¢é vélido o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Sejam H um espago de Hilbert e {uy} uma seqiiéncia limitada
em H. Entao existem uma subseqiéncia uy, e u € H tais que

U, — U.

Proposicao 2.1 Sejam Q C R"™ um dominio limitado e f : R — [0, +00)
uma fungdo continua tal que f(0) = 0. Se u,v: Q — R sao fungoes mensu-
raveis tais que |supp u N supp v| = 0, entao

/Qf(u—i—v) dx:/ﬂf(u) dx—f—/ﬂf(v) dzx.

Esta identidade € valida também no caso estendido, isto €, quando uma das
integrais acima € infinita.

Demonstragao: Como f é continua e u, v sdo mensuraveis, entao f(u), f(v)
e f(u+v) também sdo mensuraveis. Considerando

A = supp u N supp v e B = Q\(supp u U supp v)

temos que

/Q f<u - U) do = /suz)pu\A f(u - v) ot /A f(u * v) o

Mas como v = 0 em supp u\A e |A| =0, temos que

/Suppu\A flut+v)de = /Suppu\A flu+0) dx
= /Suppuf(U)dac:/Qf(u)dx’



pois f(u) = f(0) =0 em (supp u). De forma anéloga,

/suppv\Af(u+U) d“":/gf(v) dx.

Além disso, como |A| = 0 segue que

/Af(u—l—v) dr =0

e também, como u = v = 0 em B, obtemos que

/Bf(u+v)d$=/Bf(0)dx:0.

Portanto, substituindo em (2.1) concluimos que

/Qf(u+v) dm:/ﬂf(u) dx+/9f(v) da.
0

Definicao 2.2 Sejam H um espaco de Hilbert e J : H — R. Dizemos que
J é diferenciavel em u € H se existir v € H tal que

J(u+h) = J(u)+ (v, h), +o(h).

Nesse caso, definimos J'(u) = v. Se J' : H — H for continuo, dizemos que J
é de classe C' e escrevemos J € C'(H,R).

Notagao: Sejam H um espaco de Hilbert, J € C'(H,R) e ¢ € R. Entao
Ac={uveH; J(u) <c},
K.={ue H; Ju)=ce J(u) =0}
Definigcao 2.3 Dizemos que
i) uw € H é um ponto critico se J'(u) = 0,

ii) ¢ € R é um valor critico se K. # 0.

Definigao 2.4 Dizemos que J € C'(H,R) satisfaz a condi¢ao de compaci-
dade de Palais-Smale se cada seqiiéncia {u;} C H satisfazendo

{J(ug)} limitada em H e  J'(uy) — 0 em H’

possuir uma subseqiiéncia convergente em H.



Lema 2.1 : Lema da Deformacao
Seja J € C'(H,R) um funcional que satisfaz a condigao de compacidade de
Palais-Smale. Suponhamos que K, = (). Entdo, para cada ¢ > 0 suficiente
pequeno, existe uma constante 0 < 6 < e e uma funcao n € C([0,1] x H; H)
tais que as transformagoes m(u) = n(t,u) satisfazem:

i) no(u) =wu Vue H,

it) m(u) = u Vug J 7 ([c—e,c+e]),

i) J(m(u)) < J(uw) Vue H, 0<t<l,

) Mm(Acys) C Acs -

Teorema 2.4 : Mountain Pass Theorem
Seja J € CY(H,R) um funcional satisfazendo a condigao de compacidade de
Palais-Smale. Suponhamos que:

i) J(0) =0,

it) existem constantes a,r > 0 tais que J(u) > a se ||u|lg =,

iii) existe um elemento v € H com ||v||g > e J(v) < 0.

Entao definindo
I'={yeC([0,1;H); v(0) =0 e y(1) = v},

temos que c=inf max J(u)
€T uen([0,1])

é um walor critico de J.

Demonstracao: Note que para cada vy € I" existe t € [0, 1] tal que () = w,
com ||w| g = r. Assim, por (ii), obtemos que

J(w) = a,

logo,
max J(u) > J(w) > a
u€([0,1])
e, portanto,
c > a.

Suponhamos por contradi¢ao que ¢ nao é um valor critico, ou seja, que K, = ()
e escolhemos ¢ suficientemente pequeno tal que 0 < ¢ < 5. Como J também
satisfaz a condicao de compacidade de Palais-Smale, podemos utilizar o Lema
da Deformacao e obter uma constante 0 < 0 < £ e um homeomorfismo
n:H— H (n=mn), com

77(Ac+6) CAcs

nu)=u seug¢ J '(c—e,c+el).



Como ¢ < ¢+ 6, existe 79 € I' tal que

max J(u) < ¢+ 0.
UGVO([OJD

Considerando entao ¥ = n o g, temos que 7 € I', pois
7(0) =n(1(0)) =n(0) =0 e (1) =n(1(1)) =n(v) =

ja que c—e}a—g: >0 e assim 0,v ¢ J‘l([c—e,c+5]).

a
2 2
Como para todo t € [0, 1
J(10(t) <c+0 = 7(t) € Acys = n(0(t) € Acs = F(t) € Acs,

segue que

JAW) <ec—0 Vtelo,1]

e, assim,

max J(u) <c—4d.
ueh((0,1])

Portanto, obtemos que

c=1inf max J(u)< max J(u)<c—0<cg,
yeluey(0,1]) ueB([0,1])

um absurdo.
O

O préximo teorema é uma generalizacao do Mountain Pass Theorem e
pode ser encontrado em [3].

Teorema 2.5 : Teorema do Linking
Sejam H um espago de Hilbert com H =V oW, dimV < 4+oco ew € W com
|lw||g = R. Definimos

Dr = (BgNV) &0, Rlw

onde [0,Rlw={h e H; h=tw com 0 <t < R}, e
I'={heC(Dg,H); h(u)=u Yu € dDg}.

Consideremos J € C(H,R) um funcional que satisfaz a condi¢io de compa-
cidade de Palais-Smale e tal que

i) J(0) =0,

i1) existem constantes a, p > 0 tais que J(u) > o para todo v € 0B,NW,

i11) existem R > p e f < « tais que J(u) < (B para todo uw € 0Dg (onde
O0Dg € a fronteira de Dg em rela¢do ao subespago V & [w]).

Suponhamos ainda que h(Dg)N (8BsﬂW) # () para todo s < R e todo h € I.
Entao
¢ = inf max J(h(u))

he?UEDR
é um wvalor critico de J.

10



Demonstragao: Como p < R, para h € T existe 2 € h(Dg) N (0B, N W).

Logo, existe ug € Dg tal que x = h(ug) e assim, para todo h € ' temos que

max J(h(u)) = J(h(u)) = J(z).

u€ Dpr

Além disso, como x € 0B, N W, utilizando (ii) obtemos

max J(h(u)) > J(z) > .

u€ Dp
Portanto,
inf max J(h(u)) > «a,
hegu€DRr
ou seja,

cza>p.

Suponhamos por contradicao que ¢ nao ¢ um valor critico de J, isto é, que
K. = 0. Como J satisfaz a condicao de compacidade de Palais-Smale, pode-
mos utilizar o Lema da Deformacao para € > 0 tal que ¢ — e > 3, obtendo
uma constante 0 < § < € e uma funcao n : H — H tais que

nu)=u Yug J ' ((c—e,c+e)) (2.2)

N(Acts) C Acs. (2.3)
Mas para u € dDg, conforme (iii), temos que
Ju)<f<c—ce

e, assim,

u€dDr=>ug J ' ((c—e,c+e)).

Portanto, para todo h € Te para todo u € 0Dpg, podemos utilizar (2.2) e a
definicao de I' e obter que

(noh)(w) =n(h(u) =n(u) =u,

concluindo que N B
nohel Vhel.

Por outro lado, pela definicao de ¢, existe hg € I tal que

max J(ho(u)) < ¢+ 4.

u€ Dpr

Logo, para u € Dg temos que ho(u) € A5 e, por (2.3), segue que

n(ho(u)) € Aq._s,

11



ou seja,
J(n(ho(u))) <c—9
e, assim,
max J (n(ho(u))) < ¢ — 0.

u€Dp

Mas como n o hg € f, obtemos que

¢ = inf max J(h(u)) <c—d<ec,
heBu€Dr

um absurdo.

12



Capitulo 3

A Formulacao do Problema

Vamos nos concentrar em uma forma mais geral para a equagao (1.1),
dada por

u *_
{ —Au — MW = g(z,u) + |u)* 2u em () (3.1)

u=>0 em 02,

onde 2 é um dominio aberto e limitado de R™, contendo a origem e com
fronteira suave, 2* = %, para n > 3, é o expoente critico de Sobolev, A > 0,

Oo<pu<p= ("_42)2 e g(x,.) tem crescimento subcritico ao infinito.

Mais precisamente, assumimos que g : 2 x R — R é uma funcao de
Carathéodory (veja a pagina 4), tal que

2n n+2
Ve>0 Ja.€ L+ com |g(z,s)| < as(x) +¢ls|»2 Vs eR, z € Qqs. (3.2)
Outras hipdteses sdo impostas para a primitiva G(z, s) = / g(x,t) dt.
0
Primeiro, assumimos que
G(r,s) 20 parazx€Qqs VseR. (3.3)
Assumimos também que existem k € N, 6 > 0 e n € (0, \p11 — Ax) tais que
1
G(z,s) > §(Ak +1n)s*> parax € Qqs. V|s| <9 (3.4)
e que existem C' > 0, 0 € (2,2%), ¥ € L19(Q) e v € (Mg, A1) tais que

1 .
G(z,s) < iysz +1h(x)|s]? + C|s|*  parax € Qqs. Vs ER, (3.5)

2n
)= ———.
com ¢(6) 2n+ (2 —n)d
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Além disso, assumimos ainda que, para 7 como em (3.4),

G(z,8) = =(\p +1)s* — —\s|2 para x € Q q.s. Vs € R. (3.6)

2(
Se i —1 < p < n, precisamos ainda de uma condi¢ao de crescimento ao
infinito, isto é, que existe um subconjunto aberto e nao vazio 2y C €2 tal que
0e QQ €

G
im S8 _ 4o (3.7)
§—+400 sp
2(n — 211 —
uniformemente para x € €y, onde p = (n g ,u)'
n —_—

Para cada p € [0,7z), vamos considerar o espago de Hilbert Hj dotado do
produto interno

<u,v>H :/VUVU dr — p —da:
a Q

o |z[?

e cuja norma € obtida pelo produto escalar, ou seja,

2
Julfy, = [ IVuP do—p [ 2 do

Vamos mostrar que || ||z, ¢ de fato uma norma e é equivalente a norma
Il mp - Para isso, precisaremos de um resultado auxiliar, que é importante
na mecanica quantica. Trata-se de um refinamento do principio da incerteza
de Heisenberg, que pode ser usado, por exemplo, para mostrar a estabilidade
do dtomo de hidrogénio, conforme [17].

Lema 3.1 Para todo u € C$°(Q2) temos que

w2
ﬁ/—deé/|Vu|2 dz.

Demonstragao: Inicialmente notemos que, para quaisquer G : {2 C R" —
R" e f: Q) — R funcoes de classe C*,

div(Gf)=G -Vf+ fdivG

1 1 1 1
ecomoV( )— - temosque£V( )— —

] jzf? [a|” | =\ ] >

Desta forma, para u € C§°(R") e r > 0,

/ u_zdx__/ 'z ( )
Q\B, | ]2 O\B, |35| ||
2 1 2
R (u_ﬂg)__dm (_) dv.  (38)
o\B, ] | ]
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Pelo Teorema da Divergéncia, obtemos

2 2 2
/ div(u—ﬁ)dxz/ u—ﬁ'ndL@:/ u—i'nds,
O\B, |z O(Q\By) || OB, |z

pois u = 0 em 02, onde 1 é a normal unitaria exterior a 0B,..

-1
Além disso, como div <|$—|) = n|—|, temos que
x x

2 2 -1 2
div (u :L') ~ 2zxuVu | (n—1)u ‘

BV ]

Substituindo em (3.8), obtemos

2 2 V 2
/ U—de:—/ u—i-nds—i—Z/ wdx—l—(n—l)/ U—de,
O\B, || OB, |z Q\B, || O\B, ||

ou seja,

2 2 v
_(n_Q)/ U_de:_/ u_ﬂ';j_ndHQ/ LUV gy
Q\B. || oB, || B, |z

e pela desigualdade de Holder com p = g = 2, obtemos que

u? u’x
—(n—2)/ —dxg—/ —> -nds
Q\B, |z|? o, |T|?

2 1/2 1/2
+ 2(/ D) dx) (/ |Vu|? dx) :
O\B, || Q\B,
isto é,

2 1/2 2 2 —-1/2
([ 5L ) (o)
O\B; |z] OB, || Q\B; |z
1/2
4 2(/ ]Vu|2d:v> | (3.9)
O\B,

Utilizando coordenadas polares e fazendo » — 0, como n — 2 > 0, segue que

2 2 2
/ u—i-nds < / u—ds:/ Y=t gy
o8, |7| o8, |7| [w=1 T

= 7’”2/ u? dw — 0.
|w|=1

Logo, para r — 0, temos que

(L5 ) (L )
— -nds — dx —
o, ||? Q\B, |z [?
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e como u € C§°(92),

1/2 1/2
(/ |Vul? d:p) — (/ |Vul? dx) < o0.
O\B, 0

Portanto, fazendo r — 0 na igualdade (3.9), obtemos que
u2 1/2 1/2
_4n_m(/:—ym> <2</WVM%M)

(n_2)2 u? 2 )
1 mE dr < Q|Vu| de Yu e C Q).

e, assim,

g

Cabe ressaltar que a demonstragao deste Lema é baseada na idéia utili-
zada por [18] para provar a desigualdade de Hardy, que afirma que se p > 1,
f(x)=0e F(x) = [] f(t) dt, entdo

[ e Gr) [

Provaremos que o Lema 3.1 é valido também para fungoes em DV2(R™).
Antes, porém, necessitamos de alguns resultados, que estao relacionados a
seguir.

Lema 3.2 Seja A CR"™, para n > 3, um conjunto de medida finita. Entdao

1
/ — dr = +00.
ae )2

Demonstracao: Para § > 0, utilizando coordenadas polares e a desigual-
dade de Holder com p =n e ¢ = "5, obtemos que

1 1 1
e = [ et
A ANB; ANBS
1 1 1/n
Bs 17| AnBg [z[*"
) o0 1/n
< / "3 dr 4+ C’(/ pnt dr)
0 5

= 0" ?+C6 " < 4o0. (3.10)

Além disso, para n > 3,

1 ©q o
/anx:/o a7 1d7":/0 "3 dr = +oo0. (3.11)
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Portanto, como

1 1 1
—dr= | — dx +/ — dx,
/]R" B A lzf? A |z]?

por (3.10) e (3.11), concluimos que

1
/ — dr = +00.
ae )2

g

Definigao 3.1 Sejam f,g : R" — R funcoes tais que f,g € L'(R") e g é
limitada. Definimos a convolucao de f e g por

frg=| fx—y)g(y) dy.
Lema 3.3 Dado u € D"(R"), eziste {us,} C C5°(R™) tal que
|Vur, — Vul|g2 — 0.
Demonstragao: Inicialmente, consideremos uma funcao ( tal que
C(r€ C°(R"), (r(z)=1sexe€Br e (r(x)=0sex¢ Bpg.

A construgao de tal (g pode ser encontrada em [12], por exemplo. Podemos
supor que

2 2
< ==,
V| < 2-R R
Para isto, considere
1 se 0<r <R,
P(r)=< 2—r/R se R<r<2R,
0 se 2R<r < +o0

~ ~ 1
e defina (g(x) = (|z]). Assim, obtemos que |V(z| < T duase sempre.

Agora, basta aproximar (g pela convolucao (g * 1., onde 7. é uma “funcao
Y 7
suavizadora”. Podemos definir 7. por

Ne(z) = Einn@)

onden>0,n€C§O(Rn)e/ ndr=1.

Conforme [12], temos que Cr* 1. € C(R™) (?VV(ER «1.) = V(g * 1., que
converge para V(g na norma L, visto que V(i € L.

17



Seja entao u € D?(R"). Utilizando (r e 7., podemos construir uy, tal como

desejado. De fato, seja d, = z > 0 e defina v = (Cgu)* 1., onde R,e > 0

serao construidos posteriormente. Note que, de acordo com o Teorema 5.3.1
de [12],
Vv = [V(CR ’LL)1| * e = [UVCR + CRV’LL] * e,

logo,

HVU - VUHL2 = H(UVCR + CRVU)* Ne — VUHLQ < ||UVCR * 77€HL2
H(CRVU — Vu)* 775||L2 + HVu * 1. — VUHL2

_l’_
< g2 [V = V| o 4 [[Vuxn. = V|,

pois ||f * 775”/:2 < HfHLQ, devido ao Teorema 5.3.1 de [12]. Pelo mesmo
teorema, obtemos que, para e suficientemente pequeno,

Vs —Vul . < 2 (3.12)
e também, )
1/2
HCRVU— VUHL2 < (/B ) |Vl dx) < %, (3.13)
R

para R suficientemente grande, p01s u € D1 2(]R") Finalmente, aplicando a
desigualdade de Holder com p = % e ¢ = %, obtemos

1/2
|uVEr]],, = (/ u* |V(g|? d:c)
Byr\Br
1/2* 1/n
(/ 2*dx> (/ IV¢R|™ d:v)
BQR\BR BZR\BR
2R 2n 1/n
C( ]u\Q dx ( rt dr)
R

)
(el o
A

= C( ]u|2 dx

N

N

(3.14)

para R suficientemente grande. Substituindo as estimativas (3.12), (3.13) e
(3.14), obtemos que
Vv = Vul|,, < 6,

para R e € convenientes. Portanto, definindo u; = v, concluimos que o Lema
é valido.
O
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Lema 3.4 Para todo u € DV*(R") temos que

w2
ﬁ/ T dr < / Vul? dx.
re || Rn

Conseqiientemente, essa desigualdade vale para u € H}(Q), onde Q € apenas
um aberto de R™.

Demonstracao: Seja uy € C5°(R™) tal que HVuk - Vu”L2 — 0, de acordo
com o Lema 3.3. Logo, Vuy, é uma seqiiéncia de Cauchy em L? e, portanto,

ﬁ também é de Cauchy em L?, pois pelo Lema 3.1,
x

-9 2 _ 2
(n—2) / (1 = tn) dr < |Vug — Vu,,|* dz.

Dessa maneira, existe v € L? tal que — — v em L?. Como v € L* e |x| é
x

limitado em compactos, vemos que v|z| € L}, (R™).

Afirmamos que V(v|z|) = Vu.

0
De fato, seja i € {1,...,n} e ¢ € C§°(R™). Como L e CP(R™) e |x| é

al'i

0
continua, temos que |z| ag& € L? e, assim,
Zi
O(vlz]) / Op . / Op
o, %) JVlalg - de m |$|| g 4

= —lim Rnukg;i de = lim/ng$ig0dx
ou ou
~ [ gmede = 52

Portanto,
d(vlz])  Ou
81’7; n 6.732
e, entao,
V(v|z]) = Vu.
Assim, u —v|z| € L} (R") e
V(u—vlz]) =

Utilizando o Teorema 7.16 de [16], com ©Q = B,, obtemos que u — v|x| é
constante. Suponhamos que u — v|x| = ¢ # 0. Como u € DV?(R"), vemos
que

A={r: ju@) >
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tem medida finita. Note que se z ¢ A, entdo

& C
o(@) o] = Ju(e) ¢ > e ~ 19 = 1],
assim, para x ¢ A temos que ‘ (m)‘ > 2‘% Logo,
T
2 c?
|v(x)‘ Z eE Veg A

e, pelo Lema 3.2,

2 2 1
dr =< dz =
[befars [ rea=T [ fodr=re

contradizendo o fato que v € L?.

U
— = v e portanto,

|

Dessa forma, obtemos que ¢ = 0 e u = v|z|. Logo,

Uk — Y em L2
x| ||

Como o Lema 3.1 é valido para u;, € C§°(R"), aplicando limites concluimos
que também é valido para u € D?(R"), ou seja,

2
ﬁ/ |u? dr < / Vul* dr Vu e DY(R™).
R~ | T n

Além disso, a desigualdade ¢ valida em HJ(Q), pois Hj(Q2) C DM?(R™).

Agora sim podemos enunciar o resultado desejado:
Teorema 3.1 As normas || ||y e || |m, sdo equivalentes em Hy(Q).

Demonstragao: Como p > 0, temos que

uQ
fulfy, = [ 1VuP de—p [ o< [ (90 de = fully,

Por outro lado, pelo Lema 3.4, temos que

/ ERE N

Julfy, = / vt o [ i
> B v ao = E22 iy,

20
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Portanto, para cada pu < 7 obtemos que

[i—n
x ullgy < llulla, < [lullg-

Dessa forma, || [|p, ¢ uma norma e é equivalente a || | .

g

Definicao 3.2 Usaremos a notacao H,(Q2) para o espago de Hilbert Hj ()
munido com a norma || ||z, .

Definig¢ao 3.3 Dizemos que uma fungao u € H,(f2) é solucao fraca de
1) se

(3
uv o
VuVodr —p | —5de= [ glz,u)vdr+ [ |ul® “uvdr VoveH,
Definindo o funcional J : H,, — R por

1 9 1 u? / 1/
J(u) = 2/Q|Vu| dx SN AEE dx QG(:c,u) dx T Q\u

temos que J € C*(H,, R).

Além disso, como para todo ¢ € H,,

o) = |

Q

2 dx,

Vquodx—u/ﬂdw—/g(x,u)cpdx—/\u|2*_2ugo dzx,
) Q Q

j]?

vemos que os pontos criticos do funcional J acima definido correspondem as
solugbes fracas do problema (3.1).

Para uso posterior, definimos também a constante

2 u’
\Vul*de —p | — dx
n e |2]? ‘

inf
u s n * 2/2*
€ DL.2(R)\{0} (/ \uQ dx)

A seguir, enunciamos alguns resultados que envolvem autovalores e auto-
fungoes do operador —A — p/|x|?.

S, =

Proposicao 3.1 See;, e; sao autofuncoes do operador —A — ’% referentes
x

a autovalores distintos, entao

leillfy, = Xilleillze e (eies)y,, = (eiej). =0.
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Demonstragao: Formalmente,

T

e, assim,

/—@Aei—uﬂde/Aiei@dﬁ Ve Hy ().
Q Q

||

Mas pelo Teorema da Divergéncia,

/—@Aeid:ﬁ:/V@Veidm—/ gpaei dsz/thVei dz,
Q Q a0 On Q

pois ¢ = 0 em 0f). Logo,

/V¢Vei—ueifdm:/Aieiwdx Ve Hy ().
Q Q

| z]

De fato, esta é a definicao precisa de autofuncao no sentido fraco.
Como e; € Hy, podemos utilizar ¢ = e; na igualdade acima e obter que
€

ey, = [ Vel =t do = [ et do = el

Além disso, utilizando ¢ = e; na igualdade anterior, temos que

<ei,ej>H :/VeiVej—u%d:v:)\i/eiej dl':>\i<€7j,ej>L2-
1 Q 9]

|2

De forma analoga, obtemos também

<6i, €j>H# = /\j <€i7 ej>L2'
Portanto,
()\Z - )\j)<€i7 €j>L2 =0.
Mas como \; # A;, concluimos que
(es, €j>L2 =0

e, assim,

<€i7ej>HH - <ei76j>L2 = 0.
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Proposigao 3.2 O menor autovalor do operador —A — p/|x|* é dado por

/ |Vul? — ,u Ty dr
Al = inf

{ue H,;u#0} /U de
Q

(3.15)

e, em particular, para todo v € H,, temos |v[|F;, = A [[v]|7,

Demonstragao: Suponhamos que o infimo acima ¢é atingido para alguma
funcao vy € H,. Definindo o funcional f : H, — R por

/ |Vol? —,u— dx

/vda:
Q

fluo+ep) = f(ug) Vo€ H,

temos que

e entao, para € > 0,

fuo +ep) — f(uo)

5 >0 VeoeH,
Assim,
i o+ e9) = fluo) _
e—0F €
Uy +E @
1/|Vu0+ngp]2— % /|VU0‘2—N| 2 dz
1im+ AL
s e /(u0+6cp)2 dx e /uodx
Q Q

2
/uo d:r/2€Vu0V<p+5 |Vg0|2—25,u |0|f—lu5 de;
Iim -

eoo € /Uo dx/(uo—i-s(p) dx
Q Q
2

/25u0<p+52902 d:c/|Vu0]2—,uu—02 dx
1 Jg Q ||

¢ /ug dx/(u0+sg0)2 dx
Q Q

/uodx/2Vu0Vg0—2,u |0‘f dx — /2u0<,0d:v/]Vu0|2—,u’ E dx
Q
>

( I dz)2 i
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Da mesma forma, obtemos que

lim f(uo + 690) - f(u()) _
e—0~ 9

/uodaz/2Vu0Vg0 21 ’0‘920 dx — /2u0<,0d:c/]Vu0|2—,u’ B dx
Q

([++)

Portanto, concluimos que para todo ¢ € H,,
0P 2 ug
/uodx/2Vu0Vg0—2,u| E dx — /2u0g0dx/]Vu0| —qux
Q Q

2
(/ug dx)
Q
e, entao,

2
u
/uodx/VUOVgo i \Olf dx—/uocpdx/|Vuo|2—uﬁ dx,
Q 0

ou seja,

<0.

=0

Vuo|? — dx
we /I ol u| |2
dr = | ugp dx

/VUOV@ :u| |2 )
@ /ug dz
Q

/VUOVgp I ’0|f dx—)\l/guogpdx Ve Hy,

que ¢é a formulacao fraca de

isto é,

Uog

—AUO _MW = )\1U0.

Portanto, A; é realmente um autovalor do operador —A — i /|z|?. Além disso,
se A é um outro autovalor, temos que

U,\
—AU)\ - = )\U)\

arE

para alguma uy # 0 € H,,. Assim,

/VU)\V(p ,ul |2<pdx )\/u)\godx Ve H,
Q
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Tomando ¢ = u), obtemos
U2
/|Vu,\|2—,u—’\2 dx:)\/uid:c

/ [Vus? — |U/|\2 dz
A= > A

/ui dz
Q

Resta provar que o minimo em (3.15) é atingido. Para isso, consideremos
{up} € H, tal que f(u) — A\ quando k — 400, ou seja,

w2
/|Vuk|2—,u—k2 dx
/uidx
Q

2 u 2
- ”2( ¢ )dx—>)\1.
|2 \ k]| 2

2

e, dessa forma,

Portanto A\; é o menor autovalor.

E— )\17

isto é,

Uk

\%

|2

Definindo vy, = 2 dr — A, ou seja,

Tanle’ obtemos que / |Vop|? — p—2%
kilL

HkaJQLIu — A e gl =1

Assim, vy é limitada em H, e podemos utilizar o Teorema 2.3 para obter
vy, v € H, tais que

vy, v  em H,.

1

Como v, também é limitada e as normas em Hj sao equivalentes, pelo Teo-
rema de Rellich-Kondrachov (com p = 2), obtemos Uk, W € H,, tais que

Uk, — w  em LY Vq<2.

Como 2 < 2%, renomeando vy, por v; obtemos
J
v; v em H,,

v; —w  em L2

Desta forma,
[(v;) — l(v) Vie H/
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e como H, = H} C L?, segue que H,/ D (L?)". Logo l(v;) — l(v) VI € (L?)
e, entao,

v; v em L2

Como também v; — w em L?, temos que

v; = w em L?

e com isso, vemos que w = v. Portanto,

Uj

—wv em H,,
v; v em L%
Além disso, como ||v;||2 = 1, também temos que ||v]|z2 = 1.
Afirmamos agora que v; — v em H,. De fato, como [|v;||}, — A e v; = v,
obtemos que, para j — 400,
lv; = ol = llosllz, — 2(vs,v)y, + v,
2
— A — 2<U,U>Hu + [[vllg,
= A= il < 0,

ois \y = inf |lu
p 1 il 2= 1|| HH#

Obtemos assim que [lv; —v[|3, — 0 em H, e, dessa forma,
I

Vs

;i — v em H,.

Como [lv[[3, — A1, obtemos que [|v|[F, = As.

Portanto, existe v € H,, tal que

/|VU]2—u—d:c /|Vu]2—u—da:
= m

/UQd.T /u dx
Q 0

Em particular, obtemos que [lw||}, = A1 lw]|7, para todo w € H,,.

=\ =

0

Lema 3.5 Suponhamos que a hipdtese (3.2) seja vdlida e consideremos uma
seqiéncia {up,} C H, limitada e tal que u,, — 0. Entao, quando m — +o0,

/ g(x, upm) U, dz — 0.
Q

Além disso,

/ G(z, uy,) dz — 0.
Q
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Demonstragao: Como as normas || ||, e || ||z sdo equivalentes, podemos
supor que existe uma constante k£ € R tal que

[t |z < .
Seja € > 0. Pela hipétese (3.2), existe a. € Lz tal que
n+2

19(2, um)| < ac(2) + & [um[ 2.

Assim,
| [ nyunds] < [ lgte )] lun] do
Q Q

< [ (@) + el Y )
Q

_ /as(x) (| + € [t | da
Q

= / a.(x) (3.16)
Q
Utilizando a desigualdade de Sobolev com p = 2, temos que
[umllper < C [Vup|l2 =C “um“Hg < O, (3.17)

que, substituido em (3.16), nos dé

‘/ T, U, umdx‘\/ (2) |um| de + Ce

e assim, para que tenhamos o resultado desejado, basta mostrar que

/ ae () |t | de — 0.
0

Para isto, consideremos [ : Hj — R dado por

l(u) = / a.(z) u dzx.
Q
Pela desigualdade de Holder, com p = = +2 e ¢ = 2* e por (3.17), temos que

1(u)] < llacll, 2o, Nullper < Cllullyy Y€ Hy,

L n+2

ou seja, [ esta bem definido e é um funcional linear limitado. Portanto, se
mostrarmos que

[T~ (3.18)

27



teremos que I(|u,|) — {(0) = 0 e o resultado seguira.

Para demonstrar (3.18), notemos inicialmente que |[uy /g = [[|unlllm e
assim, |u,,| também é uma seqiiéncia limitada. Pelo Teorema 2.3, existem
entao u,,, v € Hj tais que

|umk| —v

e, como u,, — 0, também temos que

Uy, — 0.
Renomeando u,,, por uy, obtemos
u —0 e |ug| — .

Como uy, ¢ limitada em HJ, podemos utilizar o Teorema de Rellich-Kondrachov
com p = 2 e obter que existe uy, tal que

up, — w; em LY Vg < 2%

e da mesma forma, como |uy,| também ¢ limitada, existe uy;, tal que
lug,; | — wy  em LT Vg < 2"
Novamente renomeando uy,; por u;, obtemos que
w —w; e |u| —we em LY Vg < 2%
Como dado d > 0 existe 75 € N tal que, para i > 1,
([l = Jwnl]| o < Nl = willze <9,

vemos que wy = |wi|. Desta forma, obtemos

u; — 0, lu;| — v em Hy,

u; — Wi, lu;| = |wy]  em LY Vg < 2%
Como u; — 0 em Hj, temos que
flui) = f(0) ¥ f € (Hy)
e, como H} C L% para q < 2*, segue que (Hj)' 2 (L?) e, em particular,
flui) = f(0) Vfe (L) q<2,

ou seja,
u; =0 em L? Vg <2
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Além disso, como u; — w;, também temos que
u; =~ wy;  em LT Vg <2
Portanto, concluimos que w; = 0. Assim, obtemos
lu;] = v em Hy,
|uil =0 em L? Vg <2,
De maneira analoga, temos que
fllwl) — fv) Vfe(Ll?) ¢<27,

logo,
lu;| = v em LY Vqg<2°

e como |u;| — 0, segue que
lu;l =0 em L? Vg < 2"
Portanto, concluimos finalmente que
|u;| — 0,
mostrando que

/ g(x, upm,) U, dz — 0.
Q

Para provar que / G(z,up) dr — 0 note que, dado € > 0,

|G( ‘/ xtdt‘ /|gq:t|dt

< / a.(z )+€tn2dt < ac(x)|s| +¢
0

2%

|s

2+

para algum a. € Lite. Logo,

/|G($,um)| dr < / e () |t +EC|um|2*dx,
Q Q

onde o lado direito da udltima desigualdade é o mesmo que em (3.16). Por-
tanto, repetindo o mesmo raciocinio, podemos estimar este termo e concluir
o Lema.

g
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Capitulo 4

Estimativas Assintoticas

Fixemos k € N e para cada ¢ € N denotemos por e; a autofungao normali-
zada em L?, relativa ao autovalor \; € o,,.

Sejam H~ o espaco gerado pelas autofungoes correspondentes aos autova-
lores Ap, ..., \g, HT := (H™)* e seja P, : H, — H~ o operador projegao
ortogonal.

Tomemos m € N grande o bastante para que B;/,, C (). Suponhamos
também que no caso da hipdtese (3.7), m é grande o suficiente para que
Bi/m C €y, onde as propriedades sobre {2y foram definidas no capitulo 3.

Consideremos as fungoes &,, : 2 — R definidas por

0 se T € Bi/p
En(x) =< mlz| =1 se z € Ay, = Boym\Bim
1 se € Q\By/p,
e entao definimos as autofungoes aproximadas
e;‘ﬂ = gmei

e 0 espaco
H, = span{el;i=1,... k}.

m

Provaremos que as fungoes e]” convergem para as autofuncoes e; e esti-
maremos o erro aproximado.
Lema 4.1 Para m — 400 temos que
et —e emH, VieN.
Além disso,
(i) se H,, = span{e*; i=1,...,k}, temos que

max Jull}, < A+ (D)
{ue Hp s llull2=1} '
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(i7) se Q = B € a bola unitaria e H, = span{e'}, temos que

max Jullf, <A+ Cm72VETE,
{ue Hp; [lull ,2=1}

Demonstracao: Para mostrar a convergéncia em H,, basta mostrar a con-
vergéncia em HJ, pois as normas sao equivalentes. Temos que

IV = el = [V - e)Pdo= [ [V - Vel da
Q Q
= / IV (&mes) —Vei|* do :/ & Ve + e, Ve, — Ve da
Q Q
_ / €VEm + (En — DVeil? da
Q

= / |V€Z‘|2 dx + / |€zv§m + (fm - 1)V€2’2 dx

= / |Ve;|? d:c—l—/ lei|? [VER]? da
By /m A

+ 2/ ei(&m — 1)VE, Ve, d —i—/ (ém — 1) |Vey)? do

A’IYL

— / |Vém|? el do + 2/ ei (&m — 1)VEL Ve, do

m Am

s [ G2Vl
B2/m

Primeiro vamos mostrar que / (V|2 |es)? do — 0.

De fato, como em A, temos |V¢,,| = m, pela desigualdade de Holder segue
que

/ IVELP e de = / m?le;|* dv < m? le;|? dx
Am Am

B2/m

) "Tﬂ 2/n
m2</ le;|n2 d:v) (/ d:v)
Bs/m By /m
i 2/2* 2\ 2/n

= m2</ le;]? dx) {C(—) ]

Bom m

2/2*

= C (/ |ei|2*dx) — 0,

By /m

quando m — +o0, pela integrabilidade da funcao.

/A

Da mesma forma, mostraremos que / ei(&m — 1)VE, Ve, de — 0.
Am
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De fato, como em A, temos |VE,,| = m e |§,,(z) — 1| < 1, pela desigualdade
de Holder segue que

’ / ei(&m — 1)VE, Ve, dx
Am

< / il [6m — 1] [VEn]| [Vei] da

< m/ lei| |Ve;| da
Am

*

1/2 1/2 1/n

< m</ |ei|2*dx) (/ |Vei|2dm> (/ dm)

A Am Am
1/2

1/2 9 1
m(/ le; de) (/ Ve, |* dx) [C(—)}
BQ/m B2/m m
1/2* 1/2
C’(/ ]ei|2*d:c) (/ |Vei\2dx) — 0,
B2/m B2/m

quando m — 400, pela integrabilidade da funcao.

N

N

Finalmente, vamos mostrar que / (&m — 1)?|Vei|* dz — 0.
BQ/m

De fato, como (&, — 1)? < 1, para m — +00 temos

/ (€ — 1)2|Vesl? d < / Vel dz — 0.
B2/m

B2/m
Portanto, concluimos que
lef" = esllzy = IV (e — ed)llz: — 0

e a primeira parte do Lema esta provada.

Para provar (i), consideremos

m
i =

e[l z>

Como € — e; em H,, temos que |[e]"||,2 — |lei||z2 = 1 e assim podemos

m
provar que e;* — e; em H,.

De fato, para m — +o00, temos

||€?—€i||H,L=‘ ifm — ﬁ" + rii — €
ferliee  Terlee  Terliee L,
s R (e i)
—1es
S et by, INTerme — )L,
L e — el + (o — 1) il — 0
= e —e; — e; — 0.
T~ il ez il
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Dai, segue que ||e?|ﬁq# — |leill7, e, portanto,
le7lI7, = llesllz, +o(1). (4.1)

Agora, seja u,, € H,, NOB (onde OB = {u € L*(Q); |lu||rz = 1}) tal que

max g, = [lunllZ,-
mNoB
Como u,, € H_,, existem constantes af’, ..., )" tais que u,, = Z o™ e,

Assim, como |||z = 1, temos que

k k

L=l = (Y ardr. Yarer)
i=1 i=1 L2
k
- Z )2 e |2, + 2 Z o ol (ef, 3>L2
i=1 1<i<j<k
k —~ —~
= Z 242 Z ot alt <e§“7 eT>L2. (4.2)
i=1 1<i<j<k
Além disso, para m — +oo, temos
‘<aﬁ, g;?>L2_ <€i7ej>L2| = |< e, €] >L2 <6?17€J'>L2+ <gzﬁ’ej>1:2_ <ei’ej>L2‘
= [, e = e5) o+ (6 = e ¢) o
(e, ] 7 €)1 + (e = eir €5) 1o

VASV/A

I@HLQ e — ejllze + llef — eill 2 llesl 2

||€7 —ejllze + ||l — eill 2 — 0,

ou seja, o
<e1in’ e§n>L2 - <€i’eJ>L2'
Mas pela Proposicao 3.1, temos que <6i, ej>L2 =0 e assim
<é;rﬁ, eAJTﬁ>L2 =o0(1) quando m — +oc.

Portanto, por (4.2), temos que

k
L= llumlf =) (@) +o(1). (4.3)
i=1
Da mesma forma, obtemos que
<€z ) €5 >H <€i’€j>Hu
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e, pela Proposigao 3.1, temos que <ei, 6J>H =\ <ei, €j>L2 =0, logo
N

<giﬁ, é]%>H =o0(1) quando m — +oc. (4.4)
o
Usando (4.1) e (4.4), obtemos que
k
lunllfy, = D (@) lelllE, +2 Y oo (el &),
i=1 1<i<j<k
k —
= > (@ lefllF, + o(1)
i=1
k
= =@ (lleilly, + o1)) +o(1).
i=1
k

Por (4.3), vemos que Z (af™)? é limitado, logo

i=1
k

lwllZ, =D (@F)? llesllF, + o(1).

=1

Como |[le;[l7, = Ailleill7a = Ai e A é o maior autovalor, utilizando (4.3)
obtemos finalmente que

k
lumllz, = Z i+ o(1)

k
< M (@) +o(1) = A+ o(1)
=1
Portanto,
max ||ully, = [[umlF, < A+ o(1)

H,,NOB
e o item (7) estd provado.

No caso (i7), como p > 0, pelos Teoremas 2.2 e 2.7 em [1], obtemos que
a primeira autofungao e; é radialmente simétrica, isto é, e; = e;(r) onde
r = |z|. Além disso, temos que

(&
—Ael — M@ = )\161,

equagao que, em coordenadas polares, transforma-se em

%e; n—10¢ o _
— J— — _— = (&
or? r or 1 b
isto é,
" n—1 ! I o
€1 + , €1 + (ﬁ + )\1)61 = O, (45)
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cuja solugdo, pelo Método de Frobenius, é da forma ei(r) = > a, r"™ e,
proximo da origem, é tal que

er(r) = re.

Assim, substituindo em (4.5), obtemos

a—1
— H
— 1) o2 -1 Zr i\ r® =0
ala=1r*"*+(n—-1)« Tt A :
logo,
(@®+(n—2)a+p)r* 2+ X\r*=0
e, entao,
2 _
a‘+(n—2)a+pu=0,
ou seja,

n
a:1—§+\/,ﬂ—u.
Portanto, quando » — 0, temos o seguinte comportamento assintético:

e1(r) ~ pl-stVi—p e e (r) ~ e tVE—R, (4.6)

Utilizando estas estimativas é possivel determinar o raio de convergéncia de
e’ quando m — +o00.

0 em By,
Como Ve =< (m|z| —1)Ve; +me;V]z| em A, obtemos que
Ve em Q\By/y,

m 2 9
e s, llerlf, = | Ve e - /3;,; o [ [veifde Wdl«

— / |me1V|z| + (m|z] — 1)Vel|2da:—l—/ ‘V61| dx
Am

Q\BQ/m

—1)? 2
—M/ (mm—Z)efdx—u/ e_de
m |x| Q\BQ/m Q:‘

2
— /‘Vel|2dx+u/e—12da:
Q o lz|

= / |me Vx| + (m|z| — 1)V61‘2 - ‘Veﬂzdx
Am

21129 2
— |V€1‘ dr — u mj2] mlz| e dx + g,
2 1 K 2
Bl/m |I‘| Bl/m|x’

Pela desigualdade triangular e como ‘V|x|| =1, temos que

|me Vx| + (ml|z| — 1)V61‘2 - ‘V61|2 < mPel + 2mey (m|z] — 1)| Ve |
+  (m?z]* — 2m|z|) |V61‘
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e, assim,

2
et 17, lledll 7, /m + 2mey (m|z|—1)| Ve |+ (m?|z|* —2m|z]) | Ve, | da

2 2
— |V61’ drz—p m2— ) 2 dr + p gy
] ) |z
Bl/m Am Bl/m
2
:/ (m2 + ﬂ)ef dx +/ 2m(m|x| — 1)€1|V61‘ dx
An |z] A

+/ (mZ\x|2—2m\x|)‘Vel|2 d:r—/ ‘V€1|2 dx
Am 1/

e2
—u/ mQG%dx—l—,u/ de
Am Biym |71

2
</ (mz_l_ﬂ)ef d:):+/ 2m(m|x| — 1)€1|V61’ dx
A |z] A

2
—l—/ (mz|x|2—2m|:zc|)‘V61|2 dx+u/ %dw.
Am

1/m
Mas em A,, temos

2
m® + % < (14 2p)m? = Om?,
xr

2m(m|z] — 1) < 2m =Cm

m?|z|* — 2m|x| <0

logo, utilizando (4.6) e a férmula da integral para funges radias, obtemos

2
e
e HHH ||61||H/L Cm/ el dx—l—C’m/ e1| Ve | dx—i—,u/ ﬁdm

Bl/m
2
2 2 €1
< Cm e; dr +Cm 61‘V61|d$+ﬂ —2dx
B2/m B2/m Bl/m|$|

2/m

2/m
C'm? / PV g Cm/ P2VE=H dp
0 0

N

N

1/m
oo [
0
o \2H2VAR o \I+2Vih | \&VAR
C'm? (—) + Cm(—) +C <—)
m m m

— Om 2VE—R + Cm~2VE—h + Om~2VER
C'm 2VHE=H,
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Portanto, obtemos que
et 17, < lledllz, + Cm™2r=H = Ay + Cm=2VETH,

Por outro lado, temos

vt = [ et do= [ o [0-g)éas
Q Q Q

~ lali - [0-g)da=1- [1-g)da

Q

= 1—/ e%dm—/ (1—€2)eldx
Bi/m Anm

> 1—/ e%da: > 1—/ efdx
Bl/m BQ/m

2/m
> 1—C’/ pIE2VE= gy
0

9 242/ i—p1
Sre()
m

= 1-Cm 22Ver
Assim, como H, = span{e]"}, vemos que

m
€1

et lla,
et || 2

,  lerle

max[lull, =
uwe H,,NOB

1

e utilizando as estimativas (4.7), (4.8) e o fato que —

)\1 + Cm— Va1
we Hy NOB 1 —Cm—2-2Ve—n
< (A A+ Cm™2VEE) (14 kCm—272VEH)

< )\1 + CmiZ ﬁiu.

Agora, para € > 0 consideremos a familia de fung¢oes

C:
[€2|x|v//\/ﬁ+ ’x|w/\/ﬁ}‘/ﬁ’

ur(x) =

n—2

n—2

(4.8)

< 1+ kx para x
suficientemente pequeno e onde k é constante, obtemos finalmente que

= A 4+ Om WVEH L O 22V L Oy WVER

(4.9)

42n(m—p)\ * - , — —
onte €= (I BT o =BV
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Para cada € > 0, de acordo com [13], as fun¢oes u} sao solugoes da equagao

U 2% 92

Raaar

u em R™"\{0}

e por isso satisfazem

gl =

Além disso, considerando o elemento v que minimiza S,,, temos que

—Av — | 1)‘2 S, v 2

1/(2*-2)

e tomando u = S, v e substituindo na igualdade acima, obtemos

2% -2

—Au—,ul:\u u.

|2

Assim, devemos ter que u = u? e entao

v = Sfl/(2*72)u*

1 e
logo,
g o Ml el el
uw = - 2
0172 [luzll?. ||u HLQ* oL
e, portanto,
2% /(2% —2) /2
=5, =5,
Desta forma, obtemos que
luz |, = llufll7ze = Sp2. (4.10)

Como u} é uma fungao radial, podemos vé-la como uma fungao definida em
R* e entdao denotaremos u}(|z|) = ui(z).

Para todo m € N e € > 0, considerando as fungoes corte
C:

- B 1\//VE 1 \/ Vi Vi
=1 G
m m
0 se € Q\B1/m,

se x € By/m\{0}

temos as seguintes estimativas:

Lema 4.2 Existem constantes Cy, Cy, K > 0 tais que se " *m>VF + < K,
entao
[u[;, < S/ + Cre™ 2 mPVi,

|25 = S22 — Cy e mazVEH,
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Demonstragao: Denotaremos todas as constantes positivas por C.

Vui  em By, \{0}

Notemos inicialmente que Vu* = { 0 emQ\B
1/m-

Assim, temos que

/ |Vu™? do = / |Vu™|? dx +/ |Vu™|? dx
Q Bl/m Q\Bl/m
= / |Vui|? dr < / |Vui|? dr. (4.11)
Bl/m R™

Também temos que

(ug)? (ur)? (ur)? (ur)?
/ 5 der = 5 dx + BE dr = BE dx
o |7l Bim |7l ON\By),, T Byjm 1T

x 1

(u)? Cz
ST dz + — ENAIE dx
Bi/m || By /m [52<%)v/«/ﬁ+ (%y/\/ﬁ} T

1
m m

2/ Cou? 1
B VIVE |y el
o [ G
*) 2 C % 1
/ (UE)Q dx—Z/ U = - dZL‘,
Bi/m 2] Bi/m [52<i)’7'/\/ﬁ )’V/ﬁ] x|

mas, pela féormula da integral para fungoes radiais,

*) 2 *) 2 *\2
/ (uE)Q dx :/ (UE)Z dx—/ _(%)2 dx
Bl/m!xl re | 7] R™\B) /m |z
*2 [e%s) * 2
2 / (ue) d.l?—C/ UE(T> Tn—l d?”
1

m |7l

*\2 o'} 2 ,.n—3
:/ (“5)2 da:—C/ Cer dr (4.12)
R |7]

1/m [e207 IV 4 7/ VE] Rz

WV

+ (&

m

e como e2pV/VE L pWVE S pIVE o C2 = Ce?VE, temos que

oo 052 7,.n—3 o o0 rn—?;
C Wi dr < Ce“vH —M dr
1m [e2 77 IVE 4 ¢/ VE]2VE Lm [py/VE] Y

= C&¥Vr /00 3T gy
1/m

= (C&¥VF /00 P VER gy
1/m

- 52\/ﬁ mzm
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e assim, substituindo em (4.12), obtemos

*)2 *)2
/ (ue)” dr > / I dz — C eWVEm>Vir, (4.13)
Bi/m R

]2 o faf?

Ainda,

Cu 1fm u(r) "
T 7 <k T
C’/l/m 052 yn=3
22 (L) 4 (LR [ i 1 ]
C e2VE /1/m e dr
() ]

1/m

= o (LT [Ty,

- e ()
= CeVEmVEE, (4.14)

dr

N

Portanto, substituindo (4.13) e (4.14), segue que
m)\2 *)2
/ (usg dr > / (%)2 dx — C e2VAm>i# (4.15)
o |zl re 7]
e por (4.10), (4.11) e (4.15), finalmente obtemos
m)2
farlty, = [ (varf e —p [ YL
. Q o |zl
< / / (u)° dx + pC ViV
Rn

j?
= |l + Cre®rmvre
SH2 4 Oy eVEmAVIEE,

Para provar a estimativa restante, notemos que

— / (W™ do = / u
Q Bl/m

.
2 dx

> / |u* Q*de‘ B 2*/ |U:’2*_1 Cg W
Bi/m € Bi/m [52( )7 "IVE + (%)’Y/\/ﬁ}\/ﬁ

= ;Q*dQE—/ |u: 2*dx
R R™\ B /m,
* luz]* ' C.

e 10
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mas, pela férmula da integral para funcoes radias e como C?" = Ce™

Y

[ m@Pda = o[ e et
R™\B 1/m

00 02*
= C/ g T r"tdr
1/m [EQTV’/\/ﬁ + rv/\/ﬁ] vE

C / h —En L dr
1/m [7“’7/\/ﬁ} 2V

[oe)
_1_9%
= Ca”/ =2 gy
1/m

. = [e'e)
= (Cehp 2Ver
1/m

= Cec"m>Vrr (4.17)

N

e ainda,

N

N

/ ut" 1 C. s
B, 7/\/: LV /VEYE
|2 @G+ (&)

o C’f*_l C.
B N 1 -V 1\Y/Vi 1
1/m [52|x|v INE L |;p”¥/\/ﬁ} [52(%) + (_

dx

m

)V/\/ﬁ}‘/ﬁ

/ -
2 —1)/Ii e
0 awm%me Nﬂﬂﬁ”ﬁ+G

1/m gn .
C/ - =r"dr
0 m/f Fr=nve “[(L)Wﬁ]ﬁ

1/m Tn—l
Ce /o —r(2*71)v(%)7 dr

C

r"tdr

)W/\/ﬁ]‘/ﬁ

ce" (—)71_2*7 = Ce"m?VEH (4.18)
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Portanto, substituindo (4.17) e (4.18) em (4.16), obtemos

| % 2‘/|@Pﬂx—aﬁ+?0k@mf%m“
n
= [zl — Coemmara Vi

S/ — Cy e mea VI,

O
Proposicao 4.1 Temos que
vl = Aeallvllz: Vve HT.
[o.¢]
Demonstragao: Para v € H" temos que v = Z «; e; e, utilizando a
i=k+1
Proposicao 3.1, obtemos
o0 o
lolf, = D allledlli, = > aiMllellz
i=k+1 i=k+1
(o]
Z Aot Z af leillz: = Aegr 0172
i=k+1
O
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Capitulo 5

A Caracterizacao Variacional

O objetivo desta secao é descrever a caracterizacao variacional do problema
(1.1) e com isso provar resultados importantes sobre a existéncia de solugoes
para esta equacao. Ao longo desta secao, as hipdteses citadas no capitulo 2
serao largamente utilizadas.

Defini¢ao 5.1 Uma seqiiéncia {u,,} C H, é chamada uma seqiiéncia PS
(de Palais-Smale) para o funcional J no nivel ¢ se:

J () — ¢ e J (um) — 0em H,'

Lema 5.1 Suponhamos que a hipdtese (3.2) se verifique e seja {un,} C H,
uma sequéncia PS para o funcional J. Entdo existem U, ,u € H, tais que

U, — uw e J'(u) = 0. Além disso, se J(u,,) — ¢ com ¢ € (0, %SZ/Q), entao
u# 0 e, assim, u € uma solu¢ao fraca nao trivial do problema (3.1).

Demonstracgao: Consideremos
flacs) = glos) #1572 o Flas)= [ o)t
0
Inicialmente vamos provar que existem ¥ € (0,1) e A € L*() tais que
F(z,s) <Usf(x,s)+ A(x) para z € Q2 g.s. Vs € R. (5.1)
De fato, utilizando a hipétese (3.2) para € > 0, temos que
F(z,s) = / f(z,t) dt = / gz, t) + [t|* 2t dt
0 0

< / ac(z) +e|t|"r + |t
0

Y2 dt

— /ag(x)—|—5|t|2*_1—|—|t|2*_2tdt
0

|s]*
= a€(£>5+(1+€)?
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e, pela desigualdade de Young, com p = nZ—fQ eq=2",

2% o|2* 2% o|2*

2n
a:(x as(x)|»t2 e |s e |s
auta)s < 2D oy IR SR g0y 20
€ gnt? p 2 2
onde A; € L'(), pois a. € L%(Q) Assim, obtemos que
[s*
F(z,s) < Ai(z)+ (1 +¢) TR (5.2)

Por outro lado, como f(x,s) = g(z,s) + |s[* 7% s, temos

|s|* s f(x,s) —sg(x,s) < sf(x,s)+]s||g(x,s)]
f(z,s) + |s|(a-(2) +5‘3|%§)

()
()
s f(x,5) + sl ac(x) +es[*
()
()

N

N

6 * *
f(@ )+ @) + 5 s +els

flz,s) + Ai(z) +2|s],

logo,
(1—-8)[s]” <sf(x,s)+ Ai(),

Portanto, substituindo em (5.2) concluimos que

F(z,s) < Ai(z)+ %(3 f(z,s) + Ai(z))

= A(x)+ s f(x,s),

1 1
com Ae LY Q) ed— > <3 obtendo o resultado desejado.

Consideremos entao {u,,} € H, uma seqiiéncia PS para o funcional J. Como
J' () — 0, dado € > 0 temos que

| () (0)| < 1T () o], < €

para todo [|¢||g, = 1 e m suficientemente grande. Assim,

/Vungp I iz |;p dx—/g(x,um)cp—l—]ump*?umgp d:c‘ <€
Q

e tomando ¢ = _Um_ ohtemos
[,
L/\Vu ’2—M d /g(x,um)um+|um2* d$‘<€
[t i, Jo [ a [t 1, ’

44



ou seja,

|t || 1, — m/ﬂg(x,um) o -+ |t |2 d| < e
Logo,

m /Qg(x,um) s+ Jtm[?" dz — & < Jlumll,
e, entao,

/Qg(x,um) U+ [t [* d < [l + € [l . (5.3)

Porém, por (5.1) temos que

(Pl un) = A)).

S

g(x, ) um, + ]um|2 = U, [ (T, Up,) =

que substituido em (5.3) nos da

1
5 [ Pn) = A@) do < funl, + ¢
isto é,
/ F(x,uy,) dr <9 ||um||%lu + Ve ||tm||m, + / A(zx) dz.
Q Q
Note que
’ 2% -2 |s]*
F(z,s)= [ gz, t)+|t|* “tdt =G(x,s)+ 5T
0
e assim,

| ”

/QG(x,um) + dr <9 ||um||§{M + Ve ||tm||m, + /QA(x) dr. (5.4)

Além disso, como J(u,,) — ¢ temos que J(u,,) é limitada. Logo, existe uma
constante k tal que

1

1 .
2 2 .
5 e, = /QG(:c,um) t o [uml ™ do = T (um) < k.

Utilizando (5.4), obtemos que

1
3 B, = 9l = 9 [l — [ Alw) do

1
(5= )y, = 9 mll, — [ Ale) d
Q

= allwaly, ~blunls, —¢  comabe>0

k

WV
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e concluimos que u,, é uma sequéncia limitada, pois caso contrario, fazendo
m — 400, terfamos que k£ > +oo, um absurdo.

Portanto, u,, ¢ limitada e, pelo Teorema 2.3, existem u,,, ,u € H, tais que

Upp, — U.

Além disso, como u,, é uma seqiiéncia PS, temos que J'(uy,, ) — 0. Assim,
pela continuidade fraca de J’, obtemos que

J(u)=0
e desta forma w é uma solugao fraca da equagao (3.1).

Para provar a afirmativa restante suponhamos que ¢ € (0, %Sﬁ/ 2) e por con-
tradicao, que u = 0.
Como u,, é uma seqiiéncia PS, temos que J'(u,,) — 0 em H,' e, assim, vemos
que J'(unp)(uy,) = o(1), ou seja,

2

o(1) = J (um)(um) = / (Vu|? dz — p u_m2 dx
Q o |zl

— /g(x,um)um dx—/|um
Q Q

= Yl — / 92, ) s e — [

22 2
uy, dx

2%
L2* .

Utilizando o Lema 3.5 vemos que / 9(x, Up,) Uy, dz — 0 e, portanto, obtemos

Q
que
umllZs, — lwml72e = o(1). (5.5)
Pela definicao de S, para todo u € H,, temos S, [[ul7.- < [lullf,, logo
Si*/QHUm i*z* g Hum %—;1”
que substituido em (5.5) nos da
of1) >l = S5 Pluml, = Il (1 = S22 2lluml )

Note agora que ||ty,||z, ¢ limitada inferiormente por uma constante positiva
d, pois sendo terfamos ||ty ||, — 0 para alguma subseqiiéncia e, assim,

J(tm, ) — 0, contradizendo o fato que J(u,,) — ¢ € (0, %52/2). Logo,

p _ _o(M)] _ Jo(D)]

1-— S_Q*/QHUm H, S ”u ”2 S d2 = 0(1)
mllH,

m
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e, entao,
252

S22+ o(1) < JumllF

4 2F
e 2

mn
Como 2% — 2 — _
omo n—2 2 n_2

, temos que

n—2

lumlid, = (a3 2= > (S (1+0(1)) °
= S (1+40(1)) = S + o(1). (5.6)

Assim, utilizando (5.5), (5.6) e o Lema 3.5, temos que

1 1
Ium) = 5 lumliy, = o(1) = 5 lum
n—2

2n
n—2

2n
[um |, + 0(1)

2*
Hy
n—2

2 a2

22) +o(1)

17, + 17, + 0(1) —

eI, +

(e, — Il

PR3 Rr3I =3I

WV

- Sr/% +o(1)

2 ,
e como J(u,) — c obtemos que ¢ > %SZ/ , um absurdo. Concluimos por-

tanto que u # 0.
O

Devido a este lema, para garantirmos a existéncia de solugoes para a
equagao (3.1) basta encontrar uma seqiiéncia PS para o funcional J em um
nivel estritamente entre 0 e %Sﬁ/ 2,

Como temos interesse em solugoes positivas podemos definir g(z,s) = 0
para s < 0. Nesse sentido, quando o funcional J possuir a geometria do
Mountain Pass Theorem, obtemos o seguinte resultado:

Lema 5.2 Suponhamos que a hipdtese (3.3) seja vdalida. Admitimos também
que vale (3.5) para v € (Ao, A1), onde N\g = 0. Entdo o funcional J admite
um sequéncia PS no cone de fungoes positivas para o nivel

— inf J(y(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde I' = {y € C([0,1],H,) ; 7(0) = 0 e J(v(1)) < 0}.

Demonstragao: Vamos provar que o funcional J satisfaz as hipoteses do
Mountain Pass Theorem, exceto pela condicao PS de compacidade.

Obviamente temos que J € C'(H,,R) e J(0) = 0.
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Além disso, existem constantes «, p > 0 tais que
J(v) > «a VvedB,NH,.

De fato, utilizando a hipétese (3.5) obtemos que

1 W v?

1 1 "
— Wl — [ Gloo) do = 5 ol

1 1 . 1
> §||U||%{H_/Q§VUQ+¢($) v|® + C v|* dox — — 5 l|v]|%

1 2 9 1
> Sl = 5o lvlis = [ 1o ol o - Lz

1
= SlllE, - Vllvlle— C+ ||v
2

/ 0() |v|9 dr. (5.7
Mas pela desigualdade de Holder, com p = 2*/6 e ¢ = ¢(0), temos que

/QW(iU)Hv\ed:v < /W )|© d:z: / dyc 0/2*

= [lo(@) | o ||U||L2
Pela defini¢ao de S,,, temos ||v||%{u > Sullv]|3.+ e, assim, obtemos que

lv

Pela Proposicao 3.2 também temos que [|v||3;,, = Ay [|v]|7,. Substituindo em
(5.7), obtemos

2 S Pl e il = SpP vl

30 > (5= 5 ol = (€4 52) 8,2 Il

1 v 1
> (22 2 _( ) -2°/2|,,
(2 2)\1>HUHH“ O+ 3

= Cilvll, — Callvll, — Csllvll,,

— ¥ @)l oo [V]] -

~ [ @)l a0 S, 2011,

onde C1, Cy, C3 > 0, visto que ¥ < A\;. Como 2 < 6 < 2* podemos escolher
p > 0 suficientemente pequeno para que

J) > Cip*=Cop? —Csp? >a >0 YveoB,NH,.
o %

Por fim, completando as hipdoteses do Mountain Pass Theorem, vemos que
existe um elemento v € H, tal que

ol >p o J()<0.
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De fato, utilizando a hipétese (3.3), para cada v € H,, temos que

J(tv) = = /\Vtv )| x——/ |x|2 /G:ctv

= Lol - /axmmFQHU
Q

2 t2*
< = H vll%, — 57 lvlI7:

e como 2 < 2*, podemos escolher t € R suficientemente grande para que
ltvllg, >p e J(tv) <O0.

Desta forma, as hipéteses do Mountain Pass Theorem estao satisfeitas. As-
sim, podemos aplicar o Teorema 2.2 de [7] (veja o Apéndice B) e obter a
existéncia de uma seqiiéncia PS em H, no nivel

= inf .
Rt AR

Como definimos g(x, s) = 0 para s < 0, temos que

G(z,u) = /0 g(x,t) dt < /0 g(z,t) dt = G(x,|u|]) Yue H,

e assim, para todo u € H,, obtemos

ﬂM)z—mwu | e

< gk, - [ 6. >M—§|
= J(u)

Portanto, a seqiiéncia PS pode ser escolhida no cone de fungoes positivas.

g

Lema 5.3 Dado m € N, suponha que para todo € > 0 exista um t. satisfa-
zendo
m 1 n/2
J(tul') = =Su=. (5.8)

n

Entao existem constantes ci,co > 0 tais que ¢; < t. < ¢co. Consequentemente,
existe uma seqiéncia €, — 0 tal que t., — to > 0.
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Demonstragao: Por contradi¢ao, suponhamos que exista alguma seqiiéncia
er tal que ey — 0 e t,, — +o0. Utilizando a hipdtese (3.3) temos que

1 .
Ko = Gl — [ Glotoa) do = 5 ot
1 * *
< SR, — o B e

Pelo Lema 4.2, para ¢, suficientemente pequeno, obtemos

|, <2502 e JullTer 2 S”/Qa

logo,
2 qgn/2 1 2* an/2
J(t,ul) <tz S — 2 SV — —o0,

€k e/ TS Vet 22*€ku

ocorrendo assim uma contradi¢ao com (5.8). Portanto, ¢. fica limitada quando
e — 0 e, entao, existem t., e ty tais que t., — %o.

Suponhamos que to = 0.

sz . 2n_ n+2 .
Pela hipétese (3.2), existe a; € Ln+2 tal que |g(z, s)| < ai(x) + |s|»—2 e assim

o s a )
Glaos)l < [ latw e < [ arte) + 7 de = sl as(a) + C1of
0 0

e, pela desigualdade de Holder com p = - +2 e ¢ = 2%, temos

/|G:E teul )| dr < Ek/|u | ay(z dx+0t2*/|u6k|2 dx

= e llanll oo, Il )2 + O [l 172 — O,
pois [[ul}|[ 2+ € limitado. Logo
1 * *
J<t5ku€k) = —t2 [lul HH‘L /G x tskusk ) dx — Etgk iQ* — 0,

contradizendo novamente a hipétese (5.8). Portanto, obtemos que ¢y > 0.

g

Agora estimaremos o termo de ordem inferior / G(z,t.ul') da:
Lema 5.4 Suponhamos que as hipdteses (3.2)-(3.5) sejam vdlidas paran > 4
ep<p—1(comk=0eX=0). Suponhamos também que a hipdtese (3.7)

seja vdlida para @t — 1 < p < @. Entdo existe uma fung¢ao T = 7(g) com
hH(l] T(€) = +00 e tal que, para € suficientemente pequeno,
£—

/ Gz, t.u™) dv > 7(e)e™ 2,
0

onde t. € uma sequéncia tal como no lema anterior.
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Demonstragao: Todas as constantes positivas serao denotadas por C.
1° Caso: 1 — 1 < pu < 1.

Pela hipétese (3.7) existe uma funcdo continua crescente p = p(s) tal que
lim ¢(s) = 400 e existe 5 > 0 tal que se s > 5 entdo, para quase todo x € )
S§—00

2 ¢(s). (5.9)
Consideremos

Vi p:2(n—2x/ﬁ—u)
V= n—2 ’
Y=VE+VE— 1, Y =VE-ViE-
Se € > 0 ¢é suficientemente pequeno temos que B.s C By, C €y. Como

v = 2/l — 1 + 7/ obtemos que e/ VFH# = @VE-rtY)/VE—I ¢ agsim, para
qualquer =z € B.s vale que

8=

62|1,|~y’/\/ﬁ + |x|7/\/ﬁ L 2V VT L AYIVEE — 9 IV, (5.10)
Entao, como C. = C'eV¥, para z € B.s temos
teul"(x) = touz(w) —touz(1/m)
t-C. te Ce
(2l VA 4 VAR [ (BT
tE CE o tE CE
R N O AR O i M
Ct.eVh Ct.eVr
W [52(L>7’/\/ﬁ 4 (L

m m

)7/ x/ﬁ} Vit

_ O VFOIVER) CtcevF
c [52<i)'7//‘/ﬁ_|_ (l)v/\/ﬁ]\/ﬁ

Ct.eVr
[SQ(L)V’/\/ﬁ_i_ (l)v/\/ﬁ}\/ﬁ’

m m

_ Ctaé“_ﬁ/m _

mas, pelo Lema 5.3, t. é limitada e, assim,

Ct.eVE . . 0
[52(i)7'/\/ﬁ_|_ (L)v/x/ﬁ]\/ﬁ - quando £ — 0.

Logo

tou™(x) = Ctoe PR _o(1) > Ctee PIVIEI 5 400,

€

o1



Desta forma, obtemos que t.u”(x) > 3§ para x € B.s e ¢ suficientemente
pequeno. Assim, podemos utilizar (5.9) e que 0 < ¢1 < t. < ¢y para obter

/ Gz, tou™) de > / G(x,tul") de > / p(teul)(teul")” do
Q B B,
> [ el g (@) da
B

> C@(Ce_ﬁ/‘/ﬁ_“) /

B

1

<u:(x) — ui(l))p dr. (5.11)

m

Seja g = p'/7". Note que ¢ > 1, pois como —p < 1temos que p > 1. Entao,
para ¢ suficientemente pequeno, B.y, € By/gm € como u? ¢ uma fungao radial,
para x € By, temos

. . _ Ce
u(r) 2w <_> B [EZ(L)V//‘/ﬁ+ (L)V/\/ﬁ}‘/ﬁ
qm qm

Ce
[(l)V’/\/ﬁ 52(L)’Y//\/ﬁ + (1)7/ﬁ< 1 )’Y/\/ﬁ}\/ﬁ

q m q m

m

C.
[(%)’Y'/\/ﬁ<gg (i>7’/\/ﬁ+ (l)v/x/ﬁﬂ‘/’j

WV

C:
(& [ &+ @y

m m

= @ U \—] = PuU\—/|
m m

onde usamos que v > 7" e 1/q < 1. Logo, para = € B.g, temos

i) - (o) 2 ) - B P i), G

WV

que substituido em (5.11) nos dé

/QG(:v,tau;”) de > C@(Cs_“/‘/ﬂ)/ (u;(l‘) —ul <i>>p dx

Bsﬁ/q m
> CpC= ) [ (@) do
Bsﬁ/q
Como B.g, C B.s, (5.10) é valida e, assim,
C. .
ul(z) > —————— = Ce FVin (5.13)

- [2 V=] "
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Logo,

/G(%tgu?) dr > C@(Cs_”/v“_“)/ (Cg—ﬁ/m)P dr
Q

Bfﬁ/ q

y
> Cp(CeFINFR) ViR / Tt gy
0

KD

= Cop(Ce PIVE—I v =

Cp(Ce FIVE=1) gn=2,

Assim, definindo 7(g) = Cip(Ce™#/VE=H) temos que

lim 7(e) = lim Cyp(s) = 400

e—0 s—+o00

e o primeiro caso esta provado.

2° Caso: 0 < pu<pn— 1.
Pela hipétese (3.4) existem 6 > 0 e n € (0, ) tais que

1
G(z,s) > 57732 Vis| <9, € Qqs.. (5.14)
Por outro lado, temos que

* * 1 *
teul(z) = toul(x) —toul (E) < teul(z)
tE OE < tE CE
(2| IV + Ve " el

Portanto, se ocorrer que

tE CE

|z

teremos que t.ul"(z) < J e assim poderemos utilizar a hipétese (5.14).

Porém, a desigualdade (5.15) valerd se e somente se

ol > t.C. L/ _ te 1/y Ae2n (i — p) Vi 2y
- ) ) n—2 '
Como t. é limitada devido ao Lema 5.3, existe uma constante C; > 0 tal que
para ¢ suficientemente pequeno

L/y 2. (7 Vi 2v L/y
t\' (4t (m—p) _ (Y covin < o v < L
) n—2 ) qm
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onde ¢ = 2'/7" > 1. Assim, se || > C; eV#/7, teremos que |z| > ( 5

entao, t.u(x) < ¢ e poderemos utilizar (5.14).

tE C&

1/~
) e

Além disso, como 7' < 7, também existe uma constante Cy > 0 tal que

£2 |$|v’/\/ﬁ + |m|v/\/ﬁ < O, |x|v/x/ﬁ Vx| > eVAlT
1

(5.16)

= 1
com Oy eVA/7 < — < —. Utilizando as hipéteses (3.4), (5.14) e o Lema 5.3,

gn = m
obtemos que

/G(m,tgug“) de > / G(z,t.ul) dx
Q Bl/qm\B

CreVE/Y

1
> / 31 (tu™)? da
Bl/qm\Bclgﬁ/’Y

= C u™(x)? dx

Bl/qm\BCIE\/ﬁ/v

= C’/B <u:(:p) — uj(%))Q dzx.

1/‘17"\301 eVE/Y

De forma analoga ao caso anterior, para todo x € B, vz, Vvale que

* * 1 ’Y, * 1 * 1
Us([ll') = u.e(_) = q us(%) = 2U’e<_>7

qm m
logo,
Ue(ZL‘) _u6<E> > §U€<CL’)
e por (5.16), para x € By /gm\Bg, .va/, temos
C C
uz(z) = : > = = CeVF|z|7,

(2| IV + |ava] " Calal

que substituido em (5.17), nos d&

/G(m,teu?) de > C’/ ut(r)? dr
Q Bl/qm\BClg\/ﬁ/'y

> C/ 52\/ﬁ|x|_2“’ dx
Bl/qm\Bolgx/ﬁ/v

_ rlim
C e2Vh 2 el gy
Clgﬁ/’}’

1/qm _
= Cs"_Q/ pl=2VESE gy,
Clgﬁ/’*f
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Para prosseguir, dividiremos em dois subcasos:

i) se p <@ — 1, entao

1 \2-2vin e _
/ Gz, tou™) do > C e [C (—) — eI
Q gm
> e VIR T(g)e" 3,
onde _
r(e) = €UV
é tal que
lim 7(¢) = 400,
e—0
pois 1 — /it — < 0 e assim temos o resultado desejado;
i1) se ;=1 — 1, entao
1/gm
/ Gz, tul) de > C’s”_Q/ r~tdr
Q CheVE/Y
1 —
= (Ceg"? <ln <—> —In C’ls‘/ﬁ/“’)
qm
> Ce"?|n Ce\/ﬁ”’ = 7(e)e" 2,
onde ~
7(e) = C'|In CeVA/|
é tal que

lim 7(g) = 400,
e—0

completando a demonstracao do 2° caso.

Lema 5.5 Para ¢ — 0 € vdlida a sequinte estimativa

1 m 1 2t 1., .
B [teu? H%Iu T o [teu? iz* < Esu/z +Ce™ 2

2*
L

Demonstragdo: Vamos considerar a = [[u"||3,, b = [Ju

1 1 .
funcao f(t) = 3 at® — o bt*". Como 2 < 2%, temos que

t—0 = f(t)—=0 e t—+o0o = f(t)— —oc.

Assim, vemos que f assume um valor maximo em (0, c0), dado por

*

L =3
(G ) =G2)m =

%)

|3

a

b

S|
.

e definir a



Logo,

o*

LQ*

1
£ 2, = 55 & 3

n

(" I,)°

(lum )2,y

1 m
5 e, — o e

£

e, utilizando o Lema 4.2, obtemos que

- 1 (Sp? 4 €y en-2 mavimny?
5 ||t5u€ ||HH 2* || et € Lz* < . n/2 — n—2
TSP — Cyenm2 ViKY 2
n—2\n/2
< 153/2 (1+Ce 71)72
n (1—-Cen)yz
1+ Cen—2\"?
< = Lgnp (LHCm 73T 5.18
n " ( 1 —Cen ) (5.18)
Como < 1+ kx para x suficientemente pequeno e k constante, temos
1 C n—2
;F—é < (1+Ce" )1+ ke”) <1+ Ce"2
— En

e substituindo em (5.18), para ¢ suficientemente pequeno, obtemos

1 m * n n—2\n
5 e, — Ht wMZe < =S (14 Cen )2
< =S (14 Cem)

= SP(1 4 Ce"? 4 02D L4 O R)

1
n
1
n
1
n
1 n/2 n—2
< —S// (1+Ce")
1
= S+ Cem
n
m

Estes resultados nos possibilita enunciar um primeiro teorema sobre a
existéncia de solugoes para a equacao (3.1), que trata da questdo quando, a
grosso modo, g(x,s) é menor que A\;s numa vizinhanga de s = 0.

Teorema 5.1 Seja 2 C R™ um dominio fechado e limitado tal que 0 € € e
seja = 0. Paran >4 e p <u—1 suponhamos que as hipdteses (3.2)-(3.5)
sao vdlidas (com k=0 e A\g =0). Para i — 1 < p < [ assumimos também
a hipdtese (3.7). Entdao a equagao (3.1) admite uma solugao positiva.
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Demonstracao: Utilizando o Lema 5.2, obtemos uma seqiiéncia PS de
funcoes positivas no nivel

— inf J((t
¢= inf max (v(t)),

onde I' = {y € C([0,1], H,) ; 7(0) = 0 e J(v(1)) < 0}.
Pelo Lema 5.1, se ¢ € (0, %Sﬁ/ 2) existe uma soluc¢ao nao trivial (e positiva)

para a equagao (3.1).
2
Portanto, teremos demonstrado o teorema se provarmos que ¢ < %Sﬁ/ :

Na demonstracao do Lema 5.1 obtemos que
Vve H, 3t>0tal que J(tv) <0

e assim existe top > 0 tal que J(tou™(z)) < 0. Considerando entdo & > 0
suficientemente pequeno e 7(t) = ttou", temos que 7 € I' e, entao,

¢ < max J (3(1)).

Assim, basta provar que

1
m ~aqn/2
Iglgé(J(tua ) < nS“ :

Suponhamos por contradicao que isto nao é valido, ou seja, que para todo
e > 0 existe t. > 0 tal que

m 1 n
J(tou™) > gSI/Q' (5.19)
Desta forma, as hipoteses dos Lemas 5.3 e 5.4 estao satisfeitas e utilizando-os,

juntamente com o Lema 5.5, para ¢ suficientemente pequeno obtemos

1

Bl — [ Glatar) do— 5o

2*
L2*

m
(3

J(tul') =

52/2 +Ce"? —1(e) g2

/AN
S|—=3 |~ Nl

1
SPP4(C—71(e)e"? < 553/2,

uma contradi¢do com (5.19), que prova o teorema.
U

Trataremos agora o caso onde o funcional J tem um comportamento de
linking.
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Lema 5.6 Suponhamos que as hipdteses (3.3), (3.5) e (3.6) sejam vdlidas.
Dados ¢, R > 0 e m € N sejam também

Q5. = [(BrN H,,) ® [0, RI{u"}]
e I'={heC(Q;,,H,); h(v)=v Yv € 0Q5,}.
Entdo J admite uma seqiiéncia PS no nivel

¢ = inf max J(h<v))7

heTveQs,

para m e R suficientemente grandes.

Demonstragao: Para v € H,, & R {u"} podemos escrever v = w + au’",
onde w € H,, a« € R" e por definigao

|supp ul* N supp w| = 0.

Vamos provar que o funcional .J satisfaz as hipéteses do Teorema do Linking
(com V =H_ eW = H"), exceto pela condigdo PS de compacidade.

Afirmagdo 1: Se a hipdtese (3.5) € vdlida entdo existem o, p > 0 tais que
Jw)za YveIB,NH".

De fato, da mesma forma que na demonstracao do Lema 5.2 e utilizando a
Proposicao 4.1, para v € H' temos

1 1 o
1 2 1 2 0 1 2*
> S, = 52 Il = le@lo ol = (€ + 52 lolZ
1 v 1 .
> (5= 5 Il = et Jollfer = (C+ 52 ) el

> Cy vl — Calloll%, — Csllv

2*

Hy»

onde C1,Cy,C3 > 0. Assim, como 2 < 6 < 2* podemos escolher p > 0
suficientemente pequeno para que

JW) = Crp*—Cyp’ —C5p* =a>0 VvedB,NH".

Afirmacao 2: Pela definicao de ()¢ , existe R > p tal que

m?

5, L) < o

com wy,, — 0 quando m — 4o00.

58



Para provarmos esta afirmacao notemos inicialmente que

lim max J(v) =0.

m—+00 e H

De fato, da mesma forma que na demonstragdo do item (i) do Lema 4.1,
quando m — 400, obtemos

e ([, — llesll?, < Cm? 2 dr + Cm e; |Ve,| dz
BQ/m B2/m

i 1)
+ u/ —=dxr = o(l),
Bi/m |z[?

€ como Hei”%[# = \i|leill32 = Ai, segue que
He?‘H?{u < A +o(1) quando m — +00.

Assim, para v € H = span{el”;i=1,...,k}, temos v = Zai el e, utili-

zando a Proposicao 3.1 e o Lema 4.1, obtemos que

k k
lolif, = D afllef s, < Y af(\+o(1))
i=1 i=1
k k
= Zaf)\i+o(1) < )\kZa?jLo(l)
i=1 i=1

= ellol + o1).

Entao, pela hipdtese (3.6),

¢m>=1m&;/ Gla,) do = o ol

+ 1
< —)\kHvHL2+0 / ol v? — da:——Hv Lz*

A
= k||v||L2 +o(1) -

- —§||v||L2+0(1) < o(1)

1
k
T ol + o ol

e como J(0) = 0, para m — 400 obtemos que 0 < max J(v) < o(1).
veE Hy,

Portanto,
lim max J(v) = 0.

m—+00 y e Hy,

Assim, para todo v € H,, temos

J(v) < wp,.
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Ainda, pela hipétese (3.3), temos que

S S R
Jru) < 5% Iy, — 5

2*
L2

m

Ug

e como 2 < 2%, para m e ¢ fixados existe R = R(m,¢) grande o suficiente tal
que

J(rul®) <0 parar > R. (5.20)

Desta maneira, com o auxilio da Proposic¢ao 2.1, para todo v € H, & R{ul"}
também temos

J(v)=J(w+ Ru) = J(w) + J(Rul") < wp,.

Também, como [0, R] é compacto, existe M > 0 tal que J(rul") < M para
todo r < R e assim, por (5.20), obtemos que

max J(ru') < M.
0<r <oo

Logo, para v = w + au € (0Bg N H,,) @ [0, R]{u}, segue que
J(v) = J(w)+ J(aul) < J(w) + M,

mas, pelo item (i) do Lema 4.1 e pela desigualdade de Holder com p = 27 e
q = 5, temos que

lwllZ, < Aellwlzs < A QP wl|7er = C w7

e assim, para R suficientemente grande, obtemos

1 1 . 1 1 .
Jw) < Slwl, — o lwlfe < 5 lwlf, - 55 llvli,
1 1 .
= -RP—-— _— R < —-M.
2 2+

Portanto, para todo v € (0Br N H,) ® [0, R]{u”} também temos
J(v) < wp,
e como 9Q%, = H,, U (H,, ® R{u™}) U [(0BrNH,,)®[0, R{u"}] e wy, — 0,
a afirmagcao esta provada.
Resta mostrar que H, = H,, & H*.

De fato, pelo Lema 4.1 temos que e” — e; e assim Py(e") — Pi(e;) = e
quando m — +oo, onde P, : H, — H~ é a projecao ortogonal definida
anteriormente. Dessa maneira, obtemos que Py (H,,) € P,(H,) = H™ e
entao basta mostrar que, para m suficientemente grande,



Para isto, basta provar que {Pk(er)}le ¢ um conjunto linearmente indepen-

dente quando m é grande. Suponhamos que isto nao ocorre, ou seja, que
existe (af,...,af") # (0, ...,0) tal que

al'Py(el’) + ... + o' Pi(e)') = 0.

Normalizando (af,...,af"), podemos supor que (a]")? + ... + (af")> = 1 e
assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, obtemos que existe uma sub-
seqiiéncia ()", ..., a;”) convergente para (ay, ..., o). Logo,
0 = a”’Pu(e]?)+ ... +a,” Pe(e”)
— Ozlpk(el) + ...+ akPk(ek) = €1 + ... + ey,
isto é,
ate] + ... +oagep, =0 com a%+...+aiz 1,

contradizendo o fato que {ei}le é uma base de H~.
Portanto, obtemos que Py(H,, ) = H™ e, assim,

H, & H"=H,
para m suficientemente grande, completando a verificacao das hipdteses do
Teorema do Linking.

Desta forma, podemos utilizar o Teorema de Linking em [26] e obter uma
seqiiéncia PS para J no nivel

¢ = inf max J(h(v)).

heTveQs,

g

Para o caso em que g(x, s) é maior que A;s, o seguinte resultado é vélido:

Teorema 5.2 Seja 2 C R™ um dominio suave e limitado tal que 0 € Q) e
seja = 0. Paran >4 e p < u—1, suponhamos que as hipoteses (3.2)-(3.6)
(com k > 1) sejam vdlidas. Para n — 1 < p < [, suponhamos também que
a hipdtese (3.7) seja vdlida. Entdo a equagdo (3.1) admite uma solugdo nao
trivial.

Demonstracao: Pelo Lema 5.6, sabemos que, para ()5, conveniente, existe
uma seqiéncia PS para J no nivel

¢ = inf max J(h(v))

heTveQs,
e, pelo Lema 5.1, se ¢ € (O, %53/2), existira uma solucao nao trivial para a
equagao (3.1).
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Portanto, é suficiente mostrar que ¢ < %Sﬁ/ %, Como Id € I', temos que

¢ < max J(v)
veQs,

e, assim, basta mostrar que, para algum € > 0 e m € N,

1
J(v) < =Sn2.
1T < S

Por contradigao, suponhamos que

1
max J(v) > ESﬁ/Q VmeN, Ve > 0. (5.21)

veQs,

Como existe um isomorfismo entre o cilindro C' = Bg x [0, R] e @)5,, temos
que o conjunto {v € Q5,; J(v) = 0} é compacto. Como o funcional J é
continuo, o maximo em (5.21) é atingido. Logo, para todo ¢ > 0 e m € N,
existe v" € Q, tal que

1
J(v') = max J(v) > ESZ/Q

c vEQS,
e pela defini¢ao de )5, existem t. > 0 e w* € H, tais que
vt =wlt + toul,

onde [supp w N supp u™ | = 0. Assim, para todo € > 0 e m € N, temos que

I = 5 I, ~ [ Glou) do = 5 o

Pelo Lema 5.3 e Lema 4.1, obtemos que {tg} C R e {w"} C H,, sado
limitadas. Como H,, tem dimensao finita, existem seqiiéncias convergentes.
Logo, podemos assumir que, quando €; — 0,

> S"/2 (5.22)

te, = to 20, w§?—>w0€Hn’l.

Como w!™ € H,, podemos utilizar o item (i) do Lema 4.1 e obter que

m 2

HW LS max lullf, <A +o(1),
3

{ue Hp; llull 2=1}

isto é,
w17, < (A + o(1)) [lw?[IZ-.
E utilizando a hipdtese (3.6), temos que

1
/ G(z,w)dz > / (A +1) ]wm|2 — |wm
Q 02

= Ak+77 /]wm|2daz— /|w

3 > (O ) 2 — Hw

.
Y dx
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Assim,

m 1 m m 1 m||2*
Hry = 3lherl, — [ Gl do = oz
1 m 1 m
< 5 OwtolV) el — & Ot ) 3
1 m
= (o))l < 0, (5.23)

para m suficientemente grande. Além disso, como |supp w N supp u | = 0,
podemos utilizar a Proposigao 2.1 e obter que

JI) = J( + teul) = J(wl) + J(tul). (5.24)

Logo, de (5.22), (5.23) e (5.24) segue que

1 n m m
55;/2 < J™) < J(tau™).
Desta forma, podemos utilizar os Lemas 5.3 e 5.4 e obter que existe uma
seqiiéncia t., — to > 0, com €; — 0, tal que

/ G(z,toul) do > 7(g5) 5}‘_2, (5.25)
Q

com lim 7(g;) = +o0.

€j—>0
Portanto, utilizando (5.23), (5.24), (5.25) e o Lema 5.5, para ¢ suficiente-
mente pequeno, obtemos

JI) = J(w) + J(tul) < J(tul’)

1

m m 1 m||2*
= 3 |teul H%,H - /Q G(z,tul) de — o [ tu™||?

r?*

1
< —SZ/Q +Ce"? —1(e)e"?

n

1 mn n— 1 n
= ESN/Q_‘_ (O—T(E))E 2 < ES“/27

o que contradiz (5.22). Portanto,

1
J(v) < —8§m/2
Dnax J(v) < -5,

e isto prova o teorema.

g

Agora vamos trabalhar com a equacao (1.1). Como neste caso temos
g(x,s) = \s, o teorema anterior garante o seguinte resultado:
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Corolario 5.1 Seja €2 C R™ um dominio limitado, suave e tal que 0 € ).
Sen>4e0< pu<n—1, entio a equagao (1.1) admite uma solugao nao
trivial para todo A > 0 tal que X\ ¢ o,,.

Vamos denotar o funcional associado ao problema (1.1) por I : H, — R,

definido por
A
/|Vu|2 :)3—— de——/ud

Consideremos A, = min{\; € 0,,; A < A, } e suponhamos que

Ay — A< S, Q72 (5.26)

Para j € N, denotemos por M();) o autoespaco gerado por J\;, isto é,
M();) = span{e;}, onde e; é a autofungao associada ao autovalor ;. Sejam

também
Mt = OM;) e M= @M.

A=Ay AjSA4

Nestas condigoes, temos o seguinte resultado:

Lema 5.7 Temos que

Q 1
b= sup T < (-2 B < Lge

ue M~ n

e, além disso, existem py > 0 e 0y € (0, 5)\) tais que I(u) > ) para qualquer
u € M* com |lullm, = pa.

Demonstragao: Para cada u € M~ temos u = aje; + ... + ag e, onde
a; sao constantes e e; sao as autofungos associadas aos autovalores A;, com
Aj < Ay para j =1,..., k. Assim, utilizando a Proposigao 3.1, obtemos que

Jullfy, = llarer+ ..+ arerll,
= o el + -+ ag llexlls,
= ay M llenllZz + -+ g A llerlZe
o7 A fledllZe + -+ ag As llexlZ2
Ac(od lledllze + -+ ai llexllzz) = A [lullZs,

N

ou seja,
lullf, < Asllullz: Yue M.

Pela desigualdade de Holder, com p = 27 e ¢ = 5, obtemos que

lullZ> < flullZ- 12>
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Assim, para todo u € M~ temos

D S |

1) = 3l =5 el - 5|
1 1
< 5w =Vl - o

1 2/ 1 o

< 5 On = NP s = - el

1 o
Ay =N [QPp? — ;pQ , Obtemos que

DN | —

Mas, considerando f(p) =

sup 1{u) < max f(p) = ~ (A — A2 (6,

ueM-— p=20

Portanto, por (5.26), obtemos
1 n/2 1 n/2
Or < — (A = A)"7Q) < —S)7.
n n
Além disso, de maneira analoga ao anterior, obtemos que
lullfy, = A llullfa Vue M*
e, pela defini¢ao de Sy, temos que S, ||ul?,- < ||u|]12qH e, assim,

Logo, para todo u € M+ obtemos
1 A 1
Iw) = 3Nl = 5l -

1 2 A 2 L oepo
5 lullz, = W HUHHH — 5%

= S5 Wl = o527

Considerando f(p) = §< + >p2 — — S22 p%" temos que

M

A+ 2* 1
)\ _ )\ n/2
—— n/2 +
sendo que o maximo ocorre dop= |§¥/? (22 T Assi 1 d
q quando p = | S, v . Assim, colocando
w0 (AL — AN\ T Al — AV
_ 2/2( + )]4 _ n/4< + )4
or = |92 o S (5)
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para todo u € M™ com |jul|g, = py, temos que

LA —A 1
1) > 5 (S5 uly, = o7 8027

)\+ — )\)n/2
2\ x, 2 '

* ].
2% _ — aqn/2
H“_ns“ ( Al

1 AL — AV/2
Portanto, tomando §, < — SZ/2 (JFT) , obtemos que
n

I(u) > 6y, Yue MTNOB,,.

Resta mostrar que 9, < ().

De fato, como M N M~ = M()\y) é um espago vetorial nao trivial, temos
que
MTNM~N OB, #0

e assim, qualquer v € Mt N M~ N 0B,, satisfaz

o\ < I(v) < sup I(u) = fh.

ueM—

g

Enunciaremos agora um resultado que garante a existéncia de solugoes
para a equagao (1.1) quando A pertence a uma vizinhanga a esquerda, com
comprimento fixado, de qualquer autovalor do operador (—A — u/|z|?).

Teorema 5.3 Seja 2 C R™ um dominio suave, limitado e tal que 0 € €.
Suponhamos que 1 = 0, m — 1 < p < @. Dado A > 0, suponhamos também
que exista A\, € 0, tal que

A (A= S Q72" A).

Entao a equagdo (1.1) admite vy pares de solugdes nao triviais, onde vy
denota a multiplicidade de Aj.

Demonstragao: Vamos verificar que as hipdteses do Teorema A.4 (veja o
Apéndice A) sao satisfeitas.

—2/n

De fato, colocando Ay = A, vemos que A —\ < S, Q| e, assim, podemos

utilizar o Lema 5.7 com
H=H,, Ht =M™, H =M, f=1,
1
P = Pa; co = 0y, Coo = — S/
n

e obter que codim HY = dim M~ < oo e f(0) =0 < ¢y < By < Co0, sendo
entao satisfeita a hipdtese (fy) do Teorema A.4.

Além disso, como I é par, (f3) também é valida.
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Para verificar a condigao restante, consideremos {u,,} C H} uma seqiiéncia
tal que

1

I(up) =< — S;L/Q em Hy, (5.27)
n

I'(up) — 0 em (H;)'. (5.28)

Com um raciocinio analogo ao utilizado na demonstracao do Lema 5.1, ob-
temos que u,, ¢ limitada e, assim, existem wu,,; e u € H} tais que

Um; — U em H,.

Como u,,, também ¢é limitada, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov com
p = 2, existem u,,; e v € Hy tais que

Uy, — v em L1 Vq<2°.

Ik

1
Denotemos Up;, POT Ug. Como uy — u em H, temos que

flur) = f(u)  Vf € (Hy)

e, com a desigualdade de Sobolev, vemos que H} C L? para q < 2*. Assim,
(Hy) 2 (L%) para todo q < 2* e, em particular,

flug) — flu)  Vfe (L) Vqg<2r,

ou seja, up — w em L? para todo ¢ < 2*. Como também u; — v em L9,
concluimos que v = u. Logo

Up — U em H{, (5.29)

Up — U em L9, Vq<2". (5.30)

Além disso, como I'(ux) — 0, pela continuidade fraca de I’ obtemos que
I'(u) = 0, ou seja, u resolve fracamente a equagao (1.1). Por resultados de
regularidade, conforme [7] e [10], segue que

u e Lo(Q). (5.31)

Assim, u é regular e entao, pela Teoria Classica de Regularidade, conforme
[16], é uma solugao cldssica de (1.1).

Queremos mostrar que u,, possui uma subseqiiéncia convergente. Para isto,
provaremos que
Up — U em H,.

Consideremos vy, = u, — u. Como I'(uy)(vk) = o(1), temos que

/VukVUk l’Lk ‘Uzk dx )\/ Uy, vy, dx —/ lug|® 2 g, vy, dz = o(1)
Q Q
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e usando que uy = v; + u, obtemos

U Vg

2
/ Vol — g de + /wwk—u—z d:v—)\/(vk—l—u)vk dx
/ g 4 ul* 72 (v + u) vy, dz = o(1),
Q
ou seja,
orllzr, + (usvr),, = )\/(vk +u) vy dx
. Q
/ o +u|?* 72 (v +u) v do = o(1). (5.32)
0

Considerando I, (v) = (u,v), e usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz,
temos que !

L) = [(w,v)y, | < lellmlvllm, < Cllvllmg

e, assim, vemos que [; é um funcional linear limitado. Como por (5.29),
v, = up —u — 0 em H}, segue que

(u, vk>HM = Iy (vx) — 1(0) = 0.

Também, considerando ly(v) = / uv dx, pela desigualdade de Holder temos
Q

|la(v)| < / juv| dz < [lul|r2[|v]| 2 = Cf|v]| 22
Q
e como 2 < 2% por (5.30) vemos que vy — 0 em L?. Assim,

‘/uvk d$‘ = |la(vi)| < Clugllz2 — 0.
Q

Da mesma forma,
/vi dz = ||Jvg|3: — 0.
Q

Portanto, obtemos que
<u,vk>HH - /\/(v;C +u) vy dr = o(1)
Q
e, substituindo em (5.32), segue que
ol - / o+ 22 (v, + ) v d = o(1). (5.33)

Afirmamos agora que

ol = okl Ze +o(1). (5.34)
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De fato, por (5.33), temos que

= / g+ ul* 72 (vg, + u) vy, dx — / o) ? dx‘ +o(1)
0 Q

o

- //g%w%WHW”m%M+M)

’Uk+£|2

-y / [ o o]+ o)

lug| d€ dx’ +o(1)

e fazendo t = £/u, obtemos

1

C// |Uk+tu
aJo

1 * *

C’// <|vk\2 2+ |tul? _2)|vk| lu| dt dx + o(1)
aJo

C/|'Uk
Q

Porém, por (5.31), existe M > 0 tal que |u| < M quase sempre em 2. Assim

/|uk|2*—1\u| iz < M/ o
Q Q

ja que vy, — 0 em L9 para todo ¢ < 2*, conforme (5.30).

222 o] |u| dt dz 4 o(1)

[ llvkllZ, — |

P | 4 Jul® 7 o] da 4 o(1). (5.35)

2*—1
[2*-1

2= dy = M ||y,

— 0,

Ainda, considerando [(w / lul* "t w dzx, pela desigualdade de Holder

com p = 2 e ¢ = 2*, e pela desigualdade de Sobolev com p = 2, obtemos
w)| < /Q [ul* 7wl dz < [ull 7 [wll 22 < C Vw2 = C flwllm

e assim, [ é um funcional linear limitado.

Além disso, como vy — 0 em Hg e vy — 0 em L? para todo ¢ < 2%, da
mesma forma que na demonstragao do Lema 3.5, obtemos que |vx| — 0 em
Hj}. Logo, I(|v]) — 1(0) = 0, ou seja,

/WF*MHM—w
Q
e substituindo em (5.35), concluimos que

» +o(1),

provando a afirmacao.
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Por outro lado, como I'(ug)(ug) = o(1), temos

/\Vuk|2—,u| '|“2 dx—/\/uz dx—/\u,f* dr = o(1),
Q Q

—/\/uidx—i-o(l)
Q

logo,

e, assim,

1 A 1
M) = g lal, = [ utdo— 5|

11 ) <)\ A)/ )
= === |llu |l === uy, dv + o(1
(55 )l = (5= 5) [ ot oo

1 A
= —||u+vk||%1#——/(u+yk)2 dx + o(1)
n nJjo

1 1 A
=~ ull, + = ol - E/ﬁﬁ dz + o(1), (5.36)

visto que (u,vp), = o(1), ugllr2 = o(1) e (u,vy),, = o(1). Como u é
o
solugao de (1.1), temos que I'(u)(u) = 0, isto é,

/|VU|2—,LL—dSE— /uzdx—/|u]2*dx20
0 Q

e, em particular,
2
Julfy, = A [ o
Q

Assim, de (5.36) e (5.37), temos que

> 0. (5.37)

1) > ol + o),

logo,
vkl < n1(w) +o(1)

e devido a (5.27), para k suficientemente grande, obtemos
lvokll7, < 1 < SR/, (5.38)

Ainda, pela definigao de S, temos que |[vg||F;, = S, [[vg]|7.-, ou seja,

Assim, por (5.34), temos que

<52

(1)< S,

W2 i, + o(1),

lvell7, = |
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logo, by ,
S22 okl 3, — ok

7, <o(1)

e, entao,

”WH%@ (53*/2 — vk

7)< o(l). (5.39)

Mas por (5.38),
lowl,® < (3t = 8372,

ou seja,

2* -2

Si*/z — Hvk H, > 0.

Assim, a igualdade (5.39) implica que Hvk”%{# — 0, isto é,
vy — 0 em H,,

que € o resultado desejado.

Resta mostrar que para todo C' > 0 existem 0, R, « > 0 tais que, para
|ullz, = R com I(u) € (C =6, C'+9), temos [[I'(w)]| ||ullz, = o

Seja C' > 0. Suponhamos, por contradi¢ao, que para todos d,,, R, @, >0
existe uma seqiiéncia {u,,} C H, tal que

[ttm | 7, = R, (5.40)
1 (tm)| < C + Om, (5.41)
mas, no entanto,
1T () | |t 11, < - (5.42)
]/
Como ||I'(u)]| = sup M, temos que

ve, [vllm,
[ Cum) | et [ 1, 2 11 () (4 )|

e, por (5.42),

2*
L2*

Nz, = Mumlze = w7 | = 11 () ()] < i, (5.43)

isto é,

—0un + | 7o < Nz, — MllwnlZ2. (5.44)
Devido a (5.41), temos que

1 A 1 .
5 HumH%{u - 5 HumH%Q - ; HumHiz* <C+dp

e utilizando (5.44), obtemos

(I
2

* 1 *
iQ* - am) - ? HumHiT‘ < C + §m
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Logo,
1 .

. ;1. . * . .
e assim, vemos que u,, ¢ limitada em L? . Como pela desigualdade de Holder
temos ||t [|72 < K [|tim |3+, também vemos que up, é limitada em L*. Desta
forma, como

Iz, = AMlumllZ2 = w72 < am,

devemos ter que u,, é limitada em H,, contradizendo (5.40).

Portanto, a hipétese (f;) também é satisfeita.

Assim, como
m =dim H~ — codim H* = dim M~ — codim M" = dim M()\;) > 0,

aplicando o Teorema A.4, obtemos que existem m pares distintos de pontos
criticos para o funcional I, que correspondem as solugoes fracas da equacao
(1.1). E ainda, como m = dim M()\;) é a multiplicidade do autovalor A,
temos o resultado desejado.

g

Nosso ultimo resultado nos déd a existéncia de solugoes para a equagao
(1.1) no caso particular em que A = A; e quando o dominio {2 possui uma
certa simetria.

Teorema 5.4 Seja ) = B a bola unitaria centrada na origem. Sen > 5 e

O< u<pu— (”T*Q)Q, entdo, para A = A1, a equagao (1.1) admite uma solugdo

( ) G Y S/nt/
Y n

Demonstracao: A prova deste teorema segue as mesmas linhas da demons-
tragao do Teorema 5.2, apenas faremos alguns refinamentos nas estimativas
obtidas anteriormente.

Utilizando novamente o Lema 5.6, vemos que existe uma seqiiéncia PS para
o funcional I no nivel

=i I(h
o= jul g 00)

e, pelo Lema 5.1, se mostrarmos que ¢ € (0, %Sﬁ/ 2), obteremos uma solucao
nao trivial para a equacao (1.1).

Portanto, da mesma forma que no Teorema 5.2, basta mostrar que para
aleum e >0em e N

1
< I(v) < —SP/2
CS I I <5
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Por contradigao, suponhamos que para todo € > 0 e m € N tenhamos
1
I(v) > —S"/2.
1 2 55
Assim, para todo € > 0 e para m suficientemente grande, existe v € @), tal
que

1

n m 1 )\1 m 1 m||2*
S < max I(v) = I(") = 5 G el = g e[ (5.45)

e, pela definigao de @, existem {t.} CRT e {w!} C H, tais que

2 1z, —

vt =w!t + toul,
|supp w* N supp ul'| =0
e que ainda satisfazem

te>c>0 e |w'|g, <c

N _(n+2 =
Para trabalharmos apenas com um parametro, colocaremos ¢ = m (n*2) N

Dessa forma, pelo Lema 4.2, quando m — 400 obtemos que

|}, < Si/2+ Cyem 2 mAVEH = §r/2 4 Oy VIR (5.46)

n = n2 —
|20 = S22 = Cy e maaViTi = §/% — Cym~asVER (547

n2 — —
onde m™ »n2VFH = o(m~"VF ) quando m — +00, Pois

m_nLiVﬁ_“ W=
' — i —2Vi—n _
Ainda, de acordo com (5.12), para = € B,g,, onde (3 = \/‘ﬁ/%, temos que
1
ul () = u(2) = i () > Cul(w)

e, por (5.13) e pela escolha anterior de €, obtemos que
um(x) = Ce P/IVETH = C’mﬂ%g) _ om"

Y

para x € B.g,. Assim,

n2—
fa 2, = / @) do > / Om™ S d

7

e'q 2 2 Bn
n®—4 _ n“—4 &

= / Cm = mldr = Cm =z —
0
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Portanto, para m — +o00, também temos que
[ul |72 = Cym™*+2), (5.48)

Por simplicidade, vamos denotar por v™, v, w™ as fungoes v, u*, w2 com
¢ escolhido acima e t,, a seqiiéncia correspondente ate.

Afirmacao 1: Se m € suficientemente grande, entdao
1 n/2 n+2)
I(t,u™) < =S Cm~
n

De fato, utilizando (5.46), (5.47) e (5.48), segue que
Al 9 1

) = GOl = 3 1 g I
< Le SH2 4 Cm " M )
2™ 2
- zitﬁisg/%rcm =
_ (1 2 1 tg*)Sn/erO VI _ (1 (42)
2 m 2* m
b CmoER (5.49)
. 1 1
Mas considerando f(p) = 5 — > p?, temos que
1 1 1
P =g e =

e como (i < [k — (”72)2, obtemos que

n+2<n\/ﬁ—,u<nn 2\/ﬁ—u.

Aplicando estes resultados em (5.49), concluimos que, para m suficientemente
grande,

I(t,u™) < %S"/Q Cm~ "2,
Afirmacao 2: Se m é suficientemente grande, entao
I(w™) < Cm ™Ak,
De fato, utilizando o item (i7) do Lema 4.1, obtemos que

1 A1 o
e[y, < S e + O 2,
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e pela desigualdade de Holder com p = 23 e q= 1%, temos

e 3 < ™3 907" = Cllu™
Logo,
Iw™) = Sl = 5 o™z = 5 llw™[7

< COmo2vee ”meL2 = Cllw™

(5.50)
Mas considerando f(p) = Cm~2VF=#p? — Cp?", obtemos que

maxf( ) = Cm ™ "HH,

p=0
Portanto, substituindo em (5.50), concluimos que

I(w™) < Cm™ VP lw™|[7, — O w™ 7o < Cm7VEE

L2*
e a afirmacao esta provada.

Desta forma, utilizando a Proposigao 2.1 e as afirmacoes acima, obtemos que

IW™) = I{w™ +t,u™) = I(w™) + I(t,u™)
< Om "™WEH 4 1 SZ/Q Cm~("+2)
n

= lSZ/Q+C’m_"m Cm~ (42
n
1 n
< ESM/Q, (5.51)

para m suficientemente grande, ja que

+2V
0</L<ﬁ—(n ) = n+2<nyu— .
n

Porém, a desigualdade (5.51) contradiz (5.45).

Portanto, temos que ¢ < %Sﬁ/ e assim, existe uma solu¢ao nao trivial w € H,
para a equacao (1.1), com I () € (0, %53/2).
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Apeéendice A

Neste apéndice nos baseamos em [4] para demonstrar alguns teoremas que
garantem a existéncia de pontos criticos para um funcional definido num
espaco de Banach X, dentre os quais estd o teorema utilizado no capitulo
anterior.

Definigao A.1 Dizemos que f € C*(X,R) satisfaz a condigao de Palais
Smale em (cq, ¢2), com —oc0 < ¢1 < ¢ < +00, se:

i) toda seqiiéncia {u} C f7'((c1,c2)) para as quais f(uy) é limitada e
f'(ug) — 0 possuir uma subseqiiéncia convergente;

i) {ur} € f'((c1,¢2)), flug) limitada e [juy]] — oo para k — oo =
| f'(ur)|| = « > 0 para k suficientemente grande.

A primeira condicao é uma condicao de compacidade, enquanto que a
segunda condicao nos dé uma certa limitancia para os pontos criticos de f

em f~!((c1,¢2)).

Definigao A.2 Dizemos que f € C'(X,R) satisfaz a condigao C em (cy, ¢3),
com —00 < ¢ < ¢ < 400, se:

i) é valido;

ity Ve € (c1,¢2) 39, R, « > 0 tais que [¢c — d,¢ + 8] C (¢1,¢0) €
Vue f~((c = d,¢+0)) com [[ul| = R = [|f'(u)||[[u] > o

Esta condicao é suficiente para enunciarmos uma nova versao para o Lema
da Deformacao. Relembrando a notacao introduzida anteriormente, temos

Ac:{UEXaf(u)<C}7

Ke={ue X; f'(u) =0e f(u) = c}.
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Lema A.1 (Lema da Deformacgao)

Sejam X um espago de Banach e f € CY(X,R) um funcional que satisfaz
a condi¢ao C em (c1,c3). Se ¢ € (c1,¢2) e N € qualquer vizinhanga de K.,
entao existe um homeomorfismo limitado n : X — X e existem constantes
€ >¢e >0 tais que [c —E,c + €] C (¢1,¢2) e que satisfazem:

77(Ac+5\N) g Acfea (Al)
N(Aere) CAce se K.=1, (A.2)
nz) =z se x¢ f'([c—¢ c+e]). (A.3)

Seja GG um grupo de transformacoes definidas em um conjunto F.

Definicao A.3 Um funcional f: F — R é G-invariante se

fog=1f Vged.
Definicao A.4 Uma transformacao h : E — E é G-equivariante se
hog=goh Vged.
Definicao A.5 Um subconjunto A C E é G-invariante se
g(A)=A Vged.

Exemplo 1 Sejam E um espago vetorial e G = {ig ,wg}, onde ip é a
aplicagao identidade em E e wg é a aplicagao antipodal wg(x) = —x, para
todo x € E. Entao um funcional é G,-invariante se e somente se ele é par. E
uma transformacao h : £ — E é Gy-equivariante se e somente se for impar.

O seguinte resultado é valido:

Lema A.2 Seja G um grupo compacto de transformacoes lineares unitdrias
definidas em um espago de Hilbert H. Seja f € C*(H,R) um funcional G-
invariante que satisfaz as hipoteses do Lema da Deformacdao. Entdao o homeo-
morfismo n que satisfaz (A.1),(A.2),(A.3), pode ser escolhido G-equivariante.

Definicao A.6 Sejam H um espago de Hilbert, S um conjunto fechado em
H e @Q uma variedade de Hilbert com fronteira dQ). Dizemos que S e 0Q)
“link” se:

L) SNaQ =0

Ly) se p : H — H é uma aplicagao continua tal que ¢(u) = u Yu € 90Q),
entao o(Q) NS # .
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Exemplo 2 Sejam H;, H, subespacos fechados de H tais que H = H; ® H,
e dim Hy < 4+00. Entao para Q = BrRNHy e S = Hy, temos que 9@ e S link.

Exemplo 3 Sejam H;, H, subespacos fechados de H tais que H = H, ® H,
e dim Hy < +o00. Considere e € H; com |le|| = 1 e sejam também R;, R,
p>0,T={te;0<t< R} eS,={ue H; |u| =p}. Definindo

S=HnNS, e Q={ut+v;ue HyNBg,, veTll},
para R; > p temos que S e Q) link.

Definicao A.7 Seja H um espaco de Hilbert e considere um grupo compacto
G de transformacoes unitarias que atuam em H. Uma teoria de indice em
H relativa ao grupo G é uma tripla (X, H, 7), onde

> é a familia de subconjuntos fechados de H que sao G-invariantes,

‘H é o conjunto de aplicagoes continuas em H que sao G-equivariantes,
i:Y — NU{+400} é uma aplicagao que satisfaz as seguintes propriedades:
() i(A) =0 & A=0;

(i) AABeX, ACB = i(A)<i(B) (monotocidade);
(i3) (AU B) <i(A)+i(B), VA, B eX (subaditividade);
(i4) i(A) < i(h(A)) VA€, VYheH (superinvariancia);

se A € ¥ é um conjunto compacto, entdao existe § > 0 tal que
i(Ns(A)) = i(A), onde Ns(A) denota a é-vizinhanga fechada de A (conti-
nuidade).

Exemplo 4 Seja G; = {iy}, onde iy é a aplicagao identidade em H. Entao

> consiste em todos os conjuntos fechados de H e
‘H consiste em todas as aplicacoes continuas em H.

. 0 se A=10
Zl(A):{l se Ae X\0,

obtemos a teoria de indice I} = (X, H,iy) relativa a G, chamada de “teoria
trivial de indice”.

Definindo

Exemplo 5 Seja Gy = {ip,wgr} como no exemplo 1. Entao temos que
Y ={A€ H; Aéfechado em H e simétrico em relacdo & origem} e
H={h:H — H; h é continua e impar}.

Seja iy denotando o genus, isto é, i5(A) = k para A € ¥, onde k é o menor
inteiro tal que existe uma transformagio continua e fmpar ¢ : A — R*\{0}.
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Se nao existir tal transformagao, definimos i3(A) = +o00. Também colocamos
i2(() = 0. Obtemos entao a teoria de indice (X, H, i2) relativa ao grupo G,
também chamada de “genus”.

Além das propriedades da definigdo A.7, de acordo com [25], iy também
satisfaz:

(ig) se iz(A) > k e V é um subespago de H com dim V = k, entao ANV+ £ ();
(i7) se h é um homeomorfismo impar e W é um subespaco de H com dimensao

finita, entdo i (h(S, N W)) = dim W.

Definigao A.8 Sejam [ = (3,H,7) uma teoria de indice em H, relativa ao
grupo G e S € 3. Uma teoria de pseudo-indice (relativa a S e I) é uma
tripla

I = (S, H",i"),

onde H* C 'H é um grupo de homeomorfismos em H e i* : ¥ — N U {+o0o}
¢é a transformacao definida por

i%@zg%dM@ﬂ@.

Teorema A.1 Sejam H um espaco de Hilbert no qual a teoria de indice
I = (X, R, 1) relativa ao grupo G atua e f € CE(H, R) um funcional G-
invariante. Sejam também S € X, a, b, ¢g, cs € R tais que

—00 < a < €y < Copo < b +o00.

Considere a teoria de pseudo-indice I* = (S, H*, i*), onde H* € o grupo de
homeomorfismos G-equivariantes h : H — H tais que

hu)=u se u¢ f~'((a,b)).
Suponha que:
(a1) f satisfaz a condigio C em (a,b), conforme a defini¢io A.2;
(&2> S - f_l([CO,—l—OO));
(as) ezistem A € $ e um inteiro k > 1 tais que A C f~'((—00,¢x)) €

i*(A) = k.
Entao os numeros

cp = inf sup f(u), k=1,2,.. k, Yr={AeX;i"(A) >k},

AEZkuEA

sao wvalores criticos de f e
o< S .. < S Coon
Além disso, sec=cp = ... =cpyr comk =21 e k+r <k, entao

i(K,) =7+ 1.
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Demonstracao: Inicialmente vamos provar que ¢y < ¢ < ¢y para k =
1,2,....,k e, em particular, vamos deduzir que os niumeros c;s estao bem
definidos, ou seja, nao podem assumir os valores +oc.

Suponhamos, por contradigao, que ¢ < ¢y (note que assim poderia ocorrer
0 caso ¢ = —o0). Entao, pela definigao de ¢, existe A € ¥y tal que

sup f(u) < co,
u€A

ou seja, que i*(A) > ke A C f’l((—oo,CO)). Como S C f’l([co,+oo)),

conclufmos que AN S = (. Assim, como id € H*, obtemos

o que contradiz o fato de i*(A) > k.

Ainda por contradicdo, se ¢ > ¢ (podendo entdo ocorrer o caso ¢ = +00)

teriamos que
sup f(u) > oo VAE,

ucA
ou seja, A ¢ f71((—00,¢x]) para todo A € Xy, contradizendo (as).
Agora, como Y1 C Xy, temos que

c = inf su u) > inf su u) = cg.
i A62k+1uel,)4f< )/Aezkueaf( ) F

Portanto, concluimos que ¢y < ¢ < ... < ¢ < Coo-

Para provar que os ¢;'s sao valores criticos é suficiente demostrar a ultima
afirmacao do teorema.
Novamente por contradigao, suponhamos que i(K,) < r.

Considerando {ux} C K., temos f(uy) = ¢ e f'(uy) = 0. Utilizando a
hipétese (a1), obtemos que uy possui uma subseqiiéncia convergente. Por-
tanto, K. é compacto e, pela propriedade de continuidade (item (i5) da de-
finigdo A.7), existe uma vizinhanga fechada N de K., com N € Y e

i(N) = i(K.) <. (A.4)

Além disso, pelos Lemas A.1 e A.2, existem § >0comc—6 >a,c+d<be
um homeomorfismo n : H — H G-equivariante, tais que

N(Acts\N) C Aoy,
n(u)=u se ué¢ f_l((a,b)).

Também, como

c+d>c=cp, = 1Inf su U
k+r AEEk+rue[/)1f( )7

80



temos que existe A € ¥, tal que

sup f(u) < ¢+,
ueA

ou seja, A C A, 5. Assim, temos que
nA\N)CA.s e i"(A)=k+r. (A.5)
Logo, f(u) < ¢ — d para todo u € n(A\N) e, pela continuidade de f,
flu)<c—=d6  Vuen(A\N). (A.6)
Agora, usando que i*(A\N) > i*(A) — i(N), por (A.4) e (A.5) obtemos que
F(A\N) = k+r—r=F (A.7)
Note que n € 'H* e, entao,

*(n(A\N)) = min i(h(n(A\N)) N S)

heH*
= min i(n(A(A\N) N S) =i*(A\N). (A8

Assim, por (A.7) e (A.8), temos que
i* (I(AVN)) = #*(A\N) > k,
ou seja, n(A\N) € ¥x. Mas como ¢ = ¢, temos que

sup  f(u) =2 c¢>c—4,
uen(A\N)

uma contradi¢ao com (A.6).

Teorema A.2 Suponha que f € C'(H,R) € tal que:
(f1) f satisfaz a condigao C' em (0,400), conforme a defini¢io A.2;

(f2) existem um subespago fechado S C H e uma variedade de Hilbert Q C H,
com fronteira 0Q), que verificam as sequintes propriedades:

(a) existem constantes > a > 0 tais que
flu) <a Vueoq e flu)=p Yues,

(b) S e 0Q link,

(c) sugf(u) < 400.

Entao f possui um wvalor critico ¢ > (3.

81



Demonstracao: Considere

H*={h:H — H; h é homeomorfismo e h(u) =use u ¢ [~ ((a,00))}

e a teoria de pseudo-indice I7 = (S, H*,i]) relativa a S, onde 4; ¢é a teoria

trivial de indice, conforme o exemplo 4.
Considere também cg, ¢, constantes positivas tais que
Coo > max {sup f(Q), 5} e a<c<f.

Mostraremos que as hipoteses do Teorema A.1 sao satisfeitas para
a=q, b = o0, A=Q, k=1

Obviamente, (f;) garante que condi¢ao (a1) seja vélida.

Como f(u) = B > ¢y para todo u € S, temos que S C ffl([co,qLoo)) e,
assim, (az) também é valida.

Como

wuedQ = fluy<a =ué¢ f((a,00)) = h(u)=u YheH
e como JQ e S link, temos que h(Q) N S # () para todo h € H* e, portanto,
iW(h(Q)NS)=1 VheH"

Logo,
i1(Q) = min i (M(Q)NS) =1
e como

uweQ = flu) <sup f(Q) < = QC f((—00,0x)),

temos que a condigao (a3) também é satisfeita.

Portanto, podemos utilizar o Teorema A.1 e obter que

c¢= inf sup f(A)

AeX

é um valor critico de f, pertencente ao intervalo [cg, ¢so]. Além disso, como
i1(A)=1= i (h(ANS)=1Vhe H = hANS £DVh e H = ANS # 0,

vemos que existe ug € AN S para todo A € ;. Portanto, pela hipétese (a),
obtemos que
sup f(A) = f(uw) =28  VAEX,

ou seja, c> 0
> 0.
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Teorema A.3 Seja H um espaco de Hilbert no qual a teoria de indice do
genus, Iy = (X, H* iy), atua conforme o exemplo 5. Sejam V e W subespagos
fechados de H com

codimV < +oo e dimW < +o0.

Se h € um homeomorfismo impar e limitado em H, entao
ir(WNh(S,NV)) = dimW — codim V.

Demonstragao: Como W e V sao fechados, a dimensao de W ¢ finita e h
é um homeomorfismo limitado em H, temos que W NA(S,NV) é compacto.
Logo, pela propriedade (i5) da definigdo A.7, existe uma vizinhanga fechada
de W N h(S,NV), denotada por Ns(W Nh(S,NV)), tal que

is(Ns(W N h(S,NV))) =i (WNh(S,NV)). (A.9)
Afirmagao: Existe uma vizinhan¢a N.(V) = V. de V tal que
W Nh(S,NV.) € Ns(WNh(S,NV)).
De fato, supondo por contradicao que para todo € > 0 temos
Wnh(S,NV.) & Ns(Wnh(S,NnV))

e tomando ¢, = 1/n, vemos que existe y, € W N A(S,NV.,) tal que vy, ¢
Ns(W N h(S,nV)). Como y, € h(S,NV.,), temos que y, é limitada. Além
disso, como y,, € W e dim W < oo, existe uma subseqiiéncia y,, convergente.

Seja y = limy,,. Temos que y € W, pois W ¢ fechado.

Como y,, € h(S,NV.,), existe z,,, € S,NV,, tal que h(z,,) = yn, €, como
h ¢ um homeomorfismo, também temos que z,, = h™'(y,,) é convergente.

Seja x = h™'(y). Entao limz,, = x e como
T, € V., = d(x,,,V) <&, — 0=d(z,V) <d(z,z,,) + dx,,,V) — 0,

temos que d(x,V) =0 e, por V ser fechado, concluimos que x € V.

Assim, temos que x € VNS, e entao, y = h(z) € h(V NS,). Portanto,
ye WnNhV NS, edal

ye Ns(Wnh(VNS,)),
mas isto contradiz o fato que y = limy,,, com y,, € (Ns(W Nh(V N Sp)))c.
Desta forma, a afirmacao esta provada.

Consideremos entao a vizinhanca V. de V tal que

WNh(S,NV)CWNh(S,NV.) C Ns(WNh(S,NV)).
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Pela propriedade (iz), temos que
ia(WNh(S,NV)) <is(WNh(S,NV.)) <ia(Ns(WNh(S,NV)))
e por (A.9), obtemos que
ir(WNh(S,NV)) =i(WnNh(S,NV.)). (A.10)

Agora vamos considerar R = H\V. e P, : H— V< o operador que realiza
a projecao no complemento ortogonal de V. Como P, € H* e R é fechado
temos que

Pyi(R) = Py (R).
Assim, pela propriedade (i4), deduzimos que
i»(R) < is(Py () = in( Py (). (A1)
Inicialmente vamos mostrar que
is(PyL(R)) < codim V. (A.12)
Suponhamos, por contradicao, que
in(Py.(R)) > codimV = dim V.
Entao, pela propriedade (ig) do exemplo 5, temos que
Py (R)NV # 0.
Assim, como Py (R) C V+e VNVE = {0}, vemos que 0 € Py.(R) e

portanto,
VNR#D,

contradizendo o fato que R = H\V.. Desta forma, (A.12) é vélida.
Agora, para € < p temos que S,NV+ C Re, assim, i»(S,NV*) < ia(R). Sa-
bendo que i5(S™') = n (conforme [25]) ou pela propriedade (i7) do exemplo
5, obtemos que
codimV = dim V* = iy(S, N V4. (A.13)
Dal, por (A.11), (A.12) e (A.13), temos que
is(R) < ia(Pyi(R)) < codimV =iy(S, N V) <in(R).

Portanto, deduzimos que

i2(R) = codim V. (A.14)
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Por outro lado, como S, = (Sp N Vs) U (Sp N R) e esta é uma uniao disjunta,
temos que

h(S,) = h(S, N V:) UR(S, N R),

logo,
° Wnh(S,) = (Wnh(S,NV.)) U (WNh(S,NR)).

Assim, usando a propriedade (i3) e (A.10), obtemos que

i (WNh(S,)) < i(Wnh(S,NnV.)) +i(Wnh(S,NR))
= (WNh(S,NV)) +is(WNh(S,NR)). (A.15)

Pelo exemplo 5, temos que
is(h(S,) N W) = dim W (A.16)
e também, por (i2), (i4) € (A.14),

i (WNh(S,NR)) < iy(h(S,NR)) < is(h'h(S,NR))
= 9(S,NR) < ixs(R) = codimV. (A.17)

Portanto, por (A.15), (A.16) e (A.17), finalmente obtemos

ir(WnNh(S,NV)) ir(WNh(S,) —i2( WNh(S,NR))

=
> dim W — codim V.

g

Teorema A.4 Suponha que f € C'(H,R) possua as sequintes propriedades:
(f1) f satisfaz a condi¢ao C' em (0,00) e f(0) = 0;
(f2) existem subespagos fechados H™ e H™ de H, com codim HT < oo e
constantes coo > ¢ > f(0) tais que
(a) f(u) = ¢ Vue S,NHT para algum p > 0,
(b) f(u) < e Yue H
(f3) f € par.

Se dim H~ > codim H™*, entdo [ possui ao menos m = dim H~ — codim H™
pares distintos de pontos criticos, cujos valores criticos correspondentes per-
tencem ao intervalo [cy, Coo)-

Demonstragao: Considere a teoria de indice do genus Iy = (3, H, is),
conforme o exemplo 5, e a teoria de pseudo-indice I3 = (S, N H*, H*, i}),
onde

H*={h:H — H;h éum homeomorfismo impar e limitado, com

h(u) =u seu ¢ f1((0,400))}.
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Vamos mostrar que as hipotese do Teorema A.1 sao satisfeitas para a = 0 e
b= o0 .

Obviamente, (f;) garante que a condigao (ai) seja valida.

Como
ueS=5,NH" = flu)=2c = uve [ ([ cx)),

temos que S C ffl([co, coo)) e, assim, a condigao (az) também é valida.
Agora, tomando A = H~, vemos que A C f‘l((—oo, coo)), pois

ueA = f(u) <cw = u€ fH((—00,cx0)).
Ainda, pela superinvariancia do indice, temos que

is(A) =i3(H™) = Juin ir(h(H7)NS,NHY)
= nin io(h ' [R(H™)NS,NHT])
= min i (H™Nh7(S, N HY)).
Pelo Teorema A.3, para todo h € H* temos
ios(H-Nh ' (S,NH")) >dim H~ — codim H*.
Assim, obtemos que
i5(A) > dim H™ — codim H =k > 1
e a condicdo (az) também é satisfeita.

Portanto, podemos utilizar o Teorema A.1 e obter que

cg = inf sup f(u), k=1,.., dimH —codim H"
AEEkueA

sao valores criticos de f e

f(0) < o < e < oo k=1,.., dimH —codim H*.

Se ocorrer que ¢ # ¢4 para cada k, teremos que existem ao menos
k=dimH™ — codim H"

pontos criticos distintos de f no intervalo [cg, ¢oo]. E como f é par, obtemos

o resultado desejado.

Porém, se ocorrer que ¢ = ¢, = ... = ¢y, para algum k > 1 e k+1r < k, pelo
Teorema A.1, teremos que

i(K)>r+132 (A.18)

e como f(0) < ¢y < ¢x = ¢, obtemos que 0 ¢ K.. Assim, podemos concluir
que K. possui infinitos pontos criticos, pois se K, fosse um conjunto finito
(mas que nao contém a origem), teriamos que iy(K.) = 1, contradizendo

(A.18).
O
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Apeéendice B

Neste apéndice, vamos enunciar o teorema utilizado na demonstragao do
Lema 5.2. Trata-se de uma variacao do Mountain Pass Theorem, onde nao
se exige a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale.

Teorema B.1 Seja f uma funcdio de classe C' definida em um espaco de
Banach X. Suponhamos que existem uma vizinhanca U da origem, contida
em X, e uma constante positiva p tal que

i) f(u) = p para todo u € OU,

i) f(0) <p,
i11) f(v) < p para algum v ¢ U.

Seja

¢ = inf max f(w) > p,
yelwey

onde I' denota o conjunto de todas as curvas continuas que ligam 0 a v.

Entao, existe uma seqiiéncia {uy} em X tal que
flup) —c e fl(ug) =0 em X'

A demonstracao desse resultado pode ser obtida tanto em [2] quanto em [7].

Observe que a conclusao deste Teorema, juntamente com a condicao de com-
pacidade de PS, permite demonstrar o Mountain Pass Theorem.
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