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RESUMO

No presente trabalho, obtemos e analisamos diversas propriedades das
solugoes u(-,t) da equagao de difusdo linear (equagao do calor em meios unidimen-
sionais homogéneos)

Ut = [lUgy reR, t>0

correspondentes a estados iniciais u(x,0) = ug(z), com uy € LP(R), para algum

1 < p < o0; bem como da equagao de Burgers
U + CUUy = [UUgy reR, t>0

onde ¢, p sao constantes dadas, sendo ¢ # 0 e g > 0 e ainda assumindo u(z,0) =

up(z) com uy € LP(R) para 1 < p < oo, e limitado.
Estudamos também a equacao mais geral da forma
up + f(u)e = gy reR, t>0

discutindo varias propriedades importantes das solucoes, associadas a estados iniciais
up € LP(R) N L*(R) para algum 1 < p < oco. Em particular, examinamos o
comportamento de [[u(-,t)||Lrm), p < 7 < 00, para t >> 1, e diversas propriedades

relacionadas.
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ABSTRACT

In this work, we discuss a number of fundamental properties of the
solutions u(-,t) of the linear diffusion equation (the so-called heat equation for uni-

dimensional, homogeneous media)
Ut = PUgy reR, t>0

with initial date u(x,0) = wuo(z), when vy € LP(R) for some 1 < p < oo. We also

investigate the correspoading properties for the Burgers’ equation
U + CUU = UlUgy reR, t>0

with ¢, 4 € R constant, g > 0, under the assumption that u(z,0) = wuo(x) with
up € LP(R), 1 < p < oo, with ug bounded. This analysis is further extended to

slightly more general equations of the form
u + f(u)y = pttg, reR, t>0

with bounded initial date in LP(R), 1 < p < co. Particular attention is given to the
study of the large time behavior of solution norms |lu(-,?)||z®), p < r < 0o, and

some closely related properties.



1 INTRODUCAO

Neste trabalho iremos analisar vérias propriedades das solugoes u(-,t)
de problemas de valor inicial de certas equagoes (escalares) parabdlicas em 1-D. Esta

investigacao ¢ iniciada no Capitulo 2 com o problema linear

U = UlUgy, reR, t>0 (1.1)
u(-,0) = wu, up € LP(R) (1.2)
onde 1 < p < oo e p denota uma constante positiva, dita “coeficiente de difusivi-

dade”. A condicao inicial (1.2) é entendida no sentido de se ter u(-,t) — ug em

LP(R) ao t — 0T, ou seja,
Hu(a t) - UO”LP(R) — 0 ao t—0". (1.3)

onde || - ||»(r) denota a norma dada por

[wllzo@) = (/R IW($)|’”dx); : (1.4)

Dado (1.3), é natural impor que se busquem solugdes u(-, t) para (1.1),

(1.2) variando continuamente em ¢ € [0, co[ no espago LP(R), de modo a se ter
Ju(t) = ul, t) ey — 0 ao t—t, (1.5)

para cada t, > 0 dado; em simbolos, u(-,t) € C°([0,+oc[, LP(R)). Com essa
condigao, a solugao de (1.1), (1.2) é tnica, infinitamente diferencidvel em Rx]0, ool,

e dado pela conhecida expressao

1 _(a—y)?

uat) = /R T uoy) dy (1.6)

para cada z € R, t > 0. Esta representacao explicita permite a obtencao direta de

diversas propriedades importantes de u(-,t) que formam o tema do Capitulo 2. Em

particular, verificamos que u(-,t) € L"(R) para cada p < r < oo e todo t > 0, com

lu Ol Lr@y < C(p) lluollLr@ (ut)" 27" (1.7)
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para todo t > 0, p < r < oo e certa constante C'(p) > 0 que depende apenas do
parametro p. (Em geral, neste trabalho, constantes serao denotadas pela letra C,
indicando-se entre parénteses os parametros que influem em seu valor numérico; um
mesmo simbolo em instancias diferentes denotam em geral valores distintos.)
Resulta de (1.7) que £2G7 ) |ju(-, £)]| @) ¢ limitado por C(p) ||uol| o)

1(1 1

@ 2'»~ ) para todot > 0, e cada p < r < 00; 0 objetivo maior do Capitulo 2 é

mostrar que estes produtos tendem a limites bem definidos ao t — +o00, dados por
. i1y
lthmtz’ pm o lu(s, )| ey = 0, sep>1 (1.8)

para cada p < r < oo, uniformemente em r, e por valores em geral nao nulos no

caso p = 1, dados por

lm u( Dl = fml,  p=1 (1.9)
. 1(1_%) . _ ’m‘ 47'(“ x _
Bt Dl = s (). p=1 )
1 _|m _
tlggot2||u('at>”L°°(R) = W; p=1 (1.11)

onde m denota a massa da solucao, invariante em ¢,

mzémmmzéwwm (1.12)

No Capitulo 3, essas propriedades sao investigadas no caso do problema

Up + CUlUy = [Ugy, reR, t>0 (1.13)

u(-,0) = wuy € LP(R)NL™(R) (1.14)

onde ¢,  denotam constantes dadas, com g > 0. Como a equagao (1.1), a equagao
(1.13) representa um modelo fundamental em Fisica Matemadtica, tendo sido intro-
duzido por J. Burgers no final dos anos 30 como um modelo simplificado no estudo de
turbuléncia em fluidos [1]. E como no problema (1.1), (1.2) para a equagao do calor, a

solugao u(-, t) de (1.13), (1.14), tinica no espago C°([0, +oc[, LP(R))NL>*(R x [0, oo[),
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decai em varias normas ao t — +o0; utilizando técnicas baseadas em estimativas de

energia apropriadas, mostraremos que
111
(-, t)llr@y < Cp) lluollirey (ut) 2577 V>0 (1.15)

para cada p < r < 0o, e certa constante C'(p) > 0 que, mais uma vez, pode ser
escolhida de modo a depender s6 de p. (Para evitar repetigao de argumentos, o caso

p > 2 é examinado, na verdade, no Capitulo 4.) Novamente, os limites

(-

N|=
S =

Ml Ol =: 7 () (1.16)

lim¢
t—o00

existem, tendo-se 7,(p) = 0 para todo p < r < oo quando p > 1, enquanto para
p =1 temos

I [Ju( )o@ = [ml, (p=1) (1.17)

onde m é a massa da solucao, ver (1.12) acima, como no caso anterior da equagao
do calor; por outro lado, os demais limites 7,.(1) (para r > 1) sdo mais complicados,

e é mostrado no Capitulo 3 que

il m| 1| 2u _em
lim 29w, )| ) = | M 1—e 2)| || F|l e 1.18
Jm u(-, )|z (R) \/m( 1) cm( e )| | Fllz (R) ( )

parap < r < oo, e

m|

. 1 2M _cm
tliglo tQHu('>t)HL°°(R) - \/m _(1 — € 2“)

cm

1 2w (1.19)

para r = oo, sendo F € L'(R) N L*>°(R) dada por

6_52
O = ety
onde
1 [ .
erf(é) = ﬁ/ e dS,
0
1+ e 2
7T
(&

_cm
=|1—¢e 2=
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+oo
m = / uo(z)de.

Finalmente no Capitulo 4 examinamos uma generalizacao do problema

(1.13), (1.14), da forma

w+ fu), = pg,, reR, t>0 (1.20)

u(-,0) = g€ LP(R)NL=(R), (1.21)

onde, novamente, p é um dado real maior ou igual a 1. Apds examinarmos as
propriedades basicas das solugoes u(-,t) € C°([0, +o0[, L?(R))N L>®(R x]0, co[) deste

problema, obtemos por desigualdades de energia a estimativa
111
s ey < CO) ol oy (ut)" 2577 V>0 (1.22)

para todo p < r < oo e cada p > 1, e certa constante C(p) > 0 adequada. O
objetivo seguinte deste capitulo é, novamente, computar os limites 7,(p) dados em

(1.16) acima. No caso p > 1, reobtém-se o resultado anterior
. i1y
lm 6D (Dl e =0, (0> 1) (1.23)

para cada p < r < oo, uniformemente em r, enquanto, uma vez mais, o caso p = 1
requer uma analise mais trabalhosa. Neste ultimo caso, é mostrado no Capitulo 4

que, tendo-se f suave, resulta

lim 6207 u(-, ) = v(-, )| @) = 0 (1.24)

t—o0

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r, onde v(-,t) é solugdo da equacao de
Burgers
v+ (0o, + £ (0) v, = s (1.25)
correspondente a qualquer estado inicial v(-,0) € L'(R) de mesma massa que u(+,0),
isto é,
v(-,0) = vy € L'(R), /vo(x)dx = /Ruo(a:)da:. (1.26)
R

Em particular, obtém-se para 7,(1) os mesmos valores dados em (1.9), (1.11) acima,

"

onde ¢ = f(0).
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Para finalizar esta introducao, observamos que os resultados aqui obti-
dos nao sao originais, nem os argumentos utilizados; tratamos, ao invés, de reunir
numa discussao uniforme resultados e métodos encontrados nas referéncias citadas,

especialmente [11], [12], [13] e [14].



2 EQUACAO DO CALOR EM 1-D

2.1 Introducao

O objeto de investigacao deste capitulo serd a solucao u(., t) da equacao
de difusao linear

Uy = [ Ugg, reR, t>0, (2.1)

sendo p > 0 constante (coeficiente de difusividade ou viscosidade), correspondente

a estados iniciais u(-,0) € LP(R) para algum 1 < p < oo,
u(z,0) = wo(x), uy € LP(R), (2.2)
no sentido de se ter u(-,t) — uy em LP(R) ao t — 0, isto é,
[[u(-,t) — uoll ey — 0 ao t—0,
onde | - || zr(r) denota a norma LP em R, isto é,

I u ey = ( / | u(z) [P do)'P,

Nessas condiges (ver Teorema 2.5), existe uma tnica solugdo para o

problema (2.1) em C°([0, +ool, L*(R)), (2.2), dada por

1 (z—y)*
t) = T d 2.3

para todo z € R, ¢ > 0.
De (2.3), temos que u(-,t) € C*°(Rx ]0,400]), satisfaz a equagao (2.1)
no sentido classico e u(-,t) — ug em LP(R) ao t — 0 (ver Teorema 2.3).

Definindo K : Rx]0, +oo[— R, (“heat Kernel”) via

1 2
K1) = \/We_f#t (2.4)
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para £ € R, t > 0 quaisquer, tem-se K(-,t) € L'(R) para todo ¢t > 0 e (2.3) pode
ser escrita como

u(-,t) = K(-,t) * uy Vi>0 (2.5)
onde * denota o produto convolutivo em L'(R) x LP(R), ou seja,
(F + @) = [ Jla=v) 9t0) dy (26)
R
para f € L}(R), g € L*(R), ver [9], [10].

Na secao 2.2, varias propriedades bésicas das solugoes u(.,t) de (2.1),

(2.2) sao revistas, por exemplo
[u( D)llr@ < flul0)l[ee@ — VE>0, (2.7)

que decorre da desigualdade de Young (A.7), e também a propriedade de monotoni-
cidade

onde u(-,t) = K(-,t) *xu(-,0) e u(-,t) = K(-,t)=*u(-,0) denotam as solugdes
de (2.1) correspondentes aos estados iniciais u(-,0), u(-,0) € LP(R) dados. Outras

propriedades sao também discutidas.

Na seca@o 2.3, mostramos que as solugoes u(-, ) acima decaem em L"(R),

r > p, bem como suas derivadas, tendo-se
_1i_1
[, )@y < C(ryp, ) ul 0oy t 2577 Vi>0,
para cada p < r < 0o e certa constante C(r, p, ;) > 0 que depende de 7, p, u; e
_ll_1y_¢
ID (-, )| 1r @y < Colr,py ) [Jul, )|y ¢ 267972 V>0,
para cada ¢ = 1,2, 3..., onde Cy(r, p, ) depende novamente dos parametros r, p e .

Na segdao 2.4, consideramos o caso p = 1, (isto é, uy € L'(R)) e com-
putamos os limites

. 11
tli}r& t2(1 7») ||u(7t>||Lr(R) = '77"7
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para cada 1 < r < co. Em particular, tem-se y; = |m/|, onde m é a massa (invariante

no tempo) de u(-,t), isto é,

onde
m = /uo(x)dx = /u(x,t)d:r Vit>0.
R R

Para r = oo, temos

1 m|
t2 flul, )l @ — (I )2

enquanto, para 1 < r < oo,

1
La-ly oo |m| A\ 2
t2 || u( ,t)HLr(R) — (47T,u)1/2 . ao t — 0.

Se ug, 1y € L'(R) sao dois estados iniciais com a mesma massa, isto é,

/R () d = /R iio(2)d,

entdo as solugbes correspondentes u(-,t) = K(-,t) % wg, u(-,t) = K(-,t) % 1o
satisfazem

. 1q_1 .
lim ¢z(—7) lu(-,t) — U(wt)HU(R) =0,

t—o0

para cada 1 < r < oo, uniformemente em 7.

Finalmente, na sec¢ao 2.5, mostramos que os resultados correspondentes

no caso p > 1 sdo triviais: sendo ug € LP(R), p > 1, tem-se

(1 1

lim 267 Jlu(, D)@ =0,

para todo p < r < oo, uniformemente em 7.
2.2 Propriedades basicas

Nesta secao, derivamos certas propriedades basicas das solucoes de

(2.1), (2.2), que serao tteis mais adiante. Estes resultados sdo obtidos de modo
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simples a partir da representacao (2.5) para u(-,t),
u(z,t) = / K(x —y,t)up(y)dy, reR, t>0 (2.9)
R
onde K (-,t) é dada por (2.4).

Lema 2.1. Sendo K(-,t) satisfazendo (2.4), tem-se

/ K(z,t) de = 1, vV t>0. (2.10)
R
Demonstra¢ao. Tomando I = fR e du, v > 0 tem-se pelo Teorema de Fubini
[9], [10] que
rr = /6“2 dx /ew2 dy
R R
— / e ) dy dy
RQ
00 2w )
= / / e " rdrdf
0 0
00 ) 2m
= / e "o (/ d@) dr
0 0
= E/ 6_7’"2727" dr = z,
7 Jo Y
logo,
;= VT
Vi
isto é,
/ e dr = ﬁ, v > 0. (2.11)
R Nal
Agora, tomando v = 4%“5, obtém-se
962
/ e Wt dr = +/4dmwut
R
e, por (2.4)
/ K(z,t)d ! / £ d v
z,t) de = et dr = 1 t >0,
R Vvarut Jr

como afirmado. ]
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Teorema 2.1 (Monotonicidade de || - |[zrw)). Sendo u(-,t) solugao de (2.1),
(2.2) entao u(-,t) € L*(R) e

||u(-,t)||Lp(R) < ||U('70)||LP(R) Vt>0. (2.12)

Demonstragao. Temos por (2.5) que u(-,t) = K(-,t) % u(-,0), para todo t > 0.
Como K(-,t) € L'(R) e u(-,0) € LP(R), pela desigualdade de Young (A.7) temos
u(-,t) € LP(R) e,

Jul Dllr@y < KGOl l[ul0)lle@ = [lul 0)]lr@),
visto que, por termos K (-, t) > 0,
1K D)lw =1, (2.13)
por (2.10) acima. O

Teorema 2.2 (Principio do Méaximo). Sendo u(-,0) € L>(R), tem-se u(-,t) em
L>(R) para todo t >0 e

Demonstrag¢ao. Temos que u(-,t) = K(-,t) * u(-,0) para todo t > 0, onde K(-,t) é
dada por (2.4). Aplicando a desigualdade de Young (A.7) e valendo (2.13), obtém-se

[l Ol ooy < [1KC D@ lul0)lze@ = llul-,0)=m
para cada x € R. O

Teorema 2.3. Sendo ug € LP(R), 1 < p < o0, e u(-,t) dada por (2.9), tem-se

lu(-,t) — uol| Loy — 0 ao t— 0. (2.15)
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Demonstracao. Considerando primeiramente o caso p = 1, podemos proceder como

segue: pelo Lema 2.1,

(- 8) — wollprey = / i, 1) — ()| d

_ (z—y)?

e (ug(y) — uo())dy

dx

At

< /<¢W/ o )—uo(x)|dy) do
_ \/_/ (/ g ( a:+8\/4_wf)—uo(a:)|ds> dz,

onde s = (\3’};79?. Pelo Teorema de Fubini, resulta

futet) = ol < 7= [ [ uole + 5y/it) ~ waallia) ds. - (2.10)

Dado € > 0, seja R > 0 suficientemente grande tal que \% f\s\zR eds <

¢, de modo que

(-, t)—uoll 1wy < 2||uollpr®)e+—= / 52 (/ |up(z + s+/4ut) — uo(x)|dx> ds,
<R R
(2.17)

para todo t > 0. Tomando ¢ > 0 tal que

/R ol + @) — uola)lde < e,

para todo |a| < 4§, ver [9], [10], temos, por Fubini,
u(-,t) —wollfpm < = ug(z + s\/Aut) — uo(x)|Pds | dx
(R)
= \/—/ (/ [ug(z 4 s+/4put) — uo(x)|pd:v> ds.

Procedendo como antes, dado ¢ > 0 tomamos R > 0 suficientemente

grande tal que

1
e ds < €,

VT Jissr N

de modo que

1 e
e )=l < 2 uallyer 7= [ ([ e+ 5/Tt) ~ wa(olpie) s
VT Jisi<r R
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Assim, sendo 6 > 0 tal que [; [ug(z + a) — ug(x)[Pdx < €, para |a| < 0,

52

teremos, para 0 <t < 2a

1 2
|lu(-,t) —wollrwy < 2||uollLiwye + 6—/ e % ds
® ® ﬁ s|<R

< (L4 2fuollrm))e,
o que mostra o resultado quando p = 1.
Finalmente, quando 1 < p < oo, temos, usando novamente o Lema 2.1,

p

Ju-0) = wollpy = [ lut) = wo(o)Pds
(z—y)?
- dx

=g@;%ﬁ4e4w@mw—mey
A¢%E(Ae“ﬁﬁmw—muww>w,

pela desigualdade de Holder (A.4). Assim, fazendo s = (f}%t),

||u<7t) - uOHiP(]R) < (2p+ll|u0|’ip(R) + 1) €,
o que conclui o argumento. [

Teorema 2.4. Dado ug € LP(R), 0 < p < oo e u(-,t) definida em (2.9), temos,

para cada tg > 0,

Ju(-t) = ul-, to)l|rr) — 0 ao t— 1. (2.18)

Demonstracao. No caso p = 1, temos, por Fubini,

dx

HWW—MﬁMbwzzé

1 _(e—yp)? 1 _(a=y)?
\/W € dnt uO(y)dy - \/F/JIQ e Ao Uo(y)dy
R R

< / / 1 _(964—y)2 1 _(ifi/)?‘ ‘ ( )‘d d
——e W — ————e %h ||u x
B R R \/47r,ut 4’/T,Ut0 0ly/1%Y
1 (z—y)? 1 _(a—y)?
_ e dnt — o Tamty || dz dy.
/Rg VATt ' ATty oy Y

Para cada (z,y) € R?, temos

1 _ (274—y)2 1 _ (z;f)Q ’ ( ) ’ 0
e At — e o | |u — 0,
VAt VATt 0
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ao t — tg, e, para t € [to/2, 2ty], temos

1 _(z—y)? 1 _(a—y)? 2 _ (z—y)?
e 4pt - e 4ptg

< 2w - F
\/m \/W ‘uo(y” = \/me 0 ‘UO( )| (x,y),

para todo (z,y) € R?, com F € L'(R?); logo, pelo Teorema da Convergéncia Dom-

inada (ver [9], [10]), segue

)2 2
(-, ) — u(-, o) || ey < L _ L S o) |da dy — 0
) y VO) | LY (R) > o \/W \/m o\Y Y )

ao t — ty como afirmado.

O caso 1 < p < oo é andlogo: tomando 1 < g < oo tal que ]—1)+% =1,

tem-se, pela desigualdade de Holder (A.4) e Lema 2.1,

Jutt) = ulstolley = [ | [ unluy - m e o (y)dy| d
— 0
ao t — ty pelo Teorema da Convergéncia Dominada, como no caso anterior. O]

Teorema 2.5 (Unicidade da solugao). Para o problema (2.1), (2.2), existe so-
mente uma solugao u(-,t) € C°([0, 400, L?(R)), dada por (2.9).

Demonstra¢ao. O argumento a seguir ¢ adaptado de [5], Capitulo 5 (Teorema 4.3).
Sendo 7 € R, t > 0 dados, fixos no que segue, e u(z,t) em C°([0,+o0[, LP(R))

solugao de (2.1), (2.2), vamos mostrar que

1 (@—y)*
u(Z,t) = = [ e Wt u(y,0) dy. (2.19)
\Arut Jr
Para isso tomemos, para € € ]0,t[, R > | z | dados, v € C®(Rx]—00,1 [)
dada por
v(z,t) = K(z —x,t —t) (2.20)
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onde K (&, 7) satisfazendo

1, |z|]<R
Cr = (2.21)
0, |z|]>R+1

com |[Cpllzem® <M, ||Callzo® < M para M > 0 fixo, independente de R.

Como v; = — MUy € Uy = LUy, para todos x € R, 0 < t < ¢, obtemos

(uCrv): + p(u(Crv)e — CaVUL): = pu(20z0s + (o). (2.22)

Integrando em [—R — 1, R + 1] X [, — €], obtém-se, integrando por

partes,
R+1 R+l
/ w(z,t — €)(r(x)v(z,t — €)dr — / w(z, €)(r(z)v(z, €)dr =

~R-1 ~R-1
t—e R+1 , .
= u/ / w(2(pvy + Cxu) dx dt
€ —R-1
visto que Cr(x) = (p(z) = 0se |x| > R+1; como tem-se também (r(x) = Cp(z) = 0
se |z] < R,

R+1 B B R+1
/ u(z,t — e)(r(z)v(z,t —€)dr — / u(z, €)Cr(x)v(x, €)dr = (2.23)

R—1 ~R-1
t—e
= ,u/ / w(2( g + Cpv) da di.
] R<|z|<R+1

Como u € C°([0, +ool, L*(R)), segue pela desigualdade de Holder (A.4)
que

w,, ww €  LYR x [0, —¢]),
portanto

t—e
lim / / w(2(pvs + Cpu) dx dt = 0. (2.24)
€ R<|z|<R+1

R—+o0

Por outro lado, ao R — 400, obtém-se

/_R+1 u(z,t — €)Cr(w)v(z,t — €)dr — /R u(z,t — e)v(z,t — €)dx

R-1

/_R"rl u(x>€)CR($)v(x,e)dx—>/R w(z, o(x, )de

R-1
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de modo que, por (2.20), (2.23) e (2.24), temos

/R W, F— K (7 — 7, )z = /R w(w, VK (T — 2, — )da.

Fazendo ¢ — 0%, tem-se entao

w(z,t) = /RK(x —x,t)u(z,0)dz

visto que u é continua em (Z,t). O que mostra (2.19).

Teorema 2.6. Sendo u(-,t) solu¢ao de (2.1) e (2.2), tem-se

15

u(z,0) > v para quase todo v € R = wu(x,t) > v VeeR, t>0 (2.25)

u(z,0) < T para quase todo x € R = wu(z,t) < T VaxeR, t>D0.

Demonstragao. Supondo u(-,0) > =, tem-se por (2.3) e (2.10),

_(z—y)? _(@—y)?

u(x,t) = \/m/ we u(y,0) dy > v \/m/ e dy
ou seja,
u(z,t) > v Vt>0, zeR

A demonstracao da (2.26) é anéloga.

Generalizando o Teorema 2.6, obtemos o seguinte resultado.

(2.26)

Teorema 2.7 (Monotonicidade do Operador Solugao). Sendo u(-,t), v(-,t)

solugéoes de (2.1) com u(-,0), v(-,0) € LP(R) para algum 1 < p < co. Entao

u(-,0) < v(-,0) = u(t) < v(t) Vit>0.

Demonstrag¢ao. Dado t > 0, tem-se, por (2.3),

_ (a—y)?

e u(y,0) dy

u(z,t) =

1
— e
VATt /R
(z—1)?

= [ w0
—— [ e T
=/ y,0) dy
= o(z,t)

(2.27)



2 Equacao do Calor em 1-D 16

para cada x € R, ou seja,

u(z,t) < v(x,t) Vit>0.

Quando u(-,t) € L'(R), a quantidade m definida por

m = / u(z,0) dz, (2.28)

chamada de massa, é fundamental para a descricao do comportamento assintético
(t — +o0) de |lu(-,t)|| 11 ®). Além disso, é vélido observar que a massa de u(-,t)

nao varia no tempo, como mostrado a seguir.

Teorema 2.8 (Conservagao da massa). Sendo u(-,t) solugao de (2.1), com

u(-,t) € LY(R), tem-se

/Ru(x,t) dz = /Ru(x,O) de  Yit>0. (2.29)

Demonstra¢ao. Dado t > 0, temos por (2.3) e pelo Teorema de Fubini [9], [10] que

_(=— y>2
u(z,t) dv = /( aut y,0 d)da:
[ vt =/ ) dy
(@—y)?
= e 4wt dr | u(y,0)d
/R(V47TNt R ) (v.0) dy

= /R u(y,0) dy

devido a (2.10). O

Para finalizar, vamos observar que as solugoes u(-,t) de (2.1), (2.2),
possuem a propriedade TVD (“Total Variation Diminishing”), sendo TVgu(-,t) a

variacao total de u(-,¢) no instante t, isto é,

TVru(-,t) = supz lu(xj, t) — u(z;_1,t)], (2.30)

onde o supremo ¢é tomado sobre todas as colegoes finitas de pontos zg < 1 < ... <
ry, e sendo TVgug a variacao total do estado inicial ug € L'(RR), vale o seguinte

resultado.
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Teorema 2.9 (Propriedade TVD). Sendo u(-,t) solugdo de (2.1), (2.2), tem-se
TVRU(',t) < TVrug Vt>O0. (231)

Em particular, TVgu(-,t) decresce com t.

Demonstragdo. De [14], tem-se ug(- + h) — ug(-) € L*(R) para todo 0 < h < hy,
ho << 1, de modo que, pelo Teorema 2.1, temos u(- + h,t) — u(-,t) € L'(R) para

cadat>0e0 < h<hg,e
Ju(-+ R, t) —ul- D)l err) < lluo(- + h) — uoll e (2.32)

para todo t > 0. Como (ver [14])

1
TViu(1t) = Jim - [ fu(o +1.t) = (e, ldz,
resulta entao, por (2.32) acima,
) 1
TVeu(-,t) < hlg(g 7 /]R lup(x + h) — up(z)|dx
= TVguo,
como afirmado. |

2.3 Decaimento em L"(R)

Nesta segao, obteremos taxas para o decaimento de u(+, t) e suas derivadas

em varias normas.

Teorema 2.10. Sendo u(-,t) solucao de (2.1), (2.2), tem-se u(-,t) € L>*(R) para

cada t > 0, com
1
Ju(, )@ < Clup)lJul, 0)|lLe@t 2 V>0, (2.33)

1 1 1 1
onde C(u,p) = (4mp) 2 (1 — %)2(1 » quando p>1 e C(p,1) = (4mp)~2 sep=1.
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Demonstracao. Primeiro analisemos para p = 1:

Dado ¢t > 0, tem-se, por (2.3),

1

)] < Gyt [ 0y
< )t [ . 0)lay
= O D)lfu(, 0) gyt~
para todo z € R, de modo que
lul, )l < Clu, DlluC,0)l@t™ V>0,
onde C(p, 1) = (4pum) 2.

Para 1 < p < oo:

Tomando ¢ > 1 tal que ]l) + % = 1, tem-se pela desigualdade de Holder
(A4),

_ (z—y)?

—aME g 0)|Pd
T (/6 y) (/RIU(Z/, ) y>

Ju(, 1)]

IN

Como f e d¢ = , v > 0, tomando v = 4it, temos

1
1 Ampt\ 2e
u(a, )] < W(T) e, ) ogey
1

1_1 i
=m0 (2 a0l

1 1\ 2075
() (1—5) .

para todo z € R.

Logo, para cada t > 0,

Ju( )l ey < O, p)llul-, 0) [ Loyt~ ?,
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onde C'(u,p) = (4/1#)_%(1 - %)%(1_5), como afirmado. O

O proximo resultado é consequéncia imediata do teorema anterior e a

propriedade de monotonicidade (2.12), em vista da desigualdade (A.8).

Teorema 2.11. Sendo u(-,t) solu¢ao de (2.1), (2.2), tem-se, para cada t > 0,
u(-,t) € L"(R) para todo r > p, com

_ 161 1
(- )| ory < C(p,p) 7 ([, 0) || oyt 277 Vi>0, p<r<oo

onde C(u,p) € a constante dada no Teorema (2.10).

Demonstragao. Dado t > 0, temos u(-,t) € LP(R) N L>®(R) pelo Teorema 2.1 e

Teorema 2.10, de modo que u(+,t) € L"(R) para cada p <r < oo e

D 1—2
HU(,t)HEP(R)H’U,(,t)HLOJ(R)
B _p 1-2  _1_p
< Hu(ao)”[rﬂd(]]{)c(:uap)l THU(’O)HLP(?R)?S 2p(1 r

1_1

_le1_1
Clpp)' ™ -, 0) | oyt ™=+

IA

[uCs Ol ey

para todo t > 0, pelos Teoremas 2.1 e 2.10 e a desigualdade de Interpolagao (A.8).
]

A seguir obtemos estimatias para as derivadas de u(-,1).

Teorema 2.12. Sendo u(-,t) solugcio de (2.1), (2.2), com 1 < p < oo, tem-se, para
cada ¢ € N,

para todo t > 0, onde Cy(u,p,r) € uma constante que depende de €, u, p e r.

0'u _11_1y_¢
EieL) < Colp, p, ) |ul-, 0) | oyt 207772, (2.34)

Lr(®)

Demonstra¢ao. Lembrando que u(-,t) é dado por (2.3), isto é,

1 (z—y)?
) = —— [ e am 0) d
u(z, 1) th/m e u(y,0) dy,
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obtém-se, derivando com respeito a x,

ou 1 (x —y) _@—w?
M) = - o 0) d
EMCL) \/W/R o ¢ u(y,0) dy
1 1 / (x —y) _Ge=w?
= — e At u(y,0) dy, 2.35
VAamut /ut Jr VAaut (,0) ( )

0%u 1 1 x—y 2 (@—1)?
—(x,t) = - T 0)d

2 2
r—1Y _(T;y)
A i 0) dy, (2.36
+( ’_4ut> ) e u(y,0) dy, (2.36)

I
'iT —
=

Bl
—
/N
ol i

L

e, em geral, para cada ¢ > 1,

o0u 1 1 x—y _ (@—y)?
1) = ) 27— it d 2.
ort (ZE, ) /—47T/Lt (,ut)f/Q /]R 4 < /_4Mt) € U(y, O) Y, ( 37)

onde Py(-) é um polindémio real de grau ¢. Em particular, de (2.37) obtém-se,

o'u 1 1 (z—v)°
o0 < Cp | e 0| d 2.38
ot )’ = Vi (u) 2 Z/R o Oy (23
onde C; := sup |P;(s)|e™". Assim, repetindo o argumento dos Teoremas 2.10 e 2.11,
s>0
obtemos o resultado. O

2.4 Comportamento em L' (R), r>p, p=1

Consideramos agora, as solugoes u(-,t) de (2.1), (2.2) para p = 1 (isto

é, ugp € L'(R)), e vamos mostrar que os limites
T l(l,l)
YV = hmoO 207 u(e ) o w) (2.39)

estao bem definidos para todo 1 < r < oo, sendo todos nao nulos quando a massa

de u(-,t) for diferente de zero. A discussao a seguir é baseada em [13].

Lema 2.2. Sendo u(-,t) solugio de (2.1) e (2.2) comp =1, e sendo [, u(z,0) dz =
0, tem-se

lu(, ) lprwy — O t — oo. (2.40)
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Demonstragao. Por (2.3), temos que u(-,t) é dada por

_(a—y)?

t) = e 0) d VzeR, t>0.
u(z,t) \/W/ st u(y,0) dy zeR,

Dado € > 0, tome R = R(e) > 0 tal que [, . , [u(y,0)| dy < e

Entao,
(z—y)?
-1 —_— T 0)dy|d
ul Dl = [ || e uly, 0y e
/ 1 |:/ 7(:64—31)2 ( O)d +/ 7(Z4—y)2 ( O)d H d
et u(y,0)dy e u(y,0)dy|| dr
r VATt [|Jy>r lyl<R

< Zm

(z (z—y)*
/ e u(y,0 dy‘ ‘/ ~ e u(y,0) dyH dx
IR |y|<R

dx

1 /(/ _(@—yp? )
< e At u(y,0)|dy | de +
it Jx \Uyon |uy, 0)]

1 / _ (z—y)?
e” mtu(y,0)dy
Varpt Jr | Sy <r

Utilizando, no primeiro termo, o Teorema de Fubini e (2.13), tem-se

lu Dl g/ylZR|u(y,O)]dy—|—\/4;7r_ut/R /?J|<Re—(§ﬁ)2u(y70)dy dz
ou seja,
lul Ol < e+ —== | .y|<Re_(x4“?2u<y,0>dy dr,  Vi>0.
Note que
il ol

z—y 2 22 z2
/ e~ T u(y, 0)dy —/ GWU(Q,O)dy' + ‘/ 64“tu(y,0)dy'> dx
lyl<R lyl<R lvI<E
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Como [, u(y,0) dy = 0, obtemos

/ u(y,0) dy = — / u(y,0) dy
lyl<R ly|>R

dessa forma

/ e wtu(y,0)dy = — e / u(y,0)dy,
ly|<R ly|>R

de modo que

Am it

lyl<R

dx

1*92 z2
/ (6_(4*“) - 6_4*”)U(y,0)dy
|y|<R
/ u(y, 0)dy
ly|>R

_(e—p)? _a?
et — e et | u(y,0)dy
y|<R

7

dx

4p,t
V 47w /

dx

47T,ut

para todo t > 0.

Entao, podemos escrever

lu( )l prwy < dx

_(e—p)? _a?
e A — e ) y(y,0)dy
y|<R

At |
\/_// S e (. 0)ldyd
< wt - — e At |u(y,0)|dydx.
Ayt \y|<R
Introduzindo ¢ = \/ff— tem-se
Ha) :
u(- )| rwy < 2 + —// i) — e | |u(y, 0)|dydé
Iy\<R
Sejag(€,y) = |~ 7)€\ juy,0), VEeR, ye[-RR)
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Note que para cada £ € R, e para quase todo y € [—R, R] dados, temos

g(&,y) — 0aot — oo; por outro lado,

el = | HE) el
< (e‘fz’ + e‘ge%e‘i) ju(y, 0)]
g(eﬁ+e@£iﬁai)w%w
_ Gﬁ-%eiﬂ>M%W
< G%-%aiﬁ)M%w

que obtemos utilizando a desigualdade de Young (A.2).

2
Para todo t > f_u’ temos
R2
et < e

e, dessa forma,

m@wrs(5¥+e4”*)w%wzza@w,

com G € L}(R x [-R,R]).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

// gy dedy — 0 a0t — oo,
R Jyl<R

lu(t)|w < 3¢

de modo que

para t suficientemente grande.

Como € > 0 ¢ arbitrario, segue o resultado. O

Teorema 2.13. Se u(-,t), v(-,t) sdo solugoes de (2.1), (2.2) com p = 1, tendo a

mesma massa, ou Seja,

/R (e, 0) dr = /R o(,0) da,
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entao
Ju(-t) — v(,)llzr@ — 0 ao t — oo. (2.41)
Demonstracao. Sendo 0(x,t) := u(x,t) — v(z,t), temos que 6§ satisfaz
et = ,U/@xm

com massa nula,
/ 0(z,0) doe = / u(z,0) do — / v(x,0) de = 0;
R R R
pelo Lema 2.2, segue entao
10C, )|l Ly — 0 ao t — o0

isto é,
Ju(-t) — U('at)HLl(R) — 0 ao t — 00,

como afirmado. O

Em particular, obtemos o seguinte resultado fundamental.
Teorema 2.14. Sendo u(-,t) solucio de (2.1), (2.2) com p = 1. Entao,
u(-, )| 1@y — |m| ao t — 00 (2.42)
onde m € a massa da solucao

m = / u(z,0) dx. (2.43)

Demonstra¢ao. Tome v(-,t) dada por

V= Uy (2.44)

v(-,0) = wv(r) € L'(R)
com vy dada por

m sel<zx<1
vo(r) = (2.45)

0 caso contrario,
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de modo que

1
/v(x,O)da: :/ mdx = m,
R 0

isto é, v(-,t) e u(+,t) tem a mesma massa.

Observando que, pelo Teorema 2.6,
Sem>0: wo(xt)>0, VezeR, t>0,
sem<0: wxt)<0, VzeR, ¢>0,

obtemos em qualquer caso
(z, )] = (sgn m) v(x,1)

onde sgn m denota o sinal de m, ou seja,

1 sem
sgnm = 0 sem
-1 sem

Logo, pelo Teorema 2.8, obtemos

loC e = / jo(z, 8)] dz
(

= (sgnm)

vVt > 0,

I
o o o

/R o(z,1) do

= (sgnm) / v(x,0) dz
R
= (sgnm)m = |m)|
isto é,
[o( D)@ = |m]
para todo t > 0, e em particular:
lo(-, D)l 1@y — |m] ao t — 0.

Pelo Teorema 2.13 tem-se

lu(- 1) = v( )@ — 0

ao t — o0,

25
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e assim,

u(- )@ — |ml ao t — 00,
como afirmado. O
No que segue, vamos examinar ||u(-, )| z-®), para r > 0. Comecamos
pelo caso r = oo.
Lema 2.3. Se u(.,0) € LY(R) tem massa nula, entdo, para cada 1 < r < oo tem-se
Jim 207 (-, ) 1) = 0. (2.46)
uniformemente em r.

Demonstragcao. O caso r = 1 ja visto no Teorema 2.14. Consideremos entao o caso

r = 2. Pela desigualdade de Interpolagao (A.8),

1 1 3 2
Bl Dllzey < GO luC ) Eegy)

1 1 1
(s N Er ry (2 ([l )| oo m)) 2

IN

e dai por (2.40) e (2.33) tem-se

t5]u(-, 1) 2wy — O t — +00.

Para o caso r = 0o, usando a desigualdade de Sobolev (A.10), temos

JaC-Dlimm < V2l )2 1D )22,
2l )o@ < V205 [|u( )| 2m)? (¢ Dul, 1) r2e)) 2
e entao
t2lfu-, )l pomy — 0t — Fo0,

pelo resultado anterior r = 2.

Finalmente, para o caso 1 < r < oo, tem-se pela desigualdade (A.8)

1
T

111
t20 0 flu(, )| ey

IN

1 1 B
s )17y (82 1, )l o))
1

1 1 _1
(s 0) 17y (82 s ) | ooy~

IN
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de modo que
20Dl )@y — 0 a0t — oo,

pelo resultado anterior p = oo. O]

Utilizando o Lema 2.3, resulta facil computar os limites ~,, definidos

em (2.39) para r > 1.

Teorema 2.15. Aot — oo tem-se

m|

T (2.47)

t2{u(, )| poomy —

onde m € a massa de u(-,t).

Demonstragcao. Pelo Lema 2.3, é suficiente mostrar esse resultado para a solucao

v(x,t) dada por (2.44) com vo(z) dada por (2.45).

De fato, wo(z) = ug(x) — vo(z) € L'(R) tem massa nula, e assim, pelo
Lema 2.3 temos:
.1
tlLI{.lolﬁ ||’lU(, t) ||L00(R) — 0
sendo w(+,t) solugao de
Wy = Wy (2.48)
w(z,0) = wy(x)
ou seja,
w(z,t) =u(z,t) —v(zx,t)
de modo que

lim 2 [[u(-, £) — v(-, £)]| ooy = O,

t—o00

Dessa forma

1 2
—|z—y|
o(a,t)] = —7 / et dy
0

1 T
t%|v(x,t)\ = /e e dy
0
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Em particular,

1 1 ]m| ! -2
oDl 2 1o0.0] = =" [y
(47 p)2 Jo
fazendo t — oo,
. _Im]
t2[Jo(, )| @) > T Vt>0,
(47pu)2
assim,
timinf £ o(-, )l o) >
t—00 (477-#)5
Analogamente,
() U @y?
lv(z,t)] = - /e Tt U(y,O)dy’§ [l 1/ et dy < ud =
(Arpt)z |Jr (4mpt)z Jo (4 pt)=
logo,
wa <" vaeRr t>0
(dmpt)2
e assim,
m| Im|
(2, 1)|| Lo @) < = t2]jv(x, t)||po(m) <
oo Dlimiey < 0y = ot Ol < o
fazendo t — oo obtemos
lim sup t%”U(Ht)HLOO(R) < | T
t—o00 (47'('/,6)5
o que completa a demostracao. O

Teorema 2.16. Sendo u(z,t) solugio de (2.1) com u(-,0) € L'(R) e 1 < r < oo

tem-se

1
37
) ao t — 400, (2.49)

1q_1 m 4
BB, )y — ( b

(dmp)'72 \ 7

onde m € a massa de u(-,t).

Demonstragao. Seja v(z,t) dada por (2.44) com vg(x) dada por (2.45), e além disso,

wo(z) = up(x) — vo(z) € L'(R) tem massa nula. Assim, pelo Lema 2.3 obtemos,

Tim ¢2079 fw(-, )| ey — 0
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sendo w(-, ) solugao de (2.48) ou seja,

w(z,t) = u(z,t) —v(x,t)

de modo que
lim 2= |u(-, 1) — v(-, 8)|| 1@y = 0.

t—o0

Portanto, basta mostrar

L)\ &
|m| <(7r,u)) , 1 <r<oo.

im 29 |- r(R) =
tllglot? (-, )l ) (47 p0) 12 r

Dessa forma temos,
Ao Dl = B0 [ o0l da
R
)2
— té(r—l)\/ 1 /6(4‘"}'{‘) U(,O)dy
R

Y LI (R
r (4mut)z \Jo

_ A Im|" /
(4rpt)? Jr

tomando & = \/4% e d§ = \/4ut dzr entao,
1 1 |m|’" 1 1 ,(5, Y )2 "
oDl = et [ ([T ) a
(4mp)? e \Jo
2 1 1 B Ly 2 r
— 1u2r| |r/ (/ e (f 4ut) dy) df
(47 )2 R \J0O

logo, para cada £ € R dado e t — oo temos

! _(g_L)Q b o 2 1 2
/ e Vi) dy — / e dy=e* / dy =e ¢
0 0 0

’ 1 _<£_L)2 2
/ e Vaut) dy < Ce ¢,
0

Pelo teorema de Convergencia Dominada da Lebesgue obtemos

2uE ey )Td
gl ([ ) e

m B Do ) = i
Jim Ao ey = fim
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2

Seja g(€.y) = fi e () dyentio g(6,y) — e e gle,y) <Co
L'(R). Assim, pelo Lema 2.1

T

2 L 1 (e \? 9 1
lim M2r|m]’”/ (/ G ) dy) d¢ = Lﬁmlr e de
t—oo0 (47rpu) 2 R \Jo ()2 R

como afirmado. O]

2.5 Comportamento em L' (R), r>p, p>1

Nesta segao vamos mostrar que, no caso p > 1, os limites correspon-

dentes para a solugao de (2.1), (2.2), s@o todos nulos, isto é,
. l(l_l)
tllm 2% Jul-, )| rwy = 0, (2.50)
para todo p < r < oo, uniformemente em 7.
Teorema 2.17. Sendo u(-,t) solugao de (2.1), (2.2), onde 1 < p, tem-se

w (-, )|l Lrm) — 0 ao t — 00. (2.51)

Demonstracao. Dado € > 0, seja R > 0 suficientemente grande tal que
/ lu(z, 0)Pdz < & (2.52)
|z|>R
e considere v(-,t) dada por
UVt = Uy reR, t>0
v(z,0) = wvp(x) reR
onde vy € L'(R) é dada por

u(@,0), o] <R
0, J|z|>R
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Pelo Teorema 2.11 (com p = 1, r = p), temos
_1 s
o Ollzeey < € )2l 0) Lyt ™7,

de modo que

[v(, )| pr) — O ao  t— 00

visto que p > 1.

Logo, pela desigualdade triangular, usando o Teorema 2.1 e (2.52)

fu( ) ey < lult) —v( )| e + [0 D)l e
< lu-,0) = v(-, 0)|[ o) + [[0( ) || e )
< e+ o) |lem
< 2¢
para todo t suficientemente grande. O

Os seguintes resultados sao consequéncias imediatas.

Teorema 2.18. Sendo u(-,t) solucio de (2.1), (2.2) com u(-,t) € LP(R) ep > 1
tem-se,

1
t2 [u(-, t)|| Lo @) — 0. (2.53)
Demonstragao. Analisando a desigualdade de Sobolev (A.12), verificamos

Ju(, )l ry < Cllua(-, )H“p [, )HEZZR)

Dessa forma,
1 e
£20 ||u(-, )] ooy < 020 Clual(:, )II“” Ju(:, )||£$2R>,
e, pelo Teorema 2.12,

1 ~
t2 [Ju( )z < Cllul, 0)|o[lul-, )H%g

O resultado segue, pelo Teorema 2.17. O
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Teorema 2.19. Sendo u(-,t) solugcdo de (2.1), (2.2) com u(-,t) € LP(R) entdo,
. Ld_1y .
lim¢2'p v Hu(,t)HLr(R) = 0, (254)

t—o00

para cada p < r < 00.

Demonstracao. Os casos r = per = oo ja foram feitos. Analisemos parap < r < oo.

Utilizando a desigualdade de Interpolagao (A.8) tem-se,

101 1 1e1_ 1-2 D
B ul, Dl < B ul, )] s Dl e

Assim, por (2.33),

11_1 “a)l-
Bl ) w < (CElul, 0wt )"

1-2 1-% v
< O(M) " “u(’ O)HLP(]R) Hu(’ t) ||LP(]R)7

101 1 2
Bl ) o

e o resultado segue pelo Teorema 2.17. O]
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3 EQUACAO DE BURGERS

3.1 Introducgao

A equagao analisada neste capitulo é a equacao classica de Burgers,
Up + CUUZ = WUy, reR, t>0 (3.1)

onde ¢, p sao constantes dadas, com ¢ # 0 e p > 0. Esta equacao foi introduzida
originalmente por J. M. Burgers [1] em seus estudos sobre turbuléncia em fluidos,
aparecendo como um modelo basico em diversos outros fenomenos onde efeitos de
adveccgao nao lineares e difusao linear desempenham papel importante, conforme
[4]. Com efeito, mostraremos no Capitulo 4 que solugoes u(-,t) de equagoes de

adveccao-difusao mais gerais da forma
g+ () = gy, reR, t>0, (3.2)

onde f é dada (suave), podem ser bem aproximadas para t >> 1 por solugoes da
equacio (3.1), com ¢ = f'(0), na varidvel espacial £ = 2 — f'(0)t. A equacio
de Burgers pode ser considerada como uma das equagoes fundamentais da Fisica

Matemaética.

Em (3.1), assumimos que u(-,t) é conhecida no instante ¢t = 0, com
u(z,0) = up(x), x € R, (3.3)

onde se supoe uy € LP(R) para algum 1 < p < oo e limitada (isto é, uy € LP(R) N
L>*(R)); a condigao (3.3) é entendida no sentido de se ter u(-,t) — ug em LP(R),
isto é,

[u(-,t) — uol| Loy — O ao t— 0. (3.4)

Para p = 1, E. Hopf [7] e J. Cole [2] mostraram a existéncia de uma

tinica solucao u(+,t) € C°([0, +ool, L*(R)), infinitamente diferencidvel em R x]0, 400,
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e obtiveram a representacao explicita

too _(z=w)?

S e poly)uoly)dy
u(z,t) = pye—T— (3.5)
SO e po(y)dy
onde po(y) = e 3 o w4 introduzindo a mudanca de varidvel
o(z,t) = e e uENE (3.6)

Mais geralmente, no caso p > 1, existe uma tnica solugao u(-,t) em
C°([0, 00|, LP(R)) limitada satisfazendo u(-,0) = wuy conforme (3.4) acima, que é
infinitamente diferenciavel em Rx |0, oo[ e satisfaz, assim, a equagao (3.1) no sentido

classico para todo t > 0.

Na secao 3.2, derivamos algumas propriedades basicas destas solugoes,
analogas as propriedades obtidas no capitulo anterior para a equacao do calor; estas
propriedades serao uteis na andlise desenvolvida no restante do capitulo. A anélise

apresentada detalha os resultados discutidos em [12], [13] e [11].

Na secao 3.3, obtemos diversas estimativas para u(-, t) e, no caso p = 1,

suas derivadas; em particular, mostraremos que
111
s 8)llr@y < Clo ) [ul )o@y t2077 V>0 (3.7)

para todo p < r < oo, onde C(u,p,r) é uma constante positiva que depende dos

parametros p, p e 7.
A seguir, nas sec¢oes 3.4 e 3.5, é mostrado que os limites

lim 267 Ju( D)l = 10,p),  p<r<oo (3.8)

estao todos bem definidos; como no caso da equagao do calor, tem-se y(r, p) = 0 para
todo r > p quando p > 1, e no caso p = 1 estes limites dependem fundamentalmente

da massa de u(+,t), isto é, a quantidade m € R (invariante no tempo) dada por

m = /R w(w, e = /]R (). (3.9)
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3.2 Propriedades basicas

Serd conveniente iniciarmos considerando o caso p = 1 (isto é, ug €
L*(R)) e examinarmos o comportamento das solugdes u(-, t) de (3.1), (3.3) em L'(R).
Para isso, utilizemos as chamadas “funcoes sinal reqularizadas” ver [8], [12] tomando

S € C'(R) uma fungao crescente tal que,

S(z) = 1 se xz>1 (3.10)
S(0) = 0 se =0 (3.11)
S(x) = =1 se z< -1 (3.12)

Ls(z) = /0 S (%) de, (3.13)

temos Lgs > 0, Lg >0e
Ls(x) — |x| ao d—0 (3.14)
uniformemente em x € R, com
Ls(z) — sgn x a  0—0 (3.15)

para cada x € R, onde sgn denota a funcao sinal, ou seja,

1 sexz >0
sgn (x) = 0 sex =0
-1 sex < 0O

Aproximando | - | por meio de fungées Ls obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 (Monotonicidade de ||u(-,t)||11(r)). Sendo u(-,t) solugio de (3.1)
com u(-,0) € L'(R), entdo
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Demonstracao. Seja T > 0 dado e 0 < ty < T qualquer. Tomando as funcgoes Ly,
§ > 0 conforme (3.13), multiplicando (3.1) por Ly(u(z,t)) e ainda integrando em
[to, T] X R, obtemos

/tOT/RL:;(u(x,t))ut(:c,t)dxdt + /tOT/RL;(u(x,t))f(u(:c,t))xdxdt:
= /to ' /R Ly(u(x, 1)) pttgy (2, t)dadt,

onde f(u) = cu?/2. Com respeito ao primeiro termo, temos

/tOT /R Li(u(a, )z, t)dedt = /R { /tOTL;(u(aj,t))ut(x7t)dt}

dx
_ /RLCS(U(Q;,T)W_ [ Ls(u(e, to))da

Por outro lado, para o segundo termo, temos

Ls(u(x,t) f(u(z,1)e = Ls(u(z,0)f (ulz,t)u.(z,1)

0
— - Flu(,),

e entao

| Estutan ftute. 09 = [ Liu(o0) 3 fute.0)de = [ Pl )de =0,

onde F(u) := [ Ls(v)f (v)dv, de modo que

/tTAL;(U(Ivt))f(u(xat))mdﬁ =0 Vig<t<T.

Finalmente, para o terceiro termo, temos, integrando por partes,

/ /L5 (2, 1)) pthge (, t)dxdt = / / u?(z,t)dzdt,

de modo que, como Lg > 0, resulta

/ /L5 w(z, t)) gy (z, t)dxdt = / / u?(x, t)dxdt <0, VYt,6>0.

Dessa forma, fazendo § — 07, obtemos, por (3.14),

/|u(ac,T)]dJ; - / lu(z, to)|d < 0:
R R
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para to > 0 arbitrdrio; fazendo to — 0T, resulta entao

/]u(:c,T)|d:v < / (e, 0)ldz VT >0,
R R

como afirmado. O]

O resultado acima mostra, em particular, que
luC Dl < lulsto)lloe < lul0)lme V0 <to <t (3.17)
de modo que |[u(-, t)|| 11 &) decresce monotonicamente com ¢, quando u(-,0) € L'(R).
Outra propriedade bastante importante é o Principio do Méaximo,
[u( )l @y < NluC, )o@ V>0, (3.18)
o qual pode ser derivado do seguinte resultado.

Teorema 3.2 (Monotonicidade de |u(-,t)||Lrr)). Sendo u(-,t) solucio de (3.1),

(3.8), onde 1 < p < oo, tem-se
[ul )llr@) < llulto)llor@ V=t 20, (3.19)

para cada p < r < 0.

Demonstragcao. O caso p =1 = 1 ja foi visto no teorema anterior. Analisemos entao
quando r > 1, r > p. Para T' > 0 dado, tomando tq €]0,7], as fungdes Ls dadas
e ainda multiplicando (3.1) por L5 (u(z,t))Ls(u(x,t)) e integrando R x [to, T

temos,

T T
/ /TLg_l(u)L;(u)utdxdt + / /rLg_l(u)L;(u)f/(u)uxdxdt =
to R 0 R

t
T

= / /rLg1(u(x,t))L:;(u(:c,t))uumdxdt,
to R

onde, como acima, f(u) = cu?/2.

Por Fubini obtemos,

/tT/RTLE_I(U(%t))L;(U(xat))“td‘”dt:/RLE(”(%T))dI—/LE(U(:E,to))dx.

0 R
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Por outro lado,

/]R L (e, ) Ly (u(, ) (w)udar = /R %A(u(m,t))dx — 0

onde A(u) = [ L5 (v) Lys(v) f' (v)dv.

Lembrando que Ls > 0 e Lg > 0 obtemos que,

T T
T,LL/ /Lg_l(u)L;(u)udedt = —ru/ /Lg_l(u)Lg(u)uidIdt
to R to R
0,

IN

para todo t > 0, de modo que

/R Li(u(z, T))dz < / L (u(a, to))da,

R

para todo t >ty > 0. Fazendo § — 0" obtém-se
u( )| r@) < [l to)llzrm), (3.20)
em virtude de (3.14).

Finalmente, fazendo r — oo em (3.20), obtém-se (3.18) como afirmado.

]

Outra propriedade fundamental das solucoes u(-,t) de (3.1), no caso
p =1 (isto é, u(-,0) € L'(R)), é o fato de a massa de u(-,t) ser invariante no tempo,

conforme mostramos a seguir.

Teorema 3.3 (Conservacao da Massa). Sendo u(-,t) solugio de (3.1) com

u(-,0) € L}(R), tem-se
/u(x,t)d:c = / u(z,0)dx Vit>0. (3.21)

Demonstragao. Seja T > 0 e tomemos 0 < t, < 7T'. Integrando (3.1) em [to,T] x R

obtemos

/tOT /R w(x, t)dwdt + /t ' /R Fu(, t))odadt — /tOT /R ity (5, 1)t
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onde f(u) = cu?/2.

Pelo Teorema de Fubini,

/tOT/RUt(I,t)dxdt = /R{/:ut(x,t)dt} dr
= /RU(SU,T)dx—/Ru(x,to)dx,

Por outro lado,

ZOTAf(U(x,t))xdxdt:AT [/R %f(u(x,t))dx} dt =0,
/tOT/RMum(x,t)dxdt = u/: {/R umdx] dt = 0.

Dessa forma,

/R u(w, T)dx = /R u(e, to)da;

fazendo ty — 0™ obtém-se

/Ru(x,T)dx:/Ru(:c,O)dx,

como afirmado. O]

Teorema 3.4 (Contratividade em L'(R)). Sendo u(-,t), a(-,t)solugoes de (3.1)

correspondentes a estados iniciais u(-,0), u(-,0) € L'(R), tem-se
u(-,t) = a(-, )] @y < llu(-,0) = a(-,0)||p@ VY t>0. (3.22)

Demonstragao. O argumento a seguir é tomado de [6] e [8]. Seja T" > 0 dado, e
0 < ty < T qualquer. Tomando as fungées Ls, 6 > 0 dadas em (3.13) e, sendo
w(-,t) =u(-,t) —a(-,t), f(u) = cu?/2, temos de

u+ fu(x, b))y = pug(z,t)

Uy + f(fb(.%', t))z = /“:sz(ma t)
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que w(-,t) satisfaz

onde [f] := f(a+w) — f(q).

Multiplicando (3.23) por Lj(w) e integrando em [tg, T] x R, obtemos

Ljé%wmﬁmmwmw_+Zjé%wwmmMMh: (3.24)
= /tOT/RLl&(w(ﬂfat))ﬂwm(m,t)d:vdt.

Examinando o primeiro termo em (3.24) acima, obtemos

/ [ttt s = [ | / St (o, )| ds
= /RL(; dx—/RL(; w(x Zfo

Para o segundo termo, obtemos, integrando por partes

T
/ /L;(w(x,t |odzdt = / / [flwg(z, t)dzdt.
to R
Como, para cada (x,t) fixado, temos
Ly (w(z,t))[flwy(z,t) — 0 ao §— 07,

e vale a estimativa

|Ls (w(z, ) [flwa(z, )] = Ls(w(z, t)|we(z, )] f (@ + w) — f(@)]
< ECh|wy(z,t)]

para E > 0, Cy > 0 constantes (Cy dependendo de ty), pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

/?/gwwmmm%@wmaeo w 50

Finalmente, considerando o terceiro termo em (3.24), obtemos, inte-

grando por partes,

/ /L5 T, ) Wy (2, t)dxdt = / / w?(x, t)dwdt <0,
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visto que Lg > (. Portanto, resulta de (3.24) acima, a desigualdade

/R Ls(w(z, T))dz — /: /R L (w(a, ) flws (z, ) dzdt < / Ls(w(z, to))da

R

para cada 6 >0, 0 < tg < T. Fazendo 0 — 0 e t; — 0T, obtemos entao

[ ot < [ fuwta,0)ds,

/R|u(x,T) —a(z, T)|dr < /R|u(x,0) — (x,0)|dz,

como afirmado em (3.22). O

isto é,

Usando argumento da literatura [3] e as propriedades (3.21) e (3.22),

podemos estabelecer a seguinte propriedade de monotonicidade.

Teorema 3.5 (Monotonicidade do Operador Solugao). Sendo u(-,t), a(-,t)
solugoes de (3.1) correspondentes a estados iniciais u(-,0), a(-,0) € L*(R), respec-

tiwamente, temos que

u(-,0) < a(-0) = ul-t) <a(t),  Vt>0

Demonstragao. Dado t > 0 tem-se, pelos Teoremas (3.3) e (3.4) acima,

/R (Ju(z, t) — a(x, t)| + u(z,t) — @z, t) de =

= /R|u(x,t)—ﬂ(x,t)|dw—l—/Ru(x,t)dx—/Rﬂ(x,t)dx
< /R]u(:v,O)—&(x,O)]dm%—/Ru(x,O)dx—/va(x,())dx

_ /R (2, 0)dar — /R u(,0)da + /R u(, 0)de — /R (2, 0)da
= 0.

Portanto, como |u(x,t) —a(x,t)|+u(z,t) —a(x,t) > 0 para todo x € R,
segue que

lu(z,t) — a(z,t)| + u(x,t) —a(x,t) =0 VaoeR,

0 que prova o resultado. O
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O Teorema 3.4 garante, em particular, a unicidade da solugao u(-,t) €
C°([0, oo[, L*(R)) do problema (3.1), (3.3) no caso p = 1. Para p > 1, a unicidade da
solucao u(-,t) € C°([0, o[, LP(R))NL>®(R x]0, oo[) decorre da seguinte generalizagao

do Teorema 3.4 a este caso.

Teorema 3.6. Sendo ug, 4y € LP(R) N L*(R), 0 < p < oo e u(-,t), u(-,t) €
C°([0, 00[, LP(R)) solugoes de (3.1) correspondentes aos estados iniciais ug, Ug, Te-

spectivamente, tem-se
() = @, )| o) < lluo — doll Lo(rye” "
para cada t > 0, onde C(pu, p, Ks) denota uma constante cujo valor depende apenas

de p1, p e Koo > 0 tal que |[ug||rem) < Koo, ||Uo]|zoor) £ Koo-

A prova deste resultado serd vista para equagoes mais gerais no Capitulo

3.3 Decaimento em L"(R)

Nesta se¢ao, obteremos certas estimativas para u(-, t) e algumas derivadas,
que serao importantes na andlise a seguir. Iniciaremos considerando o caso p = 1

(isto é, u(-,0) € L'(R)).

Teorema 3.7 (Desigualdade de Energia 1). Sendo u(-,t) solu¢io de (3.1) com
u(-,0) € LY(R), tem-se

T
Tllul, D)z w +2u/ s () 2gmydt < 2V2[ul, 0)|[ 7@ T ?u 2 (3.25)
0

para todo T > 0.

Demonstragao. Os argumentos aqui usados sao obtidos analisando a literatura, [12].

Seja T' > 0 dado, multiplicando (3.1) por tu(z,t) e integrando em R x [0, 7] temos

/ / u(z, t)uy(x, t)dedt + / / u(z, t) f (u(z,t))ug(x, t)dedt =
/ t/,uu(x,t)um(x,t)dxdt,
o Jr
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onde f(u) = cu?/2.

Usando o Teorema de Fubini e integragao por partes,

1

T T T
|t [t tyute izt = St Dy =5 [ o0l (326)

Por outro lado,

/R (o, 1) f (u(, ) (x, £)dz = /R % (u(z, £))dz = 0, (3.27)

onde g(u) = [’ vf (v)dv, e

isto é,

T T
/ t/uu(a:,t)um(x,t)dxdt = —u/ t/ui(m,t)dxdt
o Jr o Jr

T
= [ Ol 623)

Portanto, devido a (3.26), (3.27) e (3.28) obtemos,

T 1 T T
2 2 2
Tl ey = 5 [ et = = [ et

T T
Tlfu(, T)l 72 +2u/ tlluz(nt)l\%z(mdt—/o [l )| L2yt

Usando a desigualdade de Sobolev (A.11) e posteriormente a desigual-

dade de Holder (A.4), tem-se

T T
4/3 2/3
| It < V[ a0l a0,
0 0

T
< VO [ sl
T 1/3
< 22 BYful-, 0 gy (V)P (200) 71 (w / t||ux<-,t>||iz<R)dt)

Assim, sendo

T
E(T) = Tllu(-, T)|2aqe + 20 / Hltta (- )22
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temos

4/3 _
E(T) < 2lfu(-, 0)||iig,u T E(T)

o que implica

E(T)*® < 2|[u(-, 0) | iy /T

ou seja

E(T) < 2°2||u(-, 0) s gy /*T"?

de onde segue o resultado.

Em particular,
(-, T2y <V 2V2ul-, 0)| ey (WT) ™ VT >0,
e ainda, .
|t Ot < VR Ol T
Uma consequéncia do resultado acima é dada a seguir.
Teorema 3.8. Sendo u(-,t) solugdo de (3.1) com u(-,0) € L'(R), tem-se

Ju(-, T)|| ey < 20/ 2V2[u(-, 0) |1y 2772 ¥ T > 0.

Demonstra¢ao. Dado T' > 0 temos, por (3.30),
T
/0 g (- )72 @ydt < V2 (-, 0)]| 72 gy T

e entdo, por (A.9), existe £ € [%,T] tal que

V22 (-0
T —

||ux s |L2 < \/ 3/4||u |L1(R 1/42?_1/2.

Pela desigualdade de Sobolev (A.10), (3.31) e (3.32) tem-se,

T1/2

(R)

e, DllZ2m <

isto é,

lut Dllzem < 2920 ul, 0| pam T 4"
< 29 u(-, 0) | ey T2,

44

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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txfl'ﬂ

uma vez que T >t >
Assim,
JuC Dllzemy < 229202 u(,0) | ey T2

e o resultado segue, visto que |[u(-,T)|r~®)y < |lu(-,1)|/r~®) pelo Principio do

Méximo. O

Teorema 3.9. Sendo u(-,t) solugio de (3.1) com u(-,0) € L'(R), tem-se
)l < Crllul, 0)]| 2y (ut) =207 (3.33)

para cada 1 < r < oo, onde C, = 2517,

Demonstracao. Os casos 7 = 1 e r = 0o ja foram estabelecidos (ver Teorema 3.1 e

3.8). Considerando 1 < r < oo, tem-se, para t > 0, usando (A.8),

1 1-1
luCs Ollzrmy < s )yl ) oy

1—-1
1 1 r
< Oy (212920000 1)
— 2% 0D () 2D (-, 0) | ),
como afirmado em (3.33). O

Os resultados a seguir tem o objetivo de estabelecer estimativas para
e (-, t) || 2(r) € [|toz (-, )] L2(r). Para isso sera conveniente introduzirmos K > 0 tal
que

[, 0)][1®) < K. (3.34)

Note que, pelo Teorema 3.8, temos u(-,t) € L*(R) para cada t > 0,

com

[ul-, )]l L= m) < Koolto, p, K1) V12>t

para cada tg > 0 dado, onde

Koolto, i, K1) = 20/ 2v/2 Ky (ute) 2. (3.35)



3 Equacao de Burgers 46

Do Teorema 3.7, segue que, dado £, > 0 qualquer, temos

to L
/twawmawﬁsmmea
0

para C(u, K7) constante apropriada dependendo apenas de p, K7 dados. Pelo Teo-

rema A.9, Anexo A, existe ty €]0, o[ tal que

tollt (- 10) 32z < Clis Ky
de modo que, multiplicando por ty, obtemos

B o) 32 eyt < C, K

assim, como £, > 0 é arbitrario, resulta de (3.25) que podemos tomar uma sequéncia
(tée)) ¢ com

£)?2 l YA
t0 s (-, t57) 122y — O, t) — 0 (3.36)

ao { — oo. Esta observacao permite obter o seguinte resultado.

Teorema 3.10 (Desigualdade de Energia 2). Sendo u(-,t) solu¢do de (3.1) com
u(-,0) € L'(R), tem-se,

T
T2Hu$('7T)||2LZ(]R)+:u/O |tz (- Ol 72@ydt < O K)l|ul, 0) |72y T2 (3.37)

para todo T > 0, onde C(pu, K1) > 0 € uma constante que depende dos parametros

p, K1 >0 dados em (3.1) e (3.34) acima.

Demonstra¢ao. Dado T > 0, tomemos t, €]0, 7| verificando (3.36). Derivando (3.1)

em relacdo a x, multiplicando por t?u, e integrando em R x [tg, T, tem-se
T T ,
/ / oy (. g (o, ) dadt + / 2 / o, ) (F ()i (x, £) )adwdt =
to R to R

T
= ,u/ tQ/uz(x,t)umx(x,t)dxdt.
to R

onde f(u) = cu?/2.
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Usando Fubini, concluimos que:

T T o 1
/ /t2u$(x,t)um(x,t)dxdt = // i (—u$(x,t)2) dtdx
t, R R Jtg at 2
T2

0
2
= THUI(va)H%Z(R) - 50”%(5””50)”%2(1@)

T
— /tHuI(m,t)H%z(R)dt.

to
Por outro lado,

/Rux(x,t)(f,(u)uz(x,t))zdz = —/Rf,(u)ux(x,t)um(x,t)dm

’ /

= — [ (@ = FO)us(e. s, ),
e também

T T
i [ [ et 0t = =1 [Pl ) eyt
to R

to
Portanto, obtém-se

T
T2t (-, T 72wy + 2#/ ]t (-, 1) | F2 gy At = 15|11 (-, o) |72 ) +

to

T
+ 2/ g (- )12y + (3.39)

to

+ Q/tOTt2 U}R(f’(u) — 1(0)) g (2, )ty (2, t)d | dt.

Por (3.36), temos
tollua (- to)| 7oy — 0 a0 to =0,
e, por (3.25),

T
_3 1
2 / uta (- Dl oyt < 225 Hu(-, 0) 2, T

to
Analisemos agora o dltimo termo em (3.38). Pela desigualdade de
Cauchy (A.1), com € = p, temos

(1) = £ Ot (2, ) uga (2, 1) < plutg(, 0)* + ilf/(U) = [ O)[ua(a, )

2
C
< s OF + Lt )P, 0
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Portanto, para cada t € [ty, T, resulta

/ () = 1 (Ot )t ) < it () ey / (e )2z, ).

Por (3.31), resulta

/If 0}t (0, ) [ttn (2, ) v < ol (-, )2 ) +C (1t K)o (- ) 1 2 g)-

Portanto, segue de (3.38) que

T
T2”ux('aT)”%2(R) + N/ t2||um('vt>||%2(R)dt < tg||u:v('7t0)||%2(R)+

to

+ Clul, 0)7ae T2 +

T
LK) / it (1) 2y,

to

ou seja, por (3.25),

T
T2|lua(, T) 2@y + u/ [ ttaa (- )2yt < tollua(:, to) 2y +

to

+ C(llul, 0)ILa@wT” +

T
O K / e (- )22y -

to

Fazendo ty — 0, resulta

T
1
T2Huz(uT)||iz<R)+/~t/ [ ttae () L@y dt < C)llul, LT +

to

T
L CGL ) / ot (- ) 2oy

2 1
< COp, Ky)lul-, 0) 17w T
pelo Teorema 3.7, o que conclui o argumento. ]
O argumento usado na prova do teorema anterior pode ser repetido
para estimar ||uq, (-, t)||2®) € obter o seguinte resultado.

Teorema 3.11 (Desigualdade de Energia 3). Sendo u(-,t) solu¢ao de (3.1) com
u(-,0) € LY(R), tem-se,

T
T2, T) L2y +2u/0 ¥t (-, 1) 2yt < Ot K1)l 0) |70y T2 (3.39)
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para todo T > 0, para alguma constante C(u, K1) > 0 que depende dos parametros
w, K1 >0 introduzidos em (3.1) e (3.34) acima.

Demonstra¢ao. Como na derivagao de (3.36) acima, obtém-se de (3.37) que existe

sequéncia (t((f) )¢ com

£)3 l YA
t0) Ntz (-, t57) 220y — O, t) — 0 (3.40)

ao { — oo. Assim, dado T' > 0 qualquer, e tomando ¢, €]0, T satisfazendo (3.40),
temos, derivando (3.1) em relagdo a x duas vezes, multiplicando o resultado por

2t3u,, e integrando em R X [to, T1,

T
TPfuaa (-, D) T2@y + 2#/ [ taaa (- D)o@y dt = tolltas (@, t0) 2@ +

to

T
+ 3/ 1t (2, ) |72y dE +
to

T
+ 2/ t3/cu(m,t)um(x,t)umm(ac,t)dxdt—|—
to R

T
+ 26/ t3/ui(x,t)umx(x,t)dxdt. (3.41)
to R

Por outro lado,

T T
20/ t3/u(x,t)umummd$dt‘ < 2|c|/ t3/ |u(z, t)||tge | |Uppe | dadt,
to R to R

T T
20/ tg/uiumxda:dt‘ < 2\c|/ t3/ |t |* [t |t
to R to R

utilizando a desigualdade de Cauchy (A.1) com € = u/4,

T T
2]0\/ t3/ |u(z, )| |tge | |Ugee | ddt < E/ t3/ U | dvdt + (3.42)
to R 2 R

to

2¢ [T 2 2
+ — [ ] |u(x,t)|*|ug| dxdt,
/‘L to R

e também,

T L T
2lc] / 3 / Pl |dzdt < P / 8 / paaPdedt + (343)
to R 2 to R

2 2 T
+ i/ t3/|ux|4d:1:dt.
:u to R
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Pelo Teorema 3.8 e por (3.37),

T T
J A N e O O
to

to

IN

T

to

< Clu K u(, 0) 12 @) T2 (3.44)

Por outro lado, também pelo Teorema 3.8 e pela desigualdade (A.12),

Anexo A, temos,

T T
[ [lulasde < [ 8o
to R to

T
C [ 28 o ) s
to

IN

T
< C(uK) / B utg (- ) L2302t
t
0T T
< CluK) / k(- )2yt + / 2t ()|
0 0
< O K ul )l sy T2 (3.45)

pela Desigualdade de Energia (3.25) e (3.37), para C(u, K7) apropriada. Fazendo
to — 0, obtemos o resultado por (3.44), (3.45) e (3.40). O

No que segue, vamos examinar o caso em que u(-,0) € LP(R) para
p > 1. O caso mais simples é quando 1 < p < 2, que serd examinado no resultado
abaixo. O caso p > 2 resulta de uma andlise mais geral apresentada no Capitulo 4

(ver Teorema 4.5).

Teorema 3.12. Sendo u(-,t) solu¢io de (3.1) com u(-,0) € LP(R), 1 < p < 2,

tem-se
T HJ
1 9 1 9 4\ 2 1 1 9 1
Tl ) ey + 20 [ tp||ux<-,t>|rLz<R>dts(5) W (e, 0) e T
0
(3.46)
para todo T > 0.
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Demonstragao. No caso p = 2, temos, multiplicando (3.1) por u(z,t) e integrando
em [0, 77,
T
[, T)|[7 2y + 2#/ e (- |72 @y dt = [Jul-, 0|72,

o que mostra (3.46) neste caso.

Considerando agora 1 < p < 2, multiplicando (3.1) por 2 tr u(z,t) e

integrando em [0, T'], obtemos, integrando por partes,

. T, 9 (T,
Tollul, 7)o +2u/ t”||uz(wt)||iz(mdt=—/ P Hluls )72y
0 P Jo
de modo que, por (A.11), Anexo A, obtemos
1 2 T 2
Trllu(, T)ze@ + 2p | toflua(, t)|z2m)dt <
0
2 2 [T 1
< 24 / F e )l el e, ) 5
0

4—2p

2 2-p 2+T—’ r 1—1 +p
< 2—942“’||U( Ol [t (-, )| 2

2
4 _2-p 2+p ’ 1 2 ﬁ
< 5 [, 0) |75y T7 (20 [ t7 (-, )72yt
0
pela desigualdade de Holder. Isso implica que
1 2 T 2
T”HU('aT)HB(R) + 2u ; tp|’“x('7t)“L2(R)dt§
N2
P _2-p 1
< (3)7 W F Il 0l
p
para todo T" > 0, o que conclui o argumento. O]

Uma consequéncia importante deste resultado é dada a seguir.

Teorema 3.13. Sendo u(-,t) solug¢io de (3.1) com uy € LP(R), 1 < p < 2, temos

1
luC, )l < Cp i [|u- 0)l|ot 2 (3.47)
Yoy 2"
para todo t > 0, onde C, = Y72~

p 4P
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Demonstrag¢ao. Do Teorema 3.12, temos, para 7' > 0 qualquer,
N
Po1g1_1 111
||U‘<,T)||L2(R) S (5) IuQ(Q p)Hu(‘,O)HLP(R)TQ(? p) (348)
e
T 9 1 /4 3 _1_1 9 1
[ Bl i< ()T 0w 649
3
de modo que, por (A.9), Anexo A, existe ¢, € [1,T] tal que
1 N2
1 P 1.1 1
t [|ua (s t)llZ2 @) < (13) P2 e 0) ey T2,
isto é
4 24# 1011 11—
[t (-, ) | 2y < (5) 2 (e, 0) || o gy T T (3.50)
Portanto, por (A.10), resulta
1 1
lu(st)llem < V2 [lul t)lFa (5 t) 1 F2m,
2+p
A\ 1 _a41
< \/5(23) m QLHU(.,Q)HLI,(R)T—%@ %S
e entao, pelo principio do maximo,
Jul T)l[e@ < [lus b))
3 1 Z‘ILTP 1 1
< V2v22® (0) 7 w0l .
p
O

Em particular, por interpolagao, obtemos a seguinte estimativa.

Teorema 3.14. Sendo u(-,t) solu¢io de (3.1) com u(-,0) € LP(R), 1 < p < 2,

tem-se, para cada p < r < o0,

1

-, D)o@ < CCr,p)l[ul-, 0) oy (ut) =257 (3.51)

para todo t > 0, onde C(r,p) = C’;ig, Cp, > 0 dada no Teorema 3.13.
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Demonstragao. De (A.8), Anexo A,

1—T
P

luC Oller@y < GO @ el Ol g
L _1 _1.q_r
<l O 7y (Co e, 0) | oy~ 20t 2) "5,

usando Teorema 3.2 e 3.13. OJ

Finalmente, como serd mostrado em maior generalidade no Capitulo 4
a seguir (ver Teorema 4.5), temos a seguinte estimativa para as solugoes u(-,t) €

C°([0, o[, LP(R)) limitadas no caso 1 < p < oo qualquer.

Teorema 3.15. Sendo f continuamente diferencidvel, e supondo uy € LP(R) N

L>*(R), 1 <p < o0, a solugdo u(-,t) de (3.1), (3.3) satisfaz
111
[t Ollzry < Co )l llisyt ™27 Ve >0 (3.52)

para cada p < r < 0.

3.4 Comportamento em L' (R), r>p, p=1

Nesta se¢ao, obteremos varios resultados assintéticos (ao t — +00) para
as solugoes u(+,t) da equagao de Burgers (3.1) correspondentes a estados iniciais

ug € L'(R). Seria 1til no que segue, introduzirmos a transformaciao de Hopf-Cole

71, 121,

o(x,t) = e 30 o uED (3.53)
cuja inversa é dada por
21 iz, t
w( ) = — R a(r ) (3.54)
¢ o(z,t)

Em termos de ¢(-,t) a equacao (3.1) produz
o(x,0) = @o(z), (3.56)

onde

po(x) = 73 oo 10O (3.57)
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Como uy € L'(R), obtemos ¢y € L*(R), com
e Bl < o (x) < esiloliim (3.58)
para todo x € R, de modo que 1/py € L>®(R). Mais geralmente, por (A.1), temos
e zalvollim < oz, t) < e lluollpi () (3.59)

para todo x € R, ¢t > 0. De (3.55) e (3.56), obtemos

1 o @y?
pat) = o= [ ) (3.60)

de modo que, por (3.54), obtemos a seguinte representacao explicita para a solugao

U(',t),

1 1 T @ow?
t) = T At dy, 3.61
wat) == [ G w o)

(#,t) J-o
onde @, ¢q sdo dadas em (3.53) e (3.57) acima.
Lema 3.1. Sendo ug € L*(R) tal que fj;o ug(x)dx = 0. Entdo, para todo p < r <
oo tem-se,

Jim 20, 1) ey = 0.

Demonstragao. De fato, por (3.55) e (3.56) vemos que ¢, satisfaz o Lema 2.3, entao,

para todo p < r < oo,

tlimt_%(l_%)uwa:('»t)“L’"(R) =0.

Visto que 1/ é uniformemente limitado, o mesmo é verdade para u(-, t)

dado em (3.61). O

Lema 3.2. Sendo ug, vy € L*(R) tal que

/_+OO uop(z)dr = /_+<>o vo(x)dx

o0 o0
onde u(-,t) e v(-,t) sao solugoes de (3.1) correspondendo a estados iniciais ugy e vy

respectivamante. Entao, para todo 1 < r < oo, tem-se

) 111
lim ¢z T)||U(',t) - U('at)”LT(R) = 0.

t—o00
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Demonstracao. Sendo ¢, 1 transformacoes de Hopf-Cole de u, v respectivamente,
isto é,

pla, 1) = e o e Yo, t) = 3 I vE0E

I

e, tomando w = ¢, — 9., temos que w tem massa nula e satisfaz w; = pw,,, assim,

pelo Lema 2.3,

. 1q_1
lim ¢2¢ T)Hs%(',t) - wz('yt)HLT(R) =0

t—o00

para todo p < r < 0o, ou se€ja,
lim 2079l ul-, 8) = (-, o, ) @) = 0.
Sendo 1/¢(+,t), 1/1(-,t) uniformemente limitados e
B [|o(:,8) = P 8)]| ooy = 0,

segue o resultado.

0
Teorema 3.16. Dado ug € L'(R), a solugio u(-,t) de (3.1) satisfaz
tim (-, )11ty = [ml (3.6
L la-Ly o __Im] 1|20, —em
Jim 0D llw = St (20— ) [Pl (369
. 1 m 2 _cm
Jim t2 (-, )| e () = ’471;1 ﬁu — e 2)| | Fll ooy, (3.64)
onde F € L'(R) N L°(R) e € dada por
F e
O = emie)
onde
1 (%
erf(§) = —/ e’ ds,
V7 Jo
1+ e 2
c=——
2
e
h = ’1 —e W
e

+oo
m = / uo(z)dz.
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Demonstracao. Devido ao Lema 3.2, é suficiente mostrar o resultado para o estado

particular inicial vy = mdjo 1), no caso u(x,t) é dado por

u(r,t) = L#/l 6_(%2;:”2 vo(y)dy
7 VAt o(z,t) Jo
onde
1 T (oyoan?
p(x,t) = m/w e W po(y)dy
com

wo(z) = e 2 /oo w0 (6)dE.

_ ’/_:o o) dx

o qual mostra (3.62). Para mostrar (3.63) e (3.64), introduziremos,

Em particular, para todo t > 0,

= [m|

+o00
- Dl sy = ‘ / ule. 1)

1, zrz<a
Ho(z) = o (3.65)
e, T>«
onde « > ( satisfaz
—+00
| 0tala) — autads =0 (3.66)
isto é,
_cm 2,u _cm
1—a)e % = 20 (1 — e %),
a+(1—a)e 2« cm< e 2)
Sendo
H(w 1) = — / S ) (3.67)
r,t) = —— e ant )
) /—47Tﬂt . oly)ay

temos, por (3.66) e Lema 2.3,

.11
lim¢z® T)||H('7t) - 90('7t)||LT(R) =0

t—o0

para todo p < r < oo, tal que

lim £2 0= (-, t) = w(-, 8)|| pr@y = 0

t—o00

onde w ¢ definido por

m 1 U eyar?
— - 4pt d
\/47Tut7'l(:v,t)/o ‘ Holy)dy

w(z,t)
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e H(x,t) é dado em (3.67), isto é,

r—«
VAt

onde v é o sinal do produto cm (isto é, v = 1 se em > 0, v = —1 se em < 0).

H(z,t) =0 — h erf( ),

Queremos agora derivar (3.63), para p < r < oo. Dado £ € R, temos

m 1

VARt 0 — 7 It erf(€)

! —y
wla+ €/t 1) = | s, @09
0

tal que

r_1 r
ez lw( Dlw =

1 —Y\2 T
/ eI 0 )y de.
0

o lo—7 h erf(¢)|”

Dessa forma, para todo £ € R et > 1/4u, temos,
T

1
(£ 9=y )2 —re? r
/ VR Hy(y)dy| < e [ Moo,
0

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos,

) r 1/r
m ) 1 Foo et
hmt2 N @ = \/L%@“)” (/0 HO(y)dy) </— W' dg)

Im| 1| 2p
= )| 1 F |2 )

VATt

por (3.65) e (3.66). Isto nos mostra (3.63). Finalmente, para p = 0o, nos observamos

(1-— 6_%)

que, fazendo ¢t — oo em (3.68), obtemos,

i )y 2 | 21— ) U_j,f;f@
para todo £ € R tal que
i () 2 | 20— B [Pl (309
Por outro lado, para t > 0 seja & € R tal que
lw (s D)l ooy = lwla + &/ Apt, 1)]. (3.70)

Assim, li{n inf t%H(.U(‘,t)HLoo(R) > 0 por (3.69). Agora, tomando qualquer sequéncia
t, — oo tal que &, — &, entdo temos, por (3.68), (3.70),

m 1 !
\/EHW(,tn)HLOO(R) = \/% o — ,Y h erf(g) /O e (fn-‘r /4,utn H()( )dy
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assim, fazendo n — oo,

om -2
Jin ot ey = | 21— )
Isto resulta,
limsup £ [lw( Dll ey < | 2 (1 %) | Fl ey,
o0 At | cm
a qual, juntamente com (3.70), mostra (3.64). O

3.5 Comportamento em L' (R), r>p, p>1

Vejamos como a solugao u(+, t) de (3.1), (3.3) se comporta, com respeito

a suas normas || - ||z, quando r > pel < p < .

Teorema 3.17. Sendo u(-,t) solu¢do de (3.1), (3.3) com u(-,0) € LP(R) N L*>(R),

1 <p < oo, entao

Ju(, )| Lp@)y — 0 ao t — o0, (3.71)

Demonstracao. Dado € > 0, tome R > 0 suficientemente grande tal que

/|:e>R uolir) P < (%)p (3.72)

e seja vg € LP(R) dada por

B 0, Jz|]<R
vo(z) = (3.73)
up(z), |z[>R

Em particular, |vy(x)| < |up(z)| para todo x € R, de modo que

/R|vo(x)|pdx < /R|u0(a:)|pdx < K} < 0.

Sendo v(+,t) solucao de v; + cvv, = pv,, com v(-,0) = vy, temos, pelo

Teorema 3.2,

1/p p
oDl < ollzs = ([ Ilde) " = ([ uatopae) <
R |[z|>R

N |
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para todo t > 0, ou seja,

€
o, )| rm) < Y Vi>0.

Por outro lado, pela desigualdade de Interpolagao (A.8),

IN
=

1 1-1
Nu(-,t) —v(-, 0)| o) (1) — U<'7t)HL/IZE]R)Hu('7t) _ U(‘at)HLoo(/Ié’)
1 —
o) = w0 ()1 (s )l zoe gy + (10 ) 2w~

< CctV

IN

por (3.22) e Teorema 3.13. Assim, podemos tomar t, = ty(¢) > 0 suficientemente

grande tal que

€
u(-t) —v( )|l < 3 vVt >t (3.74)
Dai temos,
€ €
lul Olley < llult) = oC Dl + 00 Dllr@ < 5 +5 =€
para todo t > t. O

Teorema 3.18. Sendo u(-,t) solugao de (3.1), (3.3) com ug € LP(R) N L>®(R) e
1 <p< oo, tem-se
1 1

lim ¢267 9 u(-, )| g = 0 (3.75)

t—+00

para cada p < r < oo, uniformemente em r.

Demonstracao. O caso r = p foi examinado no Teorema 3.17 acima, e r = 00
resulta do Teorema 4.10 (mais geral) a ser visto no Capitulo 4. Uma vez obtido
(3.75) para r = p e r = 00, obtém-se a mesma propriedade para todo p < r < oo,
por interpolagao: pela desigualdade (A.8), tem-se

101_1 1-2
S ()l

t
<l Dl gy (7 1) o)

— 0 ao t — +o0,

1l 1 v
Nl Dl < Jul Dl

_p
T

o que conclui o argumento. 0
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4 EQUACAO DE BURGERS
GENERALIZADA

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos estender os resultados anteriores as solugoes (-, t)

de equagoes da forma
g+ () = gy, zeR, t>0 (4.1)
associadas a estados iniciais up € LP(R) limitados,
u(+,0) =ug € LP(R)N L*(R), (4.2)

onde 1 < p < co. Em (4.1), p denota uma constante positiva, dita “constante (ou
coeficiente) de viscosidade”, e f: R — R é funcao (suave) dada. Nestas condicoes,
existe uma tnica u(-,t) € C°([0, 00, L?(R)) limitada satisfazendo (4.1) no sentido

classico em Rx]0, +o00] e tal que u(-,0) = ug em LP(R), isto é,

Ju(-,t) — UOHLP(R) — 0 ao t—0". (4.3)

Na secao 4.2, vamos revisar algumas propriedades bésicas de u(+,t), que
serao tteis na analise do restante do capitulo. Na secao 4.3, taxas de decaimento
(a0 t — 400) serdo obtidas, e em particular serd mostrado que

1

HU(,t)’ L"(R) < C(pwua KpaKoo)-t_i(;_; (44)

para todo t > 0 e cada p < r < oo, onde C(p, i, K, K ) é uma constante depen-

dendo de p, u, e K,, K escolhidas de modo a se ter

ol Loy < Ky, ol L) < Koo (4.5)

No caso p = 1, isto é, ug € L*(R)N L>®(R), é mostrado na segao 4.4 que

Ju(-t) — U('at)”Ll(R) — 0 ao t — 400 (4.6)
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onde v(+,t) é solucao da equagao de Burgers
vt [ (0w + £ (0)0v, = pog, (4.7)

com v(+,0) tendo a mesma massa de ug, isto é,

/R v(z,0)de = /R wo(z)dr = m. (4.8)

Este resultado permite estender as propriedades assintoticas vistas para
a equagao de Burgers (Capitulo 3) para as solugoes u(-,t) de (4.1) acima; em par-
ticular, no caso p = 1, para quaisquer solugoes u(-,t), u(-,t) de (4.1) transportando

a mesma massa, tem-se

i e, 0) = ()l =0, (4.9)
tendo-se os limites

i D e ) o =

i #5070 ge) = 7, (4.10)

bem definidos para cada 1 < r < oo e nao nulos para m # 0, com

Hm u(, )] @) = |m|. (4.11)

t——+00

Finalmente, na se¢ao 4.5, examinamos o caso p > 1, obtendo (como no

Capitulo 3)

i, 8y = 0 (4.12)
e, em conseqiiéncia,
i 3G9 (- iy =
Jim 6Dl )] orey = 0 (4.13)

para todo p < r < oo, uniformemente em 7.

4.2 Propriedades basicas

Sendo u(-,t) € C°([0, oo[, LP(R)) solucao de (4.1), (4.2), podemos obter,
repetindo os argumentos utilizados no Capitulo 3 para a equacao de Burgers, os

resultados dados nos Teoremas 4.1 e 4.2 a seguir.
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Teorema 4.1 (Monotonicidade de |ju(-, )|

). Sendo vy € LP(R) N L=(R),

1 <p<oo, eu(t) asolugao de (4.1), (4.2) correspondente, tem-se
lu(, )llor@y < lluollrmy ¥ E>0 (4.14)

para cada p < r < 0.

O caso r = oo correspondente ao principio do maximo

sup |u(z,t)] < esssup |ug(z)] Vit>0, (4.15)
TeR zeR

onde ess sup denota o supremo essencial de |ug(-)].

Teorema 4.2 (Contratividade em L!'(R)). Sendo ug, iy € L*(R), as solugoes

correspondentes u(-,t), u(-,t) € C°([0, 00, L'(R)) satisfazem
||U(,t) — A(',t)HLl(R) S ||’LLO — 110||L1(R) V t > 0 (416)

No caso p > 1, obtém-se a seguinte versao para a desigualdade (4.16)

acima.

Teorema 4.3. Sendo uy, ty € LP(R)NL®R), 1 < p < o0 e u(-t), u(-,t) €
CY([0, 00[, LP(R)) solugoes limitadas de (4.1) correspondentes aos estados iniciais,

ug, Uy, respectivamente, tem-se
||u(, t) — QAL(, t)HLP(R) S ||U0 — TA/J()HLp(R) eB(u,p,Koo)t Vit> O, (417)

onde B(u,p, Ks) denota uma constante que depende apenas dos valores de i, p e

Koo > 0 tal que [Jug||pe®) < Koo, [|to]|zo@®) < Keo-

Demonstragao. Sendo 6(-,t) := u(-,t) — u(-,t), tem-se 0(-,t) satisfazendo

0; + [f]s = p0sa (4.18)
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onde [f] := f(a +0) — f(a). Tomando uma familia de fungdes sinal regularizadas

Lj(+), obtém-se, multiplicando (4.18) por pLs(0)P~'L;(#) e integrando em R x [0, T7,
T
/ Lo(0(x, T)de + pup(p—1) / / Lo(0)2L(0)202dudt +
R o Jr

T
+ pp / / Ls(0)P~ Ly (0)0%dxdt
0 R

_ / Lo(0(z, 0))Pdz + p(p — 1) /0 /R Lo(0)~2 L (0)20,[ f]dadt +

n //L5 (0 L (0)0,[f)dadt.

Como |0,[f]] < C(Keo, 1)0? + 16%/2 para C(Ku,p) > 0 constante

apropriada, resulta
T
/ Ls(0(z,T))Pdx + gp(p— 1) / / Ls(0)P2L5(0)%0%dxdt +
R o Jr
T
+ pp / / Ls(0)P 'L (9)6%dxdt

g(/mw@mvm+c<mwm —1/(/% (02 Li(0)20%dadt +

N //L5 (01 LL(0)0,[f|ddt,

para cada 0 > 0; fazendo 6 — 0, obtém-se:

100 ) < 16C,O)2m, + Clap, K >A 100, )11zt

para C(u, p, K ) constante dependendo apenas de i, p e K. Pela desigualdade de

Gronwall [8], tem-se entao
10C, )Yy < 10, 017, e WP T,

o que mostra o resultado. O

4.3 Decaimento

Considerando inicialmente o caso p = 1, isto é, ug € L'(R) N L>(R),

obtém-se os seguintes resultados.
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Teorema 4.4. Sendo f continuamente diferencidvel, e supondo ug € L*(R)NL*®(R),

tem-se

1,1
||U(,t)”L2(R) S 2\/§||UO||L1(R)IM it a \V/ t > O (419)

Com efeito, procedendo como no Capitulo 3, resulta que u(-, t) satisfaz

a desigualdade

22

T
Tllu(, D) 72 +2u/ t’luﬂf('7t)H%2(R)dt§WHUOH%HR)T57 (4.20)

para cada 7' > 0 dado. Diferenciando (4.1) com relacdo a = e multiplicando por

2t%u,(x,t), a integragao em R x [0, T produz, entdo,

T
T2 ua (-, T) 2oy + 20 / 2t ()t =
0

T
= 2 2 f (U)ugtly, dx dt
[of
_ / 2 / (F (W) = F(0) ity dz dt; (4.21)
0 R

como, por (4.20), resulta, repetindo o argumento do Capitulo 3,

22

[l )] o) < —HUOHLl R)t Vit>0, (4.22)

Vi

segue imediatamente de (4.20) e (4.21) que

T
1
T?ua (- T)ll72(x +u/ g (-, )Ty dt < O Koo)luollfoy T2 (4:23)
0

para todo T' > 0, onde C(u, K ) denota uma constante dependendo apenas dos
valores de u, K. Diferenciando (4.1) duas vezes e repetindo o argumento, como

no Capitulo 3, resulta

T
1
T [[tao (- T)| 22wy +N/ |tz (- )| T2y dt < O Koy Koo ol 7a ey T2 (4.24)
0
para todo T" > 0, e assim sucessivamente, assumindo f suave.

Por outro lado, no caso 1 < p < 2, obtemos (repetindo o argumento
visto no Capitulo 3),

1

T
1 1 1_1 1
T flul, T) 2w +2u/0 t o ()| L2y dt < Cplluollin@yp? > T2 (4.25)
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para todo T" > 0, onde C), > 0 é constante dependendo apenas de p. Em particular,

resulta
1

_lei_ 1
()l z2@) < Cp, w)luol Loyt 272, (4.26)
(-, Ol =y < Cp, )|l oyt ™, (4.27)

para todo t > 0, e certa constante C(p, 1) > 0 dependendo apenas dos parametros
p, p. Por interpolacao, resulta

1,1

11
e, ) ey < C(p, 1) o]l oyt 2%+ V>0 (4.28)
para cada p < r < oo, e certa constante C'(p, ) > 0 apropriada.

Finalmente, no caso p > 2, podemos obter (4.28) como segue. Tomando
q > p da forma ¢ = 4/, ¢ € N, multiplicamos (4.1) por gt"u(z, )9, onde v = Le

integramos em Rx[0,T] para obter

T
T [fuf, )||Lq(R)+q / ﬂ/ u(z, 1) uldedt = / 7 (-, )HLLI(R)
0
q
2

ou seja, em termos de w(-,t) := u(-,t
Y 2 1 ’ ¥ 2 ’ y—1 2
T lw(, T L2y + 4 L= i O |we (-5 )22y dt = . [w(, D) |72 gy dt-
(4.29)
Como,
2 a—p
lw( OlIEew = /le(%t)IQQ w(z, ) dr
2£ q p
< [ ol 0P 01, d
24—P
= Nul D@ lwC Ol @)
o1t 1-2 1-2
< Hu( )“Lp(R) Hw('>t>HL2(R) |’wx('7t)||L2(R)>
resulta
Tﬂ 1+p/q 1+§;3
[w( D)l L2y < 277 Jlu(, )] o) lwe (D)2 () (4.30)

de modo que (4.29) fornece, lembrando (4.14), obtemos

1 T
Tl T) 2w + 4 (1—5) / s ) 2 <

2p 9l-p/q

T
S 0l A I OOl
0
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Como no Capitulo 3, resulta, pela desigualdade de Holder,

1 T
iwm@Tmam-+4uQ—5)Athx,wm it <

< Clpog, i) Juolldym T 50 (4.31)
ou seja,
TH|u(, D) %ye + alg—Dp /t/ (2, )22 ddt <
< Op.a.p) ol T2, (4.32)

para todo T" > 0, e onde C(p,q, ) > 0 depende apenas dos parametros p, q, f

indicados. Em particular, obtemos

lul, Dl La@) < Clp, g, p)t 2770 (4.33)

para todo t > 0 e cada ¢ > p miltiplo de 4, com C(p,q,p) > 0 constante. Além
disso, de (4.32) obtemos, como no Capitulo 3,

g 1
[w(-, )|y < Cpsq; 1) Nluoll 7oy 7 (4.34)
para cada t > 0, ou seja,
[u(; )@ < Clp, 1) [luollrw) t2 vVi>0 (4.35)

para certa constante C(p, ) > 0 adequada. Como |lu(-,t)| ey < [|uollLrr) pelo
Teorema 4.1, obtemos novamente (4.28) por um argumento simples de interpolagao.

Fica, assim, mostrado o resultado abaixo.

Teorema 4.5. Sendo f continuamente diferencidvel, e supondo uy € LP(R)NL>®(R),
1 <p < oo, asolugio u(-,t) de (4.1) e (4.2) satisfaz

u(- )| r@y < Clp, 1) |luol| o) —2m7) Vit>0 (4.36)

para cadap < r < oo, onde C(p, u) denota uma constante que depende dos parametros

b, p-



4 Equacao de Burgers Generalizada 67

4.4 Comportamento em L"(R), r >p, p=1

Nesta secdo, vamos mostrar que, sendo uy € L'(R), a solugao u(-,t)
do problema (4.1), (4.2) satisfaz propriedades andlogas as examindas no Capitulo
3 para a equagao de Burgers. O ponto de partida é dado pelo seguinte resultado
fundamental: sendo vy € L'(R) um estado inicial com mesma massa que ug, ¢ sendo
v(+,t) definida por

v+ £ (0)v, 4+ £ (0)vv, = ey (4.37)

v(-,0) = vy € L'(R), /Rvo(a:)dx = /Ru()(x)da:, (4.38)
entao
Ju(-,t) = v(, Bl L@ — 0

a0 t — +o0. Para estabelecer este fato, serd preciso que f seja de classe C? com f"
Holder-continua no ponto u = 0, de modo que existem {2 > 0 e constantes I', a > 0
tais que

1"

W)= O <Tlul* se Ju<Q (4.39)

Lema 4.1. Assumindo (4.39), tem-se que, para cada € > 0, eziste to = to(p, K1, a, ', Q;¢€)
suficientemente grande, dependendo apenas dos parametros indicados, tal que a

solugao w(-,t), t > to, de
wy + f’(O)wgC + f”(O)wwgC = Wy, >t
w('v tO) = U(', tO)

satisfaz ||u(-,t) —w(-,t)||w) < €, para todo t > 1.

Demonstragdo. Tomando ty = to(u, K1, Q) suficientemente grande de modo a se ter
(-, )| Loor) < 82 Yt > i,

vamos escolher ¢ > ty em (4.40) a seguir. Seja w : R x [ty, 00[ a solucdo de (4.37),
(4.38); entao a diferenca 6(-,t) = u(-,t) — w(-, t) satisfaz
2

0+ £ (08, + 1(0) (% ¥ ew) — by — Flu)u,
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onde

como |F(u)] < T)u|'™ por (4.39), resulta, repetindo o argumento do Teorema 3.4

(Capitulo 3), para cada T' > t,
T
166Dl < T [ [ Jululdode

to R
T

< I\/ /R||u<7t)||%w(R)||u<7t)||L2(R)||uz(,t)”LZ(]R)dt
t
0 - )

< churr [ viase

to

se ty > t, for tomado de tal forma que

(M)? (4.40)

€«

]

Teorema 4.6. Assumindo (4.39), e sendo u(-,t) solu¢ao de (4.1), (4.2), v(-,t)
solugao de (4.37), (4.38), tem-se

u(-t) —v( )@ — 0 ao t — 4o00. (4.41)

Demonstra¢ao. Dado € > 0, sejam tg, w(-,t) dados no Lema 4.1 tais que |Ju(-,t) —
w(-,t)||L1(r) < € para todo t > ty; como u(-, %) e v(-,%p) tém a mesma massa, resulta
do Lema 3.2 (Capitulo 3), que |[v(-,t) — w(-, )| 1) — 0 a0 t — 400, e (4.41) fica
provado. O

Teorema 4.7. Sendo ug, iy € L1(R) com mesma massa, e u(-,t), u(-,t) as solugoes

de (4.1), correspondentes a ug, Uy; entao

lim 2070, £) = (-, )| ey = 0 (4.42)

t——+o0

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r.

Demonstracao. Para r = 1, isso é consequéncia direta do Teorema 4.6; para r = 2,
resulta de se ter

1
2

1 . R 1 1 1.
t ul )=l )l < =0l Dl g (Bt ) lem + a8 e )
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e, para r = oo, da desigualdade

1 N 1 N 3 3 30 A
2 flu(-, 6)=a(-, )] Loy < V2 (t4 (-, ) —u(-,t)||L2(R)>2 <t4||u$(.,t)||Lz(R) —|—t4Hu$(-7t)||L2(R)>

Finalmente, dado 1 < r < 0o, temos

1
P

11 N N 1 1 N
B0 ful ) = Ol < ) =Dl (e = al,Olem)
e o resultado esta mostrado. O

Teorema 4.8. Sendo uy € L'(R), entao a solugao u(-,t) de (4.1), (4.2) satisfaz

lim |Ju(-, )| @) = Im| (4.43)

t——+o0

onde m € a massa transportada, m = [ ug(x)dx.

Demonstragao. Tmediata de (3.62), Teorema 3.16 (Capitulo 3), e do fato de se ter,

pelo Teorema 4.6,

[0 )@y =lluC ) =o( O)ll@ < lul Ollei@ < ol Olloe el ) =ol Ollow-

O

Analogamente, os demais limites

lim #2079 fu(, 6) ey = 7 (4.44)

t——+o0

obtidos na secao 3.4, Capitulo 3, continuam validas, em vista do Teorema 4.7.

4.5 Comportamento em L"(R), r >p, p>1

Nesta secao, vamos examinar as questoes consideradas na secao 4.3, no
caso p > 1, isto é, ug € LP(R)NL>(R). Neste caso, como mostram os dois resultados

abaixo, as respostas sao triviais.

Teorema 4.9. Sendo ug € LP(R) N L>®(R) com p > 1, entao a solugao u(-,t) de

(4.1), (4.2) satisfaz
lim Hu(-,t)HLp(R) =0. (4.45)

t—+o00

1
2
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Demonstracao. Dado € > 0, seja R > 0 tal que fIIIZR |up(z)[Pdz < €?; entao, sendo
uy (-, t) asolucao de (4.1) correspondente ao estado inicial uy(-,0) = uo : (1-X_rr]),
temos por (4.14),

e ) 1y < s (5Ol oy < € (4.46)

para todo t > 0, enquanto

1 1
lu(t) —un ()l < uCt) — w7 gy lul, ) — w0l e
1 11 1
< luo X-rrllLig (Hu('?t)HLOOp(R) + ||u1('at)||L°°p(R))
produz ||u(-,t) — u1(-,t)||Lr(r) < € para todo t suficientemente grande, pelos resulta-

dos da secao 4.3. O]

Teorema 4.10. Sendo ug € LP(R) N L*(R) com p > 1, entdo a solugao u(-,t) de

(4.1), (4.2) satisfaz

thg—noo tzp ”'LL( )”LOO(R) = 0. (447)

Demonstragao. Sendo w(-,t) := t%u( t), temos w(-, t) satisfazendo
1

/ 1
wy + f(u)w, = pwy, + ;

2p
para cada t > 0. Sendo I'(t, s; x, y) a solucio fundamental da equacao wy+ f (u)w, =
[Wqy, € tomando ¢y > 0 suficientemente grande tal que ||u(-,t)| rr) < € parat > ¢,

obtemos, para t > 0,

! 11
w(x,to+1t) = I'(t,s;x,y)— w(y, to+ s)dy ds
@it = [ [Tseag o v+

+ /T(t,O;a:,y) w(y, to)dy =: wy(z,t) +wa(x,t),
R

_A—y)? )
e~ t-s para constantes A, A > 0 apropriadas, segue, pela

com [['(t, s;2,y)| <

A
Vi—s
desigualdade de Holder (A.4),

|w1(m,t)| S / \/m/ A(gg ;J> —|w(y,t0—|—8)|dy dS
C’()\,A,p)/ (to + s) (t — s)fé ds |Ju(-, o) zrm)

0

IA

IA

¢
€ C()\,A,p)/ (to—l—s)%_l(t—s)_% ds
0
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para C'(A, A, p) > 0 constante independente de e. Como
t/2 " 35 /2
/ (to + s)ﬁ—l(t - s)‘%ds < <§> / (to + S)ﬁ—lds
0 0

1
232 (to H) B
;

t 1, 1 t %Lt _1
/ (to+s)2» (t—s) wds < to+§ / (t —s) 2rds
/2 t/2

M t/2 1*i< 2
2p—1 \to+1/2 ~—2p—1

IN

para todo t > 0, obtemos

t 1
/0 (to+5)% 't —s) " 2ds < 2p (237 + 350 1)

para todo t > g, de modo que ||wy (-, )| zom) < C(A, A, p)e para todo t > 1, e certa
constante C'(A, A, p) independente de e.

Analogamente,

to

s, )] < OO B ) ey ()

para todo t > 0, e certa constante C'(\, A, p) que depende apenas dos parametros A,
A e p de modo que ||ws(-,t)|| @) < Ce para todo t > t, e certa constante C' > 0
independente de e. Resulta, assim, ||w(-,t)| po@® < Ce para todo t > 2t; e uma

dada constante independente de €, o que mostra o resultado. O

Por um argumento simples de interpolagao, obtém-se entao a seguinte

propriedade.

Teorema 4.11. Sendo ug € LP(R) N L>®(R) com p > 1, tem-se que a solugdo u(-,t)
de(4.1), (4.2) satisfaz

1¢1_1
lim 267D |-, )| pr@) = 0 (4.48)

t—+00

para cada p < r < oo, uniformemente em r.
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ANEXO A

Teorema A.1 (Desigualdade de Cauchy). Sendo a,b > 0, tem-se

1
ab < ea® + 4—b2 Ve>0. (A.1)
€

Demonstragao. Tem-se, para todo € > 0 dado,

ab = (V2e)— < — + -—

visto que 2ab < a? 4 b2, O

Teorema A.2 (Desigualdade de Young: Primeira Versao). Sendo p,q > 1
- 11 _
tais que ste = 1, tem-se

1 1
ab < = aP + - b? Vab>0. (A.2)
p q

Demonstragao. Se a =0 ou b =0, (A.2) é trivial. Basta entao considerar a,b > 0.
Como e” é convexa, tem-se
b (1z @)+ L (bq))
ab = exp |- In (a —In
p q

1
exp (In (a”)) + — exp (In (b))

q

[ —

1
a? + — b9,
q
como afirmado. O

Teorema A.3 (Desigualdade de Young: Segunda Versao). Sendo p,q > 1 tal

que % + % =1, tem-se
ab<ead + C(e) V? Vab>0, e€>0 (A.3)

onde C(e) = —2

q(pe)

SIS
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Demonstracao. Tem-se, para ¢ > 0 dado,

=

ab = (pe)r a

IN

devido a (A.2). O
Teorema A.4 (Desigualdade de Hdlder). Sendo Q mensurdvel C R™, e sendo
1<p,q< o tal que%%—%: 1, tem-se

Ifgllevey < flle@) llgllzea@ (A.4)

para toda f € LP(Q), g € LI(Q).

Demonstracao. Se p=1e q = oo ou ainda p = 0o e ¢ = 1 a desigualdade é ébvia.
Se p,q > 1 finitos tais que %—i—% = 1, o procedimento ¢ o seguinte: caso || f||rr@) =0
ou ||gllze) = 0, (A.4) é ébvia; dessa forma, vamos supor || f||zr) > 0 € [|g||La@) >

0.

Definindo f € LP(Q), § € LU(Q), via

; f(z)

flo) =
111 ze )

. g(x)

g(z) =
91l Lo

para todo = € (), obtém-se
“fHLP(Q) =1, HQHLq(Q) =1

e, pela Desigualdade de Young (A.2) tem-se,

/Q @) [3(o)lde < / (}J|f<x>|p+ §|g<x>|q) da
= [li@rds + ¢ [lg)rds

1, = 1, .
5”inP(Q) + a”g“%q(g)
1 1

b q



isto é,
T )
f(@)] |g(z)] dz <1
1 zr@ 9l o) Q’ ()] [g(x)]
ou seja,
como afirmado. )

Teorema A.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sendo Q2 C R"™ mensurdvel,

entao

1fallee) < flle2e) ll9llrz@ (A.5)
para toda f,g € L*(Q).
Demonstragao. Resultado de (A.4) tomando p = q = 2. ]

Teorema A.6 (Desigualdade de Minkowski). Sendo Q2 C R"™ mensurdvel e f, g

em LP(Q) para 1 < p < 0o, tem-se
If+9llr < [[fllee@ + lgllze@ (A.6)

Demonstracao. Se p = 1 ou p = oo, a desigualdade é ébvia. Se 1 < p < oo,
procedemos do seguinte modo: se || f+g||Lr) = 0, (A.6) é 6bvia; se || f+gl|zr() > 0

tomando 1 < ¢ < oo tal que % + % =1, tem-se por (A.4)

I + ol = [ 1) + gl da
< [ 15@ + 9@l (@] + lala)) da
< [1@ + P @l de + [ 1) + g@P o) do

< ([ +g<x>w1qdz)q(/u |Pdm)
v ([ + gty dx);( [lstop dx)

IN

([ 1) + gty dx)l (Lirr) =+ (/[ rgwﬂ

= |If + gl?%o) (Il lgllee)



isto é,
IF + gl < e + gl

que ¢é a Desigualdade de Minkowski, visto que p — § = 1. O]

Teorema A.7 (Desigualdade de Young para Convolugao). Sendo f € L'(R")
e g € LP(R™) para algum 1 < p < oo, tem-se fxg € LP(R") e

If * glleeeny < | fllzr@ny |9l zeny.- (A7)

Demonstracao. Se p = 1 ou p = 00, a desigualdade é 6bvia. Se 1 < p < o0,

procedemos do seguinte modo: tomando 1 < p < o0, tem-se

I * dlly = [ 1 % )@l de
- LIL
< / [ 1) gt =) dy]” i
- /n [ nlf(y)lé 1F )7 lg(z — )| dy]p dx

< Wy [ ot - P a | ao
1y [ 11| [ lato =l o | dy

1
= Il

p

fly) g(x —y) dy | dx

90z &)

onde foi usada a desigualdade de Holder (A.4) e o Teorema de Fubini(ver e.g. 11).

Logo, elevando na 1/p, obtém-se

Hf * gHLp(R" HfHLI(]Rn HgHL"(R")7

que é a Desigualdade (A.7) visto que i + % =1 O

Teorema A.8 (Desigualdade de Interpolagao). Sendo f € LP(R)NL>®(R) para

1 <p<oo, tem-se f € L"(R) para cada p <1 < 00, com

1—B

£l < 1 1 (A.8)



Demonstracao. Basta considerar o caso p < r < oco: claramente,

ey = ([ 1rae) = ([ |f|p|f\“pd:c>r
< ([ 1r1ste)
= (1) i( / |f|pdx>

.
L]

Teorema A.9. Se f € C%Ja,b]) f ft)y dt < M, para a,b,M € R, a < b,

entdo existe t, € [a,b] tal que

M
fty) < — (A.9)
Demonstracao. Se nao houvesse tal t,, teriamos
ft) > % para todo t € [a, b]
e entao teriamos de ter
[roa- [ Maw
contradizendo a hipdtese sobre f. O]

Teorema A.10 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 1). Sendo u € H(R),
tem-se u € L*(R) e

1/2 1/2
Ml < V2 [ull g, el (A.10)

Demonstragao. Tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5),

x

u(z)? = 2/ u(z) u,(z) dr

—00

) (/_Oo (u(z))? dx)é (/_OO (1, (2))? dx)%
([ iy czof:)é ([ oy d:c)é

= 2 |lullzem Juellzzm)

IN

IN



para todo ¥ € R. Logo,

(@) < V2 ke )by  YZER

de onde segue (A.10) O

Teorema A.11 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 2). Sendo u € H'(R) N
LP(R), 1 < p <2, tem-se
Jullz@ < C ||u||p+2 1252 (A.11)

L3(R)

2—p
onde C' = 22%» .

Demonstrag¢ao. Usando (A.8), temos

p 1-k
[allzzw < ||u||ip(R)HuHLoo2(R)

P 1 1 _p
< ullzem V20l ||uz||22(R)1 2

D
4

A

l
22

HuHLp (®) Jullz:, R)HquLz
de onde segue o resultado. O

Teorema A.12 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 3). Sendo u € H'(R) N
LP(R), 1 <p <2, tem-se

[ullze® < C HHH‘”” Ju xHEfR) (A12)
onde C = 2ﬁ.

Demonstrac¢ao. Usando (A.10) e (A.11),obtemos

1 1
lulleg < Vg g,

2
25t2 ||u||”“ [z 173 y-

IN

]

Teorema A.13 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 4). Sendo u € H!(R),

tem-se

3/4 1/4
Il < V2 l[ullihe el (A.13)



Demonstracao. Tem-se

lultie = / (@) do

<l ry Nullfzg

e, devido a (A.10),

llltae < 2 lullfam (el

de onde segue (A.13). O

Teorema A.14 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 5). Sendo u € H*(R),

tem-se

: 2/3 1/3
lllom < V2 ullfate, lluallis, (A.14)

Demonstragao. Por (A.10) tem-se,

2/3 1/3

o) [Ull2w)

2/3
1/2 1/2 1/3
< (V2 g Iliie) I,

s < lullt=

que corresponde a desigualdade (A.14). O

Teorema A.15 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 6). Sendo u € H*(R),

tem-se

1/2 1/2
e llom < Jullie T, (A.15)

Demonstracao. Integrando por partes tem-se,

Huﬂ«“Hi?(R) = /uz u, dv = — / u Uy, dx
R R
[l el do < oo oo

IA

pela desigualdade (A.5). O



[10]
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