Método de Elementos Finitos e

Solucado da Equacao de Poisson em duas dlmensoes

INTRODUCAO

Muitos dos modelos da fisica-
matematica e da engenharia sao des-
critos através de problemas de valo-
res de contorno, 0s quais raramente
possuem solucao analitica de facil ob-
tencao. Como abordagem para es-
tes problemas, busca-se aproximacoes
numericas, sendo o metodo de Ele-
mentos Finitos uma das principais es-
colhas.

O meétodo consiste na divisao do do-
minio do problema em um ndmero fi-

nito de subdominios simples [1] e na
substituicao do problema de valor de
contorno por uma formulagcao variaci-
onal discreta do mesmo. O resultado
da aplicacao do método € um sistema
de equacoes lineares.

OBJETIVOS

O objetivo do trabalho é apresentar o
Método de Elementos Finitos, exempli-
ficando sua utilizacao atraves do pro-
blema homogéneo de Poisson: encon-
tre u tal que

(—Au:femQ

u = 0 em 0f,

\

onde 2 C R? é uma regido limitada
com fronteira 0f) suave, e f : (2 — R,
f € L*(Q) fungdo conhecida.

Serao apresentados resultados numeé-
ricos, com a finalidade de comparar a
aproximacao obtida em codigo desen-
volvido com resultados tedricos espe-
rados.

DESENVOLVIMENTO

Através de integracao por partes, ao
multiplicar a Equacao (1) porv € V =
H; (), é obtida a formulagéo variacio-
nal do problema (1): encontre v € V tal
que

Yv € V, onde a(-,-) € uma forma bili-
near simeétrica, continua e coerciva em
V, e F & um funcional linear continuo.

Dado V;, C V, subespaco de dimen-

sdo finita, e {¢;}", base de V},, é obtido
de (2) o sistema de equacoes lineares
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Z Aia(@, ¢j) — F(@-), (3)

para j =1,....,n

A regiao () pode ser discretizada atra-
vés de triangulos e a base de V), pode
ser escolhida de maneira que v € V,,
seja um polindbmio de grau k& quando
restrita a cada triangulo, bastando es-
colher um numero suficiente de pon-
tos p; = (z,,y;) em cada triangulo para
0s graus de liberdade dos polinOmios.
Para que as funcoes de V), sejam con-
tinuas, é exigido ¢;(p;) = J;;.

Figura 1: Uma das funcoes da base de 1},
composta por polindomios lineares em cada
triangulo.

TEORIA

O Teorema da Representacao de Ri-
esz mostra que, dada a continuidade
dea(-,-) e I, e acoercividade de af-, -),
0 problema (2) possui solucao unica
em V. A coercividade de a(-,-) tam-
bém mostra que a matriz K = (k;;),
kij — CL(¢¢,¢]‘) é pOSitiva definida, im-
plicando que o sistema (3) possui solu-
cao unica em Vj, [2].

Com suficiente regularidade da so-
lucao exata u, € possivel mostrar as

seguintes estimativas de erro a priori

para a aproximacao u; de Elementos
Finitos
[Ju — UhHL?(Q

u — up||v

) <Ch™,
SChWV,

onde h € o maior entre os didmetros dos

triangulos que discretizam (2, e v =
v + 1 sao as taxas de convergéncia
do método. No caso linear, é esperado

/)/V:L

RESULTADOS

Um codigo baseado no meétodo
aqui descrito foi confeccionado para
testes. Com 2 = (0,1) x (0,1) e
flz,y) = 2w sin(wx)sin(my), o Pro-
blema (1) tem como solucao exata
u(x,u) = sin(wx)sin (1y). Seguem 0S
resultados obtidos.
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2] BRENNER, S.;
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Figura 2: Grafico da aproximacao de Ele-
mentos Finitos do Problema (1), com os da-
dos definidos acima.

Tabela 1: Valores de erro e taxa convergén-
cia para malha uniforme com valores fixos
de h.

ho lu—wuplle ve v —uplly 04%

1/2 1.458 x 1071 - 1.129 -

1/4 6.240 x 1072 1.225 7.399 x 101 0.610
1/8 1.343 x 1072 2.217 3.450 x 10~1  1.100
1/16 3.024 x 1073 2.151 1.644 x 10~1  1.070
1/32 7.087 x 1074 2.093 7.982 x 1072 1.042
1/64 1.702 x 107% 2.058 3.915 x 1072 1.028

CONSIDERACOES

Apesar do caso simples aqui apre-
sentado, o Método de Elementos Fini-
tos se mostra muito poderoso e ver-
satil quando € necessario aproximar
problemas de valores de contorno em
regioes de geometria complexa, ou
guando niveis diferentes de precisao
Sa0 necessarios em porcoes distintas
do dominio do problema. Alem de tri-
angulos, poderiam ter sido utilizados
retangulos, ou outros tipos de elemen-
tos na discretizacao da regiao (2 [1,2].
Seu arcabouco tedrico permite que di-
versas estimativas de erro sejam ge-
radas, inclusive estimativas locais (a
posteriori), sobre os elementos, geral-
mente utilizadas para atualizacao de
malhas adaptativas.
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