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Resumo

Neste trabalho estudamos a regularidade de funções que minimizam funci-

onais com comportamento quadrático. Provamos que estes mı́nimos locais

são funções diferenciáveis e suas derivadas são funções de Hölder. Além

disso, optimizamos o expoente de Hölder para funcionais que satisfazem cer-

tas condições de crescimento.



Abstract

In this work we study the regularity of functions that minimize functionals

with quadratic growth. We prove that these local minimum are differentiable

functions with Hölder derivatives. Furthermore, we get a sharp estimate for

the Hölder exponent for functionals that satisfy apropriated growth conditi-

ons.
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Introdução

Neste trabalho estudamos a regularidade das funções que minimizam local-

mente funcionais da forma

F (u; Ω) =

∫

Ω

f(x, u, Du) dx, (1.1)

onde Ω é um aberto de Rn e f : Ω×R×Rn → R satisfaz certas condições de

crescimento.

Muitos trabalhos foram realizados para determinados funcionais, mos-

trando que as soluções minimizantes são funções de Hölder. De Giorgi [2],

um dos pioneiros desta área, provou esta regularidade para pontos cŕıticos do

funcional F no caso

f(x, u, Du) =
n∑

i,j=1

aij(x)DiuDju,

que correspondem às soluções da equação diferencial parcial eĺıptica linear de

segunda ordem
n∑

i,j=1

Dj(aij(x)Diu) = 0.

Resultados similares foram obtidos por Nash [12]. Posteriormente, estes re-

sultados foram estendidos para equações lineares mais gerais por Morrey [11]

e Stampacchia [13] e para equações quasilineares na forma divergente por

Ladyzhenskaya e Ural’ceva [9]. Além destes, muitos contribúıram para ou-

tros tipos de equações.

Nesta linha de pesquisa estudamos os trabalhos realizados por Mariano

Giaquinta e Enrico Giusti [5, 6, 7] para provar a regularidade de mı́nimos

locais de F .
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No caṕıtulo 2, introduzimos notações, definimos conceitos e enunciamos

alguns teoremas importantes que são ultilizados ao longo do trabalho.

O caṕıtulo 3 é a essência do trabalho. Nele provamos que os optimizadores

do funcional F são funções diferenciáveis e têm derivadas de Hölder.

No caṕıtulo 4, obtemos o melhor expoente de Hölder para estas soluções,

supondo algumas condições adicionais sobre f .
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Algumas noções e resultados de

Equações Diferenciais Parciais

Eĺıpticas

2.1 Notação Utilizada

i. Ω denota sempre um subconjunto aberto de Rn.

ii. B(x, r) = Br(x) = {y ∈ Rn; |x− y| < r}= bola aberta em Rn de centro x

e raio r > 0.

iii. Br(x) ⊂⊂ Ω, significa que o fêcho de Br(x) está contido em Ω.

iv. ωn = volume da bola unitária em Rn = π
n
2

Γ(n
2
+1)

.

v.
∫

Br(x)u dy = 1
ωnrn

∫
Br(x)

u dy =média de u sobre a bola Br(x).

vi. { }x,r indica a média em Br(x).

vii. { }Ω indica a média em Ω.
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viii. sup ess v = inf {M ; | {x : v(x) > M} | = 0}.

ix. Ao longo do trabalho uma mesma constante pode representar diferentes

valores.

2.2 Espaço LP

Seja Ω um aberto de Rn e 1 ≤ p ≤ ∞. Se f : Ω → R é mensurável, definimos

‖u‖Lp(Ω) =





(
∫

Ω
|u|pdx)

1
p se 1 ≤ p < ∞

sup ess
Ω

|u| se p = ∞.
(2.1)

Definição 2.1 Definimos por Lp(Ω) o conjunto de todas as funções

u : Ω → R mensuráveis com ‖u‖Lp(Ω) < ∞.

2.2.1 Propriedades

P1 - Desigualdade de Young:

Sejam p, q tais que 1 < p, q < ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1.

Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
, ∀ a, b ≥ 0.

P2 - Desigualdade de Hölder:
∫

Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω),

onde 1 ≤ p, q ≤ ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1.

P3 - Desigualdade de Minkowski:

‖u + v‖ ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω),
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onde 1 < p < ∞.

P4 - Lp é um espaço vetorial normado completo com relação a norma dada

em (2.1).

2.3 Espaço L2,λ

Definição 2.2 Seja u uma função pertencente a L2(Ω). Dizemos que u per-

tence a L2,λ(Ω) se

‖u‖2
2,λ = sup

{
ρ−λ

∫

Ω∩B(x0,ρ)

|u|2dx; x0 ∈ Ω, ρ < diam Ω
}

< ∞.

2.4 Espaço L2,λ

Definição 2.3 Seja u uma função pertencente a L2(Ω). Dizemos que u per-

tence a L2,λ(Ω) se

|‖u‖|22,λ = sup
{

ρ−λ

∫

Ω∩B(x0,ρ)

|u− {u}x0,ρ |2dx; x0 ∈ Ω, ρ < diam Ω
}

< ∞.

Um estudo mais detalhado sobre estes espaços pode ser visto em [1].

2.5 Espaço de Hölder

Definição 2.4 Dizemos que u é uniformemente de Hölder num conjunto D

(não necessariamente limitado) se a quantidade

[u]α;D = sup
x,y∈D

|u(x)− u(y)|
|x− y|α ; 0 < α ≤ 1 (2.2)
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é finita; e localmente Hölder cont́ınua em D se u é uniformemente de Hölder

nos subconjuntos compactos de D. Esses dois conceitos obviamente coinci-

dem quando D é compacto. Quando (2.2) é finito para α = 1, u é dita de

Lipschitz.

Exemplo: A função u em B1(0) dada por u(x) = |x|β, 0 < β < 1, é Hölder

continua com expoente β e é Lipschitz continua se β = 1.

Definição 2.5 Os espaços de Hölder Ck,α(Ω̄), Ck,α(Ω) são definidos como

os subespaços de Ck(Ω̄), Ck(Ω) constituidos das funções cujas derivadas de

ordem k são uniformemente de Hölder (localmente Hölder cont́ınuas) com

expoente α em Ω.

Para simplificar escrevemos

Cα(Ω) = C0,α(Ω), Cα ¯(Ω) = C0,α ¯(Ω)

com 0 < α ≤ 1.

Também designamos por Ck,α
0 (Ω) o espaço das funções em Ck,α(Ω) com su-

porte compacto em Ω.

Definição 2.6 Seja Ω um aberto de Rn com ∂Ω de classe C1 e F : Ω → Rn,

uma função de classe C1; F = (f1, f2, . . . , fn). A função divF : Ω → R,

definida por

(divF )(x) = D1f1(x) + D2f2(x) + . . . + Dnfn(x),

onde Difi = ∂fi

xi
, chama-se a divergência do campo F .

Teorema 2.7 (Teorema da Divergência) Seja Ω um aberto limitado, com ∂Ω

de classe C1 e tal que Ω está apenas de um dos lados de ∂Ω e F : Ω → Rn,

uma função de classe C1. Então
∫

Ω

divF dx =

∫

∂Ω

F.~n ds, (2.3)

onde −→n é o vetor normal exterior a ∂Ω.
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Observação 2.1 Considerando F = (0, . . . , 0, f, 0, . . . , 0), onde f : Ω → R
é a i-ésima componente de F , temos, pelo Teorema da divergência, que

∫

Ω

Dif dx =

∫

∂Ω

f.ni ds, (2.4)

onde ni é a i-ésima componente do vetor normal ~n.

2.6 Espaço de Sobolev

2.6.1 Derivada no Sentido das Distribuições

Notação: Denotamos por C∞
0 (Ω) o espaço de todas as funções infinita-

mente diferenciaveis ϕ : Ω → R, com suporte compacto em Ω. Chamamos

uma função ϕ ∈ C∞
0 (Ω) de função teste.

Motivação para a definição de derivada no sentido das distribuições,

também chamada de derivada fraca

Seja u ∈ C1(Ω). Então, se ϕ ∈ C∞
0 (Ω), vemos, tomando f = uϕ em (2.4),

que
∫

Ω

ϕuxi
dx = −

∫

Ω

uϕxi
dx (i = 1, . . . , n), (2.5)

visto que ϕ tem suporte compacto em Ω e, então, se anula em ∂Ω. Mais

geralmente, se k é um inteiro positivo, u ∈ Ck(Ω) e α = (α1, . . . , αn) é um

multi-́ındice de ordem |α| = α1 + . . . + αn = k, então

∫

Ω

ϕDαu dx = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕ dx, (2.6)

onde Dαϕ = ∂α1

∂x
α1
1

. . . ∂αn

∂xαn
n

ϕ.

Note que, para que o lado direito de (2.6) faça sentido, basta que u seja lo-

calmente integrável, enquanto que o lado esquerdo requer que u seja de classe

Ck. Resolvemos este problema definindo derivada no sentido das distribuições

(derivada fraca):
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Definição 2.8 Suponha que u, v ∈ L1
loc(Ω) e α é um multi-́ındice. Dizemos

que v é a α-ésima derivada parcial no sentido das distribuições ou derivada

parcial fraca de u, se
∫

Ω

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vϕ dx (2.7)

para toda função teste ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Neste caso, definimos Dαu = v.

Definição 2.9 O espaço de Sobolev W k,p(Ω) consiste de todas funções local-

mente integráveis u : Ω → R tal que para cada multiindice α com |α| ≤ k,

Dαu existe no sentido fraco e pertence a Lp(Ω).

Definição 2.10 O espaço de Sobolev W k,p
0 (Ω) consiste de todas funções u

pertencentes ao espaço W k,p(Ω) que se anulam em ∂Ω. Mais precisamente,

W k,p
0 (Ω) é o fecho de C∞

0 (Ω) na norma W k,p(Ω).

Definição 2.11 Em W k,p(Ω), definimos a seguinte norma

‖u‖W k,p(Ω) =





(∑
|α|≤k

∫
Ω
|Dαu|p dx

) 1
p

se 1 ≤ p < ∞
∑

|α|≤k sup ess
Ω

|Dαu| se p = ∞.
(2.8)

2.6.2 Propriedades

As seguintes propriedades podem ser encontradas no livro do Evans [3], de

Equações Diferenciais Parciais.

P1 - Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg: Seja Ω um sub-

conjunto aberto de Rn e 1 ≤ p < n. Então, existe uma constante C, depen-

dendo apenas de p e n tal que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖Du‖Lp(Ω),

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω), onde p∗ = np

n−p
.
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P2 - Desigualdade de Poincaré: Seja Ω um subconjunto aberto e limi-

tado de Rn. Então existe uma constante C = C(n, Ω), tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖Du‖L2(Ω),

para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω).

P3 - Desigualdade de Poincaré: Seja Ω um subconjunto aberto e limitado

de Rn, com ∂Ω de classe C1. Então existe uma constante C = C(n, Ω), tal

que

‖u− {u}Ω‖L2(Ω) ≤ C‖Du‖L2(Ω)

para todo u ∈ W 1,2(Ω).

Fazendo uma mudança de variável e aplicando a desigualdade de Poincaré

P3, temos a seguinte aplicação: Existe uma constante C = C(BR(0)), tal que

‖u− {u}R‖2
L2(BR(0)) ≤ CR2‖Du‖2

L2(BR(0))

para todo u ∈ W 1,2(BR(0)), onde R > 0.

P4 - W k,p é um espaço vetorial normado completo com relação a norma

dada em (2.8).

P5 - Seja p ≥ 1 e α > 0. Então, existe uma constante C > 0 dependendo de

p, n e α, tal que

‖u‖Lp∗ (B1(0)) ≤ C‖Du‖Lp(B1(0)),

para u ∈ {v ∈ W 1,p(B1(0)) : |{x : v(x) = 0}| ≥ α}. Assim, W 1,p(B1(0)) ⊂
Lp∗(B1(0)). Numa bola de raio R, esta desigualdade continua válida com o

mesmo C, se subtituirmos α por αRn. Ou seja, para uma bola qualquer, C

depende apenas de p, n e α
|BR| . Podemos provar isto fazendo uma mudança

de variável e aplicando a desigualdade quando o domı́nio é B1(0).

P6 - Teorema do Traço: Seja Ω um aberto limitado de Rn com fronteira

de classe C1. Então, existe um operador linear limitado

T : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω), tal que
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(i) Tu = u|∂Ω se u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω̄)

e

(ii) ‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) ∀ u ∈ W 1,p(Ω), onde C > 0 depende apenas

de p e Ω.

Dizemos que Tu é o traço de u em ∂Ω.

2.7 Equação de Euler-Lagrange

Seja Ω ⊂ Rn um aberto com fronteira suave. Considere a função suave

L : Ω̄ x R x Rn → R,

que chamamos de Lagrangiano L. Escrevemos

L = L(x, z, p) para x ∈ Ω, z ∈ R e p ∈ Rn.

Seja

I[w] ≡
∫

Ω

L(x,w(x), Dw(x)) dx (2.9)

definida para todas funções suaves

w : Ω → R (2.10)

satisfazendo a condição de fronteira

w = g em ∂Ω, (2.11)

onde g é uma função suave. Vamos agora supor que alguma função suave

particular u satisfazendo

u = g em ∂Ω

seja um mı́nimo de I[·] entre todas as funções w satifazendo (2.11). Mostremos

então que u é uma solução de uma certa equação diferencial parcial eĺıptica.

Para isto, escolhemos uma função teste ϕ ∈ C∞
0 (Ω) e consideramos a função

real

i(ε) = I[u + εϕ] (ε ∈ R). (2.12)
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Então

i(ε)− i(0)

ε
=

∫
Ω

(L(x, u + εϕ,Du + εDϕ)− L(x, u, Du)) dx

ε
.

Note que o integrando é igual a zero fora do suporte da ϕ. Além disso, como

L é suave e ϕ é limitado, a razão incremental converge uniformemente para

a derivada de L em compactos. Assim, essa razão converge uniformemente

para
n∑

i=1

Lpi
(x, u, Du)ϕxi

+ Lz(x, u, Du)ϕ.

Logo

i(ε)− i(0)

ε
→

∫

Ω

{ n∑
i=1

Lpi
(x, u, Du)ϕxi

+ Lz(x, u, Du)ϕ
}

dx,

pois a convergência uniforme implica a convergência da integral. Logo i é

derivável em 0 com

i′(0) =

∫

Ω

{ n∑
i=1

Lpi
(x, u, Du)ϕxi

+ Lz(x, u, Du)ϕ
}

dx.

Uma vez que u é um mı́nimo de I[·] e u + εϕ = g em ∂Ω, vemos que i(·) tem

um mı́nimo em ε = 0. Por essa razão,

i′(0) = 0. (2.13)

Então

0 = i′(0) =

∫

Ω

{ n∑
i=1

Lpi
(x, u, Du)ϕxi

+ Lz(x, u, Du)ϕ
}

dx. (2.14)

Finalmente, fazendo integração por partes em (2.14) e lembrando que ϕ tem

suporte compacto, obtemos

0 =

∫

Ω

[
−

n∑
i=1

(Lpi
(x, u, Du))xi

+ Lz(x, u, Du)

]
ϕ dx.

Como esta equação é válida para toda função teste ϕ, concluimos que u é

solução da equação diferencial parcial eliptica não linear




−
n∑

i=1

(Lpi
(x, u, Du))xi

+ Lz(x, u, Du) = 0 em Ω

u = g em ∂Ω.

(2.15)
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Esta é a Equação de Euler-Lagrange associada ao funcional I[·] definido

em (2.9). Note que esta equação foi provada sob a suposição de que u é

suave. Caso u seja apenas uma função de Sobolev, u ∈ W 1,q(Ω), precisamos

das seguintes hipóteses sobre o crescimento de L:

|L(x, z, p)| ≤ C (|p|q + |z|q + 1) ,

|DpL(x, z, p)| ≤ C
(|p|q−1 + |z|q−1 + 1

)
e

|DzL(x, z, p)| ≤ C
(|p|q−1 + |z|q−1 + 1

)
.

Definição 2.12 Dizemos que u ∈ W 1,q(Ω) ; 1 < q < ∞, é solução no sen-

tido fraco da Equação de Euler Lagrange (2.15) se

∫

Ω

{ n∑
i=1

Lpi
(x, u, Du)ϕxi

+ Lz(x, u, Du)ϕ
}

dx = 0

para toda ϕ ∈ W 1,q
0 (Ω).

A motivação desta definição pode ser encontrada em [3].

2.8 Estimativa da derivada segunda

Seja Ω ⊂ Rn um aberto com fronteira suave, g ∈ Lp(∂Ω) e L um Lagrangiano

tal que

|DpL(x, z, p)| ≤ C(|p|+ 1) ∀ x ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn

e para algum C > 0 conveniente. Então qualquer mı́nimo u ∈ A, onde

A = {w ∈ W 1,p(Ω); w = g em ∂Ω no sentido do traço}, é solução fraca da

Equação de Euler-Lagrange, ou seja,

∫

Ω

{ n∑
i=1

Lpi
(x, u, Du)ϕxi

+ Lz(x, u, Du)ϕ
}

dx = 0 (2.16)

para toda ϕ ∈ W 1,q
0 (Ω).
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Teorema 2.13 Se u ∈ W 1,2(Ω) é uma solução fraca da EDP (2.16) e o

Lagrangiano L depende apenas de p e satisfaz

|Lpp(p)| ≤ C (2.17)
n∑

α,β=1

Lpαpβ
(Du)ξαξβ ≥ ν|ξ|2, ∀ p, ξ ∈ Rn e ν > 0, (2.18)

então u ∈ W 2,2
loc (Ω) e, consequentemente,

∫

Ω

n∑

α,β=1

Lpαpβ
(Du)Dβ(Dγu)Dαu dx = 0, para γ ∈ {1, . . . , n}. (2.19)

A prova deste teorema pode ser encontrado em [3].

2.9 Lemas e Teoremas Importantes

Lema 2.14 Seja u ∈ L1(Ω) e osc u = sup u−inf u a oscilação de u. Se existe

uma constante C = C(n, α) > 0, 0 < α ≤ 1, tal que osc
B(z,R)

u ≤ CRα para

qualquer B(z,R) ⊂ Ω, então u ∈ C0,α(Ω).

Prova. Primeiramente vamos mostrar que u é cont́ınua, ou seja, que dado

ε > 0, ∃δ > 0 tal que u(B(x, δ)) ⊂ B(u(x), ε).

De fato, para y ∈ B(x, δ)

|u(y)− u(x)| ≤ sup
B(x,δ)

|u(z)− u(w)| = sup
B(x,δ)

u− inf
B(x,δ)

u = osc
B(x,δ)

u ≤ Cδα.

Então, dado ε > 0, basta tomar δ =
(

ε
C

) 1
α . Logo u é cont́ınua.

Seja K um conjunto compacto contido em Ω.

Então d = dist(K, ∂Ω) > 0.

Seja x, y ∈ K.

1o caso: d(x, y) < d
2
.

Seja R = d(x, y). Como 2R < d,B(x, 2R) ⊂ Ω.
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Por hipótese osc
B(x,2R)

u ≤ C(2R)α, então

|u(y)− u(x)| ≤ sup
B(x,2R)

|u(y)− u(x)| = sup
B(x,2R)

u− inf
B(x,2R)

u

= osc
B(x,2R)

u ≤ C(2R)α = C2α|x− y|α

= D|x− y|α

2o caso: d(x, y) ≥ d
2
.

Então

|u(y)− u(x)|
|x− y|α ≤ |u(y)− u(x)|

(d
2
)α

≤ 2α |u(x)|+ |u(y)|
dα

≤
2α2 sup

B(x,2R)

|u|K
dα

= M.

Seja C = max{M,D}.

Então ∀ x, y ∈ K

|u(y)− u(x)|
|x− y|α ≤ C < ∞ ⇒

sup
x,y∈K

{
|u(y)− u(x)|
|x− y|α

}
≤ C < ∞.

Logo u ∈ C0,α(Ω).

¤

Teorema 2.15 Seja x0 ∈ Ω, B̄R = B̄R(x0) ⊂ Ω e u ∈ C0,α(Ω). Então

osc
Br

u ≤ Crα, ∀ r ≤ R.

Prova. Se u ∈ C0,α(Ω), então existe c > 0 tal que

sup
x,y∈B̄R

{ |u(x)− u(y)|
|x− y|α

}
≤ c < ∞.

Portanto

|u(x)− u(y)| ≤ c|x− y|α ≤ crα, ∀ x, y ∈ Br, r ≤ R.

Então osc
Br

u = sup
Br

u− inf
Br

u = sup
Br

|u(w)− u(ξ)| ≤ Crα.
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¤

Teorema 2.16 (Teorema de Campanato). Seja u ∈ L1(Ω) e 0 < α ≤ 1.

Suponha que existe uma constante positiva M tal que
∫

B|u− {u}B| dx ≤ Mrα (2.20)

∀ B = B(r) ⊂ Ω. Então u ∈ C0,α(Ω) e para toda B(R) ⊂ Ω

osc
B(R

2
)
u ≤ CMRα, onde C = C(n, α).

Prova. Seja x um ponto de Lebesgue da função u.

Se B(x, r
2
) ⊂ B(z, r), então

|{u}x, r
2
− {u}z,r| =

∣∣∣∣∣
1

|B (
x, r

2

) |
∫

B(x, r
2)

u dy − 1

|B(z, r)|
∫

B(z,r)

u dw

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

|B (
x, r

2

) |

[∫

B(x, r
2)

u dy − |B
(
x,

r

2

)
| 1

|B(z, r)|
∫

B(z,r)

u dw

]∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

|B (
x, r

2

) |

[∫

B(x, r
2)

u dy −
∫

B(x, r
2)

1 dy
1

|B(z, r)|
∫

B(z,r)

u dw

]∣∣∣∣∣.

Como 1
|B(z,r)|

∫
B(z,r)

u dw é constante em relação a y, temos

∣∣∣∣∣
1

|B (
x, r

2

) |

[∫

B(x, r
2)

u dy −
∫

B(x, r
2)

1 dy
1

|B(z, r)|
∫

B(z,r)

udw

]∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

|B (
x, r

2

) |

[∫

B(x, r
2)

u dy −
∫

B(x, r
2)

(
1

|B(z, r)|
∫

B(z,r)

u dw

)
dy

]∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

|B (
x, r

2

) |
∫

B(x, r
2)

(u− {u}z,r)dy

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

B(x, r
2)

(u− {u}z,r) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫

B(x, r
2)
|u− {u}z,r| dy =

1

ωn( r
2
)n

∫

B(x, r
2)
|u− {u}z,r| dy =

2n

ωnrn

∫

B(x, r
2)
|u− {u}z,r| dy ≤ 2n

ωnrn

∫

B(z,r)

|u− {u}z,r| dy =

2n

∫
B(z,r)|u− {u}z,r| dy ≤ 2nMrα.
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Logo

|{u}x, r
2
− {u}z,r| ≤ 2nMrα. (2.21)

Como B(x, r
2i ) ⊂ B(x, r

2i−1 ) para todo i ∈ {1, . . . , k}, temos

|{u}x, r

2i
− {u}x, r

2i−1
| ≤ 2nM

(
r

2i−1

)α

para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Então

|{u}x, r

2k
− {u}x,r| = |{u}x, r

2k
− {u}x, r

2k−1
+ . . . + {u}x, r

23
− {u}x, r

22
+

{u}x, r
22
− {u}x, r

2
+ {u}x, r

2
− {u}x,r| ≤ |{u}x, r

2k
− {u}x, r

2k−1
|+ . . . +

|{u}x, r
23
− {u}x, r

22
| + |{u}x, r

22
− {u}x, r

2
| + |{u}x, r

2
− {u}x,r| ≤

2nMrα 1

2(k−1)α
+ . . . + 2nMrα 1

22α
+ 2nMrα 1

2α
+ 2nMrα 1

20α

= 2nMrα(2−0α + 2−α + 2−2α + . . . + 2−(k−1)α)

= 2nMrα

k−1∑
i=0

2−αi = 2nMrα

k∑
i=1

2−αi ≤ CMrα

Como x é ponto de Lebesgue temos que {u}x, r

2k
→ u(x). Então

|u(x)− {u}x,r| ≤ CMrα.

Usando (2.21), temos

|u(x)− {u}z,R| ≤ |u(x)− {u}x, R
2

+ {u}x, R
2
− {u}z,R|

≤ |u(x)− {u}x, R
2
|+ |{u}x, R

2
− {u}z,R|

≤ CM

(
R

2

)α

+ 2nMRα = RαM

(
C

2α
+ 2n

)
= CMRα

para cada x ∈ B(z, R
2
) ponto de Lebesgue.

Assim,

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− {u}z,R + {u}z,R − u(y)|
≤ |u(x)− {u}z,R|+ |{u}z,R − u(y)|
≤ CMRα + CMRα = CM2Rα

≤ CMRα

17



para qualquer x, y ∈ B
(
z, R

2

) ⊂ Ω, onde x, y são pontos de Lebesgue.

Seja A o conjunto dos pontos de Lebesgue. Dado K ⊂ Ω compacto, seja

R < dist(K, ∂Ω). Logo, para x, y ∈ A∩K, tal que |x−y| < R
2
, x, y ∈ B(x, R

2
).

Assim |u(x) − u(y)| < CMRα. Portanto, u é uniformenmente cont́ınua em

A ∩K. Então podemos estende-la cont́ınuamente para K, já que A é denso

em K, pois m(Ac) = 0. Dáı

|u(x)− u(y)| ≤ CMRα ∀ x, y ∈ K.

Então

sup
B(z, R

2
)

|u(w)− u(ξ)| = sup
B(z, R

2
)

u− inf
B(z, R

2
)
u

= osc
B(z, R

2
)
u ≤ CRα.

Logo pelo Lema 2.14, temos que u ∈ C0,α(Ω).

¤

Com o propósito de melhor compreender o Teorema de Campanato, apre-

sentamos no exemplo a seguir uma função descont́ınua na origem e que não

satisfaz (2.20), para qualquer α > 0.

Exemplo: Seja a função u : R→ R definida por

u(x) =





−1 se x < 0

0 se x = 0

1 se x > 0.

Então

{u}[−h,h] =
1

2h

∫ h

−h

u(x) dx = 0.

Logo

∫
[−h,h]|u− {u}[−h,h]| dx =

1

2h

∫ h

−h

|u(x)| dx =
2h

2h
= 1.
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Lema 2.17 Seja F ∈ L2(Ω). Então

∫

BR

|{F}R|2 dx ≤
∫

BR

|F |2 dx

e∫

BR

(|F | − |{F}R|)2 dx ≤ 4

∫

BR

|F |2 dx

Prova.

∫

BR

|{F}R|2 dx =

∫

BR

∣∣∣∣∣

∫
BR

F dx

|BR|

∣∣∣∣∣

2

dx =

∣∣∣∣∣

∫
BR

F dx

|BR|

∣∣∣∣∣

2

dx

∫

BR

1 dx =

∣∣∣
∫

BR
F dx

∣∣∣
2

|BR|2 |BR| ≤

(∫
BR
|F | dx

)2

|BR| ≤

[(∫
BR
|F |2 dx

) 1
2
(∫

BR
1 dx

) 1
2

]2

|BR| =

∫
BR
|F |2 dx |BR|
|BR| =

∫

BR

|F |2 dx

e∫

BR

(|F | − |{F}R|)2 dx ≤
∫

BR

(|F |+ |{F}R|)2 dx

≤ 2

∫

BR

|F |2 dx + 2

∫

BR

|{F}R|2 dx

≤ 2

∫

BR

|F |2 dx + 2

∫

BR

|F |2 dx = 4

∫

BR

|F |2 dx

¤
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3

Regularidade de Mı́nimos

Locais de Funcionais Gerais

3.1 Continuidade de Hölder de mı́nimos

locais de Funcionais Gerais

Nesta seção, provamos que a função escalar u : Ω ⊆ Rn → R ∈ W 1,2(Ω)

que minimiza o funcional geral

F (w, Ω) =

∫

Ω

f(x,w, Dw) dx (3.1)

é Hölder continua, quando f possui certas condições de crescimento. Mais

precisamente, suponhamos que f satisfaz

|p|2 − b(|u|α + 1) ≤ f(x, u, p) ≤ a|p|2 + b(|u|α + 1)

com 0 ≤ α < 2∗ =
2n

n− 2
(α < ∞ se n = 2). (3.2)

O resultado principal desta seção é o Teorema 3.6, onde é provado que

u ∈ C0,α(Ω).

O Lema abaixo e o Teorema 3.3 encontram-se em [10] cap. II e serão utili-

zados nas demonstrações dos Teoremas 3.5 e 3.6. Os demais resultados desta

seção foram obtidos em [5].

Lema 3.1 Suponha que B(x0, ρ0) ⊂ Ω e que existe um k̂ tal que se k ≥ k̂, a

função u(x) satisfaz a inequação

∫

Ak,ρ−σρ

|Du|2dx ≤ γ

{
(σρ)−2

∫

Ak,ρ

(u− k)2 dx + ρ−εnkα|Ak,ρ|1− 2
n

+ε

}
, (3.3)
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onde ρ0 − ρ0σ0 ≤ ρ − σρ < ρ ≤ ρ0, σ0, γ, α e ε são constantes positivas,

σ0 < 1, ε ≤ 2
n
, 2 ≤ α < 2ε + 2 e Ak,ρ = {x ∈ B(x0, ρ); u(x) ≥ k}.

Então existe c = c(σ0, k̂, n, γ, ε, α, a), onde a = ρ−n
0

∫
Ak̂,ρ0

(u(x)− k̂)2 dx tal

que

sup ess
Bρ0−σ0ρ0

u ≤ c.

Definição 3.2 Denotamos por B2(Ω,M, γ, δ, 1
q
) a classe de funções u(x)

pertencentes a W 1,2(Ω) com ‖u‖L∞(Ω) ≤ M , tais que para u(x) e −u(x) a se-

guinte desigualdade é válida em uma esfera Bρ = B(x0, ρ) ⊂ Ω para qualquer

σ ∈ (0, 1):

∫

Ak,ρ−σρ

|Du|2 dx ≤ γ

{
1

σ2ρ2(1−n
q
)
max
Ak,ρ

[u(x)− k]2 + 1

}
|Ak,ρ|1−

2
q (3.4)

para k ≥ max
B(x0,ρ)

u(x)− δ, onde Ak,ρ = {x ∈ B(x0, ρ); u(x) ≥ k} e 0 < q ≤ ∞.

Teorema 3.3 Seja u(x) uma função arbitrária pertencente à classe

B2(Ω, M, γ, δ, 1
q
) e seja B(x0, ρ0) ⊂ Ω, onde ρ0 ≤ 1. Então para uma esfera

arbitrária B(x0, ρ), onde ρ ≤ ρ0, a oscilação de u(x) em B(x0, ρ) satisfaz a

inequação

osc
B(x0,ρ)

u ≤ c

(
ρ

ρ0

)α

. (3.5)

Lema 3.4 Seja f(t) uma função não negativa limitada definida em todo

t, tal que 0 ≤ T0 ≤ t ≤ T1. Suponhamos que para T0 ≤ t < s ≤ T1 temos

f(t) ≤ A(s− t)−α + B + θf(s)

onde A,B, α, θ são constantes não negativas e θ < 1. Então existe uma

constante c, dependendo somente de α e θ tal que para todo ρ,R, T0 ≤ ρ <

R ≤ T1, temos

f(ρ) ≤ c[A(R− ρ)−α + B].
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Prova. Considere a sequência {ti} definida por

t0 = ρ; ti+1 − ti = (1− τ)τ i(R− ρ)

com 0 < τ < 1.

Como ti < ti+1 ∀i, temos por hipótese que

f(ti) ≤ A(ti+1 − ti)
−α + B + θf(ti+1)

= A
τ−iα

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B + θf(ti+1) ∀i = 0, 1, . . . , k.

Então

f(t0) ≤ A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B + θf(t1)

≤ A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B + θ

[
Aτ−α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B + θf(t2)

]

=
A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B +

Aθτ−α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + θB + θ2f(t2)

≤ A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B +

Aθτ−α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + θB

+ θ2

[
Aτ−2α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B + θf(t3)

]

=
A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B +

Aθτ−α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + θB

+
Aθ2τ−2α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + θ2B + θ3f(t3)

≤ . . . ≤ A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B +

Aθτ−α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + θB

+
Aθ2τ−2α

(1− τ)α
(R− ρ)−α + θ2B + θ3f(t3) + . . . +

Aθk−1τ−(k−1)α

(1− τ)α
+ θk−1B

+ θkf(tk)

=
A

(1− τ)α
(R− ρ)α

(
k−1∑
i=0

θiτ−iα

)
+ B

(
k−1∑
i=0

θi

)
+ θkf(tk).

Como 0 < τ < 1 temos que τ iα < 1, ∀α ≥ 0 e i = 0, 1, . . . k. Então
k−1∑
i=0

θi ≤
k−1∑
i=0

θiτ−iα.

Logo f(t0) ≤ θkf(tk) +

[
A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B

] k−1∑
i=0

θiτ−iα.
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Escolhendo agora τ , tal que τα > θ e fazendo k → +∞, obtemos

f(t0) = f(ρ) ≤
[

A

(1− τ)α
(R− ρ)−α + B

]
(1− θτ−α)−1, pois

lim
k→+∞

k−1∑
i=0

(
θ

τα

)i

=
1

1− θ
τα

, lim
k→+∞

θk = 0 e f(tk) é limitada.

Logo

f(ρ) ≤ c[A(R− ρ)−α + B], onde c = (1− τ)−α(1− θτ−α)−1.

¤

Teorema 3.5 Seja f(x, u, p) satisfazendo (3.2) e u ∈ W 1,2(Ω) um mı́nimo

local do funcional F (w; Ω) dado em (3.1). Então u é localmente limitada em

Ω.

Prova. Seja x0 ∈ Ω e Bs a bola de raio s centrada em x0, onde s será esco-

lhido posteriormente.

Para k > 0, definimos Ak = {x ∈ Ω; u(x) > k} e Ak,s = Ak ∩Bs.

Seja w = max(u − k, 0) e η(x) ∈ C∞ uma função com supp η ⊂ Bs tal

que 0 ≤ η ≤ 1, η = 1 em Bt, onde t < s, e |Dη| ≤ 2(s− t)−1. Se v = u− ηw,

então v ∈ W 1,2(Ω). Usando a minimalidade de u, temos que

F (u; Ω) ≤ F (v; Ω). Então

∫

Ω

f(x, u,Du) dx ≤
∫

Ω

f(x, v, Dv) dx.

Portanto,

0 ≤
∫

Ω

[f(x, v,Dv)− f(x, u, Du)] dx.

Note que v = u em Ω \ Ak,s, pois v = u− ηw e η = 0 em Ω \ Bs e w = 0 em

Ω \ Ak. Então

0 ≤
∫

Ω

[f(x, v,Dv)− f(x, u, Du)] dx =

∫

Ak,s

[f(x, v, Dv)− f(x, u, Du)] dx.

Logo
∫

Ak,s

f(x, u, Du) dx ≤
∫

Ak,s

f(x, v, Dv) dx.
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Usando (3.2),
∫

Ak,s

|Du|2 − b(|u|α + 1) dx ≤
∫

Ak,s

a|Dv|2 + b(|v|α + 1) dx.

Então
∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤
∫

Ak,s

a|Dv|2 + b(|v|α + 1) + b(|u|α + 1) dx.

Em Ak,s

v = u− ηw = u− η(u− k) = (1− η)u + ηk

⇒ |Dv| = |(1− η)Du− uDη + kDη| = |(1− η)Du− wDη| (3.6)

≤ (1− η)|Du|+ w|Dη|.

Então
∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤
∫

Ak,s

a|(1− η)Du + wDη|2 + b(|v|α + 1) + b(|u|α + 1) dx

≤
∫

Ak,s

2a(1− η)2|Du|2 dx + 2a

∫

Ak,s

w2|Dη|2 dx

+

∫

Ak,s

(b|u|α + b) dx +

∫

Ak,s

(b|u|α + b) dx

=

∫

Ak,s

2a(1− η)2|Du|2 dx + 2a

∫

Ak,s

w2|Dη|2 dx

+2

∫

Ak,s

(b|w + k|α + b) dx

≤
∫

Ak,s

2a(1− η)2|Du|2 dx + 2a

∫

Ak,s

w2
(
2(s− t)−1

)2
dx

+

∫

Ak,s

2b2α(wα + kα) dx + 2b|Ak,s|

≤
∫

Ak,s

2a(1− η)2|Du|2 dx + 2a
(
2(s− t)−1

)2
∫

Ak,s

w2 dx

+

∫

Ak,s

2b2αwα dx + 2b2αkα|Ak,s| + 2b|Ak,s|

≤ γ1

{ ∫

Ak,s

(1− η)2|Du|2 dx +
1

(s− t)2

∫

Ak,s

w2 dx

+

∫

Ak,s

wα dx + (1 + kα)|Ak,s|
}

,
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onde γ1 = max{8a, 2b2α}. Observemos agora que

‖u‖2∗
2∗ =

∫

Ω

|u|2∗ dx ≥
∫

Ak

|u|2∗ dx

≥
∫

Ak

k2∗ dx = k2∗|Ak|

⇒ |Ak| ≤ 1

k2∗ ‖u‖2∗
2∗ .

Logo existe k0, tal que ∀ k ≥ k0 e ∀ T com T
2
≤ s ≤ T , temos |Ak| ≤ 1

2
|BT

2
|.

Como suppw ⊆ Ak, temos que |suppw| ≤ 1
2
|BT

2
| ≤ 1

2
|Bs|. Então |{x : w(x) =

0}| ≥ csn. Portanto, usando a propriedade P5, obtemos

‖w‖L2∗ (Bs) ≤ c‖Dw‖L2(Bs) ⇒(∫

Bs

|w|2∗ dx

) 2
2∗

≤ c

∫

Bs

|Dw|2 dx,

se n > 2, onde c só depende de n. Se n = 2, seja 2̃ > α. Neste caso

‖w‖L2̃(Bs)
≤ c‖Dw‖L2(Bs),

onde c depende de n e s. Quando s diminui, c diminui. Assim, podemos

considerar o mesmo c para s < 1. Faremos a prova para n > 2. Para n = 2,

segue por racioćınio semelhate, substituindo 2∗ por 2̃.

Se 2 ≤ α ≤ 2∗, pela desigualdade de Hölder, temos
∫

Bs

wα dx ≤
(∫

Bs

(wα)
2∗
α dx

) α
2∗

(∫

Bs

(1)
2∗

2∗−α dx

)1− α
2∗

=

(∫

Bs

w2∗ dx

) α
2∗

|Bs|1− α
2∗

=

(∫

Bs

w2∗ dx

)α−2+2
2∗

|Bs|1− α
2∗

=

[(∫

Bs

w2∗ dx

) 1
2∗

]α−2

|Bs|1− α
2∗

(∫

Bs

w2∗ dx

) 2
2∗

≤ ‖w‖α−2
2∗ |Bs|1− α

2∗ c

∫

Bs

|Dw|2 dx.

Como w = u− k em Ak,s e w = 0 em Ac
k,s, temos que ‖w‖2∗ ≤ ‖u‖2∗ ,∫

Bs
|Dw|2 dx =

∫
Ak,s

|Dw|2 dx =
∫

Ak,s
|Du|2 dx. Então

∫

Bs

wα dx ≤ ‖u‖α−2
2∗ |Bs|1− α

2∗ c

∫

Ak,s

|Du|2 dx.
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Escolhendo s tão pequeno, de modo que

c‖u‖α−2
2∗ |Bs|1− α

2∗ ≤ 1

2γ1

, temos

∫

Bs

wα dx ≤ 1

2γ1

∫

Ak,s

|Du|2 dx. (3.7)

Concluimos então que se T
2
≤ t < s ≤ T , temos

∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤ γ1

{ ∫

Ak,s

(1− η)2|Du|2 dx +
1

(s− t)2

∫

Ak,s

w2 dx

+
1

2γ1

∫

Ak,s

|Du|2 dx + (1 + kα)|Ak,s|
}

.

Como η = 1 em Ak,t, temos que
∫

Ak,t
(1− η)2|Du|2 dx = 0. Logo

∫

Ak,s

(1− η)2|Du|2 dx =

∫

Ak,s\Ak,t

(1− η)2|Du|2 dx ≤
∫

Ak,s\Ak,t

|Du|2 dx.

Então
∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤ γ1

∫

Ak,s\Ak,t

|Du|2 dx +
1

2

∫

Ak,s

|Du|2 dx

+
γ1

(s− t)2

∫

Ak,s

w2 dx + (1 + kα)|Ak,s|.

Portanto

∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤ 2γ1

{ ∫

Ak,s\Ak,t

|Du|2 dx

+
1

(s− t)2

∫

Ak,s

w2 dx + (1 + kα)|Ak,s|
}

.

Como Bt ⊂ Bs, temos que
∫

Ak,t
|Du|2 dx ≤ ∫

Ak,s
|Du|2 dx.

Então

∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ 2γ1

{ ∫

Ak,s\Ak,t

|Du|2 dx

+
1

(s− t)2

∫

Ak,s

w2 dx + (1 + kα)|Ak,s|
}

.
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Sejam ρ e R tais que T
2
≤ ρ ≤ t < s ≤ R ≤ T .

Então
∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ 2γ1

∫

Ak,s\Ak,t

|Du|2 dx

+ 2γ1

{
(s− t)−2

∫

Ak,R

w2 dx + (1 + kα)|Ak,R|
}

.

Adicionando 2γ1

∫
Ak,t

|Du|2 dx em ambos os termos da inequação acima,

obtemos

(1 + 2γ1)

∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ 2γ1

∫

Ak,s

|Du|2 dx

+ 2γ1

{
(s− t)−2

∫

Ak,R

w2 dx + (1 + kα)|Ak,R|
}

.

Então
∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ 2γ1

2γ1 + 1

∫

Ak,s

|Du|2 dx

+
2γ1

2γ1 + 1

{
(s− t)−2

∫

Ak,R

w2 dx + (1 + kα)|Ak,R|
}

≤ 2γ1

2γ1 + 1

∫

Ak,s

|Du|2 dx

+ (s− t)−2

∫

Ak,R

w2 dx + (1 + kα)|Ak,R|.

Definindo

f(r) =

∫

Ak,r

|Du|2 dx, ∀r > 0 e considerando θ =
2γ1

2γ1 + 1
,

A =

∫

Ak,R

w2 dx e B = (1 + kα)|Ak,R|, temos que

f(t) ≤ θf(s) + A(s− t)−2 + B.

Logo, pelo Lema 3.4, temos

∫

Ak,ρ

|Du|2 dx ≤ γ2

{
(R− ρ)−2

∫

Ak,R

w2 dx + (1 + kα)|Ak,R|
}

. (3.8)
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Finalmente estimamos, para k > 1

(1 + kα)|Ak,R| < (kα + kα)|Ak,R|

= 2kα|Ak,R| ≤ 2k
(α−2+2)2∗

2∗ |Ak,R|1−
(α−2)

2∗ +α−2
2∗

= 2
(
k2∗|Ak,R|

)α−2
2∗ k2|Ak,R|1−

(α−2)
2∗

≤ 2(‖u‖2∗
2∗)

α−2
2∗ k2|Ak,R|

1− α
2∗+ 2

2n
n−2

= 2(‖u‖2∗)
α−2k2|Ak,R|1− 2

n
+1− α

2∗ .

Introduzindo esta estimativa em (3.8), temos que para T
2
≤ ρ < R ≤ T

∫

Ak,ρ

|Du|2 dx ≤ γ2

{
(R− ρ)−2

∫

Ak,R

w2 dx + 2(‖u‖2∗)
α−2k2|Ak,R|1− 2

n
+1− α

2∗

}

≤ γ3

{
(R− ρ)−2

∫

Ak,R

w2 dx + k2|Ak,R|1− 2
n

+1− α
2∗

}
. (3.9)

Logo, pelo Lema 3.1, existe uma constante c, tal que sup ess
B T

2

u ≤ c.

Visto que −u minimiza o funcional

F̄ (ψ; Ω) =

∫

Ω

f̄(x, ψ, Dψ) dx

com f̄(x, ψ, p) = f(x,−ψ,−p) satisfazendo a condição (3.2), a desigualdade

(3.9) vale se trocarmos u por −u. Podemos, então, aplicar para u e −u o

Lema 3.1 e concluimos que u é limitada em BT
2
.

¤

Observação 3.1 Se u é limitado, ‖u‖L∞ ≤ M , então

|p|2 − b(M) ≤ f(x, u, p) ≤ a|p|2 + b(M) para todo p ∈ Rn. (3.10)

Teorema 3.6 Seja u ∈ W 1,2
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) um mı́nimo local do funcional

F (ψ; Ω) =

∫

Ω

f(x, ψ, Dψ) dx.

Então u é Hölder cont́ınua em Ω.
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Prova. Seja v = u− ηw, onde η, w são funções definidas no teorema ante-

rior.

Pela minimalidade de u, temos que

F (u; Ω) ≤ F (v; Ω). Então

∫

Ω

f(x, u,Du) dx ≤
∫

Ω

f(x, v, Dv) dx.

Portanto

0 ≤
∫

Ω

[f(x, v,Dv)− f(x, u, Du)] dx.

Usando o mesmo argumento que no Teorema anterior, temos que
∫

Ak,s

|Du|2 − b(M) dx ≤
∫

Ak,s

a|Dv|2 + b(M) dx

⇒
∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤
∫

Ak,s

a|Dv|2 + 2b(M) dx.

Assim por (3.6), temos
∫

Ak,s

|Du|2 dx ≤
∫

Ak,s

a|(1− η)Du + wDη|2 dx

+ 2b(M)|Ak,s|
≤ 2

∫

Ak,s

a(1− η)2|Du|2 dx

+ 2

∫

Ak,s

aw2|Dη|2 dx + 2b(M)|Ak,s|

≤ γ4

{ ∫

Ak,s

(1− η)2|Du|2 dx +

∫

Ak,s

w2|Dη|2 dx + |Ak,s|
}

.

Pelo mesmo racioćınio do Teorema anterior, para todo t < s ≤ R, temos

∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ γ5

{ ∫

Ak,s\Ak,t

|Du|2 dx + (s− t)−2

∫

Ak,R

(u− k)2 dx + |Ak,R|
}

.

Adicionando γ5

∫
Ak,t

|Du|2 dx a ambos os membros da desigualdade acima,

obtemos

(γ5 + 1)

∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ γ5

{∫

Ak,s

|Du|2 dx + (s− t)−2

∫

Ak,R

(u− k)2 dx + |Ak,R|
}

⇒
∫

Ak,t

|Du|2 dx ≤ γ5

γ5 + 1

{∫

Ak,s

|Du|2 dx + (s− t)−2

∫

Ak,R

(u− k)2 dx + |Ak,R|
}

.
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Definindo

f(r) =

∫

Ak,r

|Du|2 dx, ∀r > 0

e considerando

θ =
γ5

γ5 + 1
,

A =

∫

Ak,R

(u− k)2 dx e B = |Ak,R|, temos que

f(t) ≤ θf(s) + A(s− t)−2 + B.

Logo, pelo Lema 3.4, para ρ ≤ t < s ≤ R, temos

∫

Ak,ρ

|Du|2 dx ≤ γ6

{
(R− ρ)−2

∫

Ak,R

(u− k)2 dx + |Ak,R|
}

≤ γ6

{
1

(R− ρ)2
max
Ak,R

[u− k]2
∫

Ak,R

dx + |Ak,R|
}

≤ γ6

{
1

(R− ρ)2
max
Ak,R

[u− k]2 + 1

}
|Ak,R|.

Esta mesma desigualdade é válida se trocarmos u por −u. Então a função u

pertence à classe B2(Ω,M, γ6, 1, 0). Tomando R ≤ 1, temos pelo Teorema

3.3, que a oscilação de u(x) em B(x0, ρ) , para ρ < R, satisfaz a inequação

osc
B(x0,ρ)

u ≤ c
( ρ

R

)α

.

Então osc
B(x0,ρ)

u ≤ Cρα, onde C(R) = c
Rα . Logo, pelo Lema 2.14, u ∈ C0,α(Ω).

¤
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3.2 Continuidade de Hölder para as deriva-

das de mı́nimos locais de Funcionais Ge-

rais

Nesta seção provamos que a derivada primeira de uma função escalar

u ∈ W 1,2(Ω) que minimiza o funcional geral

F (w; Ω) =

∫

Ω

f(x,w, Dw) dx (3.11)

é Hölder cont́ınua, ou seja, Du ∈ C0,α(Ω). Para isto, é necessário que a função

f satisfaça mais algumas hipóteses. Suponhamos que

i. Para todo (x, u) ∈ Ω × R , a função f é duas vezes diferenciável em

p, e

|fpp(x, u, p)| ≤ L, (3.12)

onde L > 0 independe de x, u e p. Existe um ν > 0 tal que

n∑

α,β=1

fpαpβ
(x, u, p)ξαξβ ≥ ν|ξ|2 ∀ ξ ∈ Rn. (3.13)

ii. A função (1 + |p|2)−1f(x, u, p) é cont́ınua em Ω × R uniformemente em

p ∈ Rn. Portanto, existe uma função limitada, cont́ınua, côncava e crescente

w(t), com w(0) = 0, tal que

|f(x, u, p)− f(y, v, p)| ≤ w(|x− y|2 + |u− v|2)(1 + |p|2), (3.14)

onde w é uma função de uma variável.

O resultado principal desta seção é o Teorema 3.10, onde provamos que

Du é Hölder cont́ınua. Os resultados desta seção estão em [6].

Lema 3.7 Seja o funcional

F 0(ψ, BR) =

∫

BR

f(x0, {u}x0,R, Dψ)dx (3.15)
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e v o minimo de F 0 em BR entre todas as funções que valem u em ∂BR.

Suponhamos que vale (3.13) e w = u− v. Então
∫

BR

|Dw|2dx ≤ 2

ν
[F 0(u; BR)− F 0(v; BR)].

Prova. Seja f 0 : Ω → R definida por f 0(p) = f(x0, {u}x0,R, p).

Pela fórmula de Taylor com resto integral, temos

f 0(p + h) = f 0(p) + df0(p)h + r2(h), onde

r2(h) =
∫ 1

0
(1− t)d2f 0(p + th)h2 dt.

Tomando w = u− v, h = Dw e p = Dv, temos

f 0(Dw+Dv) = f 0(Dv)+f 0
pα

(Dv)Dαw+
∫ 1

0
(1−t)f 0

pαpβ
(Dv+tDw)DαwDβw dt,

onde o somatório sobre ı́ndices repetidos fica subentendido.

Então

f 0(Du)− f 0(Dv) = f 0
pα

(Dv)Dαw

+

∫ 1

0

(1− t)f 0
pαpβ

(Dv + t(Du−Dv))DαwDβw dt =

f 0
pα

(Dv)Dαw +

∫ 1

0

(1− t)f 0
pαpβ

(tDu + (1− t)Dv)DαwDβw dt.

Como f 0 satifaz (3.13), temos

f 0
pα

(Dv)Dαw +

∫ 1

0

(1− t)f 0
pαpβ

(tDu + (1− t)Dv)DαwDβw dt ≥

f 0
pα

(Dv)Dαw +

∫ 1

0

(1− t)ν|Dw|2 dt =

f 0
pα

(Dv)Dαw +

∫ 1

0

ν|Dw|2 dt−
∫ 1

0

tν|Dw|2 dt =

f 0
pα

(Dv)Dαw + ν|Dw|2t
∣∣∣
1

0
− t2

2
ν|Dw|2t

∣∣∣
1

0
=

f 0
pα

(Dv)Dαw +
1

2
ν|Dw|2.
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Então
∫

BR

f 0(Du)− f 0(Dv) dx ≥
∫

BR

f 0
pα

(Dv)Dαw dx +
ν

2

∫

BR

|Dw|2 dx.

Como v minimiza F 0 em BR, entre todas as funções que valem u em ∂BR,

temos que v é solução fraca da Eq. de Euler Lagrange




−
n∑

α=1

Dα

(
f 0

pα
(Dv)

)
= 0 em BR

v = u em ∂BR.

Então
∫

BR

f 0
pα

(Dv)Dαϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ W 1,2
0 (BR). (3.16)

Como w = u− v e u = v em ∂BR, temos w ∈ W 1,2
0 (BR). Portanto,

∫

BR

f 0
pα

(Dv)Dαw dx = 0,

onde o somatório sobre ı́ndices repetidos fica subentendido.

Então
2

ν

[ ∫

BR

f 0(Du) dx −
∫

BR

f 0(Dv) dx
]
≥

∫

BR

|Dw|2 dx.

Logo ∫

BR

|Dw|2 dx ≤ 2

ν
[F 0(u,BR) − F 0(v,BR)].

¤

Lema 3.8 Seja φ(t) uma função não negativa e não decrescente. Dados

A, µ, β constantes positivas e B, ε constantes não negativas, β < µ, existe

uma constante ε0 = ε0(A, µ, β) > 0 e c = c(A, µ, β) tais que se

φ(ρ) ≤ A
[( ρ

R

)µ

+ ε
]
φ(R) + BRβ

para todo ρ ≤ R ≤ R0 e ε < ε0, então

φ(ρ) ≤ c
( ρ

R

)β

[φ(R) + BRβ].
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Prova. Por hipótese, φ(ρ) ≤ A
[(

ρ
R

)µ

+ ε
]
φ(R) + BRβ. Então, para 0 <

τ < 1 e R ≤ R0, temos

φ(τR) ≤ A
[(

τR

R

)µ

+ ε
]
φ(R) + BRβ = A[τµ + ε]φ(R) + BRβ

= Aτµ[1 + ετ−µ]φ(R) + BRβ ≤ Aτµ[1 + ε0τ
−µ]φ(R) + BRβ.

Seja δ ∈ (β, µ). Escolhendo τ < 1, de maneira que, 2Aτµ ≤ τ δ e tomando

ε0 < τµ, temos que, para todo R ≤ R0

φ(τR) ≤ Aτµ[1 + 1]φ(R) + BRβ

= 2Aτµφ(R) + BRβ = τ δφ(R) + BRβ

Então, para todo inteiro k > 0, temos

φ(τ k+1R) = φ(τ(τ kR)) ≤ τ δφ(τ kR) + B(τ kR)β = τ δφ(τ kR) + Bτ kβRβ

= τ δ(φ(τ(τ k−1R))) + Bτ kβRβ ≤ τ δ(τ δφ(τ k−1R) + Bτ (k−1)βRβ) + Bτ kβRβ

≤ τ 2δ(τ δφ(τ k−2R) + Bτ (k−2)βRβ) + Bτ kβRβ(τ δτ−β + 1)

= τ 3δφ(τ k−2R) + Bτ kβRβ(τ 2δ−2β + τ δ−β + 1)

≤ . . . ≤ τ kδφ(τ k−(k−1)R) + Bτ kβRβ(τ (k−1)δ−(k−1)β

+ . . . + τ 2δ−2β + τ δ−β + 1)

= τ kδφ(τR) + Bτ kβRβ(τ (k−1)δ−(k−1)β

+ . . . + τ 2δ−2β + τ δ−β + 1)

≤ τ kδ(τ δφ(R) + BRβ) + Bτ kβRβ(τ (k−1)δ−(k−1)β

+ . . . + τ 2δ−2β + τ δ−β + 1)

= τ (k+1)δφ(R) + Bτ kβRβ

k∑
j=0

τ j(δ−β) ≤ cτ (k+1)β[φ(R) + BRβ].

Dado ρ > 0, existe k ∈ {0, 1, 2, . . .}, tal que τ k+1R < ρ < τ kR. Assim, temos

que τ k+1 < ρ
R

< τ k. A partir disto, como φ é não decrescente,

φ(ρ) ≤ φ(τ kR) ≤ cτ kβ[φ(R) + BRβ]

=
cτ (k+1)β

τβ
[φ(R) + BRβ] ≤ c

τβ

( ρ

R

)β

[φ(R) + BRβ].

Logo

φ(ρ) ≤ c
( ρ

R

)β

[φ(R) + BRβ].
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Teorema 3.9 Seja u um mı́nimo local do funcional

F (w, Ω) =

∫

Ω

f(x,w, Dw) dx (3.17)

com f satisfazendo (3.10), (3.12), (3.13) e (3.14). Então Du pertence a

L2,n−ε
loc (Ω).

Prova. Seja BR ⊂⊂ Ω e v o mı́nimo do funcional F 0 definido em (3.15)

entre todas as funções que valem u em ∂BR.

Vamos estimar primeiro a oscilação de v em BR. Seja k > k0 = sup
BR

u,

m = min(v, k) e Ak = {x ∈ BR; v(x) > k}.
Note que m = min

∂BR

(v, k) = v, pois v = u em ∂BR e k > sup
BR

u ≥ u, então

k > v em ∂BR. Portanto, m = u em ∂BR. Então

F 0(v; BR) ≤ F 0(m; BR).

Além disso, m = v em BR \ Ak e m = k em Ak. Então, usando a definição

de f 0 dada no Lema 3.7 e a desigualdade (3.10),

0 ≥ F 0(v; BR)− F 0(m; BR) = F 0(v; Ak)− F 0(k; Ak)

=

∫

Ak

f(x0, {u}x0,R, Dv) dx−
∫

Ak

f(x0, {u}x0,R, Dk) dx

=

∫

Ak

f 0(Dv) dx−
∫

Ak

f 0(Dk) dx

=

∫

Ak

f 0(Dv) dx− |d||Ak|

≥
∫

Ak

(|Dv|2 − c) dx− |d||Ak|

=

∫

Ak

|Dv|2 dx− (c + |d|)|Ak|,

onde |d| = f 0(Dk). Logo
∫

Ak

|Dv|2 dx ≤ c|Ak|.

Observe que v é Hölder cont́ınua, pois é mı́nimo do funcional F 0 que possui

as mesmas condições de crescimento do funcional F . Logo Ak é aberto, pois

35



é a imagem inversa de um conjunto aberto por uma função cont́ınua.

Seja x0 ∈ ∂Ak. Se x0 ∈ ∂BR, então v(x0) = u(x0) < k, portanto x0 ∈
int(Ω\Ak), contradizendo x0 ∈ ∂Ak. Então x0 ∈ BR. Assim x0 ∈ ∂Ak∩BR e

então existe xn ∈ Ak tal que xn → x0 e yn ∈ BR \Ak tal que yn → x0. Como

v é cont́ınua v(xn) → v(x0) e v(xn) > k. Analogamente v(yn) → v(x0) e

v(yn) ≤ k. Então, v(x0) = k.

Concluimos que v − k = 0 em ∂Ak.

Usando a desigualdade de Hölder seguida da desigualdade de Sobolev, obte-

mos
∫

Ak

(v − k) dx ≤
(∫

Ak

(v − k)2∗ dx

) 1
2∗

(∫

Ak

(1)
2∗

2∗−1 dx

)1− 1
2∗

≤ D

(∫

Ak

|Dv|2 dx

) 1
2

|Ak|n+2
2n

≤ D(c|Ak|) 1
2 |Ak| 12+ 1

n

≤ D(c)
1
2 |Ak|1+ 1

n ≤ C|Ak|1+ε, onde ε =
1

n
.

Então ∫

Ak

(v − k) dx ≤ C|Ak|1+ε, ∀ k ≥ k0 = sup
BR

u.

Seja f : (k0, +∞) → R, definida por

f(k) =

∫

Ak

(v − k) dx.

Pelo Teorema de Fubini,
∫

Ak

(v − k) dx =

∫ +∞

k

|At| dt.

Assim, f(k) =
∫ +∞

k
|At| dt e portanto, pelo Teorema de Leibniz, temos

f ′(k) = −|Ak|.

Então

f(k) ≤ C|Ak|1+ε = C(−f ′(k))1+ε.

Portanto

f ′(k) ≤ − 1

C
1

1+ε

f(k)
1

1+ε

≤ −cf(k)µ, onde µ =
1

1 + ε
< 1.
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Logo
f ′(k)

f(k)µ
≤ −c.

Seja kM = sup
BR

v.

∫ kM

k0

f ′(k)

f(t)µ
dt ≤

∫ kM

k0

−c dt ⇒
∫ f(kM )

f(k0)

s−µ ds ≤ −c(kM − k0) ⇒

f(kM)−µ+1

−µ + 1
− f(k0)

−µ+1

−µ + 1
≤ −c(kM − k0).

Então, como f(kM) = 0,

kM ≤ k0 +
f(k0)

1−µ

c(1− µ)
≤ k0 + Ef(k0)

1−µ

= k0 + Ef(k0)
1− 1

1+ε = k0 + Ef(k0)

1
n

1+ 1
n

≤ k0 + E

(∫

Ak0

(v − k0) dx

) 1
n+1

.

Usando a desigualdade de Hölder seguida da desigualdade de Sobolev, obte-

mos

kM ≤ k0 + E




(∫

Ak0

(v − k0)
2∗ dx

) 1
2∗ ∫

Ak0

(1)
n+2
2n




1
n+1

≤ k0 + C




(∫

Ak0

|Dv|2 dx

) 1
2

|Ak0|
n+2
2n




1
n+1

≤ k0 + C
[
c

1
2 |Ak0|

1
2 |Ak0|

n+2
2n

] 1
n+1

≤ k0 + d|Ak0|
1
n

≤ k0 + d|BR| 1n = k0d(ωnR
n)

1
n

≤ k0 + cR.

Como kM = sup
BR

v e k0 = sup
BR

u, conclúımos que

sup
BR

v ≤ sup
BR

u + cR.
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Analogamente

inf
BR

v ≥ inf
BR

u− cR.

Então

osc
BR

v ≤ osc
BR

u + 2cR

≤ cRα + cR ≤ cRα, já que u ∈ C0,α. (3.18)

Agora vamos estimar o supremo de |Dv| em BR
2
. Como v minimiza F 0 em

BR entre todas as funções que valem u em ∂BR, temos que v é solução fraca

da equação de Euler-Lagrange, ou seja,
∫

BR

n∑
α=1

f 0
pα

(Dv)Dαϕ = 0, ∀ϕ ∈ W 1,2
0 (BR).

Então, pelo Teorema 2.13, temos que, v ∈ W 2,2
loc (BR) e que as derivadas

Dγv; γ = 1, . . . , n, são soluções fracas da equação eĺıptica, cuja formulação

variacional é
∫

BR

n∑

α,β=1

f 0
pαpβ

(Dv)Dβ(Dγv)Dαϕ dx = 0 ∀ϕ ∈ W 1
0 (BR). (3.19)

Tomando ϕ = ηDγv, η ∈ C∞
0 (BR), temos

∫

BR

f 0
pαpβ

(Dv)Dβ(Dγv)(ηDα(Dγv) + DγvDαη) dx = 0, (3.20)

onde o somatório sobre ı́ndices repetidos fica subentendido. Então∫

BR

f 0
pαpβ

(Dv)ηDβ(Dγv)Dα(Dγv) dx +

∫

BR

f 0
pαpβ

(Dv)Dβ(Dγv)DγvDαη dx = 0

Fazendo somatório sobre γ, temos que z = |Dv|2, satisfaz

1

2

∫

BR

f 0
pαpβ

(Dv)DβzDαη =

−
∫

BR

n∑
γ=1

f 0
pαpβ

(Dv)ηDβ(Dγv)Dα(Dγv) =

−
∫

BR

n∑
γ=1

fpαpβ
(x0, {u}x0,R, Dv)ηDβ(Dγv)Dα(Dγv) ≤

−ν

∫

BR

η|D2v|2 ≤ 0, ∀η ∈ C∞
0 (BR), η ≥ 0,
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onde a ultima desigualdade vem do fato de f satisfazer (3.13). Então
∫

BR

f 0
pαpβ

(Dv)DβzDαη ≤ 0. (3.21)

Fazendo uma estimativa padrão de equações eĺıpticas (ver [8], p.184),

obtemos

sup
B R

2

|Dv|2 ≤ cR−n

∫

BR

|Dv|2 dx. (3.22)

Como |Dv|2 ≤ sup
B R

2

|Dv|2, temos que para todo ρ < R
2
,

∫

Bρ

|Dv|2 dx ≤
∫

Bρ

sup
B R

2

|Dv|2 dx

≤ sup
B R

2

|Dv|2ωnρn ≤ ωnρncR−n

∫

BR

|Dv|2 dx

≤ C
( ρ

R

)n
∫

BR

|Dv|2 dx.

Trocando a contante C na desigualdade acima, temos que esta vale para todo

ρ < R. Então para todo ρ < R, temos
∫

Bρ

|Du|2 dx =

∫

Bρ

|D(u− v + v)|2 dx

≤ 2

∫

Bρ

|D(u− v)|2 dx + 2

∫

Bρ

|Dv|2 dx

≤ c
{( ρ

R

)n
∫

BR

|Dv|2 dx +

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

.

Tomando v = v − u + u e substituindo na desigualdade acima, obtemos
∫

Bρ

|Du|2 dx ≤ c
{( ρ

R

)n
∫

BR

|Du|2 dx +

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

. (3.23)

Agora vamos estimar a última integral de (3.23). Pelo Lema 3.7, temos
∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ 2

ν
[F 0(u; BR)− F 0(v; BR)]

=
2

ν

∫

BR

[f(x0, {u}x0,R, Du)− f(x, u,Du)] dx

+
2

ν

∫

BR

[f(x, v, Dv)− f(x0, {u}x0,R, Dv)] dx

+
2

ν
F (u; BR)− F (v; BR) (3.24)
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Definindo v = u em Ω \BR, então

F 0(u; BR)− F 0(v; BR) = F 0(u; Ω)− F 0(v; Ω) =∫

Ω

[f(x0, {u}x0,R, Du)− f(x, u, Du)] dx +
∫

Ω

[f(x, v, Dv)− f(x0, {u}x0,R, Dv)] dx +

F (u; Ω)− F (v; Ω) ≤∫

Ω

[f(x0, {u}x0,R, Du)− f(x, u, Du)] dx + (3.25)
∫

Ω

[f(x, v, Dv)− f(x0, {u}x0,R, Dv)] dx,

visto que u é mı́nimo de F (w; Ω).

Lembrando que v = u em Ω \BR e usando a desigualdade (3.14),

obtemos
∫

Ω

[f(x0, {u}x0,R, Du)− f(x, u, Du)] dx +
∫

Ω

[f(x, v,Dv)− f(x0, {u}x0,R, Dv)] dx =
∫

BR

[f(x0, {u}x0,R, Du)− f(x, u, Du)] dx +

∫

BR

[f(x, v,Dv)− f(x0, {u}x0,R, Dv)] dx ≤
∫

BR

|f(x0, {u}x0,R, Du)− f(x, u, Du)| dx +

∫

BR

|f(x, v,Dv)− f(x0, {u}x0,R, Dv)| dx ≤
∫

BR

(1 + |Du|2)w(|x0 − x|2 + |{u}x0,R − u|2) dx +

∫

BR

(1 + |Dv|2)w(|x− x0|2 + |v − {u}x0,R|2) dx. (3.26)

Estimativa de |v − {u}x0,R|2 :

|v − {u}x0,R|2 ≤ 2|v − u|2 + 2|u− {u}x0,R|2.

Como u, v ∈ C0,α(Ω) e u = v em ∂BR, temos que, para todo y ∈ ∂BR e
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x ∈ BR,

|v(x)− u(x)| ≤ |v(x)− v(y)|+ |v(y)− u(y)|+ |u(y)− u(x)|
≤ c|x− y|α + d|x− y|α ≤ CRα.

Então |v − {u}x0,R|2 ≤ 2CR2α + 2|u− {u}x0,R|2.

Como u e {u}x0,R em BR estão entre sup
BR

u e o inf
BR

u, temos

|u− {u}x0,R|2 ≤ | sup
BR

u− inf
BR

u|2 = | osc
BR

u|2 ≤ cR2α.

Então |v − {u}x0,R|2 ≤ 2CR2α + 2cR2α ≤ CR2α.

Usando isto, (3.24), (3.25), (3.26) e notando que w é uma função crescente,

temos
∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ 2

ν

∫

BR

(1 + |Du|2)w(|x0 − x|2 + |{u}x0,R − u|2) dx

+
2

ν

∫

BR

(1 + |Dv|2)w(|x− x0|2 + |v − {u}x0,R|2) dx

≤ 2

ν

∫

BR

(1 + |Du|2)w(R2 + CR2α) dx

+
2

ν

∫

BR

(1 + |Dv|2)w(R2 + CR2α) dx.

Então
∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ D

∫

BR

(1 + |Du|2)w(CR2α) dx

+ D

∫

BR

(1 + |Dv|2)w(CR2α) dx, (3.27)

onde, D = 2
ν

> 0, visto que α ≤ 1 e, portanto, R2α domina R2. Como w é

uma função cont́ınua e w(0) = 0, temos que para R suficientemente pequeno

|w(CR2α)| ≤ 1
4D

. Então

∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ Dw(CR2α)

∫

BR

(1 + |Du|2) dx

+
1

4

∫

BR

(1 + |Dv|2) dx.
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Tomando v = v−u+u e substituindo na última desigualdade acima, obtemos
∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ cw(CR2α)

∫

BR

(1 + |Du|2) dx

= cw1(R)

∫

BR

(1 + |Du|2) dx, (3.28)

onde w1(R) = w(CR2α). Substituindo a estimativa (3.28) em (3.23), obtemos

∫

Bρ

|Du|2 dx ≤ c
{ ( ρ

R

)n
∫

BR

|Du|2 dx + w1(R)

∫

BR

(1 + |Du|2) dx
}

≤ C
{[( ρ

R

)n

+ w1(R))
] ∫

BR

|Du|2 dx + w1(R)Rn
}

Como w1(R) → 0 quando R → 0, w1(R) < δ < 1 para R pequeno. Então

∫

Bρ

|Du|2 dx ≤ C
{[( ρ

R

)n

+ δ
] ∫

BR

|Du|2 dx + Rn−ε
}

,

para todo ε > 0 e ρ < R < dist(x0, ∂Ω) e R pequeno.

Seja Ω1 ⊂⊂ Ω e R0 < dist(Ω1, Ω) pequeno. Então, para todo x0 ∈ Ω1 e

ρ < R0, temos

∫

Bρ(x0)

|Du|2 dx ≤ C
{ [(

ρ

R0

)n

+ δ)

] ∫

BR0(x0)

|Du|2 dx + Rn−ε
0

}
.

Definindo φ(r) =
∫

Br
|Du|2 dx ∀r > 0, temos que φ é uma função não

decrescente e não negativa. Além disso, tomando β = n− ε e µ = n, temos

que µ e β são constantes positivas e β < µ. Logo pelo Lema 3.8, para δ

suficientemente pequeno, temos

∫

Bρ(x0)

|Du|2 dx ≤ c

(
ρ

R0

)n−ε
{∫

BR0(x0)

|Du|2 dx + Rn−ε
0

}

= ρn−ε

{(
c

Rn−ε
0

) ∫

BR0(x0)

|Du|2 dx + c

}

≤ Cρn−ε,

onde C = C(R0) = c
Rn−ε

0

∫
Ω
|Du|2 dx + c e R0 é tal que w1(R0) < δ.

Logo Du ∈ L2,n−ε
loc (Ω).
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Teorema 3.10 Seja u um mı́nimo local do funcional

F (ψ, Ω) =

∫

Ω

f(x, ψ, Dψ) dx (3.29)

com f satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.9. Suponhamos, além disso,

que f é Hölder cont́ınua em (x, u) com expoente 2σ. Mais precisamente,

suponhamos que a função w em (3.14), satisfaz w(t) ≤ Atσ, para σ > 0.

Então a derivada de primeira ordem de u é Hölder cont́ınua em Ω.

Prova. Seja BR ⊂ Ω e v o mı́nimo local do funcional F 0 definido em

(3.15), entre todas as funções que valem u em ∂BR. Visto que Dv satisfaz

(3.19), temos pelo teorema de De Giorgi (ver [2]), a estimativa
∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2dx ≤ c
( ρ

R

)n+2δ
∫

BR

|Dv − {Dv}R|2dx (3.30)

para todo δ > 0. Note que
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2dx =

∫

Bρ

|D(u− v) + Dv − {D(u− v)}ρ − {Dv}ρ|2dx

≤ 2

∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2dx + 2

∫

Bρ

|D(u− v)− {D(u− v)}ρ|2dx.

Pelo Lema (2.17), temos
∫

Bρ

|D(u− v)− {D(u− v)}ρ|2 dx ≤ 4

∫

Bρ

|D(u− v)|2 dx

Apartir disto, obtemos
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ 2

∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2 dx

+ 8

∫

Bρ

|D(u− v)|2 dx ≤ 2

∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2 dx

+ 8

∫

BR

|D(u− v)|2 dx

Logo, usando (3.30), obtemos
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ c
{ ( ρ

R

)n+2δ
∫

BR

|Dv − {Dv}R|2 dx

+

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

43



Tomando v = v − u + u e substituindo na desigualdade acima, obtemos∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ c
{( ρ

R

)n+2δ
∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx

+

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

. (3.31)

Pela estimativa dada em (3.28), temos
∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ cw1(R)

∫

BR

(1 + |Du|2) dx, (3.32)

onde w1(R) = w(CR2α).

Como w(t) ≤ Atσ, temos w(CR2α) ≤ ACσR2ασ ≤ cR2ασ. Então
∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ cR2ασ

∫

BR

(1 + |Du|2) dx (3.33)

= cR2ασωnR
n + cR2ασ

∫

BR

|Du|2 dx.

Pelo Teorema 3.9, Du ∈ L2,n−ε
loc (Ω), então

∫
BR
|Du|2 dx ≤ CRn−ε.

Logo ∫

BR

|D(u− v)|2 dx ≤ cR2ασ+n−ε.

Tomando ε = ασ, obtemos∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ C
{( ρ

R

)n+2δ
∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx

+ Rn+ασ
}

,

para todo ρ < R. Seja τ = min
{

ασ
2

, δ
2

}
. Então

∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ c
{( ρ

R

)n+4τ
∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx

+ Rn+2τ
}

,

Definindo φ(r) =
∫

BR
|Du − {Du}r|2 dx , ∀r > 0, temos que φ é não

decrescente e não negativa. Tomando µ = n + 4τ , β = n + 2τ , µ, β são

constantes positivas e β < µ. Logo, pelo Lema 3.8 temos que
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ C
( ρ

R

)n+2τ
[∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx + CRn+2τ

]

= ρn+2τ

(
C

Rn+2τ

∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx + C

)

≤ cρn+2τ
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onde c = c(R) = C
Rn+2τ

∫
Ω
|Du− {Du}Ω|2 dx + C.

Então
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ cρn+2τ . (3.34)

Pela desigualdade de Hölder, temos

∫

Bρ

|Du− {Du}ρ| dx ≤
(∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx

) 1
2
(∫

Bρ

(1)2 dx

) 1
2

≤ (cρn+2τ )
1
2 (ωnρ

n)
1
2

≤ Cρn+τ .

Então
1

ωnρn

∫

Bρ

|Du− {Du}ρ| dx ≤ c

ωn

ρτ ≤ Cρτ .

Logo, pelo Teorema de Campanato, Du é Hölder cont́ınua. Mais precisamente

u ∈ C1,τ onde τ = min
{

ασ
2

, δ
2

}
.

¤

Exemplo: Seja u ∈ W 1,2(Ω) mı́nimo local do funcional

J(ψ; Ω) =

∫

Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ψiψj dx,

onde os coeficientes aij ∈ C0,α(Ω) e satisfazem
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2

∀ ξ ∈ Rn, onde λ > 0 é conveniente. Então u ∈ C0,α(Ω).

Primeiramente verificamos que a função f(x, u, p) =
n∑

i,j=1

aij(x)pipj

satisfaz as hipóteses do Teorema 3.10.

i. fpαpβ
(x, u, p) =

[
n∑

i,j=1

aij(x)pipj

]

pαpβ

= 2aαβ(x). Então

n∑

α,β=1

fpαpβ
(x, u, p)ξαξβ = 2

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ 2λ|ξ|2.
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ii. fpαpβ
(x, u, p) =

[
n∑

i,j=1

aij(x)pipj

]

pαpβ

= 2aαβ(x). Então

|fpαpβ
(x, u, p)| = |2aαβ(x)| ≤ c,

pois aij(x) ∈ Co,σ(Ω). Logo

|fpp(x, u, p)| ≤ L.

iii. ∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij(x)pipj −
n∑

i,j=1

aij(y)pipj

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

(aij(x)− aij(y))pipj

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
j=1

pj

n∑
i=1

(aij(x)− aij(y))pi

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣

(
n∑

j=1

p2
j

) 1
2




n∑
j=1

(
n∑

i=1

(aij(x)− aij(y))pi

)2



1
2

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
|p|2

(
n∑

j=1

(
n∑

i=1

(aij(x)− aij(y))2

)) 1
2

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
(
1 + |p|2)

(
n∑

j=1

(
n∑

i=1

(aij(x)− aij(y))2

)) 1
2

∣∣∣∣∣∣
.

Então ∣∣∣∣∣

∑n
i,j=1 aij(x)pipj

1 + |p|2 −
∑n

i,j=1 aij(y)pipj

1 + |p|2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

(
n∑

j=1

(
n∑

i=1

(aij(x)− aij(y))2

)) 1
2

∣∣∣∣∣∣
,

onde

(
n∑

j=1

(
n∑

i=1

(aij(x)− aij(y))2

)) 1
2

é uma função de Hölder e não depende

de p. Como
n∑

i,j=1

aij(x)pipj satisfaz as hipóteses do Teorema, temos que Du é

uma função Hölder cont́ınua.
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4

Estimativa optimal para o

expoente de Hölder α

Na ultima seção do caṕıtulo anterior, provamos que a derivada primeira da

função escalar u : Ω ⊂ Rn → R ∈ W 1,2(Ω) que minimiza o funcional geral

F (w; Ω) =

∫

Ω

f(x,w, Dw) dx (4.1)

é Hölder cont́ınua, ou seja, Du ∈ C0,α(Ω). O objetivo desta seção é fazer

uma estimativa optimal para o expoente de Hölder α. Afim de obtermos esta

estimativa, algumas hipóteses a mais sobre a função f , fazem-se necessárias.

Vamos supor que, para todo M > 0 existe uma constante c(M), tal que,

para todo x, y ∈ Ω, todo u, v com |u| ,|v| ≤ M e todo p ∈ Rn, temos

|f(x, u, p)− f(x, v, p)| ≤ c|u− v|γ|(1 + |p|2)| (4.2)

|fp(x, u, p)− fp(y, v, p)| ≤ c(|x− y|2 + |u− v|2)σ
2 (1 + |p|). (4.3)

O teorema a seguir pode ser visto em [7].

Teorema 4.1 Seja u um mı́nimo local do funcional

F (ψ, Ω) =

∫

Ω

f(x, ψ, Dψ) dx.

Se f satistaz as hipóteses dadas anteriormente, então u ∈ C1,α(Ω) com α =

min
(
σ, γ

2−γ

)
.
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Prova. Primeiro vamos considerar uma situação mais simples.

(B1) Vamos considerar uma função f dependendo somente de p, e satis-

fazendo (3.12) e (3.13).

Seja w um mı́nimo local do funcional
∫

Ω

f(Dψ) dx. (4.4)

Por [4], temos que para todo ε > 0, existe um R0 > 0 e c, tal que, para todo

ρ , R, onde 0 < ρ < R < R0,
∫

Bρ

|Dw − {Dw}ρ|2 dx ≤ c
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Dw − {Dw}R|2 dx. (4.5)

(B2) Suponha agora que f independe de u e que (4.3) é satisfeita. Seja v um

mı́nimo local do funcional
∫

Ω

f(x, Dψ) dx.

Seja x0 ∈ Ω, R < dist(x0, ∂Ω) e seja w um mı́nimo do funcional

J(ψ; BR(x0)) =

∫

BR(x0)

f(x0, Dψ) dx,

entre todas as funções que valem v em ∂BR(x0).

Se ρ < R < R0, então, por (4.5), temos

∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2 dx =

∫

Bρ

|D(v − w + w)− {D(v − w + w)}ρ|2 dx
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≤ 2

∫

Bρ

|Dw − {Dw}ρ|2 dx + 2

∫

Bρ

|D(v − w)− {D(v − w)}ρ|2 dx

≤ 2c
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Dw − {Dw}R|2dx + 2

∫

Bρ

|D(v − w)− {D(v − w)}ρ|2dx

= 2c
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|D(w − v) + Dv − {D(w − v)}R − {Dv}R|2 dx

+ 2

∫

Bρ

|D(v − w)− {D(v − w)}ρ|2 dx

≤ 2c
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|D(w − v)− {D(w − v)}|2 dx

+ 2c
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Dv − {Dv}R|2 dx

+ 2

∫

Bρ

|D(v − w)− {D(v − w)}ρ|2 dx.

Pelo Lema 2.17, temos
∫

BR

|D(w − v)− {D(w − v)}R|2 dx ≤ 4

∫

BR

|D(w − v)|2 dx, ∀ R.

Então
∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2 dx ≤ C
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Dv − {Dv}R|2 dx

+ C

∫

BR

|D(v − w)|2 dx. (4.6)

Por outro lado, pelo Lema 3.7, considerando

F 0(ψ, BR) =

∫

BR

f(x0, Dψ) dx,

temos
∫

BR

|D(v − w)|2 dx ≤ 2

ν
[F 0(v, BR)− F 0(w,BR)]

≤ c

∫

BR

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)] dx

= c

∫

BR

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)− f(x,Dv) + f(x,Dv)] dx.
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Definindo w = v em Ω \BR, temos

c

∫

BR

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)− f(x,Dv) + f(x,Dv)] dx

= c

∫

Ω

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)] dx + c

∫

Ω

f(x,Dv)− c

∫

Ω

f(x,Dv) dx

≤ c

∫

Ω

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)] dx + c

∫

Ω

f(x,Dw)− c

∫

Ω

f(x,Dv) dx

= c

∫

Ω

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)− f(x,Dv) + f(x,Dw)] dx

= c

∫

BR

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)− f(x,Dv) + f(x,Dw)] dx,

pois w = v em Ω \BR e v minimiza
∫

Ω
f(x,Dψ) dx.

Logo
∫

BR

|D(v − w)|2 dx ≤ c

∫

BR

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)− f(x,Dv) + f(x,Dw)] dx.

(4.7)

Considerando g(p) = f(x, p)− f(x0, p), temos pelo Teorema Fundamental do

Cálculo, que

g(Dw)− g(Dv) =

∫ 1

0

gpα(tDw + (1− t)Dv)Dα(w − v) dt.

Então

|g(Dw)− g(Dv)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0

gpα(Dv + t(Dw −Dv))Dα(w − v) dt

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

|fpα(x,Dv + tD(w − v))− fpα(x0, Dv + tD(w − v))||Dα(w − v)| dt.

Portanto, usando (4.3), temos

|g(Dw)− g(Dv)| ≤
∫ 1

0

[
c
(
(x− x0)

2
)σ

2 (1 + |Dv + tD(w − v))|

|Dα(w − v)|
]

dt
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≤
∫ 1

0

c(x− x0)
σ(1 + |Dv + tD(w − v)|)|Dα(w − v)| dt

= c|x− x0|σ|Dα(w − v)|
∫ 1

0

dt + c|x− x0|σ|Dα(w − v)||Dv|
∫ 1

0

dt

+ c|x− x0|σ|Dα(w − v)||D(w − v)|
∫ 1

0

t dt

= c|x− x0|σ|Dα(w − v)|(1 + |Dv|+ 1

2
|D(w − v)|)

≤ c|x− x0|σ|D(w − v)|(1 + |Dv|+ |D(w − v)|).

Logo

|g(Dw)− g(Dv)| ≤ c|x− x0|σ(1 + |Dv|+ |D(w − v)|).

Introduzindo esta inequação em (4.7) temos
∫

BR

|D(v − w)|2 dx ≤ c

∫

BR

[f(x0, Dv)− f(x0, Dw)− f(x,Dv) + f(x,Dw)] dx

≤
∣∣∣∣
∫

BR

g(Dv)− g(Dw) dx

∣∣∣∣ ≤
∫

BR

|g(Dv)− g(Dw)| dx

≤
∫

BR

c|x− x0|σ|D(w − v)|(1 + |Dv|+ |D(w − v)|) dx

≤
∫

BR

cRσ|D(w − v)|2 dx

+

∫

BR

cRσ|D(w − v)|(1 + |Dv|) dx.

Então

(1− cRσ)

∫

BR

|D(w − v)|2 dx ≤
∫

BR

cRσ|D(w − v)|(1 + |Dv|) dx.

Tomando R tão pequeno,de modo que, (1− cRσ) > 1
2
, temos que

1

2

∫

BR

|D(v − w)|2 dx < (1− cRσ)

∫

BR

|D(v − w)|2 dx

≤ cRσ

∫

BR

|D(w − v)|(1 + |Dv|) dx

≤ cRσ

(∫

BR

|D(w − v)|2 dx

) 1
2
(∫

BR

(1 + |Dv|)2 dx

) 1
2

.

Logo
∫

BR

|D(v − w)|2 dx ≤ CR2σ

∫

BR

(1 + |Dv|2) dx. (4.8)
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Substituindo (4.8) em (4.6), temos
∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2 dx ≤ c
( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Dv − {Dv}R|2 dx

+ CR2σ

∫

BR

(1 + |Dv|2) dx, (4.9)

para R suficientemente pequeno.

Seja agora u mı́nimo local do funcional F (.; Ω) e seja v mı́nimo local do

funcional

F̃ (ψ, BR) =

∫

BR

f̃(x,Dψ)

entre todas funções que valem u em ∂BR, onde f̃(x, p) = f(x, u(x), p).

Pelo mesmo racioćınio do ińıcio do Teorema 3.10,∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ 2

∫

Bρ

|Dv − {Dv}ρ|2 dx

+ 8

∫

BR

|D(u− v)|2 dx.

Logo, usando (4.9), obtemos
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ c
{( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Dv − {Dv}R|2 dx

+ R2σ

∫

BR

(1 + |Dv|2) dx +

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

.

Tomando v = v − u + u e substituindo na desigualdade acima, obtemos∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ C
{( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Du + {Du}R|2 dx

+ R2σ

∫

BR

(1 + |Du|2) dx +

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

. (4.10)

Por outro lado, usando o Lema 3.7∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ c

∫

BR

[f̃(x,Du)− f̃(x,Dv)] dx

= c

∫

BR

[f(x, u(x), Du)− f(x, u(x), Dv)] dx

= c

∫

BR

[f(x, u, Du)− f(x, v, Dv) + f(x, v, Dv)− f(x, u, Dv)] dx

= c

∫

BR

[f(x, u, Du)− f(x, v, Dv)] dx

+ c

∫

BR

[f(x, v, Dv)− f(x, u, Dv)] dx.

52



Definindo v = u em Ω \BR(x0), então

c

∫

BR

[f(x, u, Du)− f(x, v,Dv)] dx + c

∫

BR

[f(x, v,Dv)− f(x, u, Dv)] dx

= c

∫

Ω

[f(x, u, Du)− f(x, v,Dv)] dx + c

∫

Ω

[f(x, v, Dv)− f(x, u, Dv)] dx

≤ c

∫

Ω

[f(x, v, Dv)− f(x, u, Dv)] dx

= c

∫

BR

[f(x, v,Dv)− f(x, u, Dv)] dx

visto que u é mı́nimo de F (·; Ω) e u = v em Ω \BR(x0).

Agora, usando (4.2), obtemos

c

∫

BR

[f(x, v, Dv)− f(x, u,Dv)] dx ≤ c

∫

BR

|[f(x, v, Dv)− f(x, u, Dv)]| dx

≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Dv|2) dx

≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |D(v − u) + Du|2) dx

≤ c

∫

BR

|v − u|γ dx + c

∫

BR

|v − u|γ|D(v − u) + Du|2 dx

≤ c

∫

BR

|v − u|γ dx + 2c

∫

BR

|v − u|γ|D(v − u)|2 dx

+ 2c

∫

BR

|v − u|γ|Du|2 dx

≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Du|2 + |D(v − u)|2) dx.

Logo
∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Du|2 + |D(v − u)|2) dx

≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Du|2) dx + c

∫

BR

|v − u|γ|D(v − u)|2 dx. (4.11)

Nós observamos agora que u e v são funções Hölder cont́ınuas e v = u em

∂BR. Então para todo y ∈ ∂BR e x ∈ BR, temos

|u(x)− v(x)| ≤ |u(x)− u(y)|+ |v(x)− v(y)|+ |u(y)− v(y)|
≤ cRα + dRα ≤ CRα.
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Logo se R é suficientemente pequeno, temos c|u− v|γ ≤ CRαγ < 1
2
.

Substituindo em (4.11), obtemos

∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Du|2) dx +
1

2

∫

BR

|D(v − u)|2 dx.

Então

1

2

∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ c

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Du|2) dx.

Portanto
∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ D

∫

BR

|v − u|γ(1 + |Du|2) dx

≤ D

∫

BR

|v − u|γ dx + D

∫

BR

|v − u|γ|Du|2 dx.

Como Du é limitado, temos que

D

∫

BR

|v − u|γ|Du|2 dx ≤ DM

∫

BR

|v − u|γ dx.

Logo
∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ C

∫

BR

|v − u|γ dx. (4.12)

Usando a desigualdade de Hölder seguida da desigualdade de Sobolev em

(4.12), obtemos

∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ C

(∫

BR

(|u− v|γ) 2∗
γ dx

) γ
2∗

(∫

BR

1
2∗

2∗−γ dx

)1− γ
2∗

≤ C

[(∫

BR

|u− v|2∗ dx

) 1
2∗

]γ

|BR|1−
γ
2∗

≤ C

[(∫

BR

|D(u− v)|2 dx

) 1
2

]γ

|BR|1−
γ
2∗

= C

(∫

BR

|D(u− v)|2 dx

) γ
2

|BR|1−
γ
2∗ .

Então
∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤
(
C|BR|1−

γ
2∗

) 2
2−γ

,
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onde 2∗ = 2n
n−2

. Logo

∫

BR

|D(v − u)|2 dx ≤ C|BR||BR|
2γ

(2−γ)n = CwnR
n(wnR

n)
2γ

(2−γ)n

= Cw
1+ 2γ

(2−γ)n
n Rn+ 2γ

2−γ = cRn+ 2γ
2−γ .

Introduzindo este resultado em (4.10) e lembrando que |Du| é limitada, ob-

temos
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ C
{( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Du + {Du}R|2dx

+R2σ

∫

BR

(1 + |Du|2) dx +

∫

BR

|D(u− v)|2 dx
}

≤ C
{( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Du + {Du}R|2 dx + Rn+2σ(ωn + Mωn) + cRn+ 2γ
2−γ

}
.

Logo
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ c
{( ρ

R

)n+2−ε
∫

BR

|Du + {Du}R|2 dx + Rn+2α
}

,

onde α = min
{

σ, γ
2−γ

}
.

Definindo φ(r) =
∫

BR
|Du − {Du}r|2 dx , ∀r > 0, temos que φ é não

decrescente e não negativa. Tomando µ = n + 2 − ε, β = n + 2α e A = C,

temos que A, µ, β são constantes positivas e β < µ, caso ε < 2− 2α.

Logo pelo Lema 3.8, temos que

∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ c
( ρ

R

)n+2α
[∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx + cRn+2α

]

= ρn+2α

(
c

Rn+2α

∫

BR

|Du− {Du}R|2 dx + c

)

≤ Cρn+2α,

onde C = C(R) = c
Rn+2α

∫
Ω
|Du− {Du}Ω|2 dx + c.

Então
∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx ≤ Cρn+2α. (4.13)
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Pela desigualdade de Hölder, temos

∫

Bρ

|Du− {Du}ρ| dx ≤
(∫

Bρ

|Du− {Du}ρ|2 dx

) 1
2
(∫

Bρ

(1)2 dx

) 1
2

≤ (Cρn+2α)
1
2 (ωnρn)

1
2

≤ cρn+α.

Então
1

ωnρn

∫

Bρ

|Du− {Du}ρ| dx ≤ c

ωn

ρα ≤ Cρα.

Logo, pelo Teorema de Campanato, Du ∈ C0,α, onde α = min
{

σ, γ
2−γ

}
.

¤
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