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Everybody's happy
Everybody's free
We'll keep the big door open
And everyone'll come around
Why are you different?
Why are you that way?
If you don't getin line

We'll lock you away

Dave Matthews
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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacdo acercpedsamento algébrico de alunos do
Ensino Fundamental, através da experimentacaoivddaaes que foram construidas com o
intuito de auxiliar na compreensao de conceitosgleacbes como variaveis e incognitas. As
atividades foram aplicadas para duas turmas den@®na Escola Estadual de Ensino
Fundamental Mauricio Sirotski Sobrinho, duranteno de 2012. Buscou-se verificar se as
atividades propostas contribuiram para que os aloompreendessem a linguagem algébrica
simbdlica vinculada ao estudo de equacgbes. O trabapresenta uma anélise da
experimentacédo, concluindo que a aplicacao daglatigs foi positiva para a contribuicdo no
pensamento algébrico de alunos e para a sua camspreala linguagem simbolica da

matematica.

Palavras-Chave:Pensamento algébrico; variaveis; incognitas; apragém matematica.



ABSTRACT

This work presents an investigation on the algehttainking in elementary school students,
through experimentation activities that were builtorder to assist in understanding the
concepts of variables and equations as unknowresagtivities were applied to two 7th grade
classes at the State School of Basic Education iMausirotski Sobrinho during the year
2012, through the discipline of mathematics edocatn Stage Il of this University. We
sought to determine whether the proposed activitedged students understand the symbolic
language of algebra equations linked to the stddye work presents an analysis of the
experiment, concluding that the implementation ofivities contributed to the students’

algebraic thinking and their understanding of tyralsolic language of mathematics.

Keywords: Algebraic thinking; variables, unknowns; learnimngthematics.
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1 INTRODUCAO

Nas escolas em que tive oportunidade de acompardrasino de matematica, percebi
gue muitos dos equivocos cometidos pelos estudantessino médio derivam da néo ou
parcial compreensdo dos contetudos dos anos aetenorensino fundamental. A disciplina
de Matemaética é considerada por muitas pessoaslasnaais dificeis de se compreender e a
escrita formal pode dificultar ainda mais a intetacdo e o entendimento de seus
determinados conteudos. Os dois livros didaticaegjyisados, “A Conquista da Matematica
de Giovanni, Castrucci e Giovanni Jr (1998) e “Madéica e Realidade”, de lezzi, Dolce e
Machado (2009), utilizam exercicios escritos nguagem simbdlica da Matemética e poucas
sdo as atividades voltadas para a compreensdos peloos, do que significam esses
simbolos utilizados para expressar as relacfesmgies algébricas. Pelo fato de que nem
todos os alunos gostam da disciplina de Matemé&tiease desinteresse muitas vezes pode
levar a reprovacdo ou a ndo aprendizagem, podenestionar porque nao utilizar novas
abordagens que possam despertar o interesse dos alfavorecer a compreensao.

Nas disciplinas do curso de Licenciatura em Materaata UFRGS de Laboratorio de
Pratica de Ensino e Aprendizagem de Matematicasemlolvida no Colégio de Aplicacéo, e
de Estadgio em Educacdo Matemética |, desenvolvad&alégio Rio Branco, observei as
dificuldades de muitos alunos com o conteudo deagips, um dos fatores que me
motivaram a realizar este trabalho. Em Laboratfriive a oportunidade de trabalhar com
duas turmas do primeiro ano do Ensino Médio, abmtdao conteddo de funcbes. Nessas
turmas pude observar a dificuldade que os alunbsuti para encontrar determinados valores
comof(1), f(1/2), por exemplo, quando era dada a férmula dado. Os alunos entendiam
gue deveriam substituir o valor dado entre paréstés valor da variaved) na expressao
estabelecida, entretanto tinham dificuldades pacardgrar o valor correspondente a variavel
y ouf(x). A reciproca também ocorria, ou seja, os aluaodbém tinham dificuldades quando
era pedido o valor da variavel x para o qual ocfre= 1, por exemplo. Os estudantes
cometiam erros ao “isolar” incognitas em um dos tm@® da igualdade e numeros
“conhecidos” no outro; e ao operar com fracdes,gemal no calculo do minimo multiplo
comum.

Na disciplina de Estagio |, trabalhei com os caieseide fatorial, arranjos,
permutacdes, combinacdes e probabilidade, com sldocsegundo ano do Ensino Médio.
Porém, um exercicio em especial me chamou a ateagaquestionar os alunos sobre as

probabilidades de vitoria e derrota. Os alunosretidéen, por exemplo, que se tivéssemos uma
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probabilidade favoravel de 40%, a probabilidadefadesavel seria de 60% ; assim, na
tentativa de generalizar para quaisquer probabdisafoi feita a pergunta: se temos uma
probabilidadex de vencer, qual a probabilidade que temos de pgerderifiqguei a grande
dificuldade que os alunos tiveram de chegar a ssae“100% x%", ou “1 —X". Entendo
que situacdes como esta, e as dificuldades doesatim Colégio de Aplicagcdo com a algebra
das funcdes decorrem de um mau entendimento sobomaeito de variavel abordada no
Ensino Fundamental. Assim, acredito que é impatanpreocupagdo com atividades que
permitam reflexdes sobre o uso da linguagem maiematu seja, ao resolver um exercicio,
que o aluno tenha possibilidade de compreendeigadgem simbodlica da matematica, e que
nos proximos anos as duvidas citadas anteriornmgiatese repitam.

Esta pesquisa surgiu, entédo, da necessidade darl@alisrnativas para as dificuldades
na aprendizagem de equacdes de 1° grau. Decitiateama investigacao durante o ano de
2012, com duas turmas de 72 série, na Escola E$tdduEnsino Fundamental Mauricio
Sirotski Sobrinho, localizada no municipio de Pdktegre, Rio Grande do Sul. A motivacéo
para esta pesquisa foi a questdo: os equivocosaldo®s ao lidarem com expressdes
algébricas sdo devidos a ma compreensao da linguagabdlica da matematica? Para
encaminha-la, fez-se necessario experimentar atlesl que pudessem auxiliar os estudantes
a compreenderem a linguagem simbdlica da algebl@boEei um projeto com quatro
atividades semanais envolvendo equacdes de 1°(gmaa vez que ja foi apresentado o
contetdo de equacdes as turmas de 72 série), qumoaupacdo de que essas atividades
fossem interessantes aos olhos dos alunos, coro®igemo piramides, balancas, fichas, de
modo que, na resolucéo dos problemas, os alunasgeith atribuir significado a linguagem
simbdlica da matematica. A primeira parte trariareicios elaborados por mim e na segunda
parte os alunos criariam seus proprios exemplogue no meu entendimento é uma boa
maneira de se verificar o que e como os alunos estdsando.

O segundo capitulo deste trabalho traz um brev@riuies do desenvolvimento do
conteudo de equacdes. ApOs, segue um comentane sotmo se desenvolveu o ensino da
algebra nas escolas brasileiras e sua importanasino da disciplina de matematica, o que
também motivou a elaboracdo deste trabalho, e sgesultados de pesquisas sobre
concepcdes algébricas de estudantes relativasi@aveiar incognitas, e equagdes, que serao
considerados na andalise da experimentacdo. O lkamaguinte apresenta o relato das

atividades desenvolvidas na pesquisa de campotaabegia utilizada, minhas expectativas
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e o relato da implementacéo das atividades, indtuos registros das resolugdes dos alunos e
dos dialogos realizados durante a realizagéo dadaates.

No capitulo 4, apresento a andlise da aplicacdoatiaslades, do pensamento dos
alunos, de suas resolucdes e dos efeitos dasaatescem termos de aprendizagem.

Por fim, as consideracdes finais.
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2 CONSIDERACOES SOBRE O ENSINO DA ALGEBRA

2.1 A algebra ao longo do tempo

Segundo Bonadiman (2007), para que possamos camdgremelhor as dificuldades
que os alunos apresentam com a &lgebra das equatdescessario analisar como se
desenvolveu o pensamento algébrico historicamente.

A matemadtica primitiva teve origem em certas atea®riente Antigo primeiramente

como uma ciéncia para auxiliar atividades ligadagrécultura e a engenharia.

[...] a énfase inicial da matematica ocorreu naregitica e na mensuragéo praticas. O
calculo de um calendario utilizavel, o desenvolvitbede um sistema de pesos e
medidas para ser empregado na colheita, armazetangendistribuicdo de
alimentos, [...] e a arrecadacgéo de taxas e pagopitos mercantis. [...] Uma arte
especial comecou a tomar corpo para o cultivocapdio e ensino dessa ciéncia
pratica. [...] Foi dessa maneira que a algebra leemoao fim da aritmética e a
geometria tedrica originou-se da mensuracao. (EMES5, p. 57).

As primeiras referéncias as equacdes de prime#o dg que se ouve falar constam do
papiro deRhind (Ahme'), que foi um dos documentos egipcios mais antigest@tam de
matematica, segundo Boyer (1974), escrito ha mamenos 2000 a.C.

Os matematicos egipcios utilizavam uma linguagegékaica diferente da que
conhecemos hoje, o que Eves (1995) denominou segebra Retdrica’, em que os
procedimentos e as variaveis sao descritos, seaviabbes. Além dessa concepcao, o autor
cita que a algebra foi construida em mais doisgesta “Algebra Sincopada”, em que se
adotam as primeiras abreviacbes ou simbolos eBmesife a “Algebra Simbolica”, a
“taquigrafia matematica” formada por simbolos.

Acredito que nas escolas, hoje, os alunos pensamadtigebra retorica, interpretando
corretamente grande parte dos exercicios, porérgesurdificuldades com a algebra

simbdlica, pois muitos dos estudantes ndao compeserdinguagem simbolica da algebra.

190 papiro de Rhind (ou Ahmes), de cerca de 1650@@stitui um texto matematico contendo 85 probkema
cotidianos com suas resolucdes. De acordo com B@@#f4), esses problemas ndo se referiam a objetos
concretos, especificos, nem exigiam operacdes pameros conhecidos. Para solucionar alguns praisieena
solicitado o que equivale a solu¢cbes de equacdearbsf(x) = ax +b, em que a e b sdo conhecidox é
desconhecido. Nesse caz@ssumindo o papel de incognita que era chamads pgipcios daha



16

[...] o aluno desenvolve seu pensamento algébpcioneiro de forma retorica,
utilizando-se de sua linguagem coerente, e s sejpiizando uma linguagem mais
simbélica. O que estamos querendo dizer é queno atle forma semelhante ao que
ocorreu historicamente, desenvolve um pensamemgébato antes mesmo de
desenvolver ou usar um certo simbolismo para egpregsse pensamento
(BONADIMAN, 2007, p. 34).

A importancia das equacdes foi verificada a pddimomento em que passaram a ser
escritas com simbolos. Segundo Boyer (1974), Diefde Alexandria 250 d.C, utilizou pela
primeira vez a utilizacdo de simbolos algébricosinais para as incégnitas. Na Europa o
primeiro a fazer isso foi o francés Francois Vietfinal do século XVI, e por esse motivo é
chamado “pai da Algebra”. Ele adotou 0 uso de \®@aira quantidades desconhecidas ou
indeterminadas e consoantes para grandezas, ouosloomhecidos, dados.

Ainda conforme Boyer (1974), a algebra foi recomfecna matematica a partir do
Renascimento e desenvolveu-se na Europa modernantengporanea. Os matematicos
passaram a utilizar letras para representar intagyei adotaram os simbolos “+” e “—* para
adicdo e subtracido e “=" para igualar os termosirda equacio. Na Europa a Algebra foi
retérica até o século XV. A Algebra simbodlica s@@&s no século XVII.

2.2 O ensino de algebra no Brasil

Também é importante comentarmos a evolucdo no eusiralgebra aqui no Brasil,
para compreendermos as praticas pedagdgicas ddiizatualmente e nos balizarmos para
criar novas metodologias, visando a compreensdocdnseitos e o desenvolvimento do
pensamento algébrico para as equacoes.

Segundo Neves (1995), ha pelo menos 200 anos moerte algebra existe
oficialmente no Brasil. Varios movimentos surgiramlongo desses anos como tentativa de
inovacdes e melhorias no curriculo escolar, semd@aos mais importantes o Movimento da

Matematica Moderna nas décadas de 1960 e 1970.

De comum, propunha-se um ensino com énfase na eemg#o, buscava-se 0 uso
de uma linguagem matematica mais simples, poréorasa e unificadora dos

varios campos da matematica (aritmética, algebgecenetria). Havia um grande

interesse de mateméaticos profissionais em inflaenoi ensino da matemética
elementar no sentido de aproxima-lo ao nivel deldomentacdo do conhecimento
matematico do século XX. Tal conhecimento reforaistcebeu o rétulo de

Movimento da Matematica Modern@EVES, 1995, p. 36).

O Movimento da Matematica Moderna no Brasil f@gendo Neves (1995, p. 39),

“uma tentativa de adaptar idéias estrangeiras a@culo vigente e as politicas educacionais
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locais”. O movimento prop6s a introducdo no cutdale “elementos unificadores” como a
teoria dos conjuntos, as estruturas algébricasseia@s relagdes. Entretanto, segundo o autor,
esses novos elementos apenas substituiram outra@sirrioulo escolar: “A memorizacao
como forma dominante de aprender matematica navaestiminada e os velhos exercicios
de rotina permaneciam, ainda que com uma novadggm e sobre novos contelddos”
(NEVES, 1995, p. 39).

Segundo Burigo (2010), além do Movimento da Mataad¥loderna, houve muitas
reformas no curriculo das escolas na disciplinaMBematica, discutindo sobre que
conteudos deveriam ser ensinados e seu ordenaniMmtdécada de 1950, os programas
nacionais determinavam que as expressoes algéliwgseam estudadas antes das equacoes.
Nos livros didaticos pesquisados, de Giovanni, 1Qast, e Giovanni Jr (1998) e lezzi, Dolce
e Machado (2009), as equacfes de primeiro graals@mladas nos livros para a 62 série e o
calculo algébrico nos livros para a 72 série.

Acredito que a algebra é importante para o deseinvento do raciocinio, bem como
na solucédo de problemas matematicos e de outras daeciéncia, tais como fisica e quimica.
O estudo da algebra contribui para que o alunocigee desenvolva sua capacidade de

abstracao, generalizagéo.

2.3 Algumas concepcdes algébricas de estudantes

Entendo ser necessaria uma reflexdo sobre as a@eselgébricas dos alunos, e
sobre como compreendem 0s conceitos de incognisai&vel, para abordarmos o contetdo
de equacoes.

Segundo Usiskin (2003), as concepcgdes de variaudam com o tempo. Antes da
década de 1950 a palavra variavel era descrita ¢odmoero mutavel”. Hart (apud USISKIN,
2003) definiu: “Uma variavel € um numero literaleqpode assumir dois ou mais valores
durante uma determinada discussdo”. Ao final dagudtcada, May e Van Engen

apresentaram uma concepgao diferente:

Uma variavel, a grosso modo, é um simbolo pelo geadubstituem os nomes de
alguns objetos, comumente numeros, em algebra. Wangvel estd sempre
associada a um conjunto de objetos cujos nomesnpsge substituidos por ela.
Esses objetos chamam-se valores da variavel (MANGEN, apud USISKIN,
2003, p.10-11).
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Usiskin (2003, p. 11) acredita que a tendéncialaevitar a distincdo “nome-objeto”
e pensar uma variavel simplesmente como um “sinyallmqual se podem substituir coisas”.
(Ibidem, p, 11).

Ao questionarmos alunos do 7° ano da Escola Maugicotski Sobrinho sobre o que
eles entendem por incégnita, a maioria respondétatse de “um numero desconhecido”. Ao
questionarmos também, sobre o que era uma equagéos alunos citaram: “é um célculo
gue envolve letras”. Assim, pode-se observar quiéosmdos alunos acreditam que incégnitas
sdo sempre letras, ou seja, eles ndo tém o entenddinde que uma varidvel pode ser
representada por qualquer simbolo além das leraslfdbeto. “Em suma, as variaveis
comportam muitas definicbes, conotacdes e simbdlestar enquadrar a ideia de variavel
numa unica concepc¢ao implica uma supersimplificag#® por sua vez, distorce os objetos
da &lgebra (USISKIN, 2003, p. 12)".

Os simbolos tém grande importancia na educacdomatta. Eles podem tornar a
informacdo mais facil de se compreender e manipwamo quando trabalhamos com
nameros muito grandes, por exemplo, podemos regéeses por um unico simbolo. Porém,
os diversos simbolos usados nesta disciplina podenar duvidas ou interpretacoes
equivocadas, pois € dificil para muitos alunos cempder o significado de todos estes
simbolos, ou compreender as propriedades estatedgueélas convengdes matematicas.

Um simbolo que a maioria dos estudantes ndo camgeeno ensino de equacdes € o
sinal de igualdade. Muitos alunos ndo observanéia ide equivaléncia e estdo habituados a
encarar expressoes do tipo 5 + 7 = como indicarnda operacdo que € preciso fazer,
“escreva um resultado™. Poucos alunos perceberantido bidirecional deste simbolo, ou

seja, que podemos escrexer 7, e que iSSO € 0 mesmo que escrevex.7 =

Em aritmética, simbolos como + e = sdo interpretagieralmente em termos de
acbes a serem efetuadas, de maneira que + sigmfetazamente realizar a
operacdo, e = significa escrever a resposta p.dantexto do estudo de equacdes,
gue criancas de doze a catorze anos de idade egsich sinal de igual como um
simbolo unidirecional que precede uma resposta ncanBEHR, ERLWANGER,
NICHOLS, 1980; GINSBURG, 1977; apud BOOTH, 20032T).

Segundo Bonadiman (2007), os alunos tém maisitiathéd para resolver os exercicios
mecanicamente do que para explica-los: “Nao sabanmgpe chegaram a tal resultado ou
porgue certo problema é resolvido de determinad@eireg muito menos fazem associagdes
com os conhecimentos adquiridos em seu cotidiattmtigm, p. 15). Por exemplo, em
guestbes de geometria em que sdo definidas férrpdaa o calculo de areas para
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determinados poligonos, muitas vezes os alunosaap&tecoram” estas férmulas e néo
compreendem que a maioria delas parte do princ@ionultiplicagdo do comprimento da
medida da base pelo comprimento da medida da aéusaus respectivos poligonos.

E importante compreendermos o pensamento dos apamasanalisar suas resolucées
em atividades propostas. E para a construcdo dasnatividades no futuro, visando a

melhoria do ensino de Matematica no Ensino Fund&hen

A busca pela melhoria do ensino de matematica telm meta constante dos
educadores matematicos. Mas se pretendemos afefaalidade do ensino e da
aprendizagem é importante oportunizar aos docenteslexao sobre sua pratica
para que adquiram subsidios que os levem a reaéiestem direcdo ao sucesso
escolar de seus alunos (BONADIMAN, 2007, p. 15).

Alguns autores trabalham com o conceito de produgigignificados. Bonadiman
(2007, p. 52), cita Lins e Gimenez para dizer qtermo significado “assume a caracteristica
de ser o conjunto de coisas que se diz respeitondeobjeto”, e conclui que produzir
significados é “falar a respeito de um objeto”.

[...] assumimos queroduzir significadoa respeito de um determinado assunto,
conteldo ou atividade algébrica é enunciar um ecdojde afirmacées, perguntas ou
suposicfes que podem ser ditas sobre esse detdomassunto, conteldo ou
atividade, envolvendo conjecturas e justificacB&NADIMAN, 2007, p. 52).

Meira (apud BONADIMAN, 2007), por sua vez, afirmaeq“produzir significados
significa estabelecer relagdes entre conceitoferemmentas que utilizamos para construi-los
e as atividades nas quais 0s conceitos emergem”.

Acredito que muitas das dificuldades na aprendimag@atematica sdo devidas ao fato
de que os alunos nao produzem (ou atribuem) sigulifis a linguagem simbdélica dessa
disciplina e, dessa forma:

E importante propiciar atividades para os alunosertido de favorecer a producéo
de significados para a algebra simbdlica. [...Jasaprendizagem da éalgebra for
centrada na manipulagdo de expressfes simbdlipaginde regras que se referem
a objetos abstratos, muito cedo os alunos encéntrdificuldades nos calculos
algébricos e passardo a apresentar uma atitudévaege relacdo a aprendizagem
matematica. (BONADIMAN, 2007, p. 51).

Por essas razdes, elaborei atividades que, no nteadémento, poderiam auxiliar os
alunos na compreensdo dos conceitos de variavelognita e de igualdade, com o objetivo
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de que os alunos atribuam significado as manipakagias expressdes, e a linguagem
simbdlica da Matematica.
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3 CONSIDERACOES SOBRE AS ATIVIDADES PROPOSTAS

3.1 Metodologia

Como dito na introducdo, meu objetivo neste trabadhinvestigar propostas de
atividades vinculadas ao pensamento algébrico sBm@rundamental, que possibilitem aos
alunos atribuir significado a linguagem algébriaatsdlica. Para isto, busquei elaborar e
experimentar atividades que aproximassem a edoritaal matematica das resolucdes dos
alunos, ou seja, que possibilitassem aos alunogremder a linguagem matematica. Com
base no que observei dos estudantes nas disciplin&stagio em Educacdo Matematica e
Laboratério de Pratica de Ensino e Aprendizagersquyusei exercicios que poderiam evitar
0S equivocos cometidos pelos alunos.

Assim, entre os motivos que originaram este estwdtdo as observacdes de
equivocos em relagdo a resolucdo de equacOes,aspate equacdes de 1° grau. A meu
ver, 0s alunos apresentavam um entendimento equwoacerca das regras, ou seja, com a
escrita formal da disciplina de Matematica, algdasoram os métodos de resolucédo, como
no caso do conteudo de funcao, esquecendo osiraompor tras dos procedimentos e, além
disso, ao se depararem com exercicios envolveradds, por exemplo, muitos deles
realizavam as operagfes com equivocos.

Compreender os conceitos acerca das equagfes étantpp uma vez que a ma
compreensao se reflete ndo apenas na disciplidatiematica, como em diversas areas na
vida dos estudanteA. ndo ou parcial aprendizagem dos conceitos acEasaequacdes pode
dificultar a aprendizagem de conceitos de outrodecmos em Matematica, e até mesmo em
outras disciplinas, como Quimica e Fisica. Por,iskve ser acentuada a importancia da
aprendizagem da algebra nas equacdes, e 0 queoes&gido representa para a educacao
escolar e para a vida profissional. Por isso busglternativas que contribuissem para a
melhoria do ensino de equac¢fes no Ensino Fundamenta

Tendo em vista que a algebra das equacoe$® dgrau € importante para o bom
desempenho dos estudantes nos anos postermrege a necessidade de verificar se as
atividades propostas modificariam de alguman#o essa situacdo, se elas facilitariam o
entendimento, se estas abordagens surtiriam efeito.

Primeiramente, como recurso metodoldgico, foi ra@o um estudo bibliografico
sobre as diferentes concepcbes da algebra escelasimidantes dos Estados Unidos,

conforme observado no livrAs idéias da Algebrale Coxford e Shulte (2003). Esse livro



22

apresenta diversos artigos de professores de Muaden@orte-americanos (The National
Council of Teachers of Mathematics) sobre o endmd@lgebra escolar, o que os estudantes
entendem por incégnitas e variaveis, a linguagegébaica, a ndo compreensdo da
bilateralidade do sinal de igualdade, entre outitmnbém foram consultados artigos e
dissertacbes de autores como Rémulo Lins (1994jaAal Bonadiman (2007), Howard Eves
(1995), Paulo Neves (1995), entre outros, quenratzbre o ensino de algebra na escola.

Em seguida, foi feita uma pesquisa em dois livrmticos sobre atividades que
poderiam facilitar a compreensdo dos conceitosivataao conteido de equacdes do 1° grau.
Nos livros pesquisados, de Giovanni, Castrucci ev&ini Jr (1998) e lezzi, Dolce e
Machado (2009), pude notar o excesso de exeraoimsa linguagem formal da matematica e
poucos exercicios que pudessem auxiliar a compieedssta linguagem. Dessa forma,
algumas das atividades propostas foram criadass@&uitdlas entre colegas do curso de
Licenciatura em Matemética desta Universidade.

Foi entdo elaborado um projeto com essas ativigadaplicado para duas turmas de
7° ano. Ambas as turmas continham uma meédia deuB6sacom cerca de 13 anos de idade.
Para registro das atividades, fotografei alguma®luedes e gravei o audio de muitas
conversas, com o Termo de Consentimento assindde pais dos alunos para publicacéo
dos dados neste trabalho (conforme Apéndice C).

Implementei as atividades na primeira turma durargemeiro semestre de 2012, nos
meses de maio e junho, em oito encontros, e, dis@na audio das conversas com o0s alunos,
entendi que meu desempenho poderia ter sido melbigrdei muitas dicas ao invés de deixar
os alunos pensarem. Dessa forma, resolvi apliceamente duas das atividades em outra
turma no segundo semestre de 2012, no més de seteanb dois encontros. Foram
necessarios esses encontros até que os aluna@asealn todas as atividades em paralelo as
aulas da professora titular.

Como metodologia, dividi as atividades, primeirategem exercicios propostos para
os alunos resolverem, e, apos, foi feita a divdddurma em grupos, de forma que cada
grupo criaria seus proprios exemplos e resolvesiax@rcicios criados pelos outros grupos.
No decorrer do trabalho verifiquei que este métgelmu aumento no interesse por parte dos
estudantes, visto que os mesmos tentaram elabaarpéos que dificultassem as resolucdes

pelos outros grupos e, para isso, tiveram que pensampreender as atividades.
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Como critério para a analise das resolucdes, ecupb observar como foram
realizadas e pensadas pelos alunos, sem exigisupgeescritas fossem formais, pois dessa
forma, eu poderia verificar o que eles compreemdera

3.2 Relato da aplicacao das atividades

O projeto englobou quatro atividades semanais gaudb equacdes de 1° grau. Na
primeira parte de cada encontro eu traria exesigioa segunda parte os alunos criariam seus
proprios exemplos, o que foi uma boa maneira décsro que os alunos pensaram.

As atividades surgiram de discussdes com colegasuden de Licenciatura em
Matematica. Pensavamos o0 que poderia ser uma ad&ithteressante para o ensino de
equagles e, dentre as atividades elaboradas, iegoalino que denominei: “Piramide dos
Numeros”, “Sentencas sem Sinais”, “Balanca das &ipsl e “Fichas de Valores”.
Exercicios envolvendo as sentencas e as fichas fel@orados e discutidos com colegas do
curso. A seguir serdo detalhadas estas atividades.

A primeira atividade proposta, denominada “Pirandde Numeros”, foi aplicada nas
duas turmas. Esta atividade consiste em quadradpshados em forma de piramide, cada
guadrado contendo um namero, obedecendo a progeatiaque o nimero do quadrado de
cima era dado pela soma ou produto dos numerogudasados de baixo, conforme ilustrado
na figura 1.

48

Figura 1: Exemplos de piramides utilizadas nasdeoes.

Mais tarde, encontrei num livro didati¢é Conquista da Matematica, 7° Ano”, de
José Rui Giovanni (2009), uma atividade parecidmb&m envolvendo piramides. Nesse
livro, 0 exercicio expde uma piramide com variometbs e pede para que o aluno descubra
0 que esses numeros tém em comum. No projeto,dgs@®brirem a propriedade existente
entre 0s nimeros nas piramides (soma ou prodw@stndantes resolveram exercicios com
espacos em branco ou com incognitas para que aséewh os valores que faltavam. O

objetivo com esta atividade era o de que os alobssrvassem a propriedade da piramide e
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atribuissem significado as incognitas de equacdetipd ma = ncomm, n inteiros, como,
por exemplo, @ = 1.

A atividade “Sentencas sem Sinais” foi aplicadanagena primeira turma, por questao
de tempo, e consistiu, primeiramente, em verife@rsentencas do tipo 52 — 1 = 6x4 eram
falsas ou verdadeiras. Esse exercicio serviu carmoducdo aos exercicios principais, que
consistiam em completar as sentencgas, como, par@ael3 =4 9, com um dos sinais das
quatro operagdes - que, no caso, poderia ser bdgnadicdo -, para que a sentenca fosse
verdadeira. Outro exercicio continha apenas nimeamsexemplo, 15 9 6, e os alunos
deveriam encontrar uma sentenca verdadeira quelassanasse, completando com um sinal
de operacdo e um sinal de igualdade. No exempleriantuma sentenca possivel seria
15 = 9 + 6. Um objetivo com esta atividade era ayde os alunos observassem que para
alguns dos exercicios haveria mais de uma respedts como no caso dos numeros 15, 9 e
6, para 0s quais outra resposta poderia ser 15 6. ®utro objetivo consistiu em expor que,
dependendo da posi¢do do sinal de igualdade, afgonais de operacado podem ser alterados.
No meu entendimento, isso pode ser uma ferramemgaque os alunos atribuam significado
para resolucdes conxa- 3 =7— x=7 + 3.

A terceira atividade, “Balanca das Equacfes”, tamfm# aplicada apenas na primeira
turma, também por questdo de tempo. Exercicioshesvao balancas de dois pratos podem
ser encontrados esitesna internet, em livros didaticos e em artigos.aResta atividade,
desenhei uma balanca de dois pratos com objetae sskes pratos, sendo indicadas suas
respectivas massas. O objetivo era que os alunesna@ssem a relacdo simétrica da
igualdade, uma vez que ao retirar ou por objetoggemas um dos pratos da balanca ocorre
um desequilibrio em uma situacdo que antes erditegda. Em outras palavras, o objetivo
era o de que os estudantes observassem que ung@@dem essa propriedade, que ndo se
pode alterar apenas um dos membros da igualdat aesentenca se torna falsa.

A (Ultima atividade, “Fichas de Valores”, foi apliza nas duas turmas. Foram
atribuidos valores diferentes para as fichas descdiferentes: cada ficha azul valeria +3
pontos, verde +5 pontos, vermelho +8 pontos, amarH) pontos, branco -1 ponto e preto -2.
Nos primeiros exercicios, desenhei fichas empilbaaen uma ou mais cores e um sinal de
igualdade entre as pilhas de fichas. Os alunosrid@vedicionar ou retirar fichas para que a
igualdade em valores das pilhas fosse verdadewa.dXercicios posteriores, questionei 0s
alunos sobre quantas fichas de uma determinadalem@riam ser adicionadas para que

igualdades do tipo 9 xverdes = 24 fossem verdadeiras. Minha intencasesesxercicios era
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a de que os alunos considerassemxquerdes é um valor em pontos que tornaria a semtenc
“9 + x.verdes = 24" verdadeira, isto &, eu esperava qentgenca “9 X.verdes = 24” fosse
interpretada como “somando 9 pontos aos pontosfideas verdes tenho 24 pontos”. Como
cada ficha verde vale 5 pontos, temos nesse exemplecessidade de adicionar 3 fichas
verdes aos 9 pontos para chegar aos 24 pontosutas alavras, o valor deé 3. O
objetivo dessa atividade foi o de que, mais taodealunos interpretassem as sentencas do
tipo 9 +x. 5 = 24, lembrando que cada ficha verde vale 5.

A aplicacdo desses exercicios gerou muitas disessgdois os alunos tiveram
dificuldade em interpretar as expressdes expostavaa e consequentemente tiveram
dificuldades em observar a igualdadeerdes =x.(5). Além disso, ao elaborar os exercicios,
eu deveria ter pensado sobre como 0s alunos Eagiiessas escritas, uma vez que alguns
deles poderiam questionar sobre os niumeros 9 e 2émtenca “9 x.verdes = 24", ja que
esses numeros correspondem a pontos, engyaateesponde a uma quantidade de fichas.

Na aplicacéo desta atividade na segunda tufemse necessario uma mudanca

na escrita das sentencas: de “22azuis — 2” para “22 x(+3) — 2", por exemplo.
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4 ANALISE DA APLICACAO DAS ATIVIDADES
4.1 Pirdmide dos Numeros (aplicada na primeira turra em 2012/1)
A primeira proposta de atividade foi nomeada Pid&a®sidos Numeros: quadrados

empilhados em forma de piramide. A atividade cdiasism preencher os quadrados com
nameros observando as propriedades de soma e @roduato nas figuras 2 e 3 abaixo:

48
9 16|32
6|3 71923

Figura 2: Piramides com a propriedade da soma.

O nuamero 9 na primeira piramide € a soma dos nsv&e03 dos quadrados de baixo.
O numero 16 na segunda piramide é a soma dos nsimers.

O numero 32 na segunda piramide é a soma dos nsi9er@3.

O numero 48 na segunda piramide é a soma dos nsih@m 32.

150
16 10115
8|2 2153

Figura 3: Pirdmides com a propriedade do produto.

O numero 16 na primeira piramide € o produto desaras 8 e 2.
O numero 10 na segunda piramide é o produto dogman?2 e 5.
O numero 15 na segunda piramide é o produto dogmad e 3.

O nuamero 150 na segunda piramide é o produto dogms 10 e 15.

Dessa forma, elaborei exercicios como as piranadiesa, com espagos em branco ou

com incognitas, para que os alunos preenchessearbje@vo com esta atividade era o de que
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os alunos observassem que os exercicios poderramassdvidos como equacdes de primeiro
grau.
No primeiro exercicio, elaborei piramides cujosdrados eram calculados pela soma

dos valores dos quadrados imediatamente abaixoo@arfigura 4 a seguir:

1} Complete as seguintes pirdmides:
a) b) c) d)
8 -1

121 2 5 -41 2 6

f) g)
35
12
26| 5|18 6

Figura 4: Primeiro exercicio, piramides com a piegade da adicao.

Como nado pedi aos alunos que escrevessem seusosalaugrande maioria deles
resolveu os exercicios apenas completando os espagdranco. JA na segunda turma eu
pedi a eles que escrevessem seus calculos, coemaaena proxima secao.

Quanto aos enunciados, conforme podemos obsergapéndices, antes de cada
exercicio foi explicado aos alunos de que se tsatada exercicio, e para nao repetir a
explicagéo os enunciados foram resumidos.

Alguns alunos guestionaram a presenca de niumegadives nas piramidese d do

exercicio 1, que aparece na figura 4.

A: “E esse sinal de menos aqui, sor?” — referinrdlagsnimero —4.
Pesquisador: “T4, o quadrado de cima continua sargtima dos dois quadrados de

baixo”.

Notei nesse momento que a maioria dos alunos caas@ que 0S exercicios

deveriam tratar de nameros naturais apenas, egomgnto de um numero negativo causou
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certo impacto. Também neste exercicio, surgiu osgueepetiria varias vezes ao longo das
atividades, o fato de que os alunos realizavamda®es corretamente, mas utilizavam o

modulo do resultado, sem observar o sinal:

A: “Ta, entéo vai dar dois” — a soma dos numerdse-2 na piramide.

Pesquisador: “Dois, 0 qué?” — tento fazer com qauno perceba que esta faltando
algo em sua resposta.

A: “Como assim?”

Pesquisador: “Dois positivo ou dois negativo?”

A: “Ah, positivo. Nao, ndo, negativo”.

Os alunos tendem a considerar que a comutatividadelicdo e a comutatividade da
multiplicacdo também valem para a subtracdo e &s&tiv Expressdes como 4 — 2 sdo
interpretadas da mesma forma que 2 — 4 por muitosog, da mesma forma que
36 + 6 = 6 + 36, por exemplo. Muitos dos equivoomsetidos pelos alunos no projeto foram
do tipo “2 — 4 = 27, ou seja, atribuem a 2 — 4 esmo resultado que 4 — 2, sem observar a

ordem e/ou o sinal da operacao. A figura 5, a sedustra alguns destes equivocos.

-1
-4 2 6
9 T d) E
.-""il __-:-_-_
-

Figura 5: Piramides e resolucdes de um aluno.

Na primeira piramide (figura 5) a soma — 4 + 2 @mo resultado -2 e ndo 2 como
calculado pelo(a) aluno(a). Na segunda piramide]@cao seria— 7, ja que -7 + 6 = -1.

Na primeira piramide do segundo exercicio (figuja grande parte dos alunos
apresentou dificuldades com o surgimento da in¢agni muitos deles tinham o mesmo
pensamento:

A: “Como eu vou somar 6 coa?”
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2) Complete a piramide e descubra qual ¢ o valor das incognitas:
a) b) c) d)
15 b
-115
16 -7 5
6 a 9 9 23 c a2 413 | b

Figura 6: Piramides do segundo exercicio.

Como a duvida era comum a grande parte da turmagfquadro negro dar uma dica,

e acabei resolvendo a questéo. Depois percebiapiexip so ter dado a dica.

Pesquisador: “Estas aulas sdo sobre equacfes? ei$so que vocés deveriam fazer.
Como é que eu poderia representar esse quadradfeaggima do 6 e da]? Eu ndo sei
guanto valea, mas esse quadrado é a soma de 6a;@ntdo eu escrevo 6at Como vai ficar
esse quadrado aqui entdo [em cimadodo 9]?”

A: "9+ a".

Apods essa abordagem, a maioria dos alunos tinhasasnenduvida: o que fazer na

sequéncia.

A: “E ai? Como eu acho&@?

Essa era a pergunta que eu deveria fazer.

Pesquisador: “Ta, esse Gaimais esse 9 & tem que dar o de cima, 15. Oh, de novo,
esse 6 Ha mais esse 9 & da o de cima, 15. Entdo eu escrevo:&+9 +a = 15. E agora da
pra descobrir o valor d& ndo? Posso somar esse 6 e 0 9? Quanto € 6 + 9?”

A: “15".

Pesquisador: “T4, se aqui ja tem 15, entdo quantajue ser esses dais aqui?”

A: “Zero”.
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Mais tarde, ao analisar as imagens registradasiquei que um aluno cometeu um
erro ao ndo igualar 6 & + 9 +a a 15 (vide figura 7). Acredito que, como 6 mai§g9
resultaria em 15, o que faz a incogritavaler zero, o estudante apenas igualaua2l5,
encontrando o valor de 15/2 para a incognita (\geré abaixo). Entretanto, a maioria dos

alunos escreveu corretamente a equagao.

Figura 7: Resolugdes de dois alunos.

No terceiro exercicio, 0 niumero correspondentewsmiado de cima agora era dado
pelo produto dos numeros dos quadrados imediatanadaixo. A seguir, a figura 8 ilustra as

piramides desse exercicio:

3) Complete as seguintes pirimides:
a} b) c) d)
40 -2

6|8 5 -7 2 5

£) g)
-12
6
314(5 -2

Figura 8: Piramides do terceiro exercicio.
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Surgiram outras dificuldades quando a respostaaata por um nimero racional nao
inteiro. Coloquei estes exemplos de forma proplsjtsstamente para que o0s alunos
efetuassem operacdes com fracdes, nos casos dgdeggue admitem como solugdo um

numero racional ndo inteiro.

D: “T4, mas ndo tem numero que multiplica por ciaaa menos dois!” - referindo-se
a piramided do terceiro exercicio”.

Pesquisador: “Tem sim. Por isso que a gente equao@roblema. Oh, eu ndo sei que
namero é esse [quadrado vazio a esquerda do nijhe@mu chama-lo dg. Entdox vezes 5
€ igual a — 2. Vamos escrever iss05 = — 2. E agora, quanto val®’

D: “T4, mas nao vai dar”.

Este foi o0 momento em que percebi que o aluno agperespostas apenas com

ndmeros inteiros.

Pesquisador: “Nao vai dar um numero inteiro, tur glier?”
D: “E. Vai dar fracdo? Pode frac&o?”

Pesquisador: “Porque néo poderia?”

D: “Achei que nédo podia”.

Alguns alunos acreditavam que 0s exercicios ermmlvirespostas apenas com
nameros naturais, ou seja, eles entendiam quegyastesndo poderia ser um numero racional

nao inteiro, caso contrario, a questao estarialarra

Pesquisador: “Mas pode. Pode ser qualquer numeesseNcaso, vai ser quanto
entao?”

D: “T4, vai passar dividindo e vai dar dois quifitos

Pesquisador: “Dois quintos...” — novamente tentaridoer com que o aluno
percebesse que estava faltando o sinal negatisuamesposta.

D: “Menos dois quintos”.

Pesquisador: “Isso”.
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Outra vez chamou-me aten¢édo o sinal negativo ssguérido” quando os alunos
realizavam as operacgdes. Percebi que os alunogplicaliam os nimeros corretamente, mas
utilizavam o médulo do resultado como resposta, dleservar o sinal.

Os alunos seguiram resolvendo os exercicios. Bntet quando a solugdo néo era
trivial (Qquando envolvia incognitas, nimeros negatie fracdes), a dificuldade de representar
a solucédo do problema por uma equacgao persisti®@nkmto, a medida que iam avancando
nos exercicios, eu os auxiliava e observava quedgraarte dos alunos utilizava a escrita
algébrica das equacdes para resolver os exercimictamente.

No quarto exercicio, 0 numero correspondente adrgda de cima continuou sendo

calculado pelo produto dos numeros dos quadradediatamente abaixo:

41 Complete a piramide ¢ descubra qual é o valor das incognitas:
ak b) ) d)
90 18 24
-B|24
o b
al3|5 4| -3 21 x| 3 3l2]a
Figura 9: Piramides do quarto exercicio.
A maioria dos alunos realizou esse exercicio camente.
z) <) d
b
16 ?;J 35 24
+| 923 12| 16
b= e - ‘
h= 4y b 6 1‘ 1 ] 2 3

Figura 10: Resolucdes de alguns alunos.

No ultimo exercicio, dividi a turma em cinco grupass 4 a 6 alunos. Os estudantes
deveriam criar piramides como as dos exerciciosrianés, e apds, cada grupo resolveria 0os
exercicios criados pelos outros grupos. O objatmm este exercicio era o de que os alunos

discutissem entre si e construissem piramides s caanplexas que pudessem, para dificultar
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a resolucao dos outros grupos. Esta parte da apkra minhas expectativas. Houve um
visivel aumento no interesse dos alunos, eles tihsaue pediam ajuda para dificultar os
exercicios.

D: “Néao assim, esta muito facil! Tem que colocaisnetras ai” — referindo-se a uma

piramide com numeros e sem incognitas.

Figura 11: Piramide construida pelo grupo.

Pesquisador: “Deixa eu ver, por que tu acha guefasi?”

D: “Ah, porque € s6 somar ali que acha o de cinah@ os outros. Tem que colocar
umas letras ai! Oh, se tirar esse daqui, e aplamx, acho que fica mais dificil” — o aluno
apaga o0 numero 7 e coloca umo lugar.

Pesquisador: “Ta, mas néo continua sendo sO soawrae 0S outros numeros?”

D: “N&o, agora tem um’.

Pesquisador: “Estou vendo, mas para mim continndosed somar e achar os outros
nameros”.

D: “Porgue o senhor sabe sor, eles (0os colegas3atdm”.

Pesquisador: “Ah, eu acho que eles vao saber sim”.

D: “Ah, o que eu vou fazer entao?”

Pesquisador: “Discute com teu grupo ai, se vocéscaéseguirem dificultar, eu dou

uma dica depois”.

Foi interessante observar que alguns alunos entergiee, numa sentenca como
3 + 2 =5, a insercdo de uma incogmtacorrespondendo ao numero 3, por exemplo,

(x + 2 = 5) pode dificultar a resolucao do exercicio.
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4.2 Piramide dos Numeros (aplicada na segunda turmam 2012/2)

Os equivocos dos alunos desta turma foram sentethaos da primeira. O que os
diferenciou da primeira turma foi o fato de que tosiialunos deixaram de observar, ao
calcular as solucbes dos exercicios, a bidireddadé do sinal de igualdade, como na figura

abaixo.

<1 R )
s W

¥l

Figura 12: Resolucao de um aluno.

Ao calcular as solucdes da piramidg do primeiro exercicio, em que os alunos
deveriam descobrir, por partes, os valores pargpladar as piramides (6, 23 e 17), alguns
deles o fizeram corretamente, entretanto ndo perasbque ao escrever 12 como 6 + 6 e 23
como 6 + 17, utilizando o mesmo 6 anterior, estawmrevendo um sentenca falsa -
(6 +6+17 =12 + 23 = 35), pois 6 + 6 + 17 é difee de 12 + 23, que é igual a 35.

[...] torna-se necessario deixar bem claro pa@iascas que “2 + 3" ndo representa
apenas umanstru¢cdq somar 2 com 3, mas também o resultado da adigSsed
nameros. [...] Analogamente, é preciso acentuaalor\bidirecional do simbolo de
igualdade, tanto se exigindo a leitura adequadaimholo, como proporcionando
aos alunos experiéncias com expresstes da fornga52-(BOOTH, 2003, p 28).

Desta forma, podemos dizer que ha a necessidadealizarmos abordagens quanto
as expressoes do tipo+ b = b + a, ouab = ba e tambénma —b # b —a, quandaa # b, para

gue equivocos como esses nao se repitam.

4.3 Sentencas sem sinais (aplicada na primeira tuarem 2012/1)

A segunda atividade envolveu equacdes primeiramestetas sem 0s sinais das
operacdes entre 0s numeros e, apds, sem o siiplaldade. Os alunos teriam que descobrir
qual sinal colocar entre os niameros e onde colocsinal de igualdade, de modo que as

expressoes se tornassem verdadeiras.
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O objetivo desta atividade foi o de mostrar aos@uque o sinal da igualdade pode
ser colocado em mais de uma posi¢ao na sentengagedas no meio da equagéo, ou apenas
antes do ultimo nimero na sentenca), e, assimexpressdes como 15-9=6e15=9+6
sdo equivalentes. A partir de exemplos como est@sps oportunidade para introduzir a
nocdo de que as trés frases b = ¢, b = c —aga = ¢ — bsao, “num certo sentido, a mesma
coisa, que cada uma implica nas outras duas”, @mua Lins (1994, p. 30). Dessa forma,
esta atividade é uma tentativa de levar o alunereeper a equivaléncia entre as expressdes
expostas acima.

Iniciei a atividade comentando exemplos de sengeifigisas como, por exemplo,

2 =5, e sentencas como 7.8 — 8 = 6.7 + 6, queasemtenca verdadeira. Assim, o primeiro

exercicio consistiu em verificar quais sentencamererdadeiras e quais eram falsas.

11 Diga se as sentencas abaixo sio verdadeiras ou falsas. Explique.

g4—5=1 b)3-5 +16 = 32 952 —1=6-4
2 1 _ 522
d]g-l-E:l e)(5+3)-2=16 14 Z?—Z
(7+21)
29 =2 3 (11+3)=2(3-7)
43 3
)7THG-D=3-2-1) HE=2

Figura 13: Primeiro exercicio da segunda atividade.

Muitos alunos verificaram a veracidade ou falsiddde sentencas corretamente. O
que foi interessante notar foram as justificatidas alunos. Muitos dos estudantes apenas
colocaram ¢’ ou “f” abaixo ou ao lado dos exercicios sem explicaroogé de suas
afirmagdes. Outros realizaram célculos até consmguiconcluir se eram verdadeiras ou

falsas as sentencas.
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T4GE-1)=3-(2-1 6o 4

Figura 14: Resolucdo de um aluno.

No exemploh da figura 14, o aluno calculou 11 + 3 e colocaesposta (14) acima
desses numeros, e apds, multiplicou o resultado3p(@x14) escrevendo 42 embaixo da
sentenca no lado esquerdo da igualdade. Da mesma,fescreveu 21 acima do produto 3x7
e 0 resultado do produto 2x21 (42) abaixo da equatd lado direito da igualdade,
verificando que a sentenca era verdadeira, umguwez42 = 42.

Achei interessante ver as solucdes dessa formanonalgumas estando erradas), pois
foram os meios que os alunos encontraram paravezso$ exercicios, e também pude ver
como eles estavam pensando, de que forma estatenpratando essas questdes. Lins (1994)
afirma que muitos professores consideram erradoexascicios sem ou com parcial

justificava, propondo que isso seja reconsiderado:

[...] as justificagBes ndo sdo importantes s6 pater se o aluno “sabe” de fato o
gue esta dizendo. Este tipo de uso para as jastifes ndo € dos mais interessantes;
€ que muitos professores e professoras fazem quddme@rrado em questdes de
prova para o aluno que resolve um problema semeéesca equacao”. Ha algo de
muito mais importante nas justificacdes. E quevésalelas, e apenas através delas,
podemos saber por que 0 aluno acredita no queitristb €, como € que ele esta
pensando, como chegou a esta conclusdo, qual ealdigis operagbes que esta
efetuando (LINS, 1994, p. 29).

N&o é minha intengcdo aqui discutir se os professque ndo consideram as respostas
com justificativas diferentes das que esperam estabiando corretamente os alunos, mas
sim que a partir delas podemos verificar como osad estdo pensando e elaborar atividades

gue auxiliem os alunos a justificar corretamentessespostas.
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O segundo exercicio consistia em verificar quervas incégnitas deveriam assumir
para que as sentencas fossem verdadeiras, utdizesiin outra ferramenta para a solucao de

equacgoes.

2) Quais os valores das incognitas que tomam as seguintes sentengas verdadeiras:
22-x+3=7 pya+11=7 j64=4-t+8
d)22=5-3-z ,:}4:0—% t}?.(g_zj=5.x

v 20 3-b

L 2 _33
8)7 7 3s h)7

Figura 15: Segundo exercicio da segunda atividade.

Grande parte dos alunos conhecia os métodos deigaésade equacdes de primeiro
grau e resolveu corretamente o exercicio prop@tiros o resolveram como no exercicio

anterior, sem justificativas, apenas com a resposta

:|1,HLI| o vahowr dJi IHI.,'I\.""F'I'IIIJ b U TOrmmm as ‘,l||||.‘i| T, !"|r|-11q1.1-.. '.{f'.j_]dtﬁ"_".
agf - ai+3=7 by + 11 ! AR 4. F+8
14 i =
_— ! - = C 4 = 1
Hl=%-3 p 7 fi/-B3+2)=5-1
L
v_2o 3.0 3
gt 7 3s M4 .

Figura 16: Resolucdo de um aluno.

Como podemos observar, na sentenca do exetiptoaluno subtraiu 3 de 5 para
encontrar o valor 11 para a incognté22 = 2z). Podemos concluir que o aluno ainda nao
tem a concepcédo de que nao poderia realizar aagébtr5 — 3, e que nao considerou a

multiplicacdo 3 E por alguma razdo nao considerou 0 niumero 2 cd@mominador no
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exemploe, e considerou a sentenga como sendoc4+=1 , ao expoc = 3 como resposta
(figura 16).

Para o terceiro exercicio, um dos pontos que joigs importantes nesta atividade,
foi pedido aos alunos que verificassem qual siaal @peracdes aritméticas basicas deveria

ser inserido na sentenca para que ela fosse vamade

3) Que operagio matemadtica (adigio. subtracio, multiplica¢io, divisio) devemos

utilizar para que as seguintes sentencas sejam verdadeiras:

7 4=11 p)15=9 & a2 3=6

1 3

4)20=4 5 e)6=18 3 - 1=-
7 5 - 2 2
05"+ 3 h3° 4T=S

Figura 17: Terceiro exercicio da segunda ativedad

Como havia apenas quatro possibilidades para g®stes (adicdo, subtracdo,
multiplicac@o e divisdo), os alunos puderam resobgeexercicios por tentativa e erro. Os
alunos responderam corretamente, com algumas eg;esg@imo mostra o iteghda figura 18,

no meu entendimento, devido as fracdes.

= 4 ¥ - 1 (]
4 f) 3 | :
'’ § .3
e s 4 LA T

Figura 18: Resolucao de um aluno.

No exemplog, o aluno entendeu que a solucéo seria o sinalligéa quando deveria

observar que 5/4 é equivalente a 10/8 e que, gortama solu¢do é um sinal de subtragéo

(7/8 = 5/4 — 3/8).
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O quarto exercicio foi o foco desta atividade. &iadera a mesma do exercicio
anterior, entretanto, agora os alunos deveriamllecom “local” entre 0s numeros para
inserir o sinal de igualdade. Esta escolha imphcaa determinacdo dos sinais das operacgoes,
resultando em mais de uma possibilidade de resgost@ma grande oportunidade para o0s
alunos verificarem a equivaléncia entre essas stapd?or exemplo, com 0s nimeros 2,2 e 4,

nessa ordem, podemos ter:

1) 2 +2=4;
2)2=-2+4;
3)2.2=4;

Assim, este exercicio foi mais uma ferramenta gpra os alunos verificassem o
sentido bilateral do sinal de igualdade e a eqéh@h entre as respostas. Mais tarde percebi
que para perceberem estas equivaléncias teriairgigl@ssante solicitar a apresentacao de

mais de uma sentenca verdadeira para cada caso.

4) Escreva uma sentenga verdadeira para cada um dos casos:
)3 4 7 B 15 9 6 06 4 24
3 1 19
11 121 11 90 10 9 - - —
9 ©) D3 6 24
(7 4 8 & 4 m(G 7 4 3 (2 5

Figura 19: Quarto exercicio da segunda atividade.

Enquanto os alunos resolviam este exercicio, geeficom alguns que cometi dois
erros ao elabora-lo, de modo que os exemfpdds(figura 19) ndo possuem solucao.

Os exemplosa, b, ¢ e g foram resolvidos corretamente pela grande maidost
alunos, todavia cabe um comentario quanto ao exemplPara a solugdo, os alunos
perceberam que 121 dividido por 11 € igual a 1Irémp muitos deles responderam o
exercicio sem observar a ordem das operagfes ssvexsam 11 + 121 = 11, ao invés de

11 =121 +11, como mostra a figura 20.
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121 11

Figura 20: Resolucao de um aluno.

Resolucdes como essas se repetiram no decorresdastidades. No caso acima,

tentei levar os alunos a perceberem essa difepgrgantando a eles se 11 + 121 era igual a
11. O desfecho de questdes como esta podera derader nos didlogos mais adiante. Para a
altima tarefa, dividi novamente a turma em grupasapque eles criassem seus proprios
problemas, ja que na atividade anterior isso tewmes lresultados, e novamente o0s alunos
trabalharam na criacdo de exercicios com grandgesge. Alguns criaram exemplos que
considerei dificilimos, que eu sé consegui resobleando a solucdo do grupo que a criou.
Seguem alguns exemplos.

.}'\_ -'\ ; -I "_I'I e i\ J -
eeflis 3) 5 ) o A, T )
s Ve - a3
I|'|I:.I - I,
I | | 4 E

Figura 21: Criacbes dos alunos.

Para criarem cada sentenca, os alunos formavanseqgu&ncia de nimeros completa
com sinais e resultados conferidos, para em segeiigiar os sinais.

Outra ferramenta que esta atividade proporcionae gue os proprios alunos podem
verificar se seus célculos estdo coerentes comirasnos preestabelecidos.

Um grupo de alunas criou a seguinte sentenca:
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%{.& 0 20 19 {0

Figura 22: Criacdo de um dos grupos.

Um aluno me abordou para reclamar que ndo hawataé® para esta questao:

W: “Tentei todas as possibilidades, ndo deu nenllasses quatro (as quatro
operacgdes). Depois eu coloquei “um igual” aquirgos numeros 30 e 45), “um igual” aqui
(entre os numeros 45 e 10), nenhum deu dez” -imdfese as opera¢des com os nimeros 60
30 e 45, que deveriam resultar em 10.

Pesquisador: “Pior cara... 60 + 30 dividido porvb dar 2, se tu colocar “o igual”
aqui...”

Pesquisador: “45 x 10 ndo d4..” — ficamos os dgiensar.

W: “Mas ndo tem como achar 45 aqui” — realizandpiisla operagéo na sentenca.

Pesquisador: “Nao tem. 450 também nao”.

W: “T6 falando que néo da”.

Pesquisador: “30 45 e 10. Ta embacado né”.

Depois de muitas tentativas, fui até o grupo queuca sentenca e descubro que o

namero que parece ser 45 nao é 45, mas sim unmdse u

W: “Ta, ndo tem como fazer”.

Pesquisador: “Tem porque tem um sinal entre 0 $.eNdio era 45, era4 e 5”.

W: “Ahh”.

Pesquisador: “E, elas roubaram” — o aluno se séatiganado” pelas colegas, que
escreveram os algarismos 4 e 5 proximos um do .oMeo comentario nesse momento foi

feito em tom de brincadeira e ndo teve o intuit@elepejorativo ou de recriminar as alunas.

Interessante aqui € que o aluno manifestou cedlignacédo, mas o mais importante é
que ele pensou sobre a atividade, esfor¢cou-sesphareioné-la.
Outro aluno me pediu auxilio quanto ao seguintéleroa:
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Figura 23: Criacdo de um dos grupos.

Pesquisador: “Vou te dar uma dica. Se fossem séseqgatro numeros aqui
[45, 30, 10 e 5], como tu faria? Que sinal tu cat@aqui [entre os numeros 45 e 30]?”

L: “Aqui?”

Pesquisador: “E”.

L: “N&o sei, qual “sor?”

Pesquisador: “[Risos]. Ta, mas qual que tem? Teim, meenos, vezes e dividido”.

L: “Ta se fosse assim, eu botava o igual aqui g¢eos numeros 30 e 10], ficava 15
[soma de 10 e 5], botava um menos aqui [entre meras 45 e 30] ficava 15”.

Pesquisador: “Isso. Ta e ai entdo, o que tu tenfaquee aqui pra acontecer isso? Ficar
15 =15, o que tem que acontecer ali [0s parén{@s&3]?”

L: “7 menos 7”.

Pesquisador: “Isso. E aqui no meio [entre os numére 7] tem que ter um sinal
de...?”

L: “De menos?”

Pesquisador: “Pode ser, pode ser. SO0 ndo pode skiplivacdo, porque senao
multiplica por zero e some o cinco nao é? Ententlegal, ndo €7?”.

L: “E”.

Mais tarde, ouvindo a gravacao do dialogo, pergelei poderia ter deixado o aluno
tirar suas proprias conclusées sem interrompé-teociz.
Dois alunos tentavam encontrar a solucao paraurgegexemplo criado por um dos

grupos.

Figura 24: Criacdo de um dos grupos.
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Um deles encontrou uma solugao interessante: 8+ 2 + 7 + 10 = 20. A aluna
realizou a operagdo de adicdo com 0s numeros 4 eealizou a multiplicacdo do resultado
obtido na operacéo anterior (9) pelo niUmero 8,lta@sdo em 72. Apos, a aluna realizou a
subtracdo do numero 72 pelo 70, resultando em @ddjidiu este resultado por 7, chegando
ao numero 10. Somando este niumero 10 ao outro Xuektdo, encontraria finalmente o
namero 20. O pensamento dela ndo foi equivocade,arescrita, pela falta dos parénteses,

indicava outro resultado.

Pesquisador: “...tem outro jeito. T4, mas olha goetu ta pensando em ir “pegando”
o resultado e ir “indo” ndo €? SO que olha s6,mads 5, a gente ndo faz antes do 8 vezes 5
nao €? Multiplicacdo € antes da soma”.

P: “Ta, botaum 9, tirao4eo05".

Pesquisador: [risos] “Como assim? T4, e o 2 diwiglidr 7?”

P: “Ahh é, do jeito que eu falei que ta certo”.

Pesquisador: “Ah, [risos] ta tu pensou assim, mamtes escrever melhor...”

P:“Ta...”

Pesquisador: “Isso, vai de novo que tu consegui@alel so... como é que tu fez? Fez
esse mais esse, deu? 9. T4, entdo tu qesater colocado parénteses aqui (4 + 5).8. E ai
tu queria multiplicar por 8? Isso. E arid 9 vezes 8, 72. T4, isso aqui mends do
[(4+5).8-2]".

P: “Que ai vai dar 70, dai 70 dividido por 7, var d0”. — Assim, a questao resumir-
se-ia a 10 10 20.

Pesquisador: “E 10 mais 10 € 20" — tento finalzgroblema pensando que a aluna
também entenderia dessa forma, 10 + 10 = 20.

P: “Nao. 10 menos 20, que vai dar 10 (10 = 10 = 20)

Pesquisador: “10 menos 20 vai dar 10?”

P: “Ai da menos”.

Pesquisador: “Ah ta bom [risos]”. Ta, mas olhamageria fazer assim 0: ta tu fez aqui
4 mais 5, 9, vezes 8, 72, menos 2, paréntesestagagora isso aqui dividido por 7, mais 10
é igual a 20. Oh, somou 4 mais 5, multiplicou por® menos o 2, 70. Esse 70 tu vai dividir
por 7, vai dar 10, isso aqui tudo vai dar 10 maigjde é 20. Mas tem outro jeito de fazer, eu
fiz de outro jeito: (((4 + 5).8 — 2) + 7 + 10 = 2[3qui tentei escrever com parénteses 0

pensamento da aluna para preservar a ordem das;6ps}, ndo entendeu?”
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P: “Nao.”

Pesquisador: “Olha aqui 0, s6 tem que cuidar anorde que vocés fizeram. O,
“botei” um parénteses ali, porque “tu quer que sopmameiro que a multiplicacéo (4 + 5),
por isso que eu botei os parénteses, que € 4 mdepdis vezes 8, e ai da os 72, tu quer
diminuir 2, e ai depois tu quer pegar tudo issavedid por 7, dai botei mais um paréntese
aqui (antes do 4 e depois do 2), 70 dividido poe &i tudo isso aqui (10) mais 10 é 20.
[(4+5).8-2]+7+10 = 20"

P: “10 mais 10 aonde? Ah, ta [risos]".

Pesquisador: “Tudo isso aqui é dez, né?”

P: “Néo, é 70!"

Pesquisador: “Dividido por 7 é 10".

P: “Agora entendi”.

Pesquisador: “Mas da pra fazer de outro jeito, gean esses parénteses. Ah, eu tenho
que dizer?”

P: “Claro, tu é o professor!”

Pesquisador: “Que folgada [risos]. T4, mas olhgéatd te dando uma dica, da pra
fazer s6 com multiplicacéo. Vai la”.

P: “Para ai. Nao, faz ai!”

Pesquisador: “Nao, te dei uma dica”.

P: “Nao, vai 14!

Pesquisador: “Te dei uma dica. O, sé multiplicagiopra fazer”.

P: “Ta, e oigual?”

N1}

Pesquisador: “Sim. Ah, ndo tem s0 “vezes” tem uralsie mais também”.

P: T4, esse vezes esse, vezes esse [4.5.8], 160...

Pesquisador: “Ta, tu achou 160. Quanto € esse esgesvezes esse [2.7.10]"?
P: “2 vezes... 140".

Pesquisador: “Mais 20"?

P: “Ah”, bem mais facil.

Podemos observar, entdo que o uso de paréntesessimo de equacglOes deve ser
levado seriamente em consideracgao.

Um dos aspectos em que as idéias aritméticas do®salpodem influir em seu
desempenho é o uso dos parénteses. As criancds\@eiea ndo usam parénteses,
porque acham que a sequéncia escrita de operagfegmha a ordem em que 0s
calculos devem ser efetuados. (BOOTH, 2003, p. 33).
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A soluggo ficou entdo dessa forma: 4.5.8 = 2.7.20 4E interessante observar, como
dito antes, que a aluna escreveu uma solucao 8 + 3.+ 7 + 10 = 20, que estaria correta
escrita da forma [(4 + 5).8 — 2] + 7 + 10 = 20, smja, a aluna raciocinou corretamente,
entretanto, a linguagem simbdlica da Matematicgeexima escrita mais cuidadosa para que

figue bem definida a ordem das operacoes.
4.4 Balanca das equacoes (aplicada na primeira turamem 2012/1)

Iniciei a atividade explicando que as equacdes nmdeser pensadas como uma
balanca de dois pratos, em que os dois pratos dewetar 0 mesmo peso para que a balanca

se estabilize em linha horizontal, como na figusa 2

0 Kg 0Kg

Figura 25: Representagdo de uma balanca de doispa equilibrio.

No caso da figura 25, a balanca esta em equilipdis, contém o mesmo pésem
ambos os pratos (zero). Expus, entdo, que podesiagpoesentar essa situacdo como uma
igualdade 0 = 0. Mais tarde pensei que poderipgaguntado isto, ao invés de mostrar.

Em seguida, questionei os alunos sobre o que elemiam que iria acontecer se
adicionassemos algum peso em apenas um dos fatasunos responderam algo como “vai
descer um prato, e 0 outro vai subir’, e dessa doeles mostraram compreender que a

balanca ndo estaria mais equilibrada.

0 Eg
=
e
C___P___?ﬂ_,f
-\""'\w——""_'f_

Figura 26: Balanga de dois pratos em desequilibrio.

! Foi utilizado o termo “peso” como unidade de medid#alanca, uma vez que este termo é comum re dia
dia e os alunos ainda ndo conheciam a unidade medrdeta que émassa
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Chegamos a situacdo em que 2 = 0 € uma sentersga €falportanto, ocorre um
desequilibrio na balanga. Entdo questionei os algnbre o que deveriamos fazer para voltar
a situacdo de equilibrio anterior, e eles resp@mdecorretamente que deveriam ser
adicionados 2 Kg no prato do lado direito. Comeqgte as equacdes seguiam a mesma logica
(observadas as limitagcdes que este tipo de exarefviolve, comentadas mais adiante), ou
seja, nao podemos alterar apenas um membro daldglealsendo poderiamos “transformar”
uma sentencga verdadeira em uma sentenca falsa.

Acreditei que esta atividade poderia, entdo, aaxitis alunos a compreenderem as
equivalénciasa + b = ¢, a = ¢ — h pois os alunos podem pensar na subtracdoede ambos
0s membros da igualdade como uma retirada de ppsmis em ambos os pratos, ao invés de
decorar regras para a solucéo de equacoes.

Visto isto, o primeiro exercicio teve o intuito éecontrar o valor da incognitapara
que as balancgas permanecessem em equilibrio gueaf27).

1) Calcule o valor de x para que as balangas permanecam em equilibrio.

Figura 27: Primeiro exercicio da terceira atividade
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Em geral, os exemplog, b, ¢, e d, foram respondidos corretamente. Os alunos
escreveram as equacdes correspondentes e enaontravalor das incégnitas para que a

balanca continuasse em equilibrio. Vejamos, nadi@8, algumas soluc¢des dos alunos.

Figura 28: Solucdes de alguns alunos.

Cabe salientar que estas atividades envolvendodzando simulam expressodes do
tipo 2xkg + 3 kg = 1 kg, uma vez que néo faz sentido,alanga, retirarmos 3 kg no prato do
lado direito, pois teriamos — 2 kg no prato do ladguerdo, ou seja, teriamos um peso
negativo em um dos pratos da balanca. Dessa fgonoaurei elaborar exercicios com
solucbes positivas, para que as limitacbes da ¢mlaxdio confundissem os estudantes.
Entretanto, no iterfi(em que aparece 52 1) no prato do lado direito e B0 prato do lado
direito), cometi um equivoco ao digitar %(2 1) ao invés de 52~ 1). Esta expressao admite
como solucdax = — 1 e ao substituir — 1 em uma das exprességegratos da balanca,
teriamos um peso negativo, no caso — 5 kg. Este@mundo gerou confusao entre os alunos,
visto que a maioria deles o resolveu corretamemiteetanto ndo corresponde a uma situacao
que pode ocorrer com a balanca.

Ao passar por uma mesa, percebi que um aluno escrewvaumero 9 ao lado do
primeiro exemplo ((8 + 15) kg no prato do lado esquerdo e 24 kg nooptatlado direito).
Entendi que essa era a resposta e entdo o quéstione

Pesquisador: “Como tu sabes que é 9?”

A: “Porque 24 menos 15 da nove”.

Percebi que ele ainda ndo havia terminado o exercic
Pesquisador: “Ahh. E como tu escreve a equagéo”?

A: “Pode ser aqui “sor’?” — o aluno aponta um catddolha.
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Pesquisador: “Pode”.

A:“3x+ 15 =24"

Pesquisador: “Isso”.

O aluno encontrou 0 numero 3 como resposta coregtEresolvendo a equacgao
3x+ 15 = 24, porém entendeu que deveria utilizaa essposta para verificar o equilibrio da
balanca:

A: “Té e agora o que eu faco com o 3, pra issa figaal aqui? — ele aponta para a
balanca. Neste momento um colega ao lado se envolve

L: “Nada”. — outro aluno comenta.

A: “Néo, tem que colocar ele em algum lugar!”

Pesquisador: “T4, mas tu ja “achou” a respostachou que & tem que ser 3”.

A: “Sim”.

Pesquisador: “E que se tu substituir ali vai d&8 @ue é igual a 9, mais o 15 vai dar o
24",

A: “Ahh”,

Pesquisador: “Ahh [risos]. Quer dizer que quarda3 a balanca ta em equilibrio”.

No exemploc, em que aparecemx{ 1) kg no prato do lado esquerdo e 20 kg no
prato do lado direito, um aluno ndo observou quéroero 4 multiplicava a express&o-1)
e que assim ndo poderia escrever que a equacagestaig era equivalentexas 20 + 1 — 4

(figura 29). Encontrou 17, ao invés de 6, comoastp

Figura 29: Resolucao de um aluno.

Novamente surgiram equivocos quanto ao uso dositeass. Booth (2003) afirma
que equivocos desse tipo sdo “fruto menos de cqdesplgébricas erradas do que de uma
visdo incorreta da representacédo aritmética” (hide. 27).
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Outra aluna me perguntou se a resposta desta nugpEsiRO0 era zero.

J: “Deu zero né”.

Pesquisador: “Zero por qué?”

J: “umx menos um”. — por esta fala acredito que a alutendeu quex— 1 € igual a
0, uma vez que o numero 1 multiplica

Pesquisador: “Mas é que..x@ igual a 1?” — No momento da conversa, eu hamhav
entendido corretamente a davida da aluna.

J: “Quando ndo tem nada..” — ou seja, como naaeapa uma constante
multiplicandox, a aluna realizou a operac&o-11 como sendg(1l — 1).

Pesquisador: “Ta, mas— 1 € igual a 0? Quanto é que é o valoxe

J: “Eu néo sei ainda!”.

Pesquisador: “T4, ndo, é por isso que tu tens gseothrir 0 valor d&”.

J: “Ta, e como é gue eu vou descobrir?”

Pesquisador: “Eu que te pergunto, como € que tugizando é “multiplicado” aqui
guatro vezeg — 17?”

J: “Eu passo... quatro... dois... esse daqui vadxia eu passo 4...".

Pesquisador: “Isso”. — A aluna encontra a equaqéwalente & — 4 = 20.

J: “Ahhhh, agora ta igual as outras”.

Pesquisador: “Ahhhh [risos]. E”.

J: “Ai eu coloco #... ah, vai ficar + 4, agora que eu fui entender!”.

Pesquisador: Ahh [risos].

Apds ouvir a gravacdo achei interessante essa Emvena vez que eu nao havia
observado equivocos do tipp4 1 =x(1 — 1).

O exemplee (6 kg no prato do lado esquerdaxgl(+ 1/2) kg no prato do lado direito)
foi 0 que gerou mais equivocos por parte dos alummsvirtude da necessidade de operar
com fracdes. Atendi muitos estudantes sobre essstapu Um deles encontrou o nimero 5

COMo resposta.

Pesquisador: “Tu achou 5? Quer dizer que se ewapolo 5 ali vai dar certo?
5/4 + 1/2 = 6?”

L: “Acho que sim!”
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Pesquisador: “Testa ai pra ver!” [risos]

L: “N&o vai ficar” [risos].

Pesquisador: “E [risos]. E que t& mal aqui. Tu @sefazer o MME? disso aqui ndo
€?” — 0 MMC entre 0os numeros 4 e 2 na soma 5/2+Qdmo 4 é mdltiplo de 2 o MMC
entre os numeros 4 e 2 € o proprio 4.

L: “Sim”.

Pesquisador: “T4, é 4. Mas ai 4/2 é igual a 2,6¥6- o0 aluno calculou corretamente
o MMC entre os numeros 4 e 2, mas para realizamsasas fracdes o estudante deveria
dividir o MMC encontrado pelo denominador de cadgdo e, apds, multiplicar o resultado
pelo numerador da respectiva fracdo. Por exempldratdo 1/2, dividimos o MMC 4 pelo
denominador 2, encontrando 2 como resultado (4/2),=e entdo o multiplicamos pelo
numerador 1, encontrando 2 como resultado (2x1 = 2)

L: “Ah, eu “botei” 4”.

Pesquisador: “Tu “botou” 1. E que o MMC. n#o é kassim. 1/2 é equivalente a 2/4,
nao a 1/4. Tu concordas comigo que isso (1/2) éatte disso (1/4)? Tem que manter a
mesma fracdo. Lembra de simplificacdo de fracdo?tertei mostrar o MMC com
equivaléncia de fracdes.

L: “Sim”.

Pesquisador: “Dividir em cima e embaixo pelo mesiimero e tal?”

L: “Sim, sim”.

Pesquisador: “Pois €, 0o MMC é como se fosse o @oairTem que achar uma fracao
equivalente a essa aqui com o numero embaixo (deador) igual. O que é que eu tenho
que fazer aqui (aponto o numero 2 da fracao 1&jigar 4?”

L: “Multiplicar por dois?”

Pesquisador: “Isso. Ai pra manter a mesma frago, que multiplicar em cima
também por dois, 6, € bem o contrario de simplifindo €?”

L:“E”.

Pesquisador: “Entendeu?”

L: “Mais ou menos”.

Pesquisador: “O, vamos ver aqui. O M.M.C. de 4e.24".

L: “E”.

" Para realizar a adicdo de fracées podemos utdizainimo multiplo comum (MMC) entre os denominadore
de modo a obter fragfes equivalentes de mesmo deadon.
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Pesquisador: “Dividido por quatro é... 1”.

L: “T4, mas eu estava copiando ainda, dai passartdn...” — 0 aluno queria realizar a
subtracao 6/4 — 1/4.

Pesquisador: “Ta, mas é que isso aqui tu ndo e, fporque isso é diferente disso
(1/2 é diferente de 1/4)” — e ao fazer isso o aksta alterando a sentenca.

L: “Dai faz direto?”

Pesquisador: “o0 M.M.C é com esses dois axfdié 1/2), ndo dos trés juntos. O que tu
podia fazer era multiplicar a equacao toda porrquéso tu podes fazer, tipo, olha s6 uma
igualdade 2 = 2, a gente viu que se tu multiplear lado por alguma coisa, tu tem que
multiplicar aqui também (aponto o outro lado daaidade), certo?”

L: “Ahh, é”.

Agora o aluno chega a equacao equivalgrte = 24, encontrando 22 como resposta.
Nesse ponto, podemos observar que um dos fatoeesogribui para equivocos no conteudo
de equacdes, aléem da algebra, é a aritmética @aagdies com fracoes.

Podemos observar entdo que parte dos equivocos@leéeouma ma compreensao da
aritmética em exercicios envolvendo operacdes cagdés.

No exemplof (em que aparecem 5%2- 1) kg no prato do lado esquerdo x &g no
prato do lado direito), um aluno ndo entendeu qire@gnitax, nesse caso, tem apenas um

valor, como podemos observar na figura 30.

i $

Figura 30: Resolucdo de um aluno.

O aluno atribuiu 7 ao valor da incognikao prato lado direito da balanca e observou
que 5.7 = 35. Em paralelo, verificou que 5(2.3 taljbém resulta em 35. Interessante aqui

que o aluno resolveu o exercicio como uma funcéstencaso 5(%.+ 1) = 5y, em que o
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valor de uma variavel dependeria da escolha dealar para a outra variavel. A escolha do
namero 7 implicou qur valesse 3, e vice-versa.

O ultimo exercicio, novamente, consistiu na criag& problemas pelos préprios
alunos. Como néao tinhamos muitas aulas mais aage@rdvas, ndo tive muito tempo para
aplicar essa atividade. Dessa forma, o exercicieétizado individualmente. Pedi a cada um
dos estudantes que criasse apenas um exemplpepi® escrevesse a solu¢do ao seu lado.
Acreditei que, com pouco tempo, essa seria umalbednativa de observar o que os alunos
entenderam e, ao analisar essas criacdes, verifjgeea maioria delas, em geral, foi do tipo
dos exemplos: 6 x/2, 80 = X + 20.
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Figura 31: Criacbes dos alunos.

Verifiquei entdo que, nesta atividade, a maioria @éguivocos dos alunos foram
devidos a aritmética e ndo a algebra. Entretastmpgpodemos observar na segunda balanca
da figura 31 (7(®# + 1) no prato esquerdo, & no prato direito), o aluno cometeu dois
equivocos: um devido a algebra, ao escrevar=2% 7/21 ao invés de & — 7, e outro

devido a aritmética, ao encontser — 3 ao invés de=—-7/21 = - 1/3.

4.5 — Fichas de valores (aplicada na primeira turmam 2012/1)

Para esta atividade desenhei algumas fichas @s eaul, verde, vermelho, amarelo,

branco e preto, e atribui valores a elas, comommasigura 32.
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+3 +5 +8 +10 -1 -2
e maee mamed e T e
Al Verde Vermelho Amarelo Branco Preto

Figura 32: Nimero de pontos estipulados para hadic

ApOs esta exposicao dos valores correspondenfieshas, questionei os alunos sobre
a situacdo em que um jogador tem 2 fichas azuish&s vermelhas, 3 fichas amarelas e 7
fichas brancas, e outro jogador tem 6 fichas verldghas vermelhas, 2 fichas brancas e 4
fichas pretas. Foram feitas duas perguntas: qu@aldmr possui mais pontos? O que deve
acontecer para que os dois jogadores tenham o medmero de pontos? A maioria dos
alunos resolveu corretamente os questionamentosl@atio os pontos de cada jogador para
solucionar a primeira pergunta e adicionando figha@s o0 jogador com menos pontos na
solucéo da segunda pergunta. Os poucos equivoeosrpontrei ocorreram por nao terem
observado os valores respectivos das fichas (alglum®s trocaram o valor da ficha de cor
branca pelo valor da ficha de cor preta, o valdickea de cor verde pelo valor da ficha de cor
azul, por exemplo), como podemos verificar na 8g8@.

s p e niu.h.‘.-n*

Gehas azuis: 5 fichas vermelhas: 3 lichas amarelas; ¢ 7 fichas
m & fichas verdes: 4 fichas vermelhas; 2 lchas brancas; ¢ 4
i _I||I|‘|_'1. '

NI Que O% -Jqlh |-e|,;_;:j|_Jl.lr-:_"- leEnhnam 0% Mesmos '.,.|||;||"1;-. '

Figura 33: Resolucdo de um aluno.

O aluno determinou corretamente o jogador com p@$os multiplicando os valores
2.(+3),
7.(-1),

preestabelecidos pelas respectivas quantidadesmando-as: 2 fichas azuis

5 fichas vermelhas = 5.(+8), 3 fichas amarelas =#1B) e 7 fichas brancas
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resultando em 6 + 40 + 30 — 7 = 69 para o primggador. E 6 fichas verdes = 6.(+5),
4 fichas vermelhas 4.(+8), 2 fichas brancas = 2.€¢-4 fichas pretas = 4.(-2), resultando em
30 + 32 -2 — 8 =52 para o primeiro jogador. @Qdente percebeu que a diferenca de
valores era 69 — 52 = 17 e respondeu entdo qugaonlgo com 52 pontos deveria obter uma
ficha de cor amarela, uma ficha de cor vermelhme ficha de cor branca (10 + 8 — 1 = 17),
para que os dois jogadores tivessem o mesmo nimeepontos. Podemos verificar com o0s
alunos que essa resposta nao é Unica, que podemas 57 pontos aos do jogador que tem
menos de outras formas, utilizando fichas de ouwtoass (verde, azul, por exemplo), e que
também podemos descontar 17 pontos do jogador cimpuantos adicionando fichas de cor
preta ou branca. Dessa forma, a atividade poddiauxis alunos a compreenderem a
equivaléncia entre sentengcas como, neste casolb%-52 e 52 + 17 = 69.

Dito isso aos alunos, no primeiro exercicio desephhas de fichas de algumas das
cores determinadas no inicio da atividade e unl dimagualdade entre elas (figura 34). Os
estudantes deveriam adicionar fichas de uma Urocapara que a igualdade se tornasse

verdadeira.

1) Em cada caso, escolha uma tinica cor para adicionar fichas (em qualquer lado da

igualdade) até que a igualdade se tome verdadeira:
a)

i')
(

——l=—l—x
b) c)

= = e _
=== Eg-=
d) e)
H=1 N H=1—

Figura 34: Primeiro exercicio da quarta atividade.

Como podemos observar na figura 35, devido aoilddtesso as copias coloridas,
entreguei aos alunos coépias em preto e branco @&umid por escrito, as cores

correspondentes as fichas em cada exercicio.
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Figura 35: Resoluc¢des de um aluno

Da mesma forma que nas perguntas anteriores, ngsatialcularam corretamente os
valores em fichas em cada lado das igualdadestanto muitos deles ndo observaram a
restricdo do enunciado do exercicio que determirvescolha de uma Unica cor para
adicionar fichas. Muitos alunos adicionaram maisugh& cor para resolver as questdes. Por
exemplo, na figura 36, no exerci@dpo aluno verificou que o lado direito da igualdaele
12 + 15 = 27 em valores e o lado esquerdo 40 -34, ® adicionou uma ficha verde (+5) no
lado direito e uma ficha preta (—2) no lado esquegudra resolver a questdo. Podemos
observar, como no exemplo da balanca (figura 318),agte aluno resolveu o exercicio como
em uma dependéncia de variaveis, 2¢ =34 +y, ondex teria o valor de uma ficha verde
(+5) ey o valor de uma ficha preta (—2). Acredito que akyalunos possam ter interpretado o
enunciado deste exercicio como “uma unica ficha'ina@s de “uma Unica cor’” ou “uma
Gnica cor para adicionar fichas em cala lado daldade”.

Com um pensamento parecido, outro aluno tambémé&oco27 em valores no lado
esquerdo e 34 no lado direito e verificou que nadeeha ficha com valor para a diferenca

34-27=1:

E: “Nao tem ficha certa. Dai eu ia colocar oito iggdicionar um ficha vermelha no

lado esquerdo da igualdade] e tirar um aqui [adaxiawma ficha branca no lado direito]”.
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Pesquisador: “T4, entendi, é legal esse raciocinio”

E: “Mas néo pode [usar] duas cores”.

Pesquisador: “N&o, pois é, e ai como tu faz com aoamras6? Tu ndo conseguiste
somar sete aqui (lado que resultou 27 em valonea$, 0 que tu pode fazer do outro lado
(lado que resultou 34 em valores)?”

E: “Tirar sete. Mas ndo tem ficha”.

Pesquisador: “Mas tu podes adicionar varias ficleasma cor so”.

E: “Brancas?”

Pesquisador: “Claro”.

E: “Coloco sete brancas”.

Pesquisador: “Isso”.

Essas interpretacdées, no meu entendimento, ndeqaweocadas, pois poderiam ser
enunciados outros exercicios com essas regras. rtenp® € que esta questédo,
independentemente do enunciado, fez os alunos neemssobre o problema de igualar os
valores das fichas dos dois jogadores.

No exemplaa [duas fichas vermelhas + uma amarela + uma braméado esquerdo e

cinco verdes + uma preta no lado direito] um alom@abordou com a seguinte duvida:

V: “Da para acrescentar fichas aqui [lado esquerda] tem que ser aqui [lado
direito]?”

Pesquisador: “Pode ser em qualquer lado, eu acho.”

V: “[risos]".

Pesquisador: “N&o, é que eu ndo me lembro da respaos]. Mas da. Tu podes tirar
de um lado e somar do outro ou vice versa, é uneldgde. Qual lado da igualdade tu quer
manter, 19 ou 23?” — o0 aluno calculou 19 pontofado direito (equivocadamente, pois duas
fichas vermelhas, uma amarela, uma branca somam 25%pontos no lado esquerdo.

V: “Eu posso manter o 23".

Pesquisador: “Entdo pra ti manter os 23, quantee€ajta aqui [lado da igualdade que
resultou dezenove] para ficar igual? E ai tu tfzdml’

V: “Hum?”.

Pesquisador: “Se tu quiser tirar dos 23, como &ujf@zes se tu quisesses adicionar...

tirar dos 23?”
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V: “Acrescento duas fichas pretas!”
Pesquisador: “Isso”.

No mesmo exemplo, segue a duvida de outro estudante

L: “No caso aqui “deu” + 19 e + 23, nao €?”

Pesquisador: “Isso”.

L: “Dai da para colocar quatro brancas, que daficai — 4 e vai ficar 19?”
Pesquisador: “Isso”.

L: “Dai onde eu coloco as quatro brancas, aquiéydo

Pesquisador: “Isso”.

Podemos observar que dois alunos encontraram sslugiferentes para o mesmo
problema. A troca de informacdes entre os colegrabém pode ser uma boa ferramenta para
qgue os alunos percebam as equivaléncias entragesasstas, caso elas estejam corretas. Por
exemplo, na questda como vimos, um aluno resolveu o problema adicidoa2 fichas
pretas e o outro adicionando 4 fichas brancas.

Para o segundo exercicio desta atividade elabergescas onde a incognixaera
calculada pela quantidade de fichas que deveriaradieionadas para que a sentenca fosse
verdadeira (figura 36).

2) Quantas fichas devemos adicionar para que a sentenca seja verdadeira:

a) 9+ X verdes =24 b)2 { X brancas +10)=10

c) 22 =X azuis — 2 d)45 =3 (15— X pretas )
e) 17 = X azuis -1 f) 4 + X vermelhas = 36
g) 1 verde = 1 amarela + X brancas h) 3 pretas = 1 amarela + X pretas

Figura 36: Segundo exercicio da quarta atividade.

O objetivo com este exercicio foi 0 de que os aunterpretassem essas expressoes
com base nos exercicios anteriores, que eles pas®in que as sentencas do primeiro e do
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segundo exercicio podem ser equivalentes. Forawadma diversas conversas, as mais
interessantes estao descritas logo abaixo.
No itemd, 45 = 3 ( 15 — X.pretas ), um aluno questionou ssiilidade da resposta

ser o numero zero.

Pesquisador: “Se pode ser zero? O que tu achas?”

A: “Acho que pode”.

Pesquisador: “Ah, eu também acho que pode”. Semfolzero pretas” aqui (a
incégnitax valer zero) o que vai acontecer?”

A: “Da zero aqui (X.pretas = 0), trés vezes quire,

Pesquisador: “Entéo, ndo s6 pode ser como é!”

A: “Ahh”,

Observei novamente o que verifiguei na primeirai@dide, nesse caso, que alguns
alunos esperam como resposta um numero inteirgigvaode fichas.

Um aluno me questionou sobre o itap2(X.brancas +10 = 10:

L: “N&o entendi o que tem que fazer”.

Pesquisador: “Tu tens que descobrir quantagagicu vais colocar aqui, que quando
tu multiplicar por dois vai da os dez”.

L: “Acho que entendi”.

Pesquisador: “Entendeu?”

L: “Acho que sim”.

Pesquisador: “Quanto é que vale as brancas?”

L: “Menos um”.

Pesquisador: “Menos um. E quanto é que tem quagiardentro (X.brancas + 10)?”

L: “Menos vinte mais dez”.

Pesquisador: “Menos vinte mais dez? Menos vinte ez, € igual a menos dez”.

L: “Sim”.

Pesquisador: “E ai multiplicando por dois é iguaienos vinte”.

L: “Ah, tem que multiplicar por dois ainda’. e-aluno entendeu que era necessario

realizar apenas as operacdes dentro dos parénteses.
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Pesquisador: “Claro. O dois multiplica isso aquibféncas + 10). Quanto € que tem
gue ser isso aqui (X.brancas + 10) para dar osnddado direito da igualdade) quando tu
multiplicar por 2?”

L: “5".

Pesquisador: “Isso, aqui tem que dar 5”.

L: “T4, para dar cinco aqui”.

Pesquisador: “Isso”.

L: “Que ai multiplica por dois e da dez”.

Pesquisador: “Sim”.

L: “Ah, dai é cinco brancas aqui né?”

Pesquisador: “Isso. Cinco brancas”.

L: “Entendi”.

No momento da conversa ndo compreendi o porqué-d2® + 10, e questionei 0
aluno:

Pesquisador: “O que tu tavas pensando quando faRfu+ 10, eu ndo entendi o teu
raciocinio?”

L: “Que ai ia ficar menos dez, s6 que dai eu esauectinha que multiplicar depois”.

Pesquisador: “Menos vinte mais dez é menos dealuro ndo percebeu que mesmo
encontrando — 10, o outro lado da igualdade resultan 10 positivo.

L: “Entdo...”

Pesquisador: “Mas aqui € dez positivo” — apontaitncolado da igualdade.

L: “Ah, ndo é dez positivo”, referindo-se ao ladmeerdo.

Pesquisador: “Mas € isso aqui. Cinco brancas”.

Novamente surge o que verifiquei na primeira a#ig& alguns alunos operando com
0 modulo dos numeros, sem observar o sinal. O at@ooobservou que — 110. Abaixo
outro aluno também cometeu este mesmo equivodemd, 3.pretas = 1.amarelaxpretas:

D: “Té& certo aqui, “sor"?

Pesquisador: “Trés pretas... Trés pretas sao?”

D: “Menos seis”.

Pesquisador: “Menos seis. Uma amarela, dez. Tunem®s seis, dez, quantas pretas
tu tens que colocar aqui desse lado (lado direitiydaldade)?”

D: “Trés”.

Pesquisador: “Mas trés vai resultar em menos s@i®h
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D: “Entéo, sor”.

Pesquisador: “Mas ai vai “sobrar” o dez...” — tefamer com que o aluno perceba que
0 numero dez torna a sentenca falsa.

D: “Tem que ser... da dois eu acho “sor”, que ateaquatro, 10 — 4 = 6. N&o. E!”

Pesquisador: “Mas ai vai dar quatro positivo, qiieer, vai dar seis positivo. Aqui
(lado esquerdo da igualdade) deu — 6.”

D: “Ah entdo tem que ser tipo dezesseis [10 — 1=

Pesquisador: “Ahh, isso”.

D: “Dez, doze, catorze, dezesseis, oito!”

Pesquisador: “Oito pretas?”

D: “Sim”.

Pesquisador: “Que bola cara, obrigado”.

D: “De nada sor”.

Ao realizar a subtrag@o 10 — 4 o aluno encontrodroero 6, mas ndo observou que —
6 # 6.

E interessante observar a maior poténcia simbdisafichas sobre as balancas, uma
vez que ao se atribuir valores negativos para aguiohas, esta atividade ndo tem restricoes

com numeros negativos.

4.6 Fichas de Valores (aplicada na segunda turma e2012/2)

Ao analisar as conversas entendi que deveria teadke os alunos pensarem mais e
ndo ter dado tantas dicas. Entdo realizei novamesiiz atividade com outra turma no
segundo semestre de 2012, incluindo algumas maddes nos exercicios aplicados na
primeira turma.

No primeiro exercicio (figura 37), modifiquei os#mho retirando o sinal de igualdade

entre as pilhas de fichas e separando-as em damnggos.

a) a)

== = ﬁ@ = — ﬁ@

Figura 37: Mudanca no primeiro exercicio da quatitddade.
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No lado esquerdo da figura 39, esta ilustrado semleo do exercicio na primeira
turma, e no lado direito, como ficou desenhado pasegunda. O motivo dessa mudanca foi a
necessidade de verificar se os alunos compreender&hor o exercicio.

O enunciado também consistiu em adicionar fichagnda Unica cor em qualquer um
dos retangulos para estes tivessem a mesma quamtialores. Os resultados foram
semelhantes aos da primeira turma, os alunos adi@m fichas de mais de uma cor em

ambos os lados (ou apenas em um lado), como na fagu

d)

Figura 38: Resolucao de um aluno.

No itemd, o aluno verificou que o lado com a pilha de fekarmelhas continha 24
em valores e o lado direito, das fichas brancasmarelas, continha 16 em valores
(equivocadamente, pois sao trés fichas brancagepudtam em — 3, e duas amarelas que
resultam em + 20, e, dessa forma, o lado direitéro 17 em valores) e resolveu o exercicio
adicionando no lado direito uma ficha preta e uitiaafamarela que resultaria em + 8 nesse
retangulo, e estes + 8 adicionados aos 16 resutiagim 24 (24 = 16 + 8). Novamente, nédo €
minha intencdo neste trabalho discutir a forma go devemos avaliar os alunos quanto as
suas respostas. O estudante ndo resolveu o ergeroitfiorme o enunciado, mas € importante
verificarmos que o aluno compreendeu que dever@oadr determinadas fichas para tornar
a sentenca verdadeira. E que mesmo tendo cometidcerio de célculo, mostrou-se
consistente nessa acao de adicionar.

O segundo exercicio foi pensado apos a aplicacapringira turma, e, portanto,
abordado apenas na segunda turma. Neste exemi@splecificado que os alunos deveriam
adicionar uma cor especifica de fichas em um dtEngelos para que a igualdade se
verificasse (figura 39).
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2) Quantas fichas verdes devemos adicionar para que o retingulo abaixo tenha a

mesma quantia em valores:

Quantos fichas azuis devemos adicionar para gque o retingulo abaixo tenha a mesma

quantia em valores:

Figura 39: Segundo exercicio da quarta atividade.

A maioria dos alunos respondeu corretamente, easogpostas foram apresentadas

em forma de desenho, como na figura 40.

— ——
|
! -
—
! -— !
t
p— « P

Figura 40: Resolucdo de um aluno.

No segundo item, o aluno verificou que a pilha idbdas azuis no lado esquerdo
continha 9 em valores e o lado direito, das ficleamelhas, continha 24 pontos, e resolveu o
exercicio tracando trés riscos de cor verde simaotio trés fichas de cor verde, no retangulo
do lado direito. Estas trés fichas verdes, comrwddo+5 cada uma, resultariam em +15, que
adicionados aos 9 resultariam em 24 (24 = 9 +Q%)bjetivo com este exercicio era o de que
os alunos interpretassem expressdes como 24 x(93), matéria do exercicio seguinte.

No terceiro exercicio (figura 41), substitui o notdae fichas (escrito por extenso) pelo

valor estipulado para elas.

¢) 2 (X brancas +10)=10 | 2.(x(- 1)+ 10)=10

Figura 41: Mudanca no terceiro exercicio da quatitedade.



63

No lado esquerdo da figura 43, esta ilustrado ®rdes do exercicio na primeira
turma, e no lado direito como ficou desenhado pasegunda. Como dito no paragrafo
anterior, 0 objetivo neste exercicio foi o de ggeatunos compreendessem a equivaléncia
entre os desenhos do exercicio anterior e as eg@estilizadas na linguagem simbdlica da
algebra.

Novamente, os resultados foram semelhantes aosndaifa turma. O que chamou a
atencédo foi que alguns alunos realizaram operag@i®® a + b.x como sendoa + b).x. No
exemploc, 2.(x(—= 1) + 10) = 10, um aluno entendeu da mesma fojmeaa aluna no exercicio

“1.c” das balancas na pagina 48. Podemos observamasigura 42, a seguir.

C) { X 1 1)) i()

Figura 42: Resolucao de um aluno.

O aluno entendex(— 1) + 10 como sendql — 10) encontrandaxomo resposta.
Outro estudante cometeu erro semelhante no erdmgim que era dada a sentenca
3(-2) = 1(+10) + x(- 2), como podemos observdiquaa 43.

h) 3(-2) = 1(+10) + x(-2)

Figura 43: Resolucao de um aluno.

O aluno realizou a subtracdo 10 % @omo sendo (10 — X).0 que me surpreendeu,
pois foi um equivoco semelhante ao cometido poralumo da primeira turma. Entendo que
nos, educadores, devemos observar este tipo deedsuscar alternativas que auxiliem os
estudantes a compreender as expressoes envolvarihbgses.



64

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve o intuito de propor e experianeatividades que pudessem auxiliar
o desenvolvimento do pensamento algébrico reladma® contetdo de equacdes no ensino
fundamental. Estas atividades foram aplicadas jastturmas de 7° ano da Escola Estadual
de Ensino Fundamental Mauricio Sirotski Sobrinhmmcoo objetivo de verificar a seguinte
guestdo: os equivocos dos alunos ao lidarem comessdes algébricas sdo devidos a ma
compreensao da linguagem simbdélica da matematica?

Percebi que os alunos tiveram dificuldades noand@ algumas das atividades, pois
nado as conheciam. Entretanto, procurei esclareoegue tratavam oS exercicios e no
transcorrer de cada encontro notei que muitos aldimbham consciéncia e autonomia na
construcdo de suas respostas. Pelo fato de quevamdes foram algo novo, varios dos
estudantes se permitiram resolver 0s exerciciosaansaneira, ou seja, com sua propria
escrita, o que considero importante para o deseinvehto do seu pensamento algébrico.

Além disso, os exercicios que exigiram dos alunos ejlaborassem seus proprios
exemplos despertou muito o seu interesse. Elesngieasn desafiados e elaboraram exemplos
interessantes, simples e complexos, e para isss@ram compreender 0S exercicios, pensar
sobre eles.

Sobre a questdo inicial, se os equivocos dos alanofidarem com expressfées
algébricas sédo devidos a ma compreensao da lingusigebdlica da matematica, vimos que
alguns deles decorrem do nédo entendimento da &caméas operacdes com fracOes, da
tendéncia dos alunos de considerar o médulo dasag@jes como resultado, e de outras
dificuldades, que decorrem da incompreensao dbdnigualdade e da leitura equivocada da
ordem das operac0es, inclusive de adicdes cmd.x como sendod + b).x, o que para
mim foi uma resposta inesperada, pois ainda ndia bestemunhado este tipo de erro.

Entendo que fui precipitado na aplicacédo das atded, ao fornecer dicas aos alunos
quando deveria té-los deixado pensar sobre osiexercEste trabalho contribuiu e muito em
minha formacdo académica, ao ter pesquisado ol alguns autores, pesquisado e
elaborado exercicios, pensado sobre as respostadiohms, ouvido 0s alunos.

Acredito, com base nas resolugdes dos alunos, qpicacao dessas atividades teve
uma contribuicdo para seu pensamento algébrica e@upreensdo da linguagem simbdlica
algébrica. Acredito também que nds, docentes, devdmscar atividades que possibilitem a
compreensao dos conceitos referentes a tais cagegiddessa forma, contribuir para a

melhoria na aprendizagem.
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APENDICE A — Exercicios aplicados na primeira turma

PIRAMIDE DAS EQUACOES

Equacbes sdo sentencas matematicas expressas gaoguaitdade, onde ha uma ou

mais letras representando numeros desconhecidtzs Etras sdo chamadas de incognitas.

Exemplos:
1) a+2=5
2) 3x— % =6

3)m—8=9n—3m

O objetivo é, dado uma equacdo qualquer, descobvalor da(s) incégnita(s). Por

exemplo, um nimero somado a 3 resulta em 7. Quenuwignesse?

Representamos matematicamente este problema coraguagio: x + 3 =7, onde x é

a incognita, cujo valor soluciona a equacéao.

Obs: Usualmente utilizamos a letra x como incogrétdretanto, o pensamento matematico

permite representar a incognita do problema amtpdoqualquer letra ou simbolo.

e a+3=7
« f+3=7

e A+3=7
e +3=7

Ha diversas maneiras de representar equacdessheds veremos algumas delas.
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1 — PirAmides dos NUmeros:

Observe as piramides abaixo:

48
9 1632
6|3 719123

O nuamero 9 na primeira piramide € a soma dos n(sv&eo3 dos quadrados de baixo.
O numero 16 na segunda piramide é a soma dos asmer 9.
O numero 32 na segunda piramide é a soma dos nsder@3.

O numero 48 na segunda piramide é a soma dos nsih@m 32.

Com base na descricdo acima, resolva os exereiceguir.
1) Complete as seguintes piramides:
a) b) c) d)

o -1
12| 2 5 4| 2 6

35

26| 5 |18 6

2) Complete a piramide e descubra qual € o valeirdagnitas:
a) b) C) d)

15 b
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Agora observe estas piramides:

150
16 10115
812 215]3

O numero 16 na primeira piramide € o produto dosaras 8 e 2.
O nuamero 10 na segunda piramide é o produto dogma?2 e 5.
O nuamero 15 na segunda piramide é o produto dogmab e 3.
O nuamero 150 na segunda piramide é o produto dogms 10 e 15.

Resolva os exercicios a seguir com base na desaogda.
3) Complete as seguintes piramides:
a) b) c) d)

40 -2
6|8 5 712 5

f) 9)

4) Complete a piramide e descubra qual é o valeirdagnitas:
a) b) C) d)

90 18 24
d
al|3|5 4 1-3 21 x| 3 3|12]|a

5) Construa piramides como as dos exercicios anésrpara os colegas resolverem.
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SENTENCAS SEM SINAIS

Uma sentenca matematica pode ser falsa ou verda#eiemplos:

1) 2 = 5, é uma sentenca falsa.
2)3+2 =6, é uma sentenca verdadeira.

3)7-8 -8 =26-7+ 6 ¢um sentenca verdadeira.

O que podemos fazer para tornar a sentenca “1)"semi@nca verdadeira?

Exercicios:

1) Diga se as sentencas abaixo sédo verdadeiradsas.fExplique.

a)4—-5=1 p3-5+16 =32 5’ —1=6-4
2,1 _ 45 =22 _
d;+t;=1 e(5+3)-2=16 45=—-2
9)29=2- {”221:] h3-(11+3)=2(3-7)

45 3
H)—7+(5-1)=3-(2-1) o= 3

2) Quais os valores das incognitas que tornamegasrges sentencas verdadeiras:

a)2-x+3=7 pa+11=7 64 =4-t+8

d)22=5-3-z ed=c+ f7-(3+2)=5-x

=]
[N ]
[~y

V_E
N7~ 3

|
>

|

||
s
(%]

n



3) Que operagdo matematica (adi¢cao, subtracaoiptaatao, divisdo) devemos

utilizar para que as seguintes sentencgas sejaradards:

a7 4=11 p15=9 6 c2
H20=4 5 6=18 3 =
7 5 3 . L
D=1 @ h3™  * =3

Observe agora 0s numeros abaixo:

Podemos escrever com eles as seguintes sentencgas:

2+2=+4
2=—-2+44
2-2=4

4) Escreva uma sentenca verdadeira para cada unoasios.

a) 3 4 7 b)15 9 3] C)E'
d) 11 121 11 e)‘ill] 10 9
g) (7 4) 3 [ 4 h)(5 7) 4

24

(2

o | e

5)

19
24

70

5) Crie sentengas como as dos exercicios anteparasos colegas completarem.
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BALANCA DAS EQUACOES

As equacdes podem ser vistas como uma balancaideprhtos em equilibrio, a

menos de nimeros negativos, pois ndo faz sentitkiderar peso¥’ negativos.

0Kg 0 Keg

0 = 0. Sempre que a sentenca for verdadeira, agaakstara em equilibrio.

Observe agora a seguinte situacao:

0 Kg

2Kg

N —

2 = 0. A sentenca é falsa, e, portanto, a balafigasta em equilibrio.

Se adicionarmos dois quilos no prato direito, lariga voltara ao equilibrio, pois 2 = 2
€ uma sentenca verdadeira. As equacdes matemsgigaem a mesma ldgica, ou seja, nao
podemos simplesmente adicionar nimeros em apenasnembro da igualdade, pois
estaremos alterando a sentenca.

Na situacao abaixo:

5Kg

8Kg

‘ %\)

" Foi utilizado o termo “peso” como unidade de medid#alanca, uma vez que este termo é comum reo dia
dia e os alunos ainda ndo conheciam a unidade meditdeta que éraassa
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Para que a balanca figue em equilibrio podemascedir 3 kg no prato esquerdo, ou
retirar 3 kg no lado direito.

Para encontrar o valor das incognitas em uma équayeralmente, sdo realizados
alguns procedimentos: “passar’ niumeros para um memka(s) incognita(s) para o outro
com sinal trocado, com o intuito de isolar a indgtagque se deseja obter. Entretanto, esses
procedimentos s&o na verdade a aplicacdo das O6psrapmo a adicdo, a subtracéo, a
multiplicagéo, a divisao, entre outras. Exemplo:

Dois melbes mais 1 kg somam juntos 3 kg. Suponsoas melbes tem o mesmo

peso, qual o peso dos meldes?

1Kg 3IKg

D, || e

Uma equacao para esse problema pode sekg2+ 1 kg = 3 kg, onden representa o
peso de cada meldo. Dessa forma, devemos enconasor de m.
Ao retirarmos 1 kg do prato esquerdo, o que devéesto no prato direito para manter

a balanca em equilibrio?

1Kg

C‘Ojj'

Quando retirarmos 1 kg do prato esquerdo, parateman balanca em equilibrio

devemos retirar um 1 kg também do prato direites &guacdes, procedemos analogamente:

2mkg + 1 kg — (1 kg) = 3 kg — 1 kgRetiramos 1 kg de cada lado.
2mkg + 0 kg =2 kg
2m kg = 2 kg
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Agora se dividirmos o peso do conteudo do prataerskp por 2, para manter a
balanca em equilibrio, devemos dividir o contetd@uato direito também por 2.

1Kg

=

2mkg = 2 kg

m=1

Exercicios:

1) Calcule o valor de x para que as balancas pexgaamem equilibrio.

a)

3x+15 | kg 4 | kg
b)
c)

4x-1) | kg 20 | kg




d)
X
20 | kg 3 | ks
e)
x 1
6 | kg T2 |k
5(2x+1) | kg 5x | kg

2) Crie exemplos como 0s exercicios anteriores @arlegas resolverem.

74
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FICHAS DE VALORES

Vamos supor um jogo qualquer que envolva fichasus sespectivos valores:

+3 +5 +8 +10 -1 -2
— e e 0 0 e
Azul Verde Viezlho Amarelo Branco Preto

Observe agora a seguinte situacao:

O jogador 1 tém: 2 fichas azuis; 5 fichas vermelBdghas amarelas; e 7 fichas

brancas. O jogador 2 tém: 6 fichas verdes; 4 fisleasielhas; 2 fichas brancas; e 4 fichas
pretas.

a) Qual jogador tem mais valores?

b) O que deve acontecer para que os dois jogatlaream 0os mesmos valores?

Exercicios:

1) Em cada caso, escolha uma Unica cor para adicfamnas (em qualquer lado da
igualdade) até que a igualdade se torne verdadeira:

a)
== — ﬁ@
b) C)

=
= 2T -
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2) Quantas fichas, e de que cores, devemos adigana que as sentencas sejam

verdadeiras:

a) 9+ X(+5) =24

b) 2 ( Xbrancas +10) =10

C) 22 = Xazuis — 2

d) 45 =3 (15— Xpretas)

e) 17 = Xazuis -1

f) 4 + Xvermelhas = 36

g) lverde = lamarela + Xbrancas

h) 3pretas = 1lamarela + Xpretas

3) Crie exemplos como 0s exercicios anteriores garlegas resolverem.
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APENDICE B — Exercicios aplicados na segunda turma

PIRAMIDE DAS EQUACOES

Equacbes sdo sentencas matematicas expressas gaoguaitdade, onde ha uma ou

mais letras representando numeros desconhecidtzs Etras sdo chamadas de incégnitas.

Exemplos:
1)a+ 2=05
2)3x—2=6

3ym—8=9n-3m

O objetivo é, dado uma equacédo qualquer, descobvalor da(s) incognita(s). Por

exemplo, um nimero somado a 3 resulta em 7. Quenuwgnesse?

Representamos matematicamente este problema coraguagio: x + 3 =7, onde x é

a incognita, cujo valor soluciona a equacéao.

Obs: Usualmente utilizamos a letra x como incogrétdretanto, o pensamento matematico

permite representar a incognita do problema amtpdoqualquer letra ou simbolo.

e a+3=7
« f+3=7

s A+3=7
« _+3=7

Ha diversas maneiras de representar equacdesshesdas veremos algumas delas.
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1 — PirAmides dos NUmeros:

Observe as piramides abaixo:

48
9 1632
6|3 719123

O nuamero 9 na primeira piramide € a soma dos n(své&eo3 dos quadrados de baixo.
O numero 16 na segunda piramide é a soma dos asmer 9.
O numero 32 na segunda piramide é a soma dos nsder@3.

O nuamero 48 na segunda piramide é a soma dos nsih@m 32.

Com base na descricdo acima, resolva os exereiceguir.
1) Complete as seguintes piramides:
a) b) c) d)

o -1
12| 2 5 4| 2 6

35

26| 5 |18 6

2) Complete a piramide e descubra qual € o valeirdagnitas:
a) b) C) d)

15 b
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Agora observe estas piramides:

150
16 10115
812 215]3

O numero 16 na primeira piramide € o produto dosaras 8 e 2.
O nuamero 10 na segunda piramide é o produto dogma?2 e 5.
O nuamero 15 na segunda piramide é o produto dogmab e 3.
O nuamero 150 na segunda piramide é o produto dogms 10 e 15.

Resolva os exercicios a seguir com base na desaogdaa.
3) Complete as seguintes piramides:
a) b) c) d)

40 -2
6|8 5 712 5

f) 9)

4) Complete a piramide e descubra qual é o valeirdagnitas:
a) b) C) d)

90 18 24
d
al|3|5 4 1-3 21 x| 3 3|12]|a

5) Construa piramides como as dos exercicios anésrpara os colegas resolverem.
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FICHAS DE VALORES

Equacdes com fichas de valores:

Vamos supor um jogo qualquer que envolva fichasue sespectivos valores:

+3 +5 +8 +10 -1 -2
e e 2 T e

Observe agora a seguinte situacao:

O jogador 1 tém: 2 fichas azuis; 5 fichas vermelBdghas amarelas; e 7 fichas
brancas. O jogador 2 tém: 6 fichas verdes; 4 fisleaselhas; 2 fichas brancas; e 4 fichas
pretas.

a) Qual jogador tem mais valores?

b) O que deve acontecer para que os dois jogatiaream os mesmos valores?

Exercicios:
1) Em cada caso, escolha uma Unica cor para adidiichas (em qualguer retangulo)
até que a igualdade se torne verdadeira:

a)

== ﬁ,;_;.;
b) C)

SE s =2 -
d) e)




81

2) Quantas fichas verdes devemos adicionar paragjtetangulos abaixo tenham a

mesma quantia em valores:

Quantos fichas azuis devemos adicionar para gatingulo abaixo tenha a mesma

guantia em valores:

3) Quantas fichas devemos adicionar para que arsgnseja verdadeira:

c) 2.(x(= 1) +10) = 10

d) 45 =3.(15-x(-2))

e)17=x(+3)-1

f)4 + x(+ 8) =36

9) 3(+3) = 4(+10) + x(- 1)

h) 3(- 2) = 1(+10) + x(- 2)

4) Crie exemplos como os exercicios anteriores gaulegas resolverem.
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APENDICE C — Termo de consentimento informado

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , RG :
responsavel pelo(a) aluno(a) , da turma
, declaro, por meio deste termo, que cdacem que o(a) aluno(a) participe da
pesquisa intitulada “Equacdes para o ensino fundtfie desenvolvida pelo(a)
pesquisador(a) Bruno Bastos Braga. Fui informado@hda, de que a pesquisa €
coordenada/orientada por Elisabete Zardo Burigagjuam poderei contatar a qualquer
momento que julgar necessario, através do telefoB®086212 ou e-mail
elisabete.burigo@ufrgs.br

Tenho ciéncia de que a participacdo do(a) alunada) envolve nenhuma forma de
incentivo financeiro, sendo a Unica finalidade dgtrticipacdo a contribuicdo para o sucesso
da pesquisa. Fui informado(a) dos objetivos estetate académicos do estudo, que, em
linhas gerais, séo:

- Determinar se a pesquisa contribuiu para apragdin no ensino de matematica;
- Identificar as dificuldades dos alunos para @agmar os métodos de ensino.

Fui também esclarecido(a) de que os usos das iafdies oferecidas pelo(a) aluno(a)
serdo apenas em situacbes académicas (artigosficment palestras, seminarios, etc.),
identificadas apenas pela inicial de seu nomeaidatle.

A colaboracao do(a) aluno(a) se fara por meio décfacao em oficina/aula, em que
ele(ela) serd observado(a) e sua producédo anglisada nenhuma atribuicdo de nota ou
conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de,fotatsdas durante a participacdo do(a)
aluno(a), autorizo que sejam utilizadas em ativedaccadémicas, tais como artigos
cientificos, palestras, seminarios etc, sem ideatifio. A colaboracdo do(a) aluno(a) se
iniciara apenas a partir da entrega desse documpentoim assinado.

Estou ciente de que, caso eu tenha duvidas, ouime @rejudicado(a), poderei
contatar o(a) pesquisador(a) responsavel no ebmaib_b_braga@hotmail.com.

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) podesSiar dessa pesquisa a qualquer
momento, sem sofrer quaisquer san¢des ou constrantps.

Porto Alegre, 24 de maio de 2012.

Assinatura do(a) responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do(a) orientador(a) da pesquisa:




