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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma solugao analitica de um problema
bidimensional e transiente de dispersao de poluentes atmosféricos. O modelamento
utilizado é conhecido na literatura como modelo K, para dispersao de poluentes
atmosféricos e é representado por uma equacao difusivo-advectiva com coeficientes
de difusao e advecgao variaveis. Sao utilizados trés diferentes coeficientes de difusao
nas simulacoes, bem como as componentes horizontal e vertical do vento sao tomadas

como variaveis.

A solucao analitica é gerada através da aplicagao da técnica GITT (Ge-
neralized Integral Transform Technique) dupla com problema transformado resolvido
por Transformada de Laplace e diagonalizacao de matrizes. Filtros matematicos
sao usados para homogenizar as condi¢oes de contorno viabilizando o uso da técnica
citada. Além disso, o tipo de filtro matematico utilizado permite a sensivel diminuicao
do custo computacional. Resultados numéricos sao obtidos e comparados com dados

experimentais e outras solucoes da literatura.



ABSTRACT

In this work we present an analytical solution to a transient bidi-
mensional atmospheric pollutant dispersion problem. It is used the well known
atmospheric pollutant dispersion model Kzz which is represented by a diffusive-
advective equation with variable diffusive and advective coefficients. In the simu-
lations are used three different diffusion coefficients and the wind vertical and hori-

zontal components are taken as variables.

The problem related above is analytically approached by double GITT
(Generalized Integral Transform Technique). Laplace Transform and Matrix Diago-
nalization are employed to analytically solve the GITT transformed problem. As
GITT needs homogeneous boundary conditions, mathematical filters are used to
change the original problem boundary conditions. Besides, the used mathematical
filters allow an important computational cost reduction. Numeric results are ob-
tained and compared with experimental data and other results that are found in

open literature.



1 INTRODUCAO

Simulacoes da dispersao de poluentes atmosféricos tém sido realizadas
com o uso de aproximacgoes hibridas e analiticas como Técnica da Transformada
Integral Generalizada (Generalized Integral Transform Technique - GITT), Trans-
formada de Laplace, bem como suas variacoes e combinacoes. Estas metodologias
sao geralmente usadas em um modelo matematico difusivo advectivo conhecido na
literatura como Modelo Kzz [15][16]. Apesar de algumas dificuldades intrinsicas ao
método, especialmente em aplicagoes multi-dimensionais, este tipo de ferramenta
matematica é particularmente util para pesquisadores que se concentram no desen-

volvimento de modelos matematicos.

Resumidamente, pode-se dizer que a GITT é uma técnica de solucao de
equacoes diferenciais parciais em que o potencial original é expandido em uma base
determinada a partir da solugao de um problema de Sturm-Liouville escolhido por
associacao com o problema original. A ortogonalidade da base é entao usada para
transformar a equacgao expandida em um sistema de equacoes chamado de problema
transformado. Uma vez que a solucao do problema transformado é encontrada, a

formula da inversa é utilizada para obter a solugao do problema original.

Geralmente, o problema transformado é um sistema de equagcoes dife-
renciais ordindrias que, historicamente, tem sido resolvido através de subrotinas
numéricas [10] [11] [30]. Recentemente, Wortmann [43] propds sua solugdo por
Transformada de Laplace e diagonalizacao de matrizes. Esta nova abordagem
analitica tem sido usada em muitas aplicacoes. Dependendo do problema original,
pode-se combinar a aplicagao de GITT simples com Transformada de Laplace sim-
ples ou dupla. Cabe porém ressaltar que na utilizacao de Transformada de Laplace
dupla, uma das duas transformagoes inversas deve ser realizada numericamente.

Além disso, algumas simplicagoes da equagao sao necessarias.
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Na aplicacao deste método, deve-se ter especial atencao na escolha do
problema de Sturm-Liouville associado (também chamado de problema auxiliar) e
nas suas implicagoes. Esta etapa exige que o problema original tenha condigoes
de contorno homogéneas. Quando o problema original nao apresenta condicoes de
contorno homogeéneas, deve-se fazer uso de filtros matematicos. Basicamente, os
filtros matematicos, ou simplesmente filtros, sao solucoes de ordem mais baixa do
mesmo problema com as mesmas condigoes de contorno nao homogéneas. Assim, um
novo potencial é dado diminuindo o potencial original do filtro. Como o problema
original e o filtro tem as mesmas condi¢oes de contorno nao homogéneas, o novo
potencial apresenta condigoes de contorno homogéneas. Logo, a técnica é aplicada
no problema filtrado e a solug¢ao do problema original pode ser avaliada somando a

solugdo do problema filtrado com o filtro [11].

A GITT tem como uma de suas caracteristicas o controle de erro dos
resultados. Este fato permite a avaliacao do modelo matematico adotado. Pode-se
afirmar que as diferencas encontradas entre resultados de referéncia e resultados
obtidos sao originadas por duas razoes: as suposi¢coes do modelo matematico e
as aproximacoes na solucao das equacoes. Como esta metodologia pode definir a
magnitude da segunda razao citada, a performance do modelo mateméatico pode ser
prontamente avaliada. Talvez seja esta a carcteristica mais importante deste método,
especialmente no que se refere ao desenvolvimento de modelos matematicos, uma
vez que ele permite avaliar de forma independente os erros devidos ao modelamento

matematico e a abordagem de solucao.

No presente trabalho, a principal preocupagao esta centrada na metodo-
logia de solucao das equacoes difusivas advectivas utilizadas no modelamento de
problemas de poluicao de baixa atmosfera. Mais notadamente nas abordagens
analiticas. Por isso, a revisao bibliografica que se segue prioriza a avaliagao de traba-
lhos desta importante area da fisica aplicada que tém como ferramentas matematicas

a GITT e Transformada de Laplace.
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Almeida et al.[2] apresentam a utilizagdo da GITT na solucao da equagao
de difusao-adveccao transiente bidimensional com coeficientes variaveis, condicao de
contorno nao homogeénea e solucao numérica do problema transformado. Neste tra-
balho é utilizado um filtro que incorpora os termos difusivos nas direcoes vertical e
horizontal com coeficientes constantes. No entanto, é desconsiderado em sua abor-

dagem o termo da componente vertical da velocidade do vento.

Posteriormente, Almeida [1] testa alguns filtros na solugdo da mesma
equacao difusivo-advectiva transiente bidimensional com coeficientes variaveis e con-
digdo de contorno nao homogénea. Sao eles: constante, difusivo permanente, gaus-
siano e advectivo-difusivo. Novamente, é desprezado o termo da componente vertical

da velocidade do vento.

Moura [26], em 1995, utilizando Transformada de Laplace, apresenta
a solugao analitica da equagao de difusao unidimensional transiente, sem vento,

utilizando o coeficiente de difusao K, de Degrazia et al. [16] para o caso estével.

Ja em 1999, complementando seu trabalho anterior, Moura [27] traz
modelos multidimensionais analiticos para dispersao de contaminantes na atmosfera,
resolvendo através do uso da GITT um problema bidimensional estacionario com os
termos difusivo na coordenada longitudinal ao escoamento e advetivo na transversal,
e um problema tridimensional contemplando os termos anteriores juntamente com

um termo difusivo na coordenada restante.

Em 2004, Costa [9] resolve a equagao difusivo-advectiva contemplando
os termos de advecgao na coordenada longitudinal ao escoamento e difusao na or-
denada vertical, através da Transformada de Laplace e de esquema de Quadratura

de Gauss para a transformacao inversa.

Buligon [5], por sua vez, apresenta uma solu¢ao da equagao de difusao
unidimensional transiente em que foi utilizada Transformada de Laplace com in-
versao numérica. Esta realizada através de um esquema numérico de Quadratura

Gaussiana.



1 Introducao 4

Uma abordagem analitica pode ser encontrada em [45]. Wortmann
resolve um problema unidimensional transiente com coeficiente de difusao varidavel
através da GITT. Neste trabalho, o sistema de equacoes resultante da aplicacao
da técnica é resolvido analiticamente através do uso da Transformada de Laplace e

diagonalizacao de matrizes.

Utilizando a mesma abordagem analitica, Wortmann et al.[44] resolvem
a equacao de difusao-adveccao bidimensional estacionaria, considerando somente os
termos da velocidade do vento na coordenada longitudinal e do coeficiente de difusao
variavel na ordenada vertical. Além disso, os resultados obtidos sao comparados com

os dos modelos ADMM [41] e KAPPA-G [39].

Fazendo uso da equagao para difusao turbulenta sugerida por van Dop
and Verver [40], Moreira et al.[24] traz uma solu¢ao para um problema bidimensional
estacionario. No entanto, aplica Transformada de Laplace e inversao numérica,

utilizando um esquema numérico de Quadratura Gaussiana.

A mesma equagao anterior é abordada por Buske et al.[7]. Mas, para
obter a solucao, hd a aplicacao da GITT associada ao uso da Transformada de

Laplace.

Recentemente, Moreira et al. [25] evidencia o uso da GITT e Transfor-
mada de Laplace para resolver a equacao de difusao-adveccao bidimensional esta-
ciondria. O autor considera somente os termos da advecgao na coordenada longitu-
dinal e da difusao na coordenada transversal. O coeficiente do termo difusivo, no
entanto, é apresentado de duas formas propostas por Degrazia et al. [15]: uma com
dependéncia das variaveis das coordenadas longitudinal transversal e a outra com

dependéncia somente da altura.

Um dos ultimos trabalhos encontrados na literatura é o realizado por
Buske [6]. E apresentada a solucao da equacao de difusao-advecgao bidimensional
transiente através da aplicacao de Transformada de Laplace, GITT e Transformada

de Laplace respectivamente. Sao desprezados alguns termos da equacao.
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De todos os trabalhos com abordagem analitica comentados acima, os
que mais avancaram analiticamente sao os que resolvem problemas unidimensionais
transientes [45] [7] ou bidimensionais estacionarios [44] [25]. Ainda assim, nestes
casos as equagoes sofreram simplificacoes como negligenciamento de termos menos
significativos, simplificacoes em que coeficientes variaveis sao assumidos como cons-
tantes, etc. J& nas abordagens bidimensionais transientes encontradas [2] [1], além
da supressao de termos advectivos [2] [1] ou difusivos e advectivos [6], as técnicas
aplicadas tém etapas numéricas, quer seja na inversao da GITT [2] [1], quer nas
integragoes de transformagao integral e na inversao da Transformada de Laplace [6].
E importante observar que etapas numéricas podem comprometer o controle de erro

da solucao.

Matematicamente falando, existe uma severa limitacao no uso de trans-
formada dupla de Laplace para solucao desta classe de problemas. Neste caso, uma
das varidveis espaciais terd que ser transformada por Laplace além da variavel tem-
poral. Isso implica restrigoes importantes nos coeficientes das parcelas do operador
diferencial que apresentem derivadas em relacao a variavel transformada. Por exem-
plo, no caso mais usual, a Transformada dupla de Laplace é aplicada na variavel
temporal e na variavel longitudinal ao escoamento. Nesta situagao os coeficientes nos
quais se deve ter especial atengao seriam a componente longitudinal da velocidade
do vento e o coeficiente de difusao axial. Se estes dois coeficientes forem variaveis
em relacao a variavel espacial transformada, pode ser dificil e até impossivel encon-
trar expressoes para a transformada inversa, o que obrigaria a opcao por artificios
como iteracao de fonte ou Decomposicao de Adomian. Estes artificios implicam em
maiores dificuldades para confeccao do cédigo computacional e no controle de erro
da solucao. E por isso que, em todos exemplos encontrados, estes coeficientes sao
tomados como constantes em relagao a variavel axial, o que nem sempre representa
bem as condicoes fisicas. Além do mais, os codigos computacionais escritos para o
caso em que estes coeficientes sejam nao nulos nao podem ser usados para o caso dos
coeficientes nulos. Isto causa fortissima limitacao de algoritmo nas abordagens em

que estes coeficientes sao de pequena magnitude. Por exemplo, problemas de vento
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fraco em regra tendem a apresentar matrizes mal condicionadas e sao praticamente
impossiveis de serem resolvidos por esta abordagem. Em uma abordagem alterna-
tiva, que se caracterizasse por GI'TT dupla nas varidveis espaciais e Transformada de
Laplace na variavel temporal, todas as limitagoes relatadas acima inexistem. Neste
caso um unico codigo pode ser constituido para contemplar coeficientes variaveis,

constantes, de pequena magnitude e nulos.

Desta forma, seria interessante uma abordagem em dispersao de polu-
entes atmosféricos que contemplasse a solucao analitica da equagao de difusao-
adveccao bidimensional transiente em sua forma completa, nao havendo simplicagao
de termos nem inversoes numéricas das transformadas integrais. Outra caracteristica
desejavel é que esta abordagem permitisse uma formulacao com coeficientes de di-

fusao e advecgao variaveis.

Este trabalho tém como objetivo a solu¢ao de um problema bidimen-
sional transiente de dispersao de poluentes atmosféricos. O modelo matematico
usado é a formulacao difusivo-advectiva, chamada Modelo Kzz. A solugao total-
mente analitica é gerada através da aplicacao de GITT dupla com problema trans-
formado resolvido por Transformada de Laplace. Todas as transformacoes integrais,
bem como suas inversoes sao efetuadas analiticamente, sem passos numéricos. A
equacao utilizada é resolvida sem nenhuma simplificacao, isto é, todos os termos
difusivos, advectivos e transiente sao contemplados, bem como seus coeficientes (di-
fusivos e advectivos) sdo tomados com dependéncia das varidveis espaciais e nao
aproximados por constantes. Como ha condi¢ao de contorno nao homogénea, filtros
matematicos sao usados. Resultados numéricos sao obtidos e comparados com dados

experimentais e outras solucoes da literatura.

A presente dissertagao estd estruturada em 5 capitulos. No primeiro,
encontra-se uma revisao bibliografica justificando e motivando a realizacao deste
trabalho. No capitulo dois descreve-se o método utilizado na solucao da equacao
de difusao-advecgao. No capitulo trés apresenta-se a solugao do problema a ser

resolvido. No capitulo quatro sao apresentadas as parametrizacoes utlizadas no
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modelo. No capitulo cinco mostra-se os resultados obtidos, confrontando-os com
dados observacionais e com outros dados da literatura. Finalmente, no capitulo seis

sao apresentadas as conclusoes.



2 O METODO UTILIZADO

2.1 A GITT

Serao mostrados a seguir os passos basicos para obtencao da solugao
de um problema unidimensional dependente do tempo pela técnica da GITT. Para
problemas multidimensionais, o procedimento é analogo. A andlise serd, ainda,
restrita a geometria cartesiana. E utilizada a metodologia adotada por Wortmann

[43].

Seja a equagao

Ac(z, t) = S, em a<zr<b e t >0, (2.1)

sujeita as condicoes de contorno homogéneas e inicial,

dc(z, t)

t
al(aL +asc(z, t) =0  para  x=a, (2.1a)
x
t
bl%’) +boc(z, t) =0  para  x=Db, (2.1b)
T
c(x, t) = f(x) para  t=0, (2.1¢c)

onde A é o operador diferencial parcial associado a problema unidimensional depen-
dente do tempo, S é o termo fonte e as ay, as, by e by constantes dependentes das
propriedades fisicas. Por motivos didaticos, novamente, a analise se restringird a

uma dimens@o. Além disso, |a;| + |as| # 0 e |by| + |b2| # 0.

O primeiro passo é expandir a varidvel ¢(x, t) em uma base adequada.

Para se determinar esta base, reescreve-se o operador A é na seguinte forma

Ac(x,t) = Be(x,t) + L¥c(x, 1), (2.2)
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onde L* é um operador associado ao problema de Sturm-Liouville e B é o operador

associado aos termos restantes. A forma mais genérica de L* é aqui definida por

LA z) = V. [p(@)VYh, )] + q(z) (A, z). (2:3)
As fungdes p(x) e ¢(x) devem ser reais e continuas. Além disso, p(z) > 0 em todo o
intervalo (a, b).

Uma vez determinado o operador L*, o problema de Sturm-Liouville é

definido como:

L*p(\, 2) + N\, 2) =0 em a <z <b, (2.4)
alw +as(x,a) =0  para r=M\e (2.4a)
blw +botp(z, b) =0  para r =\ (2.4Db)

O Problema de Sturm-Liouville apresentado em 2.4 é também chamado de problema
auxiliar na teoria da GITT. As constantes ay, as, by e by, por sua vez, devem ser
as mesmas do problema original 2.1. A equagao 2.4 pode ser escrita para um A,

qualquer, uma vez que o parametro A é independente das constantes a, as, by e bs.
L*t () + A2 b (z) = 0 (2.5)

onde: Y, () = (A, ). As fungoes ¥, (x) e os valores A, sdo conhecidos, respec-
tivamente, como as autofuncoes e autovalores do operador L*. Elas formam uma
base para o espaco onde o operador L* esta contido, cuja ortogonalidade é definida

da seguinte forma [30]
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1 b 0 m#n
1 [ nlainta) s = (26)
N x5, Nx;; Ja 1 m=n
onde a norma Nx*,, é dada por
b
Ny, = / V2 (2)dz. (2.7)

A base de autofungdes é usada para expandir a varidvel c(x,t) da

equagao 2.1 na seguinte forma

e, t) =3 W (2.8)

3

A expansao 2.8 é também conhecida na literatura como Férmula da Inversa da

GITT.

Apés a determinacao do problema de autovalores associado ao problema
original e expandida a sua variavel dependente, deve-se aplicar na equagao 2.1 o

seguinte operador

1 b
n(x)dx, .
3 / bn(2)de (2.9)

Executadas todas as integracoes, o resultado é um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias, (EDO), cuja varidvel dependente é m Esta variavel e os
autovetores 1;(x) sao obtidos solucionando-se este sistema de equagdes sujeito a
condicao inicial no tempo e o problema de autovalores associado, respectivamente.
Conhecendo-se estas duas grandezas, o somatorio da equacao 2.8 pode ser truncado

em um numero de termos suficientemente grande para a determinacao do potencial

original ¢(z, t).
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E apresentado a seguir um resumo dos principais passos para se obter

a solugao de uma equacao pela GITT:

a)

Determina-se o problema auxiliar com a identificacao do operador L* na
equacgao a ser resolvida. Na equagao 2.3 este operador esta representado
na sua forma mais completa, apesar de que algumas de suas parcelas
podem ser consideradas nulas dependendo do problema a ser resolvido.
Deve-se, entretanto, procurar levar para o problema auxiliar o maximo
de informacoes do problema original, pois quanto mais informacao se
consegue carregar para a base de autovalores, menor serd o nimero
de termos necessarios para o truncamento da equacao 2.8. A base
carregara mais informacgao na medida em que menos termos do operador

L* forem nulos.
Resolve-se o o problema auxiliar.

Transforma-se a equagao original, fazendo-se uso do operador definido

na equagao 2.9, resultando em um sistema de equagoes transformado.

Trunca-se o sistema em um nuimero suficientemente grande de termos

e resolve-se o sistema de equagoes transformado.

Usa-se a Férmula da Inversa da GITT para a obtengao da solucao final

do problema.

Cabe ressaltar, finalizando esta seccao, que a aplicagao da GITT esta

restrita a trés condigoes basicas. Sao elas:

2)

b)

A funcéo p(z) presente na defini¢do do operador de Sturm-Lioville nao
pode ser nula, pois o operador diferencial que se quer resolver tem que

ter um termo laplaciano.

O dominio do problema a ser resolvido tem que estar contido no inter-

valo a < x < b citado na equagao 2.4, ou seja, a GITT sé é aplicavel



2 O Método Utilizado 12

em problemas de dominio finito. Em alguns casos, como em dominios
semi-infinitos, esta limitacao pode ser contornada considerando-se uma
distancia grande o suficiente para se admitir que o comportamento da
solucao seja aproximadamente o mesmo que para a coordenada longi-
tudinal no infinito e o problema seja tratado como um problema de

valores prescritos no contorno.

c¢) As condigoes de contorno da varidavel em que se aplicard a técnica devem
ser homogéneas. Em casos onde isto nao acontece, como no problema

que serd abordado no préximo capitulo, deve-se fazer uso de filtros.

2.2 Filtro

Os filtros matematicos, como mencionado anteriormente, sao utilizados
em casos onde as condicoes de contorno da variavel em que se aplicara a técnica nao
sao homogéneas. Mais uma vez a analise se restringira ao caso unidimensional, uma

vez que o multidimensional é andlogo.

Consideremos o seguinte exemplo:

Ac(z,t) =S, em a<z<b e t>0, (2.10)

sujeita as condicoes de contorno

al% + asc(a, t) = g(6), (2.10a)
bI% + boc(b,t) =0, (2.10Db)

onde A é o operador diferencial parcial associado a problema unidimensional de-

pendente do tempo, S é o termo fonte, as aj, as, by e by constantes dependentes
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das propriedades fisicas e 2.10a e 2.10b sao condigoes de contorno nao homogénea e

homogénea respectivamente. Além disso, |ay| + |az| # 0 e |by| + |ba| # 0.

Define-se como filtro a funcao f*(z) que deve obedecer a equagao 2.11,
onde A* é um operador diferencial parcial de mais baixa ordem ou mais simplificado

que o operador A da equacao 2.10, tal que

A" f*(x) = S, em a<zr<b e t >0, (2.11)

sujeita as condicoes de contorno nao homogénea e homogénea, respectivamente,

0f"(a)

=g + asf*(a) = g(0), (2.11a)
by afax(b) + baf*(b) = 0. (2.11Db)

Apés encontrar a solugdo f*(x), neste caso resolvendo um sistema de

equagoes diferenciais ordindrias, cria-se um novo potencial ¢*(x, t) definido como:

c(x,t) = c(x,t) — f*(x). (2.12)

Um novo problema, chamado problema filtrado, é definido usando-se a
equagao 2.12 em 2.10. Como o problema original e o filtro tem as mesmas condigoes
de contorno nao homogéneas, o problema filtrado apresenta condicoes de contorno

homogéneas, permitindo a aplicacao a técnica GITT.

Resolve-se, via GITT, o problema filtrado para ¢*(z,t) e utiliza-se 2.12

para se ter c(z,t).
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2.3 Solucgao do Problema Transformado

Nas aplicagoes tipicas da GITT, a solucao do sistema EDO transfor-
mado é obtida numericamente. Neste trabalho, entretanto, pretende-se encontra-la
analiticamente através do uso da Transformada de Laplace juntamente com a diago-

nalizagao de matrizes.

Além disso, aqui, sera considerado um sistema de equacoes diferenciais
ordinarias linear e com coeficientes constantes. Os casos de sistemas lineares com

coeficientes varidveis, ou nao lineares, podem ser consultados em [43].

Seja a seguinte equacao escrita em notacao matricial

Ey'(t)+ Fy(t) =0 0<t< oo, (2.13)

sujeita a condicao inicial

y(0) = f(x). (2.13a)

Tem-se que E e F' sao matrizes de elementos constantes, y(t) vetor de incégnitas,

f(x) a condigao inicial para t = 0 e ’ representa a derivada.

No primeiro momento, faz-se

Y (t)+Gyt) =0 0<t< oo, (2.14)

y(0) = f(x). (2.14a)
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onde G = E~1.F. Aplicando-se a Transformada de Laplace, obtém-se

sy(s) —y(0) + G.y(s) =0, (2.15)

ou

sy(s) + G.y(s) = y(0), (2.16)

sendo que barra superior indica potencial transformado e s ¢ a variavel independente

transformada.

O préximo passo é decompor a matriz G em seus autovetores e auto-

valores da seguinte forma

G=X.Dy X1, (2.17)

onde X é a matriz de autovetores e D,, a matriz diagonal de autovalores de G.
Este fatoramento pode ser aplicado toda vez que os autovalores da matriz C' sejam

distintos e nao nulos.

Substitui-se a equacao 2.17 em 2.16

sy(s) + X.Dou. X y(s) = y(0), (2.18)

e faz-se

(s I 4+ X.Dgp. X 1) .y(s) = y(0), (2.19)

sendo I a matriz identidade. Como I = X.X~! pode-se colocar a matriz dos

autovetores e sua inversa em evidéncia fazendo
(s X. X'+ X.Dyp. X ) .y(s) = y(0) (2.20)
e assim

X.(s I 4 Dgy). X y(s) = y(0). (2.21)
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Multiplicando-se os dois lados da equacao 2.21 por X!, em seguida

por (s I + D,,)"" e finalmente por X pode se isolar a varidvel y(s) e a equagao

passa a ser

y(s) = X.(s I + Dgp) 1. X 1y(0). (2.22)

Aplicando-se a Transformada Inversa de Laplace, representada aqui pelo operador

L7, obtém-se

L7Yy(s) = L7HX (s T+ D)L XL y(0)). (2.23)

Considerando a matriz X e o vetor y(0) constantes, pode-se escrever

y(t) = X.L7(s I + Dup) ' 1. X y(0). (2.24)
Finalmente faz-se
y(t) = X.E,,(t). X 1y(0), (2.25)
onde
Eu(t) =L Y{(s I+ D) '}. (2.26)

Para melhor poder avaliar a matriz E,,(f), primeiramente a matriz
(s I+ D,,) sera escrita em notacao explicita. Em seguida, proceder-se-4 sua inversao

e a obtencao da Transformada Inversa de Laplace. Portanto
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1 0

0 1
(s I+ Dyy) =s

0 0

dy

17

(2.27)

em que d; sao os autovalores da matriz G (eq 2.14) ou ainda os elementos da matriz

diagonal D,,. A equacao acima pode ser reescrita na forma

(s I+ Dgy,) =

S+d1
0

0
S+d2

s+ dy

(2.28)

Da algebra matricial, a inversa de uma matriz diagonal ¢é a inversa dos seus elementos

da diagonal, entao

(s I+ Dgy)™?

Falta apenas a Transformada Inversa de Laplace

Eo(t) = L7Y(s I 4+ Do) '} = L7

ou

S+dN_

S+dN_

(2.29)

(2.30)
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- -
o 0
0 L {;} . 0
Eu(t) = L_l{(s I+ Dav>71} = ) .S+d2 :
1 1
L 0 0 L { st+dn }_
(2.31)
A transformada inversa dos elementos é
[ S G (2.32)
S+ dl ‘ ‘
Finalmente, a matriz F,,(t) é escrita como
et 0 0
0 etd 0
Ewty=] . (2.33)
0 0 ... e tdn

e a solucao de um sistema de equagoes diferenciais ordindrias lineares com coefi-

cientes constantes, representada pela equacao 2.25, é encontrada.

2.4 Formula da Inversa Modificada

Neste trabalho também se usou uma pequena alteracao na formula da
inversa, mostrada a seguir, objetivando uma diminui¢ao consideravel na quantidade
de autovalores necessarios para se obter a precisao requerida em bases senoidais e

cossenoidais:

oz, t) = Z ci(h)yi(x) (2.34)
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Sera feita uma generalizacao da expressao encontrada por Wortmann

[43] para o caso bidimensional aqui proposto. Em seu trabalho, o autor substitui a
formula 2.34 com o somatério truncado em N por

N ci(t)y; NA+1 c;(t)Y;
Zilc(lﬁ "’Z C()¢
N2 N2

2

c(x,t) ~

: (2.35)
5 .

Para o caso bidimensional aqui proposto, a expressao

: : (2.36)
N; N%

; _ lenez Cz enex( )wl( )¢enex(x)+
1
i=0 m=1 NZ’Q Nm 2 =0 Niz Negne:(;
_1 eni: enez m( )¢enez( )¢m(x) l enez enex( )wenez(z)gbeneaﬁ(l‘)
2 m=1 NeQneanﬁz 4 NgnezNeTne:c

(2.37)

A equagao 2.37 é obtida a partir da equagao 2.36, da mesma forma que

de GITT simples e dupla

a equacao 2.35 foi obtida a partir da 2.34. Referem-se respectivamente a aplicacao
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3 SOLUCAO DO PROBLEMA
DIFUSIVO-ADVECTIVO

Neste capitulo mostra-se o uso da técnica apresentada em um modelo
de dispersao de poluentes atmosféricos. Seu equacionamento classico é fornecido
pela equacao de difusao-advecgao bidimensional transiente completa. Entende-se
por equacao completa o fato de que sao contemplados todos os termos difusivos e

advectivos, além de seus coeficientes variaveis com as ordenadas espaciais.

3.1 O Modelo Matematico

Um efluente é liberado de uma fonte elevada a uma altura hf, sem
qualquer empuxo, num espaco bidimensional. O poluente é emitido com intensidade
Q a uma taxa constante. As velocidades do vento e as difusividades turbulentas
horizontal e vertical variam com a altura acima do solo e com a distancia horizontal

percorrida.

A proposta entao é determinar a concentragao do poluente em qualquer
local e tempo apds o inicio de sua liberagao no espaco bidimensional mostrado na

figura a seguir.

O modelo com equagao difusivo-advectivo bidimensional transiente,

baseado no modelo K., pode ser expresso como

+ w(zx, z)—ac(g;z’ t =

oC (z, z,t)
ot

+ u(z, Z)—E)C’(g,xz, )

M) 4 M) (3.1)

9]
T oz (kz(a:, ?) Ox "oz (k;z(:c,z) 0z

O<z<zmar; 0<zr<o0,; 0<t< o0,
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Figura 3.1: Tlustragao representando a dispersdo de poluentes

onde C(z,z,t) é a concentragao de contaminantes, u(x,z) e w(x,z) sdo, respecti-
vamente, as componentes horizontal e vertical do vento, k,(z,z2) e k.(x, z) sdo os

coeficientes de difusao, e zmax é a altura da camada limite.

As condigoes de contorno e inicial consideradas sao:

_ Qi(z—hf) _
C(z, z,t) = (0.2) emx =0, (3.1a)
W:O em z=0 e z=zmaz, (3.1b)
9C(@, 2 1) =0 conforme xr — o0, (3.1c)
Oz
C(z,z,t)=0 em t=0. (3.1d)

No sistema acima, ¢ é a funcao delta de Dirac.
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3.2 Definicao do Filtro Matematico

Como mencionado anteriormente, a aplicacao da técnica GITT exige
condicoes de contorno homogéneas. Tendo em vista que a condi¢ao de contorno

3.1a na componente longitudinal é nao-homogénea, o problema seré filtrado.

Para determinar a solucdo do filtro, é definida a funcao F(z,z) que
deve obedecer a uma versao estacionaria com coeficientes constantes do operador da

equagao original 3.1 sujeita as mesmas condi¢oes de contorno.

Dessa forma, a func¢ao F'(z, z) obedece ao seguinte sistema de equagoes:

_OF(v,2) —0F(z,2)  0F(z,z)
2) _ ; ’ 3.2
Y ox Fa 0x? + ks 0z2 32

_ Qo(z—hf) _
F(z,z) = u(0, z) emz =0, (3:20)
aFgE, 2) =0 em 2=0 e z=zmaxz, (3.2b)
z

aFéia Z) =0 em T — 0, (32C)

onde W, k, e k. s@o coeficientes constantes e correspondem ao valor médio de u(z, z),

k.(z,z) e k.(x, z) respectivamente.

Para garantir as condigoes de contorno da equagao auxiliar, que aqui é

chamada de filtrada, faz-se:

Cy(z, 2,t) = C(x, 2,t) — F(z, 2). (3.3)

Aplicando as condicoes de contorno 3.1a, 3.1b e 3.1c em C(x, z,t) e
considerando as condigées de contorno de F(z,z) iguais as de C(z, z,t), obtém-se

condigoes de contorno homogéneas para C¢(z, z,t):
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Cy(x,2,t) =0 emx =0, (3.4)
w:o em z=0 e z = zmax, (3.5)
2
W =0 para x— oo. (3.6)
T

Para a solucao do sistema 3.2 é aplicada a técnica da Transformada
Integral Classica, onde, segundo seu formalismo [30], primeiramente deve-se escolher
e resolver o Problema de Sturm-Liouville, ou problema auxiliar, com suas respectivas

condicoes de contorno abaixo:

A,
gzy) + N (2) =0 em 0< z< zmaz, (3.7)
di,
wdz(z> =0 em z=0 e z=zmax. (3.7a)

Resolvendo o problema auxiliar encontra-se:

Ue(z) =1 e Ar=0 quando 1 =0,
(3.8)

Uy (2) = cos (\,2) e Ar = il quando  r=1,2, ...
zmax

O préximo passo é expandir F(z,z). Aplica-se a técnica em z, pois
neste eixo as condig¢oes de contorno sao homogéneas, o que permite seu uso. Assim,

é definida a seguinte Formula da Inversa:

Fla,2) =Y % (3.9)

T

onde a fungao 1,(z) é definida na equagao 3.8, F,.(x) é o potencial transformado e

a norma [V, é dada por:
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N, = /0 o V2 (2)dz. (3.10)

Usando-se a equacao 3.9 na equacgao 3.2 produz-se

o0

(\/i Z Z M ) (3.11)

’I" 7’

.gﬁlg

~
I
o

onde " e ” representam as derivadas de primeira e segunda ordem respectivamente.

Ainda, seguindo o formalismo da GITT, o passo seguinte é aplicar na

zmazx 1/;] dZ

equagao 3.11 o operador |, N Assim,

/zmax Fi(z )¢T(2)¢](Z>dz> - 0 (/zmax FI' ()¢ (2 )wj(z)dz) i
2L s

—x e (@) (2)1(2)
+k, > (/0 \/_r\/ﬁj dz).

(3.12)
Do problema de Sturm-Liouville 3.7, pode-se escrever
d*,(2) 2

Substituindo, entao, a equacao 3.13 em 3.12 tem-se
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& mar L (), (2)1; (2 . mar L ()i, (2)4;(2)
Z</ Ve d) Z</ VNN, dz)*

00 zmawF( )( Az¢r(2))w](z)

(3.14)

ou

@;(m [, ) z( /wy)

mas (a2 (2)) ()
F (x) /0 VNN, dz] |

_|_
S
ANl

(3.15)
Aplicando a condi¢ao de ortogonolidade
0 r#£j
1 1 /wr % = (316)
N7 N; L=

na equacao 3.15 obtém-se matrizes diagonais, podendo-se assim, representa-la como

sendo a seguinte equacao diferencial:

aY'(z) = k,Y"(x) — NE.Y (2), (3.17)

onde Y (z) = {F;(x)}.

Para as condigoes de contorno, o procedimento é analogo. Primeira-
mente a variavel F'(z,z) é expandida usando-se a equacdo 3.9 nas equagoes 3.2a e

3.2c, respectivamente,
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1
2N, (0, 7) (3.18)
e
o F (@) (2)
u 0 quando T — 00. 3.19
Z ~ (3.19)
Em seguida ¢ usado o operador Ozmax v (]\Z[) dz, produzindo
J
[e's) zmax ; ) zmaz ) s —h .
—0 0 \/Nr\/Nj 0 U(O,Z)\/Nj
e
. Y (2)15(2)
qu(m)/ ————=dz =0 quando T — 0. 3.21
D NG AV (3.21)
Realizando-se as substituicoes e integracoes necessarias obtém-se
—_— Aih
F(O) — M (3.22)
u(0,hf)\/N;
e
Fi(x) =0 quando x — oc. (3.23)
Finalmente,
Q cos (A;hf)
Y(0) ={—""""==} 3.24
w(0,hf)y/N; (324
e

Y'(z) ={0,0,0,...} quando z — oo. (3.25)
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Portanto, a solugao do filtro é encontrada resolvendo-se o seguinte sis-

tema:

wY'(z) = k.Y () — NJE..Y (), (3.26)

_ Qeos(\hf) .

Y(0) = {u(O,hf)\/ﬁj}’ (3.26a)

Y'(z) ={0,0,0,...} quando x — . (3.26Db)

Para resolver esse sistema, deve-se observar que haverao duas situacoes
principais a serem definidas: se k, = 0 ou se k, # 0. Além disso, serd considerado

um valor para xmax grande o suficiente para representar a condi¢ao no infinito.

No caso de k, = 0, a solucdo serd [22] [30]

Q cos (\;hf) - '“2*2

YO =G 0nn U,

(3.27)

ou, mais precisamente,

Q cos (A\jhf) ’“222

B =0 vN,

(3.28)

Ja quando k, # 0, ha outra subdivisdo, com trés novos casos, pois

analisando-se o radicando da expressao

Y(s) — {ﬂ:l:@/EQ +4kxsz§} (3.29)

2k,

proveniente da equacao homogénea associada
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kp.Y"(x) —u.Y'(z) = k.Y (z) =0, (3.30)

encontra-se que:

a) Se o radicando @ + 4k, k. A\ = 0, tem-se duas raizes reais e iguais.

Logo, a solugao sera:

_ Qcos (Ajhf) = (0 u
Yie)={ ﬂ\/ﬁj ‘ (1 xa:maxﬂ+2k_z)}' (3.31)

b) Se o radicando u? + 4kxk2)\§ > 0, tem-se duas raizes reais e distintas

e
Y(x) - QCSS\/O\jhf) - (1 " beb xmiia rmai wmar) = /Q - <b>\jhf)a€a — e’ m}a

U Nj be — ae U Nj (be TMaxT _ e xmax)

(3.32)
onde
U+ (/U + 4k kN2 U — /U + 4k, k)2
2k, 2k,

c) Jé se o radicando w* +4k,k.\? < 0, tem-se raizes complexas e pode-se

dizer que

Y(a) = {e%xw (cos (cx)+ 2k, sin (¢ zmax) — Ucos (¢ rmax) sin (c x)) 1,

u\/N; usin (¢ xmax) + 2k, cos (c xmazx)
(3.34)
onde
u? + 4k kN2
Lo VAR (3.35)

2k,

Assim, a solugao do filtro é obtida substituindo os resultados de Y (z)

(W) em 3.9.
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3.3 Aplicacao da GITT Dupla

Tendo encontrado a solugao do filtro, ainda deve-se encontrar Cy(z, 2, t),

pois a soma destas duas solugoes resultard na concentracao final C(z, z, t).

Para facilitar a escolha do problema auxiliar, como afirma Wortmann
[43], pode-se reescrever a equagao difusivo-advectiva 3.1 aplicando a regra da derivada

do produto nos termos difusivos

acy  OF oCy oF aCy oF <8k1) oC ((%x) oF

o ot Yor TVar TV e~ \ar ) o T\ o ar T

+k

0°Cy |, O°F (akz) ocy (akz> OF  92C;  O°F

0z2 +ha 0x? 0z ) 0z 9z ) 0z + ks 022 * sz’

(3.36)

onde Cy = Cf(x,2,t), F = F(x,2), v = u(z,2), w = w(x,z2), k, = k,(x,2) e
ky = ky(z, 2).

A técnica GITT é aplicada primeiramente na variavel transversal ao
escoamento, sendo sua aplicacao andloga a do filtro. Utiliza-se a seguinte Férmula

da Inversa:

Ci(z,2,t) = Z %, (3.37)

i=0
onde Cy;(z,t) é o potencial transformado na varidvel em questao.

Percebe-se que as condigdes de contorno de Cy(z, 2,t) e de F(z, z) sdo
as mesmas, logo tem-se o mesmo Problema de Sturm-Liouville 3.7 e 3.7a e conse-

quentemente os mesmos autovalores e autovetores 3.8.

Substituindo 3.37 em 3.36 e isolando os termos que contém C; tem-se:
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() (TR -5 (T

1= 1= 1=

= (OCT (= — (PCrivi(2) _
5) % () -+ (5R) -

1=

)

—_8_F_ a_F_|_ Ok, 8_F+k82_F_|_ Ok 8_F_|_k=a2_F
- Yo 0z ox ) Ox T O0x? 0z ) 0z 0227

(3.38)

O préximo passo consiste em operar a equacao 3.38 pelo operador

o i’}_dz Além disso, do problema auxiliar tem-se 1/ (z) = —A?¢;(z) . As-

sim, pode-se escrever

(3.39)

onde
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Oij = /Zmax 1%;(_%\#/]@(1 (339&)
o WJ( Vil (2) ) (3.39D)

e )%( )
/ i\/ﬁde7 (3.39¢)

/Zmax (N )&(V_J) iz, (3.39d)
/Ozmaa:( ) \/(—>1\b/j(—>d (3.39)

/Ozmax( )\/(_)z\/;(_)d (3.39f)

e (2)¥;(2)
/ Ni\/ﬁjdz7 (3.39g)

[e=]

[e=]

[e=]

[e=]

== [ D [ e S [ () O

zmaz 92 [ w]( ) zmaz 52 [ wj (2) /zmax (akz) OF 1,b ) (Z)
+ z+ s dz + — ==z,
/0 "o N, 02 N, 0z ) 0z YN,

(3.40)

eonde k, = k.(x,2) e ky = ky(z, 2).

Para encontrar C'y;, aplica-se a técnica novamente na varidvel longitudi-
nal de forma analoga. Como explicitado anteriormente, deve-se calcular o problema

de Sturm-Liouville. Neste caso, tem-se:

&P ()

dx?

+ B o) =0  em 0<az < zmaz, (3.41)

dpm(x)
dx

dm(x) =0 quando x = 0. (3.41Db)

=0 quando v — o0, (3.41a)
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Resolvendo o problema auxiliar obtém-se:

2m—1)=w

para m=12,.. (342
2xrmax

Gm () = sin (Bpx) e B =

onde zmax é grande o suficiente para representar a condi¢ao no infinito.

E utilizada a seguinte Férmula da Inversa na aplicagao da GITT em x:

Cri(w,t) =Y % (3.43)

onde Cl;,(t) é a varidvel dependente bi-transformada.

Substituindo 3.43 em 3.39 tem-se:

(3.44)

xmax ¢p(x)

Aplicando o operador [ TN dr em 3.44 e lembrando do problema

auxiliar que ¢ (z) = — 32 ¢m(x), pode-se escrever:
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o 0 aozm Tmax . (1 o Tmax 3n (1) by (2
>y (o@ {%()/0 @Q@Qm) DY (Cﬁm(t)/o Jij(x)ﬁﬁN_iﬂ)j% )) ¥

+ZZ T [ (o) = Byt 220D ) = [T v 2

(3.45)

Utilizando a propriedade da ortogonalidade e apds algumas manipu-
lagoes algébricas, o sistema EDO acima pode ser truncado em uma ordem suficien-
temente grande de autovalores para as duas transformacoes integrais efetuadas e

reescrito em notacao matricial

T +PT =V, (3.46)

onde

T = {Cram(®)}, (3.46a)

V={ /0 o vj(x)‘f;(_]\f)dx}, (3.46h)

n

P ¢ a matriz de ordem enex enez x enex enez cujos elementos sao dados por

{/Oxmax (B”(.CL’) — GU(CC) + )\?HZ](I')) %dl‘i‘

[T @) T G (@)ea)
i [ a2 e [ () — ) O ),

(3.47)

onde enex é a ordem de truncamento da férmula 3.43 e enez a da férmula 3.37.
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O que foi apresentado até aqui segue basicamente os passos da GITT
[10]. Tipicamente, os problemas transformados como a equacao 3.46, sao resolvidos
numericamente. Neste trabalho, no entanto, o problema transformado sera resolvido
analiticamente através do uso de Transformada de Laplace e diagonalizacao de ma-

trizes. Adota-se a metodologia utilizada por Wortmann [43].

3.4 Solucao do Sistema EDO Transformado

Pode-se observar que, na equacao 3.46, os coeficientes sao constantes

em relagao a variavel t. Dessa forma, aplicando-se Transformada de Laplace tem-se:

sT(s) + PT(s) = g +7°(0) e (3.48)
(sT+ P) T(s) = g +7(0) (3.49)

onde [ é a matriz identidade.

Assume-se que P é nao degenerada e que pode ser fatorada em seus
autovalores e autovetores. Portanto P pode ser reescrita como P = X.D.X ! onde
X é a matriz de autovetores de P e D a matriz diagonal de autovalores. Entao,

substituindo P em 3.49 e reorganizando tem-se:

X.(sI+P). X 1T(s) = g +T(0). (3.50)

Multiplicando a equagao 3.50 por X. (sI + P)_1 X! pode-se escrever:

T(s)=X.(sI+P)" .X‘l.% + X.(sI+P)"".X"LT(0). (3.51)

Aplicando a técnica de Transformada de Laplace Inversa em 3.51 tem-

se:
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T(t) = X.Ra(t).X "V + X.Rb(t).X 1. T(0), (3.52)

onde Ra(t) = {—eftgz_l} e Rb(t) = {e"1Fm}.

Para calcular T'(t), ainda deve-se encontrar 7'(0). Para isso, sdo uti-

lizadas a condigao inicial 3.1d e a equacao 3.3. Depois, substituindo-se a expansao

~ . zmax
3.9 nessa equagao e aplicando o operador [, %dz encontra-se:
J

/Ozma.r Cf(x’z’())%dz _ —Z (/Ozm‘”f F(\/)ﬁ(\/@< ) 2) , (3.53)

Utilizando a propriedade da ortogonalidade tem-se:

/Ovzmax Of(x7 2, 0>1f;5\[i>dz = _m (354>

Sabe-se, no entanto, que

C(z, 2,0) = Z % (3.55)

Logo, subtituindo 3.55 em 3.57 e novamente utilizando a propriedade

da ortogonalidade resulta em

Cra(x,0) = —Fy(x). (3.56)

Da mesma forma, utilizando-se a férmula da inversa 3.43 e realizando

as devidas integracoes e simplificagoes, produz-se:

—{ / o ( —Sm%@)) dz). (3.57)
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Finalmente, o potencial filtrado é calculado usando a formula da inversa

modificada

eEnez enexr

=0 m=1 z

ene

)¢m( ) 2 Cyi enex( )wi(z)gbenez(x)
_52 f

/\

1 1 +
=0 NiQ Nénex

w\»—t
SI\JM—‘

ENE.

1 = Crenez m(t)Yene:(2)om(z) 1 Crenez enex(t)encs(2) Penea ()
D) Z 1 T + 1 1 1
m=1 NeZnez NTQn NeQnez NeQnex
(3.58)

e, portanto, a solucdo do problema proposto é dada por C(z, z,t) = Cy(z, 2,t) +
F(x,z) onde C¢(z, 2,t) e F(z, z) j4 sdo conhecidos.

Esta formalizada a solugao por GITT dupla e Transformada de Laplace
para a equagcao 3.1. E importante ressaltar que o filtro utilizado além de propiciar a
definicao de um potencial transformado com condigoes de contorno homogéneas, foi
construido com os termos mais relevantes do ponto de vista das caracteristicas fisicas
do problema original. Por outro lado, a aplicacao da técnica na sua solugao resultou
em um problema transformado que se caracteriza por ser um sistema EDO nao
acoplado 3.17. Isso significa que a solugao do filtro pode ser obtida para elevadas
ordens de truncamento (2000 ou mais) da sua férmula da inversa sem aumento
significativo do custo computacional. Ora, se o filtro concentra as informacoes fisicas
mais relevantes e, por outro lado, pode ser resolvido para precisoes muito boas, a
solucao do problema filtrado poderd ser encontrada, com boa convergéncia, para
ordens de truncamento relativamente baixas. E, no caso do problema filtrado, o
custo computacional é significativamente dependente das ordens de truncamento
enex e enez, uma vez que se precisa diagonalizar, mediante calculo dos autovalores e
autovetores, matrizes de ordem enex enez x enex enez. O uso deste filtro, portanto,

permite a obtencao de solugoes muito precisas e um custo computacional razoédvel.
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4 VALIDACAO DO MODELO

O processo de validagao do modelo tem como objetivo verificar o pro-
cedimento utilizado, bem como precisao dos calculos efetuados e o acerto do codigo
computacional escrito. Neste sentido, sao utlizados neste trabalho dados experimen-

tais para comparagao e indices estatisticos propostos por Hanna [21].

4.1 Dados experimentais

Com o intuito de avaliar o desempenho do modelo, foram confrontados
dados gerados pelo mesmo com dados observados do experimento de Copenhagen.
Este é um experimento de fonte alta, pois a razao entre a altura onde ocorre a
emissao de poluentes (hf) e a altura da Camada Limite Convectiva(CLC) (zmax)

¢ maior que 0.1. Isto é:

h
se / < 0.1 o experimento é considerado de fonte baixa;
zmax
hf : . .
se > (0.1 o experimento é considerado de fonte alta.

zmax

Além disso, a razao entre a altura da CLC (zmaz) e do comprimento
de Monin-Obukov (L) determina se o experimento é de convecgao fraca, moderada

ou alta. Ou seja:

zmax .
se 7 <5 tem-se conveccao fraca;
zmax .
se b< 7] < 10 tem-se convecgao moderada;
zmax .
se —— > 10 tem-se convecgao alta.
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4.1.1 O experimento de Copenhagen

Os experimentos de dispersao de poluentes em Copenhagen, descritos
nos artigos de Gryning et al.[18] e Gryning e Lyck [19], consistiram na liberagao do

gas tracador hexafluoreto de enxofre(SFg) na regiao norte de Copenhagen .

O tracador foi liberado sem empuxo de uma fonte de altura 115m e
coletado por trés arcos perpendiculares ao vento médio. Os arcos foram posicionados
de 2 a 6Km do ponto no qual ocorreu a liberacao do tragador. A liberagao dos
tragadores iniciou tipicamente 1h antes do inicio da medicao feita pelos arcos e
parou no final do periodo da medicao destes. A média das medidas feitas pelos

arcos foi de 1h.

As concentragoes integradas lateralmente (normalizadas pela taxa de
emissao Q) foram observadas ao nivel do solo (z = 0). A rugosidade da regido era

de 0,6m.
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Figura 4.1: Experimento de Copenhagen

Na Tabela 4.1 sao exibidos os dados micrometeorologicos dos experi-

mentos de dispersao de Copenhagen na CLC.
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Tabela 4.1: Parametros micrometeorolégicos do experimento de Copenhagen

Exp. U Uy L Wiy zmaz(z;)
1 1 1 hf zmazx
() (s (m) meh) m) o
1 3.4 0.36 -37 1.8 1980 0.06 53.51
2 10.6 0.73 —292 1.8 1920 0.06 6.57
3 5.0 0.38 71 1.3 1120 0.1 15.77
4 4.6 0.38 —133 0.7 390 0.29 2.93
5 6.7 0.45 —444 0.7 820 0.14 1.85
6 13.2 1.05 —432 2.0 1300 0.09 3.01
7 7.6 0.64 —104 2.2 1850 0.06 17.78
8 9.4 0.69 —56 2.2 810 0.14 14.46
9 10.5 0.75 —289 1.9 2090 0.06 7.23

4.1.2 O experimento de Copenhagen (Transiente)

Uma vez que a subsecao 4.1.1 se refere a validagao do cédigo computa-
cional para o problema em regime permanente, nesta subsecao o mesmo sera feito
para regime transiente. Para tanto, serao comparados os resultados obtidos pelo

c6digo com os dados experimentais citados em Gryning et al.[18].

Novamente, a liberacao dos tragadores iniciou tipicamente 1h antes do
inicio da medigao. O local do experimento é predominantemente residencial com
rugosidade de 0,6 m. Geralmente, faz-se uma média de 1h das medidas feitas nos
arcos. Entretanto, nesses dados de Gryning et al.[18] as medidas e as médias das
concentracoes e dos valores metereologicos sao feitas, respectivamente, a cada 20
minutos e 10 minutos. As Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam a velocidade de fricgao,
o comprimento de Monin-Obukhov e a altura da Camada Limite (somente um valor

para cada experimento), respectivamente, usadas nas simulagoes.

Cabe ressaltar que o dados metereolégicos para o experimento 6 de

Copenhagen nao sao informados na referéncia citada.
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Tabela 4.2: Velocidade de friccao (u.) para diferentes intervalos de tempo. Cada
intervalo corresponde a 10 minutos.

Int. de tempo \ Exp. 1 2 3 4 5 7 8 9
1 0.36 0.68 0.46 0.56 0.58 0.48 0.65 0.72
2 0.37 0.67 045 051 052 048 0.79 0.73
3 040 0.81 0.47 037 051 0.57 0.67 0.60
4 043 0.68 0.39 044 0.58 0.62 0.67 0.59
5 0.35 0.75 0.39 0.48 0.59 0.53 0.68 0.65
6 0.34 0.74 0.40 048 0.52 0.65 0.65 0.71
7 042 0.76 0.40 0.39 0.52 0.63 0.68 0.73
8 043 0.82 041 040 045 0.65 0.67 0.73
9 040 0.76 0.31 039 044 0.66 0.73 0.73
10 037 0.73 0.34 0.39 0.44 0.62 0.73 0.66
11 0.35 0.69 0.39 0.39 0.44 0.52 0.75 0.67
12 0.36 0.66 0.40 0.39 043 0.62 0.69 0.74

Tabela 4.3: Comprimento de Monin-Obukhov (L) para diferentes
tempo. Cada intervalo corresponde a 10 minutos.

intervalos de

Int. de tempo \ Exp. 1 3 4 5 7 8 9
1 —26 —178 —152 =75 —492 —-71 —T71 —793
2 -23 =227 —-194 —42 =215 —-80 -85 —471
3 -83 =311 —-106 —-23 —368 —64 —47 —202
4 —42  -160 —-101 =32 =735 —111 —49 —366
5 -36 -203 -—-129 -—-v1 =366 —177 —45 —633
6 —42 =286 —70 -80 —-273 —-67 —63 —13588
7 —47 —155 83 —-83 —273 87 —41 —593
8 -38 =228 —-60 —101 —262 71 —47 —471
9 —-83 —184 —-106 —129 —-395 —-56 —70 —389
10 —-21 -389 —42 —-129 -395 —111 —-64 —375
11 -32 -133 —-101 —-129 -395 —215 —52 —262
12 -29 =375 =70 —129 -—-759 —123 -39 —252




4 Validacao do Modelo 41

Tabela 4.4: Altura da Camada Limite Convectiva (zmax)

Exp. 1 2 3 4 5 7 8 9
1980 1920 1120 390 820 1850 810 2090

4.2 Parametrizacao da Turbuléncia

Neste trabalho, como ja mencionado anteriormente, contemplou-se no
modelo os coeficientes de advecgao e difusao varidveis. Suas parametrizacoes apro-

priadas complementam a modelagem do transporte de poluentes na atmosfera.

4.2.1 Coeficientes de Difusao

Sao utilizados dois coeficientes de difusao vertical propostos por De-
grazia et al. ([16] e [15]). Eles sao formulados a partir da teoria de difusao de Taylor

e o espectro de energia cinética turbulenta.

O primeiro coeficiente, valido para grandes tempos de difusao e de-

duzido por Degrazia em 1997 [16], é

—4z

Kelr2) - 0.22(2)5(1 - 2)3[1 — e — 0.0003¢ % ). (4.1)

Wk Z4

O outro coeficiente, proposto em 2001 também por Degrazia [15] e

valido para distancias longe da fonte, pode ser escrito como:

Ka(w2) () 199p5[1 — e 5 — 0.0003¢> 3, (4.2)

Wx 24

onde a funcao dissipacao é descrita como:

W = [(1— Z—i)Q(_—L)TQ +0.75)2, (4.3)
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e onde L é o comprimento de Monin-Obukhov.

Os coeficientes de difusdo mostrados (4.1 e 4.2) serao utilizados na

simulacao do modelo juntamente com o experimento de Copenhagen ja descrito.

4.2.2 Perfil da velocidade média do Vento

O perfil da velocidade média do vento é parametrizado seguindo a Teo-

ria de Similaridade de Monin-Obukhov e o modelo OML (Berkowicz et al., 1986
[4]):

u(z, z) = % [ln (z%) -V, (%) + ¥, <%>] se z < z, (4.4)
u(z, z) = u(2p) se z > 2, (4.5)
onde z, = min[|L|, 0.1z], k = 0.4 é a constante de Von Karman, u, ¢ a velocidade

de friccao, zy o comprimento de rugosidade e ¥,, é a funcao estabilidade dada por

(Paulsen, 1970 [34]):

2
v, = 2ln F—i_A} +In {1+A

} —2tan™" (A) + g (4.6)

com A definido por:

A= (1 . 16%)1/4. (4.7)

O perfil da velocidade média do vento derivado da equacao (4.4) sera

utilizado na simulagao do modelo no experimento de Copenhagen ja explicitado.
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4.3 Indices Estatisticos

A comparacao entre os dados de concentracao simulados no modelo
com os dados observados no experimento de Copenhagen ¢ feita através de indices

estatisticos presentes na literatura.

Os indices estatisticos aplicados baseiam-se em estudos desenvolvidos
por Hanna [21], que utilizam um procedimento padrao cléssico da area de dispersao
de poluentes na atmosfera. Em sua notacao, os indices o e p indicam as quantidades

observadas e preditas, respectivamente, C' é a concentragao de poluentes e o é o

desvio padrao.

Pode-se definir os indices da seguinte forma:

(CO — Cp)2
Co C,

1. Erro quadréatico médio normalizado: Nmse =

Informa sobre todos os desvios entre concentragoes dos modelos e ob-
servadas. E uma estatistica adimensional e seu valor deve ser o menor

possivel para um bom modelo.

(Co=Co) (Cr = Cy)

Oo Op

2. Coeficiente de correlagao: Cor =

Descreve o grau de associacao ou concordancia entre as variaveis. Para

um boa performance o seu valor deve ser préximo a 1.

3. Fator de dois: Fa2

C
Fragao de dados (%) que estao entre 0,5 < Ep <2
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C,—C,
4. Fragao de Inclinacao: Fb = S -
0,5 (C, + Cp)

Informa a tendéncia do modelo de superestimar ou subestimar as con-

centragoes observadas. O valor 6timo é zero.

5. Desvio fracional padrao: F's = ZM
0o+ 0p

O valor 6timo é zero.
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5 RESULTADOS

Os resultados das simulacoes da solucao analitica do modelo apresen-
tado neste trabalho, empregando perfis de K, (z, z) dados pelas equagoes 4.1 e 4.2 e
perfil de u dado pela equacao 4.4 agora sao apresentados. Para isso, foram usados
dados do experimento de Copenhagen (se¢ao 4.1.1). Além disso, a versatilidade do
codigo é testada com um exemplo ficticio em que se usa uma funcgao trigonométrica
dependente da variavel longitudinal para simular a existéncia da componente vertical

da velocidade do vento.

Para as tabelas 5.1,5.2 e 5.3; bem como para as figuras 5.1,5.3 € 5.5; o
cédigo foi rodado levando-se em consideragao um tempo de 18000s. Verificou-se, por
processo de tentativas, que o comportamento da solucao nao se altera para tempos
superiores a este, o que permitiu concluir que a partir de 18000s o problema pode

ser considerado no regime permanente.

As simulagoes foram realizadas fazendo-se uso do aplicativo Fortran90
em um microcomputador ATHLON XP 2200 1.79 GHz com 496 MB de memodria
RAM.

Primeiramente, sao mostradas nas tabelas 5.1,5.2 e 5.3, as convergéncias
numéricas dos resultados de concentracao obtidas para diferentes nimeros de au-
tovalores ener, enex e enez, respectivamente. Pode-se verificar a convergéncia dos

resultados, com varios algarismos significativos.
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Tabela 5.1: Convergéncia da concentracao utilizando a equacao 4.1, variando ener
e mantendo ener = enez =5

ener x=1m z=10m x=100m =z =1000m
5 0.0004375 0.0004358 0.00041975 0.00031451
10 0.0005090 0.0005057 0.00047546  0.00032227
15 0.0006935 0.0006705 0.00053000  0.00032337
20 0.0011992 0.0010880 0.00059486  0.00032423
25 0.0014874  0.0013027 0.00060696  0.00032453
30 0.0015223 0.0013243 0.00060718  0.00032450
35 0.0018355 0.0014838 0.00060739  0.00032438
40 0.0022935 0.0016777 0.00060743  0.00032428
45 0.0024278 0.0017244 0.00060743  0.00032425
50 0.0025088 0.0017430 0.00060743  0.00032427
60 0.0032177 0.0018558 0.00060744  0.00032433
70 0.0034226 0.0018691 0.00060743  0.00032433
80 0.0039590 0.0018880 0.00060743  0.00032430
90 0.0042068 0.0018903 0.00060743  0.00032431
100 0.0045404 0.0018919 0.00060743  0.00032432
150 0.0055452 0.0018922 0.00060747  0.00032461
200 0.0058682 0.0018922 0.00060747  0.00032461
250 0.0059608 0.0018922 0.00060747  0.00032462
300 0.0059807 0.0018922  0.00060747  0.00032461
350 0.0059831 0.0018922 0.00060747  0.00032461
400 0.0059833 0.0018922 0.00060747  0.00032461
450 0.0059834 0.0018922 0.00060747  0.00032461
500 0.0059834 0.0018922 0.00060747  0.00032461
1000 0.0059834 0.0018922 0.00060747  0.00032461
1500 0.0059834 0.0018922 0.00060747  0.00032461
2000 0.0059834 0.0018922  0.00060747  0.00032461
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Tabela 5.2: Convergéncia da concentracao utilizando a equacao 4.1, variando enez
e mantendo enex = ener =5

enez r=1m z=10m x=100m 2 =1000m
1 0.00043750  0.00043568 0.00041831  0.00030141
2 0.00043750  0.00043567 0.00041822  0.00030046
3 0.00043750 0.00043570 0.00041851  0.00030306
4 0.00043751  0.00043576  0.00041906  0.00030815
5 0.00043752  0.00043583 0.00041975  0.00031451
10 0.00043754 0.00043602 0.00041975  0.00033160
15 0.00043753  0.00043601 0.00042166  0.00033089
20 0.00043753  0.00043598 0.00042156  0.00032827
25 0.00043753  0.00043595 0.00042127  0.00032607
30 0.00043753  0.00043595 0.00042102  0.00032554
35 0.00043753  0.00043595 0.00042096  0.00032558
40 0.00043753  0.00043595 0.00042097  0.00032591
45 0.00043753  0.00043596  0.00042100  0.00032620
50 0.00043753  0.00043596  0.00042104  0.00032615
60 0.00043753  0.00043595 0.00042103  0.00032593
70 0.00043753  0.00043595 0.00042101  0.00032589

Tabela 5.3: Convergéncia da concentragao utilizando a equacao 4.1, variando enex
e mantendo enez = ener =5

enez r=1m z=10m 2x=100m 2 =1000m
1 0.00043750 0.00043571 0.00041859  0.00030405
2 0.00043751 0.00043573 0.00041881  0.00030615
3 0.00043751  0.00043576  0.00041862  0.00030437
4 0.00043751  0.00043581 0.00041955  0.00031292
5 0.00043752  0.00043583 0.00041975  0.00031451
10 0.00043753  0.00043593 0.00042080  0.00032049
15 0.00043753  0.00043601 0.00042107  0.00032074
20 0.00043753  0.00043596  0.00042148  0.00032105
25 0.00043753  0.00043600 0.00042145  0.00032094
30 0.00043754  0.00043600 0.00042174  0.00032128
35 0.00043754 0.00043603 0.00042162  0.00032114
40 0.00043754 0.00043602 0.00042186  0.00032128
45 0.00043754 0.00043604 0.00042171  0.00032117
50 0.00043754  0.00043603 0.00042193  0.00032132
60 0.00043754  0.00043605 0.00042197  0.00032131
70 0.00043754 0.00043606 0.00042199  0.00032133
80 0.00043754 0.00043607 0.00042200  0.00032132
90 0.00043754 0.00043607 0.00042200  0.00032132
100 0.00043754  0.00043607 0.00042200  0.00032132
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Observa-se, pela figura 5.1, a convergéncia numérica dos resultados da
concentracao de poluentes expostos na tabela 5.1 com o aumento dos autovalores

ener. Utilizou-se z = 1m.

Na figura 5.2 é mostrado o grafico do tempo de processamento para se

calcular a concentracao em funcao do nimero de autovalores ener.

As figuras 5.3 e 5.4 apresentam, respectivamente, a convergeéncia dos
resultados da concentracao de poluentes expostos na tabela 5.2 com o aumento
dos autovalores enez e o tempo de processamento para se calcular a concentragao
em funcao do nimero de autovalores enez. Novamente, os gréficos foram obtidos

utilizando-se z = 1m.

Da mesma forma, as figuras 5.5 e 5.6 apresentam, respectivamente, a
convergencia dos resultados da concentracao de poluentes expostos na tabela 5.3
com o aumento dos autovalores enex e o tempo de processamento para se calcular

a concentracao em funcao do numero de autovalores enex.
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Nas tabelas 5.4 e 5.5 encontram-se, respectivamente, as concentracoes
para os nove experimentos de Copenhagen. Co representa as concentragoes obser-
vadas experimentalmente. Os resultados obtidos utlizando GITT Dupla sao com-
parados com resultados experimentais e com dados obtidos por Moreira [23] e De-
grazia [15] respectivamente. A férmula da inversa da GITT foi truncada para os

seguintes nimeros de autovalores ener = 350, enex = 50 e enez = 40.

Tabela 5.4: Concentragdes integradas lateralmente (Cp) para o Experimento de
Copenhagen utilizando a equacao (4.1) em diferentes distancias da fonte.
As concentragdes sao normalizadas pela taxa de emissao (¢/Q) e Co rep-
resenta as concentragoes observadas.

Exp. 2 Distancia Co Cp — GITT Dupla Cp — Moreira(1999)
(m) (m) (10~*sm—2) (10~*sm—?) (10~*sm—2)
1 1980 1900 6.48 6.75 7.16
3700 2.31 4.05 3.95
2 1920 2100 5.38 4.05 4.05
4200 2.95 2.72 2.87
3 1120 1900 8.20 7.71 7.86
3700 6.22 5.08 5.12
5400 4.30 3.94 3.78
4 390 4000 11.66 8.93 9.04
5 820 2100 6.72 7.47 7.18
4200 5.84 6.05 6.08
6100 4.97 4.95 5.04
6 1300 2000 3.96 3.03 2.97
4200 2.22 2.22 2.30
5900 1.83 1.79 1.86
7 1850 2000 6.70 4.22 4.42
4100 3.25 2.57 2.71
5300 2.23 2.11 2.14
8 810 1900 4.16 4.64 4.70
3600 2.02 3.23 3.23
5300 1.52 2.62 2.50
9 2090 2100 4.58 3.90 3.91
4200 3.11 2.59 2.75

6000 2.59 1.99 1.00
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Tabela 5.5: Concentragoes integradas lateralmente (Cp) para o Experimento de
Copenhagen utilizando a equagao (4.2) em diferentes distancias da fonte.
As concentragoes sao normalizadas pela taxa de emissao (¢/Q) e Co re-
presenta as concentragoes observadas.

Exp. z Distancia Co Cp — GITT Dupla Cp — Degrazia(2001)
(m) (m) (10~*sm—?) (10~*sm—?) (10~*sm—?)
1 1980 1900 6.48 6.65 5.17
3700 2.31 4.32 3.12
2 1920 2100 5.38 2.84 3.16
4200 2.95 1.80 1.84
3 1120 1900 8.20 6.19 6.53
3700 6.22 4.15 3.99
5400 4.30 3.34 3.31
4 390 4000 11.66 8.22 7.96
5 820 2100 6.72 6.20 7.12
4200 5.84 4.40 4.58
6100 4.97 3.64 3.714
6 1300 2000 3.96 2.29 2.58
4200 2.22 1.50 1.53
5900 1.83 1.21 1.24
7 1850 2000 6.70 3.35 3.39
4100 3.25 1.94 1.89
5300 2.23 1.62 1.59
8 810 1900 4.16 3.91 4.11
3600 2.02 2.78 2.70
5300 1.52 2.36 2.37
9 2090 2100 4.58 2.70 2.96
4200 3.11 1.69 1.73
6000 2.59 1.32 1.34
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A tabela 5.6 apresenta os resultados dos indices estatisticos obtidos pelo
uso da GITT Dupla e comparados com os obtidos por Moreira[23] e Degrazia[15].
Observa-se nos resultados obtidos pela GITT Dupla, um erro quadratico médio
(Nmse) baixo, a fragao de inclinagao(Fb) proxima de zero e um fator de dois (Fa2)

de 1 indicando bons resultados.

Tabela 5.6: Indices estatisticos para os dados de Copenhagen

Modelo Nmse Cor Fa2 Fb Fs
GITT Dupla(eq.4.1)  0.04 0.91 1 0.06 0.19
Moreira[23] 0.06 0.92 1 0.06 0.19
GITT Dupla(eq.4.2) 0.14  0.86 1 0.27 0.24
Degrazia[l5] 0.16 089 1 028 0.27

Os indices obtidos com o primeiro coeficiente de difusao 4.1 se apresen-
tam melhores, pois Nmse, Fb e F's estao mais proximos de zero, Fa2 é igual a 1 e

Cor esta mais proximo de 1.

Observa-se pelo grafico de espalhamento 5.7 a boa concordancia dos
dados obtidos pela solucao via GITT dupla e Transformada de Laplace com os

dados experimentais.

O gréafico de espalhamento 5.8, apesar de nao apresentar resultados tao
proximos dos obtidos experimentalmente, evidencia a boa concordancia dos dados
obtidos neste trabalho com os dados obtidos por Degrazia et al [15]. Tratam-se de
duas abordagens diferentes mas que resolvem equagoes similares e que usam o mesmo
coeficiente de difusao turbulento. O fato destes resultados estarem préximos entre si
e levemente diferentes dos resultados experimentais sugere que a diferenca observada

seja devido a parametrizagao utilizada e nao aos métodos de solugao utilizados.
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As tabelas 5.7 e 5.8 apresentam, respectiamente, os resultados das con-
centragoes para os experimentos de Copenhagen quando sao considerados intervalos
de tempo e as médias destes resultados em todo intervalo. A férmula da inversa da
GITT foi truncada para os seguintes niimeros de autovalores ener = 350, enex = 20

e enez = 15.

Tabela 5.7: Concentragdes integradas lateralmente (Cp) para o Experimento de
Copenhagen utilizando a equagao (4.1) em diferentes distancias da fonte
e intervalos de tempo. As concentracoes sao normalizadas pela taxa de
emissao (¢/Q) e Co representa as concentragoes observadas.

Intervalo I Intervalo II Intervalo TIIT

Exp. Distéancia Co Cp Co Cp Co Cp
(m) (10*sm=2)  (107*sm™2) (107*sm~2) (107*sm~2) (10~*sm~2) (10~*sm—?)

1 1900 5.60 5.91 8.27 6.66 5.51 6.45

3700 1.74 3.68 2.25 4.55 3.02 3.97

2 2100 4.36 3.36 5.14 3.77 6.73 3.96

4200 2.72 2.45 1.96 2.49 4.20 2.58

3 1900 6.00 7.38 9.26 8.37 9.32 7.31

3700 4.70 4.78 6.53 5.34 7.62 4.72

5400 3.93 3.82 5.24 4.90 4.01 3.82

4 4000 6.26 8.85 9.97 8.82 17.37 8.96

5 2100 5.78 7.97 8.62 7.91 5.89 7.84

4200 5.09 6.11 6.55 6.10 5.91 6.04

6100 5.07 4.97 5.37 4.94 4.65 4.92

7 2000 2.72 4.08 12.74 3.90 5.25 3.87

4100 2.31 2.50 1.34 2.39 2.42 2.38

5300 2.45 2.07 0.64 1.97 1.49 1.96

8 1900 4.00 4.75 4.84 4.37 3.65 4.82

3600 2.31 3.22 1.34 2.98 2.42 3.27

5300 2.45 2.74 0.64 1.75 1.49 2.76

9 2100 3.98 3.60 3.93 3.80 5.90 3.67

4200 3.46 2.37 2.44 2.46 3.40 2.40

6000 3.96 1.83 2.04 1.89 1.76 1.86

Pode-se observar pelo gréafico 5.9 que, de uma forma geral, também
quando o problema ¢é resolvido em regime transiente ha uma boa concordancia dos

dados obtidos neste trabalho com os dados experimentais.
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Tabela 5.8: Média das concentragoes integradas lateralmente (Cp) para o Ex-
perimento de Copenhagen utilizando a equacao (4.1) em diferentes
distancias da fonte e intervalos de tempo (Int.). As concentrages sao
normalizadas pela taxa de emissdo (¢/Q) e Co representa as concen-
tragoes observadas.

Exp. Distancia Média Temporal Co Média Temporal Cp

(m) (10~*sm—?) (10~*sm—?)
1 1900 6.46 6.45
3700 2.34 4.06
2 2100 5.41 3.70
4200 2.96 2.51
3 1900 8.19 7.69
3700 6.28 4.95
5400 4.39 4.18
4 4000 11.20 8.88
5 2100 6.76 7.90
4200 5.85 6.08
6100 5.03 4.94
7 2000 6.90 3.95
4100 2.02 2.42
5300 1.53 2.00
8 1900 4.16 4.64
3600 2.02 3.15
5300 1.53 241
9 2100 4.60 3.69
4200 3.10 241

6000 2.59 1.86
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Para evidenciar a versatilidade do algoritmo proposto, o cédigo foi ro-
dado para uma situacao ficticia. Se impos, de forma sintética, uma funcao para

representar artificialmente a componente vertical do vento

w(zx, z) = wacos (wb x) , (5.1)

2

onde wb = 3500

e 4.

e wa é a velocidade que, nestas simulagoes, foi avaliada para 0,1,2,3

Os graficos 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 e 5.14 apresentam os resultados obti-
dos para concentracao de poluentes quando é considerado um vento vertical ficticio
comentado acima. Além disso, os graficos foram gerados com dominio reduzido
(xmaz = 1150 e zmax = 1150) objetivando melhor vizualizagao. Utilizou-se o

K,(z, z) exposto na equagao 4.1.

X

Figura 5.10: Gréafico de isolinhas dos dados de concentragao do modelo(Cp) uti-
lizando a equacao 5.1 e wa = 0
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X

Figura 5.11: Gréafico de isolinhas dos dados de concentragao do modelo(Cp) uti-
lizando a equacao 5.1 e wa =1

X

Figura 5.12: Grafico de isolinhas dos dados de concentragdo do modelo(Cp) uti-
lizando a equacao 5.1 e wa = 2
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X

Figura 5.13: Gréafico de isolinhas dos dados de concentragao do modelo(Cp) uti-
lizando a equacao 5.1 e wa = 3

X

Figura 5.14: Grafico de isolinhas dos dados de concentragdo do modelo(Cp) uti-
lizando a equacao 5.1 e wa =4
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Pode-se observar pequenas oscilagoes no contorno, que sao tipicas de
expansoes trigonométricas. Além disso, vé-se um comportamento condizente com
o esperado, ja que os poluentes se dispersam mais com o aumento da componente
vertical do vento e se afastam da fronteira = 0 na condicao de vento relativamente

alto.

Esta simulagao de w(z, z) foi utilizada com objetivo ilustrar a situacao
de vento vertical e evidenciar mais uma utilidade do cédigo computacional desen-

volvido.

Os graficos 5.15, 5.16 e 5.17 correspondem ao comportamento da con-
centracao de poluentes com a variagao temporal. Considerou-se trés casos distintos
para o tempo: tempo 0s, onde ainda nao hé emissao de poluentes; tempo 80s, onde
ja pode ser verificada a dispersao; e tempo 18000s, que corresponde a condi¢ao em

regime permanente.

X

Figura 5.15: Gréafico de isolinhas dos dados de concentracao do modelo(Cp) para
t=0s
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X

Figura 5.16: Grafico de isolinhas dos dados de concentracao do modelo(Cp) para
t = 80s

X

Figura 5.17: Gréfico de isolinhas dos dados de concentragdo do modelo(Cp) para
t = 18000s
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada a aplicagao da técnica GITT dupla para
a solucao de um problema bidimensional transiente de polui¢ao na CLC que utiliza
o chamado Modelo Kzz. A equacao difusivo-advectiva utilizada para representar
o problema é resolvida na sua forma completa sem que nenhum termo tenha sido
desprezado ou simplificado. Os coeficientes de difusao e adveccao utilizados, bem
como as componentes longitudinal e vertical da velocidade do ar sao dependentes

das variaveis espaciais.

Além disso, como ha condicao de contorno nao homogénea, utiliza-se
um filtro matematico, que permite o uso da técnica GITT. O filtro escolhido garantiu
que o problema fosse resolvido com boa precisao dos resultados mesmo para uma
ordem relativamente baixa de autovalores. Isto é de especial relevancia na aplicagao

multidimensional de métodos espectrais.

A solucao final é encontrada na forma de somatdérios infinitos, que para
obtencao dos resultados sao truncados. A escolha da ordem de truncamento permite
controlar o erro da solucao. Este detalhe é de muita utilidade para avaliacao do
modelo matematico utilizado. Diferencas da solucao obtida, quando comparada
com resultados de referéncia, tanto podem ter origem na metodologia de solugao,
quanto no modelo utilizado. Uma vez que o erro da técnica de solugao é passivel de

estimativa, a acuidade do modelo usado é verificada de imediato.

Uma analise geral dos resultados mostra que o modelo de dispersao de
poluentes com as parametrizagoes utilizadas produz uma boa concordancia com as
concentracoes medidas para o experimento de Copenhagen. Quando a concordancia
¢ maior com outra solucao obtida, é de se concluir que o modelamento utilizado

pode nao ser capaz de reproduzir algumas situacoes fisicas.

No que se refere ao conhecimento da autora, este é o tnico trabalho

existente na literatura que utiliza GITT dupla com solucao do problema transfor-
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mado construida a partir de Transformada de Laplace e diagonalizacao de matrizes
aplicado a esta classe de problemas. Pode-se citar que esta metodologia tem como
principais vantagens inexisténcia de inversoes das transformadas integrais numéricas
e excelente generalizagao do algoritmo no que se refere as caracteristicas dos coe-
ficientes de advecgao e difusao da equacao resolvida. O cédigo construido permite
que estes coeficientes sejam varidveis, constantes ou mesmo nulos. Outras aborda-
gens analiticas como Transformada de Laplace dupla e GITT simples nao podem
ser tao genéricas e ainda correm o risco de apresentar problemas de mal condiciona-
mento se algum destes coeficientes estiver préximo de zero. No caso de problemas de
poluicao atmosférica, esta situagao ocorre, por exemplo, na simulacao em condig¢oes
de vento fraco. Além do que, estas abordagens tém sua complexidade aumentada

se a equacao a ser resolvida tiver coeficientes variaveis.

Em trabalhos futuros, pretende-se testar novas parametrizagoes turbu-

lentas que dependam das coordenadas longitudinal e transversal simultaneamente.

Além disso, objetiva-se utilizar a mesma técnica para determinacao dos
perfis de velocidade do ar atmosférico. Para isso seriam resolvidas as equacgoes de
Navier-Stokes bidimensionais. Num primeiro momento para situagoes de vento fraco
e num segundo de vento forte onde seriam contemplados a Hipétese de Reynolds e
modelamentos de turbuléncia. Em uma abordagem deste tipo, a nao-linearidade
das equacoes de Navier-Stokes é carregada para o problema transformado, obri-
gando o uso de algoritmos de lineariza¢ao como em [43]. Esta seria, inclusive, uma
boa oportunidade para utilizar diferentes formas de linearizacao em confrontos com

aquela usada em [43].

Pode-se sugerir, também, a solucao de problemas de poluicao tridi-
mensionais transientes pela técnica GITT tripla e Transformada de Laplace, ou
ainda, GITT tripla e solugao recursiva do problema transformado por expansao em
polindmios; uma vez que a Transformada de Laplace associada a diagonalizagao tem

limitacoes para solucao de sistemas EDO muito grandes.
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Por tultimo, pretende-se investigar a solucao de problemas que contem-
plem o relevo, tornando mais realista a abordagem e permitindo a simulagao de casos
nao idealizados. Para isso, pretender-se-ia usar uma simples mudanga de variaveis
que contemplasse o relevo, uma vez que uma transformacao conforme acarreta em
severas complicagoes matematicas do problema transformado. Outra alternativa

seria a discretizacao e solucao por diferencas finitas da varidvel axial.
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