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RESUMO

Este trabalho é uma sintese da transformada de Fourier na forma disc-
reta e uma de suas principais aplicagoes a computagao grafica, a restauracao de
imagens corrompidas por movimento, seja do aparelho 6ptico ou da prépria im-

agem.
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ABSTRACT

This work ...



1 INTRODUCAO

A transformada rapida de Fourier foi um dos grandes passos que a
humanidade conquistou. Uma vez que descobre-se um novo algoritmo que economiza
custo computacional e ha varios pesquisadores com implementacoes cujo tempo de
processamento ¢ invidvel, ocorre uma corrida para tentar usar de alguma forma este
algoritmo na implementacao de seus projetos. Este é o avan¢o que a Transformada
Répida de Fourier possibilita, diminuir o tempo de processamento em aplicagoes
que variam desde resolucao de equacgoes diferenciais, equagoes integrais, problemas

inversos até incluir problemas de teoria dos nimeros.

A motivacao inicial para a criacao da transformada réapida de Fourier
foi de criar um algoritmo que permitisse acelerar o processamento da interpolacao de
uma grande quantidade de dados por polinémios trigonométricos, que é um método
usado em ()ptica, Mecanica Quantica e inimeros problemas de simulacao. A inter-
polacao de 2m pontos de dados pelo calculo direto requer aproximadamente 4m?
multiplicagoes e 0 mesmo nimero de adigoes. Em areas que requerem interpolagao
trigonométrica costumam-se ser necessarios calculos com milhares de pontos, o que
torna necessario uma avaliagao de milhoes de operacoes onde o erro de arredonda-
mento associado costuma dominar a aproximagao. Em 1965, J. W. Cooley e J. W.
Tukey publicaram na revista Mathematics of Computation um método que requeria
em torno de m.logom multiplicacoes e adi¢oes, desde que fosse escolhido uma quanti-
dade apropriada de termos, o que possibilita a diminuicao de ntimero de célculos de
milhoes para milhares, por isso recebendo o nome de ” Algoritmo da Transformada

Rdapida de Fourier”.

Neste trabalho a implementagao do algoritmo FFT (Fast Fourier Trans-
form) foi realizado na versao Radix 2 com decrescimento em freqiiéncia, por ser esta
a forma mais adequada para trabalhar com tratamento de sinais. Como a trans-
formada rapida de Fourier possui bom rendimento em sua versao paralela foram

realizados testes do algoritmo FFT em cluster de 4 pcs e na estacao de trabalho
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SUN 8600 utilizando 2, 4, 8 e 16 processadores, utilizando a linguagem Fortran 90,
juntamente com a biblioteca de troca de mensagens MPI (Message Passage Infor-

mation).

No capitulo 2 descrevem-se as particularidades da Transformada de
Fourier na sua forma discreta e a comparacao com o modo continuo, listando as
propriedades, as caracteristicas e aplicagoes simples da Transformada Discreta de

Fourier (DFT) e sua evolugao para Transformada Répida de Fourier.

No capitulo 3 discute-se o algoritmo FFT em duas versoes seqiienciais
implementadas e a respectiva adaptacao ao ambiente paralelo MPI, incluindo resul-

tados sobre escalabilidade e eficiéncia dos algoritmos.

No capitulo 4 aplica-se o Algoritmo FFT em tratamento de imagens-
exemplo e para restauracao de imagens com efeitos indesejados, como por exemplos

distorcoes causadas por camera em movimento e imagens corroidas por insetos.

No capitulo 5 estuda-se uma aplicagao envolvendo a equacao de Poisson,
utilizando a parte imaginaria da FFT como método de diagonalizacao da matriz

associada a discretizacao das derivadas parciais envolvidas.



2 TRANSFORMADA DE FOURIER

A Transformada de Fourier é, em esséncia, uma ferramenta matemaéatica
que realiza a transicao entre as variaveis tempo e freqiiéncia de sinais. Este capitulo
tem como objetivo principal resumir as principais propriedades da Transformada
de Fourier e apresentar técnicas computacionais para sua determinacao na forma
discreta, chamada DFT (do inglés “Discrete Fourier Transform”), e alguns de seus
algoritmos rapidos, chamados coletivamente de FET (do inglés “Fast Fourier Trans-

form”).

Existe uma vasta literatura que trata das caracteristicas da transfor-
mada de Fourier. Na forma continua ha iniimeras obras, onde se encontram textos
resumidos e baseados em aplicagoes como em [16] e [14] e outras com um extenso
rigor matematico, como em [12]. Na forma discreta as principais obras de referéncia
sao [1] e [8], que formam uma base sélida para o entendimento e aplicacao da Trans-

formada Discreta de Fourier. A seguir, apresentaremos alguns destes conceitos.

2.1 Condicoes suficientes

Seja f uma funcao que possua as caracteristicas do teorema integral de

Fourier, ou seja, f(x) e f'(x) sdo seccionalmente continuas num intervalo finito e

/ |f(x)| dz converge.

O teorema integral de Fourier estabelece que:
f(z) = / A(a)cos(ax) + B(a)sen(ax)dx (2.1)
0

onde: \

Ala) = %/_OO f(x) cos axdz

(2.2)

B(a) = %/_OO f(z) sin cwdx



2 Transformada de Fourier 4

A equagao (2.1) é vélida se nao houver pontos de descontinuidade; caso

f(z+0)+f(z—0
2

contrério, substitui-se f(x) por ). Deve-se salientar que estas condicoes

sao suficientes, porém nao necessarias.

2.1.1 Formas equivalentes do Teorema Integral de Fourier

Podemos reescrever o teorema nas formas:

flz) = %/:_OO /uio_oo f(u) cos a(z — u)duda (2.3)

f(z) = % / Z / Z f(w)e ™ duda (2.4)

De forma andloga, para f(z) descontinua, substitui-se f(z) por w.

2.2 Transformada Continua de Fourier

Da equagao (2.4) temos que':

Fla) = / Flu)e ™ du (2.5)
e, na forma inversa,

flx)=—= /_OO F(a)e™*da. (2.6)

[e.e]

A fungao F(a) em (2.5) é chamada transformada de Fourier de f(z),
e costuma-se representar por F(a) = F{f(z)}. Analogamente, a funcao f(x) em
(2.6) é a transformada inversa de F(a) e representamo-la por f(z) = F'{F(a)}.
Oppenhein, em [9] utiliza, entretanto, a definigdo do par da transformada continua

de Fourier para uma seqiiéncia x(n):

X(e¥) = Z x(n)e ™"
HT*OOW (2.7)
x(n) = 5/ X (e“™)dw

'As constantes 1 e % nas equagoes (2.5) e (2.6) podem ser alteradas para quaisquer outras
desde que o produto entre as duas seja igual a %
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O simbolo w usado em (2.7) tem o significado fisico de freqiiéncia an-

gular, dado em radianos por sequndo, que obedece a simples lei w = 27 f.

E conveniente utilizar (2.7) quando se trabalha com sinais digitais, ou
seja, sinais cuja amplitude e cujo tempo sao discretos. Em oposicao, é comum tratar
sinais analogicos, isto €, sinais com continuidade na varidavel tempo e na amplitude,

com (2.5).

A convergeéncia da transformada de Fourier é sujeita a diferentes defi-

nicoes e interpreta@ées. Se x(n) for absolutamente aditiva, em outras palavras tiver

a propriedade Z |z(n)| < oo, entdo a série é dita absolutamente convergente e
n=—oo

converge uniformemente para uma func¢ao continua de w. Segundo [4], tal condi¢ao

é, em quase todos os casos, satisfeita na pratica, e nesse caso a seqiiéncia possui
o0

energia finita, o que matematicamente significa E lz(n)|* < co. A reciproca,

n=—oo

sen (won)

porém, nao é verdadeira, pois a seqiiéncia z(n) = possui energia finita e

™
nao é absolutamente aditiva.

A transformada de Fourier pode ser interpretada como um limite da
série de Fourier. Seja f uma funcao L' em [—L, L], periédica e de periodo 2L. A

série de Fourier de f é dada por:
f(z) ~ —ao + Z ay, cos( )+ b Sen<nzx)) (2.8)

Usando a férmula de Euler, ¢ = cos(6) + isen(f) vem,

i0 —if
cosf— e
2
(2.9)
0 —if
senf = i
21

o que possibilita escrever:

nw nmwx a b : a b ,
— n n inmx/L n__“n —inma/L
<ancos(L>+bsm<L>> (2—1—%)6 +<2 22,)6 )

(2.10)
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inmx/L

Temos portanto o coeficiente ¢, de e como:
1( by) 1 L £ )< nwrr . nm:) (2.11)
cn = =(a, —ib,) = — x) | cos—— — isen—— )
2 2L ) _; L L

L
Definindo ¢y = % = %/ f(x)dx teremos:
L

1 [t :
Cp = —/ f(x)e ™/ tde;  para n=0,41,+2, ... (2.12)
2L J_;

Concluindo, pode-se escrever a série de Fourier na forma:

f@) ~ i cpe It (2.13)

n=—oo

nm
Introduzindo a notacao &, = T paran = 0,+1,£2... podemos escrever:

1 [r :
Cn:_/ f(x)e ®odz, n=0,+1,+2, ... (2.14)
oL |,

Definindo h = % teremos

flz) ~ — Z he, e/ (2.15)

Quando L — oo temos h — 0, e o somatoério passa a ter o aspecto de uma soma de

Riemann para a integral de ¢,e®"®. Temos portanto que as expressoes:

1 - —i€x
c(€) = \/—Q_W/—oo f(x)e " dx (2.16)

1 o0
f(l")NE .

formam a transformada de Fourier e a transformada inversa de Fourier, respectiva-

c(&)e**dx (2.17)

mente.

Boa parte das aplicacoes da Transformada de Fourier utilizam funcoes
de variavel real; todavia, a transformada de uma funcao real é, via de regra, com-

plexa, o que nos leva a considerar F'(u) = R(u) + il(u), onde R(u) e I(u) sao as
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partes real e imaginaria de F'(u). Podemos expressar a fungao de valores complexos

na forma polar, ou

Flu) = [P, (2.18)

onde
|[F(u)| = [R*(u) + I*(w)]?, (2.19)

e
[ I(w)

= tan™" : 2.20
o) = tan™ | 5 (2.20)
O termo |F(u)| é chamado espectro de Fourier da funcao f(x) e ¢(u)
é chamado angulo da fase; |F(u)|* = R? 4+ I? ¢ denominado densidade espectral de

f(x) e possui aplicagoes em imagens. A varidavel u que aparece na transformada é

freqiientemente chamada de variavel freqiiéncia, cujo nome é originario da exponen-

—i2mux —i2Tux

cial complexa e , que pela férmula de Eiiler e = cos(2mux) — i.sen(2mwux)
deixa evidente que (2.5) é composta por uma soma infinita de senos e cossenos;
e mais ainda, cada valor de u determina a freqiiéncia de seu correspondente par

Seno-cosseno.

2.3 Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Seja uma seqiiéncia x,, que represente N amostras consecutivas de um
sinal contiguo z(t). A transformada discreta de Fourier (DFT) de N termos é

definida por?:
N-1
Xp=> znW™, k=01,.,N-1

m=0

(2.21)

2Encontra-se na literatura tanto as letras i’ como ’j’ para designar a unidade imagindria. Livros
sobre Engenharia Elétrica costumam utilizar a letra ’j’ enquanto livros de Matematica ou Com-
putagao a letra i’
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Uma propriedade importante da DFT é a unicidade do par z,, e X
utilizando a DFT como operador, com a transformada direta definida em (2.21) e a

transformada inversa definida por:
:iNZ_IYW”“ 1=0,1,..,N—1 (2.22)
yl N £ k > N . .
Deve-se observar que W nada mais é do que a enésima raiz primitiva da
unidade. O tratamento completo das raizes primitivas é bem conhecido e pode-se
encontrar em [17]. Cada valor da poténcia (W7, j € Z) é chamado fator de rotagao,
pois cada poténcia divide o ciclo unitario no plano complexo por argumentos de

mesma abertura.

A Transformada Discreta de Fourier relaciona a n-upla g, entre os
nimeros complexos g = [go, g1, ---,gn—1]° € o vetor de valores complexos g, de um
espago vetorial com a mesma dimensdao N dada por (2.21), que juntamente com
(2.22) formam o nicleo da DFT. Ela nada mais é do que o produto interno dos

vetores g com o conjunto de M vetores ortonormais descritos por
by = [1L, WY, Way, o, W] (2.23)
onde b, é a base de vetores ortonormais.

Usando a definicao de produto interno de vetores com valores com-

plexos, podemos escrever
N-1
<g.h>=)"g.hi, (2.24)
n=0

e a transformada discreta de Fourier se reduz a g =< ¢,b, >, o que justifica uma
forma matricial para DFT. Isto significa que o coeficiente g, no espaco de Fourier
é obtido pela projecao do vetor g sobre a base b,. As N bases vetoriais b, sao

ortogonais uma a outra, ou seja:

1 sewv=1
< by, b, >=0y_y = (2.25)

0 caso contrario.
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Por conseqiiéncia, o conjunto b, forma uma base ortonormal para o
espago vetorial e, assim, cada vetor do espago pode ser expresso como combinagao
linear dos vetores da base do espaco de Fourier. A DFT calcula as projecoes do
vetor g em todos os vetores da base diretamente, ou seja, as componentes de g nas

direcoes dos vetores da base.

Sob esta éptica a DFT é um funcao que transforma coordenadas num
espago vetorial com N dimensoes, com a peculiaridade de trabalhar no corpo dos
complexos, e nao dos reais como em transformacoes mais familiares como rotagao

em espaco tridimensional, e de ter um grande niimero de dimensoes.

Ao contrario do caso continuo, nao ha sentido em discutir a existéncia

da Transformada Discreta de Fourier, uma vez que (2.21) sempre existe.

Usando a relacao de ortogonalidade, temos que

it . N ser=u
E 2N T 2My — (2.26)
= 0 caso contrario.

que é de facil verificacao, uma vez que

eFT = | = 1. (2.27)

F(u) =
U N | (2.28)

2.3.1 Forma matricial da DFT

E possivel tratar a DFT na forma matricial

Xy = [Fllen) (2.29)
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onde [F] é a chamada matriz de Fourier a qual é uma matriz quadrada, de ordem

N, definida por:

[Fpp) = wik=bi=n, (2.30)

E importante observar que o termo X, é igual & soma de todos os
valores de z,, de (2.21) e, por esta razdo, X, é chamada de componente constante
ou componente DC da transformada de Fourier. O termo DC vem do inglés “direct
current”, que é um termo utilizado por engenheiros elétricos para se referir a uma
fonte de corrente-voltagem constante, em contraste a fontes cuja voltagem varia de

forma senoidal.

A matriz [F] possui inversa, dada por

N N
1 . , 1 o
[F; ;F; ] = ~ » WD RO — ~ » Wk, (2.31)
k=1 k=1

A titulo de exemplo, abaixo mostra-se a matriz de Fourier e sua inversa

para N = 4.

1 1 1 1
e |y 0.32)
1 (=0)? (=)t (=1)°
|1 (i () (i)
[ 11 1 1 ]
o1 1 7 2 3
F, =1 L2 (2.33)
_1 i3 4 29_
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e, obviamente, I = FF~! onde I é a matriz identidade. Este é um resultado

particular do teorema abaixo:

Teorema 2.1. [Fy] e [Fy'] sdo matrizes inversas.

Demonstragao. Por hipétese, temos: [F; ;] = WD e [F 1] = W-=D0=1,
N
. . 1 o

-1 1 N 1= —k(j—1) — E i—7)k

[FiiFij] = & 2= U U N k=1 e
| X

Para i = j [IFMIF;}] =¥ E WO =1

k=1

o WN(z—j)WZ—] — W W (1_])<|/"/ N(i—j) _ 1)
£33 WD) - -
Para ¢ 7é ] £ V= W(Z'_j) -1 - W (i—3) — 1

Como W significa a primeira raiz n-ésima da unidade, entao W& = 1mod(N) =

WNE) = WN = 1mod(N) = WNGE) — 1 =0.

Como a matriz de Fourier é quadrada, de dimensao N, entaoi—j < N,

N
o 1 (i
11—, 4 (l— ) —
logo W*™7 # 1. Assim N kg_l W) = 0. O

Como cada elemento de X, é obtido pelo produto interno de uma linha
de [F] pelo vetor de entrada x(n), o que necessita que se efetuem N multiplicagoes,
teremos ao todo N? operacoes de multiplicacao, o que computacionalmente é uma
operagao cara. O algoritmo FFT é de suma importancia pelo fato de se conseguir
diminuir significativamente a complexidade da DFT, e serd tratado mais adiante

ainda neste capitulo.

2.3.2 Interpretagao fisica da Transformada de Fourier

Um processo fisico pode ser descrito em seu dominio temporal, tomando
valores de uma determinada quantidade h em fungao do tempo, neste caso h(t); ou
em dominio freqiiencial, cujo processo é especificado pela amplitude H (via de regra
um niimero complexo que também informa a fase) como uma funcao da freqiiéncia, f

denotado por H(f). Deve-se entretanto relacionar h e H como duas representagoes
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da mesma funcao, utilizando como operador a transformada de Fourier. Neste caso

as equagoes (2.5) e (2.6) podem ser escritas como

H(f) = / h h(t)e 2™t dt (2.34)
h(t) = /_ h H(f)e*™Itqf (2.35)

Caso t seja medido em segundos terfamos f, na equagao, (2.34) medidos em ciclos
por segundo, se h é fungao da posigao = (supostamente em metros), entdo H seria

uma fun¢ao de ciclos por metro (inverso do comprimento de onda).

2.4 Comparacao entre a Transformada Continua e a

Discreta de Fourier

Frequientemente, sinais discretizados no tempo sao provenientes de sinais
continuos obtidos por uma amostragem periddica. Por exemplo, seja a funcao
definida por:

1 selz| <3,
fz) = (2.36)

0 selz|>3.

A transformada de Fourier desta fungao é dada por:

F(a) = /OO flu)eo = /a prion _ CM T psn(e0) g (037

—Q

Figura 2.1: Transformada de Fourier da funcao (2.36)
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Poderfamos desta fungao (2.36) ter discretizado o sinal, obtendo o

grafico mostrado na Figura 2.2

Figura 2.2: Valores discretos da funcao (2.36)

Figura 2.3: Transformada Discreta da funcao anterior.
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Consideremos, de forma geral, um sinal analégico z,(t) cuja repre-

sentacao de Fourier é:

Tq(t) = % / h X, (iQ)e™dS (2.38)
X,(iQ) = /_ h To(t)e M dt (2.39)

A seqiiéncia x(n) com valores x(n) = z,(nT) é chamada origindria de
z,4(t) por amostragem periddica, e T é dito periodo da amostra. Para determinar a
maneira como x(n) representa o sinal original x,(n), é oportuno relacionar X, (i€2),
a transformada continua no tempo de Fourier de x,(t), com X (¢*), a transformada

discreta de Fourier de z(n).

Usando (2.38), podemos escrever
1 [ ,
v{n) = a(nT) = 5 / X, (i) T 40 (2.40)
™ — 0o
Utilizando (2.7), ou seja, a transformada em dominio de tempo discreto, temos:

x(n) = % /j X (e™)e™ ™ dw (2.41)

Para relacionar as duas equagoes anteriores, é comodo expressar (2.40) como a soma
. . . , ™ .
de integrais sobre intervalos de periodo T assim:
0o (2r+1)w

> . j) X, (i9)e T 40 (2.42)

r=—00

1

x(n) = Py

2mr
Alterando a variavel €2 para Q—i—T, obtemos uma redugao nos limites de integracgao:

1 0 Ld 9 A A
z(n) = P Z /T X, (ZQ + Z%T) T gi2mrn Q) (2.43)

us
r=—00 T
Observando que €™ = 1, e uma vez que r e n sao inteiros, vem

1 [e¢] s 2 '
z(n) = 5 > /T X, (m +z%) T qQ) (2.44)

s
r=—00 T
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Se, agora, trocarmos a ordem dos simbolos de integragao e de somatoério, e fizermos

S, . w
a troca de variaveis () = T teremos:

x(n):%/i

Observando que a equagao anterior ¢é idéntica a (2.41), teremos:

o0

1 w27
72w (i)

r=—00

e dw (2.45)

o0

X () :% 3 X, (z% +22%T) (2.46)

r=—00

De forma alternativa, poderiamos expressar (2.46) pela variavel freqiiéncia (2.

(e e}

. 1 2rr
QTN _ . .
X(e ) = ? E Xa (ZQT + ZT) (247)

r=—00

Utilizando o fato de que a equagao acima ¢é invariante para translacoes
no tempo, entdo (2.46) e (2.47) formam uma relacdo entre a transformada continua
no tempo e uma transformada de uma seqiiéncia obtida por amostragem. Podemos
afirmar, finalmente, que a seqiiéncia x(n) deve ser vista como a representagao de N
amostras consecutivas z,(n7") de um sinal continuo z(t), de forma que a DFT é a

aproximacao da transformada continua de Fourier de uma funcao.

2.5 FFT - Algoritmos rapidos para DFT

2.5.1 FFT na forma seqiiencial

Considere uma DFT X, conforme definido em (2.21), de dimensdo N,
onde N é um nuimero composto, dessa forma teremos N = N;N,. Sob este ponto

de vista é possivel redefinir os indices m e k por:

m:N1m2+m17 ml,kl :0,...,N1—]_. (248)

k= Ngk’l + k’g, ma, kQ = 0, ...,NQ —1. (249)
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Substituindo (2.48) e (2.49) em (2.21) obtém-se:

N1—-1 Na—1
X = ) Whermkymik W2k (2.50)
Noki+ko — xN1m2+m1 2 . :
m1=0 mo=0

Isto mostra que a DF'T de dimensao N pode ser considerada como uma
DFT de tamanho N;N,, a menos da introducao dos fatores de rotacao W™z, O
calculo de X, por (2.50) é efetivado em trés passos, inicialmente correspondendo ao

calculo de Ny DFTs (7m1 kQ), o que corresponde a Ny valores distintos de m;

N1—1

7mlk2 = Z lemg—&—mlemQ]Q, (2.51)

m1=0
Y ik, € entdao multiplicado pelos fatores de rotagdo W™*2 e temos X calculado

por Ny DFTs de Ny, de N, elementos, usando ?mle Wm™k2 ysando

Ni—1
XN2k1+k2 = Zymlkgwm1k2W{nlkl7 (252)

m1=0

E importante salientar que o procedimento de calculo poderia ter sido
organizado na ordem contraria, com a multiplicacao dos fatores de rotagao realizados

antes do calculo das primeiras DFTs. Neste caso, encontrar-se-ia:

No—1 Ni—1
X =) Wyt Y Wmik) gy (2.53)
Noki+ke — 2 TNyma+my 1 :
mo=0 m1=0

O algoritmo abaixo é descrito em [?] e [?].

Existem duas formas distintas do algoritmo FFT pelo procedimento
acima mencionado, ambas todavia com o mesmo custo computacional. Nos dois
processos ocorre permutacao das posicoes do vetor de entrada, um fato previsivel
uma vez que a seqiiéncia de entrada é formada de N; polindmios de N, termos e
a saida por N, polinomios de Ny termos e implica a adicao de uma permutagao ao

final para completar o algoritmo FFT.

O algoritmo FFT possui eficiéncia por substituir uma DFT longa por

varias DF'Ts menores, o que depende da fatoracao do numero N. Uma vez que o
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nimero de operacoes necessarias para o calculo direto de uma DFT de N pontos
é proporcional a N2, o nimero de operacoes diminui rapidamente, de acordo com
a particao da DFT original em véarias DFTs menores. No caso mais trivial, uma
DFT de tamanho N;N, requer N2N3 multiplicacoes. Em oposigao, utilizando as
equagoes (2.51) e (2.52) teremos a separagao de Ny DFTs de N, termos, Ny DFTs
de N; termos mais N;/No multiplicacoes pelos fatores de rotagao. Conclui-se que o
total de multiplicacoes que devem ser levadas a cabo para calcular a DF'T de N;Ns
pontos se reduz a Ni N3 + N2Ny + Ny Ny = Ny No(Ny + Ny + 1), 0 que obviamente é
menor do que N2NZ. Na prética, o algoritmo FFT é um recurso poderoso quando N
¢ decomponivel em muitos termos, preferencialmente uma poténcia de um inteiro,
sendo indicada a poténcia de 2. Assim é possivel que cada DFT de tamanho N; e
N5 seja calculada recursivamente pelo algoritmo FFT até que se obtenha um vetor
com numero primo de elementos sobre o qual serd calculada uma DFT simples, dai
a preferéncia por N igual a uma poténcia de 2. Utilizando-se deste método em
cada estagio, obtém-se uma reducao de custo, o que o torna favoravel quando N
nao for poténcia de 2 o completamento do vetor com zeros até a poténcia de 2 mais
proxima, acao feita na implementagao do algoritmo para tratamento de imagens

presente nesta dissertagao.

2.5.2 O algoritmo FFT de base 2

Seja o calculo de uma DFT X, de uma seqiiéncia x(m) de N pontos,
onde N = 2¢. Neste caso, a primeira fase da FF'T serd definida escolhendo-se N; = 2
e Ny = 2171, Isto equivale a dividir o vetor de entrada com N pontos em dois outros
vetores, Loy, € Tomiq , de % elementos cada, correspondendo aos elementos de posicao

par e impar do vetor original. Sob estas condicoes, X torna-se:

N/2-1 N/2-1
Xp= Y won W™ 4+ WHE Y g W (2.54)
m=0 m=0
N _
e dado que W=2="1:
N/2—-1 N/2—1 N
Xy = D W= WE N g W k=015 -1 (2.55)
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As equagdes (2.54) e (2.55) formam a operacao conhecida como ‘but-

terfly’ de dois pontos pela aparéncia dada ao diagrama abaixo:

Figura 2.4: Operacao butterfly de dois pontos.

Esta versao do algoritmo FFT é chamada decrescimento temporal. O

calculo da DFT de n pontos é substituido por duas DFTs de comprimento % mais

N

5 multiplicagoes por Wk, O procedimento é repetido para trocar duas

N adicoes e
DFTs de comprimento % por 4 DFTs de comprimento % ao custo de N adigoes e %
multiplicacoes. O FFT completo calcula a DFT de comprimento 2° em ¢ = logs N
passos, pois o algoritmo opera sobre o vetor de entrada como se percorrendo uma
arvore binéria, como mostrado na figura (2.5.2), e cada etapa converte uma DFT

de dimensdo 2/~ em 2! DFTs de dimensdo 2'~"! com o custo de N adigoes e

multiplicagoes.
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Figura 2.5: Abertura da arvore binaria do FFT.

Observando que se trata de uma expansao em arvore binaria do vetor
inicial, usando como lei de separagao a paridade das posicoes, teremos logs N passos.
Assim, como a cada passo o algoritmo FF'T altera as posi¢oes dos elementos do vetor
de entrada, a tultima operacao deve ser a reorganizacao dos elementos. As posicoes
do vetor de entrada sao invertidos na forma binaria, que é facilmente perceptivel no
diagrama de fluxo da FFT, bastando escrever as posicoes de entrada e de saida em

base 2 para verificar.

Pode-se, portanto, concluir que o nimero de multiplicagoes complexas e
adicoes requeridas para o calculo de uma DFT de N dados de entrada pelo algoritmo

Nlogs N
FFT de base 2 sera dado respectivamente por 052 e NlogaN.

Esta versao foi implementada sequencialmente, e em paralelo, cujos

detalhes sao discutidos no capitulo 3.

2.5.3 Forma matricial do algoritmo FFT

O algoritmo matricial da FFT é, conforme o seqiiencial, dividido em
trés etapas; a utilizacao da matriz DFT do passo anterior, a operacao butterfly e a
reordenacao dos termos. Nesse sentido, o algoritmo tem natureza recursiva e inicia
com a matriz DFT de menor dimensao, Fy. Este algoritmo, apesar de possuir inte-
resse tedrico é desastroso computacionalmente pois utiliza uma enorme quantidade
de memoria desnecessaria e sua natureza recursiva faz com que matrizes grandes
sejam reutilizadas a cada passo, o que provoca rapido estouro de memoria, mesmo

com vetores de entrada razoavelmente pequenos.

A vantagem do algoritmo esta na sua paralelizacao pois nao é necessario
comunicacao entre os processos. A desvantagem é que, mesmo sem periodo de

laténcia, o tempo gasto na reconstrucao da matriz FFT obtida da DFT anterior
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gera uma perda exponencial para o tempo de sua construcgao, visto que as matrizes

sempre dobram de tamanho a cada passo.

O algoritmo recursivo é por conseguinte composto pela multiplicacao
de trés matrizes, uma matriz 'butterfly’, a matriz DF'T do passo anterior e a matriz

de reagrupamento dos elementos. O primeiro passo do algoritmo é o feito abaixo:

F, = (2.56)
1 -1

Definimos F} a matriz de Fourier aumentada de segunda ordem por:

F; = (2.57)

5 é formada por duas copias de Fs.

A matriz butterfly é expressa por:

B, = . (2.58)

E, por iltimo, a matriz de permutacao sera composta por:

1

P, = (2.59)
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Obtém-se a matriz F, a partir do produto matricial [Fy] = [Bs][F5][P2).

1

(2.60)

A matriz [F}] terd duas cépias de Fy nos quadrantes impares da matriz

e assim sucessivamente, os detalhes de implementacao seqiiencial e paralela serao

discutidos no capitulo 3.
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3 IMPLEMENTACAO DOS ALGORITMOS
FFT

3.1 FFT de base 2

3.1.1 Versao seqiiencial

O algoritmo FFT de base 2 é um algoritmo "in place’, ou seja, utiliza o
proprio vetor de entrada para efetuar os calculos, sem a necessidade de trabalhar com
vetores auxiliares de dados. Esta é uma das grandes vantagens do algoritmo, pois
propicia aproveitamento das posi¢oes de meméria em todo o seu decorrer. A segunda
vantagem ¢ que nao é necessario a implementagao recursiva, ja que é conhecido o

nimero de passos do algoritmo, (o que corresponde a altura da arvore).

O diagrama de fluxo do FFT de base 2 é mostrado abaixo.

Figura 3.1: Diagrama de Fluxo FFT de base 2 (array de entrada com 8 dados).

O fator de rotacao W = e’™ 6 uma constante complexa calculada no
inicio do programa e ¢ utilizada em todos os passos. O algoritmo FFT pode ser
descrito de modo sumério na seguinte forma (considerando m o nimero de passos, r
o passo da FFT, as componentes em ordem seqiiencial do vetor de entrada f dadas
por fo(k),k = 0,1,..., N — 1 e o resultado apds p passos do vetor de entrada dado
por f.(k),r =0,....,m —1):

Para r = 1,2,...,m faca:

1. Calcule o expoente p segundo o procedimento (exp-p).
2. £.(k) = fra(k) +wPf_1(k+ %),

3. £ (k+ 5) = froa(k) = w froa(k + 5);
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4. F(n) = fu(n),n=0,1,..,. N —1

Fim

Procedimento (exp-p):

1. O indice k ¢ escrito na forma binaria com m bits ko) = (a1, az, ..., Gn);

2. k(o) sofrerda uma permutacao ciclica de (m — r) posicoes para a direita

e os bits a esquerda sao substituidos por zeros.

3. O numero obtido serd escrito na forma com os digitos na ordem contraria,

e este serd o expoente p.

Dado f ordenado seqiiencialmente, a utilizacao deste algoritmo gera o
vetor F' com cada posicao invertida na forma binaria, restando portanto uma ltima
tarefa a ser executada, como pode ser observado em (3.1.1). Os cédigos em Fortran

90 encontram-se no Anexo 1.

3.1.2 Versao paralela

As operagoes de adigao, subtracao e multiplicacao da versao seqiiencial
podem ser facilmente adaptados para o caso paralelo usando-se o vetor de entrada
f, supondo-o com n valores, sendo este poténcia de 2. O primeiro processo da
paralelizacao é o de dividir entre os processadores e isto é feito, na implementagao
apresentada, de forma contigua. Supondo um vetor de entrada com n valores e p

processadores, o processador myid = 0 guarda as primeiras % posicoes de f, myid =

1 guarda as préximas % posigoes e assim sucessivamente. Desta forma teremos,

usando um comunicador com nimero de processos igual a uma poténcia de 2, logs(p)
- , L :

operacoes 'butterfly’ com comunicagao entre os processadores, e as demais calculadas

internamente. Na figura (3.1.2) destaca-se o fluxo de dados no processador myid = 1.
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Figura 3.2: Fluxo de informagoes no processador myid=1

Para evitar problemas de ’deadlock’ na etapa paralela do programa
utiliza-se, na operacao butterfly, uma chamada a funcao SENDRECV, uma vez
que é necessario uma comunicacgao reciproca entre dois processadores. Apesar de a
funcao SENDRECYV possibilitar a utilizacdo de mesma origem e destino, como em
[15], preferiu-se o uso de uma rotina seqiiencial para executar a parte nao paralela
do algoritmo. Por fim, cada processador possuirda um bloco da FFT do vetor de
entrada armazenado com a posi¢ao invertida na forma binaria e, se for necessario,

uma reducao é realizada para a obtencao do vetor FFT completo em um processador.

3.1.2.1 Resultados

Os testes da tabela (3.1.2.1) foram feitos em um cluster de 4 PCs Pen-

tium IV com clock de 1.7GHz. Os percentuais de ganho de tempo estao relacionados

abaixo.
Tabela 3.1: Escalabilidade do cluster
cluster 212 dados | 21° dados | 277 dados | 219 dados | 22T dados | 222 dados
1 processador 150000 1770000 3900000 19040000 | 90450000 | 195840000
2 processadores 900000 1010000 2200000 10590000 | 50350000 | 108250000
variacdo percentual 60% 57,1% 56, 4% 56,1% 55,66% 55,27%
4 processadores 70000 750000 1670000 7560000 34450000 73370000
variacao percentual 46, 6% 42, 4% 42, 8% 39, 7% 38,1% 37,5%

A tabela nos mostra que para valores de entrada maiores o aproveita-
mento aumenta. Para 2 processadores o valor minimo do tempo de execucao seria
de 50% do tempo utilizado por 1 processador. Iniciando com 2'2 dados e terminando
com 222 dados passamos de 60% para 55, 7% do tempo de execucao. Isto se explica

pelo motivo de o ntimero de comunicacoes ser de logsp.

Os testes a seguir foram realizados usando a estacao de trabalho Sun

Fire 6800, composta de 20 processadores SPARC III de 750MHz, localizada no
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Laboratério Nacional de Computagao Cientifica (LNCC - MCT), em Petrépolis,
RJ.

Observamos pelo grafico (3.1.2.1) que o crescimento do ntimero de pro-
cessadores possui um valor étimo onde a partir deste o periodo de laténcia supera o
ganho de tempo promovido pelo acréscimo dos processadores. Verifica-se claramente

este fato quando usamos se utiliza um vetor de entrada razoavelmente pequeno (2°

dados).

Figura 3.3: Escalabilidade do algoritmo FFT de base 2.

Tabela 3.2: Escalabilidade Sun Fire 6800

cluster 22 dados | 2™ dados | 27 dados | 219 dados | 22T dados | 222 dados

1 processador 000000 0 3870000 00000000 | 000000000

2 processadores 000000 0 6170000 0000000 | 00000000 | 000000000
variacao percentual 00% 0% 56, 4% 0% 00000% 00000%

4 processadores 00000 0 4700000 0000000 | 00000000 | 00000000

variacao percentual | 0000% 0% 42, 8% 0% 0000% 0%

8 processadores 00000 000000 2400000 0000000 00000000 | 00000000
variacao percentual | 0000% 42, 4% 42, 8% 0% 0000% 0000%

16 processadores 00000 000000 1350000 5950000 | 00000000 | 00000000
variacao percentual |  0000% 0000% 42, 8% 0% 0000% 00000%
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4 APLICACAO DO ALGORITMO FFT EM
IMAGENS

4.1 A qualidade das imagens

Os computadores nao sao capazes de trabalhar com imagens continuas,
assim se faz necessario transformar a imagem em uma matriz tridimensional de
numeros que identificam a intensidade média de cor em cada regiao. Um ponto na
matriz é chamado pixel ou pel, abreviacoes do inglés picture element, cuja posicao
¢ dada pela notagao normal das matrizes, ou seja, o primeiro indice indica a linha e
o segundo indice a coluna. Dessa forma uma imagem que contenha M x N pixels é

representada por uma matriz M x N.

Nao hd um método para tratamento de imagens computacionais. Quando
uma imagem é processada o usuario é o tultimo julgador da qualidade final da im-
agem, portanto a avaliagao é subjetiva. Tornar uma imagem aceitavel depende de
uma escolha adequada de qual algoritmo utilizar. Os melhores resultados sao cos-
tumeiramente obtidos por uma combinacao de experiéncia e intuicao. Umbaugh,
em [18] define o trabalho de restauracao de imagens digitais como uma arte e nao

como uma ciéncia.

A série de fotografias abaixo representam a mesma imagem com difer-
entes quantidades de pixels. Quantidades maiores causam a impressao de con-
tinuidade das formas. Com pixels de tamanho maior a resolugao empobrece e
detalhes nao sao reconhecidos. A quantidade de pixels necessaria para cada im-
agem depende da necessidade do usudrio, pois na figura (4.1) a imagem pode servir
para identificar a crianca, para obter o modelo da motocicleta ou num caso extremo

determinar a marca do reldgio da pessoa que segura o bebeé.
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4.2 A representacao das imagens por sinais

Analisa-se luminosidade como uma grandeza positiva. Um ser humano
normal percebe uma faixa média de 2.000.000 a 16.000.000 de cores, e como as
cores visiveis pelo olho humano sdo combinagoes de vermelho, verde e azul (RGB -
red, green, blue) é razodvel trabalhar com inteiros sem sinal de 8 bits para cada cor
fundamental, ou de forma mais clara, valores que variam de 0 a 255. Assim dispoe-se
de um total de 16.777.216 cores possiveis. O formato Windows BMP versao 3, sem
compressao, utiliza exatamente esta descricao, possui apenas um cabecalho com as
informacoes bésicas da imagem e a seguir os dados de cor para cada pixel. Mais

detalhes sobre este formato sao apresentados .

/********************/

Trabalha-se com imagens digitais como um conjunto, onde cada um
tem sua posicao definida univocamente. Desta forma qualquer imagem pode ser
composta de imagens fundamentais onde apenas um pixel possui valor unitario e
todos os demais sao nulos. Denota-se esta imagem essencial, valor 1 na linha m e

coluna n, por:

1, sem=m'en=n'
m,nP . TTLJLPm/’n/ — (41)

0, em todos os outros casos.

As imagens fundamentais ™" P formam uma base ortonormal, cujo produto interno

¢ definido em (4.1).

Uma imagem qualquer pode ser composta de imagens fundamentais de

(4.1) usando o somatorio:

C=>"3 Cpnn(™"P); (4.2)

M—-1N-1
m=0

3
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onde C,, ,, representa cada valor das cores fundamentais (RGB). Definindo o produto

vetorial entre duas imagens G' e H por:

M—-1N-1

< G, H >= Z Z Gm,nHm,n (43)
m=0 n=0
Da igualdade (4.3) podemos obter a relagao de ortogonalidade para as
imagens fundamentais (™" P):

M—-1N-1

c=% <mn pmm) <mn pm) — St Ot (4.4)

m=0 n=0

onde d,,, é o simbolo de Kronecker, definido como 0 se m #n e 1, se m = n.

Concluindo, o produto interno entre duas imagens fundamentais é nulo
se forem diferentes e unitario caso contréario, portanto os M N pixels geram um
espago vetorial de dimensao M x N sobre o conjunto dos reais e conseqiientemente

uma imagem M X N representa um ponto no espaco vetorial M x .

Se porventura trocarmos o sistema de coordenadas a imagem deve con-
tinuar a mesma, porém com coordenadas alteradas. Assim, os dados da imagem nao
se modificam, mas devem ser avaliados por outro ponto de vista. De forma simples
pode-se afirmar que ambas as representacoes devem ser equivalentes e reproduzir
a imagem. Uma transformacao de coordenadas apropriada nos possibilita a pas-
sagem de um sistema para outro com nenhuma ou pouca perda - ou modificacao -

de informagao.

4.3 Transformada de Fourier bidimensional

Dentre as varias possiveis representacoes, a transformada de Fourier
tem recebido grande importancia. Nesta transformada as imagens fundamentais

possuem comportamento periédico.

As figuras (4.2) demonstram a mesma imagem composta por pixels

individuais e por pixels expostos em periodos.
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Para utilizagao da transformada de fourier em imagens devemos nos
valer da sua forma bidimensional, que nada mais é do que uma extensao do caso

unidimensional.

4.3.1 Extensao da Transformada de Fourier para duas dimensoes
(2D-DFT)

O par de Transformada de Fourier para duas variaveis é dado por:

| MimiNe-d ,
_ —2mi( R+ ).
) = i 5, 2 e
o 4.5
u = 0,1,...., Ny —1; (45)
v = 0,1,...,Ny — 1;
e a respectiva inversa por:
Ni—1 Nao—1
(uz | vy
flz,y) = Z Z F(U7U)€2W1(N1+N2);
u=0 v=0 (46)

z = 0,1,...,N, — 1
y = 0,1,...,No—1;

4.3.2 Transformada Rapida de Fourier para duas dimensoes

Considerando a equacao (4.5) escrita com fatores de rotagao separados,

de dimensao N; x N, temos:

N1—1 Na—1

3 _ m1kyyrymake
Xy = E E Tomymy W1 W, ,  para

m1=0 mo2=0

k?l = 071,...,N1—]_;

(4.7)
ke = 0,1,....,Ny—1; onde
Wl = e_i?\%’

- 27

Wy = e "™, e i=+/—1.

A fim de resolver (4.7) podemos separar os indices de somatdério, ob-

tendo:
Ni—1 No—1

ykle - Z I/Vlmlk1 Z xmlmQVVQmﬂC2 (48)

m1=0 mo=0
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No—1 Ni-1
. X5 o moko B _ mik1y/
Definindo Y, 1, = g TimymaWo 22, teremos Xy, = g WY ks -
mo=0 m1=0

Sob este ponto de vista temos o calculo de Ny DFTs de N; dados nas N; seqiiéncias
Ni—1

Y 1niks, correspondendo a Ny valores distintos de ko, Xk, = E Y ik Wlmlkl.

m1=0
Este método é chamado linha-coluna, e computa inicialmente as DFTs
das colunas e a seguir das linhas. O algoritmo foi implementado em Fortran 90

sendo utilizado para o tratamento das imagens.

Como colocado por [6], a estrutura algébrica da DFT bidimensional é
de produto externo entre os vetores linha e coluna denotado pelo simbolo ® que
formam a base de vetores da DFT de uma dimensao, em outras palavras o ntcleo

da 2D-DFT é separavel, ou seja:

1
Wiy
By, = W, LWwe, wa o wiN | =b, @0, (4.9)
ng/[M_l)u

Como no caso direto, a 2D-FFT inversa é uma simples extensao do caso

unidimensional, e portanto é dada por:

N1—1 Na—1

DD T, W (4.10)

m1=0 mo=0

1

Gmn =
N1 N,

A ilustracao da transformada de Fourier por imagens requer obviamente
que os valores utilizados sejam reais, dai a importancia da densidade espectral. Em
casos gerais, a densidade espectral de uma fungao discretizada possui uma diferenca
entre os valores maximo e minimo muito maior do que a variagao suportada pelos
algoritmos de geracao de imagem digitais, de forma que a reproducao da densidade
na forma pura nao é fidedigna com a informagao contida no espectro, e mesmo o

olho humano é incapaz de perceber flutuagoes pequenas de intensidade luminosa. A
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forma encontrada descrita em ([4]) é a de gerar uma imagem a partir da fungao
D(u,v) = c.log[l + |F(u,v)]] (4.11)

ao invés de |F(u,v)|, onde ¢ é uma constante de proporcionalidade utilizada para
cada formato de imagem sobre a qual se estd trabalhando. No caso utilizado neste
255

trabalho utilizou-se ¢ = Do uma vez que as imagens utilizadas sao do padrao

Windows BMP de 24 bits, conforme descrita em anexo.

4.3.3 Propriedades da Transformada de Fourier de duas dimensoes

4.3.3.1  Translagao

As propriedades de translacao da transformada de Fourier sao dadas

por:
Fla, y)e ™ mortvoy) — Py — g v — vg) (4.12)
e por
flu—wug,v —vg) = F(u, v)e%(“l’””y‘)) (4.13)

onde as setas duplas indicam que as transformadas sao auto-reciprocas, isto €, existe
correspondéncia entre a fungao e sua transformada de Fourier na ordem direta e
inversa. Em outras palavras multiplicar uma funcao pela exponencial explicitada e
calcular a transformada deste produto significa trasladar o centro do grafico u x v
para (ug,vg) no plano freqiiencial. Analogamente multiplicar F'(u,v) pelo termo

exponencial altera o centro do plano espacial para o ponto (g, yo)-
E importante salientar que a densidade espectral nao é alterada pela
alteracao aplicada a f(x,y), ou seja:

—27i

|F(u,v)e ™~

(u:):o-H}yO)‘ — ]F(u, v)]

este é um fato importante para a visualizacao da transformada de Fourier, uma vez

que a imagem nao sofrerd variacao se a funcao for trasladada.
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4.3.3.2  Periodicidade

Supondo uma imagem disposta numa matriz quadrada de dimensao N,

a transformada discreta de Fourier é periddica e tem periodo N, logo:
F(u,v) = F(u+ N,v) = F(u,v+ N) = F(u+ N,v+ N) (4.14)

o que é facilmente verificado substituindo na equacao (4.5), bastando para isso

observar que

| No1N-

F(u+ N,v) = fla,y)e i) g 2miz = 2miy (4.15)
z=0 y=0

O termo e= 2™ gz =1,2,..., N é sempre igual a unidade, o que explica

a periodicidade em questao.

A equagao (4.14) indica que F'(u,v) se repete indefinidamente, todavia
N valores contiguos sao suficientes para recompor completamente a fungao f(x,y),
isto justifica o procedimento de localizar o DC da func¢ao no centro da matriz, o que
traz beneficios visuais, uma vez que os maiores valores da transformada passam a

se encontrar no centro da imagem, e nao espalhados nas fronteiras.

4.3.3.8  Convolugao

Define-se a convolugao entre duas fungoes f(z) e g(x), denotada por

f(x) % g(x), pela integral:

/ fla)g(z — a)da (4.16)

A grande importancia da convolu¢ao no dominio freqiiencial é que f(z)x*
g(x) e F(u)G(u) constituem um par de transformadas de Fourier. Desta forma, tem-

| f(2) * g(x) = Fu)G(u)
Flu) « G(u) = f(x)g(a)

(4.17)



Aplicagao do algoritmo FFT em imagens 33

O par de equagoes (4.22) é conhecido por teorema da convolugdo. Em
outras palavras o teorema indica que a convolucao no dominio temporal pode ser
obtido pela transformada inversa do produto F'(u)G(u) no dominio freqiiencial e, de
forma semelhante, a convolugao no dominio freqiiencial se reduz a multiplicagao no

dominio temporal.

Suponha duas fungoes f(z) e g(z) discretizadas em dois vetores de com-
primento A e B, respectivamente, isto é: [f(0), f(1),..., f(A=1)]e[g(0),g9(1),...,g(B—
1)]. Conforme a secao (4.3.3.2), a transformada discreta de Fourier e sua inversa sao
fungoes periddicas. Considerando f e g com periodo A e B pelo teorema da con-
volugao ¢ de se esperar que a convolugao discreta de f e g sejam também periddicas,
com algum periodo M. Segundo mostrado em [2], o valor de M que deve ser us-
ado é M = A+ B — 1, do contrario ocorre o fenomeno conhecido por ”aliasing”,
que é formado pela perturbagao causada pela contribui¢ao de dados de periodos

adjascentes.

Completando com zeros as fungoes obtemos as seqiiéncias extendidas:

4
f(x) se0<x<A-1,

fe(z) = (4.18)

0 se A<z < M-—1.

\

(
gx) se0<z<B-1,
ge(z) = (4.19)
\O se B<z< M -—1.

Podemos, agora, definir a convolugao discreta de f.(z) e g.(x) pela expressao:

foe)vale) = 22 D Flm)aale —m),

r = 0,1,2,....,M—1

(4.20)

Desta forma, temos a convolu¢ao como uma funcgao discreta, periddica e de periodo

M, sendo que os valores de x descrevem um periodo completo de f, * g..

A convolugao em duas dimensoes é uma extensao da equacao (4.16),

assim:

f@wﬂg@w%=1%/%fwﬁmw—aw—ﬁﬂww (4.21)
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O teorema da convolucao toma a forma:

f(r,y)xg(z,y) = F(u,v)G(u,v)
fx,y)g(r,y) = F(u,v)*G(u,v)

(4.22)

A convolugao discreta em duas dimensoes é feita tomando f(z,y) e
g(z,y) como matrizes de dimensao A x B e C' x D. Da mesma forma que no caso
unidimensional deve-se assumir que f e g sejam periédicas com mesmo periodo, M e
N, nas diregoes = e y. O surgimento indesejado de "aliasing” é prevenida escolhendo
M>A+C-1
N>B+D-1

(4.23)

As seqiiéncias periddicas sao formadas extendendo f.(z,y) e g.(z,y)

como segue:

(
flryy) se0<x<A-1 e 0<y<B-1,

felz,y) = (4.24)
0 seA<zr<M-1 ou B<y<N-1

gz,y) se0<zx<C—-1 e 0<y<D-1,
ge(z,y) = (4.25)
0 seC<x<M-1 ou D<y<N-L1

Os célculos envolvendo convolugao bidimensional devem ser executados

com as fungoes estendidas. A forma discreta da convolugao é dada por:
M-1N-1

felay)*guley) = o S0 felmomgele —my —n),

m=0 n=0

r = 0,1,2,....,M—1
y = 0,1,2,....,M—1

(4.26)

Utilizando o dominio freqiiencial, o algoritmo FFT se torna uma ferra-
menta poderosa para o calculo da convolugao, diminuindo o niimero de operagoes
executadas. Esta é o grande motivo da sua utilizacao e os filtros descritos adiante
fazem uso desta propriedade. Inicialmente, as duas fung¢oes no dominio freqiiencial
sao multiplicadas e entao a transformada inversa é calculada, obtendo-se a con-

volugao das duas fungoes no dominio temporal.
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4.8.8.4  Correlacao

A correlagao entre duas fungoes f(x) e g(x), f o g é definida por:

/ Fla)g(z + a)da (4.27)

ou na forma discreta:

f@yogle) = = 3 Tlmgle+m)

z = 0,1,2,...,M—1

(4.28)

onde f significa o conjugado complexo de f, e M é calculado da mesma forma que
a convolugao, para evitar ”aliasing”. Uma definigdo importante é que se f(z) e g(x)

forem a mesma funcao a equacao é chamada autocorrelacao.

Analogamente a convolugao temos, para a forma continua e discreta em

duas dimensoes:

f(ey) o gla,y) = / N / " Floy Bgla + ary + fdadp (4.29)

| MoIN- __
fe(x)oge(z) = M—ZZf m,n)g(x +m,y+ n)

(4.30)
z = 0,1,2,...,M—1;

y = 0,1,2,...,N—1

O teorema da correlagao a seguir se aplica aos casos continuo e discreto,

assumindo neste iltimo que todas as funcoes extendidas sao peridédicas:

flz,y)ogle,y) = Fl(u,v)G(u,v)

- (4.31)
flx,y)g(z,y) = F(u,v)oG(u,v)

O teorema da correlagao possui como corolario

Teorema 4.1. A transformada de Fourier da autocorrelagcdo de uma funcao f(z) €

a densidade espectral |F(u)|*.
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A demonstracao deste teorema, proposto em [4] é de demonstragao
extremamente simples, f(z,y) o f(z,y) = F(u,v)F(u,v) = |F(u,v)|?, e possui
aplicagoes em reconhecimento e interpretagoes de imagens, que nao sao tratadas no

presente trabalho, .

4.4 Aplicagoes da transformada de Fourier em dominios

freqiienciais

As técnicas basicas para utilizacao da Transformada de Fourier em i-
magens se baseia no teorema da convolugdo. Seja g(x,y) uma imagem com algum

tipo de degradagao e f(x,y) a imagem ideal, sem o efeito indesejado de g(z,y).

Considera-se entao que g(z,y) é obtida pela convolugao de f pelo op-

erador h(x,y), linear e invariante por translagao:

g(w,y) = h(x,y) * f(r,y) (4.32)

De forma andloga, [11] relaciona f e g pela féormula:

g(w,y) Z//h(:v,y,:v’,y’)f(x’,y’) da'dy’ + n(z,y) (4.33)

onde h(z,y,x',y") é a funcao de degradacao da imagem e n(x,y) algum tipo de ruido
aditivo contido na imagem. A fungao h por conseguinte depende da posigao (a, ()
do ponto na imagem ideal f. Na auséncia de ruido externo a imagem degradada

passa a ser descrita por f(2',y) = §(z' — o,y — [3), ou por h(z,y,a, 3).

Se, excetuando a propriedade de translagao, a degradacao da imagem
num ponto for independente da posigao do ponto a PSF toma a forma h(z, 2, y—v'),

e (4.33) torna-se:

o(a,y) = / / We— 'y — o) f (g )de'dy (4.34)

Usando transformada de Fourier de ambos os lados de (4.34), como em (4.44) obtém-
se:

G(u,v) = H(u,v). X F(u,v) (4.35)
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definindo G(u,v), F(u,v) e H(u,v) as transformadas de Fourier de g(z,y), f(z,y)
e h(z,y). A notagdo .x aproveita a convengao usada pelo software Matlab, isto
é, nao é o produto entre as matrizes H e F na forma tradicional, ou seja, cada
elemento de GG como o produto interno das linhas de H com as colunas de F', e sim
o produto entre os termos de mesma posicao entre as duas matrizes, conforme o

exemplo (4.36):

50 10 12 -2 1 -1 —100 10 —12
40 =25 12 |.x| 1 0 4 |=1| 40 0 48 (4.36)
1 0 -1 34 -1 1 34 0 -1

A transformada H(u,v) é chamada fungao de transferéncia ou fungao
de degradacao (sua magnitude é chamada modulagao) e a fungao h(z,y) é chamada
resposta impulso do sistema ou PSF, do inglés ”Point Spread Function”, que nada
mais é do que o equivalente em duas dimensoes da resposta impulso, e descreve
o grau de espalhamento sofrido por um ponto luminoso ao percorrer um sistema

optico.

Uma imagem ¢é descrita completamente por uma funcao f(z,y), onde z
e ¥ sao as posicoes ortogonais dos pixels e f da a intensidade média de luminosidade
no pixel. Conforme a equagao (4.33), a adigao de algum tipo de ruido n(z,y) na

imagem pode ser descrito matematicamente por: g(z,y) = f(x,y) + n(x,y).

4.4.1 O modelo para a degradacao das imagens

Como descrito da secao (4.4), a modelagem do processo de degradagao
é feito de forma tedrica pelo operador linear H, que juntamente com a func¢ao de
ruido age sobre a imagem obtida f(z,y) para produzir a imagem degradada g(x,y).
O processo de restauragao é realizado buscando uma aproximacao de f(z,y) dado

g(x,y) e o operador H. Assim:

g(w,y) = H[f(x,y)] + n(z,y) (4.37)
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E 1til que o operador H seja invariante por translagoes, em outras palavras

H[f(x—a,y—ﬁ)]:g(x—a,y—ﬁ) (438)

para todo f(x,y) e quaisquer que sejam « e f3.

Aplicando-se a fungdo impulso sobre a imagem f(x,y) obtemos:

fley) = / ) / " Hen B)3(x — avy — B)dads (4.39)

Desprezando ruido na imagem, ou seja n(z,y) = 0, temos:

9(z,y) = HI( L/ / F(,B)6(z — oy — Bdads|  (4.40)

Dado que H é um operador linear, extendendo a propriedade da aditividade para

integrais teremos:

olay) = Hlfy) = [ N / T Hf( D)5 — vy — Hldadd (441

Utilizando a homogeneidade do operador H e o fato de que f(«, 3) ndo depende de
xey:
4(z,) / / F(, BYH [5(z — o,y — B)] dad (1.42)

Neste caso o termo h(z,a,y,3) = H [6(x — o,y — ()] é a PSF de H.

4.4.2 Imagens deterioradas por movimento uniforme

O procedimento a seguir para obtencao de uma fungao de restauragao

de imagens distorcidas por movimento uniforme é descrito em [4] e em [11].

Por hipdtese seja uma imagem f(z,y) que se move em linha reta e
que zo(t) e yo(t) sejam as equagdes de variagdo no espago em rela¢ao ao tempo
nas diregoes x e y. Seja T o intervalo em que o diafragma da camera fotografica
permaneca aberto, e que este seja o tempo de exposicao luminosa sobre o filme.
Temos, supondo movimento continuo, que;

2

gz, y) = | flz—alt),y — B(t)]dt (4.43)

Nl
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e neste caso temos g(z,y) a imagem deteriorada e f(z,y) a imagem tedrica (sem

movimento). Aplicando a transformada de Fourier obtém-se:

G(u,v) = / / g(x,y)exp|—72m(ux + vy)|dxdy (4.44)
Substituindo (4.43) em (4.44) teremos

G(u,v) = /_OO /_00[ ’ [ — a(t),y — B(t)|dtlexp|—j2m (ux + vy)|dxdy  (4.45)

_T
2

Invertendo a ordem de integracao obtém-se:

Glu,v) = / i [ / Z / Z flo — a(t),y — B(1)|expl—j2r(uz + vy)ldedy| dt (4.46)

O termo dentro dos colchetes corresponde a transformada de Fourier

da funcao deslocada, isto é,

fle —a(t),y — (1) (4.47)

Utilizando a propriedade da translagao e de termos F'(u,v) indepen-

dente de t temos que:

T

2

G(u,v) = F(u, v)/ lexp(—j2m(ua(t) + vE(t))] dt (4.48)

N

Para alcancar a forma

G(u,v) = H(u,v)F(u,v) (4.49)
definimos
%
H(u,v) = / leap(—j2m(ualt) + vB(2))] dt (4.50)
T
~-3
Supondo que o movimento ocorra na horizontal com velocidade V' ter-
€mos:

(4.51)
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Substituindo em (4.50) teremos, desprezando a parte imagindria (que nao forma a

imagem):
sin(muV'T)
TuV

De forma que o PSF h(z,y) pode ser obtido pela transformada inversa de Fourier

de (4.52).

H(u,v) = (4.52)

No exemplo (4.4.2) temos a imagem original e em (4.4.2) o arrastamento

horizontal de 32 pixels sobre a imagem.

A simulacdo é importante no sentido em que hd um controle sobre
o ruido adicionado, ou seja, nao ha a contaminacao da imagem por agentes de

captacao, como a prépria camera ou scanner.

Chama-se méscara de PSF a funcao de degradacao que gera a deteri-
oracao pretendida. No caso do movimento uniforme mascara é obtida criando um
vetor com comprimento igual a quantidade de pixels deslocados e com valor igual
ao inverso da quantidade destes pixels. No caso da imagem (4.4.2) utilizou-se a PSF

abaixo, de comprimento 32:

L1 1} (4.53)

PSF =|— —, ..., —=
o [32’32’ 32

Deve-se observar que as equagoes (2.36) e (2.37) refletem o mesmo resul-
tado das equagoes (4.53) e (4.52), desde que em (2.37) sejam desprezados os valores
negativos de a. Sumariamente, se n for o total de pixels deslocados, entao a fungao

de degradacao tem a sua PSF equivalente por um vetor com o ntimero de pontos

. _— . 1
igual a n, e o valor de cada posicao do vetor igual a —.
n

Distorcao com n pixels horizontais:

11 1
PSF = {—,—,...,—} : n posicgoes. (4.54)
n’'n n

Ou seja, (4.53) representa o PSF para imagens degradadas com movi-

mento linear uniforme, com a escolha adequada da fungao continua.
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Deve-se completar este vetor com zeros formando uma matriz com a
mesma dimensao da imagem, entao aplicar FFT bidimensional com o cuidado de
deixar o valor DC no centro da matriz. Esta operacao é realizada dividindo a matriz
em quatro quadrantes e invertendo o primeiro com o quarto e o segundo com o
terceiro quadrantes. A convolucao entre as duas matrizes gera a imagem distorcida.
Neste caso teremos:

G(u,v) = H(u,v). X F(u,v) (4.55)

E importante salientar que a multiplicacao usada entre a imagem e
a transformada da funcao de degradagao é uma multiplicagdo ponto a ponto -
simbolo (.X) - e ndo uma multiplica¢ao usual de matrizes, como descrito em (4.36)-

simbolo(x).

Em [11] hd o modelo para construcdo de uma PSF para turbuléncia

atmosférica
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4.4.3 Restauracao de imagens deterioradas por movimento uniforme

O método utilizado para restaurar imagens é a aplicagao da equacao:

f@i,5) =F 'F(u,v)] = F*I[Rfiltm(u, v). * G(u,v)] (4.56)

onde:

F~![ ] é a transformada inversa de Fourier.

f(i,7) é a imagem restaurada, uma aproximacao da imagem original.

Ryiiro € o tipo de filtro utilizado na restauracao.

4.4.4 Filtro Inverso

Assumindo que uma dada imagem nao apresenta ruido podemos con-

cluir que da equagao (4.37) no dominio espectral temos que:
G(u,v) = H. X F(u,v)+0 (4.57)
e a transformada de Fourier da imagem original pode ser calculada usando a equagao:
F(u,v) = (1./H) x G(u,v) (4.58)
Assim a restauracao da imagem original torna-se:

Fi.) = (1./H) x G(u,v) = FV[(1./H) x G(u,v)] (4.59)

De forma simplificada o filtro inverso obtém a aproximacao da imagem

multiplicando ponto a ponto a forma degradada G(u,v) por sendo que

1
H(u,v)’

represente a inversao ponto a ponto de cada termo da matriz e nao a

a
H(u,v)
inversao da matriz.
Na pratica é comum que vérios pontos de H(u,v) sao nulos e isto
provoca divisao por zero na aplicacao do filtro inverso. Outro problema comum
¢ a transformada G(u,v) também possuir zeros no plano uv, o que pode gerar

indeterminagoes na equacao (4.58), de forma que mesmo na auséncia de ruido a
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reconstrucao torna-se impossivel ou gera imagens com extrema perda de nitidez,
uma vez que os valores tornam-se muito altos pelo fator da divisao por zero ou por

valores na vizinhanga de zero.

No caso da restauracao de imagens deterioradas por movimento uni-
forme a fungao H(u,v) é dada por (4.52). Esta funcdo, que depende apenas de u é

mostrada na figura (4.4.4):

Em [11] hd uma aproximacao da funcao (4.52) que possibilita o uso do
filtro inverso para restauragao de degradacao causada por movimento linear, que
todavia ¢ pobre na qualidade da imagem corrigida, e por isso este procedimento nao

foi implementado.

4.4.5 Filtro de Wiener

O filtro de Wiener serve para diminuir os problemas de divisao por zero

obtidos no filtro inverso. O filtro é definido por:

H*(u,v)
o > [ Salu,v) (4.60)
o+ ]

Onde sao dados:
H*(u,v) = complexo conjugado da matriz H(u,v).
Sn(u,v) = densidade espectral do ruido n(z,y).

S¢(u,v) = densidade espectral da imagem original.

Em aplicacoes préaticas a imagem original freqiilentemente é descon-
hecida, entao o valor da densidade espectral da imagem é substituida por um

parametro K, cujo valor 6timo é deteminado experimentalmente.

Desta forma tem-se:

H*(u,v)

Bo = 1B ol ¥ K&

(4.61)
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Concorde [13] ¢ interessante manter K como um parametro dependente
dos valores (u, v) do dominio freqiiencial, uma vez que os valores de ruido costumam
ser dominantes em freqiiéncias altas. Assim conforme a freqiiéncia aumente é inter-

essante que K aumente.

Existem outros efeitos indesejaveis em imagens onde o filtro de Wiener
pode ser aplicado obtendo uma boa restauragao. Fotografias antigas costumam
sofrer o ataque de tracas, e isto gera uma deterioracao conhecida na literatura como

‘salt and pepper’
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Figura 4.1: Imagem superior esquerda com 328 por 496 pixels, superior direita com
66 por 99 pixels.
Imagem inferior esquerda com 33 por 50 pixels e inferior direita com 16
por 25 pixels.

Figura 4.2: ITmagem simples (30 x 30 pixels) e a densidade espectral da imagem com
valores na forma log[l + |F(u,v)|] (256 x 256 pixels), onde o array de
entrada foi completado com zeros até ter o tamanho de 28.

Figura 4.3: Imagem Original - Densidade Espectral

Figura 4.4: Imagem com arrasto de 32 pixels na horizontal - Densidade Espectral

Figura 4.5: Gréfico da fungao (4.52)

Figura 4.6: Imagem Restaurada usando filtro de Wiener - Densidade Espectral

Figura 4.7: Imagem superior com aproximadamente 10 pixels deslocados.
Imagem inferior restaurada usando a equagao (4.61), com K constante

e PSF dado por (4.54).
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5 RESOLUCAO DA EQUACAO DE POISSON
VIA FFT

5.1 Introducao

Existem varios métodos para resolver numericamente a equagao de Pois-
son, e alguns destes sdo chamados 'Fast Poisson Solvers’, ou (FPS), por serem mais

eficazes do que o método da eliminagao gaussiana.

Dentre todos os FPS o de mais facil implementacao é o via FFT. Neste
caso a transformada rapida de Fourier é utilizada para aprimorar o custo computa-
cional em sistemas de equagoes geradas por diferencas finitas ou elementos finitos a
partir da discretizacao da equacao de Poisson. Este capitulo trata da resolucao da

equacao num dominio retangular com condicoes de contorno de Dirichlet.

A grande vantagem da FFT é preservar a precisao dos calculos e baixar
o tempo de processamento para a complexidade de O(n%logn). A titulo de com-
paracao, o método da eliminagao gaussiana opera com a ordem de O(n'), com o
mesmo erro de truncamento. Sob este ponto de vista a FFT pode ser comparada
com um dos melhores métodos para obter a solucao numérica para a equacao de

Poisson.

5.2 Discretizacao da equacao de Poisson

A equacao de Poisson sujeita as condi¢oes de contorno de Dirichlet:

Pu  O*u
S E Q;

u(z,y) = éd(x,y), para(z,y) € 0Q;

Onde Q2 = (0,1) x (0,1) é um quadrado unitario e 92 sua respectiva fronteira.



5 Fast Poisson Solver 47

A fim de discretizar a equacdo diferencial o dominio 2 é coberto com
uma malha com passo h = 1/(N + 1), sendo que cada ponto (z;,y;) possui a repre-
sentacao:

r;=1th e y;=jh para i,7=0,1,...,N+1 (5.2)

Os pontos acima descritos estao dispostos de forma que se ¢ ou j forem
iguais a 0 ou N +1 entao estarao representando pontos na fronteira e todos os demais
representam pontos interiores. A resolucao do problema resume-se em encontrar

uma aproximagao dos valores de u(z;y;) para cada um dos pontos interiores.

Aplicando o método das diferencas finitas de segunda ordem em aprox-
imagoes centrais, conforme descrito em [10], temos os pontos interiores tendendo

a:
Uizt = 2Wig F Uity | i1 = 2yt Ui

h? h?

= flzj, ) (5.3)

Na equagao (5.3) por conveniéncia considera-se que os pontos da fron-

teira €2 estao incluidos. Podemos descrever o sistema matricialmente por:

TnU + UTy = h2F (5.4)

onde Ty representa a matriz tridiagonal (—1,2, —1) e define-se F como o conjunto

obtido pelos pontos Fj ;, interiores de €2, e pelos pontos ¢(z;, y;) da fronteira 0f2.

5.3 Resolucao do sistema linear

Encontra-se a solucao do autosistema da matriz Ty supondo que esta
é diagonalizavel. Sendo assim chamando V' a matriz dos autovetores e L a matriz

diagonal dos autovalores teremos:
Ty =VLV™! (5.5)
de forma que o sistema torna-se:

VLV'U +UVLV ™' = B2F (5.6)
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Multiplicando (5.6) por V! e por V, respectivamente, teremos a equagao:

LV'UV +VWUVL = ®*V-'FV (5.7)

A fim de obter mais simplicidade em (5.7) definimos:

U=V1'Uv (5.8)
F=hrV'FV (5.9)
Uma vez que:
L(j,))U (G, k) + U (5, k)L(k, k) = F(j, k) (5.10)
teremos: o
_ F
U(j, k) = (5.11)

L(j, ) + L(k, k)

Este problema resolvido por métodos matriciais tem ordem de complex-
idade O(N*), o que representa um custo computacional elevado. A transformada
rapida de Fourier, conforme mencionado em (5.1) pode entao ser aplicada ao prob-
lema, preferencialmente, quando a malha é dividida em nimero de células igual a

uma potencia de dois.

5.3.1 Aplicacao da Transformada Rapida de Fourier

A transformada rapida de Fourier se torna aplicdvel na resolucao da
equacao de Poisson uma vez que a matriz Ty em (5.3) é da forma T'ST (Toeplitz,
simétrica e tridiagonal), que possui autovalores conhecidos pela conjectura de Fischer-
Hartwig, como citado em [3] e [5]. Aqui, de forma simplificada mostra-se uma forma
de se obter os autovalores e autovetores da matriz T'ST obtida da discretizagao

sugerida:

Da equagao 5.3 define-se:
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i -2 1 0 . 0 ]
1 -2 1 0 0
Tn=1 0
1 -2 1
0 0 1 =2

Temos as identidades trigonométricas conhecidas:
sin((k + 1)0) = cos(0).sin(kf) + sin(0).cos(k0)

sin((k —1)0) = cos().sin(k0) — sin(0).cos(k6)

Somando as equagoes (5.13) e (5.14) teremos:

sin((k —1)0) — 2.cos(0).sin(kf) + sin((k +1)0) =0

49

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

A titulo de simplificacao faz-se sin(K0) = Sk e cos(K0) = Ck, para

™
0<6< 5 Assim temos a propriedade:

B R -
S2 Sl - 252 + 83
T, -
Sk Sk—1 — 25k + Skt
Sm Smfl - QSm

Da equacao (5.13) conclui-se que:

Sk—1— 2.5, + Sk11 = QSk(l + Cl)

(5.16)

(5.17)

Na segundo termo da igualdade (??) o primeiro item da matriz foi

completado com Sy uma vez que sen(0) = 0, porém a ultima posi¢ao do vetor estd

incompleto, assim usando a equagao (5.17) obtemos:
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Si
S2

Sk

S

A tltima linha do segundo vetor de (5.18) é equivalente a

.| | =2 1)

S
S

Sk

Sm

e usando a equacgao (5.13) tem-se:

Sm—l - 2'Cflﬂs’m = TPm+l

o que nos leva a matriz:

Tornando n = m — 1 temos:

Si
S2

Sk

S

S
So

—2.(C, — 1)

Sm—1 — 2.5, —2.C1.5,, =

=2.(Cy — 1)

(Spt — 2.8,) — 2(C1).Shm

Si
S2

Sk

S
So

o o o O

m—1 — 2C’ISm

o o o O

Sm+1

o o o O

20

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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K
Fazendo a substituicao 0; = T teremos sin(nb;) =
n

S
S

sin(6;)
sin(26;)

portanto:
Sy
Sy
11 =2.(C1—1)
Sk
Snfl
De uma forma mais clara escreve-se:
sin(6;)
sin(26;) ‘
. Vs
T— =2 —) -1
1 (cos(37) = 1)

sin((n — 2)6;)
sin((n — 1)6;)

Definindo a matriz V{,x1,nx1) por:

ki
[‘/(I:n—Ll:n—l)} kj - S/Ln(ﬁ),

n

sin((n — 2)6;)
sin((n —1)6;)

0<k,j<2n-1

teremos V(1 :n — 1, ;) um autovetor da equagao (5.24), ou seja:

T,-1V(1l:n—1,5)=X\V(1:n—-1,5)

onde define-se \; = 2(003% —1). Desta forma tem-se para j =1:n — 1:
_ N . -
VT,V = A —L
L 0 An-1 N

Os autovalores e autovetores tornam-se:

L(j.5) = 2(cos(17) ~ 1)

para 1<j5<n

o1

=0, e

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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ik
V() = sin(222) para 1<jk<n (5.29)
n
Obtém-se desta forma um método rapido para calcular a inversa de

VAT, \WW=L&s LW, 1 =V'1s

(5.30)
LWl =viT! T =VL V!

Dado um vetor x, com n valores, define-se o vetor extendido zx por:
xx = (0,21,...,2,,...,0) (5.31)
tal que zx possua 2n valores.

Da matriz de Fourier definida em (2.30) é fato que

Fim = [fir)s e fix=wl 0<jk<m-1

(5.32)
wy = cos(3E) —isin(32); i =+/—1
Escrevendo o vetor extendido zx com comprimento 2n temos:
2mjk .. 2wk w1k .. 1k
F = — —) = ) - —— 5.33
(xx) = cos( o ) — isin( o ) = cos( " ) — isin( o ) (5.33)

Comparando as equagoes (5.29) e (5.33) verifica-se a parte imaginaria
da matriz de Fourier gera os autovetores V (7, k) de Ty. Conseqlientemente dispoe-se
da igualdade:

DST, = Im(Fy,(1:n)) (5.34)

onde F,, é a DFT do vetor extendido (zx).

Uma vez que a parte imaginaria da DFT é chamada DST (Discrete Sine
Transform), e conforme verificado no capitulo 2, a inversa da DST (IDST) tem a
seguinte equacao:

[DST = 2DST (5.35)
n

Por conseguinte a questao de encontrar os autovetores da matrix Ty

resume-se em calcular a DST (via FFT) da matriz de Fourier de dimensao 2n.
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Utilizando este modelo temos uma forma eficiente de calcular a solugao da equacgao
de Poisson, porém para que o método seja satisfatério devemos considerar que a
seqiiéncia de entrada tenha valores igualmente espacados e que seja de comprimento

igual a uma poténcia de 2, conforme discutido anteriormente.

5.3.2 Algoritmo

Devemos resolver a equagao (5.11). Os passos devem ser:

5.3.2.1 Obtengao de (5.9)

Devemos encontrar F = V-'FV. De [7] temos:

2
T ==L 5.36
n—1 n ( )
Aplicando (5.36):

- 2~ 2
F=-VFVT ! ==-L" (5.37)

n n

De forma analoga:

— 2__

U=VUV'= V(EU)V‘l (5.38)

A equagao (5.11) nos d& como resposta:

2 F(j, k)
UGy k) =~V (L(J’,j) IO k>> 1% (5.39)

5.3.2.2  Pseudo-codigo para aquisicao de U

(1) Aplicar FFT bidimensional aos valores de F(i, 7).
(2) Dividir cada transformada F'(,7) por L(j,j) + L(k, k).
(3) Aplicar FFT bidimensional inversa aos valores de F(j, k).

Tendo em vista que a aplicacao da FFT bidimensional em uma matriz

equivale a aplicar FF'T sobre as linhas e consecutivamente sobre as colunas descreve-
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se o algoritmo:

fun¢ao x =FFT-Poisson(F,h)

(n,m) = dimensdo de F

Para i variando de 1 até n faga // (Computo dos autovalores)
L(i,i) = 2(1 — cos(i%))

L(i,j7) =0, parai # j

pare

// (FFT bidimensional em F)

x = DST(F") (F’ é a transposta de F )
= DST(x)

T=—%

Para @ variando de 1 até n faca

Para j variando de 1 até n faca
(i, j)

) = TG 1 LG)
pare
pare

//(Transformada inversa)

x = DST(x)
2 /
r=—%zx
n

x = DST(x)
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