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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se a implementagdo da matriz de amortecimento viscoelastica
para um programa computacional de analise de cascas laminadas de materiais compdsitos. A
formulacdo apresentada permite realizar analises dinamicas de estruturas laminadas com a
consideracdo do efeito do amortecimento para dois modelos diferentes: Kelvin e Zener. A
matriz de amortecimento foi implementada de duas formas: proporcional a massa ou
proporcional a rigidez.

A equagdo do movimento do sistema dindmico foi resolvida utilizando-se o método de
Newmark para integracdo direta. Para 0 modelo Zener foi desenvolvida uma anélise para um
elemento com 1 grau de liberdade.

Apresentam-se exemplos de aplicacdes da formulacdo para modelos Vviscosos,
implementadas no programa de elementos finitos, submetidos a diferentes tipos de
carregamentos, como carga distribuida e cargas de impacto com diferentes tipos de
excitacdes. Comparagdes entre o comportamento dos modelos Kelvin e Zener foram

realizadas para validar os resultados obtidos.



ABSTRACT

This thesis presents the implementation of viscoelastic damping for a computational
program for the analysis of laminated composite shells. The formulation is applied to
dynamics analysis of composites structures with consideration of damping for two different
models: Kelvin and Zener. The damping matrix is implemented in two forms: proportional to
mass and proportional to stiffness.

To solve the equations of movement of the dynamics system the Newmark method for
direct integration it is used. For the Zener model the analysis of an one degree of freedom
model was developed.

Examples of applications of the formulation are presented for both models,
implemented in the program of finite elements, submitted to different types of loadings, as
distributed load and impact loads with different types of excitations. Comparisons between
the behavior of the Kelvin and Zener models were performed to validate the results obtained.



1. INTRODUCAO

1.1 Consideracdes Gerais

Nos ultimos anos, 0s materiais compositos tém sido usados cada vez mais. A fim de
minimizar custos de producdo e maximizar o desempenho das relaces rigidez/peso e
resisténcia/peso a ciéncia tem procurado aprimorar as técnicas de fabricacdo de fibras de alta
resisténcia e a confecgdo de novos materiais. Sendo assim, € cada vez mais comum serem
encontradas estruturas reforgadas com outros tipos de materiais cujo custo de material, peso,
entre outras caracteristicas influenciam, de maneira positiva, a construcdo de estruturas mais
altas, esbeltas e sobre tudo mais econdmicas.

Na literatura os materiais compodsitos (composite materials), tém encontrado um
amplo campo de aplicagfes que podem variar desde a fabricagdo de pecas simples, como
utensilios domésticos, até sofisticados projetos da engenharia automobilistica, aerondutica e
aeroespacial.

Em aplicacdes estruturais, estes materiais sdo geralmente encontrados como painéis
planos ou curvos compostos de varias laminas. Estas laminas, em geral, sdo compostas por
duas partes: Uma parte polimérica denominada matriz e outra de elevada resisténcia e rigidez
denominada fibra. As fibras podem ser dispostas em uma ou mais dire¢fes. O papel principal
da matriz é proteger e suportar as fibras e o papel principal das fibras é suportar os esforcos da
estrutura, visto que as fibras sdo os principais elementos de resisténcia. Alguns tipos de
materiais compositos sdo mostrados na figura 1.

O amortecimento é um elemento presente em todos os sistemas reais, 0 qual dissipa
energia de vibracdo, usualmente como calor, atenuando o movimento. O amortecimento pode
ter varias formas que dependem do mecanismo fisico envolvido. Em primeiro lugar, podem
surgir a partir das forgas viscosas devido ao cisalhamento como nos fluidos, na qual as forgas
de amortecimento sdo proporcionais a velocidade. Em segundo lugar, podem ser causadas
pelo fluxo turbulento em fluidos e as forcas serdo proporcionais ao quadrado da velocidade.
Em terceiro lugar, podem surgir a partir da friccdo e as forgcas serdo constantes, mas sempre
atuando em oposi¢do ao movimento relativo. Em quarto lugar, sua fonte pode estar contida
em materiais como um resultado da histerese no ciclo de tensdo-deformacgdo. Também pode

haver uma mistura destes varios tipos.

Programa Computacional para Anélise Dindmica de Estruturas Incluindo Amortecimento Viscoelastico
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v b)

Figura 1.1 — Exemplo de materiais compositos. a) Reforcados; b) Laminados

Para o desenvolvimento deste tipo de analise serd tomado como base de pesquisa um
programa desenvolvido a partir de 1994 no laboratério CEMACOM (Centro de Mecanica
Aplicada e Computacional), pertencente ao Departamento de Engenharia Civil da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), o qual utiliza elementos finitos
tridimensionais degenerados de cascas e permitir realizar analises estruturais do tipo estatico e
dindmico assumindo materiais elasticos ou viscoelasticos. Uma descri¢cdo mais detalhada do
programa PAINEL (Programa de Anélise Integrada N&o Linear de Estruturas Laminadas) serd
feita no capitulo 4.

1.2 Reviséao Bibliografica

Foi na década de 60 que surgiram os materiais reforcados por fibras que empregam
resina como matriz e foi nesta época que surgiram os primeiros trabalhos no sentido de
caracterizar o comportamento destes materiais. Estes primeiros estudos tinham como objetivo
principal fornecer as propriedades dos materiais compdsitos pelas caracteristicas de seus
constituintes, empregando conceitos da micromecénica. Hashin e Rosen (1964) apresentaram
o calculo dos modulos de elasticidade para compoésitos com fibras dispostas paralelamente.
Na mesma década, surgiram os primeiros trabalhos no sentido de caracterizar o
comportamento viscoelastico destes materiais. Hashin (1966) obteve expressfes analiticas
para propriedades viscoelasticas macroscopicas do material empregando o Principio da
Correspondéncia e considerando as fibras como elasticas lineares e a matriz como
viscoelastica linear.

Nos anos 80, com a evolucdo dos computadores, houve um avanco nos modelos
numericos que utilizavam o Método dos Elementos Finitos. Este método, em suas diferentes
formas, tem aplicacdo destacada na solucdo da mecanica estrutural, se comparado a outros

métodos numeéricos. Sua grande capacidade em lidar com situacdes usuais de projeto, como

Daniel Fraga Sias. Porto Alegre, PPGEC/UFRGS, 2004.
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por exemplo, a analise de estruturas com geometrias, cargas ou condi¢cdes de contorno
arbitrarias e estruturas constituidas por diferentes materiais, torna-o uma forte ferramenta
matematica e computacional na solucdo de problemas estruturais de grande complexidade.

Desta forma, este método tem sido muito utilizado como ferramenta de investigacdo
do comportamento de estruturas de cascas. O comportamento, singularmente complexo, de
uma estrutura em casca deu origem ao desenvolvimento de um grande ndmero de elementos
finitos especificamente formulados para o estudo deste tipo de estrutura. Estes elementos
podem ser divididos em trés grupos: a) elementos planos aos quais se impde por superposi¢ao
um comportamento de membrana e de flexdo; b) elementos curvos formulados com base em
uma teoria classica de cascas; c) elementos tridimensionais degenerados de cascas deduzidos
a partir de elementos isoparamétricos tridimensionais.

Os problemas dos elementos planos, em geral, sdo contornados com o uso de artificios
que acrescentam a analise um esforco computacional adicional. Porém, ainda existe a
necessidade de avaliar a eficacia das formulacbes que fazem uso destes artificios em termos
comparativos ao desempenho de outros elementos (Gallagher, 1969 citado por Marques,
D.C.S.C. 1994).

Tomando como ponto de partida a formulacdo dos elementos isoparamétricos
tridimensionais, Ahmad et al. (1970) deduziram os elementos tridimensionais degenerados de
cascas impondo aos primeiros as hipoteses de deformacéo normal transversal nula e de que as
normais a superficie média permanecem retas, embora ndo necessariamente normais, apés a
deformacdo. Desta maneira sdo obtidos elementos com nés dispostos sobre a superficie média
e possuindo cinco graus de liberdade (3 translacdes e 2 rotagdes). A experiéncia mostrou que
estes elementos forneciam 6timos resultados na analise de cascas de grandes ou moderadas
espessuras, porém o desempenho dos mesmos se deteriorava a medida que a espessura era
reduzida. Para solucionar estes problemas muitos pesquisadores tém dedicado intenso esforco
na criacdo de ferramentas que possam eliminar estas fragilidades. Técnicas como a integracao
reduzida uniforme e a seletiva (Zienkiewicz et al., 1971) e (Pawsey e Clough, 1987),
formulagbes mistas (Lee et al., 1985) e (Rhiu e Lee, 1987) e outras formulagbes e
procedimentos citados por Marques, D.C.S.C. (1994). A técnica de integracdo reduzida pode
resultar numa deficiéncia em rank (posto) da matriz de rigidez do elemento. Isto implica em o
elemento poder apresentar modos cinematicos, ou seja, modos de deformacao diferentes dos

movimentos de corpo rigido aos quais correspondem a energia de deformag&o nula. O uso da
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citada técnica pode assim proporcionar a singularidade ou 0 mau condicionamento da matriz
de rigidez global da estrutura, cuja consequéncia pode ser a obtencdo de solucbes
completamente incorretas. Briassoulis (1988) proporcionou em seus estudos uma discussao
sobre a solugdo deste tipo de problema. Maiores detalhes podem ser vistos no trabalho de
Marques, D.C.S.C. (1994) onde é feita uma completa explanacdo sobre este assunto.

O fato de que o conceito de elementos tridimensionais degenerados lida com hipoteses
cinematicas adotadas por teorias de cascas, sem, no entanto, recorrer as complexidades nelas
contidas, atraiu varios pesquisadores que estudam o comportamento de cascas pelo método
dos elementos finitos. A simplicidade e a capacidade de representar adequadamente as
geometrias de estruturas colocaram em uma posicdo de preferéncia para a realizacdo de
estudos considerando efeitos ndo lineares geométricos e fisicos. Estes elementos foram base
dos estudos de Ramm e Stegmdller (1982) e, Bathe e Dvorkin (1983). Outras contribui¢des
dadas ao estudo do comportamento nao linear de cascas de material homogéneo e isotropico
foram dadas por Ramm (1977), Parisch (1978), Bathe e Bolourchi (1980), Parisch (1981),
Hughes e Liu (1981), Kanok-Nukulchai et al. (1981), Chang e Sawamiphakdi (1982), Surana
(1983) e, Oliver e Onate (1984), citados por Marques, D.C.S.C. (1994). Todos estes trabalhos
fazem uso de uma formulacdo Lagrangeana Total ou Lagrangeana Atualizada, as quais
permitem o estudo do comportamento de estruturas considerando finitos os deslocamentos, as
rotacOes e as deformacbes. Vale ressaltar que dentro do escopo de problemas com grandes
deslocamentos, moderadas ou grandes rotagcOes e pequenas deformacdes pode ser enquadrada
a maioria das aplicacdes préaticas de estrutura em cascas.

Cascas laminadas, da mesma forma que cascas convencionais, foram, e ainda estdo
sendo, modeladas por diferentes tipos de elementos finitos (Rao (1978), Reddy (1982),
Somashekar et al. (1987) e Wilt et al. (1990)). Panda e Natarajan (1981) estenderam a
formulacdo dos elementos tridimensionais degenerados a analise de cascas laminadas. Ainda
dentro deste escopo podem ser citados Di Sciuva (1986, 1987), Cho e Parmerter (1994),
Averill a Yip (1996), Lee e Waas (1997) e Lee e Kosmatka (2002) os quais utilizaram a teoria
de deslocamento Zig-Zag baseados em campos de deslocamentos.

Neste trabalho apenas a analise dindmica e elastica linear foi estudada. Também foi
considerado, neste estudo, o efeito do amortecimento em estruturas reforcadas por materiais
compositos. Dentro deste escopo da andlise dindmica pode-se citar o estudo realizado por

Chao e Reddy (1984) onde consideraram a analise ndo linear estatica (em regime pré e pos-
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critico) e dinadmica (transiente) de cascas laminadas usando os mesmos elementos e uma
formulacdo Lagrangeana Total.

Em analise dindmica, muitos trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de
investigar diferentes comportamentos em diferentes situagdes. Um tipo de analise dindmica
que foi desenvolvido por Owen e Li (1990) tinha como objetivo avaliar 0 comportamento
elasto-plastico sob efeito dindmico (transiente).

Outro estudo, feito por Rao et al. (1997), consistia na analise de estruturas de materiais
compositos que utilizava camadas viscoelésticas embutidas. Uma andlise das propriedades
dindmicas de camadas com multiplo amortecimento e vigas compostas por laminas com
camadas rigidas anisotropicas foi realizada utilizando um método baseado no método dos
elementos finitos desenvolvido por Johnson e Kienholz (1982). Rao et al. (1997) utilizaram,
ainda, um pacote comercial de elementos finitos para algumas verificagBes em suas analises.
Também foi foco de estudo de Rao et al. (1997) a variacdo de frequéncias de ressonancia e
fatores de danos modais de véarias amostras de vigas com temperatura. Em busca de
propriedades dindmicas Otimas os efeitos de diferentes parametros, tais como angulo de
orientacdo das camadas e interacdo entre camadas, também foram estudados, além de
verificar o efeito do uso de diferentes combinacGes de materiais com amortecimento no
sistema para a obtencdo de propriedades de amortecimento estaveis em uma larga faixa de
temperatura. Para validar alguns dos resultados obtidos, além do uso do software comercial,
foram utilizados resultados tedricos de trabalhos publicados anteriormente. Os resultados
obtidos pelo grupo foram considerados excelentes sob temperaturas mais elevadas, embora
algumas diferencas tenham sido encontradas sob baixas temperaturas. Estas diferencas foram
atribuidas as aproximacdes dos métodos utilizados.

Ainda dentro do campo de pesquisa sobre amortecimento em estruturas, muitos
trabalhos tém sido desenvolvidos com o intuito de representar computacionalmente o
comportamento de estruturas de material compdsito sob efeito do amortecimento. Para uma
boa representacdo computacional é necessario, também, ter uma boa modelagem numérica
que permita captar os efeitos do amortecimento com uma relativa preciséo dos resultados.
Dentre alguns pesquisadores que procuram desenvolver técnicas para essa avaliacdo pode-se
citar Maher et al. (1999) que desenvolveram um modelo dindmico melhorado para
amortecimento em vibragfes de estruturas de material compdsito introduzindo uma

investigacdo da sequiéncia de empilhamento de camadas e o grau de anisotropia como uma
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funcdo dos modos de vibragdo. A investigacao realizada por Maher et al. (1999) foi baseada
em um ajuste de medi¢cbes modais com baixo erro residual a fim de estabelecer modelos
quase-uniformes de amortecimento em relacdo a massa em termos de sistemas coordenados
normais. A analise dos resultados obtidos por Maher et al. (1999) levou ndo s6 a prova da
eficiéncia do modelo proposto, mas também a sua aplicabilidade em um extenso espectro de
freqliéncia dos compositos. Outros pesquisadores, citados por Maher et al. (1999), estudaram
o efeito do amortecimento em estruturas de materiais compositos.

Algumas técnicas também foram desenvolvidas para predizer o amortecimento em
estruturas. Por exemplo, Dovstam (2000) desenvolveu uma técnica de modelagem da resposta
modal de vibracdo linear e incondicionalmente convergente usando uma lei de Hooke no
dominio da frequéncia. Este método foi apresentado por Dovstam (1995) e é baseado no
continuo, na elasticidade, nos modos de deslocamentos e modos de tensdo vibracional. Os
modos de tensdo sdo explicitamente usados para derivar um modelo de resposta modal
geralmente convergente em casos geralmente amortecidos com uma excitacdo de tracdo de
contorno. O problema real de autovalores que define os modos de tenséo foi formulado e
também foi desenvolvido o sistema de equagdes modais do movimento no dominio da
freqliéncia explicito para avaliar o coeficiente do modo de deslocamento e tensdo. Pela
interdependéncia das diferentes contribui¢cbes modais (acoplamento modal), parametros foram
computados a partir de propriedades de materiais conhecidos (elasticos e amortecido) e
geometrias de resultados pos-processados a partir de elementos finitos padréo, tridimensionais
e célculo de autovalores. Ainda foram desenvolvidos, meios praticos de prever se o
acoplamento modal ocorreu ou ndo, bem como, meios de prognosticar a freqiiéncia de
ressonancia. Este método quando aplicado a um material isotropico, para um amortecimento
pequeno, se aproxima dos resultados obtidos para um modelo de receptancia modal
desenvolvido também por Dovstam (1997). Dovstam (2000) analisou um modelo que
consistia numa placa teste tridimensional em balanco altamente amortecida, os resultados
obtidos pelo método proposto foram validados comparando com o método direto dos
elementos finitos.

Outros estudos direcionados a avaliacdo do mecanismo dindmico conduziram muitos
pesquisadores ao estudo do amortecimento (damping), como é conhecido na literatura.
Henwood (2002) estudou um tipo de amortecimento chamado de amortecimento histerético.

Este tipo de amortecimento é aceito por ser razoavelmente preciso em algumas circunstancias,
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mas somente pode ser aplicado diretamente no dominio da freqiiéncia. Em geral, mecanismos
dindmicos (tempo) sdo mais convenientes para modelos viscosos onde a matriz de
amortecimento € construida para ser usada em uma equacgdo viscosa a qual dard a dissipacdo
de energia aproximando-se ao modelo histerético. Henwood (2002) justificou os resultados de
seu estudo comparando com resultados no dominio da freqiiéncia e no dominio do tempo com
os dados medidos de um diagrama de alto-falante. Pesquisadores como Bert (1973), Mcintyre
e Woodhouse (1978), citados por Henwood (2002), estudaram o comportamento do
amortecimento com respeito ao material e a influéncia da geometria, respectivamente.
Algumas avaliagdes do comportamento de estruturas amortecidas sob efeito de
impacto foram desenvolvidas por Tan et al. (2003), este trabalho consistiu em apresentar um
modelo computacional desenvolvido para laminas flexiveis de polietileno reforgadas por
fibras [0/90°] e mostrar como 0 modelo pode simular testes de impacto conduzidos sobre as
laminas. Como os materiais utilizados nos modelos eram viscoelasticos fez-se necessario
desenvolver uma formulacdo de equacBes constitutivas que representasse uma modelagem
precisa de impacto e resposta a perfuracdo. Na metodologia usada foi definido que o material
é composto por uma cadeia de elementos com fibras unidimensionais definidos pelas relaces
constitutivas viscoelasticas. Modelos viscoelasticos com 3 elementos foram usados, tais
modelos foram considerados suficientes para modelar os efeitos das unides intermoleculares e
intramoleculares, bem como o deslizamento viscoso entre as cadeias moleculares, nas
propriedades mecénicas de fibras poliméricas orientadas. Os efeitos da delaminacdo foram
também levados em consideracao para a modelagem de laminas flexiveis em duas camadas de
fibras unidas, cada uma correspondendo a um ponto da seccdo transversal nas camadas
adjacentes. As unides entre camadas séo representadas por ligac6es rigidas infinitesimais que
quebram quando uma tensdo na unido entre camadas é exercida resultando na delaminacgdo
entre as camadas. Tambeém foi realizado um célculo de velocidades residuais,
desenvolvimento de deformacéo e delaminacao correlata bem como resultados experimentais.
No trabalho desenvolvido por Tan et al. (2003) os modelos reoldgicos dos materiais
viscoelasticos representados por 3 elementos foram chamados de modelos Zener. Neste
trabalho Tan et al. realizaram um estudo do comportamento dos materiais viscoelasticos para
a aplicacdo em coletes a prova de bala e esquema de integracdo utilizado foi diferencas

centrais no tempo.
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Muitos aspectos de uma andlise estrutural estdo sendo abordados fazendo uso de
elementos finitos tridimensionais degenerados. Os trabalhos desenvolvidos por Marques,
S.P.C. (1994) e Marques, D.C.S.C. (1994) tiveram, como principal objetivo, criar um modelo
computacional baseado em elementos finitos tridimensionais degenerados de cascas para
diversos tipos de andlises. Dentre as possibilidades de analise estrutural encontra-se a analise
dindmica, porém ndo foi considerado amortecimento de nenhuma espécie.

Oliveira (1999, 2000) também deu uma grande contribuicdo no melhoramento do
cadigo proposto pelos pesquisadores Marques, S.P.C. (1994) e Marques, D.C.S.C. (1994), o
qual foi teve seu desenvolvimento a partir de 1994, adicionando ao codigo analise acoplada de

viscoelasticidade e falha progressivas.

1.3 Objetivos do Trabalho

O programa PAINEL (Marques, D.C.S.C. (1994)), base deste estudo, permite realizar
analises lineares e ndo lineares geométricas. Porém na implementacdo de Marques, D.C.S.C.
(1994) né&o foi levado em consideracdo o efeito do amortecimento em estruturas laminadas.
Sendo assim, os objetivos deste trabalho s&o: 1) Realizar um estudo de modelos
viscoelasticos; 2) Estudar e desenvolver uma modelagem numeérica para sistemas dindmicos
com amortecimento considerando um grau de liberdade; 3) Implementar no programa para
analise de cascas de material compoésito (PAINEL) as matrizes de amortecimento
proporcionais a matriz de massa e a matriz de rigidez para considerar as propriedades
viscoelasticas dos materiais.

Analises usuais procuram modelar o comportamento viscoelastico atraves de
amortecimento proporcional. Geralmente um modelo Kelvin (terminologia empregada em
viscoelasticidade) é empregado em mecanica estrutural, embora raramente seja identificado
com esse nome, sendo mais conhecido como “modelo viscoso”.

Estudos de outros tipos de modelos viscosos e viscoelasticos sdo importantes. Em
geral, os materiais constituintes de estruturas sdo representados por modelos reoldgicos
compostos por dois ou mais elementos. A unido destes elementos forma uma cadeia e,
dependendo da disposicdo destes elementos o comportamento dos modelos s&o
completamente diferentes, ou pelo menos, 0s parametros que constituem os modelos s&o

diferentes.
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Para avaliar a equacdo do movimento do sistema dindmico sera utilizado o método de
Newmark. Neste método sdo assumidas duas equacBes de aproximagdo — uma para O
deslocamento, e outro para a velocidade. O procedimento para a solu¢do da equacgdo do

movimento é resolvido por sucessivos passos de iteracdo no tempo.
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2. VISCOELASTICIDADE

2.1 Introducao

Neste capitulo serdo introduzidos alguns conceitos basicos para o desenvolvimento das
relacbes constitutivas dos materiais compdsitos laminados e dos materiais viscoelasticos

gerais.

2.2 Relacgdes Constitutivas dos Materiais Compdsitos Anisotrépicos

Duas propriedades importantes dos materiais compositos podem ser citadas como
principais pilares de complexidade na aplicacdo de materiais compositos: a heterogeneidade e
a anisotropia.

Estas duas propriedades indicam que, dado um ponto no material, as propriedades do
material variam com a posi¢éo e a orientacdo em cada plano que passa por este ponto.

De acordo com Halpin (1984) e citada por Oliveira (1999) a matriz constitutiva dos
materiais anisotropicos possui 81 constantes que devem ser determinadas. Para um caso geral
de um estado de tensdes tridimensionais de corpo anisotropico a relagdo pode ser escrita como
na equacgéo (2.1) (Halpin, 1984).

EEIIB |§1111 S1122 S1133 S1123 S1131 S1112 S1132 SlllS S1121|:| EUIID

O
%225 211 S22 Snsz Sz Sua Samz Sam Syus S22215 2007
k0 O- - - - - - — - -0 g
0 0O O 0 0 0O
gzs 0~ - - - - - - - 0 gzsg
*0J=0- - - - - - - - -0 @7 @1
o O O 0
%HD [ - - - - - - - -0 aJlZD
v U - - - - - - - - -4 Wopyll
oo . _Og'p
Fsg U U P
= %2111 Suze Syzs Sas Suar Sare Suzm Suis S21215 H,H

onde [S] é uma matriz de constantes a serem determinadas e [C] = [S]" . Sendo assim, [S] e

[C], sdo ambas matrizes constitutivas do material.

Sendo os tensores de tensdes e deformagdes simétricos, ou seja, O;; =0 j; € &; = €j;

pode-se reduzir a relagdo apresentada na equacdo (2.1) na seguinte forma
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o0 0Cy G, Gy Cy Cs Gl O 8
%725 Bcﬂ Cpp Cp Cy Cy Cq% B gz
%73% :D Cyy Cpp Caz Gy G CQD % % (2.2)
P40 %41 Co Ciz Cu Cis Cupgpgy
Ebsg %351 Cs, Cs3 Co Css CSGB E%
P 0Ca Ceo Coz Cos Cos  Coall M B

onde definem-se as tensdes e deformacdes principais e, as tensdes e deformacdes cisalhantes

como fungdes de apenas um sub-indice (ver o conjunto de equacdes (2.3)).

0, =011 & =€&n
0, =02 & =E&»
O3 =033 €3 = E&33
04 =012 €4,=2¢ (23)
05 = 013 €5 = 2813
Op = O23 €6 = 2823

Assim, s6 restam 36 constantes das 81 mostradas na relagdo (2.1). Admitindo-se a
existéncia de um potencial elastico, demonstra-se que (Vinson, 1993),

Cij = Cji (24)

Desta forma, para um material anisotropico a relagcdo constitutiva de um dado ponto é
funcdo de apenas 21 constantes independentes.

Um caso particular da anisotropia € a ortotropia, onde o material possui planos de
simetria. Para este tipo de material a relagdo constitutiva mais geral reduz-se na expresséo
(2.5), onde ha apenas 9 constantes independentes. As tensdes e deformacgdes normais e de

cisalhamento ndo apresentam interacao no caso de haver ortotropia.

(v,g €, ¢, ¢ 0 0 000
U U U
D0 ®v C» Cs 0 0 0Qp
[(b,0 [C, C, C 0 0 00O
Dig=gl R e 000 (2.5)
P.0pgd 0 0 C, 0 0p7rp
1 R
Os0 0o 0 0 0 0 CeO EeO
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2.3 Materiais Compositos Laminados

Os materiais ditos laminados sdo materiais que sdo constituidos de fibras orientadas
em uma ou duas dire¢des especificas. Estas dire¢des fazem parte do plano da estrutura.

Para estabelecer a relacdo constitutiva de laminas de materiais orttropos admite-se
serem desprezaveis as tensdes e deformacdes normais a superficie média de tais estruturas, ou

seja, 045 sdo valores muito pequenos em relagdo as outras diregdes e £5; =0.

021
022 4%
013
O23

L p On

O11

Figura 2.1 — Lamina reforgada com fibras cilindrica na dire¢éo oy,

Na figura 2.1 o material foi reforcado apenas na direcdo o,,. Outra maneira de
refor¢ar o material apresentado seria colocar mais fibras na direcdo principal o,, . A relagdo

constitutiva para o material apresentado na figura 2.1 pode ser escrita na seguinte forma:

o, 0 €, C, O 0 00D
U U
g e Co 0 0 O
©0,0=00 0 C; O 00 &0 (2.6)
O0Hy o o0 ¢, 0250
%’4 o o “ O %‘4 O
B8 BO 0 0 0 CgxHEH
01 =011 &1=&n
Oy =09 & =&»
O3 =012 €= 2€p (27)
04 =013 &= 2813
Os5 = Op3 &€ = 2523

Pode-se escrever os coeficientes da matriz da relacdo constitutiva (2.6) em termos das
constantes do material E (mddulo de Young) e v (coeficiente de Poisson) (Liao e Reddy,

1987). Para uma estrutura composta de dois ou mais materiais as propriedades da estrutura
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variam de acordo com a direcdo com que a carga € aplicada. Isto é chamado de anisotropia.
Entdo, para uma estrutura laminada considera-se que as propriedades sé variam no plano
principal em que as fibras se encontram. Desta forma, as constantes ficam definidas da

seguinte forma:

Ell

Cu = 1-vivy) (2.8)
__ Ey

“z - (1-Vivy) (2.9)

= V1,Es

A-vivy) (2.10)

Cy =Cp (2.11)

Cus =Cy3 (2.12)

Css =Cys (2.13)

: v,E
onde define-se v,,=-12-22
11

2.4 Relac@es Constitutivas Viscoelasticas Gerais

Nesta sessdo serdo estudadas as relagbes constitutivas para o caso unidimensional.
Para obter as equacg0es para o caso geral, deve-se proceder da mesma maneira que na teoria de
elasticidade, isto ¢, deve-se substituir a relacdo constitutiva entre o e € pela correspondente

relagdo entre o tensor de tensoes oj; e o tensor de deformagdes &; . Assim, pode-se definir um

material viscoelastico linear para o qual a relacdo tensdo/deformacdo é determinada por
(Creus, 1986),

¢ . 2.14
Oj; ® :ITO Eija (t, )€y (T)dr ( )
onde Ejy (t,7) € uma funcdo tensorial de 4? ordem.
Do mesmo modo, define-se a relacdo inversa como:
(2.15)

&ij )= I:O Dija (7)o, (r)dt
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A simetria de o€ g, indica que, necessariamente,

Ein = Ejia = By etc. (2.16)

Se o material for isotropico E;, e Dy, serdo funcGes tensoriais isotropicas. Uma

funcdo tensorial de 42 ordem com propriedades da equacdo (2.16) pode ser escrita como

E@v -1) 5 +L (8,0, +9,0,)

ijkl :18(1+V)(1—2V) ik 4(1+v) (2.17)
onde,
0 ,i#]
O. =
i H Q=] (2.18)

A funcdo Dy, tem uma expressdo similar (Creus, 1986). A equagdo (2.17) também

pode ser escrita em termos das fungdes escalares K(t,1) e G(t,1), as quais sdo denominadas
funcbes de relaxacdo em compressdo e em cisalhamento, respectivamente. Desta forma, a

equacdo (2.17) é reescrita da seguinte forma:

K-G

G 2.19
Eiju = Tdijdkl + 3 (0;9; ( )

ij—jl +5iI6jk)
onde G(t,7) =G,H(t),K(t,7) =K,H(t). Go e Ky sdo constantes e H(t) € uma fungéo
Heaviside.

A equacdo (2.14) também pode ser colocada em uma forma alternativa como mostra a
equacéo (2.20).

g, (t) = ﬁo K (t, 7)€, (T)dT

5 (1) = L‘O G(t,1)¢; (T)dr

(2.20)

onde 0y,&,,S; € ;sd0 tensores esféricos e desviadores das tensbes e deformacdes,

respectivamente.

Daniel Fraga Sias. Porto Alegre, PPGEC/UFRGS, 2004.



31

Para muitos materiais os valores de K sdo muito maiores do que os valores de G, e as

deformacdes viscoelasticas pode ser consideradas como equi-volumeétricas.

2.5 Modelos Viscoelasticos

O comportamento dos materiais viscoelasticos sob um carregamento uniaxial pode ser
representado por meio de modelos conceituais compostos por elementos elasticos e viscosos,
ver figura 2.2. Estes modelos s&o particularmente Gteis de um ponto de vista didatico.

Combinando elementos do tipo molas (elemento perfeitamente elastico linear) e
amortecedores (elemento viscoso ideal que estende-se a uma razdo proporcional a forca
aplicada) é possivel obter diferentes modelos de comportamento viscoelasticos. Os modelos

mais simples sdo 0s modelos de Maxwell e Kelvin.

x ;
a) b

Figura 2.2 — a) Elemento do tipo mola; b) Elemento do tipo amortecedor

Para reduzir o numero de modelos viscoeldsticos a serem estudados, serdo
apresentados os modelos de Kelvin, Standard e Zener. O modelo Kelvin, também chamado de
modelo viscoso é o modelo reoldgico mais simples encontrado na literatura, devido a
impossibilidade de se obter o deslocamento instantdneo para este tipo de modelo faz-se
necessario utilizar modelos mais complexos. O modelo Stantard surge a partir de uma
generalizacdo do modelo Kelvin, porém ndo é possivel calcular as tensdes para uma historia
de deformacdo. Sendo assim, 0 modelo Zener foi escolhido para o estudo do comportamento
dindmico considerando materiais viscoelasticos por ser um modelo mais completo no que diz
respeito a obtencdo dos deslocamentos instantdneos e ao calculo das tensdes dada uma

historia de deformacao.
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Modelo Kelvin

Este modelo combina uma mola e um amortecedor em paralelo como mostra a figura
2.3.

W
tTd
=

Figura 2.3 — Modelo viscoso de Kelvin

A equacdo diferencial resultante do modelo Kelvin para uma historia de deformacéo é
dada pela equacéo (2.21) (Creus, 1986),

o(t) = Eg(t) +né(t) (2.21)

a qual para uma historia de tensdo tem a seguinte solugéo geral.

-T

t “Eq
£(t) :ija(r)e n' )dT (2.22)
Nz

Das equagdes (2.21) e (2.22) pode-se determinar as fungdes de fluéncia e relaxagéo, as

quais sao:

1 U Eq—n)O
Dt-1)==0Q-e" O (2.23a)
EH H

E(t-1)=EH(t -1) +1J (t -T) (2.23b)

onde H(t—1) € a funcdo Heaviside aplicada a partir de um instante 7 .
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Modelo Standard

Para melhor representar o comportamento mecénico dos modelos viscoelasticos toma-
se dois ou mais elementos Kelvin em série.

O modelo Standard é definido a partir de dois elementos Kelvin, onde para o primeiro
elemento é assumido um coeficiente de viscosidade suficientemente grande. Sendo assim, o

elemento pode ser representado como mostra a figura 2.4.

Figura 2.4 — Modelo viscoelastico Standard

A equacdo diferencial resultante do modelo Standard é dada pela equagdo (2.24)
(Creus, 1986).

E,E,e(t) + Ené(t) =o(t)(E, +E,) +nd (1) (2.24)

Para uma histéria de tensdo o (t) tem-se a seguinte solucdo geral:

0 B
g(t) = §i+iﬁ—e 0 )%a(r)dr (2.25)

QEl Ez

S

Da mesma forma, resolvendo a equacdo (2.24) para um historia de deformacdo £(t)

obtém-se a seguinte soluc&o:

(E1+E2)
EE EE, ! ~ (t-=1)
(B ) fe T g(ndr (2.26)
E +E, E +E, 10

o(t) =&(t)
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Resolvendo a equacéo (2.25) para uma historia de tenséo do tipo o(t) =o,H(t-1,) e
a equagdo (2.26) para uma historia de deformagdo do tipo £(t) =g,H(t—1,) € possivel

determinar as fungOes de fluéncia e relaxa¢do do modelo Standard, como mostra o conjunto

de equagdes (2.27).
| -E(t-T)D
Dit-7)=—+ Q- O (2.27a)
E, E E H
_(E1+Ep) . _ O _(a+E). [0
(t-1) (t-1)
E(t-1)=Ee " BB G O
E+E [ T (2.27b)

Modelo Zener

Outra opcdo para melhor representar modelos viscoelasticos € tomar dois ou mais
elementos Maxwell em paralelo.

O modelo Zener é definido a partir de dois elementos Maxwell em paralelo, onde para
primeiro elemento é assumido um coeficiente de viscosidade infinitamente grande. Sendo

assim, o elemento pode ser representado como mostra a figura 2.5.

Figura 2.5 — Modelo viscoelastico Zener

A equacdo diferencial resultante do modelo Zener € dada pela equacéo (2.28) (Creus,
1986).

1 (E+E) ... _ 1 1
0 +E1—Ezze(t) -E—lna(t) + EE, o(t) (2.28)
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Resolvendo a equacdo (2.28) da mesma forma que foi feito para o modelo Standard,
ou seja, assumindo uma historia de tensdo e uma histdria de deformacdo pode-se definir as

funcdes de fluéncia e relaxagcdo do modelo, como mostra o conjunto de equagdes (2.29).

1 O £ 12 0
Dt-1)=L0-_F o EEn' g (2.29)
EH B*E H
—Q(t-r)

E(t-1)=E, +E,e (2.29b)

Observando-se as equacdes diferenciais (2.24) e (2.28) nota-se uma grande
semelhanca entre elas. De fato, pode-se fazer uma equivaléncia de pardmetros para estes dois
modelos constatando que estes possuem um comportamento mecanico semelhante, como

mostra a figura 2.6. O modelo Zener ¢ igual ao modelo Standard se a seguinte equivaléncia

for feita; considerando as variaveis E;, n (variaveis do modelo Standard) e éi , N (variaveis

.. (E+E)E SE + B2
do modelo Zener), entdo E, =E, +E,, E, :é— en =%.
2 2
Comportamento Mecénico
Modelo Standard x BModelo Zener —B— Standard
——Zener
200 T‘E
185 / B =
130 i
S o
s 95 / \
2 &0
.l \
g 5 t 1‘
T . t(s)
) 4 f m 1R 1¢1\ b 1B 20
-45 &,JFE/T:E_
-80

Figura 2.6 — Grafico de tenséo na direcéo principal o, para um historico de deformacéo
&1 =&H(t-1,) para t =[r,T,]
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2.6 Efeito de Cargas Periddicas em Materiais Viscoelésticos

Considerando a carga periodica abaixo

o(t) =o,sinat (2.30)

caracterizada pela frequéncia f =w/2m e um periodo T =2rm/w. Substituindo a relacéo

viscoelastica dada por Creus (1986) para um modelo Standard (equivalente ao Zener), a

relacdo (2.15) fica, para o caso uniaxial.

£(t) :ID(t,T)d(T)dT (2.31a)
0
_ 11 e 2.31b
D(t,T) El+E2(1 e ) (2.31b)

onde 8 =n/E, . Desta forma, tem-se:

e T
£(t) :ﬁsinwt +@e 9J’e9 sinwm (2.32)
E1 n 0

Da integral tem-se o seguinte resultado:

t/e 2
) e
@'sin wt — 6% ccos ] +
1+ w262 [ ] 1+l & (2.33)

et) =

Substituindo a equacdo (2.33) na equacao (2.32) tem-se

£(t) = 0,[ D, sinwt — D, cos at +D,e™"?] (2.34)
onde,
1 1
D=—#+— —
'"E  E,(+w’6) (2.35a)
D, = (2.350)
E,l+w"6)
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Assim, a resposta a uma carga senoidal tem uma componente periédica e uma
componente exponencial amortecida. Apds um tempo de ordem maior que 6 a parte
transiente decai ao ponto da parcela poder ser desconsiderada. Entdo, o sistema entra no

regime permanente, onde tem-se:

£(t) = o,[D, sinat — D, cos at] (2.36)

O primeiro termo esta em fase com a carga e o segundo termo atrasado em % Se for

calculado o trabalho, a parte correspondente ao segundo termo é perdida; na verdade,
transformada em calor. Um material elastico teria somente a primeira componente, um
material viscoso somente a segunda. Por isso, estas componentes sdo denominadas: elastica e
viscosa, respectivamente.

A equacéo (2.36) ainda pode ser escrita na forma equivalente,

£(t) =&, sin(wt — J) (2.37)
onde,
co . /D21D2 g VES+W' O IE]
& =0y +L; =0, 1+ 20 (2.38a)
tang =22 = wo (2.380)
D, 1+E,(1+w"6%)/E
onde E_ = B, ,
E, +E

O angulo & é denominado de defasagem ou perda e caracteriza 0 amortecimento do

material. Quando 0 = % tem-se somente a componente viscosa. A figura 2.7 mostra como a

tand varia com a frequéncia para o caso do modelo de Kelvin, assim como, nos casos dos

modelos Standard ou Zener.
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(a)

tanis)
o
[an]

] 20 40 60 80 100

@ (freqléncia)

(b)

0.1 02 03 04 05 06 07 038 0.9 1

@ (frequéncia)

=]

Figura 2.7 — Variacdo da tan o com a frequéncia: a) Modelo Kelvin; b) Modelo Zener

Observa-se na figura 2.7 que a varia¢do da tand para o modelo Zener decai com o
aumento da freqiiéncia, um comportamento bem diferente do observado para o modelo Kelvin

que com o aumento da freqiiéncia a tand aumenta linearmente.

Modelo de Maxwell Generalizado

O comportamento real, no caso dindmico como no estatico, pode ser aproximado
empregando modelos generalizados. Aqui, trabalhar-se-a com o modelo de Maxwell

generalizado. Para este tem-se (Creus, 1986),

0 0
Om  g/ot O (2.39)

o=
i

e

]
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onde E, e n, sdo as constantes elasticas e os coeficientes de amortecimento de cada elemento

do sistema, respectivamente, m é o nUmero maximo de elementos utilizados.

Empregando-se a representacdo complexa, da equacdo (2.39), tem-se, no campo da
freqliéncia que:

E*(w) = % iw
Siw/E, +1/n, (2.40)

Para um modelo com uma mola independente,constante E, (modelo Standard), tem-
se:

m w6 +i
E*(w)=E, + 0wy ——
(@)=& rZzl+w29r2 (2.41)

onde, 6, =n, / E,, de modo que os modulos reais e complexos séo:

m o E67
E =E+w’y —
r 1 kZZ 1+w2a<2 (2.428.)
m
E =0y izkz (2.42b)
k2 1+w G
Para o modelo Zener (com 8 =n, / E,), tem-se:
E*(O.)) =E + wﬂ n
TPy (2.43)
para o qual os modulos real e complexo sdo, respectivamente
2 N2
_ w6
E,=E +E, ) (2.44a)
_ wb
E = Ezm (2.44b)

de modo que,
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cuja representacdo pode ser vista na figura 2.7b.

E, +(E, +E,)w* 6 (2.45)

A tabela 2.1 apresenta os primeiros 5 parametros para um modelo generalizado com 4

elementos.

Tabela 2.1 — Dados utilizados para um modelo generalizado com 4 elementos

K Ex 6
1 1.0 -
2 1.0 1.0
3 1.0 0.01
4 1.0 0.001
5 0.0 0.0001
=

018

tan(g)

0.16

0.14
012

el
-—_._,___“‘

0.1

0.0
0.06

0.04

0.0z

200

400

600 600 1000

@ (frequéncia)

Figura 2.8 — Variacdo da tand com a freqiiéncia para um modelo Maxwell generalizado

Para 0 modelo generalizado com 4 elementos viscoelasticos tem-se uma variagdo do

amortecimento com a freqliéncia, conforme indicada na figura 2.8, isto é, praticamente

constante sobre uma larga faixa de freqliiéncias, mostrando que o comportamento real

observado pode ser modelado. Se a zona de interesse estiver dentro da faixa de frequéncias

onde a tand tem grande oscilacdo pode-se mudar os parametros dados na tabela 2.1 de modo

que a tand ndo tenha grandes variagOes para tal faixa.
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3. COMPORTAMENTO DINAMICO EM MODELOS DE UM GRAU DE
LIBERDADE

3.1 Introducéo

Neste capitulo sera feito um estudo mais detalhado dos modelos dindmicos: Kelvin e
Zener. Primeiramente sera abordada uma solucdo tedrica para estes modelos de modo a
compreender 0 comportamento mecanico destes sistemas. Apés sera apresentada uma solugao
numérica para 0s mesmos. Também serd realizada uma andlise paramétrica a fim de
comprovar a eficacia da modelagem.

Geralmente, sdo usados modelos de um grau de liberdade para um melhor
entendimento da modelagem numérica. Sendo assim, a solu¢do numérica desenvolvida, neste

capitulo, terd apenas um grau de liberdade.

3.2 Solucéo Tedrica e Discussao

3.2.1 Sistema Dinamico representado por elementos Kelvin

Vibragoes Livres

Vibracdo livre € o movimento periddico que se observa quando um sistema é
deslocado a partir da sua posicdo de equilibrio estatico. As forcas atuantes sdo: a forca da
mola, a forca de atrito e 0 peso da massa. Devido a presenca do atrito a vibracdo vai
diminuindo com o tempo. Na literatura também é encontrada como vibrag&o transitoria.

Partindo da equagdo do movimento sem forcas externas (ver equacéo 3.1) é possivel
determinar o fator de amortecimento e a freqiiéncia natural do sistema. Esta equacédo é obtida

partindo-se da segunda lei de Newton.

mu +cu +ku =0 (3.2)

onde m é a massa do sistema, k € a constante elastica da mola, ¢ é o coeficiente de
amortecimento e u é uma funcdo dependente de t e representa a posicdo (deslocamento) da

massa do sistema, como mostra a figura 3.1.
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Py

AL A A T AT RS A AR A A R
AL A ERE O EOE L AAE LEF AL A
L x{."_‘/.,.._..-_r_.:..‘_.CLKL“‘{_:‘*_.J;J..Q_:.I

k

—L‘_."'\."\."'\_;“

m

u,
Figura 3.1 — Sistema com amortecimento do tipo Kelvin

Se dividirmos a equacao (3.1) por m pode-se reduzir a equagdo do movimento para a

seguinte forma:
{+2uu +wfu =0 3.2)

onde u € o parametro de viscosidade e w, =,/— € a freqliéncia natural do sistema.
m

Da equacdo (3.2) pode-se escrever a equacao caracteristica definida na expresséo (3.3)
A2 +2u) +wl =0 3.3)
Resolvendo a equagdo caracteristica obtém-se as raizes do problema, as quais sdo

2 _, 2 (3.4)
O coeficiente de amortecimento critico é definido por ¢, =2vmk =2ma,. A partir

desta expresséao é definido o fator de amortecimento { como sendo a razao do coeficiente de

amortecimento pelo coeficiente de amortecimento critico.
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A partir da equacdo (3.4) pode-se reescrever as raizes em termos do fator de

amortecimento ¢, entao, as raizes ficam:
/\1’2 :wo (_Z + ZZ _1) (36)
Sendo p® e w§ diferentes, a solucéo geral da equacédo (3.2) é dada por

u(t) =Ce™t" +Ce™? 3.7

onde C; e C; sdo constantes determinadas através das condicdes iniciais.

Da equacdo (3.4) pode-se analisar dois casos distintos. O primeiro é para quando
{ >1, neste caso o sistema é chamado de superamortecido e o segundo é para quando ¢ < 1,
para este o sistema é chamado de subamortecido.

Para 0 caso onde ¢ >1 ambas as raizes A; e A, sd0 reais e negativas. Se for

introduzida a notacdo dada na expresséo (3.8)

q= 000 ZZ -1 (38)

A solucdo geral apresentada na equagdo (3.7) pode ser reescrita como mostra a
equacao (3.9).

u(t) =e~%" (Cleqt +C,e ™ ) (3.9)

O movimento representado pela equagdo (3.9) é ndo periddico. Além disso, como
ambas exponenciais sdo negativas, segue que o deslocamento e a velocidade desaparecem
exponencialmente.

Para o caso onde ¢ <1 ambas as raizes sdo complexas conjugadas, entéo

A, = pig (3.10)
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onde define-se a frequiéncia natural amortecida como w, = wy+/1—-{* . Entdo, a solugdo geral

para este caso sera reescrita como mostra a equacao (3.11).

u(t) = re”““" cos(w,t +¢) (3.11)

onde r e ¢ sdo constantes a serem determinadas através das condi¢es iniciais.

As constantes r e ¢ sdo determinadas como segue:

r= /Cf +CZ e ¢ :arctan% (3.12)

1

Admitindo u=u, e U=v, ,para t=0, segue que:

+ v, + O
ez Dot D B O (3.13)
o p 0O O PUy 0O

Para este caso, os graficos das figuras 3.2 e 3.3 apresentam 0 comportamento

oscilatorio de um sistema do tipo Kelvin sob vibracGes livres.

Resposta Oscilatério para o Modelo Kelvin c=5N.g/m
na —_———— ¢=10 N.s/m

Paa NTa U T . |

15 20

Deslocamento
,

-03

Figura 3.2 — Influéncia do coeficiente de amortecimento ¢ para o modelo Kelvin

Uma analise do parametro de amortecimento (c) foi realizada, como mostra a figura

3.2. Ao aumentar o valor do parametro ¢ de 5 para 10 N.s/m, observou-se que o sistema
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manteve a frequéncia de oscilacdo constante, e como era esperado, 0 sistema amorteceu mais
rapidamente.

A figura 3.3 mostra uma anélise do parametro k (constante elastica da mola).

Resposta Oscilatéria para o Modelo Kelvin k=100 N/m
———- k=10 N/m
\
i
‘-
'
'
o !
€ i
@ ( e
1 . ~
E v f\l IS N ol PO |
S WV Tees” 15 20
= A
] ! t
<« L]
n2 !
] 7

Figura 3.3 — Influéncia da constante elastica k para modelo Kelvin

Observa-se na figura 3.3 que ao diminuir a constante elastica da mola (k = 10 N/m) a
amplitude do primeiro periodo de vibracdo aumentou consideravelmente e a freqiiéncia de
vibracdo reduziu, porém, o sistema amorteceu rapidamente e as oscilacdes tenderam a zero

préximo ao mesmo instante t do exemplo onde foi utilizado k = 100 N/m.

3.2.2  Sistema Dinamico representado por elementos Zener

Vibragoes Livres

Sistemas dinamicos representados por este tipo de elemento sdo chamados de sistemas
com amortecimento hereditario (Volterra e Zachmanoglou, 1965) e a equacdo do movimento,

deste sistema, pode ser escrita na seguinte forma:

t
ma+ | P(t —T)%dl’ +ku =0 (3.14)
e T '

onde m é a massa do sistema e k € a constante elastica da mola em paralelo, como pode ser

visto na figura 3.4.
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Na equagéo (3.14) o termo integral representa 0 amortecimento do sistema, onde @(t)
é uma funcdo temporal e determina a hereditariedade do mesmo.

Assumindo um sistema com hereditariedade de 1° grau adota-se a seguinte funcgéo

d(t):

d(t) = Ae A (3.15)

Desta forma, substituindo a equacao (3.15) na equacéo (3.14) tem-se

t
mu + Ae””" [ e %dr +ku =0 (3.16)

Os deslocamentos no amortecedor variam com o tempo, entdo, pode-se escrever a

equacao de equilibrio como mostra a equacéo (3.17).

mu = —ku —c(u -u,) (3.17)

Desta forma, tem-se a equacéo de equilibrio para um ponto qualquer entre a mola k; e

o amortecedor do elemento Maxwell (ver figura 3.4). A equacdo de equilibrio fica sendo:

m L

u,

Figura 3.4 — Sistema dinamico do tipo Zener (Volterra e Zachmanoglou, 1965)

kU +C(U, —U) =0 (3.18)
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onde k; é a constante elastica da mola e ¢ é o coeficiente de amortecimento, ambos do
elemento Maxwell.

Resolvendo a equacdo (3.18) é obtido a seguinte solucéo para u :

ok
hrw=d (3.19)

A solucdo da equacao (3.19) é dada por:

_/k t kq dUT
u=e" C)tJ'e(K)T—( )dr
T

—00

(3.20)
A partir da equacdo de equilibrio dada para um ponto genérico entre k; e ¢ obtém-se

b =i % 0 (3.21)

Substituindo a equacéo (3.21) na equacao (3.17) obtém-se,

mii = —ku —c(u —u +Lu) (3.22)
C

Simplificando a equacdo (3.22) e substituindo o valor de u; obtém-se a seguinte

equacao integro-diferencial:

t k
Ie“C”%dr +ku =0 (3.23)

—00

—k t
mu +k,e )

Nota-se que esta equacdo tem a mesma forma que a equacédo (3.16) onde p = i% e

A=k,

Um procedimento muito utilizado para resolver a equacdo integro-diferencial

apresentada na equacao (3.16) é diferenciar a equacdo com respeito a t, obtendo entéo:
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t
mil +ku + Al — pAe | ef’ —dl‘;(r) dr =0 (3.24)
. .

—00

Multiplicando a equacdo (3.16) por p tem-se

t

Somando a equacdo (3.25) e a equacdo (3.24) obtém-se uma nova equacdo diferencial,

onde ndo consta mais a parcela integral,

mi’ + pmu +(k + A)u +pku =0 (3.26)

Dividindo a equacéo (3.26) por m obtém-se

U+ pt +(k +A)E +p£u =0 (3.27)
m '~ m
Da equacdo (3.27) pode-se definir,
W= % (3.28a)
of =of +A (3.28b)

Substituindo os valores «w? e «, dados no conjunto de equagdes (3.28), na equagio

(3.27) e aplicando os algebrismos necessarios, obtém-se a seguinte equacéo:
U+ pui +aw’u + p(of —%)u =0 (3.29)

Da equacao (3.29) pode-se obter a equacdo caracteristica do sistema
A2+ pA% +iA +p(w? —%) =0 (3.30)

A partir da equacao caracteristica sdo calculadas as 3 raizes da equacdo, as quais
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2

. 3.31
Ay =—p 2me? oy (331)
A3=-p 2ma B!
Portanto, a solucéo da equacéo (3.29) é:
w2 A
-(pggn —(pm)t (3.32)
u(t)=Cpe +e (C, cos(wit) +Cssen(wt))
As constantes C;, C, e C3 sdo determinadas pelas condic@es iniciais.
u(0) = x,;u(0) =v, ; U(0) =a, (3.33)

Sob a suposicao feita por Volterra e Zachmanoglou (1965) onde impde-se que p e A;

sdo positivos e sdo valores pequenos tal que %ﬁﬁ e ﬁb\% @Z podem ser desprezados em
0

comparacdo com valor unitario e «;, respectivamente, pode ser mostrado que as partes reais

das raizes da equacdo caracteristica sdo todas negativas.

Para este modelo foi realizada uma analise paramétrica a fim de verificar o
comportamento do sistema frente a uma variacdo dos parametros k e c.

A figura 3.5 mostra o comportamento do sistema quando o valor do parametro ¢ tem

um aumento de 100%.
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Deslocamento

-0.1

0z

50

Resposta Oscilatétia para o Modelo Zener

c=5N.s/m
0s —_——————— ¢=10 N.s/m

-0.3

Figura 3.5 — Influéncia do coeficiente de amortecimento c para 0 modelo Zener

Observa-se que as amplitudes de oscilagdo do sistema se elevaram e sua frequéncia

tornou-se, ligeiramente, maior isto torna mais visivel a diferenca entre os modelos e evidencia

a importancia do uso de

estruturas.

um modelo mais complexo para representar 0 amortecimento em

Ao ser analisado o comportamento do sistema para uma variacdo do parametro Kk,

observa-se que ao diminuir em 50% seu valor, o sistema tornou-se, completamente, diferente.

As amplitudes de oscilacéo e a freqliéncia do sistema foram alteradas significativamente.

Deslocamento

Figura 3.6 —

Resposta Oscilatéria para ¢ Meodelo Zener

K= 100 N/m
———= k=50 N/m

Influéncia da constante elastica k para 0 modelo Zener

Para esta Ultima analise é muito importante observar, e respeitar, as suposicdes feitas

por Volterra e Zachmanoglou (1965).

Daniel Fraga Sias. Porto Alegre, PPGEC/UFRGS, 2004.



o1

3.2.3 Comparacdao entre os fatores de amplificacdo correspondentes a sistemas dinamicos
de Kelvin e Zener

Nesta sessdo sera realizada uma comparacdo dos fatores de amplificacdo dos sistemas
dindmicos de Kelvin e Zener (Volterra e Zachmanoglou (1965)). Uma formulacdo analitica
sera apresentada em detalhes.

No caso do modelo Kelvin, ou modelo viscoso como é mais comumente conhecido, 0
fator de amplificacdo € independente do tempo.

O fator de amplificacdo do modelo Kelvin é definido como mostra a equacéo (3.34).

1
g = (3.34)
v DZ_I_D QDZ
% A’g% EQZ%E

onde w, é a frequéncia natural, w e a freqliéncia de excitacéo e ¢ € o fator de amortecimento

do sistema.
Na figura 3.7 o comportamento do fator de amplificagdo do modelo Kelvin ¢

apresentado.

Fator de Amplificagéo do Modelo Kelvin — =01
- =03
- =04
1-2 T T —C=05
: — =10
IS T
12 T N .
1 {_f__”_,..‘_“ — =20
¥ s ] .\ — =50
| =~
06 \ = N
: ] “\E%
04
' T s Sl R N A s
1] T % ®/wg

0 02040608 1 12141618 2 222472828 3

Figura 3.7 — Variagéo do fator de amplificacdo do modelo Kelvin para diferentes valores de

Para 0 modelo Zener, a expressao que define o fator de amplificagdo é mais complexa
que a do modelo anterior. Esta expressdo esta apresentada na equacdo (3.35) e, como pode ser
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visto, depende de outros parametros adicionais.

02+

PR B G- BT BN b B (3.35)

onde p € um parametro definido a partir da funcdo temporal @(t,7) apresentada na equacao

(3.15). Este parametro determina a hereditariedade do modelo, o qual é a razdo entre a
constante elastica da segunda mola e o coeficiente de amortecimento (p = i% ).

Nas figuras 3.8, 3.9 e 3.10 o comportamento do fator de amplificagdo do modelo
Zener é apresentado. Como pode ser observado, para este modelo, existem varios instantes de
freqiéncia onde ocorre amplificacdo do sistema. Da equacdo (3.35) definiu-se alguns

parametros para gerar os graficos de amplificacdo do modelo. Nas figuras 3.8, 3.9 e 3.10

destacam-se 0s parametros y = l% ef= %)0 .

0=01 —v=025
—— =050
——=1.00
—— =130
—— =200
—— =300

3.5

25

cz
[

15

0.5
0

T T T T T T T T T T = 0/00
0 025 05 075 1 128 186 175 2 228 25 2756 3

Figura 3.8 — Fator de amplificagdo do modelo Zener para 6=10.1
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—~— =025
—— v =0.50
—e— =100
—v=1.50
— =200
—— =300
— =400

.-.-'—_..'_-E.__:_____ I @f@u
0 02505075 1 12515 175 2 22525 275 3

Figura 3.9 — Fator de amplificacdo do modelo Zener para 6= 1.0

0=10.0
—— =025

— =150
—y=2.00
—— =300
— =400

0] T T T T T T T T T T T C!')/@g
0 02505 075 1 12515 175 2 22525 275 3

Figura 3.10 — Fator de amplificacdo do modelo Zener para 6= 10.0

Observa-se, entdo, que existem diferencas substanciais entre os modelos dinamicos de
Kelvin e Zener. Ao aumentar o valor do pardmetro 8 o modelo dindmico Zener tende a se
comportar da mesma forma que o modelo dindmico Kelvin, como pode ser visto na figura 3.9.
Portanto é de interesse encontrar maneiras alternativas para analisar sistemas dinamicos do

tipo Zener.

3.3 Solugdo Analitica do modelo Zener usando série de Taylor

Outro estudo que pode ser feito é ajustar o modelo Zener de maneira que 0 mesmo se

comporte como o modelo Kelvin.
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Observando as duas figuras apresentadas anteriormente, figuras (3.1) e (3.4), é facil
ver que quando a mola k;, do modelo Zener, tende a ficar infinitamente rigida este terd o
mesmo comportamento do modelo Kelvin.

Uma solucdo analitica pode ser apresentada através do emprego de Série de Taylor.

Sendo assim, para resolver analiticamente a equagdo do movimento, do modelo Zener,
serdo feitas algumas suposicdes.

A equacdo geral de um sistema dindmico, com um amortecimento hereditéario e sob a
acdo de uma forca externa, é dada pela equacdo integro-diferencial que tem a forma

apresentada na equacao (3.36).

t
mii + [ qJ(t,r)%dr +ku =f (3.36)
o T '

onde t é o tempo atual, T é um instante de tempo entre t=-c e t=t, e, f é uma funcéo

temporal que representa a acdo de uma carga externa.

A funcdo memoria depende somente da diferenca t — 7, podendo entéo ser escrita:

d(t,7) = P(t -1) (3.37)

Esta funcdo ®(r') sendo 7' =t -1 e definida para 7' =0, Volterra e Zachmanoglou
(1965). Se a histdria do material no tempo T, antes do instante t pode ser desprezada, entéo

®(r") =0 para ' >T, e T, é chamada de periodo de hereditariedade.

Fazendo a mudanca dos limites da integral para o intervalo onde 7' é valido, ou

seja,0< 7' <T, pode-se escrever a integral no tempo para t variando de —o a t de uma

funcdo ®(t —1)u(r)em termos de 7' como mostra a equagdo (3.36).

t Tq
[ @t -T)u(r)dr :f P Yu(t T )dr’ (3.38)
—00 0

Integrando por partes a segunda parcela do lado esquerdo da equacéo (3.36) é obtido a

seguinte solugéo
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d t
‘;(TT) dr = ®(O)u(t) - | Fr)uE)dr (3.39)

} Pd(t, 1)

Substituindo a solucdo da equacdo (3.39) em (3.36) e, assumindo uma funcdo de
hereditariedade de primeiro grau (®(t —1) :kle‘p(t'r)), a equacao (3.36) pode ser reescrita

como seqgue:

t

mii(t) +kyu(t) + [ —k, e u(r)dr +ku(t) =f (1) (3.40)

—00

Reagrupando os termos em fungdo de C(t) eu(t) a equacdo (3.40) tem a seguinte

expresséo:

t
mii(t) + [ —kpe P Du(r)dr +ku(t) = f (t) (3.41)
onde pode-se definir kK =k +k, e @'(t -7) = &, pe Pt
Do ponto de vista matematico, a equacao (3.36) é idéntica a equacéo (3.41). Portanto,
a equacdo geral do sistema dindmico pode ser escrita como uma integral de convolucdo da

funcdo de hereditariedade ®(t) e u(t) como mostra a equacdo (3.42)

mui(t) +}0 —k,ePMu(t —-1)dr +ku(t) =f (t) (3.42)
0

Desenvolvendo u(t —7) em série de Taylor em torno de uma vizinhanca de t, obtem-se

du(t) , 7% d’u(t) _7° d’u(t) |

u(t—71) =u(t) -t
(t=7)=u(®) dt 2! dt? 3! dtd

(3.43)

Substituindo a equacgdo (3.43) na (3.42), a solucdo analitica, da equacdo geral do

movimento do sistema dindmico de Zener, é dada por:
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o n
mi(t) + 3 p, d un(t) +ku(t) = (1) (3.44)
n=1 dt
onde define-se p, da seguinte forma:
— (_1)n_1 0 =1, 4=
ey { —T""ke dr (3.45)

Como a equacdo diferencial que define um sistema dindmico depende de

U(t),u(t) e u(t) pode-se truncar a serie de Taylor em n=1. Portanto, a equacdo final do

sistema pode ser escrita em termos de C(t), u(t) e u(t).

oo 0O
mui(t) + EI! ke PTdru(t) +ku(t) = f(t) (3.46)
O

3.4 Solucgdes Numéricas

Dois procedimentos numéricos, para um problema de um grau de liberdade, foram
desenvolvidos. No primeiro foi desenvolvido um método para a solucéo analitica do modelo
Zener dada por Volterra e Zachmanoglou (1965). No seguinte, optou-se por desenvolver um
método onde a equacdo geral fosse de segunda ordem.

Abaixo serdo apresentadas as duas metodologias empregadas nas solugdes numéricas e

algumas analises comparativas com as solugdes analiticas.

3.4.1 Método Numérico para a Solugcao Analitica Proposta por Volterra e Zachmanoglou
(1965)

A solucdo proposta por Volterra e Zachmanoglou, em 1965, foi baseada em uma
equacdo de 3% ordem. Sendo assim, foram tomados como base do procedimento a ser
desenvolvido dois métodos de integracdo direta muito conhecidos: Método de Newmark e
Método da Aceleracdo Linear utilizado por Paz (1980).
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Metodologia baseada no método de Newmark

A equacéo geral proposta por Volterra e Zachmanoglou, e apresentada na sessao 3.2.2,
equacao (3.26), pode ser reescrita como mostra a equacao (3.47).

mii,, +mpu;,, +(k +k)b,, +kpu;y =0 (3.47)

Para o desenvolvimento desta metodologia, este trabalho propde trés equacbes de
aproximagdes para U, ueu e trés parametros que determinam a estabilidade e a preciséo de
integracdo. Onde,

u - Funcdo apenas de t para um modelo com um grau de liberdade, representa o deslocamento
do sistema;
U - Primeira derivada do deslocamento, representa a velocidade do sistema;

U - Segunda derivada do deslocamento, representa a aceleracdo do sistema.

As trés equacdes e 0s trés parametros sao definidos nos conjuntos de equagdes (3.48) e

(3.49).
U, = U, +[L-a)ii; +ati, |At (3.48a)
Uby = U +GAL+ az = B)U; + BUi., A (3.48Db)
U,, =U, +UAt+0AL + @% - X)u + XU}+1§M3 (3.48c)
a=05 (3.49a)
,B = 0.25[0.5 +a]2 (3.49b)

x =0.084[0.5+a]’ (3.490)

onde Uj,, € a terceira derivada do deslocamento avaliada no instante t+At e a, e x sdo 0s
parametros de estabilidade e preciséo de integracéo.
Isolando Ui, da equacédo (3.48c) é obtido a expressdo para a terceira derivada no

instante t + At .
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U, = lAU—lU—lU— 1—1'
i+1 YAP YA i YAt i ¥ i (3.50)

Substituindo a equacdo (3.50) nas equacdes (3.48a) e (3.48b) tem-se

a G a

oy 0. 0O
Ui = Au - u =1 A
T e By TH Hex % (3:513)
l']i+1 :LAU %ﬁ lgul —EE E ﬂul % ﬁ _]D A U b
xat© By B Hx 7 'Hex 2 (3.51b)

Assumindo equilibrio no instante t =t + At para a equacdo geral (3.47) e substituindo

as equacoes (3.50), (3.51a) e (3.519b) na equacéo geral pode-se escrever:

01 1 . 1 . 01 0.0
m 3 3Au— Ui — G, - -1quio+

XAt XAt XAt X 00

Ua a o 0. Oa g
m [—,—A -——Uu - -1, 11— -5 AU+

PBoe ™ T Hy THY Hex % ' (3.52)
+k)go-au-B -, B8 B 5 2 B atp+

XAt X O 0OX O 0 6x E

kpAu = -k pu;

Da equacdo (3.52) tem-se a rigidez efetiva k e a carga efetiva AP , as quais podem

ser escritas como mostra o conjunto de equacdes (3.53)

XAt XAt XAt
O O
AP = AP +m B+t + o i + (3.53b)

onde define-se AP =—kpu; .
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Das expressdes dadas no conjunto (3.53) pode-se definir as seguintes constantes:

a:—l'a:—a'azi'a:—l'azl'a-l—l
A Tt a2 P oxat’ P xar Tt oxat’ U6y
ag :L; a, :g—]_; ag :Da —]Bﬂ; ag :‘[i -1 Ay %E —E Vi % (3-54)
XAt X % 0 X ox O
0B _10,.2

"~ 2

Resolvendo o sistema kAu = AP obtém-se o valor de Au no instante t. Sendo assim,
atualiza-se o vetor deslocamento através da expressdo u;,, =u; +Au .

Pela equacéo (3.50) obtém-se a atualizacdo da 32 derivada do deslocamento no instante
t=t+At.

Da mesma forma, usando as equagdes (3.48a) e (3.48b) calcula-se a aceleragédo e a

velocidade no instante t =t + At, das quais pode-se definir as seguintes constantes:

a, =(-a)at; a,=oant; a, = %'B %“2; s = B (3.55)

Desta forma, pode-se escrever as equacdes (3.50), (3.51a) e (3.51b) da seguinte

maneira;

Uisy = 89AU —agl; —a,U; —agl;
L 356
Uiy = Ui HagU; +ag3liy (3.56)

Uiy = Uj 0 AL +a,,U0; +ay5U; 4

Uma analise de convergéncia do método foi realizada para os seguintes dados:
=100N =10N =5N[3 —10N [Sec? "
k =100 %n k, =10 %n c=5 %n e m=10 - Os resultados séo apresentados

no grafico da figura 3.11. Para esta analise foram adotados trés valores diferentes para At.
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Anilise de Convergéncia " -
Solugio Analitica

0.3 —  At=o0as
e P = 001 6
- ———At=0001s
0.2
o1 f p N
= VAL R s
g AT
£ ok eCATTTan "t‘ziut()
E H ‘ b l s
g W; \j,/" \(*’ i
g, ol

-03

Figura 3.11 — Grafico de convergéncia (Baseado no método de Newmark)

Observa-se que os resultados obtidos com a formulagcdo numérica sdo bastante estaveis

e gque o passo de tempo At pode exercer uma grande influéncia nos resultados. Para valores
de At maiores que 1072 os resultados encontrados séo bem diferentes dos obtidos com a

solucéo analitica, ja para valores de At menores que 1072 os resultados ndo sofrem grandes

alteragoes.

Metodologia baseada no método da Aceleragéo Linear

O Método da Aceleracdo Linear foi aplicado por Paz (1980) para resolver uma
equacdo diferencial de um sistema dindmico massa-mola.

Para o desenvolvimento desta metodologia, este trabalho propde resolver a equagédo
diferencial apresentada na sessdo 3.2.2, equacdo (3.26), através da equacdo (3.57). Assim
como Paz, a proposta é reescrever a equacdo (3.26) em termos de uma variacdo A, como
mostra a equacdo (3.57).

MAU +mpAU +(k +k ) i +k pu = AF (3.57)
onde,
AU =1, - (3.58a)
Al = Uiy —U; (3.58b)
Al =U,, —U; (3.58¢)
Au =u;,; —U, (3.58d)
AF =F,, -F (3.58e)
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Supondo a 3% derivada linear, equacéo (3.59),

i
() =; +E(t t) (3.59)

e assumindo equilibrio em t =t + At, sabe-se que At =t —t;. Sendo assim, integrando a (3.59)

as seguintes aproximacoes para U,U,u e u séo determinadas:

i, = U +Al (3.60a)
U, =0 + E}; +% AUEN (3.60b)
Ui,y =U; +0 At +%U'i +% AU'EAtZ (3.60c)
Ujsg = Uy + 0, A +0; A +%U} +i NEM (3.60d)

Isolando AU da equacdo (3.60d) obtém-se a (3.61),

.. 24 24 . 24, .
Au _A_t3Au _Fui _Eui _4Ui (361)

Substituindo a equacdo (3.61) nas equacdes (3.60b) e (3.60c) tem-se as seguintes

variacoes da aceleracéo e velocidade:

12 12

Ali = FAU e —120, - A (3.62a)
2
Au :%AU — 40, -3, —%ug (3.62b)

Agora, substituindo as equacbes (3.61), (3.62a) e (3.62b) na equacdo geral (3.57)

pode-se isolar a rigidez efetiva k e a carga efetiva AP do sistema.
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— 24 12 4
k=kp+—m+—mp +—(k +k _
= 024 . 24 . O 12 . .. O
AP = AF +m U. +—U; +40;~+mo—u. +120. + A~ +
EA? FUAL |E pEAt i i H (3.63b)
O A0
(k +ky) (U +30; +——Uig
0 6 .

Das equacdes (3.63a) e (3.63b) pode-se definir as seguintes constantes:

—ﬁ' —E' a —i' a —ﬁ' a —ﬁ' a. =4

YT AT T YT M B (3.64)

12 At? '
ag=—, a,=12; =At; = 3At; =—;
5~ At 7 8 8y 8y 6
Portanto, as equac0es (3.63a) e (3.63b) podem ser reescritas como segue:

k =kp+a,m+amp +a,(k +k;) (3.652)
AP = AF +m[agl; +a,t; +agli] +mp[ agl; +a,u; +agli] + (3.65h)

(k+ kl)[asui +agl; +aloui]

A partir as equagdes (3.65a) e (3.65b) resolve-se o sistema kAu =AP . Com este
resultado € possivel atualizar os deslocamentos.

As equac0es (3.61), (3.62a) e (3.62b) podem ser reescritas como segue:

AU = a,Au —agl; —a,l; —asl; (3.66a)
Al =a,Au —agl; —a,l; —agl; (3.66b)
Au = a,Au —asl; —agl; —ayyU; (3.66¢)

Desta forma, a atualizacdo das variaveis € definida da seguinte forma:

Ui, =U; +AU (3.67a)
U, =U; +AU (3.67b)
Uiy = U; + Al (3.67¢)
Uiy :%(Fiﬂ —Mmpi 4 —(k +k1)ui+1 _kpui+1) (3.67d)
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Uma analise de convergéncia para este método foi realizada para os seguintes dados:
=100N —10N N3 —10N Sec? 5
k =100 A] k, =10 A] c=5 /n e m=10 - 08 resultados séo apresentados

no gréfico da figura 3.12. Para esta analise, também foram adotados trés valores diferentes
para At, como no caso anterior.

Analise de Convergéncia

Solugio Analitica
At=0.1s
crrernnmnne. (N2 0,018
— — — = At=0.001s

03

02p

=

Deslocamento (m)
]

=]

-0.2

-0.3

Figura 3.12 — Gréfico de convergéncia (Baseado no método da Aceleracdo Linear)

Observa-se que os resultados obtidos com a formulagdo numérica utilizada por Paz sdo

bastante instaveis com relacdo a variacdo do passo de tempo At. Tanto para valores de At
maiores ou menores que 1072 os resultados encontrados sdo bem diferentes da resposta

analitica, jA para valores de At iguais a 107 os resultados encontrados sdo bastantes
proximos do analitico, mas nédo idénticos. Sugerindo que a formulacdo é condicionalmente

estavel, portanto ndo ¢é aconselhavel a sua utilizagéo.

3.4.2 Método Numérico para a Solugcao Analitica da Equacéo Diferencial de 22 Ordem
Outra alternativa de solucdo numérica, para modelo Zener, é partir dos modelos
reoldgicos.
Creus (1986), apresenta esta formulacdo como mostra a equacdo (3.68) onde, o ¢ a
tensdo do sistema, £ é a deformacéo, n é o coeficiente de viscosidade e as E; sdo as

constantes de rigidez das molas.
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o o _¢ (E+E)¢
+ =—+
En EE, n EE, (3.68)

Da equacéo (3.68) isola-se o termo ¢, desta forma, obtém-se a equacao (3.69).

6 _& (E+E) _o
EE, n EE, En (3.69)

Assumindo a equivaléncia o =F; € =u; E, =k; E, =k;; 7 =c, entdo a equacao (3.69)

pode ser reescrita da seguinte maneira:

£:£+M—i
kk ¢ kk ke (3.70)

Pode-se escrever F = % , sendo assim, da equacdo (3.70) tem-se a expresséo (3.71).

AF :ﬁuiﬂAt +(k +ky Uiy A K Funl =F, -F (3.71)
Cc c

A equacéo que define o sistema dindmico pode ser escrita da seguinte forma:
mi+F =P (3.72)
Assumindo equilibrio em t + At a equacdo (3.72) é escrita.
ml.ji+1 + I:i+1 = F)i+1 (3'73)

A forca F noinstante t+ At é definida como F,, =F, + AF . Portanto, define-se

1 LR k Ok O 0
Fg= L+ —U; A+ 1, A (3.74)
1+ IiL_I_At % C 1+ % D |+ D
C
1
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Assumindo o método de Newmark, como método de integracdo direta, as duas

equacOes de aproximacdes dadas no conjunto de equacdes (3.75) sdo adotadas.

Uiy = U + HL—a) U +ati, G (3.75a)

Ui = U, +U AL +% -gﬁui ; BUME A (3.75h)

onde a e B sdo os parametros de estabilidade e precisdo propostos por Newmark. Estes

parametros estdo definidos no conjunto de equacoes (3.76).

a=05 (3.76a)
B =0.25[05+a]’ (3.76h)

Da equacéo (3.75b) obtém-se a expresséo para U;,, no instante t+At como mostra

equacao (3.77)

EENUWE SR
e e T R 3.77)

Substituindo as equagdes (3.77) e (3.74) na equagéo (3.73) pode-se calcular a rigidez

l'J'i+1 -

efetiva k e a carga efetiva AP do sistema. O conjunto de equacBes (3.78) apresenta estas

expressoes.
i = (kkl/C)At + 1 m + a (k +k1)At (3.78a)
k 12 t.. Kk
1+ %At pA BAtg 4 /At
_ 01 01 0.0
AP =AP +m—uy; + 1t +
CPAt % 00 (3.78b)
(k+k ) At AtEEa D EUD F
O-
1+k/At 00 1+k/At
onde AP =P, _(Ka/c)at At

1+k/At .
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Nas equacdes (3.78a) e (3.78b) encontram-se alguns dos parametros definidos por

Newmark, os quais sdo:

(3.79)

a, = ‘a, = ‘a, = 'a—i—l'a —g—l'a =A —1D
O TR 2 g 2 B S T TR

Portanto, o conjunto de equacdes (3.78) pode ser reescrito em funcdo das variaveis
definidas em (3.79).

oo (kaje)ar o (krk)at (3.80a)
1+k/At 1+k/At
(k+k,)

AP = AP +m[a,l; +ayli] + (3.80b)

/ [a4u +a5u]— k/At

Resolvendo o sistema kAu = AP é possivel calcular os deslocamentos u no instante

de t+At atravésde u,,, =u;, +Au

Do mesmo modo, a expresséo (3.77) pode ser reescrita como:

= ay,Au —a,U; —agl; (3.81)

E na equacdo (3.75a) encontram-se outros parametros definidos por Newmark, os
quais sao:

ag =(-a)it; a, =al; (3.82)
Portanto, U € atualizada para o instante t + At através da expresséo (3.82).
Uiy = Uy +agly +agli, (3.83)

Para o procedimento descrito acima, foi implementada, em Fortran 90, a seqliéncia de

passos de execucgdo descrita a seguir:
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1°) Calcular a rigidez e a carga efetiva do sistema no instante t;

= (Kky /c) At At (k+k
1+k/At 1+k/At
_ _ 1. (k+ky) . .
AP = AP +m[a,l; +agli] + K [a4ui +agli,| -
/ At
2°) Calcular o valor de Au;
kAu = AP

3°) Calcular o valor de AF;

AF :%quAt +(k +k)u, & — kl I:|+1At =Fy

4% Atualizar os vetores F,u no instante t+At;
F.=F+AF
Ui,y =U; +Au
5°) Calcular o valor de G;,, com a equagéo (3.82);
|+1 aOAu a2 a i
6°) Atualizar o vetor u;,, a partir da equacéo (3.83).
Uiy = U +8gU; +ayli,y

I:i
kl/
1+ At

F
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Ap0s 0 6° passo deve-se voltar ao 1° passo até que o instante t desejado seja alcancado.

E importante ressaltar que em uma formulac&o explicita, a qual é funcdo do passo de

integracdo, a variacdo de At é muito importante, pois pode ocorrer instabilidade numérica na

solucdo. Para este problema, é importante lembrar que quando a constante k;, — +o a

constante At deve tender zero.

Para verificar a eficacia da modelagem, tanto com respeito a variagdo do parametro ki,

quanto a variacdo de At, foram feitas duas analises.

Na primeira foi feita uma analise com o intuito de verificar se a modelagem

representava o comportamento fisico do problema. Para isso, foi realizada uma comparacao

com a resposta do modelo Kelvin quando k; — +co. Estes resultados estdo apresentados na

figura 3.13.

Na segunda foi feita uma analise de convergéncia onde adotou-se dois valores para

At . Estes resultados estdo apresentados na figura 3.14.
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Resposta Oscilatéria para variagdoe de k1 . 3
o Seolugio Analitica
K1 =10 N/m
k1 =100 N/m
— — — — kK1 =1000N/m

03

n2 b

0.1

Deslocamento
]

01

2F

sl

Figura 3.13 — Analise da influéncia do parametro k; para a implementacao 3.4.2

Anilise de Convergéncia - L
Seolugdo Analitica

At=0.01s
—_——————— At=0001s

0.3

nz

0.1

e S T B £ S o w5
01

-nz2 .
-3

Figura 3.14 — Analise de convergéncia para a implementacéo da secdo 3.4.2

Deslocamento

Observa-se no grafico, apresentado na figura 3.13, que a modelagem € altamente
eficiente. Ao fazer a constante elastica k; tender ao o« a modelagem passou a ter um

comportamento mecéanico igual ao modelo Kelvin, como era esperado.
Para a analise de convergéncia um valor de At maior que 107 foi analisado, mas
como também era esperado ocorreu erro numeérico, ocasionando um estouro de pilha

(overflow). Porém, para um At=10" a resposta obtida ja é muito representativa. Desta

forma, ndo necessitando de outras verificacoes.
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4. IMPLEMENTACAO no PAINEL (Programa de Elementos Finitos)

4.1 Introducédo

O programa PAINEL (Programa para Andlise Integrada N&o Linear de Estruturas
Laminadas) teve seu desenvolvimento iniciado, aproximadamente, em 1994, por Marques,
D.C.S.C. e Marques, S.P.C.. Apo6s, Oliveira (1999) contribuiu para o desenvolvimento do
mesmo.

Este capitulo é dedicado a explanacdo do programa PAINEL, bem como, da
implementacdo da modelagem de amortecimento para um modelo reoldgico viscoso. O
programa PAINEL, atualmente, tem implementado a possibilidade de ser realizadas analises
dindmicas, porém sem amortecimento de qualquer espécie. Com base no método de Newmark
e em elementos finitos (Awruch e Di Rado, 1997) a implementacdo para anélise dindmica foi
desenvolvida. Desta forma, as novas implementagfes no algoritmo visam a possibilidade de
realizar analises de amortecimento proporcional a matriz de rigidez, bem como, proporcional
a matriz de massa. As alteracdes que foram realizadas sdo especificas para analise dinamica

considerando o efeito de amortecimento ou nao.

4.2 Descricédo do programa PAINEL

Baseado na formulacdo incremental Lagrangeana Total apresentada em (Bathe, 1982),
Marques, D.C.S.C. e Marques, S.P.C. (1994) desenvolveram um Programa para Analise Nao
Linear de Estruturas Laminadas (PAINEL). O objetivo destes trabalhos era desenvolver um
programa que possibilitasse fazer analises estaticas ou dindmicas, elasticas, viscoelasticas ou
elasto-plasticas com ou sem linearidade, em estruturas compostas de duas ou mais camadas de
mesmo material ou de varios materiais. Também foi implementado um método para analise
de falha progressiva interlaminar.

Pela teoria de placas e cascas adotou-se uma formulacdo de elementos finitos onde
foram utilizados elementos finitos tridimensionais degenerados isoparamétricos de 8 ou 9 nos
(8 N — Serendipity; 9 N — Lagrange), como mostra a figura 4.1, deduzidos para anélises de
cascas. Esta formulacdo foi escolhida devido ao fato de que, em uma analise incremental ndo
linear geométrica, os deslocamentos totais sdo calculados através da soma dos incrementos de

deslocamentos obtidos no corrente passo com as correspondentes coordenadas dos pontos no
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passo anterior. Por este motivo, € importante que as funcBes utilizadas para interpolar

deslocamentos sejam as mesmas utilizadas para interpolar as coordenadas do elemento.

» > * L L L
'S 'S [ ] ] [ ]
* * & 4 - - # b

Figura 4.1 — Exemplo de elementos. a) 8-N Serendipity; b) 9-N Lagrange

Os nds destes elementos possuem 5 graus de liberdade cada — 3 deslocamentos e 2
rotacoes.

As hipéteses consideradas na deducdo destes elementos sdo as mesmas consideradas
na analise linear de Ahmad et al. (1970). Maiores detalhes podem ser obtidos em Hughes
(1987).

A implementacdo do programa foi feita em duas partes. Marques, D.C.S.C.
concentrou-se na implementacdo da analise dindmica e elastoplastica enquanto que Marques,
S.P.C. concentrou-se na parte estatica e viscoelastica.

Este mesmo programa foi modificado por Oliveira (1999), que ampliou a
implementacdo tornando possivel realizar andlises acopladas de viscoelasticidade e falhas
progressivas com envelhecimento (aging). Da mesma forma que, Marques, D.C.S.C. (1994) e
Marques, S.P.C. (1994) dividiram as implementacdes em andlise dindmica e estatica, Oliveira
também se concentrou somente na analise do tipo estatica.

Para o desenvolvimento deste cddigo computacional Marques, D.C.S.C. (1994) e
Marques, S.P.C. (1994) consideraram algumas hipéteses:

I.  Os materiais que constituem as estruturas apresentam comportamento elastico linear
ou viscoelastico linear do tipo higrotermo-reologicamente simples. As propriedades
elasticas dos materiais podem ser dependentes ou ndo da temperatura e da

concentracdo de umidade;
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As estruturas sao delgadas ou moderadamente espessas e as ldaminas que as constituem
devem ser ortotrdpicas. Para a andlise de falhas as laminas sdo, supostamente,
constituidas de um material transversalmente isétropo;

As laminas estdo sujeitas a quebra ou flambagem de fibras e a fissuracdo da matriz.
Né&o foi considerada falha por delaminacao;

As estruturas podem ser submetidas a cargas mecanicas e higrotérmicas, aplicadas em
um ou mais estagios. Em cada elemento finito, a temperatura e a concentracdo de
umidade podem variar ao longo da espessura, sendo considerados, para efeito de
analise, os valores correspondentes as superficies médias das laminas;

Os deslocamentos sofridos pela estrutura podem ser arbitrariamente grandes, mas as

rotacOes sdo apenas moderadamente grandes e as deformacdes sdo supostas pequenas.

Sobre estas hipdteses, Marques, D.C.S.C. (1994) e Marques, S.P.C. (1994) tracaram

seus objetivos que culminaram em um cddigo computacional, para o qual Oliveira (1999)

introduziu novas subrotinas ampliando o cddigo.

Os principais objetivos de Marques, D.C.S.C. (1994) foram:

Obter as respostas estaticas e dindmicas (transiente) de estruturas. Com respeito a
analise estatica, estudar o comportamento das estruturas em estagios de solicitacéo tal
que fossem grandes os deslocamentos sofridos e, sobretudo pds-carga limite. Quanto a
analise dinamica, caracterizar a influéncia do comportamento elasto-plastico do
material na resposta da estrutura obtida sob a hip6tese de que fossem grandes os
deslocamentos;

Estudar estruturas constituidas por um material homogéneo e isotropo que
apresentassem algum tipo de anisotropia no estagio plastico;

Validar a resposta ndo linear estatica e dindmica, de uma casca laminada enrijecida,
usando elementos tridimensionais degenerados retangulares de seis nos para modelar

os enrijecedores;

. Analisar o desempenho de diferentes regras de integragéo.

Os principais objetivos de Marques, S.P.C. (1994) foram:
Apresentar um modelo numérico para analise de painéis planos e curvos constituidos

por laminas ortotrépicas e submetidos a cargas mecénicas convencionais e a agdes de
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variagdes de temperatura e de umidade;
Il.  Realizar analises elasticas, viscoelasticas e de falhas progressivas;
I1l.  Testar a eficiéncia dos procedimentos do modelo utilizando diversos exemplos

numeéricos.

Neste estagio de implementacdo, a modelagem apenas permitia realizar analises
estaticas, dinamicas e de falhas progressivas para estruturas do tipo cascas laminadas
considerando efeitos ndo lineares de natureza fisica e geométrica e ndo considerando
delaminacdo. Marques, D.C.S.C. (1994) e Marques, S.P.C. (1994) utilizaram uma formulagéo
Lagrangeana Total juntamente com elementos finitos tridimensionais degenerados de cascas,
portanto, tornando-se uma extensdao do modelo apresentado em Bathe (1982) para o caso de
cascas laminadas anisotropicas. Esta formulacdo foi generalizada pela inclusdo de
deformacdes viscoelasticas, térmicas e higroscopicas. Como medidas basicas de tensdo e
deformacdo foram adotados o segundo Tensor de Piola-Kirchhoff e o Tensor Deformacéo de
Green-Lagrange, respectivamente.

As equacdes de equilibrio ndo lineares foram resolvidas usando uma forma iterativa
através do método de Newton-Raphson, tanto em sua versdo convencional, quanto em sua
versdo modificada. Outro procedimento utilizado foi o Meétodo de Controle por
Deslocamentos Generalizados (Yang e Shieh, 1990) a fim de analisar a resposta de estruturas
em regime pds-critico.

Para avaliacdo das deformacdes dependentes do tempo empregou-se no modelo um
método que consiste na generalizacdo dos procedimentos, chamados de método das variaveis
de estado, apresentados por Creus (1986).

Para detectar falhas, haviam sido implementados dois critérios macroscopicos
polinomiais baseados em tensdo e um outro expresso em termos de deformacéo, além de um
critério constitutivo simplificado para levar em conta a degradacdo das propriedades elasticas

do material.

A partir deste ponto, Oliveira (1999) tragou seus objetivos, os quais foram:
I.  Incorporar ao cédigo existente um método para anélises acopladas de viscoelasticidade
e falhas progressivas;

Il.  Implementar novos critérios de falhas para melhorar as analises;

Daniel Fraga Sias. Porto Alegre, PPGEC/UFRGS, 2004.



73

1. Realizar numerosos exemplos para avaliar a precisdo dos algoritmos utilizados, tanto
na analise elastica, quanto na viscoelastica, linear e ndo linear e, ainda, analises de

falhas progressivas.

Desta forma, com a valiosa contribuicdo de Oliveira (1999), o codigo presente,
atualmente, realiza analises de falhas progressivas utilizando outros métodos além dos
implementados por Marques, S.P.C. (1994). Os Critérios de Hashin (1980), Lee (1980 e 1982)
e Maxima Deformacdo foram implementados, pelo qual, apds a primeira falha a estrutura
sofre degradacdo de sua rigidez e assim, sucessivamente, a cada nova falha, a estrutura vai
perdendo rigidez até atingir a falha altima.

Além destes novos critérios implementados, foi implementado um algoritmo para
analises acopladas de viscoelasticidade e falhas progressivas utilizando o critério de Maxima
Deformacgdo uma vez que neste tipo de analise a carga é mantida constante sendo necessario,
entdo, um limite para as deformacoes, Oliveira (1999).

Ainda foi considerado por Oliveira (1999), falha por delaminacdo. Embora a tenséo

04, Ndo seja considerada, esse tipo de falha pode ser identificado no Critério de Lee. Lee

prop6s um critério de falha por delaminacéo definido pela equagéo (4.1).

O33 1 > 2
—==1 ou —(0 +0 ) =1

Yt Si 23 13 (41)
onde Y, é a resisténcia a tracéo na dire¢do 2, S, é a resisténcia ao cisalhamento nos planos 1-
2 e 1-3 e 0, € atensdo na direcéo 3.

A figura 4.2 mostra a convencdo utilizada para a defini¢cdo das dire¢Oes principais da
lamina (1,2 e 3).

Figura 4.2 — DirecGes principais da lamina
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Em resumo, o tipo de falha por delaminacdo implementado ocorre através do

deslizamento entre as laminas, ou seja,

0,%0 (4.2)

Para a analise dinamica, Marques, D.C.S.C. (1994) ndo considerou a parcela referente
ao amortecimento. O célculo do sistema dindmico é baseado na formulagdo do método de
Newmark para resolver a equacdo do movimento do sistema. Utilizando uma formulacéo
incremental o sistema é resolvido pelo método frontal sendo obtido, desta forma, o valor dos
incrementos de deslocamentos. Com esse resultado é feita a atualizacdo dos vetores de
velocidade e aceleragdo do sistema.

Os passos de solucdo para analise dinamica podem ser colocados na seguinte forma:

l. Calcular a rigidez efetiva do sistema;

. Calcular a carga efetiva do sistema;

I1. Resolver o sistema de equagdes pelo método frontal;
IV.  Atualizar os vetores de deslocamento e aceleragéo;
V. Calcular o vetor de forcas nodais equivalentes;

VI. Atualizar o vetor de velocidade.

O fluxograma apresentado na figura 4.3 apresenta, resumidamente, a seqiiéncia de

acdes que o programa PAINEL executa para a solucdo de uma analise dinamica.
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1

L€ os dados do modelo (LERDAD)
Lé os dados de carga (CARGA 12
L& as propriedades dos materiais g ROP)
Monta a matriz constitutiva (RIGMATB)

Loop para Analise incremental (IINCS)

'Loop para Processo iterativo (ITER)

(MRIGID)
Monta a matriz de rigidez
Monta a matriz de massa

ks 7N
(MRIGID) Sim ,/EXISte B Nio //Sistema\\
Monta a matriz de amortecimento -—Qmortecunento’ﬂ—< dindmico >
\Zener"/
N
\ﬁ\lao Sim

(MRIGID)
Monta a matriz de rigidez efetiva

Calcula o vetor de aceleragdo inicial

1
(VETCAR)

Monta o vetor de cargas efetivas

1
(FRONTE)
Resolve o sistema de equagdes
pelo método frontal

il
(CONTRO)
Atualiza os vetores de deslocamento, cargas
e aceleragdo

]
(FORTEN)
Calcula o vetor de for¢as nodais
equivalentes

(RESULT)
Grava os resultados se a convergéncia
for atendida

I
(ATUALE)
Atualiza os vetores de velocidade e
aceleragao

T
P

// Escreve arquivos de ,/
rd saida de dados o

e
CI‘ermma )

Figura 4.3 — Fluxograma do programa PAINEL para analise dindmica
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A forma de se obter a matriz de rigidez e o vetor de carga efetiva do sistema serdo
apresentados no decorrer deste capitulo, bem como a atualizacdo dos vetores de aceleragéo e

velocidade.

4.3 Equagéo Incremental Lagrangeana Total do Movimento

4.3.1 Principio dos Deslocamentos Virtuais

Nesta sessdo sdo apresentadas as ferramentas matematicas utilizadas para descrever a
equacdo incremental Lagrangeana Total do movimento de um elemento finito. Estas
ferramentas foram apresentadas por Bathe (1982) e citadas por Marques, D.C.S.C. (1994).

Considerando um corpo em um espaco definido por um sistema fixo de coordenadas

cartesianas X, X, € X;, podendo estar sujeito a grandes deslocamentos, rotacOes e

deformac0es, deseja-se conhecer sua configuragdo para diferentes estagios de carga. Para
tanto, normalmente utilizam-se processos incrementais que, para um dado estagio de carga,
admitem como conhecidas todas as configuracfes anteriores.

Este corpo inicialmente encontra-se na configuragéo inicial C,, e em sucessivas

configuracOes correspondentes aos tempos t e t + At .

O equilibrio do corpo na configuragdo C,,,,, a priori desconhecida, pode ser expresso

através do principio dos deslocamentos virtuais,

Ik+1\/ k+1Tij6 k+1£ijd k+]V — k+1R (43)

k

onde +1rij sdo as componentes cartesianas do tensor de Cauchy no tempo t+At (forcas

internas por unidade de area na configuragdo C,, . ), k”sij sdo as componentes cartesianas do
tensor de deformagdes infinitesimais correspondentes aos deslocamentos u; ocorridos entre as

configuragdes dos tempos t e t+At, referidas a configuragdo C,,, € IR expressa 0
trabalho realizado pelas cargas externas atuantes sobre o corpo quando este é submetido a
deslocamentos virtuais du; no tempo t+ At .Considerando as forgas de volume e as forcas de
superficie atuantes sobre o corpo na direcdo u;, o trabalho virtual externo ““IR pode ser

expresso por,
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k+1R :J-kﬂv k+lqu5Uid k+]v +Ik+ls k+1qiS 5Uid k+1S (4.4)

k+l B k+1~S

onde “"g° sdo as componentes referentes as forgas de volume e “™qg> sdo as componentes

referentes as forcas de superficie atuantes sobre o corpo.

O fato de que a configuracdo referente ao tempo t + At é desconhecida, a priori, impde
a necessidade de reescrever a equacao (4.3) em uma forma, na qual as grandezas envolvidas
sejam referidas a uma configuracdo conhecida, para que a solu¢do de um problema néo linear
possa ser obtida. Como substitutos do tensor de tensdo de Cauchy e do tensor de deformacées
infinitesimais, medidas apropriadas de tensdo e de deformacéo sdo requeridas.

Neste momento, introduzindo uma descricdo Lagrangeana Total, o principio dos
deslocamentos virtuais pode ser expresso em func¢do do segundo Tensor de Tensdo de Piola-
Kirchhoff e do Tensor de Deformacdes de Green-Lagrange (Bathe, 1982), ambos referidos a

configuracdo assumida pelo corpo no tempo O.

A relacdo das componentes do segundo Tensor de Tensbes de Piola-Kirchhoff no

tempo t, referidas a configuracgéo inicial, é dada por

k Do, k. o
0S5 =%~ k%im TmnkXjn (4.6)

©

0 0
aer o k_p
p

onde ,?xr,s = é a relacdo entre as massas especificas do corpo nos tempos O e t.

(e3]

Xs

As componentes cartesianas do Tensor Deformacdo de Green-Lagrange no tempo t,

referidas a configuracdo inicial C,, sao definidas por,

1
ke — L[k k K, K
o€ij _E(Oui,j +oUji +Ouk,i0uk,j) (4.7)
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Uma importante caracteristica dos tensores acima definidos € que tanto o tensor de
tensdo, quanto o tensor de deformacdo, sdo simétricos e invariantes sob o movimento de

corpo rigido.

4.3.2 Equacédo Incremental do Movimento de um Continuo

Desenvolvendo a equacdo 4.5 de forma a obter a equacdo incremental do movimento

de um continuo em uma forma aproximada e avaliando o trabalho externo 'R em funcéo
das forgas de volume e das forgas de superficie referidas a configuracdo do corpo no tempo O,

tem-se

“IR=y, “GatoudV +y, *5a oud°S (4.8)

No caso da analise dinamica a contribuicao das forcas de inércia a ser incluida no lado

direito da equacdo (4.5) é dada por
o, * " 0U;d N (4.9)

onde °p € o peso especifico do material utilizado.

No caso da analise dindmica, onde € considerado o efeito de amortecimento, a
contribuicdo das forcas de amortecimento a ser incluida no lado direito da equacéo (4.5) é
dada por

onde °%« é o coeficiente de amortecimento do material. Raramente é conhecido o valor deste

coeficiente, sendo assim, utiliza-se alguns artificios para se estimar este valor. Em geral, o

artificio usado é calcular o valor de °% em funcdo do modo de vibracdo, da razdo de
amortecimento e do peso especifico, ou seja, calcular a matriz de amortecimento como uma
proporcdo da matriz de massa ou como uma propor¢do da matriz de rigidez (Clough e
Penzien, 1993).
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Uma vez que também sdo desconhecidas as componentes de tensdo de Piola-Kirchhoff
e de deformacdo de Green-Lagrange correspondentes a configuracdo do corpo no tempo

t + At estas sdo decompostas como segue:

k+olsij = gsij +0Sj (4.11a)

k+1

o€ = 08 *of (4.11b)

ij
ou seja, como a soma dos valores destas componentes de tensdo ou de deformagéo
correspondentes a configuracdo do tempo t e de seus respectivos incrementos ocorridos entre
os tempos t e t+At. Usando a equacdo (4.11b), a definicdo das componentes do tensor de

deformacdo de Green-Lagrange dada pela equacdo (4.7), e a relacdo de deslocamento

k+1u_ — klJ

i i U;, na qual u; designa a componente segundo a dire¢éo i do incremento de

deslocamento ocorrido em um ponto entre os tempos t e t+At, pode-se decompor a
componente de incremento de deformacdo nas partes linear e ndo linear, como mostra a

equacéo (4.12).

0&ij = o8ij T olljj (4.12)
onde ,g; representa a parte linear e a outra a parte ndo linear, ambas referidas a configuragao
inicial.

A parte linear do incremento de deformagéo é definida como na equacédo (4.7), porém
com a diferenca da incluséo de mais uma parcela na expressdo como mostra a equagao (4.13).

1 k k
06ij _E(Oui,j *ToUji Tolk,ioUk,j +Ouk,i0uk,j) (4.13)

A parte ndo linear do mesmo incremento de deformacédo definido na equacédo (4.12) é

escrito como,

1
ol :E(Ouk,iouk,j) (4.14)
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Neste trabalho ndo serdo tratados os problemas nao lineares, sendo assim, esta parcela
sera suprimida da equacdo geral do movimento que sera apresentada.

Durante os deslocamentos sofridos pelo corpo entre os tempos t e t+At, tem-se ja

conhecidas as componentes de deformacéo 58 sendo portanto valida a igualdade

ij

Para os incrementos das componentes do segundo Tensor de Tensdo de Piola-
Kirchhoff e dos incrementos das componentes do Tensor de Deformacdo de Green-Lagrange,

pode-se escrever a relagdo constitutiva elastica como segue, (Bathe, 1982):
0Sii = 0Cijui o€ (4.16)

onde ,Cj;, representa o tensor constitutivo incremental de quarta ordem do material.

Sendo assim, substituindo as equacbes (4.11a), (4.11b), (4.12), (4.15) e (4.16) na
equacdo (4.5) e suprimindo a parcela ndo linear como foi dito anteriormente, a equacao de

equilibrio linear resultante é definida, equacéo (4.17).

fov 0Cijua 0110 0 &;d Y =R ~foy gSij5oeijd O (4.17)

Uma linearizacdo da equacdo (4.17) pode ser introduzida admitindo-se algumas
aproximagdes. Se for admitido que ,&; Uq€; € d,¢; Ud,g;, entdo a equagdo (4.17) €

reescrita como segue:
[a 0Cijkt 080 0&d V =R =[5, 50 06;dV (4.18)

Na anélise dindmica incluem-se na equacéo (4.18) a contribuicdo das forcas de inércia
e das forcas de amortecimento, obtendo-se assim a equacdo incremental do movimento do

corpo no tempo t+ At em forma aproximada.

fo, "R S U AV + fi, Ok S ouid V +

. (4.19)
Jou 0Cijia 0840 €;d YV =R ~[oy gSijéoeijd v
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4.3.3 Equacéao Incremental do Movimento de um Elemento Finito

Usando os procedimentos usuais de uma formulacdo em deslocamentos do método dos
elementos finitos, ou seja, substituindo-se na equacdo (4.19) as grandezas cinematicas
devidamente expressas como funcdo dos incrementos dos deslocamentos nodais da estrutura,
e rearranjando esta em forma matricial, resulta a equacdo incremental do movimento do

elemento finito.

‘MM +E[e] MU Ik {ag) = R L F (4.20)

. . . k+lp .

na qual {AU} é o0 vetor de incrementos de deslocamentos nodais do elemento, i {U} éo
N , k¥lp o . .

vetor de aceleracGes nodais correspondentes ao tempo t+ At , {U} é o0 vetor de velocidades

nodais correspondentes ao tempo t+At, E[M] , E[C] e E[KL] sd0, respectivamente, a
matriz de massa, a matriz de amortecimento e a matriz de rigidez tangente linear do elemento

. . k+1 - . .
avaliadas para cada camada, e ainda, {R} consiste no vetor de cargas nodais equivalentes

N k . . . R ~
as cargas externas e ({F} €é o vetor de cargas nodais equivalentes as tensdes atuantes no

tempo t sobre o elemento. Estas varidveis podem ser obtidas pelas expressdes:

o[k =3, o[8]7 {9 [ 8] 0%, @212
o[M] :q%lﬁ)vq "o [NT TN d, (4.21b)
[C]= q%lqu NN (4.21c)

ke N Tk
{~ =2, (B {5} a% (4.21d)
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Do conjunto de equacdes (4.21) pode-se destacar as seguintes varidveis: (';[BL] é a

matriz linear que relaciona as deformagdes e os deslocamentos, | [C] é a matriz constitutiva
- - k Ve 7
incremental do material, 0{§} é 0 vetor que contém os componentes do segundo Tensor de

Tensdo de Piola-Kirchhoff e k[N] € a matriz contendo as fungbes de interpolacdo dos

incrementos de deslocamentos (o sobrescrito [/ indica a transposicdo da matriz). E

importante ressaltar que todas estas variaveis correspondem a configuragdo no tempo t e

estdo referidas as coordenadas globais no tempo 0.

4.4 Método de Newmark

Esta sesséo € dedicada a explana¢do no método de Newmark para um elemento finito.
Este método foi citado no capitulo 3 e também foi adotado como base para o desenvolvimento
de uma nova metodologia numérica para resolver modelos reolégicos mais complexos como o
modelo Zener.

O desenvolvimento que sera apresentado, nesta sessdo, destina-se a resolver equacgao
de 22 ordem como a apresentada na equacao (4.20). A equacao incremental (4.20) é a equacao
do movimento para um modelo viscoso (Modelo de Kelvin), este modelo foi apresentado na
figura 3.1, sessdo 3.2.1.

Adotando-se os procedimentos do método de Newmark, em cada etapa da andlise
(transicdo entre tempos genéricos t e t+ At), os vetores dos deslocamentos e das velocidades

nodais correspondentes ao tempo t + At s@o aproximadas por
+ . an [k (- + . [
“HUp =g+ {U} o +@§—BHK{U} +81 4 Hﬂz (4.22a)

=Y <o) (0} g 22

nas quais At é o passo de tempo selecionado para a integracdo, a =0.5 e [ =0.25 sdo as

constantes que controlam a precisao e a estabilidade de integracdo. Alguns cuidados devem

ser tomados para a escolha do passo de tempo a fim de que a integracdo no tempo seja
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- . N i T ,
suficientemente precisa, em geral este passo de tempo ndo deve ser superiora 5o Onde Tré

0 periodo da estrutura. Para os valores de a e B foram adotados os valores propostos por

Newmark.

Substituindo na equacgdo (4.20) as expressOes obtidas para 0s vetores k+1{U} e

K+, - . . _ .
{U} em funcdo das grandezas de aceleracdo, velocidade e incrementos de deslocamento

para o tempo t, indicado pelo sobrescrito k , obtidas com as equacdes (4.22a) e (4.22b),

resulta o sistema de equaces algébricas dado na equacao (4.23)

(4.23)

kK _~ k+1
, FRHau =" (R
sendo {AU} = k”{ g —{ b o vetor de incrementos de deslocamentos nodais, e

(4.243)

k ~
o FRE= oK +ay [M] +a, {
TR =R -8 +iMI(e ) va {9 ) +lel(a U} e (Y
- 0 2 3 0 4 5 (424b)
a matriz de rigidez efetiva e o vetor de for¢as nodais efetiva do sistema, e

1 a 1 1 a a
8, =——;a,=——a,=——a,=_-—1La, =E-1:a5 =Atajﬁ-1ﬁ (4.25)

Apdés a obtencdo do vetor {U} 0s vetores de aceleracGes, velocidades e

deslocamentos correspondentes ao tempo t+ At s&o obtidos por,

{0} =afau} -a, {0} -5, {9 (4.262)
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k+1{U-} _ k{l} +a6{ b +a7{k}u (4.26b)
k+1{U} _ k{ g § oy (4.26¢)

onde

3 =(1-a); a, =alt (4.27)

4.5 Implementacdo em Elementos Finitos da Modelagem Numérica do Sistema

Dinamico Zener

Esta sessdo € dedicada a apresentacdo a implementacdo da modelagem numeérica do
sistema dindmico Zener no programa de elementos finitos (PAINEL).

Alguns procedimentos foram adotados para facilitar a implementagdo. A modelagem
numérica do referido sistema dinamico foi apresentada na sessdo 3.4.2 para 0 caso de um grau
de liberdade.

Neste momento as variaveis de m (massa), k (rigidez da primeira mola), k; (rigidez da
segunda mola), ¢ (amortecimento) e k (rigidez efetiva) serdo assumidas como matrizes e
serdo reescritas como na sessdo anterior bem como os vetores de deslocamento, velocidade,
aceleracdo e carga efetiva.

Outro procedimento adotado é quanto as matrizes de amortecimento e de rigidez do
segundo elemento elastico. A fim de facilitar a implementacdo, tornando ndo necessario a

inversdo de matrizes, a matriz de amortecimento ([C]) e a matriz de rigidez do segundo
elemento elastico ([K,]) foram assumidas proporcionais a rigidez ([K_ ]). Portanto, as
matrizes de amortecimento ([C]) e rigidez ([K,]) para o sistema dindmico Zener a serem
adotadas sdo: [C]=a[K,] e [K;]=c[K_ ], onde a e c sdo constantes. A constante ¢ € uma

constante arbitraria e a forma de se obter a constante a pode ser encontrada em Bathe (1982).
Sendo assim pode-se reescrever a modelagem numérica do sistema dinamico Zener

usando uma formulacédo elementos finitos como é mostrado abaixo.
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1°) Calcular a rigidez e a carga efetiva do sistema no instante t;

SIRT= 51K (H +a, (1+)) o +aobIM]

U =R I 3, {0+ (G D

(1+C)At K- Koy O {F}
oK A 1+HAt U rad B 1+HAt

onde H :%.

2°) Calcular o valor de Au;

“[K1{aU} = k{FE}
onde {aU} =“{Q ~{ b .

39 Calcular o valor de AF;

{0F) =K1K 1Y A bk 14y Ul a-HE B a="{F {F

4°) Atualizar os vetores{ F} { J no instante t+At;

NEE R
U =9 o

59) Calcular o valor de k+1{U} :

{0 =afa -5, {0 -5 {3

6°) Atualizar o vetor k+1{U} .

=1 al P T

As constantes a; apresentadas nesta sessao sdo as mesmas da sesséo anterior.
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5. EXEMPLOS NUMERICOS E DISCUSSAO

5.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a apresentacdo de exemplos simulados com o programa
PAINEL. Tais exemplos sdo comparados com resultados encontrados na literatura a fim
balizar os resultados obtidos com a implementacao.

Sendo assim, este capitulo apresenta resultados obtidos a partir do programa PAINEL
para diferentes tipos de carregamentos. Para todos os casos analisados foram considerados
dois tipos de matrizes de amortecimento, estas matrizes de amortecimento podem ser:
proporcional a massa ou proporcional a rigidez. Diferentes formas de aplicacdo de carga serdo

utilizadas e todas estardo explanadas durante o decorrer do capitulo.

5.2 Exemplos com elementos viscosos de Kelvin

5.2.1 Viga em balanco submetida a uma carga distribuida constante

Neste exemplo é considerada uma viga engastada submetida a um carregamento com
as caracteristicas descritas a seguir. Com respeito as dimens@es, estas sdo apresentadas na
tabela 5.1.

Sobre a composicao da estrutura, pode-se descrever a mesma como sendo uma viga
laminada, composta por 20 laminas is6tropas e idénticas entre si — as propriedades do material
estdo descritas na tabela 5.1. Foram adotadas malhas de 1, 5 e 10 elementos finitos de 8 nds
para descrever a estrutura a fim de verificar as diferencas quanto a precisdo nos resultados
com a variacao do namero de elementos utilizados.

Com relacdo a carga aplicada, aqui foi utilizada uma carga distribuida uniformemente
sobre toda a superficie da estrutura, como mostra a figura 5.1, e foi considerada constante
durante toda a analise.

Com respeito as caracteristicas de amortecimento foram feitas duas andlises.
Primeiramente, realizou-se uma andlise considerando amortecimento proporcional somente a
rigidez, cujos resultados estdo apresentados na figura 5.2. Na segunda andlise realizada, foi
considerado amortecimento proporcional a massa, cujos resultados encontram-se na figura

5.3. Estes resultados sdo comparados com os resultados obtidos por Bathe et al. (1975) onde

Programa Computacional para Anélise Dindmica de Estruturas Incluindo Amortecimento Viscoelastico



87

foi adotado um passo de tempo igual a 1/42 do periodo fundamental (T;) e uma carga de 50.89
N/m.

Para os resultados apresentados, utilizou-se uma anélise dindmica linear, integracdo
completa, 4 pontos de integracdo por lamina e o critério de convergéncia em forcas. Os
resultados foram comparados com resultados obtidos na literatura e sdo apresentados na
figura 5.4

Bathe et al. (1975) realizaram uma analise dindmica para grandes deformacGes
utilizando uma formulacdo de elementos finitos e uma descricdo cinemaética do tipo

Lagrangeana Total.

Tabela 5.1 — Dimensdes da Placa Laminada

Variavel Valor Variavel Valor
Comprimento L 0,254 m E 8,44%
m
Largura b 0,0254 m Y 0,2
Espessura h 0,0254 m o) N Eec?
1.09 "
m
Espessura por 0,00127 m Tt 57.3x107* sec
Lamina
P
| ] 0.0254m
| |
(0.254 m

Figura 5.1 — Viga em balanco com carga distribuida

Os resultados apresentados nas figuras 5.2 e 5.3 ilustram a importancia de malhas mais
refinadas para descrever a geometria da estrutura. Nota-se que para uma malha onde o0 numero
de elementos utilizados é baixo, o comportamento dindmico ndo € obtido corretamente. Ja,
para malhas mais refinadas, o comportamento dindmico é mais bem avaliado. Observa-se,

também, que para as malhas com 5 e 10 elementos o comportamento da estrutura foi muito
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semelhante, tanto em amplitude quanto em freqliéncia, o que nos leva a crer que uma malha

com mais de 10 elementos é desnecessaria.

o 1 Elemento
a 5 Elementos
10 Elementos

ov

08

05

04

03

Razio de Deflexdo W/L

0z

0.1

LN L BLBLELE RUBLELEUE BB B AL
o

10 20 30 40 50 60 70 80 90
it

Figura 5.2 — Vibragdes Amortecidas com [C] =a[K]

o 1 Elemento
& 5 Elementos

o7 10 Elementos

0a

0.3

04

0.3

Razdo de Deflexdo WiL

0z

0.1

n 20 aa 40 a0 60 7o aa 90
it

Figura 5.3 — Vibragdes Amortecidas com [C]=b[M]

Nas figuras acima, a e b sdo os coeficientes obtidos a partir de duas razbes de

amortecimento para dois modos de vibracdo diferentes, [M] é a matriz de massa, [K] € a
matriz de rigidez e [C] é a matriz de amortecimento.

Os valores usados para a e b foram a =2,5093x10° e b=18,8662, calculados para
uma razdo de amortecimento de 1% e os dois primeiros modos de vibracdo
(w= [1096, 6 6874, 4] ). A forma de se obter os coeficientes a e b séo apresentados por Bathe

(1982).
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No estudo de Bathe et al. (1975) ndo foi considerado o efeito da matriz de

amortecimento [C], porém foi considerado um sistema nao linear. Dependendo da néo-

linearidade no sistema, a linearizagao das equacGes a serem resolvidas podem introduzir erros,
0s quais resultam em uma instabilidade na solucéo, por este motivo, é necessario resolver o
sistema por sucessivos passos de iteracdo em cada passo de carga a fim de minimizar os erros
acumulados.

Na figura 5.4 estdo apresentadas as comparacgdes realizadas entre os resultados de
Bathe et al. (1975) e os obtidos no presente estudo para o qual utilizou-se uma razéo de

amortecimento de 1%.

o Bathe et al. s/ equilibrie
—-—¢—-— Bathe etal. & equilibrio
Neste estudo, [CFa[K]
— —0— — Neste estudo, [CFb[M]

07

06 F

] [ qu"ﬁ S

S o5k tn oy ’

=) - a ok ui&

’g r ‘g oy, L] ni.t

N + ]

5 0F % "

[m] r o b o

ZosE 4 : % v

s # . ' o

NosF ¥ Ny 3 g

e Y, ad Yt
Ry FUL ek 7
C { ; Bh o4
. %

I a0 NN R B ..|\..\|....|..\.‘?6.\|
0 10 20 30 40 &0 60 70 80 90

tiAt

Figura 5.4 — Resultados de uma viga em balan¢o com carga distribuida constante

A figura 5.4 mostra algumas diferencas entre os resultados deste trabalho com os
obtidos por Bathe et al. (1975). Quanto a fregiiéncia, existe uma variacdo entre os resultados
encontrados para uma analise linear (presente trabalho) e uma andlise ndo linear (Bathe et al.
(1975)). Foi realizada, também, uma anélise onde o nimero de passos de tempo foi grande o
suficiente para observar melhor o amortecimento obtido para a modelagem implementada. Na

figura 5.5 é apresentado o resultado para 1000 passos de tempo.

A seguir, nas figuras 5.6 e 5.7, sdo apresentadas as distribuicGes de tensbes o,, da

primeira e ultima lamina que compdem a viga no ultimo instante de tempo analisado

(1000At ). Nesta analise considerou-se amortecimento proporcional a massa.
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Figura 5.5 — Anélise para 1000 passos de tempo (malha com 10 elementos)

pl*

O valor da flecha tedrica para uma viga em balango é dada por J,,, = onde EI é

a rigidez a flexdo, | é o comprimento da viga e p é a carga aplicada por unidade de

comprimento. Calculando o valor tedrico obtém-se para estas condicdes uma flecha

adimensionalizada de [10,356. Sabe-se 0 maximo deslocamento para uma analise dinamica

linear deve ser o dobro do deslocamento estatico. Nota-se na figura 5.4 que isto ocorreu como
era previsto.

e 1° Camada z

gy

-2 &R
-3940 428
1811 38

~ SN
334123
-47158 16

-4571.1
&rps 00
. -EE00 57
| -TA159
-SdH) A
U

28607

10675 &
-1 AB0E
-1EHE S

Figura 5.6 — Distribuicéo de tensdes o,, na 1% camada para um modelo com 10 elementos
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i, lillima carmads 4

Thyx,

123055
I 11480 B

175 &
0607
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B330.54
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G00.57
858500
48711
415516
a1

H263
136
256 432
21 &80

Figura 5.7 — Distribuicéo de tensdes o,, na ultima camada para um modelo com 10
elementos

Para o exemplo, ndo foi considerado delaminacdo de qualquer espécie. Por isso,
observa-se na figura 5.6 que as tensdes na lamina sdo negativas em toda a lamina, ou seja,
apenas existem forcas de compressao nas laminas inferiores ao centroide, como era esperado.

Da mesma forma, nas laminas superiores ao centro de gravidade da estrutura apenas
existe tracdo, portanto, como € visto na figura 5.7, as tensBes obtidas na dltima Iamina sdo

positivas e simétricas em relacdo as tensdes da lamina mais inferior.

5.2.2 Viga em balan¢o com diferentes tipos de carregamentos

Adotando o mesmo modelo anterior, onde a matriz de amortecimento é [C]=b[M],
foram utilizados diferentes tipos de carregamentos de modo a verificar o comportamento da
modelagem numerica implementada.

As propriedades e dimensdes foram mantidas as mesmas, onde apenas foi variado o
tipo de excitagdo estrutural. A intensidade da carga aplicada anteriormente foi mantida

invariavel.

Pulso Retangular

Um pulso retangular, como mostra a figura 5.8, foi aplicado durante dois intervalos de
tempos. As respostas obtidas para os pulsos com n=10 e n=20 sdo apresentadas na figura
5.9.
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Figura 5.9 — Resposta para dois pulsos retangulares

Observa-se na figura 5.9 que para n =10 a resposta teve amplitudes menores. Isto se
deve ao fato de que para n=10 a estrutura encontra-se ainda no primeiro estagio de
carregamento dinamico, ao contrario de n =20 onde a estrutura ja encontra-se no estagio de
carregamento maximo. Estas afirmacBes podem ser vistas na figura 5.4. Nela pode-se
observar que os dois primeiros estagios, carga e descarga, terminam aproximadamente em 42

passos de tempo.

Pulso Triangular

Um pulso triangular, como mostra a figura 5.10, foi aplicado durante dois intervalos
de tempo. As respostas obtidas para os pulsos com n =10 e n =20 sdo apresentadas na figura

5.11.
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P4

50,89 N/m
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n/2At nAt

Figura 5.10 — Pulso triangular com n passos de tempo

——a—-- n=10
05 —-—a—- n=20

Razédo de Deflexdo WL

Figura 5.11 — Resposta para dois pulsos triangulares

Observa-se na figura 5.11 que para n=20 a resposta teve amplitudes maiores que
para n=10. Isto se deve ao fato de que para n=20 a estrutura é carregada estaticamente
com uma taxa de carga menor que no caso anterior, isto permite que a estrutura tenha um
tempo de resposta ao carregamento maior. Ou seja, as ondas de propagacgédo viajam no meio

continuo mais lentamente, permitindo que as cargas sejam absorvidas pela estrutura.

Pulso do tipo Delta de Dirac

Um pulso do tipo delta de Dirac, como mostra a figura 5.12, foi aplicado na forma de
uma carga distribuida sobre toda a superficie da placa.
Este tipo de pulso foi considerado como um impacto onde os tempos de duragdo foram

de 0,136 usec e 0,045 usec. A resposta obtida para o pulso com os tempos descritos

anteriormente € apresentada na figura 5.13.
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Para melhor observar as respostas dos pulsos foi necessario usar 1000 passos de

tempo.

Py

To Vt

Figura 5.12 — Pulso do tipo delta de Dirac aplicado no instante de tempo 7,

———— t=0.045E3

— +  At=0.136E-3
0.02 4
0015 B

0.01 &

o005 Y
t(sec)

0005

Razdo de Deflexdo W (m)
o

0.01F

0015 |

|
|
amf B0 )
0dog 0.d1g n.dz7 0.d36 .45

Figura 5.13 — Resposta de um pulso do tipo delta de Dirac na forma de carga distribuida

Na figura 5.13 pode-se ver que as amplitudes de vibracdo sdo inferiores para

At =0,045 usec, isto se deve ao fato de que o tempo de atuacdo da carga € muito menor.

5.2.3 Viga de concreto refor¢cado simplesmente apoiada

Uma viga de concreto reforcado por uma placa de ago na base com duas cargas
concentradas simétricas, como mostra a figura 5.14, foi considerada. Devido a simetria,
apenas foi analisada a metade da estrutura, a qual foi representada por um modelo de 10

elementos.
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O reforco de aco tem érea de secdo transversal [J12,9 cm?. Foi utilizada para a
analise uma carga P =60,05kN e um passo de tempo At =0,0005 sec. A resposta para dois
ciclos de carga é apresentada na figura 5.15 onde foram considerados dois tipos de matriz de
amortecimento. Primeiramente foi considerada uma matriz de amortecimento proporcional a
rigidez e no caso seguinte uma matriz de amortecimento proporcional & massa.

As propriedades dos materiais e as dimensdes da estrutura sdo apresentadas nas tabelas

5.2 e 5.3, respectivamente.

Tabela 5.2 — Propriedades da viga reforcada

Concreto Valor Aco Valor
Ec 4,3x10° N/m? Ea 21,0x10% N/m?
Ve 0.30 Va 0.70
[0 236, 7N 8ec® /m* Pa 800,0 N $ec’/m*

Tabela 5.3 — Dimens0es da viga refor¢ada

Variavel Valor Variavel Valor
Espessura das 0,0127 m
Comprimento L 3,4544 m laminada de e
concreto 0,01702 m
Largurab 0,1524 m Espessura da
Espessura h 0,2794 m lamina de aco 0,008382 m

P2 P/2
 127m J 09144 m J 127m

P/2

| 0,4572m 127m
I

:

Figura 5.14 — Viga reforcada simplesmente apoiada com carga concentrada
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Este exemplo foi, primeiramente, analisado por Bathe e Ramaswamy (1979) e,
posteriormente, por Yang e Saigal (1984) e os resultados obtidos, neste trabalho, sdo

comparados e estdo apresentados na figura 5.15.
Os valores usados para a e b foram a=2,0275x10° e b =4,4903, calculados para

uma razdo de amortecimento de 1% e o0s dois primeiros modos de vibracdo

(w=[34557 640,89])

o Bathe e Ramaswamy (1979)
—.——-— YangeSaigal (1984)
Neste estude, [CFa[K]
— —o— — Neste estudo, [CFEb[M]

Z 0009 - S
® 0008 s A e
& a ¥
= noo7? 4 i i £ b J
o % 7 b Be
® 0006 4 3 P o Yoo
48 o L] %
o 0005 P ﬁ- bﬁ; f o &2 J
4 b a
o 0004 ?;F’ S iy
3 ooos " ) o s
®oonzfE [/ P ¢
o o " e R F
=l TS W ks> f0 NN NN e =t B |
12 18 24 30 _ 36 42 48

Tempo (sec) x 107

Figura 5.15 — Comparacdo das respostas obtidas com as obtidas por outros pesquisadores

Na figura 5.15 nota-se que para os dois resultados, deste estudo, existe uma diferenca
tanto em amplitude, quanto em freqiiéncia. A diferenca dos resultados pode ser atribuida a
duas causas: 1) Os pesquisadores consideraram, em seus estudos, uma analise dindmica nédo
linear, e no presente trabalho foi considerado uma analise dinamica linear; 2) Os
pesquisadores citados utilizaram elementos finitos tridimensionais, e o presente trabalho foi
baseado em elementos finitos tridimensionais degenerados de cascas de 8 nds. Sabe-se que
para elementos deste tipo € necessario observar algumas especificagdes na construcdo dos
modelos, uma destas consideragdes é quanto a espessura dos mesmaos.

A espessura da placa deve obedecer a expressdo apresentada em 5.1.

h 1
(E) max = 2_0 (5.1)

onde h é a espessura e R € a maior dimenséo da estrutura.
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No exemplo tem-se um valor para a razdo (10,0809, enquanto que a recomendacgéo
geral de carater pratico pela teoria de placas e cascas é 0,05. Esta relacdo deve ser observada

para uma estrutura ser considerada delgada, ou uma placa, e foi definida das hipoteses de
Kirchhoff-Love e foi apresentada por Timonshenko e Woinowski-Krieger (1959).

As figuras 5.16 e 5.17 mostram o estado de tensfes na meia viga para 0 primeiro
estagio de carregamento na primeira e Gltima lamina do modelo.

Cabe aqui, lembrar ao leitor que, a primeira lamina do modelo é uma placa de aco com
area de secdo transversal aproximadamente de 12,9 cm? e a Gltima uma camada de concreto
com 0,01702 m de espessura.

Na figura 5.18 é apresentado o resultado para 1000 passos de tempo onde foi

considerada uma matriz de amortecimento proporcional a massa.

T,y 1* camada i
K

Ty

sarIm
521982
ELLERE
781208
125616
EEDAIT
S55038

SabEap
464261
319B8E72
133483

66004
TS
1arar
Fa i FImS
653685

Figura 5.16 — Distribuicdo de tensdes o,, na meia viga com carga concentrada — 1% camada

Para este exemplo, também néo foi considerado delaminacdo de qualquer espécie. Por
iss0, observa-se na figura 5.17 que as tensdes na lamina séo positivas, ou seja, apenas existem

forcas de tragdo nas laminas inferiores ao centréide, como era esperado.
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T, Uilima camada
JJ
v

e
-0 H0580580
-0 OE33650

0.121525
-0, 17246
-0 235045
0208108, oy
0354165
0412235
-0 470335
-0 525345

~SBE0S
~0Ed4ES

-0 0
-0 TE0Ea4
=061 8544

0ETE

41 KR

a0z 8

10718

L

Figura 5.17 — Distribuicdo de tensdes o,, na meia viga com carga concentrada — ultima
camada

Da mesma forma, nas laminas superiores ao centroide apenas existem forgas de
compressdo, portanto, como € visto na figura 5.17, as tensdes obtidas na dltima Iamina sdo
negativas e ndo simétricas em relacdo as tensdes da ldmina mais inferior devido ao refor¢o de

aco utilizado na base.

[=]
o
=
o

mmnm snman|

-Wim)
o o
fu} ] i
= =
o fiu)
iy o

meia Viga
o
=
=
-1
ra
T

E TR T TN T T VNN T TN S N T T T T SRA W |
100 200 300 3 400 00
Tempeo (sec) x 10

Figura 5.18 — Analise para 1000 passos de tempo

Da mesma forma que na sessao 5.2.1 é possivel calcular a deflexdo méxima para uma
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3 3
viga bi-apoiada. Para este caso a flecha maxima ¢ dada por 5 _ = Pl %%_4""_3D, onde P ¢
24El I° 0O

a carga aplicada, E é o modulo de elasticidade, |1 € a inércia, a é a distancia entre 0 apoio e

0 ponto de aplicacdo da carga e | é o comprimento da viga. Calculando o valor tedrico obtém-

se para estas condi¢es uma flecha de 07,16x107° m.

5.2.4 Viga bi-apoiada com diferentes tipos de carregamentos
Adotando-se 0 mesmo modelo da sesséo 5.2.3, no qual a matriz de amortecimento é
[C]=b[M], foram utilizados diferentes tipos de carregamentos de modo a verificar o

comportamento da modelagem numérica implementada e a resposta da estrutura. As
propriedades e dimensfes foram mantidas as mesmas, onde apenas foi variado o tipo de

excitacdo estrutural. A intensidade da carga aplicada anteriormente foi mantida invariavel.

Pulso Retangular

Um pulso retangular, como mostra a figura 5.19, foi aplicado durante dois intervalos
de tempos. As respostas obtidas para os pulsos com n=10 e n=20 sdo apresentadas na
figura 5.20.

60,05 kN

Figura 5.19 — Pulso retangular com n passos de tempo
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Figura 5.20 — Resposta para dois pulsos retangulares

Observa-se na figura 5.20 que para n=10 a resposta teve amplitudes menores e
freqliéncia um pouco maior que no caso com n=20. Este efeito € muito semelhante ao

encontrado no exemplo da sessdo de 5.2.2 e pode ser explicado da mesma forma que no caso
anterior.

Pulso Triangular

Um pulso triangular, como mostra a figura 5.21, foi aplicado durante dois intervalos

de tempo. As respostas obtidas para os pulsos com n =10 e n =20 sdo apresentadas na figura
5.22.

60,05 kN

n/2At nAt

—~ ¥

Figura 5.21 — Pulso triangular com n passos de tempo
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0.004 F

0.002 f

-0.002
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=

-0.008

-0.008

Figura 5.22 — Resposta para dois pulsos triangulares

Observa-se na figura 5.22 que para n=20 a resposta teve amplitudes maiores e
freqliéncia menor que para n =10 . Este comportamento é justificado da mesma forma que foi

justificado na sessé@o anterior para o caso onde foi aplicado um pulso triangular.

Pulso do tipo Delta de Dirac

Um pulso do tipo delta de Dirac, como mostra a figura 5.23, foi aplicado. Este pulso

foi considerado como um impacto onde os tempos de duragdo foram de 0,5 usec e
0,167 usec. As respostas obtidas para os pulsos sdo apresentadas na figura 5.24.

Para melhor observar as respostas dos pulsos foi necessario usar 1000 passos de
tempo.

Py

To

—~+

Figura 5.23 — Pulso do tipo delta de Dirac aplicado no instante de tempo 7,
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Figura 5.24 — Resposta de um pulso do tipo delta de Dirac

Bem como no exemplo apresentado na sessdo 5.2.2, os resultados obtidos, para dois
pulsos do tipo delta de Dirac com dois tempos de aplicagéo diferentes, sdo semelhantes.

Para o pulso com duracdo menor as amplitudes de vibragdo encontradas foram
menores, bem como as freqiiéncias de propagacdo da onda de impacto. A mudanca na
frequéncia de vibracdo é justificada devido ao efeito da forca de inércia. Um impacto mais
duradouro permite que a estrutura tenha mais tempo de absorver o carregamento, sendo assim,
é natural ser encontrado deslocamentos mais elevados. Naturalmente a rigidez da estrutura
tende a exercer uma forca contraria a carga aplicada, quando esta forca externa é retirada
rapidamente a estrutura tende a retornar para o estado de equilibrio e isso faz com que as

vibragdes na estrutura sejam de maior freqiiéncia e 0 amortecimento seja mais rapido.

5.3 Comparagcao entre as solugdes dinamicas de Kelvin e Zener

Considerando a nova modelagem numérica, os exemplos da sessdo 5.2 foram
simulados novamente e comparados com o resultados antes obtidos.

Na sessdo 5.2 foi considerado o sistema dindmico Kelvin para as anélises dindmicas e
agora sera considerado o sistema dinamico Zener.

Nas figuras 5.25, 5.26 e 5.27 sdo apresentados os resultados para a viga em balango

submetida a uma carga distribuida e constante sobre todo o tempo de analise.
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Figura 5.25 — Resposta da viga em balanco para o sistema dindmico Zener,
K, =cK (c=7,0E -01)
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Figura 5.26 — Resposta da viga em balanco para o sistema dindmico Zener,
K, =cK (c=1,0E01)
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Figura 5.27 — Resposta da viga em balanco para o sistema dindmico Zener,
K, =cK (c=1,0E10)
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Observando as figuras 5.25 a 5.27 conclui-se que a modelagem produz Otimos
resultados. Ao ser aumentado o valor da rigidez da segunda mola (K;) do modelo, este tende a
se comportar como o0 sistema dindmico Kelvin, como era esperado. Pode ser observado
também que a freqliéncia de vibragdo é alterada quando a constante K; é considerada mais
fraca.

Nas figuras 5.28 e 5.29 sdo apresentados os resultados para a viga bi-apoiada da sessao
5.2.3.

Kelvin
—-—a—-— Zener ¢=1.0E+01

ooz
oot F
oot f
0009 F
poos F
ooo7
0006 F
noos F
0004 E
ooz f

Deflexdo da meia Viga - W (m)

ooz f
ooot E

pY: |
A TR M |
160
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140

i ] Iﬁ-l !
100 110 120 i
Tempo (sec) x 10

P - 1
130

i
180

Figura 5.28 — Resposta da viga bi-apoiada para o sistema dindmico Zener,
K, =cK (c=1,0E01)
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0001
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Figura 5.29 — Resposta da viga bi-apoiada para o sistema dindmico Zener,

K, =cK (c=1,0E10)
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Da mesma forma que para a viga em balanco os resultados obtidos séo satisfatorios.
Quando a rigidez da segunda mola (K;) do modelo aumenta, a viga tende a se comportar da

mesma forma do sistema dindmico Kelvin.
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6. CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1 Consideracdes Finais

Na analise de estruturas, 0 amortecimento € normalmente representado pelo modelo
viscoso ou modelo Kelvin.

Neste trabalho se analisa a diferenca entre esse comportamento e o correspondente a
modelos viscoelasticos mais gerais; 0 modelo de Zener é escolhido para esse fim.

Em primeiro lugar, estuda-se o comportamento de um sistema de um grau de
liberdade, para o qual existe uma solugdo analitica aproximada. Em busca de um modelo
numérico que representasse o comportamento do modelo Zener, o estudo levou a um
resultado ndo esperado. O desenvolvimento de uma metodologia para resolver equacdes
diferenciais de 3% ordem com coeficientes constantes. A metodologia foi baseada na idéia de
Newmark, ou seja, utilizando equagOes de aproximacdo e pardmetros que regulam a
estabilidade e precisdo de integracdo. Os resultados obtidos foram excelentes em todos os
sentidos; para as condicdes iniciais utilizadas (velocidade inicial, carga externa constante) os
resultados tiveram uma O6tima convergéncia para os resultados do modelo Kelvin e para a
solucdo analitica proposta por Volterra e Zachmanoglou (1965).

Na continuacao, os modelos Kelvin e Zener foram implementados em um programa ja
existente de analise de placas e cascas com pequenas deformacdes e deslocamentos finitos. O
modelo dindmico utiliza 0 método de Newmark para resolver a equagdo do movimento do
sistema. Em geral verificou-se que para amortecimentos baixos o modelo Zener se aproxima
do Kelvin; para amortecimentos elevados, a diferenca pode ser importante no sentido de
caracterizar adequadamente o comportamento de estruturas sob efeito de carregamentos
dindmicos.

Uma das dificuldades encontradas no desenvolvimento deste trabalho foi a escassez de
exemplos na literatura, inclusive para o modelo Kelvin. Devido a falta de ensaios
experimentais ndo foi possivel realizar outras verificacdes que também seriam interessantes,
por exemplo, quanto ao comportamento da freqiéncia de vibragdo para outros tipos de
condicdes de contorno.
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6.2 SugestOes para Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros sugere-se que seja continuado o estudo do comportamento do
modelo dindmico de Zener. Uma maneira é realizando ensaios experimentais e comparando
com os resultados obtidos pelas analises numeéricas.

Na presente implementacdo do modelo Zener realizada apenas foi considerado uma
matriz de amortecimento proporcional a matriz de rigidez. Outra sugestdo é implementar uma
sub-rotina que possibilite avaliar a matriz de amortecimento proporcional & matriz de massa.
Outra sugestdo € a implementacdo da matriz de amortecimento proporcional a matriz de
massa e proporcional a matriz de rigidez, simultaneamente. Comparacdes com os resultados
obtidos neste estudo e em trabalhos que venham a ser encontrados na literatura também sédo

interessantes.
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