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RESUMO

Neste trabalho provamos a Desigualdade de Harnack para solugoes posi-
tivas de equacoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem usando as
iteragoes de Jiirgen Moser. A partir disso, mostramos que estas solugoes sao
funcoes de Holder e estudamos o seu comportamento no infinito. Aplicamos
este resultado para provar que uma superficie minima, grafico de uma fungao
definida fora de um cubo em R" e com derivadas limitadas, aproxima-se de
um plano em R"*!.
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ABSTRACT

In this work we prove Harnack Inequality for solutions of Elliptic Partial
Differential Equations of second order using Jiirgen Moser iterations. Hence
we show that these solutions are Holder continuous and we study their be-
havior at infinity. We apply these results to prove that minimal surfaces, that
are graphics of functions with bounded derivatives defined outside a cube in
R™ can be approximated by a plane in R™*!,
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos a Desigualdade de Harnack para solugoes fracas
positivas da equacao diferencial parcial eliptica linear de segunda ordem

1,5=1

onde (A;;(z)) é uma matriz simétrica positiva definida de fungdes men-
suraveis com autovalores entre X\ e A para 0 < A < A.

Inicialmente esta desigualdade foi estabelecida para fun¢des harmonicas.
De acordo com o Teorema de Harnack, se v ¢ uma funcao harmonica positiva
definida em um aberto conexo Q C R™ e ' é um compacto contido em 2,
entao existe uma constante C' dependendo apenas de Q e € tal que

supu < Cinfu. (1.2)
Q/ Ql

Posteriormente, Serrin [8] mostrou que esta desigualdade também vale para
solugoes nao-negativas de

Lu = augz, + 2bugy +cuyy = 0 em  Dgp,

onde Dg é um disco em R?. Neste caso, a constante C' também depende da
razao entre o maior e o menor autovalor associados a L. A demonstracao usa
o principio do méximo. Bers e Nirenberg [1] mostraram resultados semel-
hantes usando técnicas diferentes. Moser [7] provou a desigualdade para
solugoes fracas de (1.1). Serrin [9] e Trudinger [10] também estenderam estes
resultados para equacoes quasilineares na forma da divergéncia. Em 1979,
Krylov e Safanov [4, 5] provaram a Desigualdade de Harnack para solugoes
de equacoes elipticas de segunda ordem na forma nao divergente com coefi-
cientes mensuraveis.

O nosso objetivo é estudar as iteragoes de Jiirgen Moser [7] para mostrar
a Desigualdade de Harnack e usa-la para provar que solugoes fracas de (1.1)



sao funcoes de Holder. Aplicamos estes resultados para analisar o compor-
tamento de superficies minimas.

No capitulo 2, definimos conceitos, notagao e apresentamos alguns resul-
tados classicos que sao usados ao longo do trabalho.

No capitulo 3, mostramos alguns lemas importantes como as desigual-
dades de Sobolev e Poincaré e um teorema fundamental ao trabalho, de
autoria de John e Nirenberg [6].

No capitulo 4, é feita uma motivagao para a desigualdade de Harnack,
cuja prova é feita no capitulo 5. Aqui usamos as iteragoes de Moser.

No capitulo 6, usando esta desigualdade, mostramos que as solucoes de
(1.1) sao Holder continuas. O estudo do comportamento no infinito ¢ feito
no capitulo 7.

Como aplicacao dos resultados dos capitulos anteriores, mostramos que
a superficie minima, que é grafico de funcao fora de um cubo em R™ com
derivadas limitadas, aproximam-se, no infinito, de um plano em R"*,



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Notacoes e Definicoes

1. © é um conjunto aberto e conexo de R".
" é um subconjunto compacto de €.
Q é o fecho de Q.

2. m(Q) representa a medida do conjunto §2.
3. (-,) representa o produto interno.

4. Q(a,h) é um cubo aberto de aresta h > 0, centrado em a € R™.

Qla, h] é um cubo fechado de aresta h > 0, centrado em a € R"
5. B(z,r) é uma bola aberta de centro x e raio r >0 .
6. C°(Q) é o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis.

7. C§°(R2) é o espago das fungdes infinitamente diferenciaveis, com suporte
compacto em ().

8. Distancia entre os conjuntos §2 a 2’ é dada por:

dist(Q, Q) =inf{|lz —y|:2€QeyeQ}.

Distancia entre um elemento x e um conjunto €2 é dada por:

dist(z, ) = inf{|z —y| : y € Q}.



9. Seja u : Q@ — R, z € Q. A funcdo u,,(z) = 2%(x) representa a
derivada parcial de u(z) em relacao a x;. Para a = (aq, ag, ..., ay),

com «; € N, definimos a a-ésima derivada de ¢ € C*(Q)) por

o 9

— Oél e
Oxi"  Oxon

D%p ®.

10. (u)q ¢ a média de u sobre (2, dada por:

(u)Q:][Qu dx:ﬁ/ﬂudx.

11. Dada uma funcao u : 2 — R mensuravel, definimos
supess u(z) := inf{y € R : m({u(z) > y}) =0}
Q

igfess u(z) :=sup{y € R: m({u(z) <y}) =0}

como o supremo essencial e o infimo essencial de u em (), respec-
tivamente.

12. Espacgo LP(Q2) para 1 < p < 00, é 0 espago vetorial de todas as fungoes
mensuraveis f : {2 — R tais que

(/Q|f|pdx);<oo.

13. Se f: €2 — R é mensuravel, definimos a norma LP para 1 < p < oo,

Ccomo
1l = ( [ dx) .

14. Sejam u,v € L, .(Q) e a = (a3, sz, ...,a,), com «; € N. A funcio v é

dita a a-ésima derivada parcial fraca de u, v = D%u se

/QuD“¢ dx:(—1)a|/Qv¢dx

para toda funcao teste ¢ € C§°(2), onde |a] = a3 + ag + ... + .
Se |a] =1 temos Du = Vu.
15. WhP(Q) é o Espago de Sobolev, que consiste de todas as fungoes em

LP(Q2) tais que as derivadas parciais de primeira ordem no sentido fraco
também pertencem a LF((2).



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Se u € WP(Q), definimos a norma de v em W1'? por

wmwmmy:(/kpmpm)p+(/}w¢0p.
Q Q

Definimos W, ?(£2) como sendo o fecho de C5°(€) na norma de W?(Q).

Intuitivamente, as fungoes deste espaco se anulam na fronteira.

Uma funcao u : Q — R, 2 C R” aberto, é dita Holder Continua se
existem £ > 0e 0 < 3 <1 tais que

u(z) —u(y)| < klz —y|”,
para qualquer z,y € €.

Uma funcao duas vezes diferenciavel u : 2 — R é dita harmonica se
satisfaz Au = 0.

A;; representa uma matriz simétrica e positiva definida. Isto ¢, existe
A > 0 tal que ((A — Al)v,v) > 0 para todo v € R™.

Uma equagao diferencial parcial linear de segunda ordem
> Ayt (1) +ZB D (@) + Claula) = (@)
.3
¢ dita eliptica se
ZA” 2)EE >0, VreQ e E€RY, €#0,

e ¢ dita uniformemente eliptica se 4 A > 1 tal que

Al < ZAU D) < MEIP,  VreQ e R

Dizemos que a fungao u € W1?(Q) é solugao de (1.1) se

/(Dd) ADu) dx = Z/%Awum dr =0, V¢ € Cy°(9).
Q

2,j=1

A funcao u é dita subsolucao se para ¢ € C§° positiva, temos

/( D¢, ADu) dx < 0.
Q

A funcao u é dita supersolugao se —u for subsolucao.



2.2 Desigualdades e Teoremas
1. Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[z, p)| < ll=l[ NIyl paraz,y € R™.

2. Desigualdade de Holder: Sejam p, g > 1 tais que :712 + % = 1. Entao
/ luv| do < ||u||zo@)||v]| ey paraw e LP,v € L.
U

3. Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev: Seja 1 < p < n.
Existe uma constante C', dependendo somente de p e n tal que

[ul| o @y < CllDul|r@ny
para todo v € WHP(R"™), onde p* = n”—_’;) conjugado de Sobolev de p.

4. Principio do Méximo: Sejam (2 uma regido limitada e u : Q@ — R
uma fungao continua em €2 e solucao fraca de (1.1) em 2. Entdo, o
maximo de u é atingido na fronteira de €.

5. Teorema do Valor Médio: Se u : 2 C R" — R é uma funcao
harmonica, entao
. fB(CE,T) u<y)dy

ue) = (B,

com B(z,r) C Q, r>0.

6. Teorema de Aproximagao: O subespago C>(Q2) (" WP(Q) é denso
em WHP(Q).

7. Teorema de Rellich-Kondrachov: Seja 2 é um subconjunto aberto
e limitado de R"™, com fronteira de Lipschitz. Se 1 < p < oo, entao
toda seqiiéncia limitada (u,) em W'P(2), possui uma subsequéncia
(un, ) que converge em L? para qualquer 1 < g < p*.

Dizemos que i : W1P(Q) — L(Q), onde i é a identidade, 6 um mergulho
compacto e representamos esta inclusdao compacta por WP(Q) cCC
L(£2). Como p < p*, para todo 1 < p < oo temos WP (Q) CcC LP(Q).

8. Teorema da Extensao: Seja () limitado com fronteira de Lipschitz.
Entao, 2 tem a propriedade de extensao, isto é, existe um operador
linear limitado

E W (Q) — WP (R™)
tal que, para cada u € WHP(Q):



i) Fu=wuem €
ii) Fu tem suporte compacto;

iii) || Eullwir@ny < Cllullwir), onde C' depende somente de p e 2.

9. Regra da cadeia: Sejam f € C'(R) tal que f’ ¢ limitada em R e
u e WhHP(Q). Entao fou € WP(Q) e D(f ou) = f'(u)Du.
10. Derivada da Parte Positiva e Negativa: Dado u € WP(Q), defina

u™ = max{u,0} e v~ = min{u,0}. Entao, u™, u~, |u| € WP(Q) e

Du seu>0
+_
Du _{ 0 seu<0,

_ 0 seu>0
Du —{Du se u <0,

Du seu>0
Dlu| = 0 seu=0
—Du seu < 0.

As demonstracoes dos itens acima podem ser encontradas em [2] e [3].



Capitulo 3

Lemas Auxiliares

Teorema 3.1 (Poincaré) Seja Q) um subconjunto aberto, limitado e conexo
de R", com fronteira de Lipschitz. Assumindo 1 < p < oo, existe uma
constante C', dependendo somente de n, p e ) tal que

lu = (Wall o) < CllDul| 1o
para qualquer fungdo u € W(Q).

Prova: Suponhamos que a estimativa seja falsa. Logo, para cada inteiro
k=1,2,... existe uma fungao u, € W?(Q) que satisfaz

lur = (ur)ell o) > Kl Dkl o) (3.1)
Seja (vg) uma seqiiéncia definida da forma

U — (Uk)Q
| — (uk)allLr @)

Vg = s k:1,2,

Observamos que ||vy||z»() = 1 por construgao e que (vy)q = 0, pois

(k) = ][ka dor = ﬁ/gvk dx

1 Uk — (Uk)Q
m(Q) Jo llur — (ur)al e @)

Jouw dz o (ur)a dw}

lur = (ur)ell Lo o) l m(Q2) m(§2)

1

(

1 " ~ (ug)o-m(©)
o — ()l oo {( R G) }

1

(

T — (el gy )2~ ()l =0



Temos também que:

D(vy) = D< us — (uk)o >

ur — (ur)all e )

1
= Tor = aallor )~ Pllueo)
D(Uk)

|ur — (ur)allzr)

Assim,

D(ug)|[ 1 Dl ,
I D(v)|| o) = |- D (wr) || e () _ | D (k)| e (0 1
lue — (ur)ollr@) — EI|D(u)|ze) K

para k =1,2, ..., por (3.1).

De |[vg|lr) = 1 e [|[D(vi)|lr) < 3, Vk = 1,2, ..., concluimos que as
fungoes {vy},—, s@o limitadas em WHP(Q).

Pelo teorema de Rellich-Kondrachov, WP(Q) cC L) para cada 1 <

g <p* = ;%. Ouseja, existe uma subsequéncia {vg; }72; C {vg}2; e uma

funcao v € LP(Q) tal que vy, — v em LP(12).

/v—vkjdx

Q

< /|v—vkj’ dx
Q

< (/Q}v—%ﬁ dx>;(/ﬂ1qu);

= |l = vk l[o@ [m ()]

Note que:

/vdx—/vkjdx
Q Q

Q=

1,1 _
parap,q>1e;+a_1.

Assim,
1
li — . < 1 — Vg, Q)] =0.
kjigrloo /dea: /ka] dx _kjirJrrlooHv Uiy || e () [m(Q)] 7
Portanto,

Jim ()0 = (0



Sendo (v, )a = 0, concluimos que (v)q = 0.

Pela desigualdade triangular,

kjl~i>r}rloo| HvijLp(m —|v||er o) | < kjliquoo ||Ukj — 0l[Lr(a) = 0.
Logo, kliriloo v [ zr ) = V]| e (@)
J

Sendo ||vy,||zr) = 1, concluimos que |[v||zrq) = 1.

Por outro lado, |[Dvgl/zr) < % para cada i = 1,2,...,n e tomando ¢ €
C°(Q2) qualquer, temos

lim /U(]ﬁxi da:'—/vkj@i de| = lim /(v—vkj)qﬁxi dx
< i — Vg, )
c im [l
1 1
< lim (/|v — vy, |? d:c> (/‘(bxz q d:c)
ki—too\Jq Q
= v =k llze@ 19, La () = 0.
Logo,
lim Vg, Pa; A = / Vo, d. (3.2)
kj—+oo Jo Q
Como {vy, } € W'P(Q) e utilizando (3.2), temos:
/vgzﬁxi dz| =1 lim /vqubmi dz| =1 lim /vijigzﬁ dz

1
< I o i — = 0.
< Jim g 0] < im = lol] =0
Logo, v € W1P(Q), pois possui derivada fraca Dv = 0.

Mas, Dv = 0 e 2 conexo implica que v é constante em 2. Sendo (v)g = 0,
temos que v = 0 em Q. E assim, |[v|zs@) = 0, contradizendo com [|v[|1»(0) =
1.

Portanto, existe C' = C(n,p,2) > 0 tal que

[ = (Wall L) < CllDul Loy

para todo u € WP(Q).

10



Corolario 3.1 Sejam Q = Q(a,h), u € WH(Q) e (u)qg o valor médio de u
sobre Q). Entao

/Q (u— (u)o)? dz < Ch? / (Du)? dz,

Q

onde C' depende somente n.

Prova: Pelo Teorema 3.1, para Q = Q(0,1) existe C' > 0 tal que para todo

v € €,
v — (U)Q(0:1)||L2(Q(0,1)) < CHDU”LZ(Q(OJ))‘
Portanto,
/ [v— (v)gu)? dz < Cz/ (Dv)? dx. (3.3)
Q(0,1) Q(0,1)

Dado u € Wh2(Q(a, h)), seja v(y) = u(a + hy), onde y € Q(0,1). Entao,
v € W2(Q(0,1)) e desta forma satisfaz (3.3). Assim

| )~ el <€ [ D)y
Q(0,1) Q(0,1)

Ou seja,

/ fu(a + hy) — (ula + hy))opondy < C? / D,ula + hy)dy.
Q(0,1) Q(0,1)

Fazendo a mudanca de variavel x = a + hy, obtemos

/Q(a,h) o) = (u@))Q(avh)Pﬁ <c? /Q(a,h) h2[DU(I)]QW.

Portanto,
| o) - @aunde < Crt [ (Dua)f da,
Q(a,h)

para todo x € Q(a, h), como desejavamos.

Lema 3.1 Seu e WY(Q), Q = Q(a, h), entdo

(][Qu% dx)'lg <p {h2][Q(Du)2 dz + ][Qqﬁ dx} , (3.4)

onde k = 5 e (3 depende somente de n, quando n > 2. Quando n = 2,

1/2 <k < o0 e f3 depende den e k. No caso n =2, firaremos 1 < k < 0.

11



Prova: Primeiro provaremos para o cubo Q(0,1).
Seja u € WH2(Q(0,1)). Através do Teorema da Extensdo, podemos es-
tender u para todo R™. Isto é, existe um operador linear limitado F :

W2(Q(0,1)) — WH3(R") tal que

i. Bu=wuem Q(0,1);

ii. Fu tem suporte compacto;

iii. [|Bullwi2@ey < Bllullwizo,)), onde 3 depende somente de Q(0, 1).

Utilizando os itens acima e a desigualdade de Sobolev, mostramos que:

( /Q o u*s dx)i = ( /Q (0’1)(Eu)2” ala:)i
< </R(Eu)2“ da:)i

< B / [D(BW)? da

I (/n[D(Eu)]2 dx + /n(Eu)z dx>

= BillEullfzgn

IN

< Bollullfyizg.y

= [ (/ (Du)? dx +/ u? dx) .
Q(0,1) Q(0,1)

Portanto, como m(Q(0,1)) = 1, temos que

1
<f u*” d:c) <p (][ (Du)? dx + f u? dx) (3.5)
Q(0,1) Q0,1 Q(0,1)

e a desigualdade (3.4) estd provada para o cubo Q(0,1).

Dado u € W2(Q(a, h)), seja v(y) = u(a + hy).
Portanto, a fungao v estd definida em Q(0,1) e v € W%(Q(0,1)). Logo, v

12



satisfaz (3.5). Assim,

( /fQ(m)Myﬂ%dy) 1

</ngJU(G%—hy)P“dy) < 3

</Q(071)[U(“ + hy>]2”dy) S <5 (/Q(O’l) h2[Du(a + hy)*dy + /Q(m)[U(a + hy)]2dy> .

Fazendo a mudanca de variavel x = a + hy,

( L. o) < (n [ muerg | o5 )

(]{X%mhwxﬂ2“dx> < ¢3(h%%;mﬁthwxﬂ2dx—%]{xmmhdxHde).

Portanto, vale a desigualdade (3.4) para um cubo qualquer Q(a, h).

Do+ f P o)

Q(0,1) Q(0,1)

x|

x|

(VAN

@
VR VR
\

/ngJ[%ﬂda—%hyﬂ2dy+—/QmJJu(a%—hyﬂ2dy)

|-

IN

x|

g

Lema 3.2 Se u € de quadrado integrdvel no cubo Q0, 1] e se para todo cubo

Q C Q[0,1],
][ (u— (w)g)? dz < 1,
Q

entao toda poténcia de u € integrdvel, e ainda, existem constantes positivas
a, 3, dependendo somente de n tal que

/ et d:v/ e~ dr < 32
Q[0,1] Q[0,1]

Prova: Note que,

flae < s (o) (f2)' = (f )

Assim,
(][Q!u — (u)g| dx>2 < ][Q[u ~ (w)o]? da < 1.

[NIE
N

13



Por uma observagao feita apds o Lema 1’ de [6], descrito no apéndice, decorre

/eau(u)Q| dr S ( i _'_eory>
Q 7o

para 0 < a < 7. Denotando o lado direito da inequacao por (3, concluimos
que

/ =) gy < 3 o / e-ali-Wa) gy < §
Q Q

e o Lema esta provado.
O

Lema 3.3 Seu > 0 ¢ uma subsolugdo de (1.1) em Q ev = u¥, k > %, entao
para qualquer func¢dao n(z) com suporte em €2, temos

/Q 7 (Dv)? dz < C (%Qf 1)2 /Q (Dn)*? dz, (3.6)

onde C = \*. O mesmo vale para supersolucoes se k < %

Prova: Como a funcao u > 0 é uma subsolucao em 2, entao para ¢ > 0, ¢ €
Ce (), temos,

/( D¢, ADu) dx < 0. (3.7)

De fato, esta desigualdade pode ser estendida para qualquer ¢ > 0 tal que
¢ € Wy?(Q). Para isto, basta tomar uma sequéncia ¢, € C°(Q) tal que
¢n — ¢ em WH2(Q). Isto é possivel devido a definicio de W, *(Q). Além
disso, podemos considerar ¢,, > 0.

Vamos escolher ¢ conveniente.
Se k € (3,1], seja f : [0,+00) — R dada por f(t) = (¢t + €)*, onde € € (0,1).
Se k> 1, parae € (0,1) e m € N, seja f : [0, +00) — R crescente, de classe
C? tal que f(t) = (t +¢)* para 0 <t <m e f(t) é linear para t > m + 1.

Seja ¥ = f(u). Defina ¢ = f(u).f(u)n? onde n é uma funcio de Lips-
chitz de suporte compacto. Note que f(t)f(t) é de classe C', pois f é de
classe C%. Além disso, f(t)f’(t) tem derivada limitada. Logo, pela Regra da
Cadeia, f(u)f'(u) € W12(Q). Usando isto e que 7 é de Lipschitz de suporte
compacto, ¢ € Wy ().

Note que,
D¢ = D(ff)n*+ ff2n Dn

= (f)’Dun*+ ff"Dun’+ ff'2n Dy

= [(f”+ ff")m*Du+2f f'nDn).

14



Assim,

(Do, ADu) = ([(f*+ ff")n*Du+2f f'nDn), ADu)

= [(f*+ £f"*( Du, ADu) + 2 f'n( Dn, ADu)]

( ff”) (DuADu>+2ff77<D777ADU>}

(o (+
_ {( fﬁ) nf' Du, AnfDu>+2fn<Dn,AfDu>}
{0=7)

( f//

Definindo 0 =1 + ( )2, temos

(nDu, AnDv) + 2(vDn, An Dv>}

(Do, ADu) = o(nDv, AnDv) + 2(vDn, AnD7v). (3.8)
Substituindo (3.8) em (3.7), obtemos

/a(nDU, AnDv) dx < ‘2/<UD77,A17D6> dx
0 0

Lembrando as hipéteses feitas sobre A, existe A > 1 tal que A7||z||? <
(Az,z) < \||z||*. Com isso,

/ o (DT, AnDT) dz > A" / o InD|? da.
Q Q

Observe que se k € (3,1], o(t) = L. Sek > 1, o(t) = 2L para0 <t <m
eo(t)=1parat>m+ 1. Podemos definir f em [m,m —|— 1] de modo que
o(t) seja continua em R e uma func¢do afim em [m, m + 1], bastando resolver
uma equagao do tipo

1+ff” =o(t) = at +b.

(f)?

Assim, 1 < o(t) < 2221 para qualquer ¢ > 0, visto que 21 > 1, quando
k> 1.
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Também vale

/ (vDn, AnDv) dx
Q

< / @Dy, AnDT)| da
Q

< / o4 [uDnl|ot || AnDa]| da
Q
% 1
< ( [ el d:c) ( [ ollanoul? d:c)
Q Q

: :

< A(/ o~ 1[5 D2 dx) (/aunmuwx) |
Q Q

Destas desigualdades segue que

: ;
At / ollnDv||* dv < 2\ (/ o Y [oDnl? dm) (/ o||nDv]|? dm)
Q Q Q
3 3
(/ o||nDv)? dm) 2)\? (/ o Y[vDn|? dx)
Q Q

/cr||nDF||2 de < 4)\4/0_1||6D77||2 dx. (3.9)
Q Q

IN

Suponhamos que a integral do lado direito de (3.6) seja finita, de outra
forma a desigualdade é trivial.

Se 3 <k <1, temos que f(t) = (t + €)F <2F(t"F 4+ €¥) < 2F(tF +1).

Se k > 1, como 1+% =o(t) < 2L V>0, f(m)=(m+ete
f'(m) = k(m + €)¥~1, concluimos que f(t) < (t+¢)k Vit >0.

Assim, também temos f(t) < 28¢F + 2k,
Logo, 7 = f(u) < 2ku* 4 2% = 2%y + 2%,

Note que U, f e 0 dependem de € € (0,1) e m € N. Esta estimativa para v,
no entanto, independe de m e ¢ escolhidos, isto é, T, < 2Fv + 2.

Considere v, = v1 ,,. Também vale

2k -1
k

2k -1
k

c:min{l, }Sam(t)gmax{l, } Vt>0.
Logo,

0 0 Dnl* < (2% +25) Dnl|* < eifloDnl* + el Dyl|*.

16



Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

/J;LlHFmDnHQ dx —>/5_1||UD77||2 dzx.
Q Q

Visto que o,, — 7 := 2L ¢ 7,, — v pontualmente quando m — oc.
m %

Assim, pela desigualdade (3.9), temos

Fin / o l1DT|? da < 4N / o4 uDn|? da.
Q Q

Como Dw,, — Dv pontualmente, pelo Lema de Fatou,

/5||77Dv||2 dzx < 4/\4/5_1||UD17||2 dzx.
Q Q

Entao

4\ 2k \2
2 g o N 2 7. _ 4 2
Dol de < [ gl dr =34 (5725)" [ leDnl? de

ficando provado o lema para u > 0 subsolucao.

Se u > 0 é uma supersolucao e k < %, definindo f(t) = (t + €)%, ¢ =

f(u)f'(u)n? e fazendo um raciocinio andlogo, concluimos que

1—-2
( 7 k) /Q(an,Aan) dzx < ‘2/9(an,14an> dx|.

A partir disto, seguindo os mesmos passos da demonstragao anterior, obtemos
a mesma desigualdade e o Lema esta provado.

g
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Capitulo 4

Motivacao para o estudo da
Desigualdade de Harnack

Seja u : 2 — R uma fungdo harmonica e positiva no dominio 2. O
Teorema de Harnack afirma que em qualquer compacto ' C €, vale a de-
sigualdade

max u < cmin u,
Q' Q

onde a constante ¢ > 1 depende somente de € e (V.
Neste capitulo mostramos dois exemplos que verificam esta desigualdade.

Exemplo 1: Seja v : I — R uma funcao harmonica positiva num inter-
valo I C R. Fungoes harmonicas definida em dominios reais sao retas que
podem ser representadas por u(z) = ax + b, onde a, b sdo constantes reais.
Suponhamos , sem perda de generalidade, que I = (x, %), u(x) = az +
b, a, beR, a>0el =[r3, x4 é um compacto de I.

Sendo a fun¢do u continua e crescente (a > 0), u assume um minimo e um
méaximo em I’ que s@o u(x3) e u(xy), respectivamente.

Desta forma, temos que

- . (4.1)

Estamos interessados numa estimativa que independa de u para o quociente
(4.1).

Sabemos que, u(z) > 0 em I = (x1,x2). Com isso, u(x;) > 0 e temos
b > —ax,. Assim,

maxu  u(ry)  axy+b  amy—awsz+azrs+b
n}i/nu ~ u(zs)  azs+b axrs+b
a(xy — — —
G R P k) B W S}
axrsz+b ars — axy T3 — I

18



Portanto,

max u(z) <ec H}}n u(z)

para a constante ¢ = ﬁg:g, que depende somente de [ e I'.

Teremos a igualdade quando u(x1) = 0, pois b = ax; e

maxu
I’ Ty — X1

minu 13— 11
I/

Ou seja, se u(zy) =0,

max u(x) = cn}i/n u(z),

T4—T]

para ¢ = 2="1 dependendo somente de [ e I'.
3—x1

Vejamos alguns exemplos numeéricos:

a) Sejam I = (0,5) e I' = [2,4] intervalos reais, ui(z) = 0, 7z, uy(z) = 3z e
ug(z) = 6x fungdes harmonicas, positivas, definidas em I, cuja representagao
grafica é dada na Figura 1.1.

6x

3

0.7x

o] 1 2 3 4 &

Figura 1.1
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Note que,

B ww_ora
r[12114r]1 w(x)  w(2) 0,7.2 7
max us(x)

[2,4] Cup(4) 3.4 5
1[12114151 ug(x)  wa(2) 3.2 7
max uz(x)

[2,4] _ug(4) 6.4 5

i Cug(2) 6.2 7

1[12114?113(:6) us(2) 6

Observamos que, embora as fungoes possuam inclinagoes diferentes, as razoes
max u(x)/ minu(z) em [2,4] sdo todas iguais.

b) Seja a funcao u(z) = z, definida em I = (0,10). Sejam [4, 6], [2,8] e [1,9]
intervalos compactos de I.

Para cada um destes intervalos compactos segue:

maxu@) ) 5.6 s
i S ow(4) 5.4 77
r[gll}Gr]lu(:v) u(4)
max u(x)
[2,8] _u®) 5.8 4
i w2 5.2 7
I[gl}gﬁlU(I) u(2)
max u(x)
[1,9) ~u9) 5.9 9
i Cow(l) 51T
ﬁgl,gﬁlu(x) u(l)

Verificamos com este exemplo, que ao variarmos o intervalo compacto de
I, a razao max u(z)/ min u(x) também varia. Observamos ainda que, quanto
maior o compacto, maior a razao maxu(z)/ minu(z). A medida que I’ se
aproxima da 0D a razao tende para infinito (ver Figura 1.2).

20



G I III 1 I LI I LI I LI I I III LI

0 2 4 +) 2 10

Figura 1.2

Exemplo 2: Seja u : {2 — R uma funcao harmonica e positiva num conjunto
Q) C R", aberto e conexo.

A

Seja Q' compacto de 2. Suponhamos que z, y € Q' satisfazem dist(z, y)
%l, onde d = dist(€,09). Nestas condigoes, é vélido o Teorema do Valor
Médio para r = 2dist(x,y). Assim,

1 1
)= BN DY 2 B gy

pois B(y,5) C B(x,r).

Note que, m(B(x,r)) = r"m(B(x,1)) = r"m(B(y,1)) = (g)nm(B(y, 7)) =
2"m(B(y, 3))-
Logo, . .
)2 2By ) /B<y,g> M) = )
Assim, .
(@) > uly) (12)
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Analogamente,
u(y) > —u(z). (4.3)

Portanto,
1
ontly) < u(z) < 2"u(y)

para quaisquer z,y € € tais que dist(z,y) <

d
2

Dado 0 <€ < f—f existem a; € €, 1 = 1,2, ..., m elementos convenientes de
Q2 tais que ' C UB(a;, €) para i = 1,...,m. Pois ' é um conjunto compacto
e Y C UB(a,€) para a € €.

O dominio €2 é conexo. Logo, existe um caminho ~;; em (2 ligando a; e
a; para quaisquer 4,7 = 1,...,m.

Um caminho é um conjunto compacto, portanto, existe uma subcobertura
B(by,0) finita de abertos para v;;. Ouseja, v;; C UB(b)/,0) para k = 1,..., [,
b € Q, 0 < ¢ < min{dist(y;;,00), 4} e l;; € N convenientes.

Para cada x,y € (¥, existem 7,7 € N, 4,5 < m, tais que = € B(a;,¢€) e
Yy < B(a]’, E).
Os elementos bZ’j , k= 1,..l;;, formam uma seqiiéncia em 2. Reor-

denando estes elementos formamos uma nova seqiiéncia by, que satisfaz as
condicoes abaixo:

dist(z, b)) < e+ 0;  dist(by, byyq) < 26; dist(bj,y) <e+9

para k=1,2,....[;; — 1 (Note que, € + J e 2 sdo menores que %)

Portanto, chamando [;; = [, aos elementos da seqiiéncia {z,b},y}'_;,
podemos aplicar as desigualdades (4.2) e (4.3), obtendo,

1 1 1
u(z) > 27“(5/1) > 2> ﬁu( 1) > mu(y)
e
1, 1, 1
u(y) 2 grul) 2 .. 2 gulh) 2 5pmyule),
donde concluimos que
1 n
WU(Q) <u(z) < 2" u(y)

para todo z,y € Q2'. Note que, [ =, ; < L = max/, ;.
]

Logo,

max u < 2274 min g
Q' Q
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e a desigualdade de Harnack esta satisfeita para qualquer u solucao positiva
de Au=0e ) C Q compacto.

A demonstragao acima usa a propriedade do valor médio das funcoes
harménicas. Esta propriedade nao vale para solugoes da equagao (1.1). Por
isso, no caso geral vai ser seguido um caminho diferente - as iteragoes de
Moser.
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Capitulo 5

Desigualdade de Harnack

De acordo com os objetivos deste trabalho, neste capitulo demonstramos
a Desigualdade de Harnack para um dominio 2 e um compacto ' C €
quaisquer. Para isso usamos dois teoremas importantes que sao provados
através de iteracoes e com o auxilio de uma fungao ¢ definida abaixo.

Seja a fungao u > 0 solugao de (1.1) em Q(0,4). Defina a fungao

(p, 1) = ( ][Q(ajh)updx); | (5.1)

onde p assume valores reais nao nulos e h > 0.

Afirmacgao 1: ¢(p, h) é ndo-decrescente em p.

Prova:

Caso 1: Sejam p,q € R, ¢ > p > 0. Seja r € R definido por r = 1% > 1.
Desta forma,

51 7
o(p,h) = (][ Updf) == (/ updx)
Q(ah) hr \JQ(a,h)
1 1
v | (L, o) (L, )
hv Q(ah) Q(a,h)

1 p% q
= < uP"dx = <f uqu) = ¢(q, h)
he ™ vs ah) Q(a,h)

pela Desigualdade de Holder, para s > 1 real, tal que % + % =1
Assim, ¢(p, h) é nao-decrescente em (0, 400).

S
RS

IN

Caso 2: Sejam p,q € R, ¢ < p < 0. Seja r € R definido por r = % > 1.

24



Assim,

=S
=
>
S~—
|
VRS
S
s
=
g@
QL
S
~_
3=
Il
>
m§| =
VR
S
E | =
I~
QL
S)
N~
e

RS

v
{

1

s

v (fcxa,h) (“p)rdxy (fcz(a,h) 1de>

1 1
1 o 2
= - </ up’"dx) = <][ uqu) = ¢(q, h)
hr ™ bs Q(a,h) Q(a;h)

pela Desigualdade de Holder, para s > 1 real tal que % + % = 1.
Assim, ¢(p, h) é nao-decrescente em (—o0,0).

Caso 3: Sejam p,g € R, p>0eq<0.

Note que
1
R Jan)
1 1
— R — U,Pp_qq Pq_ dx
h"™ Joeam ur—a

1 s 1
< Lo Eyal [ ()]
R 1 Q(ahy Qah) \up=a

pela Desigualdade de Holder, para r,s > 1 reais, tais que % + % =1.

Assim,
r % 1 S %
|:/ (U%) d.T:| . |:/ (T) dl’:| Zhn
Q(a,h) Q(a,h) \ur—1
! 1\* 17
L @) | 25 [ () ]
Qah) h L qeam \up=s

Elevando ambos os membros a poténcia pp;qq < 0, temos,

b—gq _pb—gq

Pq T par ]_ ]_ $ pgs
Lo o] < i [ ()
Q(a,h) h"(T) Q(a,h) \Uur—4

r par 1 1 ~ pas
{/ wr—a dx] < — {/ de] .
Q(a,h) h”(T) Q(a,h) UP—4
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Lembrando que esta desigualdade ¢ valida para quaisquer r,s > 1, com
%—l—%:l?podemostomarr:’%es:%.
Observe que,

p—aq

{/ u:fq:zdx} - {/ uqu} o [h"][ uqu] "t h%¢(q7 h)
Q(a;h) Q(a;h) Q(a;h)

1 1
{ } { upd:c} Lo {h” ][ updx} "= hig(p,h).
Qarh) Qlah) Qla.h)

Logo, ¢(q, h) < ¢(p, h).

Portanto, ¢(p, h) é ndo-decrescente em R*, conforme afirmagao.

U
Afirmacgao 2:
a) lim ¢(p,h) = supess u(x) b) lim ¢(p,h) = infess u(x)
ps+oo Qla] p——00 Qla,h]

Prova: a) Seja M = supessu > 0. Desta forma, se X = {z € Q[a,h] :
Qla,h]

u(z) > M}, entdo m(X) = 0.

Assim,
b(p,h) = <][Q(a’h)(u(x))pdx>

<h" Mpd:c) ’
Qah)

= [W7"MPm(Q(a, h))]

IN

B =

= (h""MP)7 = h™ 5 M.
Ou seja, ¢(p, h) < h™» M, Vp> 0.(Se M = oo, esta desigualdade é trivial).

A partir disso, usando que ¢ é crescente, ¢ converge quando p — 400 e

lim ¢(p,h) < M = supess u(z).
phe Qla,h]

Por outro lado, seja N < supess u(z), N >0e A = {z:u(x) > N}. Pela
Qla,h]
definigao de supremo essencial e por A C Q[a, h], 0 < m(A) < 1.
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Assim,

¢(p.h) = <][Q(a7h)(u(x))pdx>

(u(x))pdx)

3=

S

h—n

v
—~
—~—

A
> (h‘” /A dix)’l’ = (h""NP(m(A)))» = N(h""m(A))7.

Ou seja, ¢(p, h) > N(h*”m(A))%, Vp > 0. Quando p — +00, obtemos

lim ¢(p,h) > lim N(h "m(A))> = N.

p—+00 p——+00

Como a desigualdade é valida para todo N < supess u(z),

Qla,h]
lim ¢(p, h) > supess u(z).
pteo Qla,h]
Portanto,
lim ¢(p, h) = supess u(x). (5.2)
ptee Qlah]

b) Seja N = Qi[nfh?ss u(x) > 0. Note que, m{z € Qa,h] : u(x) < N} = 0.

Assim, para p < 0,

S

¢(p.h) = (fQ(a’h)(u(x))de)

> (h‘" / di:c>” = (™" NPm(Q[0,1]))7 = h *N = h™# infess u(x).
Q(a,h)

Qla,h]

S =

Portanto, lim ¢(p,h) > infess u(z).
p——00 Qla,h]

Seja S > Qi[nfh]ess u(z) e B={x € Q[a,h] : u(x) < S}. Pela definigao de

infimo essencial e por B C Qla, h|, temos que 0 < m(B) < 1.
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Assim, para p < 0,
Jh) = Pd
o) = (f  wyas)

(h" /B (u(:z:))”dx)

< <h" /B Spdx>; — (h"SPm(B))s = S(h~"m(B))>.

B =

B =

IA

Logo, ¢(p,h) < S(h~"m(B))?.

Para p — —oo, encontramos lim ¢(p, h) < S. Como é valida a desigualdade

p——00
ara todo S > infess u(x),
p ot (z)
lim ,h) < infess u(x).
p——00 ¢<p ) Qla,h] ( )
Portanto,
lim ¢(p,h) = infess u(x). (5.3)
p——00 Qla,h]

Vamos usar a seguinte notagao:
¢(+oo,h) = lim ¢(p,h) e  ¢(—o0,h) = lim ¢(p,h).

p—+400 p——00

Observe que as afirmacoes 1 e 2 sao validas para func¢oes positivas men-
suraveis.

Teorema 5.1 Se u € uma subsolugao positiva em Q(0,4), entdo para p > 1

20 1
supess u(z) < ¢ (L) (][ (u(x))pdx> :
Qo1 p—1 Ql0.2

B(+00,1) < c (ﬁ) o(p.2)

ou seja,

onde o = lim <ﬁ

m—0o0

1
+ .4+ —=+ 1) e ¢ depende somente den e \.
K™ K
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Prova: Sejam 2 = Q(a, h) e n a funcdo definida por n(x) =1 em Q(a, h’) e
nula em seu complementar, para 0 < h’ < h < 2h/. Mais precisamente, seja
©: [—%, %] — R uma fun¢ado continua e linear por partes tal que p(z;) = 0
em |z;| > &, o(x;) =1 em |2;] < % e linear no intervalo & < |z, < 2.

Definindo n(x;, ...x,) = ;ranin ¢(z; — a;), temos que |Dn(z)| < 2.

Ly

Como u é positiva e subsolugao e como 7(x) tem suporte em Q(a,h),
podemos utilizar o Lema 3.3, obtendo as seguintes desigualdades para k %:

VAN
o
A
VR
[\
| o
|| =
[
~~
(&)
S
B
=
>
=
no
S
no
QL
5

/ n*(Dv)*dx
Q(a,h)
/ (Dv)?dx
Q(a,n")
(h’)”][ (Dv)?dx
Q(a,h’)

][ (Dv)?dx
Q(a,h’)

IA
Q

IA
Q

I
A
7~ N ~ N /
[\)
o
|| =
—_
~ N~
no
7~ N /N /
>
[ ] o
<
~_
no
>
3
P
s
=
o
[\V)
QL
8

92 2 (h >nf )
— vedx.
h — h’) h Q(a,h)

Substituindo esta desigualdade no resultado do Lema 3.1, temos que, para

. n
k=3

(][ vQ“dx>N§
Q(a,h’)

< e 2k \°( 2 \/h\" 24
< B4 (h) c(zk—l) (h—h/) (E) ][Q(a,h)v )

Note que,

1 1 "
][ vide = - n/ vide < ﬁ/ vide = (i) ][ vide.
Qa,h) ()™ Joeam) ()™ Jowan h O(a,h)

|=

+ ][ R
Q(a,h)
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Com isto, temos

(][ v%dx)mg
Qa.h)

e ok \’( 2 \’/h\" y
10 (1) () () Lo

A" ok \> [ 20 \° )
o)l G) 25) ) £, e}

2R\ " o 2k \°[h - )

= ﬁ(ﬂ {[2 (%_1) (ﬁ*) . J[QW“ d‘f}

h
][ vidz.
Q(a,h)

IN

IN

-2
1) + 52"

A
1
@
o
(N}
3
JF
[\]
VR
[\
| o
||
—_
N~
Do
N
|
|

Tomando ¢y = max(f ¢; 2", 3 2"), obtemos

g ok \*/h -2
v%dx> < |y ( ) (—/ - 1> + ¢o
(fQ(a’h,) [ 2k — 1 h

E possivel uma estimativa melhor, tomando
2k \?/h -
< ——1 1
7—02[(%—1) (h’ ) *

1
(f vg"dx> " < 7][ vide.
Q(a,h') Q(a,h)

Note que, (£ — 1)_2 (%)2 > 1. Portanto,

e () (5-) ]

][ v2dr.
Q(a,h)

tal que

h n
—l—(—/) ][ vide
W) J Qan

}

Vamos atribuir ¢+ = 2k. (Futuramente utilizaremos [t| > ¢ = a A2 32871,

onde « ¢ a constante do Lema 3.2.)

30



k

Assim, considerando v = u”, é possivel comparar ¢(kt,h’) com ¢(t,h), da

forma:
Lt
o(kt, B = (][ u" dx)
Q(a7hl)
177
= (][ v2r d:c)
Q(a,h’)
< ('y][ v? dm)
Q(a,h)
-2 2 % 1
h t ¢
) ] (e
h t - 1 Q(a7h)
h RN Y g
() () (e
h t - 1 Q(a7h)
NP\
= ci|——-1 _— t,h
C3 (h/ ) <t—1) ¢<7 )
Logo,
, 1(h ot t t
¢(l€ta h) S C3 ﬁ —1 t——l ¢(ta h)v (54)

onde 0 < h' < h <2h', t =2k > 1. Note que, c3 = 2¢co = 2max(p\2"+2 32n)
que s6 dependem de A e n.

Observacao 5.1 Se tivermos ¢ < 0 e u uma supersolugao, usando a segunda

parte do Lema 3.3, com k < %, teremos:

o(kt,h') = <][ u" dx
Q(a,h’)

AV
Q@#
7 N
| =

|
—



Como t < 0,

S(rt 1) > oyt (— - 1) © st h). (5.5)

para 0 < h/ < h < 21/.

Nosso objetivo é encontrar ¢(+o0,1). Observamos que definindo

1
eh=h;=14+— parai€N,

I . —
Wo=hip =1+ 9i+1 i

e substituindo t = p; = k'p, é vélida a desigualdade (5.4), pois 0 < b/ < h <
2R,

Assim,

¢(pi+1>hi+1> = ¢("€i+1p> hi+1) :fﬁ(’mip, hi+1)

-2 2

! h; wip K'p xTp .
< 3" —1 , ', hy).
< 7 ()T () et

Observacgao 5.2

2

1) (hh— - 1) (27 4 1) < (8F)7 = (87)W

141

o ()™ = (p22) " < () < (9] 7 [

Entao,

; h; w'p
PPit1, hiv1) < c3” ( — 1)

AN
o
w
X
)
h-A1N)
% s
1
7N\
‘»@
v /—\

IA
o
Hk;s‘s

onde ¢4 = 8%¢cs.
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Portanto,

i

] ¢(plvh'l)a 1= 1,2,... .

LSAIN]

P p
O(Pis1, hiv1) < ¢f [(ﬁ)

Iterando esta desigualdade, encontramos

4 ) 27 (G+tp)
(b | (2 )7
G(Di+1, hiv1) < ¢y [(E) ] ¢(p1, ).
Para p; = kp, b = % e h = 2, temos

1

o) = oty < (1) (S25) otn
= o 3 (ﬁ) ¢(p,2)

» 2
< G <pT1) o(p,2).

i 1
(2+...+i+1)< D )2(,&*“*#1)

s TN

Logo,

p—1
Como k = (-%5) > 1, (& + ... + = + 1) converge a ¢ = (k) quando i — oc.
Com isso,

A(Pig1; hiy1) < ¢ o(p,2).

. ; 1
Zliglo (Pis1, hit1) = }E&W“ZHPJ"‘ 2i+1)
. 2(L 4. +141)

e O B BT
< 1 " " —_— 2).
< lime, (p_1> ¢(p,2)

Portanto,
20
p
P(+00,1) < c5 (]:) o(p,2), p>1

e o teorema esta provado.

Teorema 5.2 Se u > 0 é uma supersolucio em Q(0,4), entdo

(/ updx>p§;2 infess u(z), para 0 <p<k= n ,
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ou seja,
c

i p> ¢(—00, 1)

P(p,2) <

m—oo \ K™

1
onde 0 = lim <ﬁ + .4+ —=+ 1) e ¢ depende somente de \ e n.
K

Prova: Vejamos algumas afirmacdes para ¢ = o A~2 32 8! definido no
Teorema 5.1:

i) ¢(—00,1) = c10(—q,2)
ii) ¢(—q,2) > c26(—q,3)
iii) ¢(—q,3) > c30(q,3)
iv) ¢(q,3) > cao(p, 2).

Primeiro, vamos demonstrar o teorema supondo que u > € > 0, onde € é uma
constante, para garantir a existéncia de ¢(t, h) para t < 0. Apés demonstrar
a desigualdade para este caso, podemos aplica-lo, no caso geral, para u + € e
concluir que

1
p
(/ (u—i—e)pdaz) < c infessu+e.
Q(0,3) @l0.1]

Fazendo € — 0, o teorema ficara provado.

i) Na demonstragdo do Teorema 5.1, Observacdo 5.1, encontramos a ex-
pressao (5.6), que repetimos aqui:

ot ) 2t (3 =1) " ate

parat < —qge 0 < h’ < h < 2h'. Podemos supor que c5 < 1.
De modo andlogo ao Teorema 5.1, definimos

1 )
h=h,=1+—= e pi:/ﬁllt<—q.

I
W= hi =1+ Qi+17 9i

Assim,

. - [ h [Tt
G(Piv1, hir) = O(KH higr) > 5™ <h- L 1> O(pi, hi).- (5.6)
i+

Note que,

2

1> ( ha —1) " g
hi—l—l
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A partir disso e usando que c5 < 1,

L 2

G(Piy1, hip1) = ¢ " (87T W d(pi, hi) > ¢ (i, hi).-

Iterando este resultado, temos

1

St
¢(Piy1, hiv1) = ¢§ o(p1, ha).

Para i =0,

d(p1, i) = d(kt, h') > 053_'%@(757 2) > c60(t,2).

Portanto,
L+ i4

A(Piv1, hiv1) > c§ o(t,2).
Tomando o limite para ¢ — oo, com t < —q e K = -5 > 1, obtemos
925(—00, 1) Z Cr Qb(t, 2)
Portanto, como t < —gq,

¢(—00,1) = ¢ ¢(—q,2). (5.7)

ii) Note que

v

Portanto,

iii) Definimos

1
v=Inu e = —n
u
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para 7 nao nula e diferencidvel. Como u > ¢, v e v pertencem a WH2(Q) e

1 1 1
Dv==Du e D =——Dun’+ =2nDn.
u u u

De fato, pela Desigualdade de Holder, o lado direito das igualdades estao em
L2
A fungao u é uma supersolucao em (0,4). Para Q(0,3) C Q(0,4),

/ ( Dy, ADu) dz > 0.
Q(0,3)

Donde temos

1 1
/ (== Dun’ + =2n Dy, ADu) dx >0
Qo3 U u

/ —n*(Dv, ADv) + 2n(Dn, ADv) dx >0
Q(0,3)

/ n*(Dv, ADv) dx < 2/ (Dn, An Dv) dx.
Q(0,3) Q(0,3)

Pela desigualdade de Schwarz e por A ser positiva definida,

/ n*(Dv, ADv) do > / (D)X~ da.
Q(0,3) Q(0,3)

Por outro lado,

L/ <Dnﬂm7Dv>¢cf;l/ |Dnll | An Do|| dz
Q(0,3) Q(0,3)

1 1
< (/’ HDW?@) (/' HAanzm)
Q(0,3) Q(0,3)
; :
< (/ | Dnl|? dx) (/ Nn?(Dv)? dx) :
Q(0,3) Q(0,3)
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Portanto,

)\_1/ " (Dv)? de < 2 (/ | Dnl|? dx)
Q(03) Q(0,3)

2
A2 (/ n*(Dv)? dx) < 2 (/ | Dnl|? dx)
Q(03) Q(0,3)

/ " (Dv)? doe < 4/\4/ | Dnl|? da.
Q(0,3) Q(0,3)

Dado um compacto K C 2 aberto, existe uma fungao n € Cg° que vale 1
em K e tem suporte em (2. Além disto, n pode ser construida de forma que
a derivada seja menor que

2
(/ Nn?(Dv)? dx)
Q(0,3)

[NIE

C
dist(K,00)

Suponhamos aqui o compacto K = Q[a,h] C Q(0,3), o aberto Q =
Q(0,3) e a fungdo n = 1 em Qla, h| e com suporte em Q(a,3h) C Q(0,3).
Assim, podemos supor ||Dn|| < 7, obtendo

/ (Dv)2dz < 4)\4/ 1Dy da
Q(a,h) Q(0,3)
4)\4/ ||D77||2 dx
Q(0,3h)
4 2
4Nt / <—) dx
Q(0.3m) \ N
_ )R / da
Q(0,3h)

= 43)\4h_23”/ d.I‘:Th_2/ dr,
Q(a,h) Q(a,h)

IN

IN

onde 7 = 43)\*3".

Pelo Corolario 3.1, para todo Q[a, h| C Q(0,3),

Q(a,h) Q(a,h) Q(a’h)

~ _1 _1 . .
Para a funcdo w = 772v = 772 Inu valem as hipoteses do Lema 3.2. Assim,

_1 _1
/ o7 2 Inu dflf/ e~ oT 2Ilnu dx S ﬁQ
Q(0,3) Q(0,3)
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onde « e 3 s6 dependem de n. Entao

/ u? dx/ w9 dr < [? para ¢= ar”z.
Q(0,3) Q(0,3)

A partir disto,

1

(/ uqd:p)qgﬁg(/ u_qu) q.
Q(0,3) Q(0,3)

Logo, ,
¢(q7 3) < ngb(_(], 3)

para ¢ =a A237 8L,
Portanto,

¢(q> 3) < 09¢<_q7 3) (59>

iv) Dado 0 < p < k, existe m € N tal que g™ > p. Logo, existe r € (0,q)
tal que re™ = p.

Note que, rk' = 85 — = < 1, para i € {0,1,...,m — 1}. Assim, a
desigualdade (5.4) é valida com t = r&* (i € {0,1,...,m — 1}), visto que
t € (0,1) e u é supersolugao.

Portanto, definindo h; = 2 + 5; para i € {0,1..,m} e fazendo iteragdes
andlogas as do Teorema 5.1, obtemos

. - r 2(m et +1)
0" hy) < i) () $(r.3)

Como ¢ é crescente, ¢(r,3) < ¢(q, 3).

Logo,
20
,
o) < () olan)
r—1
1
onde o = lim (—+ e +1)
m—oo KM
De p = rr™, entao concluimos que r = L. Assim,

(il) _( —nm)

Como h,, > 2, de forma anéloga ao ii), ¢(p,2) < cp(p, hy,). Portanto,

d(p,2) < ~#(q,3). (5.10)

(H—p)
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Utilizando as desigualdades (5.7),(5.8),(5.9) e (5.10), concluimos que

Cc

o(p,2) < m

¢(—o0,1).

e o teorema esta provado.

Teorema 5.3 Desigualdade de Harnack
Se uw > 0 € uma solugao de (1.1) em um dominio qualquer Q2 e se ) é um
subconjunto compacto de §2, entdo

supess u < cinfess u,
Q/ Q/

onde a constante ¢ > 1 depende somente de Q, Q' e \.

Prova: Suponhamos Q = Q(0,4), Q' = Q[0,1] e u : Q(0,4) — R solugao
positiva de (1.1). Sendo w solugdo em Q(0,4), u ¢ também subsolugao e
supersolugao em ((0,4). Desta forma, pelos Teoremas (5.1) e (5.2), temos
que:

20
P(+00,1) < ¢ (%) o(p,2), parap>1

Co n
W¢(—oo,1), para0<p</.g:n_2'

Em particular, para p = 1=

¢(p,2) <
as duas desigualdades sao satisfeitas, assim,

1+ k&
k—1

1+k 20 2¢o
C1 (H-].) (/1—1)0 ¢<—OO,1)

b+o0,1) < ( >Z”¢<p,2>

IA

= C3¢<_OO’ 1)7

onde ¢z depende somente de n e A\. De (5.2) e (5.3), temos que

supess u < c¢3 inf essu, para cz(n, ). (5.11)
Q[o,1] Q[0,1]

Para os conjuntos §2 e Q' existe h > 0 real tal que para qualquer a € (0,

Q(a,4h) C Q.
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Dada u solugao de (1.1) em Q(a,4h), seja a fungao v : Q(0,1) — R
definida por v(y) = u(a + hy), a € ' e h > 0. Com esta defini¢ao temos
que v é uma solugao em Q(0,1) de

> Dy (Aj(a+ hy)Dyu) = 0.

ij=1

Como os autovalores de El-j y) = A;j(a+hy) estao entre [\, A] e c3 s6 depende
de A e n, entdo v satisfaz (5.11). Assim,

supess v(y) < ¢z inf essv(y), para cz(n, ).
Q[0,1] QI0,1]
Ou seja,

supess u(a + hy) < ¢z inf ess u(a + hy), para cz(n, ).
Q0.1 Qlo.1]

Fazendo x = a + hy, obtemos:

sup ess u(x) < c3 inf essu(x), para cz(n, ).
Qlah) Qla,h]

Observamos aqui que esta desigualdade é equivalente as desigualdades (4.2)
e (4.3). Através de um raciocinio analogo ao utilizado na demonstracao do
caso harmonico (Exemplo 2), obtemos

supess u(z) < ¢4 igfess u(z),
Q

para c4(n, A).
U

Observacao 5.3 Fazendo uma mudanca de variavel, como a feita na demons-
tracao do teorema acima, verificamos que a constante ¢ é invariante por
translacoes e homotetias, isto é, se Q) = T(Q) e Q) = T(Y), onde T'(z) =
ar +b (a € RexeR"), entdo c(n, A, Q,Q)) = c(n, A, Q, Q).
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Capitulo 6

Continuidade de Holder de
Solucoes

Se u é solugdo de (1.1), num compacto 2’ de €2 o supremo fica controlado
pelo infimo. Porém, nao sabemos se u é continua. Neste capitulo, mostramos
que a funcao uw é Holder continua, como conseqiiencia da Desigualdade de
Harnack.

Sejam u : @ — R, solucdo de (1.1) e @ um ponto interior do dominio €.
Logo, 3 R € R tal que Q(a, R) C .
Sejam M (r) = supess u(x) , p(r) = Qi[nf?ss u(x), 0 < r < R. Defina F =
[a,r] a,r
Q(a,r) e E' = Qla,r'], com r' = £, subconjuntos de (2.

Sejam M = M (r), M" = M(r'), p = p(r) e p’ = p(r’).

As fungoes M —u(z) e u(x) — p sdo também solugoes positivas da equagao
(1.1) no dominio E. Para o compacto E’

S}El/peSS (M —u(z)) = M- igfess w(x) =M — i,

ijIEl/fess (M —u(zx)) = M- sg/pess u(x) =M — M,

supess (u(z) —p) = supess u(x) + supess (—p) = M' — p,
i]jgl/fess (u(z) —p) = ig/fess u(z) + i]r;ess (—p) =p' — p.

Quando aplicamos o Teorema de Harnack as fungoes M —u(z) e u(x) — p

obtemos

supess (M — u(z)) < cigfess (M — u(x)),
El

onde ¢ > 1 s6 depende de n, \, E e E'. Como E e E' podem ser obtidos por
uma mesma homotetia de Q[a, 1] e Q[a, 1/2], respectivamente, a constante ¢
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pode ser tomada como sendo a mesma para todo r, pela observagao 5.3. Isto
é, para estes cubos, ¢ nao depende de r.
Logo,

(M — ) <ce(M— M. (6.1)

Analogamente,
supess (u(x) — pu) < cig/fess (u(z) — ).
E/
(M= p) < e(p' — ), (6.2)

c
onde ¢ depende somente de n, A, Q(0,1) e Q[0,1/2] (¢ nao depende de 7).

Adicionando as desigualdades (6.1) e (6.2):

(M —=p)+ M —p) < eM—cM' +cp' —cp
M(1+c)—p(c+1l) < M(c—1)—p(c—1)
(M —p)(c+1) < (M—p)(c—1)
o= < (i

M() - p(r')

(
() () = (5

Fazendo as iteragoes em (6.3), obtemos

AN
Q (‘J
—_

Jor-
c—l) "))
T

AN
7N
o
|
e L
~__
=
|
E
-

W (E) ()

parai=1,2,...; 0<r<R.

Denotando por w(r) = M(r)— u(r) a oscilagao de v em Q(a, r) e tomando
o= (=
c+1/?

W (2> <Ouw(r), i=1,2,... (6.4)
Nesta desigualdade estamos comparando a oscilagao em dois cubos de arestas
5r er,parat=1,2,.... Nosso interesse estd em saber qual a oscilagao para

um cubo qualquer de aresta p € (0,7).
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Todavia, para qualquer p € (0,7), existe i € N tal que 557 < p < 3.

Assim, w(p) < w(57). Utilizando (6.4)

wip) <O0w(r), 0<p<r<R, i€cN. (6.5)

Mas,
. r i 0gy T —

SFT Sp:>2+1210g2;:>6’ < glos2 ;1
€ 1

HlogQ% _ (Qlogeg)(@) _ C logg 2 _ <8>a

P r

para @ = —a. Logo, podemos escrever a desigualdade (6.5) da forma

wip) <07 (2) wr)

r

1
paraa:m>0, O<p<T<R
2

Note que,

w(p) = M(p) — p(p) = supess u(r) — infess u(zx) > |u(z) — u(y)l,
Qla,p] Qla,p]

para todo x,y € Qla, p|.

Logo, .
[u(@) — )| < 07 (£) wr), (6.6)

,
para todo x,y € Q|a, p|. Portanto, u é continua.

Sejam z € Q(a,r) e d = dist(z,0Q(a,r)). Assim, Q(z,d/2) C Q(a,r).

Se y € Q(x,d/2), entao dist(z,y) = |z —y| < d/2 < r. Chamando p =
|x — y| < r e substituindo em (6.6), obtemos

0~ 1w(r)

/rOé

|u(z) = uly)| < jz —y|* = 0|z —yl|".
Sey € Qa,r) ey ¢ Q(x,d/2), entao dist(z,y) > d/2, d fixo.
Logo, usando (6.6),

() — ) wl) ),
P T P R ()

para 0" constante. Tomando C' = max{#’, 0"}, temos que a func¢ao u é Holder
continua em um cubo Q(a,r). Como a é qualquer, u é Holder continua em

Q.
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Portanto, a fungao u é continua e supess u(x) = maxu(z) e infess u(x) =
Q/ 194 194

Principio Forte do Maximo: Seja v uma soluc¢ao de (1.1) em um dominio

conexo e limitado €2, continua em €. Se existe zy € Q tal que u(z() = supu,
Q
entao u é constante.

Prova: Seja M = supu. Defina v(z) = M — u(x) + €. Logo, v é solugao
Q
de (1.1). Seja €' um compacto de € contendo z,. Pela desigualdade de

Harnack, existe ¢ = c¢(n, A, ) tal que

supv < cinfv.
Q/ Q/

Logo, M —u(z) + € < c¢(M —u(y) +¢€) Vo,y € .
Como ¢ nao depende de v e, portanto, de ¢, podemos fazé-lo tender a 0,
obtendo

M —u(z) < (M —u(y)) Yo,y e Q.

Tomando y = z¢, temos
M —u(x) < (M — u(xg)) = 0.

Logo, u(x) = M Vz € . Como ' é um compacto qualquer de €2, con-
cluimos que u = M em €.

i
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Capitulo 7

Comportamento de Solucoes no
Infinito

Todo o estudo precedente foi realizado com cubos de R™. Nosso interesse
agora esta em analisar o comportamento no infinito de solucoes da equacao
(1.1) em R™\ Q(0, 7).

Sejam
M(r) =maxu(x) e p(r)= minu(x)
|z|=r |z[=r
onde 1 < r < o0 e |z| representa a norma do méximo do ponto z. Assim,
{|z| = r} representa a fronteira de Q(0,7). Note que, M e u estdo bem
definidas, pois u é continua e {|z| = r} é compacto.

Afirmacgoes:
1) M(r) tem no méximo um minimo em (1, +00);
2) p(r) tem no maximo um maximo em (1, +00).

Prova: 1) Suponhamos que existam dois minimos relativos para M (r),
M(ry) e M(ry), com 1 <1y < ro.

Logo, existem €1,e3 > 0 tais que M(r;) < M(sy) e M(ry) < M(sy) para
$1 € (r1 —€1,m1+€1) € 83 € (g — €9,72 + €3).

Sejam t; € (11,71 + €1) e ty € (ry — €9,73). Para tais valores, temos
M(Tl) < M(tl) e M(TQ) < M(tg)

Note que M (t;) = max u(z) e M(ty) = max u(z).

|lz|=t1 |z|=t2

Assim, max u(z) > M(ry) e max u(z) > M(rs).

|z|=t1 |z|=t2

Como |z| = t; e |x| = ty s@o compactos e u é continua, u(x) assume um
méximo em pontos destes conjuntos, ou seja, existem x; e Tz, com |z1| = t;
e |za] = to tais que
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M(ty) = g\lgﬁ w(z) =u(ry) e M(ty) = |I;|1.z:1§; u(z) = u(zs).

Assim,
u(zy) > M(r) e u(xza) > M(ra).

Consideremos o anel A = {z : r < |z| < ry}. Sabemos que u é continua
em A, logo u assume um maximo em A. Seja ' € A o ponto de méximo de
u(z) em A. Assim, u(x') > u(z),Vz € A.

Se ' pertence ao interior de A, temos um absurdo, pois pelo Principio
do Maximo, o maximo deve ocorrer na fronteira do conjunto.
Se 2’ € 0A e |2'| = 1y, entao u(z’) = mjxxu(x) = H‘laX u(z) = M(r) <
x|=r1
u(zy) para xy € (r;,r1 +¢€) C A, Entdo x; também é méximo em A,
contradizendo o principio do maximo.
Se 2’ € 0A e |2'| = ry, entao u(z’) = mgxu(a:) = max u(x) = M(ry) <
:l“:’r'g
u(we) para xo € (ry — €,73) C A. Entao zs também é maximo em A, con-
tradizendo o principio do méximo.

Portanto, M (r) tem no méximo um minimo para 1 < r < oo.

2) Provamos esta afirmacgao através de um raciocinio andlogo ao anterior.

g

Vejamos algumas conclusoes derivadas destes resultados:

Se o minimo de M(r) ocorre em r = t, para r > t, a funcao M(r) é
crescente, pois nao possui nenhum outro minimo relativo. Assumindo este
minimo em ¢ = 0o, teremos que M (r) é decrescente. De maneira anédloga, se
o méaximo de p(r) ocorre em r = 7, para r > 7 a fungao u(r) é decrescente,
pois nao possui nenhum outro maximo relativo. Se o méaximo ocorre em
T = 00, entdo pu(r) é crescente.

Se u é uma solugao definida no espago inteiro, M (r) e u(r) estao definidas

para 0 < r < oco. Pelo Principio do Méximo, ‘rr|1ax u(x) = |Ir‘1ax u(z) = M(ry)
z|<ry T|=T1

e min u(x) = min u(x) = p(ry).
|z[<r1 |z[=r1

Como {z: |z| < r} C{x:|z| <r}, para r < 1y, temos que

< : > mi .
RER O Spexve) o g 2 o
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Portanto, M(ry) < M(ry) e p(ry) > p(re) para r; < ro. Ou seja, M(r) é
crescente e p(r) é decrescente. Como ambas sdo continuas em 0 < r < o0,
M (r) assume seu minimo em ¢ = 0 e p(r) assume seu maximo em 7 = 0. Os
seguintes teoremas revelam o comportamento da fungao u no infinito para
alguns casos especiais.

Teorema 7.1 Se M(r) € crescente e u(r) € decrescente para r > rq, entdo
M (r) — u(r) tende para infinito pelo menos com uma poténcia de r, se u nao
for constante.

Prova: Seja u solu¢ao nao constante de (1.1), M (r) funcdo crescente e u(r)
funcao decrescente de r, para r > rg.

Consideremos = {z : § < |z| < 2r} o dominio e ' = {x : [2| =7} um
compacto de 2.
M (r) e pu(r) assumem um maximo e um minimo em €, pois sdo continuas

e definidas em Q. M (r) assume seu méximo em 2r, pois é crescente e ju(r)
assume seu minimo em 2r, pois é decrescente.

Logo, M (2r) > u(x) e pu(2r) <u(z), para § < |z| < 2r.

Concluimos que M (2r) — u(x) e u(x) — p(2r) sdo solugdes positivas de
(1.1) definidas em 2. Portanto, podemos aplicar a Desigualdade de Harnack
para estas duas solucoes no compacto 2’ de €.

Assim,
Ilillizf(M(ZT) —u) < Cgl\lzri(M(Qr) —u),
M(2r) — Irzr‘n:riu < e(M(2r) — gl‘g;u),
M@2r)—pu(r) < e(M(2r)— M(r)). (7.1)
E também,
ﬁgf(u —p(2r) < clrﬁi:g(u — p(2r)),
M(r) = p(2r) < e(p(r) — p(2r)), (7.2)

onde ¢ > 1 depende s6 de n, A\, Q e . Pela mesma consideracao feita no
Capitulo 6, ¢ nao depende de 7.
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Adicionando as desigualdades (7.1) e (7.2), temos

M(2r) — p(r) + M(r) —p(2r) < o(M(2r) = M(r) + p(r) — p(2r)),

(M(2r) = p2r))(1 —c) < (M(r) = p(r)) (=1 —0¢),

e - ) = (57 00 - )
Iterando este resultado, chamando w(r) = M(r) — p(r) e C = (£1), temos

w(2'r) > C'w(r), i=1,2,3,...

Para p € R, p > r, 3i € N tal que 2°71r < p < 2. Desta desigualdade,
obtemos

i—1< logy 2 <

Chamando o = (log, 2) ™", temos
1—1 galogcg < 1.
r

Note que, sendo 2°71r < p e i > alog, 2, entdo

r

wlp) > w(2717) > () > 0795 () = (£) Zulr) = optln),
onde a e Cia sao constantes positivas.
Portanto,

w(p) > Ciapo‘w(r) para a > 0

ou seja, para p — 400, w(p) tende para infinito pelo menos como poténcia
de p com expoente positivo, e o teorema estd provado.

i

Corolario 7.1 A oscilagao de uma solugao, definida no espago |x| < r,
cresce mais rapidamente que uma poténcia de v com expoente positivo.
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Prova: Seja u uma solugao definida em |z| < r. Para 0 < s < r, M(s)
é crescente e u(s) é decrescente. De fato, pelo Principio do Méximo para
0< sy <sg<r,

M (s1) = max u(x) = max u(z) < max u(x) = max u(z) = M(ss),
|z|=s1 |z|<s1 || <s2 |z|=s2

p(s1) = min u(z) = min u(z) > min u(z) = min u(z) = p(ss).
=51 |z[<s1 |z <s2 |z[=s2
Portanto, pelo Teorema 7.1 a oscilagao M (r) — pu(r) cresce, pelo menos, como
uma poténcia de r com expoente positivo, conforme desejavamos demonstrar.

g

Teorema 7.2 Se u é uma solucao limitada (ndo constante) definida para
|z| > 1, entdo a oscila¢ao w(r) = [M(r) — u(r)] — 0 quando r — oo. Assim,

lim w = u. existe.
|z|—oc0

Prova: Sabemos que u é limitada e nao constante. Portanto, pelo Teorema
7.1, ndo podemos ter M (r) crescente e u(r) decrescente. Os casos possiveis
sao:

1. M(r) decrescente e pu(r) crescente para r > 1o;
2. M(r) e p(r) decrescentes para r > 7¢;

3. M(r) e u(r) crescentes para r > 1.

Vamos estudar cada um deles:

1. M(r) decrescente e u(r) crescente para r > ry.
Consideremos o anel Q@ = {x : r < || < 4r} e o compacto ' = {x : |z| =
2r}, com r > ry. Devido a continuidade e a monoticidade das fungoes M (r)
e p(r), utilizando um argumento anélogo ao usado na prova do Teorema 7.1,
encontramos

w(2r) < (2; D wlr)

para r < rp, onde ¢ > 1 nao depende de r. Assim, concluimos que

w(p) < kp~“w(r)

para 0 < p < r, k constante e a > 0. Desta desigualdade, concluimos que
w(p) — 0 quando p — oo, conforme desejavamos.
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2. M(r) e p(r) decrescentes para r > ry.
Sem perda de generalidade, podemos supor que lim pu(r) = 0, pois u(r) é

decrescente e u > 0 para r > ry. No caso geral, basta considerar u— lim u(r).
r—00

Consideremos o anel Q@ = {z : § < |z| < 2r} e o compacto ¥ = {z : |z| = r}.
Podemos aplicar a Desigualdade de Harnack para a fungao u, obtendo

maxu(r) < cminu(z)

|z|=r |z|=r

M(r) < eu(r),

onde ¢ > 1 nao depende de r conforme observado no Capitulo 6.

Logo, w(r) = M(r) — p(r) < cp(r) — p(r) = (¢ = Dp(r).
Tomando o limite para r — oo, temos

0 < lim w(r) < lim (¢ — Du(r) = (¢ — 1) lim p(r) =0,

T—00 rT—00 T—00

conforme desejavamos.

3. M(r) e u(r) crescentes para r > rj.
Sem perda de generalidade, podemos supor que lim M (r) = M, pois M (r) é

limitada. Desta forma, temos que M — u(x) > 0 é solugao positiva de (1.1).
Podemos entao, aplicar a Desigualdade de Harnack para esta funcao no anel
Q={x:§ <l|z| <2r} eno compacto Q' = {z : |z| = r}, concluindo que

max(M —u(z) < emin(M — u(z)
M —p(r) < (M — M(r)),
—u(r) < (¢c—1)M —cM(r),

onde ¢ > 1 nao depende de r.
Logo,

w(r)=M(r)—ur) < M)+ (c—1)M —cM(r) = (¢ — 1)(M — M(r)).
Aplicando o limite para r — 0o, temos

0 < limw(r) < lim(c—1)(M —M(r)) =(c—1) lim (M — M(r)) =0,

ou seja, lim w(r) =0.
Note que, w(r) — 0 implica em M(r) — p(r) para r — 4oo. Isto é,
max u(z) — minu(x) para r — oo. Logo, lim wu(x) existe e o Teorema estd

|z|=r z|=r |z|—o0

provado.
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Coroldrio 7.2 Se u € uma solugao em |x| > 1, entdo a oscilagao de u em
|z| = r tende ou para 0 ou para co.

Prova: Sabemos que, para 1 < r < oo, M(r) tem no maximo um minimo
relativo e p(r) tem no maximo um maximo relativo.

Se M (r) assume tal maximo em r = ¢ e u(r) assume tal minimo em r = 7,
entao u € limitada, donde concluimos, pelo Teorema 7.2, que a oscilacao tende
para zero.

Se M(r) assume tal maximo em r = t e pu(r) assume tal minimo em
r = oo, entao M(r) e p(r) sdo decrescentes para r > t. Pelo ftem 2 do
Teorema 7.2, a oscilacao tende para zero.

Se M (r) assume tal méximo em r = oo e u(r) assume tal minimo em
r =T, entdo M (r) e u(r) sdo crescentes para r > 7. Pelo item 3 do Teorema
7.2, a oscilacao tende para zero.

Se M (r) assume tal méximo em r = oo e u(r) assume tal minimo em
r = oo, entdao M(r) é crescente e pu(r) é decrescente em |r| > 1. Pelo
Teorema 7.1, a oscilacao tende para infinito.

Portanto, a oscilacao tende ou para zero ou para infinito.
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Capitulo 8

Superficies Minimas

Uma questao de interesse em geometria é estudar as superficies de area
minima. Como caso particular, podemos destacar as superficies minimas que
sao graficos de fungoes definidas em um dominio €2 C R™ e que satisfazem
uma condic¢ao prescrita na fronteira 9€2. Mais precisamente, dada ¢ : 02 —
R, procuramos fy : 2 — R que minimiza o funcional area

:/Q\/H IDFIP da (8.1)

e tal que f = ¢ em 9. Suponhamos que exista uma fungao fy € WH3(Q)
que minimize esta area. Com isso,

A(fo+ed) = A(fo)

para toda ¢ € C5°(2) e € pequeno.
Assim,

i Ao +ed) — Alfo) _

e—0t €

w Jo VI 1D+ ) Pz — fo /T IDAIP s

e—>0+

= lim - /\/1+HDfoH2+26 (Dfo,D¢>+62HD¢H—\/1+HDfoH2d4
LJQ

/ 2¢ (D fo, D) + €2|| D4
0t € | Jo \/1+ [Dfol]>+2eDfy Dp + Do + /1 + [ Dfo |2

_ DfeDo

v1+HDhP

Analogamente,
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. Afoted) — A(fo) (D fo, Do)
iy S = [ S
Portanto,
_{Dfo. Dé) 0, Ve Cr(Q). (8.2)

o /14D fol |2

As solugoes desta equacao sao analiticas em ) pela teoria classica de regu-
laridade.

Sabemos que, para g : R* — R e G : R* — R" diferenciaveis e {2 dominio
regular, valem:

div(9G) = g divG + ( Dg, G) (8.3)

/Q divG dz = /8 (G.m)ds. (8.4)

Assim, utilizando (8.3), (8.4) e (8.2) para G = gb\/ﬁ e para ¢ € C§°(Q),

obtemos:

o Dfo _ . DfO
0 = /89@5——1 — HDfo||27n> ds /lev ((b——l — ||Df0||2> dz

f Dy
— —_\d
foa ( 1+HDfoH2> i+ [ (06 Jir o

%
= d
foa ( 1+||Dfo||2> !

Como vale a igualdade acima para qualquer ¢ € C§°(£2), temos

__DPh -0 (8.5)
\VitoRE) |

Reescrevendo a equagao (8.5) utilizando a definigao de divergente de uma
fungao, encontramos:

Zn O (fa) _
i=1 0 (W) -0 (89)
onde W = +/1+ || Dfo|?.
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Concluimos que, se fy minimiza o funcional (8.1), entao fj satisfaz a equagao
(8.6).

Para provarmos o préximo teorema vamos supor que a funcao z = f(z),
que minimiza a drea em |z| > 1, seja dada e vamos analisar como se comporta
o seu grafico préximo ao infinito.

Teorema 8.1 Se z = f(x) € solugao da equagdo (8.6) para |z| > 1e||Df| <
B para |z| > 1, entdo

lim f,, (z) =ag, para k=1,2,..,n existe.
Prova: Seja z = f(x) solugao da equagao (8.6) para |z| > 1, tal que ||Df|| <
B para |z| > 1.

Para k € {1,2,...,n} fixo, podemos derivar a equacao (8.6) em relacao a
variavel z;. Obtendo as seguintes equagoes:

0 [0 (£
a;[%@m<ﬁ0]—0

0 [0 (£ _,
> o Lo ()] -

. i fwzka_f%WfEk =0
ail'l' W2 ’

3

Note que,
%) Df,Dfa,
Weo = oo (VIH DI = 2L D) L me%

Assim,

3
Q

fzzsz Ja;
axi fojka%] =

@
Il
—_

1 < 1 <

f:vjxk(sij . fa;lf;v]kaxj =0
W ws

Jui [ _
(W W3>hm}_0
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Para A;; = (ﬁ - fzifzj) e u= fg, temos que

W W3
"9 ou
Z 0x; [Aijﬁx]} =0 (8.7)

ij=1

Portanto, a fungao v = f,, é solucao de uma equacao diferencial parcial da
forma (1.1). Para que esta equacao seja uniformemente eliptica, precisamos
mostrar que existem A\, A > 0 tais que

Mlzl* < (Az,2) < All|?,
onde A = (A;;).

Afirmagao: o5 ||z|* < (Az,z) < &z
De fato,
(Az,z) = ((;V fo)aw
_ . 61/] fﬂfzfm]
- W)t
ig=1 L
- 61 | - flvzfivj
- 2 {) ] - Z[5) =)
ij=1 "t 1=
n r 574] A 1 n n
= Z W T;T; —WZfzzlﬁfo]%
ij=1 L : i=1 j=1

Il ¢, 1

1, 1
— el = o (@ DR

Observamos que ((z, DF)? > 0 ¢ ((z, Df))? < |al2IDfIP
Assim,

1
(Ar,2) < o]

1

1 1
(Az, ) > —z|* = = zIPIDfI* = =l
14 44 w

Portanto, provamos que

s llal” < (Az,2) < —||x||2 (8.8)
W
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Note que, para & = Df vale a igualdade (Az,z) = 75|z e para qual-
quer z L Df, vale a igualdade ||z = (Az,z). Portanto, mostramos que a
equagao (8.7) é uma equacao uniformemente eliptica para A = % eN= %,
e estes sao autovalores de A.

Com isso, provamos que se f é uma superficie minima em |z| > 1, com
|Df]| limitado, a fun¢do u = f,, é solucdo de uma equagdo uniformemente
eliptica e pelo Teorema 7.2, temos que

lim u(x) = lim f, (x) =a; constante.

|z|—o0 |z|—o0

g

Deste teorema resulta que a superficie minima para uma regiao da forma
|z| > 1 se aproxima de um plano quando |z| — oo.

Corolario 8.1 Se f(x) estd definida para todo x e |Df|| < B em |z| > 1,
entao f(x) € linear, isto é, representa um hiperplano n-dimensional.

Prova: Temos que ||Df]| é limitada em |z| > 1. Disto, |f,,| também é
limitada em |z| > 1, pois |f,.| < [[Df]]. A funcdo f é solugao, logo Df é
continua. Como |z| < 1 é compacto, Df ¢é limitada para |z| < 1. Usando
isto e a hipétese, D f ¢ limitada em R". O mesmo para f,.

Na demonstracao do Teorema (8.1), provamos que f,, ¢ solugdo de uma
equagao eliptica em todo o espago. Pelo coroldrio (7.1) aplicado a f,,, ou a
oscilagao de f,, cresce ou f,, ¢ constante. Sendo f,, limitada, concluimos
que fg, € constante.

Logo, Df é constante e f é linear, representando um hiperplano n-
dimensional.

0
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APENDICE

Teorema A.1 Seja u(x) integrdvel no cubo Q) e suponhamos que ezxista uma
constante C tal que para todo Q' C Q) temos,

1
@) o I el dr <

onde (u)g € a média de u sobre Q)'. Entao, se S, € o conjunto dos pontos
onde |u — (u)g| > o, a medida m(S,) satisfaz

A 1
m(S) <% [ = (ol do-e ! para Lz
¢ Jo ¢

onde A <1, a, a sao constantes positivas dependendo somente da dimensdo
n. Sendo m(S,) < m(Q) seque que

m(S,) < e*e ¢ "'m(Q) para o > 0.

Como conseqiiéncia,

/ ¢ u=(wal gg < < & +eaﬂ> m(Q).
Q B

o —
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