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Resumo

Neste trabalho provamos a Desigualdade de Harnack para soluções posi-
tivas de equações diferenciais parciais eĺıpticas de segunda ordem usando as
iterações de Jürgen Moser. A partir disso, mostramos que estas soluções são
funções de Hölder e estudamos o seu comportamento no infinito. Aplicamos
este resultado para provar que uma superf́ıcie mı́nima, gráfico de uma função
definida fora de um cubo em Rn e com derivadas limitadas, aproxima-se de
um plano em Rn+1.
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Abstract

In this work we prove Harnack Inequality for solutions of Elliptic Partial
Differential Equations of second order using Jürgen Moser iterations. Hence
we show that these solutions are Hölder continuous and we study their be-
havior at infinity. We apply these results to prove that minimal surfaces, that
are graphics of functions with bounded derivatives defined outside a cube in
Rn can be approximated by a plane in Rn+1.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho estudamos a Desigualdade de Harnack para soluções fracas
positivas da equação diferencial parcial eĺıptica linear de segunda ordem

n∑
i,j=1

Di(Aij(x)Dju) = 0, (1.1)

onde (Aij(x)) é uma matriz simétrica positiva definida de funções men-
suráveis com autovalores entre λ e Λ para 0 < λ < Λ.

Inicialmente esta desigualdade foi estabelecida para funções harmônicas.
De acordo com o Teorema de Harnack, se u é uma função harmônica positiva
definida em um aberto conexo Ω ⊂ Rn e Ω′ é um compacto contido em Ω,
então existe uma constante C dependendo apenas de Ω e Ω′ tal que

sup
Ω′

u ≤ C inf
Ω′

u. (1.2)

Posteriormente, Serrin [8] mostrou que esta desigualdade também vale para
soluções não-negativas de

Lu = auxx + 2buxy + cuyy = 0 em DR,

onde DR é um disco em R2. Neste caso, a constante C também depende da
razão entre o maior e o menor autovalor associados a L. A demonstração usa
o prinćıpio do máximo. Bers e Nirenberg [1] mostraram resultados semel-
hantes usando técnicas diferentes. Moser [7] provou a desigualdade para
soluções fracas de (1.1). Serrin [9] e Trudinger [10] também estenderam estes
resultados para equações quasilineares na forma da divergência. Em 1979,
Krylov e Safanov [4, 5] provaram a Desigualdade de Harnack para soluções
de equações eĺıpticas de segunda ordem na forma não divergente com coefi-
cientes mensuráveis.

O nosso objetivo é estudar as iterações de Jürgen Moser [7] para mostrar
a Desigualdade de Harnack e usá-la para provar que soluções fracas de (1.1)
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são funções de Hölder. Aplicamos estes resultados para analisar o compor-
tamento de superf́ıcies mı́nimas.

No caṕıtulo 2, definimos conceitos, notação e apresentamos alguns resul-
tados clássicos que são usados ao longo do trabalho.

No caṕıtulo 3, mostramos alguns lemas importantes como as desigual-
dades de Sobolev e Poincaré e um teorema fundamental ao trabalho, de
autoria de John e Nirenberg [6].

No caṕıtulo 4, é feita uma motivação para a desigualdade de Harnack,
cuja prova é feita no caṕıtulo 5. Aqui usamos as iterações de Moser.

No caṕıtulo 6, usando esta desigualdade, mostramos que as soluções de
(1.1) são Hölder cont́ınuas. O estudo do comportamento no infinito é feito
no caṕıtulo 7.

Como aplicação dos resultados dos caṕıtulos anteriores, mostramos que
a superf́ıcie mı́nima, que é gráfico de função fora de um cubo em Rn com
derivadas limitadas, aproximam-se, no infinito, de um plano em Rn+1.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Notações e Definições

1. Ω é um conjunto aberto e conexo de Rn.

Ω′ é um subconjunto compacto de Ω.

Ω é o fecho de Ω.

2. m(Ω) representa a medida do conjunto Ω.

3. 〈·, ·〉 representa o produto interno.

4. Q(a, h) é um cubo aberto de aresta h > 0, centrado em a ∈ Rn.

Q[a, h] é um cubo fechado de aresta h > 0, centrado em a ∈ Rn

5. B(x, r) é uma bola aberta de centro x e raio r > 0 .

6. C∞(Ω) é o espaço das funções infinitamente diferenciáveis.

7. C∞
0 (Ω) é o espaço das funções infinitamente diferenciáveis, com suporte

compacto em Ω.

8. Distância entre os conjuntos Ω a Ω′ é dada por:

dist(Ω, Ω′) = inf{|x− y| : x ∈ Ω e y ∈ Ω′}.

Distância entre um elemento x e um conjunto Ω é dada por:

dist(x, Ω) = inf{|x− y| : y ∈ Ω}.

3



9. Seja u : Ω → R, x ∈ Ω. A função uxi
(x) = ∂u

∂xi
(x) representa a

derivada parcial de u(x) em relação a xi. Para α = (α1, α2, ..., αn),
com αi ∈ N, definimos a α-ésima derivada de ϕ ∈ C∞(Ω) por

Dαϕ =
∂α1

∂xα1
1

...
∂αn

∂xαn
n

ϕ.

10. (u)Ω é a média de u sobre Ω, dada por:

(u)Ω =

∫
–

Ω

u dx =
1

m(Ω)

∫

Ω

u dx.

11. Dada uma função u : Ω → R mensurável, definimos

sup
Ω

ess u(x) := inf{y ∈ R : m({u(x) > y}) = 0}
e

inf
Ω

ess u(x) := sup{y ∈ R : m({u(x) < y}) = 0}
como o supremo essencial e o ı́nfimo essencial de u em Ω, respec-
tivamente.

12. Espaço Lp(Ω) para 1 ≤ p < ∞, é o espaço vetorial de todas as funções
mensuráveis f : Ω → R tais que

(∫

Ω

|f |p dx

) 1
p

< ∞.

13. Se f : Ω → R é mensurável, definimos a norma Lp para 1 ≤ p < ∞,
como

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|f |p dx

) 1
p

.

14. Sejam u, v ∈ L1
loc(Ω) e α = (α1, α2, ..., αn), com αi ∈ N. A função v é

dita a α-ésima derivada parcial fraca de u, v = Dαu se
∫

Ω

u Dαφ dx = (−1)|α|
∫

Ω

v φ dx

para toda função teste φ ∈ C∞
0 (Ω), onde |α| = α1 + α2 + ... + αn .

Se |α| = 1 temos Du = ∇u.

15. W 1,p(Ω) é o Espaço de Sobolev, que consiste de todas as funções em
Lp(Ω) tais que as derivadas parciais de primeira ordem no sentido fraco
também pertencem a Lp(Ω).
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16. Se u ∈ W 1,p(Ω), definimos a norma de u em W 1,p por

‖u‖W 1,p(Ω) =

(∫

Ω

(Du)p dx

) 1
p

+

(∫

Ω

up dx

) 1
p

.

17. Definimos W 1,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞

0 (Ω) na norma de W 1,p(Ω).
Intuitivamente, as funções deste espaço se anulam na fronteira.

18. Uma função u : Ω → R, Ω ⊆ Rn aberto, é dita Hölder Cont́ınua se
existem k > 0 e 0 < β ≤ 1 tais que

|u(x)− u(y)| ≤ k|x− y|β,

para qualquer x, y ∈ Ω.

19. Uma função duas vezes diferenciável u : Ω → R é dita harmônica se
satisfaz 4u = 0.

20. Aij representa uma matriz simétrica e positiva definida. Isto é, existe
λ > 0 tal que 〈(A− λI)v, v〉 ≥ 0 para todo v ∈ Rn.

21. Uma equação diferencial parcial linear de segunda ordem
n∑
i,j

Aij(x)uxixj
(x) +

n∑
i,j

Bi(x)uxi
(x) + C(x)u(x) = f(x)

é dita eĺıptica se
n∑
i,j

Aij(x)ξiξj > 0, ∀x ∈ Ω e ξ ∈ Rn, ξ 6= 0,

e é dita uniformemente eĺıptica se ∃ λ > 1 tal que

λ−1‖ξ‖2 ≤
n∑
i,j

Aij(x)ξiξj ≤ λ‖ξ‖2, ∀x ∈ Ω e ξ ∈ Rn.

22. Dizemos que a função u ∈ W 1,2(Ω) é solução de (1.1) se
∫

Ω

〈 Dφ,ADu〉 dx =
n∑

i,j=1

∫

Ω

φxi
Aijuxj

dx = 0, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

A função u é dita subsolução se para φ ∈ C∞
0 positiva, temos

∫

Ω

〈 Dφ, ADu〉 dx ≤ 0.

A função u é dita supersolução se −u for subsolução.
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2.2 Desigualdades e Teoremas

1. Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ para x, y ∈ Rn.

2. Desigualdade de Hölder: Sejam p, q > 1 tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Então

∫

U

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp(U)‖v‖Lq(U) para u ∈ Lp, v ∈ Lq.

3. Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev: Seja 1 ≤ p < n.
Existe uma constante C, dependendo somente de p e n tal que

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖Du‖Lp(Rn)

para todo u ∈ W 1,p(Rn), onde p∗ = np
n−p

conjugado de Sobolev de p.

4. Prinćıpio do Máximo: Sejam Ω uma região limitada e u : Ω → R
uma função cont́ınua em Ω e solução fraca de (1.1) em Ω. Então, o
máximo de u é atingido na fronteira de Ω.

5. Teorema do Valor Médio: Se u : Ω ⊂ Rn → R é uma função
harmônica, então

u(x) =

∫
B(x,r)

u(y)dy

m(B(x, r))

com B(x, r) ⊂ Ω, r > 0.

6. Teorema de Aproximação: O subespaço C∞(Ω)
⋂

W 1,p(Ω) é denso
em W 1,p(Ω).

7. Teorema de Rellich-Kondrachov: Seja Ω é um subconjunto aberto
e limitado de Rn, com fronteira de Lipschitz. Se 1 ≤ p < ∞, então
toda seqüência limitada (un) em W 1,p(Ω), possui uma subsequência
(unk

) que converge em Lq para qualquer 1 ≤ q < p∗.

Dizemos que i : W 1,p(Ω) → Lq(Ω), onde i é a identidade, é um mergulho
compacto e representamos esta inclusão compacta por W 1,p(Ω) ⊂⊂
Lq(Ω). Como p < p∗, para todo 1 ≤ p ≤ ∞ temos W 1,p(Ω) ⊂⊂ Lp(Ω).

8. Teorema da Extensão: Seja Ω limitado com fronteira de Lipschitz.
Então, Ω tem a propriedade de extensão, isto é, existe um operador
linear limitado

E : W 1,p(Ω) → W 1,p(Rn)

tal que, para cada u ∈ W 1,p(Ω):
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i) Eu = u em Ω;

ii) Eu tem suporte compacto;

iii) ‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω), onde C depende somente de p e Ω.

9. Regra da cadeia: Sejam f ∈ C1(R) tal que f ′ é limitada em R e
u ∈ W 1,p(Ω). Então f ◦ u ∈ W 1,p(Ω) e D(f ◦ u) = f ′(u)Du.

10. Derivada da Parte Positiva e Negativa: Dado u ∈ W 1,p(Ω), defina
u+ = max{u, 0} e u− = min{u, 0}. Então, u+, u−, |u| ∈ W 1,p(Ω) e

Du+ =

{
Du se u > 0
0 se u ≤ 0,

Du− =

{
0 se u ≥ 0

Du se u < 0,

D|u| =




Du se u > 0
0 se u = 0

−Du se u < 0.

As demonstrações dos ı́tens acima podem ser encontradas em [2] e [3].
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Caṕıtulo 3

Lemas Auxiliares

Teorema 3.1 (Poincaré) Seja Ω um subconjunto aberto, limitado e conexo
de Rn, com fronteira de Lipschitz. Assumindo 1 < p ≤ ∞, existe uma
constante C, dependendo somente de n, p e Ω tal que

‖u− (u)Ω‖Lp(Ω) ≤ C‖Du‖Lp(Ω)

para qualquer função u ∈ W 1,p(Ω).

Prova: Suponhamos que a estimativa seja falsa. Logo, para cada inteiro
k = 1, 2, ... existe uma função uk ∈ W 1,p(Ω) que satisfaz

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω) > k‖Duk‖Lp(Ω). (3.1)

Seja (vk) uma seqüência definida da forma

vk =
uk − (uk)Ω

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

, k = 1, 2, ... .

Observamos que ‖vk‖Lp(Ω) = 1 por construção e que (vk)Ω = 0, pois

(vk)Ω =

∫
–

Ω

vk dx =
1

m(U)

∫

Ω

vk dx

=
1

m(Ω)

∫

Ω

uk − (uk)Ω

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

=
1

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

[∫
Ω
uk dx

m(Ω)
−

∫
Ω
(uk)Ω dx

m(Ω)

]

=
1

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

[
(uk)Ω − (uk)Ω.m(Ω)

m(Ω)

]

=
1

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

[(uk)Ω − (uk)Ω] = 0.
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Temos também que:

D(vk) = D

(
uk − (uk)Ω

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

)

=
1

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

[D(uk)−D((uk)Ω)]

=
D(uk)

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

.

Assim,

‖D(vk)‖Lp(Ω) =
‖D(uk)‖Lp(Ω)

‖uk − (uk)Ω‖Lp(Ω)

<
‖D(uk)‖Lp(Ω)

k‖D(uk)‖Lp(Ω)

=
1

k

para k = 1, 2, ..., por (3.1).

De ‖vk‖Lp(Ω) = 1 e ‖D(vk)‖Lp(Ω) < 1
k
, ∀k = 1, 2, ..., conclúımos que as

funções {vk}∞k=1 são limitadas em W 1,p(Ω).

Pelo teorema de Rellich-Kondrachov, W 1,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) para cada 1 ≤
q < p∗ = np

n−p
. Ou seja, existe uma subsequência {vkj

}∞j=1 ⊂ {vk}∞k=1 e uma

função v ∈ Lp(Ω) tal que vkj
→ v em Lp(Ω).

Note que:

∣∣∣∣
∫

Ω

v dx−
∫

Ω

vkj
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

v − vkj
dx

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

∣∣v − vkj

∣∣ dx

≤
(∫

Ω

∣∣v − vkj

∣∣p dx

) 1
p
(∫

Ω

1q dx

) 1
q

= ||v − vkj
||Lp(Ω)[m(Ω)]

1
q

para p, q > 1 e 1
p

+ 1
q

= 1.

Assim,

lim
kj→+∞

∣∣∣∣
∫

Ω

v dx−
∫

Ω

vkj
dx

∣∣∣∣ ≤ lim
kj→+∞

||v − vkj
||Lp(Ω)[m(Ω)]

1
q = 0.

Portanto,
lim

kj→+∞
(vkj

)Ω = (v)Ω.
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Sendo (vkj
)Ω = 0, conclúımos que (v)Ω = 0.

Pela desigualdade triangular,

lim
kj→+∞

| ||vkj
||Lp(Ω) − ||v||Lp(Ω) | ≤ lim

kj→+∞
||vkj

− v||Lp(Ω) = 0.

Logo, lim
kj→+∞

||vkj
||Lp(Ω) = ||v||Lp(Ω).

Sendo ||vkj
||Lp(Ω) = 1, conclúımos que ||v||Lp(Ω) = 1.

Por outro lado, ‖Dvk‖Lp(Ω) < 1
k

para cada i = 1, 2, ..., n e tomando φ ∈
C∞

0 (Ω) qualquer, temos

lim
kj→+∞

∣∣∣∣
∫

Ω

vφxi
dx−

∫

Ω

vkj
φxi

dx

∣∣∣∣ = lim
kj→+∞

∣∣∣∣
∫

Ω

(v − vkj
)φxi

dx

∣∣∣∣

≤ lim
kj→+∞

∫

Ω

∣∣(v − vkj
)φxi

∣∣ dx

≤ lim
kj→+∞

(∫

Ω

|v − vkj
|p dx

) 1
p
(∫

Ω

|φxi
|q dx

) 1
q

= ||v − vkj
||Lp(Ω)||φxi

||Lq(Ω) = 0.

Logo,

lim
kj→+∞

∫

Ω

vkj
φxi

dx =

∫

Ω

vφxi
dx. (3.2)

Como {vkj
} ⊂ W 1,p(Ω) e utilizando (3.2), temos:

∣∣∣∣
∫

Ω

vφxi
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
kj→+∞

∫

Ω

vkj
φxi

dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
kj→+∞

∫

Ω

vkjxi
φ dx

∣∣∣∣

≤ lim
kj→+∞

‖vkjxi
‖‖φ‖ < lim

kj→+∞
1

kj

||φ|| = 0.

Logo, v ∈ W 1,p(Ω), pois possui derivada fraca Dv = 0.

Mas, Dv = 0 e Ω conexo implica que v é constante em Ω. Sendo (v)Ω = 0,
temos que v ≡ 0 em Ω. E assim, ‖v‖Lp(Ω) = 0, contradizendo com ‖v‖Lp(Ω) =
1.
Portanto, existe C = C(n, p, Ω) > 0 tal que

‖u− (u)Ω‖Lp(Ω) ≤ C‖Du‖Lp(Ω)

para todo u ∈ W 1,p(Ω).

¤
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Corolário 3.1 Sejam Q = Q(a, h), u ∈ W 1,2(Q) e (u)Q o valor médio de u
sobre Q. Então

∫

Q

(u− (u)Q)2 dx ≤ Ch2

∫

Q

(Du)2 dx,

onde C depende somente n.

Prova: Pelo Teorema 3.1, para Ω = Q(0, 1) existe C > 0 tal que para todo
v ∈ Ω,

‖v − (v)Q(0,1)‖L2(Q(0,1))
≤ C‖Dv‖L2(Q(0,1)).

Portanto, ∫

Q(0,1)

[v − (v)Q(0,1)]
2 dx ≤ C2

∫

Q(0,1)

(Dv)2 dx. (3.3)

Dado u ∈ W 1,2(Q(a, h)), seja v(y) = u(a + hy), onde y ∈ Q(0, 1). Então,
v ∈ W 1,2(Q(0, 1)) e desta forma satisfaz (3.3). Assim

∫

Q(0,1)

[v(y)− (v(y))Q(0,1)]
2dy ≤ C2

∫

Q(0,1)

[Dyv(y)]2dy.

Ou seja,

∫

Q(0,1)

[u(a + hy)− (u(a + hy))Q(0,1)]
2dy ≤ C2

∫

Q(0,1)

[Dyu(a + hy)]2dy.

Fazendo a mudança de variável x = a + hy, obtemos

∫

Q(a,h)

[u(x)− (u(x))Q(a,h)]
2 dx

hn
≤ C2

∫

Q(a,h)

h2[Du(x)]2
dx

hn
.

Portanto,
∫

Q(a,h)

[u(x)− (u(x))Q(a,h)]
2 dx ≤ Ch2

∫

Q(a,h)

[Du(x)]2 dx,

para todo x ∈ Q(a, h), como desejávamos.

¤

Lema 3.1 Se u ∈ W 1,2(Q), Q = Q(a, h), então

(∫
–

Q

u2κ dx

) 1
κ

≤ β

{
h2

∫
–

Q

(Du)2 dx +

∫
–

Q

u2 dx

}
, (3.4)

onde κ = n
n−2

e β depende somente de n, quando n > 2. Quando n = 2,
1/2 ≤ κ < ∞ e β depende de n e κ. No caso n = 2, fixaremos 1 < κ < ∞.

11



Prova: Primeiro provaremos para o cubo Q(0, 1).
Seja u ∈ W 1,2(Q(0, 1)). Através do Teorema da Extensão, podemos es-
tender u para todo Rn. Isto é, existe um operador linear limitado E :
W 1,2(Q(0, 1)) → W 1,2(Rn) tal que

i. Eu = u em Q(0, 1);

ii. Eu tem suporte compacto;

iii. ‖Eu‖W 1,2(Rn) ≤ β‖u‖W 1,2(Q(0,1)), onde β depende somente de Q(0, 1).

Utilizando os ı́tens acima e a desigualdade de Sobolev, mostramos que:

(∫

Q(0,1)

u2κ dx

) 1
κ

=

(∫

Q(0,1)

(Eu)2κ dx

) 1
κ

≤
(∫

Rn

(Eu)2κ dx

) 1
κ

≤ β1

∫

Rn

[D(Eu)]2 dx

≤ β1

(∫

Rn

[D(Eu)]2 dx +

∫

Rn

(Eu)2 dx

)

= β1‖Eu‖2
W 1,2(Rn)

≤ β2‖u‖2
W 1,2(Q(0,1))

= β2

(∫

Q(0,1)

(Du)2 dx +

∫

Q(0,1)

u2 dx

)
.

Portanto, como m(Q(0, 1)) = 1, temos que

(∫
–

Q(0,1)

u2κ dx

) 1
κ

≤ β

(∫
–

Q(0,1)

(Du)2 dx +

∫
–

Q(0,1)

u2 dx

)
(3.5)

e a desigualdade (3.4) está provada para o cubo Q(0, 1).

Dado u ∈ W 1,2(Q(a, h)), seja v(y) = u(a + hy).

Portanto, a função v está definida em Q(0, 1) e v ∈ W 1,2(Q(0, 1)). Logo, v

12



satisfaz (3.5). Assim,

(∫
–

Q(0,1)

[v(y)]2κdy

) 1
κ

≤ β

(∫
–

Q(0,1)

[Dv(y)]2dy +

∫
–

Q(0,1)

[v(y)]2 dx

)

(∫

Q(0,1)

[u(a + hy)]2κdy

) 1
κ

≤ β

(∫

Q(0,1)

[Dyu(a + hy)]2dy +

∫

Q(0,1)

[u(a + hy)]2dy

)

(∫

Q(0,1)

[u(a + hy)]2κdy

) 1
κ

≤ β

(∫

Q(0,1)

h2[Du(a + hy)]2dy +

∫

Q(0,1)

[u(a + hy)]2dy

)
.

Fazendo a mudança de variável x = a + hy,

(∫

Q(a,h)

[u(x)]2κ dx

hn

) 1
κ

≤ β

(
h2

∫

Q(a,h)

[Du(x)]2
dx

hn
+

∫

Q(a,h)

[u(x)]2
dx

hn

)

(∫
–

Q(a,h)

[u(x)]2κ dx

) 1
κ

≤ β

(
h2

∫
–

Q(a,h)

[Du(x)]2 dx +

∫
–

Q(a,h)

[u(x)]2 dx

)
.

Portanto, vale a desigualdade (3.4) para um cubo qualquer Q(a, h).

¤

Lema 3.2 Se u é de quadrado integrável no cubo Q[0, 1] e se para todo cubo
Q ⊂ Q[0, 1], ∫

–
Q

(u− (u)Q)2 dx ≤ 1,

então toda potência de u é integrável, e ainda, existem constantes positivas
α, β, dependendo somente de n tal que

∫

Q[0,1]

eαu dx

∫

Q[0,1]

e−αu dx ≤ β2.

Prova: Note que,

∫
–

Q

|u| dx ≤ 1

m(Q)

(∫

Q

u2 dx

) 1
2
(∫

Q

dx

) 1
2

=

(∫
–

Q

u2 dx

) 1
2

.

Assim,

(∫
–

Q

|u− (u)Q| dx

)2

≤
∫
–

Q

[u− (u)Q]2 dx ≤ 1.

13



Por uma observação feita após o Lema 1’ de [6], descrito no apêndice, decorre
∫

Q

eα|u−(u)Q| dx ≤
(

γ

γ − α
+ eαγ

)

para 0 < α < γ. Denotando o lado direito da inequação por β, conclúımos
que ∫

Q

eα(u−(u)Q) dx ≤ β e

∫

Q

e−α(u−(u)Q) dx ≤ β

e o Lema está provado.

¤
Lema 3.3 Se u > 0 é uma subsolução de (1.1) em Ω e v = uk, k > 1

2
, então

para qualquer função η(x) com suporte em Ω, temos
∫

Ω

η2(Dv)2 dx ≤ C

(
2k

2k − 1

)2 ∫

Ω

(Dη)2v2 dx, (3.6)

onde C = λ4. O mesmo vale para supersoluções se k < 1
2
.

Prova: Como a função u > 0 é uma subsolução em Ω, então para φ ≥ 0, φ ∈
C∞

0 (Ω), temos,

∫

Ω

〈 Dφ, ADu〉 dx ≤ 0. (3.7)

De fato, esta desigualdade pode ser estendida para qualquer φ ≥ 0 tal que
φ ∈ W 1,2

0 (Ω). Para isto, basta tomar uma sequência φn ∈ C∞
0 (Ω) tal que

φn → φ em W 1,2(Ω). Isto é posśıvel devido a definição de W 1,2
0 (Ω). Além

disso, podemos considerar φn ≥ 0.

Vamos escolher φ conveniente.
Se k ∈ (1

2
, 1], seja f : [0, +∞) → R dada por f(t) = (t + ε)k, onde ε ∈ (0, 1).

Se k > 1, para ε ∈ (0, 1) e m ∈ N, seja f : [0, +∞) → R crescente, de classe
C2 tal que f(t) = (t + ε)k para 0 ≤ t ≤ m e f(t) é linear para t ≥ m + 1.

Seja v = f(u). Defina φ = f(u).f ′(u)η2, onde η é uma função de Lips-
chitz de suporte compacto. Note que f(t)f ′(t) é de classe C1, pois f é de
classe C2. Além disso, f(t)f ′(t) tem derivada limitada. Logo, pela Regra da
Cadeia, f(u)f ′(u) ∈ W 1,2(Ω). Usando isto e que η é de Lipschitz de suporte
compacto, φ ∈ W 1,2

0 (Ω).

Note que,

Dφ = D(ff ′)η2 + ff ′2η Dη

= (f ′)2Du η2 + ff ′′Du η2 + ff ′2η Dη

= [(f ′2 + ff ′′)η2Du + 2ff ′ηDη].

14



Assim,

〈Dφ, ADu〉 = 〈[(f ′2 + ff ′′)η2Du + 2ff ′ηDη], ADu〉

= [(f ′2 + ff ′′)η2〈 Du,ADu〉+ 2ff ′η〈 Dη, ADu〉]

=

{
(f ′)2

(
1 +

ff ′′

(f ′)2

)
η2〈 Du, ADu〉+ 2ff ′η〈 Dη,ADu〉

}

=

{(
1 +

ff ′′

(f ′)2

)
〈ηf ′Du,Aηf ′Du〉+ 2fη〈 Dη,Af ′Du〉

}

=

{(
1 +

ff ′′

(f ′)2

)
〈ηDv,AηDv〉+ 2〈vDη, Aη Dv〉

}

Definindo σ = 1 + f f ′′
(f ′)2 , temos

〈Dφ, ADu〉 = σ〈ηDv, AηDv〉+ 2〈vDη, AηDv〉. (3.8)

Substituindo (3.8) em (3.7), obtemos

∫

Ω

σ〈ηDv, AηDv〉 dx ≤
∣∣∣∣2

∫

Ω

〈vDη,AηDv〉 dx

∣∣∣∣ .

Lembrando as hipóteses feitas sobre A, existe λ > 1 tal que λ−1‖x‖2 ≤
〈Ax, x〉 ≤ λ‖x‖2. Com isso,

∫

Ω

σ〈ηDv, AηDv〉 dx ≥ λ−1

∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx.

Observe que se k ∈ (1
2
, 1], σ(t) ≡ 2k−1

k
. Se k > 1, σ(t) ≡ 2k−1

k
para 0 ≤ t ≤ m

e σ(t) = 1 para t ≥ m + 1. Podemos definir f em [m,m + 1] de modo que
σ(t) seja cont́ınua em R e uma função afim em [m,m + 1], bastando resolver
uma equação do tipo

1 +
f f ′′

(f ′)2
= σ(t) = at + b.

Assim, 1 ≤ σ(t) ≤ 2k−1
k

para qualquer t ≥ 0, visto que 2k−1
k

> 1, quando
k > 1.
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Também vale
∣∣∣∣
∫

Ω

〈vDη,AηDv〉 dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|〈vDη, AηDv〉| dx

≤
∫

Ω

σ−
1
2‖vDη‖σ 1

2‖AηDv‖ dx

≤
(∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx

) 1
2
(∫

Ω

σ‖AηDv‖2 dx

) 1
2

≤ λ

(∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx

) 1
2
(∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx

) 1
2

.

Destas desigualdades segue que

λ−1

∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx ≤ 2λ

(∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx

) 1
2
(∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx

) 1
2

(∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx

) 1
2

≤ 2λ2

(∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx

) 1
2

∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx ≤ 4λ4

∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx. (3.9)

Suponhamos que a integral do lado direito de (3.6) seja finita, de outra
forma a desigualdade é trivial.

Se 1
2
≤ k ≤ 1, temos que f(t) = (t + ε)k ≤ 2k(tk + εk) ≤ 2k(tk + 1).

Se k > 1, como 1 + ff ′′
(f ′)2 = σ(t) ≤ 2k−1

k
∀ t ≥ 0, f(m) = (m + ε)k e

f ′(m) = k(m + ε)k−1, conclúımos que f(t) ≤ (t + ε)k ∀ t ≥ 0.

Assim, também temos f(t) ≤ 2ktk + 2k.

Logo, v = f(u) ≤ 2kuk + 2k = 2kv + 2k.

Note que v, f e σ dependem de ε ∈ (0, 1) e m ∈ N. Esta estimativa para v,
no entanto, independe de m e ε escolhidos, isto é, vε,m ≤ 2kv + 2k.

Considere vm = v 1
m

,m. Também vale

c = min
{

1,
2k − 1

k

}
≤ σm(t) ≤ max

{
1,

2k − 1

k

}
∀ t ≥ 0.

Logo,

σ−1
m ‖vmDη‖2 ≤ c−1‖(2kv + 2k)Dη‖2 ≤ c1‖vDη‖2 + c2‖Dη‖2.
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Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada,

∫

Ω

σ−1
m ‖vmDη‖2 dx →

∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx.

Visto que σm → σ := 2k−1
k

e vm → v pontualmente quando m →∞.
Assim, pela desigualdade (3.9), temos

lim

∫

Ω

σm‖ηDvm‖2 dx ≤ 4λ4

∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx.

Como Dvm → Dv pontualmente, pelo Lema de Fatou,

∫

Ω

σ‖ηDv‖2 dx ≤ 4λ4

∫

Ω

σ−1‖vDη‖2 dx.

Então
∫

Ω

‖ηDv‖2 dx ≤ 4λ4

σ2

∫

Ω

‖vDη‖2 dx = λ4
( 2k

2k − 1

)2
∫

Ω

‖vDη‖2 dx,

ficando provado o lema para u > 0 subsolução.

Se u > 0 é uma supersolução e k < 1
2
, definindo f(t) = (t + ε)k, φ =

f(u)f ′(u)η2 e fazendo um racioćınio análogo, conclúımos que

(
1− 2k

|k|
) ∫

Ω

〈ηDv, AηDv〉 dx ≤
∣∣∣∣2

∫

Ω

〈vDη, AηDv〉 dx

∣∣∣∣ .

A partir disto, seguindo os mesmos passos da demonstração anterior, obtemos
a mesma desigualdade e o Lema está provado.

¤
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Caṕıtulo 4

Motivação para o estudo da
Desigualdade de Harnack

Seja u : Ω → R uma função harmônica e positiva no domı́nio Ω. O
Teorema de Harnack afirma que em qualquer compacto Ω′ ⊂ Ω, vale a de-
sigualdade

max
Ω′

u ≤ c min
Ω′

u,

onde a constante c > 1 depende somente de Ω e Ω′.
Neste caṕıtulo mostramos dois exemplos que verificam esta desigualdade.

Exemplo 1: Seja u : I → R uma função harmônica positiva num inter-
valo I ⊂ R. Funções harmônicas definida em domı́nios reais são retas que
podem ser representadas por u(x) = ax + b, onde a, b são constantes reais.
Suponhamos , sem perda de generalidade, que I = (x1, x2), u(x) = ax +
b, a, b ∈ R, a > 0 e I ′ = [x3, x4] é um compacto de I.
Sendo a função u cont́ınua e crescente (a > 0), u assume um mı́nimo e um
máximo em I ′, que são u(x3) e u(x4), respectivamente.
Desta forma, temos que

max
I′

u

min
I′

u
=

u(x4)

u(x3)
. (4.1)

Estamos interessados numa estimativa que independa de u para o quociente
(4.1).
Sabemos que, u(x) > 0 em I = (x1, x2). Com isso, u(x1) ≥ 0 e temos
b ≥ −ax1. Assim,

max
I′

u

min
I′

u
=

u(x4)

u(x3)
=

ax4 + b

ax3 + b
=

ax4 − ax3 + ax3 + b

ax3 + b

=
a(x4 − x3)

ax3 + b
+ 1 ≤ a(x4 − x3)

ax3 − ax1

+ 1 =
x4 − x3

x3 − x1

.
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Portanto,
max

I′
u(x) ≤ c min

I′
u(x)

para a constante c = x4−x1

x3−x1
, que depende somente de I e I ′.

Teremos a igualdade quando u(x1) = 0, pois b = ax1 e

max
I′

u

min
I′

u
=

x4 − x1

x3 − x1

.

Ou seja, se u(x1) = 0,
max

I′
u(x) = c min

I′
u(x),

para c = x4−x1

x3−x1
, dependendo somente de I e I ′.

Vejamos alguns exemplos numéricos:
a) Sejam I = (0, 5) e I ′ = [2, 4] intervalos reais, u1(x) = 0, 7x, u2(x) = 3x e
u3(x) = 6x funções harmônicas, positivas, definidas em I, cuja representação
gráfica é dada na Figura 1.1.

Figura 1.1
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Note que,

max
[2,4]

u1(x)

min
[2,4]

u1(x)
=

u1(4)

u1(2)
=

0, 7. 4

0, 7. 2
= 2,

max
[2,4]

u2(x)

min
[2,4]

u2(x)
=

u2(4)

u2(2)
=

3. 4

3. 2
= 2,

max
[2,4]

u3(x)

min
[2,4]

u3(x)
=

u3(4)

u3(2)
=

6. 4

6. 2
= 2.

Observamos que, embora as funções possuam inclinações diferentes, as razões
max u(x)/ min u(x) em [2, 4] são todas iguais.

b) Seja a função u(x) = x, definida em I = (0, 10). Sejam [4, 6], [2, 8] e [1, 9]
intervalos compactos de I.

Para cada um destes intervalos compactos segue:

max
[4,6]

u(x)

min
[4,6]

u(x)
=

u(6)

u(4)
=

5. 6

5. 4
= 1, 5,

max
[2,8]

u(x)

min
[2,8]

u(x)
=

u(8)

u(2)
=

5. 8

5. 2
= 4,

max
[1,9]

u(x)

min
[1,9]

u(x)
=

u(9)

u(1)
=

5. 9

5. 1
= 9.

Verificamos com este exemplo, que ao variarmos o intervalo compacto de
I, a razão max u(x)/ min u(x) também varia. Observamos ainda que, quanto
maior o compacto, maior a razão max u(x)/ min u(x). A medida que I ′ se
aproxima da ∂D a razão tende para infinito (ver Figura 1.2).
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Figura 1.2

Exemplo 2: Seja u : Ω → R uma função harmônica e positiva num conjunto
Ω ⊂ Rn, aberto e conexo.

Seja Ω′ compacto de Ω. Suponhamos que x, y ∈ Ω′ satisfazem dist(x, y) <
d
2
, onde d = dist(Ω′, ∂Ω). Nestas condições, é válido o Teorema do Valor

Médio para r = 2dist(x, y). Assim,

u(x) =
1

m(B(x, r))

∫

B(x,r)

u(y) dy ≥ 1

m(B(x, r))

∫

B(y, r
2
)

u(z) dz,

pois B(y, r
2
) ⊂ B(x, r).

Note que, m(B(x, r)) = rnm(B(x, 1)) = rnm(B(y, 1)) = rn

( r
2
)n m(B(y, r

2
)) =

2nm(B(y, r
2
)).

Logo,

u(x) ≥ 1

2nm(B(y, r
2
))

∫

B(y, r
2
)

u(z) dz =
1

2n
u(y).

Assim,

u(x) ≥ 1

2n
u(y). (4.2)
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Analogamente,

u(y) ≥ 1

2n
u(x). (4.3)

Portanto,
1

2n
u(y) ≤ u(x) ≤ 2nu(y)

para quaisquer x, y ∈ Ω′ tais que dist(x, y) < d
2
.

Dado 0 < ε < d
4

existem ai ∈ Ω′, i = 1, 2, ..., m elementos convenientes de
Ω tais que Ω′ ⊂ ∪B(ai, ε) para i = 1, ..., m. Pois Ω′ é um conjunto compacto
e Ω′ ⊂ ∪B(a, ε) para a ∈ Ω′.

O domı́nio Ω é conexo. Logo, existe um caminho γij em Ω ligando ai e
aj para quaisquer i, j = 1, ..., m.

Um caminho é um conjunto compacto, portanto, existe uma subcobertura
B(bij

k , δ) finita de abertos para γij. Ou seja, γij ⊂ ∪B(bij
k , δ) para k = 1, ..., lij,

bij
k ∈ Ω, 0 < δ < min{dist(γij, ∂Ω), d

4
} e lij ∈ N convenientes.

Para cada x, y ∈ Ω′, existem i, j ∈ N, i, j ≤ m, tais que x ∈ B(ai, ε) e
y ∈ B(aj, ε).

Os elementos bi,j
k , k = 1, ...li,j, formam uma seqüência em Ω. Reor-

denando estes elementos formamos uma nova seqüência b′k, que satisfaz as
condições abaixo:

dist(x, b′1) < ε + δ; dist(b′k, b
′
k+1) < 2δ; dist(b′l, y) < ε + δ

para k = 1, 2, ..., li,j − 1 (Note que, ε + δ e 2δ são menores que d
2
).

Portanto, chamando li,j = l, aos elementos da seqüência {x, b′k, y}l
k=1,

podemos aplicar as desigualdades (4.2) e (4.3), obtendo,

u(x) ≥ 1

2n
u(b′1) ≥ ... ≥ 1

2nl
u(b′l) ≥

1

2n(l+1)
u(y)

e

u(y) ≥ 1

2n
u(b′l) ≥ ... ≥ 1

2nl
u(b′1) ≥

1

2n(l+1)
u(x),

donde conclúımos que

1

2n(l+1)
u(y) ≤ u(x) ≤ 2n(l+1)u(y)

para todo x, y ∈ Ω′. Note que, l = li,j ≤ L = max
i,j

li,j.

Logo,
max

Ω′
u ≤ 22n(L+1) min

Ω′
u
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e a desigualdade de Harnack está satisfeita para qualquer u solução positiva
de 4u = 0 e Ω′ ⊂ Ω compacto.

A demonstração acima usa a propriedade do valor médio das funções
harmônicas. Esta propriedade não vale para soluções da equação (1.1). Por
isso, no caso geral vai ser seguido um caminho diferente - as iterações de
Moser.
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Caṕıtulo 5

Desigualdade de Harnack

De acordo com os objetivos deste trabalho, neste caṕıtulo demonstramos
a Desigualdade de Harnack para um domı́nio Ω e um compacto Ω′ ⊂ Ω
quaisquer. Para isso usamos dois teoremas importantes que são provados
através de iterações e com o aux́ılio de uma função φ definida abaixo.

Seja a função u > 0 solução de (1.1) em Q(0, 4). Defina a função

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

updx

) 1
p

, (5.1)

onde p assume valores reais não nulos e h > 0.

Afirmação 1: φ(p, h) é não-decrescente em p.
Prova:
Caso 1: Sejam p, q ∈ R, q > p > 0. Seja r ∈ R definido por r = q

p
> 1.

Desta forma,

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

updx

) 1
p

=
1

h
n
p

(∫

Q(a,h)

updx

) 1
p

≤ 1

h
n
p

[(∫

Q(a,h)

(up)rdx

) 1
r
(∫

Q(a,h)

1sdx

) 1
s

] 1
p

=
1

h
n
p
− n

ps

(∫

Q(a,h)

uprdx

) 1
pr

=

(∫
–

Q(a,h)

uqdx

) 1
q

= φ(q, h)

pela Desigualdade de Hölder, para s > 1 real, tal que 1
s

+ 1
r

= 1.
Assim, φ(p, h) é não-decrescente em (0, +∞).

Caso 2: Sejam p, q ∈ R, q < p < 0. Seja r ∈ R definido por r = q
p

> 1.
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Assim,

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

updx

) 1
p

=
1

h
n
p

(
1∫

Q(a,h)
updx

)− 1
p

≥ 1

h
n
p


 1

(∫
Q(a,h)

(up)rdx
) 1

r
(∫

Q(a,h)
1sdx

) 1
s




− 1
p

=
1

h
n
p
− n

ps

(∫

Q(a,h)

uprdx

) 1
pr

=

(∫
–

Q(a,h)

uqdx

) 1
q

= φ(q, h)

pela Desigualdade de Hölder, para s > 1 real tal que 1
s

+ 1
r

= 1.
Assim, φ(p, h) é não-decrescente em (−∞, 0).

Caso 3: Sejam p, q ∈ R, p > 0 e q < 0.
Note que

1 =
1

hn

∫

Q(a,h)

1 dx

=
1

hn

∫

Q(a,h)

u
pq

p−q .
1

u
pq

p−q

dx

≤ 1

hn

[∫

Q(a,h)

(
u

pq
p−q

)r

dx

] 1
r

.

[∫

Q(a,h)

(
1

u
pq

p−q

)s

dx

] 1
s

pela Desigualdade de Hölder, para r, s > 1 reais, tais que 1
s

+ 1
r

= 1.
Assim, [∫

Q(a,h)

(
u

pq
p−q

)r

dx

] 1
r

.

[∫

Q(a,h)

(
1

u
pq

p−q

)s

dx

] 1
s

≥ hn

[∫

Q(a,h)

(
u

pq
p−q

)r

dx

] 1
r

≥ 1

hn

[∫

Q(a,h)

(
1

u
pq

p−q

)s

dx

]− 1
s

.

Elevando ambos os membros à potência p−q
pq

< 0, temos,

[∫

Q(a,h)

(
u

pq
p−q

)r

dx

] p−q
pqr

≤ 1

hn( p−q
pq )

[∫

Q(a,h)

(
1

u
pq

p−q

)s

dx

]− p−q
pqs

[∫

Q(a,h)

u
pqr
p−q dx

] p−q
pqr

≤ 1

hn( p−q
pq )

[∫

Q(a,h)

1

u
pqs
p−q

dx

]− p−q
pqs

.
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Lembrando que esta desigualdade é válida para quaisquer r, s > 1, com
1
s

+ 1
r

= 1, podemos tomar r = p−q
p

e s = q−p
q

.
Observe que,

[∫

Q(a,h)

u
pqr
p−q dx

] p−q
pqr

=

[∫

Q(a,h)

uqdx

] 1
q

=

[
hn

∫
–

Q(a,h)

uqdx

] 1
q

= h
n
p φ(q, h)

[∫

Q(a,h)

1

u
pqs
p−q

dx

]− p−q
pqs

=

[∫

Q(a,h)

updx

] 1
p

=

[
hn

∫
–

Q(a,h)

updx

] 1
p

= h
n
q φ(p, h).

Logo, φ(q, h) ≤ φ(p, h).

Portanto, φ(p, h) é não-decrescente em R∗, conforme afirmação.

¤

Afirmação 2:

a) lim
p→+∞

φ(p, h) = sup
Q[a,h]

ess u(x) b) lim
p→−∞

φ(p, h) = inf
Q[a,h]

ess u(x)

Prova: a) Seja M = sup
Q[a,h]

ess u > 0. Desta forma, se X = {x ∈ Q[a, h] :

u(x) > M}, então m(X) = 0.
Assim,

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

(u(x))pdx

) 1
p

≤
(

h−n

∫

Q(a,h)

Mpdx

) 1
p

= [h−nMpm(Q(a, h))]
1
p = (h−nMp)

1
p = h−

n
p M.

Ou seja, φ(p, h) ≤ h−
n
p M, ∀p > 0.(Se M = ∞, esta desigualdade é trivial).

A partir disso, usando que φ é crescente, φ converge quando p → +∞ e

lim
p→+∞

φ(p, h) ≤ M = sup
Q[a,h]

ess u(x).

Por outro lado, seja N < sup
Q[a,h]

ess u(x), N > 0 e A = {x : u(x) > N}. Pela

definição de supremo essencial e por A ⊂ Q[a, h], 0 < m(A) ≤ 1.
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Assim,

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

(u(x))pdx

) 1
p

≥
(

h−n

∫

A

(u(x))pdx

) 1
p

≥
(

h−n

∫

A

Npdx

) 1
p

= (h−nNp(m(A)))
1
p = N(h−nm(A))

1
p .

Ou seja, φ(p, h) ≥ N(h−nm(A))
1
p , ∀p > 0. Quando p → +∞, obtemos

lim
p→+∞

φ(p, h) ≥ lim
p→+∞

N(h−nm(A))
1
p = N.

Como a desigualdade é válida para todo N < sup
Q[a,h]

ess u(x),

lim
p→+∞

φ(p, h) ≥ sup
Q[a,h]

ess u(x).

Portanto,
lim

p→+∞
φ(p, h) = sup

Q[a,h]

ess u(x). (5.2)

b) Seja N = inf
Q[a,h]

ess u(x) ≥ 0. Note que, m{x ∈ Q[a, h] : u(x) < N} = 0.

Assim, para p < 0,

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

(u(x))pdx

) 1
p

≥
(

h−n

∫

Q(a,h)

Npdx

) 1
p

= (h−nNpm(Q[0, 1]))
1
p = h−

n
p N = h−

n
p inf

Q[a,h]
ess u(x).

Portanto, lim
p→−∞

φ(p, h) ≥ inf
Q[a,h]

ess u(x).

Seja S > inf
Q[a,h]

ess u(x) e B = {x ∈ Q[a, h] : u(x) ≤ S}. Pela definição de

ı́nfimo essencial e por B ⊂ Q[a, h], temos que 0 < m(B) ≤ 1.
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Assim, para p < 0,

φ(p, h) =

(∫
–

Q(a,h)

(u(x))pdx

) 1
p

≤
(

h−n

∫

B

(u(x))pdx

) 1
p

≤
(

h−n

∫

B

Spdx

) 1
p

= (h−nSpm(B))
1
p = S(h−nm(B))

1
p .

Logo, φ(p, h) ≤ S(h−nm(B))
1
p .

Para p → −∞, encontramos lim
p→−∞

φ(p, h) ≤ S. Como é válida a desigualdade

para todo S > inf
Q[a,h]

ess u(x),

lim
p→−∞

φ(p, h) ≤ inf
Q[a,h]

ess u(x).

Portanto,
lim

p→−∞
φ(p, h) = inf

Q[a,h]
ess u(x). (5.3)

¤

Vamos usar a seguinte notação:

φ(+∞, h) = lim
p→+∞

φ(p, h) e φ(−∞, h) = lim
p→−∞

φ(p, h).

Observe que as afirmações 1 e 2 são válidas para funções positivas men-
suráveis.

Teorema 5.1 Se u é uma subsolução positiva em Q(0, 4), então para p > 1

sup
Q[0,1]

ess u(x) ≤ c

(
p

p− 1

)2σ (∫
–

Q[0,2]

(u(x))pdx

) 1
p

,

ou seja,

φ(+∞, 1) ≤ c

(
p

p− 1

)2σ

φ(p, 2),

onde σ = lim
m→∞

(
m

κm
+ ... +

1

κ
+ 1

)
e c depende somente de n e λ.
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Prova: Sejam Ω = Q(a, h) e η a função definida por η(x) ≡ 1 em Q(a, h′) e
nula em seu complementar, para 0 < h′ < h ≤ 2h′. Mais precisamente, seja
ϕ : [−h

2
, h

2
] → R uma função cont́ınua e linear por partes tal que ϕ(xi) = 0

em |xi| > h
2
, ϕ(xi) = 1 em |xi| < h′

2
e linear no intervalo h′

2
< |xi| < h

2
.

Definindo η(xi, ...xn) = min
i=1,2,...,n

ϕ(xi − ai), temos que |Dη(x)| ≤ 2
h−h′ .

Como u é positiva e subsolução e como η(x) tem suporte em Q(a, h),
podemos utilizar o Lema 3.3, obtendo as seguintes desigualdades para k 6= 1

2
:

∫

Q(a,h)

η2(Dv)2dx ≤ c1

(
2k

2k − 1

)2 ∫

Q(a,h)

(Dη)2v2dx

∫

Q(a,h′)
(Dv)2dx ≤ c1

(
2k

2k − 1

)2 (
2

h− h′

)2 ∫

Q(a,h)

v2dx

(h′)n

∫
–

Q(a,h′)
(Dv)2dx ≤ c1

(
2k

2k − 1

)2 (
2

h− h′

)2

hn

∫
–

Q(a,h)

v2dx

∫
–

Q(a,h′)
(Dv)2dx ≤ c1

(
2k

2k − 1

)2 (
2

h− h′

)2 (
h

h′

)n ∫
–

Q(a,h)

v2dx.

Substituindo esta desigualdade no resultado do Lema 3.1, temos que, para
κ = n

n−2
,

(∫
–

Q(a,h′)
v2κdx

) 1
κ

≤

≤ β

{
(h′)2

[
c

(
2k

2k − 1

)2 (
2

h− h′

)2 (
h

h′

)n ∫
–

Q(a,h)

v2dx

]
+

∫
–

Q(a,h′)
v2dx

}
.

Note que,

∫
–

Q(a,h′)
v2dx =

1

(h′)n

∫

Q(a,h′)
v2dx ≤ 1

(h′)n

∫

Q(a,h)

v2dx =

(
h

h′

)n ∫
–

Q(a,h)

v2dx.
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Com isto, temos

(∫
–

Q(a,h′)
v2κdx

) 1
κ

≤

≤ β

{
(h′)2

[
c1

(
2k

2k − 1

)2(
2

h− h′

)2(
h

h′

)n∫
–

Q(a,h)

v2dx

]
+

(
h

h′

)n∫
–

Q(a,h)

v2dx

}

≤ β

(
h

h′

)n
{[

c1

(
2k

2k − 1

)2 (
2h′

h− h′

)2

+ 1

]∫
–

Q(a,h)

v2dx

}

≤ β

(
2h′

h′

)n
{[

c1 22

(
2k

2k − 1

)2 (
h

h′
− 1

)−2

+ 1

]∫
–

Q(a,h)

v2dx

}

≤
[
β c1 2n+2

(
2k

2k − 1

)2 (
h

h′
− 1

)−2

+ β 2n

]∫
–

Q(a,h)

v2dx.

Tomando c2 = max(β c1 2n+2 , β 2n), obtemos

(∫
–

Q(a,h′)
v2κdx

) 1
κ

≤
[
c2

(
2k

2k − 1

)2 (
h

h′
− 1

)−2

+ c2

]∫
–

Q(a,h)

v2dx.

É posśıvel uma estimativa melhor, tomando

γ ≤ c2

[(
2k

2k − 1

)2 (
h

h′
− 1

)−2

+ 1

]

tal que

(∫
–

Q(a,h′)
v2κdx

) 1
κ

≤ γ

∫
–

Q(a,h)

v2dx.

Note que,
(

h
h′ − 1

)−2 (
2k

2k−1

)2
> 1. Portanto,

γ ≤ 2c2

[(
2k

2k − 1

)2 (
h

h′
− 1

)−2
]

.

Vamos atribuir t = 2k. (Futuramente utilizaremos |t| ≥ q = α λ−2 3
−n
2 8−1,

onde α é a constante do Lema 3.2.)
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Assim, considerando v = uk, é posśıvel comparar φ(κt, h′) com φ(t, h), da
forma:

φ(κt, h′) =

(∫
–

Q(a,h′)
uκt dx

) 1
κt

=

[(∫
–

Q(a,h′)
v2κ dx

) 1
κ

] 1
t

≤
(

γ

∫
–

Q(a,h)

v2 dx

) 1
t

≤
[
c3

(
h

h′
− 1

)−2 (
t

t− 1

)2
] 1

t (∫
–

Q(a,h)

v2 dx

) 1
t

= c
1
t
3

(
h

h′
− 1

)− 2
t
(

t

t− 1

) 2
t
(∫

–
Q(a,h)

u2k dx

) 1
t

= c
1
t
3

(
h

h′
− 1

)− 2
t
(

t

t− 1

) 2
t

φ(t, h).

Logo,

φ(κt, h′) ≤ c
1
t
3

(
h

h′
− 1

)− 2
t
(

t

t− 1

) 2
t

φ(t, h), (5.4)

onde 0 < h′ < h ≤ 2h′, t = 2k > 1. Note que, c3 = 2c2 = 2 max(ρλ42n+2, β2n)
que só dependem de λ e n.

Observação 5.1 Se tivermos t < 0 e u uma supersolução, usando a segunda
parte do Lema 3.3, com k < 1

2
, teremos:

φ(κt, h′) =

(∫
–

Q(a,h′)
uκt dx

) 1
κt

=

[(∫
–

Q(a,h′)
v2κ dx

) 1
κ

] 1
t

≥
(

γ

∫
–

Q(a,h)

v2 dx

) 1
t

≥ c
1
t
3

(
h

h′
− 1

)− 2
t
(

t

t− 1

) 2
t
(∫

–
Q(a,h)

ut dx

) 1
t

= c
1
t
3

(
h

h′
− 1

)− 2
t
(

t

t− 1

) 2
t

φ(t, h).
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Como t < 0,

φ(κt, h′) ≥ c
− 1

t
3

(
h

h′
− 1

) 2
|t|

φ(t, h). (5.5)

para 0 < h′ < h < 2h′.

♦

Nosso objetivo é encontrar φ(+∞, 1). Observamos que definindo

h′ = hi+1 = 1 +
1

2i+1
e h = hi = 1 +

1

2i
para i ∈ N,

e substituindo t = pi = κip, é válida a desigualdade (5.4), pois 0 < h′ < h ≤
2h′.
Assim,

φ(pi+1, hi+1) = φ(κi+1p, hi+1) = φ(κκip, hi+1)

≤ c
1

κip

3

(
hi

hi+1

− 1

) −2

κip
(

κip

κip− 1

) 2

κip

φ(κip, hi).

Observação 5.2

1)
(

hi

hi+1
− 1

) −2

κip
= (2i+1 + 1)

2

κip ≤ (8i)
2

κip = (8
2
p )

i

κi

2)
(

κip
κip−1

) 2

κip
=

(
p

p− 1

κi

) 2

κip ≤
(

p
p−1

) 2

κip ≤
[(

p
p−1

)i
] 2

κip ≤
[(

p
p−1

) 2
p

] i

κi

.

♦

Então,

φ(pi+1, hi+1) ≤ c
1

κip

3

(
hi

hi+1

− 1

) −2

κip
(

κip

κip− 1

) 2

κip

φ(κip, hi)

≤ c
i

κip

3 (8
2
p )

i

κi

[(
p

p− 1

) 2
p

] i
κi

φ(κip, hi)

≤ c
i

κi

4

[(
p

p− 1

) 2
p

] i

κi

φ(pi, hi).

onde c4 = 82c3.
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Portanto,

φ(pi+1, hi+1) ≤ c
i

κi

4

[(
p

p− 1

) 2
p

] i

κi

φ(pi, hi), i = 1, 2, ... .

Iterando esta desigualdade, encontramos

φ(pi+1, hi+1) ≤ c
( i

κi +...+ 1
κ
)

4

[(
p

p− 1

) 2
p

]( i

κi +...+ 1
κ
)

φ(p1, h1).

Para p1 = κp, h′ = 3
2

e h = 2, temos

φ(p1, h1) = φ(κp, h′) ≤ c
1
p

3

(
h

h′
− 1

)−2
p

(
p

p− 1

) 2
p

φ(p, h)

= c
1
p

3 3
2
p

(
p

p− 1

) 2
p

φ(p, 2)

≤ c4

(
p

p− 1

)2

φ(p, 2).

Logo,

φ(pi+1, hi+1) ≤ c
( i

κi +...+ 1
κ
+1)

4

(
p

p− 1

)2( i
κi +...+ 1

κ
+1)

φ(p, 2).

Como κ =
(

n
n−2

)
> 1, ( i

κi + ... + 1
κ

+ 1) converge a σ = σ(κ) quando i →∞.
Com isso,

lim
i→∞

φ(pi+1, hi+1) = lim
i→∞

φ(κi+1p, 1 +
1

2i+1
)

≤ lim
i→∞

c
( i

κi +...+ 1
κ
+1)

4

(
p

p− 1

)2( i

κi +...+ 1
κ
+1)

φ(p, 2).

Portanto,

φ(+∞, 1) ≤ c5

(
p

p− 1

)2σ

φ(p, 2), p > 1

e o teorema está provado.

¤

Teorema 5.2 Se u > 0 é uma supersolução em Q(0, 4), então

(∫

Q(0,2)

up dx

) 1
p

≤ c

(κ− p)2σ
inf

Q[0,1]
ess u(x), para 0 < p < κ =

n

n− 2
,
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ou seja,

φ(p, 2) ≤ c

(κ− p)2σ
φ(−∞, 1)

onde σ = lim
m→∞

(
m

κm
+ ... +

1

κ
+ 1

)
e c depende somente de λ e n.

Prova: Vejamos algumas afirmações para q = α λ−2 3
−n
2 8−1 definido no

Teorema 5.1:

i) φ(−∞, 1) ≥ c1φ(−q, 2)

ii) φ(−q, 2) ≥ c2φ(−q, 3)

iii) φ(−q, 3) ≥ c3φ(q, 3)

iv) φ(q, 3) ≥ c4φ(p, 2).

Primeiro, vamos demonstrar o teorema supondo que u ≥ ε > 0, onde ε é uma
constante, para garantir a existência de φ(t, h) para t < 0. Após demonstrar
a desigualdade para este caso, podemos aplicá-lo, no caso geral, para u + ε e
concluir que

(∫

Q(0,3)

(u + ε)p dx

) 1
p

≤ c inf
Q[0,1]

ess u + ε.

Fazendo ε → 0, o teorema ficará provado.

i) Na demonstração do Teorema 5.1, Observação 5.1, encontramos a ex-
pressão (5.6), que repetimos aqui:

φ(κt, h′) ≥ c
− 1

t
5

(
h

h′
− 1

) 2
|t|

φ(t, h),

para t < −q e 0 < h′ < h < 2h′. Podemos supor que c5 < 1.
De modo análogo ao Teorema 5.1, definimos

h′ = hi+1 = 1 +
1

2i+1
, h = hi = 1 +

1

2i
e pi = κit < −q.

Assim,

φ(pi+1, hi+1) = φ(κi+1t, hi+1) ≥ c
− 1

κit
5

(
hi

hi+1

− 1

) 2

|κit|
φ(pi, hi). (5.6)

Note que,

1 ≥
(

hi

hi+1

− 1

) 2

|κit| ≥ 8
− 2i

κi|t| .
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A partir disso e usando que c5 < 1,

φ(pi+1, hi+1) ≥ c
− 1

κit
5 (8−

2
|t| )

i
κi φ(pi, hi) ≥ c

i
κi

6 φ(pi, hi).

Iterando este resultado, temos

φ(pi+1, hi+1) ≥ c
i

κi +...+ 1
κ

6 φ(p1, h1).

Para i = 0,

φ(p1, h1) = φ(κt, h′) ≥ c53
− 2
|t|φ(t, 2) ≥ c6φ(t, 2).

Portanto,

φ(pi+1, hi+1) ≥ c
i

κi +...+ 1
κ
+1

6 φ(t, 2).

Tomando o limite para i →∞, com t ≤ −q e κ = n
n−2

> 1, obtemos

φ(−∞, 1) ≥ c7 φ(t, 2).

Portanto, como t ≤ −q,

φ(−∞, 1) ≥ c7 φ(−q, 2). (5.7)

ii) Note que

φ(−q, 2) =

(∫
–

Q(0,2)

u−q dx

) 1
−q

=

(
1

2n

∫

Q(0,2)

u−q dx

) 1
−q

≥
(

1

2n

∫

Q(0,3)

u−q dx

) 1
−q

=

(
3n

2n

∫
–

Q(0,3)

u−q dx

) 1
−q

= c8φ(−q, 3).

Portanto,

φ(−q, 2) ≥ c8φ(−q, 3). (5.8)

iii) Definimos

v = ln u e ψ =
1

u
η2,
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para η não nula e diferenciável. Como u ≥ ε, v e ψ pertencem a W 1,2(Ω) e

Dv =
1

u
Du e Dψ = − 1

u2
Du η2 +

1

u
2η Dη.

De fato, pela Desigualdade de Hölder, o lado direito das igualdades estão em
L2.
A função u é uma supersolução em Q(0, 4). Para Q(0, 3) ⊂ Q(0, 4),

∫

Q(0,3)

〈 Dψ, ADu〉 dx ≥ 0.

Donde temos

∫

Q(0,3)

〈− 1

u2
Du η2 +

1

u
2η Dη, ADu〉 dx ≥ 0

∫

Q(0,3)

−η2〈Dv,ADv〉 + 2η〈Dη, ADv〉 dx ≥ 0

∫

Q(0,3)

η2〈Dv, ADv〉 dx ≤ 2

∫

Q(0,3)

〈Dη,Aη Dv〉 dx.

Pela desigualdade de Schwarz e por A ser positiva definida,

∫

Q(0,3)

η2〈Dv, ADv〉 dx ≥
∫

Q(0,3)

η2(Dv)2λ−1 dx.

Por outro lado,

∫

Q(0,3)

〈Dη,Aη Dv〉 dx ≤
∫

Q(0,3)

‖Dη‖ ‖Aη Dv‖ dx

≤
(∫

Q(0,3)

‖Dη‖2 dx

) 1
2
(∫

Q(0,3)

‖Aη Dv‖2 dx

) 1
2

≤
(∫

Q(0,3)

‖Dη‖2 dx

) 1
2
(∫

Q(0,3)

λ2η2(Dv)2 dx

) 1
2

.
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Portanto,

λ−1

∫

Q(0,3)

η2(Dv)2 dx ≤ 2

(∫

Q(0,3)

‖Dη‖2 dx

) 1
2
(∫

Q(0,3)

λ2η2(Dv)2 dx

) 1
2

λ−2

(∫

Q(0,3)

η2(Dv)2 dx

) 1
2

≤ 2

(∫

Q(0,3)

‖Dη‖2 dx

) 1
2

∫

Q(0,3)

η2(Dv)2 dx ≤ 4λ4

∫

Q(0,3)

‖Dη‖2 dx.

Dado um compacto K ⊂ Ω aberto, existe uma função η ∈ C∞
0 que vale 1

em K e tem suporte em Ω. Além disto, η pode ser constrúıda de forma que
a derivada seja menor que c

dist(K,∂Ω)
.

Suponhamos aqui o compacto K = Q[a, h] ⊂ Q(0, 3), o aberto Ω =
Q(0, 3) e a função η = 1 em Q[a, h] e com suporte em Q(a, 3h) ⊂ Q(0, 3).
Assim, podemos supor ‖Dη‖ ≤ 4

h
, obtendo

∫

Q(a,h)

(Dv)2 dx ≤ 4λ4

∫

Q(0,3)

‖Dη‖2 dx

≤ 4λ4

∫

Q(0,3h)

‖Dη‖2 dx

≤ 4λ4

∫

Q(0,3h)

(
4

h

)2

dx

= 43λ4h−2

∫

Q(0,3h)

dx

= 43λ4h−23n

∫

Q(a,h)

dx = τh−2

∫

Q(a,h)

dx,

onde τ = 43λ43n.

Pelo Corolário 3.1, para todo Q[a, h] ⊂ Q(0, 3),

∫

Q(a,h)

(v − (v)Q(a,h))
2 dx ≤ c h2

∫

Q(a,h)

(Dv)2 dx ≤ c1τ

∫

Q(a,h)

dx.

Para a função w = τ−
1
2 v = τ−

1
2 ln u valem as hipóteses do Lema 3.2. Assim,

∫

Q(0,3)

eατ−
1
2 ln u dx

∫

Q(0,3)

e−ατ−
1
2 ln u dx ≤ β2
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onde α e β só dependem de n. Então

∫

Q(0,3)

uq dx

∫

Q(0,3)

u−q dx ≤ β2 para q = ατ−
1
2 .

A partir disto,

(∫

Q(0,3)

uq dx

) 1
q

≤ β
2
q

(∫

Q(0,3)

u−q dx

)− 1
q

.

Logo,

φ(q, 3) ≤ β
2
q φ(−q, 3)

para q = α λ−2 3
−n
2 8−1.

Portanto,
φ(q, 3) ≤ c9φ(−q, 3). (5.9)

iv) Dado 0 < p < κ, existe m ∈ N tal que qκm ≥ p. Logo, existe r ∈ (0, q)
tal que rκm = p.
Note que, rκi = rκm

κm−i = p
κm−i < 1, para i ∈ {0, 1, ...,m − 1}. Assim, a

desigualdade (5.4) é válida com t = rκi (i ∈ {0, 1, ..., m − 1}), visto que
t ∈ (0, 1) e u é supersolução.
Portanto, definindo hi = 2 + 1

2i para i ∈ {0, 1...,m} e fazendo iterações
análogas as do Teorema 5.1, obtemos

φ(κmr, hm) ≤ c( m
κm +...+ 1

κ
+1)

(
r

r − 1

)2( m
κm +...+ 1

κ
+1)

φ(r, 3).

Como φ é crescente, φ(r, 3) ≤ φ(q, 3).
Logo,

φ(p, hm) ≤ c

(
r

r − 1

)2σ

φ(q, 3),

onde σ = lim
m→∞

(
m

κm
+ ... +

1

κ
+ 1).

De p = rκm, então conclúımos que r = p
κm . Assim,

(
r

r − 1

)2

=

(
p

p− κm

)2σ

≤ p2σ

(κ− p)2σ
.

Como hm > 2, de forma análoga ao ii), φ(p, 2) ≤ cφ(p, hm). Portanto,

φ(p, 2) ≤ c

(κ− p)2σ
φ(q, 3). (5.10)
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Utilizando as desigualdades (5.7),(5.8),(5.9) e (5.10), conclúımos que

φ(p, 2) ≤ c

(κ− p)2σ
φ(−∞, 1).

e o teorema está provado.

¤

Teorema 5.3 Desigualdade de Harnack
Se u > 0 é uma solução de (1.1) em um domı́nio qualquer Ω e se Ω′ é um
subconjunto compacto de Ω, então

sup
Ω′

ess u ≤ c inf
Ω′

ess u,

onde a constante c > 1 depende somente de Ω, Ω′ e λ.

Prova: Suponhamos Ω = Q(0, 4), Ω′ = Q[0, 1] e u : Q(0, 4) → R solução
positiva de (1.1). Sendo u solução em Q(0, 4), u é também subsolução e
supersolução em Q(0, 4). Desta forma, pelos Teoremas (5.1) e (5.2), temos
que:

φ(+∞, 1) ≤ c1

(
p

p− 1

)2σ

φ(p, 2), para p > 1

e
φ(p, 2) ≤ c2

(κ− p)2σ
φ(−∞, 1), para 0 < p < κ =

n

n− 2
.

Em particular, para p = 1+κ
2

as duas desigualdades são satisfeitas, assim,

φ(+∞, 1) ≤ c1

(
1 + κ

κ− 1

)2σ

φ(p, 2)

≤ c1

(
1 + κ

κ− 1

)2σ
2c2

(κ− 1)σ
φ(−∞, 1)

= c3φ(−∞, 1),

onde c3 depende somente de n e λ. De (5.2) e (5.3), temos que

sup
Q[0,1]

ess u ≤ c3 inf
Q[0,1]

ess u, para c3(n, λ). (5.11)

Para os conjuntos Ω e Ω′ existe h > 0 real tal que para qualquer a ∈ Ω′,
Q(a, 4h) ⊂ Ω.
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Dada u solução de (1.1) em Q(a, 4h), seja a função v : Q(0, 1) → R
definida por v(y) = u(a + hy), a ∈ Ω′ e h > 0. Com esta definição temos
que v é uma solução em Q(0, 1) de

n∑
i,j=1

Dyi
(Aij(a + hy)Dyj

u) = 0.

Como os autovalores de Ãij(y) = Aij(a+hy) estão entre [λ, Λ] e c3 só depende
de λ e n, então v satisfaz (5.11). Assim,

sup
Q[0,1]

ess v(y) ≤ c3 inf
Q[0,1]

ess v(y), para c3(n, λ).

Ou seja,

sup
Q[0,1]

ess u(a + hy) ≤ c3 inf
Q[0,1]

ess u(a + hy), para c3(n, λ).

Fazendo x = a + hy, obtemos:

sup
Q[a,h]

ess u(x) ≤ c3 inf
Q[a,h]

ess u(x), para c3(n, λ).

Observamos aqui que esta desigualdade é equivalente às desigualdades (4.2)
e (4.3). Através de um racioćınio análogo ao utilizado na demonstração do
caso harmônico (Exemplo 2), obtemos

sup
Ω

ess u(x) ≤ c4 inf
Ω

ess u(x),

para c4(n, λ).

¤

Observação 5.3 Fazendo uma mudança de variável, como a feita na demons-
tração do teorema acima, verificamos que a constante c é invariante por
translações e homotetias, isto é, se Ω1 = T (Ω) e Ω′

1 = T (Ω′), onde T (x) =
ax + b (a ∈ R e x ∈ Rn), então c(n, λ, Ω1, Ω

′
1) = c(n, λ, Ω, Ω′).

40



Caṕıtulo 6

Continuidade de Hölder de
Soluções

Se u é solução de (1.1), num compacto Ω′ de Ω o supremo fica controlado
pelo ı́nfimo. Porém, não sabemos se u é cont́ınua. Neste caṕıtulo, mostramos
que a função u é Hölder cont́ınua, como conseqüência da Desigualdade de
Harnack.

Sejam u : Ω → R, solução de (1.1) e a um ponto interior do domı́nio Ω.
Logo, ∃ R ∈ R tal que Q(a,R) ⊂ Ω.

Sejam M(r) = sup
Q[a,r]

ess u(x) , µ(r) = inf
Q[a,r]

ess u(x), 0 < r < R. Defina E =

Q(a, r) e E ′ = Q[a, r′], com r′ = r
2
, subconjuntos de Ω.

Sejam M = M(r), M ′ = M(r′), µ = µ(r) e µ′ = µ(r′).

As funções M−u(x) e u(x)−µ são também soluções positivas da equação
(1.1) no domı́nio E. Para o compacto E ′

sup
E′

ess (M − u(x)) = M − inf
E′

ess u(x) = M − µ′,

inf
E′

ess (M − u(x)) = M − sup
E′

ess u(x) = M −M ′,

sup
E′

ess (u(x)− µ) = sup
E′

ess u(x) + sup
E′

ess (−µ) = M ′ − µ,

inf
E′

ess (u(x)− µ) = inf
E′

ess u(x) + inf
E′

ess (−µ) = µ′ − µ.

Quando aplicamos o Teorema de Harnack às funções M −u(x) e u(x)−µ
obtemos

sup
E′

ess (M − u(x)) ≤ c inf
E′

ess (M − u(x)),

onde c > 1 só depende de n, λ,E e E ′. Como E e E ′ podem ser obtidos por
uma mesma homotetia de Q[a, 1] e Q[a, 1/2], respectivamente, a constante c
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pode ser tomada como sendo a mesma para todo r, pela observação 5.3. Isto
é, para estes cubos, c não depende de r.
Logo,

(M − µ′) ≤ c(M −M ′). (6.1)

Analogamente,

sup
E′

ess (u(x)− µ) ≤ c inf
E′

ess (u(x)− µ).

(M ′ − µ) ≤ c(µ′ − µ), (6.2)

onde c depende somente de n, λ, Q(0, 1) e Q[0, 1/2] (c não depende de r).

Adicionando as desigualdades (6.1) e (6.2):

(M − µ′) + (M ′ − µ) ≤ cM − cM ′ + cµ′ − cµ

M ′(1 + c)− µ′(c + 1) ≤ M(c− 1)− µ(c− 1)

(M ′ − µ′)(c + 1) ≤ (M − µ)(c− 1)

(M ′ − µ′) ≤
(

c− 1

c + 1

)
(M − µ)

M(r′)− µ(r′) ≤
(

c− 1

c + 1

)
(M(r)− µ(r))

M
(r

2

)
− µ

(r

2

)
≤

(
c− 1

c + 1

)
(M(r)− µ(r)). (6.3)

Fazendo as iterações em (6.3), obtemos

[
M

(r

2

)
− µ

(r

2

)]
≤

(
c− 1

c + 1

)
[M(r)− µ(r)]

...
...

...
[
M

( r

2i

)
− µ

( r

2i

)]
≤

(
c− 1

c + 1

)i

[M(r)− µ(r)]

para i = 1, 2, ...; 0 < r < R.

Denotando por ω(r) = M(r)−µ(r) a oscilação de u em Q(a, r) e tomando
θ =

(
c−1
c+1

)
,

ω
( r

2i

)
≤ θiω(r), i = 1, 2, ... . (6.4)

Nesta desigualdade estamos comparando a oscilação em dois cubos de arestas
r
2i e r, para i = 1, 2, ... . Nosso interesse está em saber qual a oscilação para
um cubo qualquer de aresta ρ ∈ (0, r).
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Todavia, para qualquer ρ ∈ (0, r), existe i ∈ N tal que r
2i+1 ≤ ρ < r

2i .
Assim, ω(ρ) ≤ ω( r

2i ). Utilizando (6.4)

ω(ρ) ≤ θiω(r), 0 < ρ < r < R, i ∈ N. (6.5)

Mas,
r

2i+1
≤ ρ ⇒ i + 1 ≥ log2

r

ρ
⇒ θi ≤ θlog2

r
ρ
−1

e

θlog2
r
ρ = (θlogθ

r
ρ )

( 1
logθ 2

)
=

(
r

ρ

) 1
logθ 2

=
(ρ

r

)α

para 1
logθ 2

= −α. Logo, podemos escrever a desigualdade (6.5) da forma

ω(ρ) ≤ θ−1
(ρ

r

)α

ω(r)

para α = 1
log 1

2
θ

> 0, 0 < ρ < r < R.

Note que,

ω(ρ) = M(ρ)− µ(ρ) = sup
Q[a,ρ]

ess u(x)− inf
Q[a,ρ]

ess u(x) ≥ |u(x)− u(y)|,

para todo x, y ∈ Q[a, ρ].

Logo,

|u(x)− u(y)| ≤ θ−1
(ρ

r

)α

ω(r), (6.6)

para todo x, y ∈ Q[a, ρ]. Portanto, u é cont́ınua.

Sejam x ∈ Q(a, r) e d = dist(x, ∂Q(a, r)). Assim, Q(x, d/2) ⊂ Q(a, r).

Se y ∈ Q(x, d/2), então dist(x, y) = |x − y| < d/2 < r. Chamando ρ =
|x− y| < r e substituindo em (6.6), obtemos

|u(x)− u(y)| ≤ θ−1ω(r)

rα
|x− y|α = θ′|x− y|α.

Se y ∈ Q(a, r) e y /∈ Q(x, d/2), então dist(x, y) > d/2, d fixo.
Logo, usando (6.6),

|u(x)− u(y)|
|x− y|α ≤ ω(r)

|x− y|α ≤
ω(r)

(d/2)α
= θ′′

para θ′′ constante. Tomando C = max{θ′, θ′′}, temos que a função u é Hölder
cont́ınua em um cubo Q(a, r). Como a é qualquer, u é Hölder cont́ınua em
Ω.
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Portanto, a função u é cont́ınua e sup
Ω′

ess u(x) = max
Ω′

u(x) e inf
Ω′

ess u(x) =

min
Ω′

u(x).

Prinćıpio Forte do Máximo: Seja u uma solução de (1.1) em um domı́nio
conexo e limitado Ω, cont́ınua em Ω. Se existe x0 ∈ Ω tal que u(x0) = sup

Ω

u,

então u é constante.
Prova: Seja M = sup

Ω

u. Defina v(x) = M − u(x) + ε. Logo, v é solução

de (1.1). Seja Ω′ um compacto de Ω contendo x0. Pela desigualdade de
Harnack, existe c = c(n, λ, Ω) tal que

sup
Ω′

v ≤ c inf
Ω′

v.

Logo, M − u(x) + ε ≤ c(M − u(y) + ε) ∀x, y ∈ Ω′.
Como c não depende de v e, portanto, de ε, podemos fazê-lo tender a 0,
obtendo

M − u(x) ≤ c(M − u(y)) ∀x, y ∈ Ω′.

Tomando y = x0, temos

M − u(x) ≤ c(M − u(x0)) = 0.

Logo, u(x) = M ∀x ∈ Ω′. Como Ω′ é um compacto qualquer de Ω, con-
clúımos que u ≡ M em Ω.

¤
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Caṕıtulo 7

Comportamento de Soluções no
Infinito

Todo o estudo precedente foi realizado com cubos de Rn. Nosso interesse
agora está em analisar o comportamento no infinito de soluções da equação
(1.1) em Rn \Q(0, r).

Sejam
M(r) = max

|x|=r
u(x) e µ(r) = min

|x|=r
u(x)

onde 1 < r < ∞ e |x| representa a norma do máximo do ponto x. Assim,
{|x| = r} representa a fronteira de Q(0, r). Note que, M e µ estão bem
definidas, pois u é cont́ınua e {|x| = r} é compacto.

Afirmações:
1) M(r) tem no máximo um mı́nimo em (1, +∞);
2) µ(r) tem no máximo um máximo em (1, +∞).

Prova: 1) Suponhamos que existam dois mı́nimos relativos para M(r),
M(r1) e M(r2), com 1 < r1 < r2.
Logo, existem ε1, ε2 > 0 tais que M(r1) ≤ M(s1) e M(r2) ≤ M(s2) para
s1 ∈ (r1 − ε1, r1 + ε1) e s2 ∈ (r2 − ε2, r2 + ε2).

Sejam t1 ∈ (r1, r1 + ε1) e t2 ∈ (r2 − ε2, r2). Para tais valores, temos

M(r1) ≤ M(t1) e M(r2) ≤ M(t2).

Note que M(t1) = max
|x|=t1

u(x) e M(t2) = max
|x|=t2

u(x).

Assim, max
|x|=t1

u(x) ≥ M(r1) e max
|x|=t2

u(x) ≥ M(r2).

Como |x| = t1 e |x| = t2 são compactos e u é cont́ınua, u(x) assume um
máximo em pontos destes conjuntos, ou seja, existem x1 e x2, com |x1| = t1
e |x2| = t2 tais que
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M(t1) = max
|x|=t1

u(x) = u(x1) e M(t2) = max
|x|=t2

u(x) = u(x2).

Assim,
u(x1) ≥ M(r1) e u(x2) ≥ M(r2).

Consideremos o anel A = {x : r1 ≤ |x| ≤ r2}. Sabemos que u é cont́ınua
em A, logo u assume um máximo em A. Seja x′ ∈ A o ponto de máximo de
u(x) em A. Assim, u(x′) ≥ u(x),∀x ∈ A.

Se x′ pertence ao interior de A, temos um absurdo, pois pelo Prinćıpio
do Máximo, o máximo deve ocorrer na fronteira do conjunto.

Se x′ ∈ ∂A e |x′| = r1, então u(x′) = max
A

u(x) = max
|x|=r1

u(x) = M(r1) ≤
u(x1) para x1 ∈ (r1, r1 + ε1) ⊂ A. Então x1 também é máximo em A,
contradizendo o prinćıpio do máximo.

Se x′ ∈ ∂A e |x′| = r2, então u(x′) = max
A

u(x) = max
|x|=r2

u(x) = M(r2) ≤
u(x2) para x2 ∈ (r2 − ε, r2) ⊂ A. Então x2 também é máximo em A, con-
tradizendo o prinćıpio do máximo.

Portanto, M(r) tem no máximo um mı́nimo para 1 < r < ∞.

2) Provamos esta afirmação através de um racioćınio análogo ao anterior.

¤

Vejamos algumas conclusões derivadas destes resultados:

Se o mı́nimo de M(r) ocorre em r = t, para r > t, a função M(r) é
crescente, pois não possui nenhum outro mı́nimo relativo. Assumindo este
mı́nimo em t = ∞, teremos que M(r) é decrescente. De maneira análoga, se
o máximo de µ(r) ocorre em r = τ , para r > τ a função µ(r) é decrescente,
pois não possui nenhum outro máximo relativo. Se o máximo ocorre em
τ = ∞, então µ(r) é crescente.

Se u é uma solução definida no espaço inteiro, M(r) e µ(r) estão definidas
para 0 ≤ r < ∞. Pelo Prinćıpio do Máximo, max

|x|≤r1

u(x) = max
|x|=r1

u(x) = M(r1)

e min
|x|≤r1

u(x) = min
|x|=r1

u(x) = µ(r1).

Como {x : |x| ≤ r1} ⊂ {x : |x| ≤ r2}, para r1 < r2, temos que

max
|x|≤r1

u(x) ≤ max
|x|≤r2

u(x) e min
|x|≤r1

u(x) ≥ min
|x|≤r2

u(x).
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Portanto, M(r1) ≤ M(r2) e µ(r1) ≥ µ(r2) para r1 < r2. Ou seja, M(r) é
crescente e µ(r) é decrescente. Como ambas são cont́ınuas em 0 ≤ r < ∞,
M(r) assume seu mı́nimo em t = 0 e µ(r) assume seu máximo em τ = 0. Os
seguintes teoremas revelam o comportamento da função u no infinito para
alguns casos especiais.

Teorema 7.1 Se M(r) é crescente e µ(r) é decrescente para r > r0, então
M(r)−µ(r) tende para infinito pelo menos com uma potência de r, se u não
for constante.

Prova: Seja u solução não constante de (1.1), M(r) função crescente e µ(r)
função decrescente de r, para r > r0.

Consideremos Ω = {x : r
2

< |x| < 2r} o domı́nio e Ω′ = {x : |x| = r} um
compacto de Ω.

M(r) e µ(r) assumem um máximo e um mı́nimo em Ω, pois são cont́ınuas
e definidas em Ω. M(r) assume seu máximo em 2r, pois é crescente e µ(r)
assume seu mı́nimo em 2r, pois é decrescente.

Logo, M(2r) > u(x) e µ(2r) < u(x), para r
2

< |x| < 2r.

Conclúımos que M(2r) − u(x) e u(x) − µ(2r) são soluções positivas de
(1.1) definidas em Ω. Portanto, podemos aplicar a Desigualdade de Harnack
para estas duas soluções no compacto Ω′ de Ω.

Assim,

max
|x|=r

(M(2r)− u) ≤ c min
|x|=r

(M(2r)− u),

M(2r)− min
|x|=r

u ≤ c(M(2r)−max
|x|=r

u),

M(2r)− µ(r) ≤ c(M(2r)−M(r)). (7.1)

E também,

max
|x|=r

(u− µ(2r)) ≤ c min
|x|=r

(u− µ(2r)),

M(r)− µ(2r) ≤ c(µ(r)− µ(2r)), (7.2)

onde c > 1 depende só de n, λ, Ω e Ω′. Pela mesma consideração feita no
Caṕıtulo 6, c não depende de r.
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Adicionando as desigualdades (7.1) e (7.2), temos

M(2r)− µ(r) + M(r)− µ(2r) ≤ c(M(2r)−M(r) + µ(r)− µ(2r)),

(M(2r)− µ(2r))(1− c) ≤ (M(r)− µ(r))(−1− c),

(M(2r)− µ(2r)) ≥
(

c + 1

c− 1

)
(M(r)− µ(r)).

Iterando este resultado, chamando ω(r) = M(r)− µ(r) e C =
(

c+1
c−1

)
, temos

ω(2ir) ≥ Ciω(r), i = 1, 2, 3, . . .

Para ρ ∈ R, ρ ≥ r, ∃i ∈ N tal que 2i−1r ≤ ρ < 2ir. Desta desigualdade,
obtemos

i− 1 ≤ log2
ρ
r

< i.

Chamando α = (logC 2)−1, temos

i− 1 ≤ α logC

ρ

r
< i.

Note que, sendo 2i−1r ≤ ρ e i > α logC
ρ
r
, então

ω(ρ) ≥ ω(2i−1r) ≥ Ci−1ω(r) ≥ Cα log
ρ
r
C −1ω(r) =

(ρ

r

)α 1

C
ω(r) =

1

Crα
ραω(r),

onde α e 1
Crα são constantes positivas.

Portanto,

ω(ρ) ≥ 1

Crα
ραω(r) para α > 0

ou seja, para ρ → +∞, ω(ρ) tende para infinito pelo menos como potência
de ρ com expoente positivo, e o teorema está provado.

¤

Corolário 7.1 A oscilação de uma solução, definida no espaço |x| < r,
cresce mais rapidamente que uma potência de r com expoente positivo.
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Prova: Seja u uma solução definida em |x| < r. Para 0 < s < r, M(s)
é crescente e µ(s) é decrescente. De fato, pelo Prinćıpio do Máximo para
0 < s1 < s2 < r,

M(s1) = max
|x|=s1

u(x) = max
|x|≤s1

u(x) ≤ max
|x|≤s2

u(x) = max
|x|=s2

u(x) = M(s2),

µ(s1) = min
|x|=s1

u(x) = min
|x|≤s1

u(x) ≥ min
|x|≤s2

u(x) = min
|x|=s2

u(x) = µ(s2).

Portanto, pelo Teorema 7.1 a oscilação M(r)−µ(r) cresce, pelo menos, como
uma potência de r com expoente positivo, conforme desejávamos demonstrar.

¤

Teorema 7.2 Se u é uma solução limitada (não constante) definida para
|x| > 1, então a oscilação ω(r) = [M(r)−µ(r)] → 0 quando r →∞. Assim,
lim
|x|→∞

u = u∞ existe.

Prova: Sabemos que u é limitada e não constante. Portanto, pelo Teorema
7.1, não podemos ter M(r) crescente e µ(r) decrescente. Os casos posśıveis
são:

1. M(r) decrescente e µ(r) crescente para r > r0;

2. M(r) e µ(r) decrescentes para r > r0;

3. M(r) e µ(r) crescentes para r > r0.

Vamos estudar cada um deles:
1. M(r) decrescente e µ(r) crescente para r > r0.

Consideremos o anel Ω = {x : r < |x| < 4r} e o compacto Ω′ = {x : |x| =
2r}, com r > r0. Devido a continuidade e a monoticidade das funções M(r)
e µ(r), utilizando um argumento análogo ao usado na prova do Teorema 7.1,
encontramos

ω(2r) ≤
(

c− 1

c + 1

)
ω(r)

para r < r0, onde c > 1 não depende de r. Assim, conclúımos que

ω(ρ) ≤ kρ−αω(r)

para 0 < ρ < r, k constante e α > 0. Desta desigualdade, conclúımos que
ω(ρ) → 0 quando ρ →∞, conforme desejávamos.
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2. M(r) e µ(r) decrescentes para r > r0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que lim

r→∞
µ(r) = 0, pois µ(r) é

decrescente e u > 0 para r > r0. No caso geral, basta considerar u− lim
r→∞

µ(r).

Consideremos o anel Ω = {x : r
2

< |x| < 2r} e o compacto Ω′ = {x : |x| = r}.
Podemos aplicar a Desigualdade de Harnack para a função u, obtendo

max
|x|=r

u(x) ≤ c min
|x|=r

u(x)

M(r) ≤ cµ(r),

onde c > 1 não depende de r conforme observado no Caṕıtulo 6.
Logo, ω(r) = M(r)− µ(r) ≤ cµ(r)− µ(r) = (c− 1)µ(r).
Tomando o limite para r →∞, temos

0 ≤ lim
r→∞

ω(r) ≤ lim
r→∞

(c− 1)µ(r) = (c− 1) lim
r→∞

µ(r) = 0,

conforme desejávamos.

3. M(r) e µ(r) crescentes para r > r0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que lim

r→∞
M(r) = M , pois M(r) é

limitada. Desta forma, temos que M − u(x) > 0 é solução positiva de (1.1).
Podemos então, aplicar a Desigualdade de Harnack para esta função no anel
Ω = {x : r

2
< |x| < 2r} e no compacto Ω′ = {x : |x| = r}, concluindo que

max
|x|=r

(M − u(x)) ≤ c min
|x|=r

(M − u(x)),

M − µ(r) ≤ c(M −M(r)),

−µ(r) ≤ (c− 1)M − cM(r),

onde c > 1 não depende de r.
Logo,

ω(r) = M(r)− µ(r) ≤ M(r) + (c− 1)M − cM(r) = (c− 1)(M −M(r)).

Aplicando o limite para r →∞, temos

0 ≤ lim
r→∞

ω(r) ≤ lim
r→∞

(c− 1)(M −M(r)) = (c− 1) lim
r→∞

(M −M(r)) = 0,

ou seja, lim
r→∞

ω(r) = 0.

Note que, ω(r) → 0 implica em M(r) → µ(r) para r → +∞. Isto é,
max
|x|=r

u(x) → min
|x|=r

u(x) para r →∞. Logo, lim
|x|→∞

u(x) existe e o Teorema está

provado.

¤
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Corolário 7.2 Se u é uma solução em |x| > 1, então a oscilação de u em
|x| = r tende ou para 0 ou para ∞.

Prova: Sabemos que, para 1 < r < ∞, M(r) tem no máximo um mı́nimo
relativo e µ(r) tem no máximo um máximo relativo.

Se M(r) assume tal máximo em r = t e µ(r) assume tal mı́nimo em r = τ ,
então u é limitada, donde conclúımos, pelo Teorema 7.2, que a oscilação tende
para zero.

Se M(r) assume tal máximo em r = t e µ(r) assume tal mı́nimo em
r = ∞, então M(r) e µ(r) são decrescentes para r > t. Pelo ı́tem 2 do
Teorema 7.2, a oscilação tende para zero.

Se M(r) assume tal máximo em r = ∞ e µ(r) assume tal mı́nimo em
r = τ , então M(r) e µ(r) são crescentes para r > τ . Pelo ı́tem 3 do Teorema
7.2, a oscilação tende para zero.

Se M(r) assume tal máximo em r = ∞ e µ(r) assume tal mı́nimo em
r = ∞, então M(r) é crescente e µ(r) é decrescente em |x| > 1. Pelo
Teorema 7.1, a oscilação tende para infinito.

Portanto, a oscilação tende ou para zero ou para infinito.

¤
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Caṕıtulo 8

Superf́ıcies Mı́nimas

Uma questão de interesse em geometria é estudar as superf́ıcies de área
mı́nima. Como caso particular, podemos destacar as superf́ıcies mı́nimas que
são gráficos de funções definidas em um domı́nio Ω ⊂ Rn e que satisfazem
uma condição prescrita na fronteira ∂Ω. Mais precisamente, dada ϕ : ∂Ω →
R, procuramos f0 : Ω → R que minimiza o funcional área

A(f) =

∫

Ω

√
1 + ‖Df‖2 dx (8.1)

e tal que f = ϕ em ∂Ω. Suponhamos que exista uma função f0 ∈ W 1,2(Ω)
que minimize esta área. Com isso,

A(f0 + εφ) ≥ A(f0)

para toda φ ∈ C∞
0 (Ω) e ε pequeno.

Assim,

lim
ε→0+

A(f0 + εφ)− A(f0)

ε
=

= lim
ε→0+

∫
Ω

√
1 + ‖(Df0 + εφ)‖2dx− ∫

Ω

√
1 + ‖Df0‖2dx

ε

= lim
ε→0+

1

ε

[∫

Ω

√
1 + ‖Df0‖2 + 2ε 〈Df0, Dφ〉+ ε2‖Dφ‖ −

√
1 + ‖Df0‖2dx

]

= lim
ε→0+

1

ε

[∫

Ω

2ε 〈Df0, Dφ〉+ ε2‖Dφ‖√
1 + ‖Df0‖2 + 2εDf0 Dφ + ε2‖Dφ‖+

√
1 + ‖Df0‖2

dx

]

=

∫

Ω

Df0Dφ√
1 + ‖Df0‖2

dx ≥ 0.

Analogamente,
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lim
ε→0−

A(f0 + εφ)− A(f0)

ε
=

∫

Ω

〈Df0, Dφ〉√
1 + ‖Df‖2

dx ≤ 0.

Portanto,

∫

Ω

〈Df0, Dφ〉√
1 + ‖Df0‖2

dx = 0, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω). (8.2)

As soluções desta equação são anaĺıticas em Ω pela teoria clássica de regu-
laridade.

Sabemos que, para g : Rn → R e G : Rn → Rn diferenciáveis e Ω domı́nio
regular, valem:

div(gG) = g divG + 〈 Dg, G〉 (8.3)
∫

Ω

divG dx =

∫

∂Ω

〈G,n〉ds. (8.4)

Assim, utilizando (8.3), (8.4) e (8.2) para G = φ Df0√
1+‖Df‖2 e para φ ∈ C∞

0 (Ω),

obtemos:

0 =

∫

∂Ω

〈φ Df0√
1 + ‖Df0‖2

, n〉 ds =

∫

Ω

div

(
φ

Df0√
1 + ‖Df0‖2

)
dx

=

∫

Ω

φ div

(
Df0√

1 + ‖Df0‖2

)
dx +

∫

Ω

〈 Dφ,
Df0√

1 + ‖Df0‖2
〉 dx

=

∫

Ω

φ div

(
Df0√

1 + ‖Df0‖2

)
dx.

Como vale a igualdade acima para qualquer φ ∈ C∞
0 (Ω), temos

div

(
Df0√

1 + ‖Df0‖2

)
= 0. (8.5)

Reescrevendo a equação (8.5) utilizando a definição de divergente de uma
função, encontramos:

n∑
i=1

∂

∂xi

(
fxi

W

)
= 0, (8.6)

onde W =
√

1 + ‖Df0‖2.
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Conclúımos que, se f0 minimiza o funcional (8.1), então f0 satisfaz a equação
(8.6).

Para provarmos o próximo teorema vamos supor que a função z = f(x),
que minimiza a área em |x| > 1, seja dada e vamos analisar como se comporta
o seu gráfico próximo ao infinito.

Teorema 8.1 Se z = f(x) é solução da equação (8.6) para |x| > 1 e ‖Df‖ <
B para |x| > 1, então

lim
|x|→∞

fxk
(x) = ak, para k = 1, 2, ..., n existe.

Prova: Seja z = f(x) solução da equação (8.6) para |x| > 1, tal que ‖Df‖ <
B para |x| > 1.

Para k ∈ {1, 2, ..., n} fixo, podemos derivar a equação (8.6) em relação a
variável xk. Obtendo as seguintes equações:

∂

∂xk

[
n∑

i=1

∂

∂xi

(
fxi

W

)]
= 0

n∑
i=1

∂

∂xi

[
∂

∂xk

(
fxi

W

)]
= 0

n∑
i=1

∂

∂xi

[
fxixk

W − fxi
Wxk

W 2

]
= 0.

Note que,

Wxk
=

∂

∂xk

(
√

1 + ‖Df‖2) =
〈 Df, Dfxk

〉
W

=
1

W

n∑
j=1

fxj
fxkxj

.

Assim,

n∑
i=1

∂

∂xi

[
fxixk

W

W 2
− fxi

W 3

n∑
j=i

fxj
fxkxj

]
= 0

n∑
i=1

∂

∂xi

[
1

W

n∑
j=1

fxjxk
δij − 1

W 3

n∑
j=i

fxi
fxj

fxkxj

]
= 0

n∑
i=1

n∑
j=1

∂

∂xi

[
fxjxk

δij

W
− fxi

fxj
fxkxj

W 3

]
= 0

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[(
δij

W
− fxi

fxj

W 3

)
fxkxj

]
= 0.
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Para Aij =
(

δij

W
− fxifxj

W 3

)
e u = fxk

, temos que

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[
Aij

∂u

∂xj

]
= 0. (8.7)

Portanto, a função u = fxk
é solução de uma equação diferencial parcial da

forma (1.1). Para que esta equação seja uniformemente eĺıptica, precisamos
mostrar que existem λ, Λ > 0 tais que

λ‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ Λ‖x‖2,

onde A = (Aij).

Afirmação: 1
W 3‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ 1

W
‖x‖2.

De fato,

〈Ax, x〉 =
n∑

i,j=1

〈
(

δij

W
− fxi

fxj

W 3

)
x, x〉

=
n∑

i,j=1

[(
δij

W
− fxi

fxj

W 3

)
xixj

]

=
n∑

i,j=1

[(
δij

W

)
xixj

]
−

n∑
i,j=1

[(
fxi

fxj

W 3

)
xixj

]

=
n∑

i,j=1

[(
δij

W

)
xixj

]
− 1

W 3

n∑
i=1

fxi
xi

n∑
j=1

fxj
xj

=
1

W

n∑
i=1

x2
i −

1

W 3
(〈x,Df〉)2

=
1

W
‖x‖2 − 1

W 3
(〈x,Df〉)2.

Observamos que (〈x,Df〉)2 ≥ 0 e (〈x,Df〉)2 ≤ ‖x‖2‖Df‖2.
Assim,

〈Ax, x〉 ≤ 1

W
‖x‖2

e

〈Ax, x〉 ≥ 1

W
‖x‖2 − 1

W 3
‖x‖2‖Df‖2 =

1

W 3
‖x‖2.

Portanto, provamos que

1

W 3
‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ 1

W
‖x‖2. (8.8)
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Note que, para x = Df vale a igualdade 〈Ax, x〉 = 1
W 3‖x‖2 e para qual-

quer x⊥Df , vale a igualdade 1
W
‖x‖2 = 〈Ax, x〉. Portanto, mostramos que a

equação (8.7) é uma equação uniformemente eĺıptica para Λ = 1
W

e λ = 1
W 3 ,

e estes são autovalores de A.
Com isso, provamos que se f é uma superf́ıcie mı́nima em |x| > 1, com

‖Df‖ limitado, a função u = fxk
é solução de uma equação uniformemente

eĺıptica e pelo Teorema 7.2, temos que

lim
|x|→∞

u(x) = lim
|x|→∞

fxk
(x) = ak constante.

¤

Deste teorema resulta que a superf́ıcie mı́nima para uma região da forma
|x| > 1 se aproxima de um plano quando |x| → ∞.

Corolário 8.1 Se f(x) está definida para todo x e ‖Df‖ < B em |x| > 1,
então f(x) é linear, isto é, representa um hiperplano n-dimensional.

Prova: Temos que ‖Df‖ é limitada em |x| > 1. Disto, |fxk
| também é

limitada em |x| > 1, pois |fxk
| ≤ ‖Df‖. A função f é solução, logo Df é

cont́ınua. Como |x| ≤ 1 é compacto, Df é limitada para |x| ≤ 1. Usando
isto e a hipótese, Df é limitada em Rn. O mesmo para fxk

.
Na demonstração do Teorema (8.1), provamos que fxk

é solução de uma
equação eĺıptica em todo o espaço. Pelo corolário (7.1) aplicado a fxk

, ou a
oscilação de fxk

cresce ou fxk
é constante. Sendo fxk

limitada, conclúımos
que fxk

é constante.
Logo, Df é constante e f é linear, representando um hiperplano n-

dimensional.

¤
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APÊNDICE

Teorema A.1 Seja u(x) integrável no cubo Q e suponhamos que exista uma
constante ζ tal que para todo Q′ ⊂ Q temos,

1

m(Q′)

∫

Q′
|u− (u)Q′ | dx ≤ ζ,

onde (u)Q′ é a média de u sobre Q′. Então, se Sσ é o conjunto dos pontos
onde |u− (u)Q| > σ, a medida m(Sσ) satisfaz

m(Sσ) ≤ A

ζ

∫

Q

|u− (u)Q| dx · e−ασζ−1

para
σ

ζ
≥ a,

onde A ≤ 1, α, a são constantes positivas dependendo somente da dimensão
n. Sendo m(Sσ) ≤ m(Q) segue que

m(Sσ) ≤ eαae−ασζ−1

m(Q) para σ > 0.

Como conseqüência,

∫

Q

eαζ−1|u−(u)Q| dx ≤
(

α

α− β
+ eαβ

)
m(Q).
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