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NOTACAO

((n) é a série Zeta de Riemann

L(n) é a série L de Dirichlet

IT,, é o politopo em R"

Vol(I1,,) é o volume do politopo I,

T" é a composicao do operador T' consigo mesmo, n vezes

L? (O, g) = {f : <0, g) — R : f é integravel a Lebesgue e

Aguuﬂ%x<a%

(.,.) representa o produto interno em L? (O, 5)

tr(T) é o trago do operador T’
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos trés métodos distintos provando que S(n) =
+00

Z (4k 4+ 1)~ é um multiplo racional de 7" para todos os inteiros n = 1,2,3,. ..

k=—00
O primeiro utiliza a teoria das fungao analiticas e fungoes geradoras. No segundo

reduzimos o problema, via mudanga de varidvel devida a E. Calabi, ao célculo do
volume de certos politopos em R" enquanto que no terceiro usamos a teoria dos
operadores integrais compactos. Cada um dos métodos tem um interesse intrinsico

e estd sujeito a generalizacoes para aplicagoes em novas situagoes.
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ABSTRACT

In this work we present three different methods to show that S(n) =
+oo

Z (4k + 1)™" is a rational multiple of 7" for all integers n = 1,2,3,.... The

k=—o00
first uses analytic function theory and generating functions. The second relates the

problem, via a change of variables due to E. Calabi, to the volume of a certain
polytope in R™ while the third uses the theory of compact integral operators. Each
of these methods has its own interest and is subject to generalizations as well as

applications to different situations.



1 INTRODUCAO

Nesta dissertacao é mostrado que a série

“+o0o
Stn)= ) (k+1)™",
k=—oc0
comn =1,2,3,4, ... é um miltiplo racional de 7" conforme o artigo de Noam D.

Elkies [9].

A série acima tem uma relacao estreita com a série Zeta de Riemann
que é dada por

k=1
comn = 2,4,6, ...easérie L de Dirichlet (definida por Lejeune Dirichlet em 1837),

mais especificamente por

o0

Z Rk +1)"

k=0

comn =3,5,7, ...

Tal relagao é dada por (conforme veremos no Capitulo 2):

1—-2"")((n) sen épar
sy = | =20 senen .

L(n) se n é impar.
De acordo com Boyer, em 1748, Leonard Euler publicou o tratado Intro-
ductio in Analysin Infinitorum em dois volumes. O primeiro volume do Introductio

versa sobre processos infinitos, em particular, apresenta iniimeras séries infinitas.

Um dos notéveis resultados de Euler é a soma dos reciprocos dos quadra-

dos perfeitos



A questao sobre a soma desta série comeca numa carta de 1673 de Ol-
denburg a Leibniz indagando sobre a soma dessa série, a qual Leibniz nao respondeu.
Em 1689 Jacques Bernoulli confessou sua incapacidade de achar a tal soma. No
entanto, Euler conseguiu resolver este problema e sua idéia parte da série de Taylor

para O seno

2 22 7

seng =z — —+ —— — + ...

3l 507!
Fazendo uma generalizacao nao rigorosa das propriedades dos zeros de fungoes poli-
nomiais para os zeros de fungoes analiticas, Euler pensou em senz = 0 como uma

expansao polinomial infinita, isto é,

Da teoria das equagoes algebricas sabemos que se o termo constante é 1, a soma dos

. , 1
reciprocos das raizes é o oposto do coeficiente do termo linear, neste caso 3 Além

disto, senz = 0 = 2z = km, k € Z. Logo w = k*>m2, k € Z. Assim,

ou seja,

Tal resultado parece datar de 1736 e mais tarde ele publicou a soma dos reciprocos
de outras poténcias de inteiros. De acordo com Edwards [8], Euler estabeleceu em
[10] a relacao

(2m)*" (=1)"*' Bay

Clon) = g

onde B,, sao os numeros de Bernoulli que sao definidos por:

(0.)
T
e —1 n! =~

n=0




n—1
, 1 n+1
E facil provar que B, satisfazem By =1 e que B, = T ( )Bk pois
n k
k=0

substituindo a série de e® obtemos:

o0 oo
> () 2 (7)==
k=1 1=
Entre as relagoes notaveis da anélise e a teoria de niimeros Euler mostrou

1 1
que a divergéncia da série harmonica 1 + — 4+ = + ... implica o teorema de Euclides

2 3

sobre a existéncia de infinitos primos.

Uma conexao profunda entre os niimeros primos e a série Zeta é obtida

através da funcao Zeta definida por:

— 1
C(S) = ZEv
k=1
com s € R, s> 1.

Euler definiu esta fungao no artigo Comm. Acad. Sci. Petrop., 9, 88-160, no ano de

1737. Entre as notaveis propriedades desta funcao, Euler provou que

1 1 1 1
= X X X X ...,
1—2-s 1—-3"s 1—-5—s 1—-7"3

¢(s)

isto é,

=11 -

p primo

O valor de ((s) para s fmpar é ainda um problema em aberto, por
exemplo, somente em 1979 foi provado que ((3) é um nimero irracional, ref. [1] e

[3]. Por outro lado, os valores de ((s) para s par sao conhecidos desde os tempos de

Euler.

Tal fungao, ((s) quando definida para s € C é conhecida por funcao

Zeta de Riemann em homenagem ao matematico que definiu a fungao Zeta para os



numeros complexos. Entre alguns problemas estudados por Riemann, destacamos o
da hipétese de que todos os zeros da funcao Zeta na faixa 0 < z < 1 estao na linha

T=50 qual, é ainda um problema em aberto.

Atualmente, apesar de a funcao Zeta ter sido definida originalmente

por Euler, ela é conhecida por funcao Zeta de Riemann.

A dissertacgao esta dividida em quatro capitulos:

No capitulo 2, provamos a relagao apresentada em (1.1) entre S(n) e as
séries Zeta de Riemann e L de Dirichlet. Em seguida provamos que S(n) é miltiplo

de ™ com o auxilio da teoria de funcoes analiticas.

No capitulo 3, definimos politopos e apresentamos algumas propriedades
elementares. Uma mudanca de variaveis, atribuida a E. Calabi, reduz o problema
original ao calculo do volume de um politopo em R"™, que mostramos diretamente

ser um multiplo de 7.

No capitulo 4, associamos o volume do politopo II,, ao traco das poténcias
T™ de um operador integral 7', isto é, mostramos que S(n) = tr(|T"|) para um T

apropriado.

Para manter o trabalho completo, incluimos em um apéndice alguns
resultados classicos de analise real bem como de operadores lineares em espacos de

Hilbert.



2 FUNCOES GERADORAS

A seguinte soma

k 1 +o0 1
S(n) = li — —_— 2.1
(n) = Jim e (4k + 1) ;OO (4k + 1) (2.1)
¢ um multiplo racional de 7™ para todos os inteiros n = 1,2, 3,4, ... para os quais a

soma converge absolutamente. Isto é equivalente a dizer que quando n é par, n > 2

=3+ 2.2

k=1

¢ multiplo racional de 7" e quando n é impar, n > 3

L) =3 <(_—1>k (2.3)

também é multiplo racional de 7".

De fato, pois

(1—i>§“(n) se n é par

L(n) se n é fmpar.

Assim, devemos mostrar que



[e.o]

1
Stn) = Jim 8 =3 5y
ou seja,
Loy L
—~ (2s+1)" —t (4k + 1)n

Para mostrar a igualdade acima, utilizamos o seguinte lema:

Lema 2.1. Dado m € N, m impar, existe k € Z tal que m = |4k + 1].

A partir do lema acima concluimos que as duas séries sao iguais.
O

Agora vamos mostrar que para n impar, S(n) dada em (2.1) é igual a

Z 2k+1

k:0

Devemos mostrar que

I UL S I 2.4
P (2k + 1)» el (4k + 1) ’

(=DF

Suponhamos k par em Z W Seja k = 2t. Logo,

;2154—1 22215—1- 2425—1—1

t=0 t=0

que corresponde a k > 0 em S(n).

(=DF

Suponhamos k£ impar em Z Sejak =2t -1, t > 1. Logo,

o= 0 (2k+ 1)
02k:+ — 2t—1 — 4t—1
Fazendo a mudancga de variavel, t= —j temos:

S I W o BN O R~ S
D MY ey i DY e er T SYerEa )

t=1 j=—1 j=—1



pois n é fmpar, o que corresponde a k < 0 em S(n). Assim mostramos que a

igualdade em (2.4) é verdadeira.

O

A primeira prova que abordaremos neste trabalho, da racionalidade de

7 "S(n), a qual é considerada uma demonstragao padrao, é via funcao geradora.

Seja
o) 00 o0 1
G(z) = ;S(n)z" = ; (k; m) 2", (2.5)

na qual a soma interna é tomada nas ordens k =0,—1,1,—2,2,-3,3, ...

Queremos mostrar que a série de poténcias que representa G(z) con-

verge para todo z tal que |z| < 1.

o] +o0
1
Seja G(z) = ZS(n)z", onde S(n) = Z R Primeiramente
n=1 k=—00

mostraremos que os S(n) sao limitados.
i) Para n = 1, temos que S(1) é uma série alternada condicionalmente convergente.

ii) Para n > 2, S(n) é absolutamente convergente, pois

1 - 1 - 1
A+ 1 TR S R

|4k + 1] > |k|, k € Z = |4k + 1|" > |k|" =
1
Assim, |S(n)| < Z 72 due converge. Logo os S(n) s@o limitados.
K

Observando novamente G(z), vemos que esta é uma série de poténcias

e seu raio de convergeéncia ¢ dado por

R™! =limsup {/|S(n)]| .

Como S(n) é limitado, temos |S(n)] < k = ¥/]S(n)| < Vk. Assim,

limsup {/[S(n)| < lim Vk =1,

n—oo n—oo



loco R!'<1=R>1

Portanto a série converge no intervalo (—1,1). Além disso, temos que
G/(z) converge uniforme e absolutamente dentro de qualquer circulo de raio R < 1

centrado na origem.

Como S(n) é absolutamente convergente para n > 2, (pelo teorema A.1

do apéndice) podemos trocar a ordem dos somatérios em (2.5).

Assim, obtemos:

G(z) = f (:1 ﬁ) (2.6)

k=—o00

Mas, utilizando a série geométrica temos que

i z n_ z
dk+1)  4dk+1-—2z"

n=1

+00
z
LOgO, G(Z) = Z m .

Vamos mostrar que G(z) também ¢ igual a

Sejam G1(z) = ;mm e Go(z) = %(sec (%) +tg (%)) :

Mostraremos que G(z) = Ga(z), Vz € C. Neste caso z Gi(z) =
z G5(z) e, assim, em particular
+oo

Tz Tz Tz VA
= 2N 4 (-)) - _: <1,
4<Sec(2>+g 2 kz 1=y Pl

=—o00

Vamos mostrar que a série em G (z) converge uniformemente para cada

z contido num conjunto compacto C' C Ccom CN{z € C:z=4k+1, k€ Z} = .



Temos,
1 B 1 L z
(4k+1—2) (4k+1) (@E+1)(4k+1—2)
+o00o
Como a série Z ; _ entao precisamos nos preocupar somente com a
= (4k + 1) 4
série
+o00 5
. 2.7
k_z_:oo (4k+1)(dk+1—2) (27)

Temos que IM > 0 tal que |z| < M para z € C.

Logo |z — (4k + 1)| > |4k + 1| — |z| > |4k + 1| — M e para indices k grandes, isto é,
|k| > N para um certo N adequado temos |4k + 1| — M > |k|.

Agora o conjunto {4k + 1, k € Z} pode ser dividido em dois subconjuntos:
Ay ={4k+1, k€Z:|k|<N}eAy={4k+1, k€ Z: |k| > N}.

A série (2.7) com indices k em A; ¢é finita, pois temos um nimero finito de termos.

Para esta mesma série com indices k em A, observemos que

z < M <M
(4k +1)(4dk +1—2)| = |4k + 1||k| — k>

M
Como Z 2 é convergente entao pelo teste de Weierstrass a série (2.7) converge
k
uniformemente. Portanto G(z) também converge uniformemente em C.

As singularidades de G1(z) sao os pontos da forma z =4k + 1, k € Z,
isto é , z € {1,-3,5,—-7,9,—11,13,--- }.

Para G5(z) temos que,

ot2-3 ) - )

2

Como (G5 é um quociente de funcoes analiticas temos que os pontos candidatos as

singularidades satisfazem a



10

cos (%) — 0o 2=+2n—1),neN,isto 6, » € {£1,£3,45,---}.

Os pontos que exigem uma anélise mais detalhada sao aqueles onde
T2 L
1—|—Sen<7> —0o2=4k—1, k€D, isto 6, » € {~1,3,-5,7,—9,11, ~13,- - }.

Tz T 2
Assim, temos que os pontos onde 1 + sen(T) =0 e cos (7> = 0 tem a forma
z =4k—1,k € Z. Mas, nestes pontos Gs(z) é analitica pois para cada circunferéncia

c. de raio € > 0 suficientemente pequeno e centrada em z = 4k — 1,k € Z temos:

/ Go(2) dz = 27i Resq—1(Ga),

onde Resy,—1(Ga) é o residuo de Ga(z) em 4k — 1 (veja teorema 67 na pégina 147

do Churchill [7]).

Por outro lado,

() = %( 1ﬂ)) +%<Sen<%>) = Bi(2) + By(2) .

cos(’5 cos(%5%)

Assim tanto Bi(z) quanto Bs(z) sdo quocientes de fungoes analiticas onde o nume-
rador nao se anula em 4k — 1, o denominador se anula e a derivada do denominador

nao se anula, entao
1 —1
R684k_1(G2) = R€S4k_1(Bl) + R€S4k_1(Bz) = 5 + (—) = 0,
(veja pagina 152 do Churchill [7]).
Logo / Go(2) dz = 0. Assim z = 4k — 1 é singularidade removivel de Ga(2).

Portanto GG; e G5 sao analiticas em C com excessao dos pontos da forma

z=4k+1, ke Z

Nestes pontos a singularidade é um polo simples e seu residuo é dado

por:

Resy1(G2) = —1 (veja pagina 152 do Churchill [7]).
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Para G1(z) observemos que ¢(2) = (z —(4k+1)) G1(z) é analitica em 4k+1, k € Z,

assim (G; tem um pdlo simples em 4k + 1 e seu residuo neste pélo é dado por

lim (z— (4k 4+ 1)) G1(2) = —1 (veja pagina 151 do Churchill [7]).

z—4k+1
Desta forma H(z) = G1(z) — G2(z) ¢é analitica Vz € C, pois os pontos

da forma z = 4k + 1, k € Z sao singularidades removiveis de H(z).

Além disto, temos que Ga(z 4+ 4) = G(2)

+oo +oo
z z

Gi(z+4) = kz 4k+1_(2+4):k2004(k—1)—|—1—z

=—00 =—

1 1 1 1

—3—z+—7—z 11—z —=11—-=z2
—+o0

Z
- kz mrios Gk

=—00

Assim, H(z) é periédica de periodo 4.

Mostraremos agora que H'(z) = 0 e com isto H(z) é constante.

Temos que
#0= Y it e (5) e (5) w2 ()

Como H ¢ inteira e peridédica de periodo 4 entao H' também é.

Consideremos = € [0,4] e |y| > 10, entao para |k| > 1, k € Z e

z = x + 1y temos:
|(4k+1) =2 = |4k +1—2)+i(—y)|* = 4k + 1 —x)* + ¢*.
Mas, [4k +1 — x| > ||4k + 1| — |z|| > (|k| — 1) pois,

22— 2(4k 4+ D)a + (4k +1)2 — (|k| — 1)2 > 0.
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1 1
< .
[(4k +1) — 2|2 = ([k] = 1)* + ¢

Assim,

O lado direito da inequacao acima pode ser reescrito como:

1 1
= . (2.8)
(K= 12+ 9% (k] = 1) + 923 (] = 1)> +¢?)3
Mas (|k] — 1)2 +4* > y? = ((Jk] = 1)* +¢?)5 > y3.
1 1-— 1
Sejace R, 0<c< —entao 0 < \/E< +\/E<2.
4 1—c¢ 1—c¢
Logo, (1 — c)k* —2|k| +1 >0, Vk € Z, |k| > 1. De onde temos
([ = 12 > ck? = ((Jk] = 1)2 +¢?)5 > erks.
Portanto, usando a equacao (2.8), temos que
1 1
< 2 1
[(4k +1) = 2|2 7 y3 ¢y ks
+00 1
Logo a série kZOO (1) = 22 converge
e
+00 1
li =0. 2.9
e 2 (kT 1) =2 (2.9)
Além disto,
2
s S () (e (E) 0w

pois fazendo z = x + iy e calculando a norma na equagao acima obtemos

\/sen2(%) + senh?(%) + 2sen(Z2) cosh(Z) + 1

‘sec2 (WZ) (sen<7m> —i—l)‘ = 2
2 2 cos?(ZE) + senh®(%¥)
. m . Yy P ‘
Como lim senh(—) = lim |cosh (—)‘ = 00, apos alguns célculos, temos a
y—too 2 y—+oo 2

equagao (2.10).

Provamos assim que, H'(z) é limitada para 0 < x <4 e |y| > 10. Como
H’ é continua no compacto 0 < x < 4 e |y| < 10, portanto limitada, concluimos que

H’ ¢é limitada na faixa 0 < x < 4. Como ela é periédica obtemos que H’ é limitada
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em C. Assim, de acordo com o teorema de Liouville concluimos que H' é constante,
e, de acordo com (2.9) e (2.10), obtemos que H'(z) = 0. Portanto, H(z) é constante
em z € C. Mas, H(0) =0 e, assim, G1(z) = Ga(2), V z € C.

Como o desenvolvimento em série de Taylor das fungoes seno e cosseno
possuem coeficientes que sao niimeros racionais, a relagao senz = tgz cos z implica o
mesmo para os coeficientes da tangente. O raciocinio andlogo mostra que a série da

secante também possuem coeficientes racionais. Assim fazendo o desenvolvimento
Tz

Tz
em série de Taylor para as fungoes sec (—) e tg( 5

5 ) para obtermos a série de

Taylor para G(z) obtemos que,

<7rz> 14 1 <7TZ>2+ 5 (77'2)4+ 61 <7rz>6+ ’ ‘< T
sec (— | = (== ~ (Z= i et _
9 2\ 2 24 \ 2 720 \ 2 PIE s e
; <7rz> 7rz+ 1 <7rz>3+ 2 <772)5+ 17 (nz>7+ | |< T

TeN_ 1t~ 2 (1= Z (= — (== ozl < =
&\ 2 "3\ 15 \ 2 315 \ 2 ’ 2

Substituindo em G(z), obtemos:

et = (e (3) v (3)

n N 1 (nz)° N 1 (m2)* 5 (m2)°
4 23 2 24 3 2 24 26

™

2

+..5 2] <

Obtemos assim, duas expressoes para a série de Taylor de G(z) em
torno de z = 0 e dentro de (—1,1), uma dada acima e a outra dada em (2.5). Como

a série de Taylor é uinica obtemos que as expansoes em série de Taylor devem ser
+o0 1

iguais, e assim S(n) = Z m

k=—o00

¢ um maultiplo racional de 7".
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3 A MUDANCA DE VARIAVEIS DE E.
CALABI

Neste capitulo, relacionamos S(n) e o volume de uma certa regiao em
R™ usando apenas a féormula de mudanca de variaveis de integrais multiplas, sugerida

por E. Calabi.

Inicialmente mostraremos que tal relacao é valida para n = 2, isto é,
provaremos que S(2) corresponde a area do triangulo retangulo isésceles dado por

{(u,v)ER:u,v>0, u+v<g}.

Vimos anteriormente que, para n par

1 N 1 1

(-3 =-(- P E g T e

() ( o) ¢() 3) 2 7o 2k + 1)
k=1 k=0
Para n = 2, temos que
5@ =(1-) Z - Z o
k? - (2k +1)%°
1 1 pl

Vamos escrever cada termo da série Z m como /0 /0 (xy)%dacdy, pois, de

fato, resolvendo a integral abaixo, temos que

1 1
1
Hdrdy = ————.
/O/O(xy) " = S e

Logo podemos reescrever a série da seguinte forma:

2k 1) Z/ / ry)* dudy,

o0

O

ou seja,

N 1 /1 /li 2k

Z— = (xy)*dxdy. (3.1)
—~(2k+1) Jo Jo =

0

Utilizando a série geométrica obtemos:

1
2k
E = — 0< < 1.
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Voltando & equagao (3.1) temos:

dr d
2k’—i— //1—q:y vy

Note que em x = y = 1 a série nao converge, pois

o)

OM

Sl = Y=Y 100
k=0 k=0 k=0
Definindo
—— se 0<z,y<1
flay) =< 1—(2y)?
0 se v =y=1,
segue que

/Ol/olﬁdxdy:/ol/olf(x,y)dxdy. (3.2)

Salientamos que o ponto (1,1) tem medida zero e assim nao interfere no valor da

integral.

Pelo Teorema da Mudanca de Varidvel temos que:

/01 /Olf(x,y)dm dy —/ . f(x(u,v),y(u,v)) J du dv.

A mudanga de varidveis de Calabi é dada por:

o sen y— sen v (3.3)
cos v cos u
Assim,
o ox
ou Ov
J =
9y 9
ou Ov

Calculando o determinante da matriz jacobiana J temos:

2 2

(sen v)*(sen u)

J=1-

(cos u)?(cos v)?"
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Voltando em (3.2) e aplicando a mudanga de varidveis, segue que

sen USGH u

1 _
bt 1 do dy  — cos? u cos® v > du dv
o Jo 1— (J;y)2 Y , sen U sen v)

COS vV COS U

= //1dudv.

dxr dy da férmula (3.2), transforma-se em 1 du dv,

Assim o integrando ( B

Ty

e a regiao de 1ntegraca0 {(z,y) € R?* : 0 < x,y < 1} corresponde ao triangulo
T

retangulo isésceles R’ = {(u,v) ER?:uv >0 utov< 5}, como podemos

verificar facilmente.

Agora, calculando a area do triangulo retangulo isosceles dado por

{(u v) ER?:u,v >0, utv < 2},temosquesuaéreaéiguala%.

Assim, S(2 // dacdy—// Vdudo ==
1—a:y /

Concluimos entao que, para n = 2 a correspondéncia feita anterior-

mente é vélida.
Mostraremos que esta correspondéncia também vale paran = 3,4, 5,

Em primeiro lugar vamos definir o politopo II,, e listar algumas pro-

priedades.

Definicao 3.1. O politopo 11,, é definido como a regiao em R™ dada por:

T
Hn: {(ul,UQ,...,Un) G]R":ui>0, Ui"'ui—l—l < —,

S (1<i< n)} (3.4)

onde 0s u; sao indexados ciclicamente modulo n, assim Uy, = Uq.
Em seguida veremos algumas defini¢oes e observagoes relativas ao poli-
topo II,, que serao utilizadas na demonstra¢ao do Corolario (3.1) adiante.

Definig¢ao 3.2. (Faces do politopo)

Uma face do politopo 11,, é um conjunto de pontos dado pela intersecao do fecho de
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I1,, com um dos hiperplanos da forma: u; = 0, com 1 < i < n ou u; + Uiy, = 5
T

1<i:<n—-1 0uu1+un:§.
Definicao 3.3. (Vértices do politopo)

Um vértice do politopo 11,, é um ponto em R™ que é comum a duas ou mais faces

sem haver outros pontos em comum a estas faces.

Definigao 3.4. (Simplezo)
Um simplezo K dimensional em R™ com 1 < k < n € um poliedro convexo com k+1

vértices linearmente independentes.

Observacao 3.1. Um simplezo € a generalizagao para R™ de triangulos e tetraedros
de R? e R3.

Os seguintes resultados, cuja demonstracao pode ser vista em [5], estabelecem algu-
mas relagoes entre simplexos e politopos.

Proposigao 3.1. Qualquer politopo pode ser particionado em simplexos.

Observacao 3.2. Tal resultado é a generalizagao natural de que qualquer poligono

pode ser particionado em triangulos e um poliedro pode ser particionado em tetrae-

dros.
Proposicao 3.2. O volume de um simplexo S cujos vértices sao: vy, vy, ..., v, €
|det W.det W?|
Vol(S) = v ,
n!
onde W é a matriz cujas linhas sao: w; = vy — vy, Wy = Vg — Vg, ..., Wy = Uy — Vg

e Wt é a matriz transposta.

A transformacao de Calabi em n-dimensoes é dada por

sen uy sen g sen Uy, _1 sen U,
T = = y e Ty =—————, T, = ) (3.5)
COS Us COS U3 COS Uy, COS U1

Algumas de suas propriedades sao estabelecidas nos dois lemas abaixo:
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Lema 3.1. O determinante jacobiano da transformacao dada em (3.5) €

O(x1, 29, ..., Ty)

=14 (2129 ... T,)%,
O(uq, ug, ..., uy) (21 > )

usamos o sinal — quando n € par.

Demonstragao:
3 Z;
As derivadas parciais (z:) sao dadas por:
O(u;)
( COS U; . .
sei =]
COS Uj+1
8(%) sen u; sen U;1 . .
9 = 5 se j=1+1 modn
(u5) CO8? U1
0 em outro caso.
\

A matriz jacobiana (A) é dada por:

[ dn On O, Om ]
ouy Ouy Oup_1  Ouy,
Oz, Omp Oy Oz
ouy Ouy OUp_1  Ouy,
A:
al’n,1 31’”,1 8xnfl (9.35”,1
ouy Ous Op_1  Ouy,
oz, oz, or,, Oxy,
L 8u1 31@ 8un_1 ﬁun _

Substituindo os elementos da matriz A pelos valores numéricos correspondentes,

temos:
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COS U senu.Sents
5 0 0 0
COS Us cOos? Uy
COS Uy Senuy.Sens
0 — — 0 0
COS U3 cos? us
A= 0 0 0 0 0
COS Up—1  SENUy,_1.SENUy,
0 0 0 5
COS Uy, Cos? Uy,
Sen,.Sent COS Uy,
— 0 0 .. 0 il
cos? uy COS U

Calculando o determinante da matriz A, usando o Teorema de Laplace,

2 2 2
sen“u;  sen‘us sen‘u,
det A=1+(=1)"" x 5 S X X

cos?uy  C€OSs? us cos? uq

logo,

det A=1+ (=1 [
=1

O
Lema 3.2. A transformac¢ao dada em (3.5) leva bijetivamente o politopo 11, no cubo
unitdrio aberto (0,1)".
Demonstragao:

Seja u = (uq, ..., uy,) no politopo II,,, logo os u; sao positivos e

™ . ™ ~
ui+u,~+1<§, 1§z§n—1eu1+un<§entao

™

senu; sen (G — Uiy1)

COS Ujtq COS Uit

us s

_ SeDF COS Upyy —SCMUpny COST _ COSUipn _
COS Uiy COS Ujt1 '
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Logo, 0 < x; < 1. Assim, z = (z1,...,x,) estd no cubo unitario aberto.

Nos resta mostrar que dado arbitrariamente x no cubo unitario aberto,

existe uma tunica n-upla (ug, us, ..., u,) em I, que satisfaz (3.5).

Por (3.5) temos:

sen sen s sen U,_1 sen 1,
Ty=———, Ty=—", ... | Dpg=———) Iy=—0.
COS Us CoS Us COS Uy, cos U
sen
Como 1 = ——— = 1 €OS Uy = sen u; = u; = arcsen (r; Cos uUs).

COoS Us

Logo, reescrevendo a equagao (3.5),
Uy = fo(u2), w2 = for(us), oo o1 = fo ) (Un),  un = fo, ()
onde f,(u) = arcsen (x cos u), com 0 < x < 1.
A funcao acima vai do intervalo (0, g) em si mesmo, pois para f,(u) = arcsen (z cos u),
O<u<g:>0<cos u<l e O<z<l=0<zcosu<l.

Assim, 0 < arcsen (z cos u) <

e

Além disso, como f,(u) = arcsen (x cos u), temos que

0 1
— fe(u) = —x sen u).
ou =) \/1—x2cosgu< )
Entao,
0 1 T sen u
‘—fx(u)) = ‘ (—xsenu)| = :
ou V1 — 22 cos?u V1 — 22 cos? u
Mas,
xsen Tsen u xsen u x sen u
V1i—22cos2 u Vz2—2ax2 cos2 u  xV1—cos? u Tsenu
Portanto,

’%fx(u)) <1,Vue (O,g).

T
Parau=0ecu= 5 temos:
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0520 = [ =remal = [ =l =0 <
€

—z sen(3)
et (5| = | e | = [l = <1

2

0
Assim, a—fx(u)‘ <1l,Vue [0, g] Logo cada f,, é contragao no intervalo [O, g},
w

. s
pois para uy, us € |0, 5 temos:

Fuln) = ) = 5 () m — ).

Assim,

) = alun)] = | Fol©)]fn —

S M]ul—u2|,

‘(‘M )<1'

onde M = max ¢

Pelo teorema do ponto fixo para contragoes (teorema A.2 do apéndice), temos que
cada f,, que é uma contragao, e portanto, possui um tnico ponto fixo no intervalo

T
[0, 5] Este ponto nao pode ser um ponto final do intervalo, visto que

fx(g) — arcsen <a: cos (g)) —0

f2(0) = arcsen (z cos 0) = arcsen x # 0, pois = € (0,1).

Mostraremos agora que a composta de contracoes também é uma con-

tracao.
Para o caso de duas contracoes f e g, com u,v € R, temos:
|f(u) —g()| <|u—v[ e [g(u) —g(v)| <|u—0v]

Mas,
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|(fog)(u) = (fog)(v)| = [f(g(u)) = f(g())] <lg(u) — g(v)| < |u—wv].
Portanto, f o g também é contracao.
Por indugao, verificamos que a composta de n contracoes também ¢é contragao.

Entao, dado x4, ..., x, temos que existe um unico ¢ que é ponto fixo da

fungao f,, 0...0 f,,isto &, (fy, 0...0 f, )(t) =t.

O

O seguinte resultado relaciona o volume do politopo II,, com a soma

S(n).

Teorema 3.1. O volume do politopo 11,, € S(n) para todo n > 2.

Demonstragao:

Aplicando a transformagao de Calabi (3.5) na integral definindo o volume de II,

temos

1 1
1
Vol(l_[n):/.../ lduy ... dun:/o /0 TE (@5 dxy ...dx,.

Mas,
! 1 1 1 1 oo . )
“ .. diL‘...diCn = /.../ _171 m...andl...'dxn.
/0 /() 1i($1...xn)2 ! 0 0 Z( ) ( 1 ) 1

i (3.6)

1 o0
Devemos verificar que & (o) = %(—1)%@1 oy
i) Para n par

Z(—l)”k(fvl o) =14 (2wt (@)t (2. 2,)0 L que é uma

k=0
1

—(z1...2p)

PG de razao (x ...1,)?* cuja soma é

ii) Para n fmpar
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Z(—l)”k(ml ez = 1 (D) (2 wn)? (=) (2 m,) L que 6 uma
k=0

1
PG de razao (—1)"(z; ... ,)?, cuja soma ¢ R r——y
1 oo
Logo, ENCTNE = kz:;(—l)”k(xl ... 1,)** e a igualdade (3.6) é verdadeira.

Como a série converge absolutamente, trocando a soma pela integral multipla em

(3.6), obtemos:

1 1 1 00 1 1
day ...dz, = —1”’f/.../ Ty .. ) dry L day,
/0 /0 Tt (zy...20)2 ! g( ) ; i (21 )?Fda

Como

i(—l)nk /01 /Ol(xl o) Rday L. da,

k=0

i( i 1 1 I12k+1< . #1=1

= —1"/ / Ty ... Tp) dxy ... dz,
prd 0 o |2k+1 10
oo N 1 1 1 ok

= —1)" o d d
S [ gl e,
Sy / | / ot I

= -1 . 3 Ty x T
ar ] o | 2k +1)2 o ’
00 ! 1 1 .

— Z(_l)n /0 . /0 e (x3 Tp) " dxs dx,,
k=0

Portanto, Vol(Il,,) = S(n).
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Corolario 3.1. S(n) € um maltiplo racional de ™ para todo n > 2.

Demonstragao:

e n
Inicialmente vamos mostrar que o volume de II,, é (§> vezes o volume do politopo

2
I = (—) I, = {(v1,ve, - ,v,) ER" 10y >0, v;,4v41 <1, (1 <i<n)}e
T

Upt1 = VUg.
Sabemos que:

™ .
L, = {(Ul,um--wun) ER" 1 u; >0, u; +ujpr < 5 (1 SZSTL)} € Upy1 = Ug.

Assim,

2\ N
Vol (I) = / 1dw1--~dxn:/ 1(—) dy; - - - dy,
I AT

n

= (3) [ vdyedy = (2)" Vot ()

Logo, Vol (II,)) = (g) Vol (IT,)
Mostraremos que Vol (II')) é um nimero racional.

Para tanto, primeiramente devemos mostrar que os vértices de I/, sao

pontos de R™ com coordenadas racionais.

Para vermos isto, utilizamos a definigao (3.3) que nos diz que um vértice
de IT/, serd um ponto que estd em I/, e que é solu¢ao tinica de um sistema formado

por n equacoes do seguinte grupo:

r11=0, 2, =0; 2y +2o=1 29 +23=1,-- 001+, =1, 1y + 2, = L.
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Assim, por exemplo, (0,0,---,0) é um vértice de II/,, pois é a solu¢do tnica do
sistema: )

T = 0

To — 0

z, = 0.

Observe que independentemente das equagoes tomadas todas tem incégnitas com

coeficientes racionais (0 ou 1) assim como o termo independente.

Utilizando o método de escalonamento para resolvermos o dito sistema
podemos ver que a solugao (quando existir) serd sempre um ponto com coorde-
nadas racionais, pois as operagoes que executamos na matriz extendida (matriz dos
coeficientes mais a matriz dos termos independentes) serdao trocas de linhas e mul-

tiplicacao de uma linha por um niimero racional mais outra linha.

Em seguida, utilizamos a proposigao (3.2) para calcularmos o volume
de um simplexo contido em II/, que tenha vértices em comum com II/,. Neste caso
W serd uma matriz n X n. Assim como det W = det W'. Logo, temos que

det W|?
Vol () = V/|det W| _ |detW|.

n! n!

Mas, det W sera sempre um numero racional, pois W é uma matriz com entradas

racionais.

Finalmente, de acordo com a proposi¢ao (3.1) o volume de IT/, serd a
soma do volume de certos simplexos contidos em II/, e todos com volume racional.

Assim, Vol II/, é um ndmero racional.
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4 OPERADORES INTEGRAIS LINEARES

Neste capitulo, usaremos a teoria de operadores compactos para calcu-

lar S(n), ou equivalentemente o Vol(Il,).

T
Para isto definimos k;(u,v), com (u,v) em (0, 5), como a funcao ca-
™
racteristica do triangulo retangulo isésceles {(u,v) ER? 1 u,v>0, utv< 5},
isto é,

1 se u—l—v<z, u>0,v>0
kl(U,U): 2

0 outra possibilidade.

O volume do politopo II,, pode ser reescrito da seguinte forma:

Vol(IT / / H/ﬁ (i, wip1) duy dug ... duy, (4.1)

onde U, 1 = uy.

Definigao 4.1. Para cada n € N defina por recorréncia

Jus

ko (11, v) = /0 "k () B (u,0) duy (4.2)

O volume V,, do politopo I1,, esta relacionado com k,, através da seguinte

proposicao:

Proposicao 4.1. Para u,v € R tem-se

a) kn(u,v) / / k1 (u,uq H k1 (uwg, wiv1) k1 (up—1,v) duy dug ... du,_q,

=1

comn >3, ne€N.

s

b) Vol(IL,) = / " ke (u,u) du, (4.3)

comn >2, ne€N.
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Demonstragao:
a) Vamos provar usando o Principio da Inducao em n.
i) Para n = 3:

Por (4.2) temos que:

s

2
ks(u,v) :/ ki (u,uy) ko (uq,v) du.
0

™

2
Como  ko(u,v) = / ki (u,uy) k1 (ug,v) dug, fazendo a mudanga de varidveis de
0

U1 POr usg, temos:

us

2
ko (u, v) :/ k1 (u,uz) ki (ug,v) dus.
0

us

Assim,  ko(u1,v) = /2 kv (u1,u2) by (ug,v) dusy .

0

Logo,
ks(u,v) = /0’5 k1 (u,uy) [/0’5 ki (u1,us) k1 (ug,v) dus| duy
ks(u,v) = /0’2’ /072’ ki (u,uy) ky (uq,u) ki (ug,v) dus duy
ks(u,v) = /og /0’2’ ki (u,up) ky (ug,ug) ky (ug,v) duy dus.
Portanto,

us ™ 1
k’g(’u, U) = / / k’l (U, ul) H k’l (U,i, ’LLZ‘+1) ]{31 (Ug,’l}) du1 dUQ.
0o Jo i=1
Assim, para n = 3, temos a igualdade requerida.

ii) Supondo que a igualdade vale para n mostraremos que vale para n + 1.

Por hipdtese,

s n—2

k:n(u,v) :/ .. / k’l (u,ul) H ]{?1 (UZ‘,UH_l) k’l (Un_l,l)) dU1 dUQ Ce dun_l .
0 0

i=1

Wl
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Por (4.2) temos:

%
kny1(u,v) = / ki (u,uy) Ky (ug,v) du;.
0

Como,
53 n2
kn(u,v) :/ .. / ]{1 (u,ul) H kl (Ui,ui+1) ]{1 (un,l,v) du1 dUQ dun,1 y
0 0 i=1

fazendo uma mudanga de varidvel de (uy...w,_1) para (us...u,) e calculando
k., (u1,v) obtemos:

-1

kn(ul,v) :/ / k?l (Ul,UQ) H k’l (Ui,ui+1) k?l (un,v) dUQ dun .
0 0

=2
Assim,

n—1

kn+1(u, ?)) = / k:l(u, Ul) [/ Ce / ]{?1(11,1, Ug) H kl(“i) ui+1)k1(un, U)dUQ Ce dun du1
0 0 0 i=9

us s n—1
2 2
= / ce / k1<u, ul)kl(ul, UQ) H kl(ui, ui+1)k’1(un, U)dUQ ce dundul
0 0

i=2
n—1 n—1

Mas, ki(u1, uz) H ki (i, uig1) = H k1 (us wit1). Logo,
=2 i=1

s s n—1
kpi1(u,v) = / / k1 (u,uq) H ki (wg, wivr) k1 (un,v) duy dusg ... duy, .
0 0 i=1

b) A demonstragao ¢ feita utilizando-se o item (a).
i) Para n = 2.

Pela equacao (4.1) temos:
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VOZ(HQ) = kl (ui,uiﬂ) du1 dUQ

SIE]
O\
SIE]

—

<.
Il

1

WP

k1 (U17u2) ky (U27U3) duy duy

I
o\w o\w S—
ﬁﬂc\

k1 (U17U2) ky (Uz,ul) duy dus,

pois ug = uq.

Por outro lado,

/2k2 (u,u) du = </ ki (u,uy) ky (uq,u) du1>du
0 0

e
I

/ k?l 1,U2 k’l (UQ,Ul) duldu2 .

WP

Ul k?l (Uh ) duldu

[e=]

u,
kl U u1 kl (ul, ) dudu1
U

I
O\N\o\;

]

Logo, para n = 2, temos a igualdade requerida.

ii) Para n > 3, devemos mostrar que:

/ uudu-/ /QHlﬁ (i, wiv1) duy dus ... duy, .
0

Pela proposicao 4.1 a) fazendo v = u temos:

/Qk(uudu—/ / k1 (u,uq) Hk:l (wi, wiv1) k1 (Up—1,u) duy dug ... du,_q .
0

=1
Mas,

n—2

ky (uyun) T Ry i a () = Ko () (un, 2) - Ky (2, 1 )t (-1, 0)

i=1
n
= || U/Z,U,H_l .
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Assim,

/0g kn(u,u):/o

iy
i3

n
H k1 (wiyui) duy dug ... du, .

=1

g/

Agora vamos interpretar k, na integral (4.3) em termos de operadores

integrais lineares em L? <0, g)

Seja T o operador linear em L? (O, g), com ntcleo kq, onde

L2<0,g> - {f: (0%) —>R:/Og | f(2)dz < oo}.

[ = T(),
onde
T(f):((),%) ~ R
v — (Tf)),

com (T'f)(v / f(u) k1 (u,v) du

Afirmacao: Tf € L? (O, g)

g
Para tanto devemos mostrar que / | Tf(v) Pdv < .
0
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Nesta demonstragao usaremos a Desigualdade de Cauchy-Schwartz (proposi¢ao B.1

do apéndice).

/Og|Tf(v)|2dv - /
< /0(/0 £ ()] bt (u, 0) du)de

/0 [(/0 |f(U)|2dU)(/02 |/€1(U,v)|2du>}dv
< () [ vwra

/’2' f(u) ki (u,v) durdv
0

INIE]

IN

Assim, concluimos que T'f € L? (0, g)

Lembrando a definigao de ki (u,v) feita no inicio deste capitulo:

1 se u+v<z, u,v >0
I{JI(U,U): 2

0 em outro caso,

que pode ser reescrita como:

1 se O<u<ﬁ—v,v>0
kl(uvv): 2

0 em outro caso.

Assim, podemos reescrever T'f da seguinte forma:

(Tf)(v) = / * F ) b (uy0) du = / ) b o) dut [ F () k(o) du

I
b3 v

_ /Og_vf(u).ldujt/ivf(u).Odu

_ /0 2 ) du (4.4)
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Proposicao 4.2. Utilizando a defini¢ao (4.1), tem-se

_ /O * F) ka(u, ) du, (4.5)

onde T" =ToToTo...oT, n vezes .

Demonstragao:
Vamos provar (4.5), usando o Principio da Indugao em n.
i) Para n = 1, temos que
= /0g f(u) kq(u,v) du
que é a prépria definigao de (T'f)(v).
ii) Para n = 2 também vale.
Note que
Po03) ~ (0])
f = () =1T(Tf),
onde (T2f)(v) = (T(T'f))(v) = T((Tf)(v)).
Mas, (T'f)(v) = /og f(u) ky (u,v) du
Entao:
T(Tf)v) =

: T (u) ki (u,v) du

)
F(6) kr () dt) kr (u,v) du

://f k (£,) by (u,0) dt du
://f k (t,) Ey (u,0) du dt
_ /0 f(t)(/ ko (t) ky (u,0) du) dr
= [rok o a

/0W< )
[
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pois pela equagao (4.2) temos:

us

ko(t,v) = /2 ki (t,u) ky (u,v) du.
0
Assim, concluimos que ko é o nticleo de T2.
iii) Supondo que (4.5) vale para n mostraremos que vale para n + 1.
Por hipotese,

(") / F(u) ki (o, 0)
Devemos mostrar que:

(T f)(w / F(0) b (0, ) du

De fato,

Wl

(T f)(w) = (T(T"f))(v) = (T f)(w) Ky (u,v) du

™
2

(VB

F(8) ko (1, 00) dt) by (u,0) du

o

3

ol
O\ /N
ol

3

f(t) k1 (u,v) Ky, (t,u) dt du

(VB
(VB

f(t) k1 (u,v) Ky, (t,u) du dt

: ki (u,v) ky (t,u) du) dt

ol

(g

(75)(/072r ki (v,u) ky (u,t) du) dt

Wl

f(t) knyr (v, t) dt

(ME]

I
No\ﬂk‘o\m‘gc\kc\c\
g

F(8) kst (t,0) dt .

O seguinte teorema da uma decomposicao espectral do operador T', e

também de suas poténcias T™.
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s
Teorema 4.1. O operador T' é compacto e auto-adjunto em L> (O, 5) Seus auto-

valores cada um com multiplicidade um, sao com k € Z e as correspondentes

4k +1
autofuncoes ortogonais sio Pr(u) = cos ((4k + 1)u).

Demonstragao:

Lembrando que

T(f) : (o,f) - R

e também
(Tu,v) = /02 T(u)(z) v(z) de.

Vamos mostrar que 7' é auto-adjunto, isto é, (T'u,v) = (u, Tv).

- /Og (/Og u(y) k1(y, ) dy) o(@) dz
_/Og /Ogu(y)mkl (y,z) dy da,

fazendo a mudanca de varidveis y por t e x por s, temos:

(T, v) / / o) ka(t, ) dt ds. (4.6)

Por outro lado,

(u, Tv) =
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fazendo a mudanca de varidveis x por t e y por s, temos:

(u, Tv) / / 0 ky (s,1) dt ds.

Como k; ¢é simétrico, temos que ki (t,s) = ki (s,t). Logo as integrais em (4.6) e
(4.7) sao iguais e assim

(Tu,v) = (u,Tv).
Portanto, T' é auto-adjunto.

Vamos calcular os autovalores e as autofungoes de 7.

Seja A um autovalor de T" e f a correspondente autofuncao. Logo,

Logo devemos ter

™

/0” F(u) du= X f(v). (4.8)

Z—v

Se)\:Oen‘céto/2 f(u) du=0; Yove <O,g).

0

Como f € L! (0, g), de acordo com o Teorema A.4 do Apéndice, a funcao

T
é absolutamente continua e derivavel com F'(v) = f <§ — v). Mas, por hipdtese

F(v) = F'(v) =0 e, assim, f(g — v) =0 = f = 0 quase sempre.
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Portanto, A é diferente de zero. Dai podemos dividir toda a equacdo (4.8) por A.

Assim,

Para derivar a equagao acima, em v, devemos verificar se f ¢ continua e derivavel.

T
a) Devemos mostrar que f é continua, ou seja, Ve > 0,3 > 0talque Vv € (0, 5)

[v — vl <0 = [f(v) — flvo)| <e

De fato,
1 [z 1 [z
o= sl = 3 [ a5 [T a
1 3v
- ’/_ Flu) du
1 37
R AR
1 5—v % v é
<o O ea) ([ 1w i)
17112 |v — w2
A
2
Tomando § = (%) , temos v —vg| < 6 = |f(v) — f(vo)] <e.
2

Logo f é continua.

b) Devemos mostrar que f é derivavel. Para tanto, basta utilizarmos o teorema A.5

do apéndice, logo concluimos que f é derivavel.

Agora vamos derivar a equacao (4.8), que é igual a

[ s a=a s

v

Seja F'(v) = /2 f(u) du, vamos encontrar F'(v).
0

Tome H(v) = /U h(u) du, onde h(u) = f(u) e g(v) = g —v. Assim,
0
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g(v)

F(v) =H(g(v)) = (u) du, logo

F(v) = H'(g(v)) g'(v)
= h(g(v)) (=1)

Assim, temos que

7(5=v) ==A s (4.9)

Mas,

Logo, A2 f"(v) = —f(v).

Assim temos a seguinte equacao:
X2 () + f(v) = 0,

que é uma Equacao Diferencial Ordinaria, cuja solucao geral é

f(v) = A cos (%) + B sen (%), com A e B constantes arbitrarias.

Utilizando (4.8), vamos calcular f (g) Note que,

/Og_g faydu=f(3) = f(5) =0

Agora, fazendo v = 0 na equacao (4.9), temos f<2) = -\ f'(0) = f'(0) = 0.

Mas,

r) =3 sen () + 53 cos(5).
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A B B
f’(O):—X sen(0) + — cos(0) :0:>X:0:>B:0'

Assim, f(v) = A cos (;) Logo, 0= f(g) = A cos (%)

Supondo A # 0 para evitar a solu¢ao nula, entao

T T w
cos<ﬁ)—0<:>ﬁ—§+k7r, keZ

1

Portanto, A\ = :
ortanto, T o

Concluimos que A deve ser o inverso de um inteiro impar. Agora A\ e —A podem

dar origem a mesma autofuncao f(v) = cos (%) Para escolher o sinal de A, vamos

tomar v = 0 na equagao (4.8). Assim,
%
| fw au=x 50,
0

Mas,

f(u) = A cos (%) = f(u) = A cos((2k + 1)u) e f(0) = A cos(0) = f(0)=A

sen (E(2k+ 1)> _ Y

2 1
L A 2k+1Du)du=A A= \= = .
0go, /0 cos ((2k + 1)u) du = ST 5 T

Pela seguinte tabela podemos observar melhor o comportamento de A

e de f(v).
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K [ A=1/2k+1) | A= (=1D%/(2k+1) | f(v) = cos(v/\)
—4 —1/7 —1/7 cos(7v)
-3 —1/5 1/5 cos(bv)
-2 -1/3 -1/3 cos(3v)
-1 -1 1 cos(v)
0 1 1 cos(v)
1 1/3 -1/3 cos(3v)
2 1/5 1/5 cos(Hv)
3 1/7 —-1/7 cos(7v)
4 1/9 1/9 cos(9v).

Da terceira coluna na tabela acima concluimos que os autovalores sao: A =1, —1/3, 1/5, ...
v
e tém sua correspondente autofuncao f(v) = cos <X> satisfazendo a equagao (4.8),

para todo v em (0, g)

2
Pelo teorema A.7 do apéndice temos que — (cos (v), cos (3v), cos (5v), ...)

NZ3

formam uma base em L? <0, g)

Vamos mostrar que 1" é compacto. Para fazer isto, usaremos o teorema

A.6 do apéndice.

0
Seja (fn)nen uma seqiiéncia limitada em L? (O, 5) . Inicialmente mostraremos

us

que T(f,) é limitada, ou seja, ||T(fn)|2> = /2 IT(f,)(2)|* do < ¢, para todo n € N.
0

Mostramos anteriormente que

/0 NP do < @) / )P du

s

Logo, [Tl < 54/ | 17wk <

™

5 C Assim, T'(f,) é limitada.

Vamos mostrar que T'(f,,) é equicontinua, ou seja, Ve > 0, 3 > 0 tal

que Vx,y € [O, g} temos que |x —y| <0 = |T fu(z) =T fo.(y)| <e, V neN.
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Mas,

| Th) T = | gt ) o= [ 1) b

Wl

IN

/0 )] [k (0, 2) — K ()]

< ([ inra) ([ o) - ww o ar)

2 P
/ |k1(u, ) — Ky (u, y)|2 du = / k1 (u, ) — Ky (u, y)|2 du
0 0

5=y
+/ e, 2) — ot (w, )|

5—.27

g
o 7 )~ ()P du

Ty
7Y

= / ldu
-

= rx—y=|r—yl, onde x >y.

Logo, ‘ Tfn('r) - Tfn(y) ‘ < V ‘.’L’ - y‘

2
Assim, tomando 6 = 6—2 , temos que para ‘ x — y{ <= ‘ Tfu(z) — Tfn(y)‘ < €,
C1

portanto T'(f,,) é equicontinua.

Pelo teorema A.6 do apéndice, temos que T'( f,,) possui uma subsequéncia
que converge uniformemente e, assim, de acordo com a definicao D.2 do apéndice,

T é um operador compacto.

O

Corolario 4.1. O operador T™ é compacto e auto-adjunto em L> (O, g) Os auto-

valores, cada um com multiplicidade um sao , onde k € 7 com as corres-

(4k +1)n
pondentes autofuncgoes ortogonais ®p(u) = cos((4k + 1)u).
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Demonstragao:

Como T é compacto entao T" =T oT o...oT também é compacto de acordo com

a proposicao B.2 do apéndice.

Além disso, T" é auto-adjunto, pois T' é auto-adjunto. De fato, para n = 2 temos:
(T%(u),v) = (T(T(u),v) = (T(u),T(v)) = (u,T*v)),

analogamente para todo n € N.

Note que, se A e f sao autovalor e autofuncao de T, respectivamente ,

isto é, T'(f) = Af entao,
T(f) =T(T(f)) = T(\f) = \T(f) = N°f.
Assim A% e f sao os autovalores e autofuncoes de T2, respectivamente.

Analogamente para n € N fixado.

O
Corolério 4.2. Toda funcao f em L* (0, g) € da forma
f= Z fr cos ((4k + 1)u)
k=—00
com coeficientes fi, dados por
4 (3
—/ f(u) cos ((4k + 1)u) du
T Jo
Para cada n € N, temos:
[ s an=Ty I (110
. T T4 @kt '

Demonstragao:
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De acordo com o teorema (4.1) e o teorema A.7 do apéndice, as autofungoes de

T formam uma base Hilbertiana em L? (0, g), isto é, Vf € L* (0, g), temos que

flu) = i fr cos ((4k + 1)u), onde f € R.

k=—o00

O célculo dos coeficientes fi é feito como em Brézis [6]. Para ¢ € Z fixado temos:

/02 f(u) cos ((4i + 1)u) du = /02 Z fr cos ((4k + 1)u) cos ((4i + 1)u) du

k=—o00

_ fk/zcos (4 + 1)u) cos ((4i + 1)u) du

k=—o00 0

_ fi/ozcos (4 + 1)u) cos ((4i + 1)u) du

= sz

Entao, f; = %/2 f(u) cos ((4i + 1)u) du.
0

Agora mostraremos a igualdade (4.10), onde

(T"f)(u) = T”( > fi cos ((4kr+1)u))

k=—00
oo

= > T"(fr cos ((4k + 1)u))

k=—00

— Z fr T"(cos ((4k + 1)u))

k=—o0

= Z wakW cos ((4k + 1)u)).

k=—o00

Assim,
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Wl

/0 F(u) (T f)(w)du = /0 ) S <4kak1)n cos ((4F + 1)u))du

_ k;/ f(u)—4k_ﬁ1n cos ((4k + 1)u))du

= Z 4k+ / f(u)cos ((4k 4+ 1)u))du
N
- ,;_:OO (4k+ ) fk

7T oo
TG ;OO 4k+1

Finalmente, através da proposicao abaixo, estabelecemos uma relagao
entre o trago de um operador 17" da classe do traco e o volume do politopo II,,. Para

a definicao de operador da classe do trago veja definicao D.5 do apéndice.

Proposicao 4.3. T™ € da classe do traco.

Demonstragao:

De acordo com o coroldrio (4.1) temos:

1

2
(4k + 1) ®;,, onde @ (u) = —= cos((4k + 1)u) é a autofuncao.

VT

De acordo com as defini¢coes D.3 e D.4 do apéndice temos:

(%) =

tr(|7")) Z (®g, /(Tm) T (Py) ).

Mas T™ é autoadjunto, logo \/(T7)*T" =TT = T™.

1

Assim, ()T (D) = T(Pr) = m

Dy
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Portanto,

1
tr(|T")) = Z<®kam (I)k>
1 2
= gm | @ |
1
- Z(4k+1)n

Logo, T™ ¢ da classe do traco e além disso tr(|7™]) = S(n).

Os resultados vistos acima nos permitem apresentar uma nova demons-

tragao do teorema (3.1) que relaciona o volume do politopo II,, com a soma S(n).

O trago de um operador da classe do trago também é a integral do seu

nticleo (no nosso caso k,) sobre a diagonal.

De fato, temos que T'f(z) = /kl(y, z)f(y)dy. Como T é auto-adjunto
e compacto, T tem uma base de autovetores, isto é, podemos representar T da

seguinte forma:
= Z M f, @,)®,(7), onde a soma converge em L2.

Assim,

tr(T) = Z@n,m Z/ T®, (z)dx
= Z/ / k1 (y, )@ (y) () dyda

2
Por outro lado, temos que {®,,(x)®,,(y) }m.n ¢ base ortonormal de L? ( [O, E] ) :
Logo, ki(y,z) = Z CrnnPn ()P (y). Apds alguns célculos, obtemos ¢,,,, = 0

m,n
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quando m # n e ¢,, = A,. Substituindo a expressao para ki(y, ) na expressao

para o traco dada acima, obtemos que

Jus

tr(T) = Z)\n = /02 ki(x,x)dx.

Em nosso caso, utilizando o resultado acima, temos:

jus

tr(|T") = /0 b (11, ) .

Assim, de acordo com a proposi¢ao 4.1 b) e com a proposi¢ao 4.3, temos:

Vol(IL,) = tr(IT") = ¥ m



46

5 CONCLUSAO

+oo
Neste trabalho estudamos a série S(n) = Z (4k +1)™". Uma

k=—o00
importancia desta série estd na sua relagao com as séries Zeta de Riemann e L de

Dirichlet.

Mostramos que S(n) ¢ um multiplo racional de 7" de trés maneiras
diferentes, isto é, através do uso de funcgoes geradoras com a teoria de variaveis
complexas; relacionando S(n) através da mudanga de varidveis de E. Calabi com o
volume de um politopo em R™ e finalmente utilizando-se da teoria de operadores

integrais lineares.

Pensamos que possivelmente tais métodos podem ser utilizados para

obtermos conclusoes a respeito de outras séries.

Finalmente gostariamos de ressaltar que a série Zeta de Riemann ainda
apresenta problemas em aberto, por exemplo, nenhuma soma da Zeta é conhecida

para os valores impares.
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APENDICE A

Teorema A.1. Seja a série dupla Z(:U”) absolutamente convergente em RP. Entao

oo o0 [© oo o]

ambas as séries iteradas E E Tij E E x;j convergem para o mesmo valor
j=1 i=1 i=1 j=1
anterior.

Demonstracao: Veja BARTLE [2] na pagina 283.

Definicao D.1. Seja F C R™ e f : F — F uma funcao. Dizemos que f é uma
contragao se 30 <y <1 tal que |f(z) — f(y)| <~ |z —y|;Va,y € F.

Teorema A.2. Teorema do Ponto Fizo para Contracoes: Seja F' C R™ um sub-
conjunto fechado e f : F — F uma contragao. Dado qualquer ponto o € F, a
seqiéncia x1 = f(xg), xo = f(x1), ..., 2ps1 = f(xk), ... converge para um ponto

a € F, que € o unico ponto fixo de f.

Demonstragao: Veja LIMA [12] na pagina 279.

Teorema A.3. Teorema de Mudanca de Varidveis: Sejam h : U — V um difeo-
morfismo de classe C* entre abertos, U,V C R™, X C Uum compacto J-mensurdvel

e f:h(X)— R uma funcdo integrdvel. Entiao foh: X — R € integrdvel e

/ f(y)dy = / F(h(x)) - det|h(z)|dx
h(X) X

Demonstragao: Veja LIMA [12] na pagina 387.
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Teorema A.4. Seja g € L'(a,b) e f(z) = / g(t) dt. Entao f é absolutamente

continua e f'(x) = g(x) quase sempre em (a,b).

Demonstracao: Veja RUDIN [15] na pagina 176.

Teorema A.5. Seja [ uma fungdo integrdvel a Riemann em [a,b]. Para a <z <b,
b
definimos F(x) = / f(t) dt. Entao F € continua em [a,b]. Além disso, se f é

continua em um ponto xo de |a,b|, F' é derivdvel em zo e F'(xo) = f(z0).

Demonstracao: Veja RUDIN [14] na pagina 130.

Teorema A.6. Seja K um conjunto compacto em R™.

(a) Se (fn) € uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas em

K, entdo (f,) € equicontinua em K.

(b) Se (fn) € limitada e equicontinua em K, entdo (f,) contém uma subsequéncia

uniformemente convergente e (f,) € uniformemente limitada em K.

Demonstracao: Veja RUDIN [14] na pagina 163.

Teorema A.7. Seja H um espaco de Hilbert separdvel e T : H — H um operador
auto-adjunto e compacto. Entao H admite uma base Hilbertiana formada pelos
vetores proprios de T'. Além disso, o unico ponto de acumulagcao possivel para o
conjunto de autovalores é \yg = 0 e cada autoespaco associado a um autovalor nao

nulo tem dimensao finita.

Demonstracdo: Veja BREZIS [6] na pégina 97.
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Proposicao B.1. Desigualdade de Cauchy-Schwartz: Seja @ C R™ um aberto e
f,g € L*(Q), entao:

amonse < ([0 pa).( [ 5o i)

Demonstracdo: Veja BREZIS [6] na pégina 56.

Proposicao B.2. Sejam E, F, G trés espacos de Banach, T : E — F' linear continua

e S: F — G um operador compacto. Entao SoT : E — G é um operador compacto.

Demonstracio: Veja BREZIS [6] na pégina 90.

Definicao D.2. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que o operador T €
L(X,Y) é compacto se para toda sequéncia (x,) C X, (Tx,) tem uma uma sub-

sequéncia convergente em Y .

Definigao D.3. Seja H um espago de Hilbert separdvel e (®,,),en uma base ortonor-
mal de H. Para cada operador positivo T € L(h) ={T : H — H tal que T € linear

e limitado} definimos seu trago como:

tr(T) => (P, TPy,)
n=1
Definicao D.4. Dada T € L(h), definimos |T| = VT*T onde T* € o adjunto de T.

Defini¢ao D.5. Dado T € L(h), dizemos que T € da classe do trago se tr(|T|) < oo.
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