UN1VERSIDADE FEDERAL DO R10 GRANDE DO SuL

InstiTUTO DE Fisica

Teorias de calibre supersimétricas
formuladas num espaco-tempo nao-comutativo

tetradimensional®

Alysson Fabio Ferrari

Tese realizada sob orientagdo do Prof. Dr. Horacio
Oscar Girotti e apresentada ao Instituto de Fisica da
UFRGS em preenchimento parcial dos requisitos

para a obtengdo do titulo de Doutor em Fisica.

Porto Alegre, RS - Dezembro de 2004

* Trabalho financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq).



DEDICATORIA

A minha familia,
sem palavras.



AGRADECIMENTOS

e a0 meu orientador, Horacio Oscar Girotti, pelo
apoio constante, pela paciéncia, pela dedicagdo em
ensinar o seu modo de ver e fazer fisica tedrica;

e a Marcelo Gomes, Albert Petrov, Victor Rivelles e
Adilson José da Silva pelas discussdes estimulantes,
pela hospitalidade nas minhas estadas no IF-USP;

e a0 colega Anderson Alves Ribeiro, por ter
acompanhado essa jornada, desde os tempos de
graduacao;

e aos colegas da sala M208, pela companhia em tantos

almogos no RU, pelos churrascos, pelas tardes de
trabalho dedicado (sic);

e a todos meus amigos, os distantes e os préximos,
por terem feito de mim uma pessoa muito melhor
ao longo desses anos; inttil seria qualquer tentativa
de citar essas pessoas, por tantas serem e por serem
tanto.

gdd

O autor agradece a toda a comunidade de cédigo livre do
Brasil e do mundo pela criagdo e manutengdo dos programas
que tornaram a editoragdo deste trabalho possivel. O editor de
textos utilizado foi o LyX (www.lyx.org) e, gracas a ele, a escrita
da tese inteira ndo exigiu a digitagdo de mais que uma dizia
de comandos IXIEX para alguns ajustes. A distribuicdo do
KTEX utilizada foi o teTex (www.tug.org/teTeX). A formatacdo
do texto e das referéncias bibliograficas em conformidade
com as regras da ABNT foi implementado através do
estilo ABNTEX (abntex.codigolivre.org.br), com pequenas
modificages feitas pelo autor. O banco de dados de referéncias
bibliogréficas foi editado com o JabRef (jabref.sourceforge.net)
e a maior parte das ilustragdes produzidas com o JaxoDraw
(altair.ific.uv.es/ JaxoDraw) e o Xfig (www-epb.lbl.gov/xfig/).



Choro sobre as minhas paginas imperfeitas,
mas os vindouros, se as lerem, sentirdo
mais com o meu choro do que sentiriam
com a perfeicdo, se eu a conseguisse, que
me privaria de chorar e portanto até de
escrever. O perfeito ndo se manifesta. O
santo chora, e € humano. Deus esta calado.
Por isso podemos amar o santo mas ndo

podemos amar a Deus.

Fernando Pessoa



Resumo

A relagdo com a teoria das cordas renovou o interesse nas teorias quanticas de campo
formuladas num espago-tempo ndo-comutativo. O principal aspecto dessas teorias é o as-
sim chamado "mecanismo UV/IR", segundo o qual divergéncias ultravioletas sdo parcialmente
convertidas em infravermelhas. Para certos modelos, estas singularidades infravermelhas ori-
ginadas do mecanismo UV/IR podem inviabilizar a solucdo perturbativa da teoria de campos.
A questdo principal, portanto, é encontrar teorias que sejam consistentes quando formula-
das num espago-tempo ndo-comutativo, sendo os modelos supersimétricos particularmente
promissores neste sentido. Neste trabalho, examinamos as teorias de calibre supersimétricas
Abelianas (NCSQED) e ndo-Abelianas com grupo de calibre U (N) (NCSYM) formuladas num
espago-tempo ndo-comutativo de quatro dimensdes. Em ambos os casos, calculamos as fung¢des
de vértice utilizando o formalismo covariante de supercampos que é tornado completamente
operacional. Consideramos tanto as teorias N = 1 quanto as com supersimetria estendida.
Mostramos rigorosamente que, a um lago da teoria de perturbacdes, estes modelos sao livres
de singularidades infravermelhas UV/IR ndo-integrdveis. Para a fun¢do de dois pontos da
NCSQED esta afirmacao vale em qualquer calibre, ao passo que, para a fungdo de trés pon-
tos, as singularidades infravermelhas UV/IR perigosas se anulam num calibre particular. Ja
para a NCSYM, demonstramos que as corre¢des quanticas as funcdes de vértice de dois e trés
pontos ndo apresentam os efeitos indesejaveis do mecanismo UV/IR gracas a certas relagdes
envolvendo tragos dos geradores do grupo de calibre que, surpreendentemente, sdo satisfeitas
apenas na representac¢do fundamental do grupo U (N). Como esperado, a funcdo de dois pontos
é também finita na teoria N' = 4.



Abstract

The relation with string theory has renewed the interest in quantum field theories defined
on a noncommutative space-time. In these theories, the central role is played by the so called
UV/IR mechanism, according to which ultraviolet divergences are partially transformed into
infrared ones. It may well happen that, for certain field models, the infrared divergences
arising from the UV/IR mechanism jeopardize the perturbative expansion. The main goal is
then to find theories that remain consistent when formulated in a noncommutative space-
time. The supersymmetric models appear to be particularly well suited for these purposes.
This work deals with the formulation of Abelian (NCSQED) and U (N) non Abelian (NCSYM)
supersymmetric gauge theories formulated in a noncommutative four dimensional space-time.
In both cases, we focused on the vertex functions of the gauge superfield. Our tool is the
covariant superfield formalism which is turned fully operational. The N' = 1 and extended
supersymmetric cases were considered. At the one-loop level, it was rigorously shown that
these theories are free of nonintegrable UV/IR infrared divergences. For the two-point vertex
function of NCSQED this turns out to be a gauge invariant statement, while for the three-point
vertex function the harmful subleading UV/IR infrared singularities are absent in a particular
gauge. As for the NCSYM theory, we demonstrate that the quantum corrections to the two- and
three-point vertex functions do not suffer from the dangerous effects of the UV/IR mechanism
due to some relations linking the traces of the generators of the gauge group, which, surprisingly,
only appear to hold in the fundamental representation of the U (N) gauge group. As expected,
the two-point function is UV-finite in the N' = 4 theory.
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1 Introducdo

1.1 Histérico e motivagao

Eesperado, a partir de uma série de argumentos que vao desde consideragdes semi-classicas
de relatividade geral até resultados de gravitagdo quantica candnica! e teoria de cordas [1-3],
que o entendimento do espago-tempo como uma variedade diferencidvel deve ser abandonado

1/2 _33 . Ay
) ~ 107>°cm, quando efeitos quanticos

em regides da ordem da escala de Planck, ¢, = (Gh /c3
da gravitacdo tornam-se importantes. Nessa escala, a no¢cdo de um ponto no espago-tempo
perde seu sentido operacional, como sugerido pelo seguinte raciocinio semi-classico® [2]: a
localizagdo de uma particula eletricamente carregada com uma incerteza de posigdo 4 muito
pequena envolve, por exemplo, a interagdo desta com um féton muito energético, com momento
da ordem 1/a. Este processo de medida concentra uma quantidade muito grande de energia
num pequeno volume, deformando o espago-tempo nesta regido, segundo a equagdo de Einstein
Ry — %me = 8nTy,. Para a suficientemente pequeno, ocorre a formagdo de um horizonte de
eventos, impedindo a detecgdo da particula e assim impossibilitando o processo de medida. Esta

e varias outras andlises deste problema [1] sugerem a existéncia de uma “relagdo de incerteza”

que proibe a localizagdo precisa de eventos no espago-tempo.

Uma das possibilidades para modelar o espago-tempo na escala de Planck é promover as

coordenadas a operadores hermitianos x*# que ndo comutam entre si,
[x*, x"] = i0"", (1.1.1)

com p,v =0,...,d -1, sendo O uma matriz real constante, antisimétrica, com dimensdes
de area, que parametriza a ndo-comutatividade. Essa “quantizacdo do espago-tempo” implica

numa relagdo de incerteza para as medidas de coordenadas da forma
AxtAxY ~ |6F], (1.1.2)

que expressa a impossibilidade da medicdo de qualquer fenémeno fisico numa escala de dis-

ITambém chamada loop quantum gravity.
2Deste momento em diante estaremos sempre utilizando, nesta tese, o sistema natural de unidades, em que
c=h=1.
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tancia abaixo de |0"|'/2, consistentemente com as consideracdes do paragrafo precedente.

A idéia da quantizagdo do espago-tempo foi apresentada pela primeira vez por Snyder em
1947 [4,5] como uma possivel maneira de regularizar as divergéncias ultravioletas encontra-
das nas correcdes radioativas das teorias quanticas de campo®. Uma relacdo de incerteza da
forma (1.1.2) sugere que a interacdo ndo pode estar localizada em pontos mas sim em regides
finitas, o que poderia amenizar o comportamento ultravioleta das corre¢des radioativas. No
entanto, essa idéia foi deixada de lado possivelmente devido ao sucesso do programa de re-
normalizagdo iniciado no final da década de 1940. Além disso, Filk [7] mostrou que, apesar
da expectativa inicial, persistem as divergéncias ultravioletas nas fun¢des de Green de teorias

quanticas de campos formuladas num espago-tempo cujas coordenadas ndo comutam.

Embora ndo atendendo sua motivacgao inicial, a idéia da ndo-comutatividade do espaco-
tempo tem sido estudada sob outros pontos de vista e recebido uma série de importantes
contribui¢des nos dltimos anos. Do ponto de vista matematico, Connes [8] desenvolveu, no
inicio da década de 1980, a idéia da geometria ndo-comutativa como uma generalizacdo dos
conceitos geométricos usuais — em [9], Connes e Lott estudaram implicagdes dessas idéias na
fisica de particulas através da constru¢do de uma extensdo ndo-comutativa para o modelo
padrdo (ver [10,11] para revisdes dessa drea e sua relacdo com a fisica). A primeira conexao
dessas idéias com a teoria de cordas surgiu em 1986 [12], mas o grande impulso para o estudo de
teorias quanticas de campo formuladas num espago tempo ndo-comutativo (TQCNC) veio ao
se encontrar a teoria de Yang-Mills ndo-comutativa (NCYM) como um limite de baixas energias
da teoria de cordas [13-16] na presenca de um campo magnético de fundo. Na sub-segdo 1.2.2

daremos mais detalhes sobre a relacdo das TQCNC com a teoria das cordas.

Desde que a teoria de cordas é uma teoria quantica livre de inconsisténcias, o fato de que as
TQCNC dela emergem como um limite particular cria a expectativa de que essas teorias possam
ser, também, consistentes — no sentido de serem renormalizaveis e atenderem a requisitos como
unitariedade da matriz S e causalidade. De fato, nos tltimos anos, muitos pesquisadores se
dedicaram a estudar varios aspectos da dindmica quantica de campos definidos num espaco-
tempo ndo-comutativo — algumas revisdes contendo referéncias a trabalhos no campo sdo [17-
19]. Implica¢des fenomenolédgicas da ndo-comutatividade do espago-tempo tém sido estudadas
em conexdo com uma variedade de fendmenos como a possibilidade da violagdo de simetria-CP
e da simetria de Lorentz, raios c6smicos ultra-energéticos, além de implicagdes em modelos

cosmolégicos [20-23].

Por razdes de simplicidade, de ora em diante passaremos a designar as teorias quanticas
de campo formuladas num espaco tempo ndo-comutativo como teorias quanticas de campo nio-

comutativas, ou mesmo teorias niao-comutativas.

3A sugestdo de que a quantizagio do espago-tempo poderia ser uma “cura” para o problema das divergéncias
ultravioletas partiu originalmente de Heisenberg: ver comentarios sobre a histéria em [6].
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1.2 Teorias quanticas de campo nao-comutativas
1.2.1 O produto de Groenewold-Moyal

Ao invés de utilizar diretamente a dlgebra (1.1.1), seguimos Filk [7] e introduzimos a corres-
pondéncia de Weyl [24] entre operadores f e fungdes classicas f (x) para examinar os efeitos da
nao-comutatividade num espaco-tempo de d dimensdes. Esta correspondéncia consiste numa
relacdo W, )

_ - d dy ikt
f=WIf] = (2n)dfdxf(x)fdke T (k) , (1.2.1)

em que
T (k) = efx" (1.2.2)

A hermiticidade de x* garante que T' (k) = T (—k) enquanto que a férmula de Baker-Campbell-

Hausdorf permite escrever o produto de dois operadores T como

T(k)T(q) = T(k+q) ™M, (12.3)
onde
kAg = %kyequ. (1.2.4)

A definigdo do trago de T (k), com uma normalizagdo conveniente,
TrT (k) = (2m)" 6 (ky) , (1.2.5)

nos leva a seguinte forma para a inversa do mapeamento W,

d . L
[l = WA = f %e_lk"” Te[f-T (k)] (12.6)

onde - denota o produto ordindrio de operadores. Estamos agora em condi¢des de introduzir o

produto de Groenewold-Moyal [25,26], ou produto-*, a partir de

A folx) = W [fy-f)]

:fg%”%”mnﬁrwm (12.7)
TC

mapeando f; - f, num produto associativo, porém nao-comutativo, envolvendo as fungdes f; e

f> tal que
WiH ) o ()] =WHE W ®)] =fi-f. (1.2.8)

De (1.2.7) segue imediatamente que

[#xsi@en = w6, (129)
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e a generalizagdo para um ntimero arbitrdrio de fatores é dada por

f I fi (X) % fo () %0 (x) = Tr (f1-f -+ ) , (1.2.10)

devido a associatividade do produto-*. Observamos, finalmente, que a integral do produto-*

de n fatores é invariante frente a permutagdes ciclicas.

O mapeamento (1.2.1) permite definir uma teoria quantica de campos ndo-comutativa
através de uma Lagrangiana em que o produto usual de campos é substituido pelo produto-*.

Um caso especifico serd apresentado na sub-se¢ao 1.2.3.

E possivel reescrever (1.2.7) da forma alternativa*

fil)« fx) = filr) exp [5 2o ai) ()

o (i) 1
= Z (E) m [8#18#2 . a‘u,,fl (.X)] gtivigH2v2 . .. QlinVn [81/181/2 . aanz(x)] , (1211)
n=0 :

exibindo explicitamente a ndo-localidade do produto-*. Esta expressdao também é conveniente

para mostrar que
atwx” —xV e xtt = 101V, (1.2.12)

de forma que o comutador de Groenewold-Moyal, [A, B], = A*B—B=*A, reproduz correta-

mente a algebra (1.1.1).

Além disso, de (1.2.11) vem que

[#xpwepw = [dxiwaw, (12.13)

assumindo, como usual, que podemos desprezar os termos de superficie. Outra expressdo que

serd fundamental para a determinacdo dos vértices de uma teoria quantica ndo-comutativa é

[#xhw pweenm- [ [H ddijwxl,..., %) fi (1) fo (32) - for (), (1:2.14)
j=1

onde
L ddk]- —
V(xi,..., x) = f H eV (K, k) (1.2.15)
=1 (2n)
n .
Viki,..., ki) = (2n)° 5(2 kj] ¢ Licjkink; (1.2.16)
1

4Ver [19] para detalhes da obtencéo desta e das seguintes expressdes.
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1.2.2 TQCNC como limites de baixas energias da teoria das cordas

Para exemplificar o aparecimento de uma TQCNC a partir da teoria de cordas, seguimos [16]
e consideramos a dindmica de cordas bosonicas abertas na presenca de Dp-branas, conforme
ilustrado na figura 1, descrita pela acao

1

S[X,h] = y—

&2 (Vhh™ gy, 9,XF XY - 2mia/ Byy €™ 9,XF 9, X)) , (1.2.17)
z

em que ¥ é a superficie de universo da corda, parametrizada pelas varidveis & = 7 € R e
&' = ¢ € [0, 7). A constante a’, conhecida como declividade de Regge, esta relacionada a escala
de comprimento caracteristica das cordas, @’ = 2 [27]. Finalmente, h® é a métrica Euclidiana
da superficie de universo. Os campos de fundo g, e B, sdo constantes e, por simplicidade,
supomos

By, = Oparay,v =p+1,...,25 (1.2.18)

e g, diagonal por blocos,

(1.2.19)
%
A invariancia de Weyl da teoria permite escolher o calibre conforme, em que hy, = €6,y e

1
 4na!

S[X] f P& (g AuXHI X" — 2mia’ Byj €™ 9,X'9,X) . (1.2.20)
X

ondei, j=0,..., p. Osegundo termo do membro da direita de (1.2.20) pode também ser escrito

como um termo de superficie,
~ZB; f dr X197, (1.2.21)
2 " Jox

que depende apenas do valor de B;j nas Dp-branas”.

A presenga do campo magnético de fundo B, ndo modifica as equagdes de movimento
obtidas a partir de (1.2.20),
9y "X =0, (1.2.22)

mas as condi¢des de fronteira passam a depender de B, nas diregdes paralelas a Dp-brana,

8ij 9o X! + 2ima’Bij 0:X =0. (1.2.23)

o=0,m

No limite B;; — 0, (1.2.23) se reduz a condi¢do de Neumann enquanto que, para g;; — 0 e/ou

5A expressdo (1.2.21) é similar a acdo que descreve o movimento de elétrons sujeitos a um campo magnético
intenso, tal que seja possivel supor que todos os elétrons estejam no primeiro nivel de de Landau [28]. E possivel
encontrar interessantes rela¢des entre a mecanica quantica de uma particula num espago-tempo nao-comutativo e o
problema de Landau [29,30].
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T~ —

(xo,...,xp)T

(Kpug oo X35)

pr11tet Nog

FiGgura 1: As Dp-branas sdo hipersuperficies que se esten-
dem nas diregdes xo, ..., X, nas quais estao fixas
as extremidades das cordas abertas.

Bij — oo, (1.2.23) implica em 2.X/ = 0, de forma que as extremidades da corda estdo fixas num
ponto da Dp-brana.

Escrita em termos da varidvel complexa z = "+, a fungao de to tau at 16:45:34 "inclinacao
de slope" me pareceria natural, mas o Girotti acha horrivel... o que lhe parece?e Green associada

a equagdo (1.2.22) com a condigdo de fronteira (1.2.23) é [31-33]

Gli(z,2) = -a [Dij +¢'Inlz-2|-¢"n |z —E’| + G'1n |z —E'|2

1 B =
+5-=0"In ; - z ] ) (1.2.24)
onde
Gij =gij—2na’ (Bg™'B) ., (1.2.25a)
N 1 1 gl
G = , 1.2.25b
(g+27m’ng—27m’B) ( )
iy 2 1 1 )
e = - (2na’ B , 1.2.25
(one’) (g—l—Zrca’B g—27m’B) ( ©

e DY é uma constante cujo valor serd convenientemente escolhido. A funcdo de Green (1.2.24)
define uma fun¢do monovalente se o corte de ramo da fungdo logaritmo é tomado no semi-eixo

real positivo.

O préximo passo é considerar uma amplitude de espalhamento de cordas abertas, no nivel
de arvore. Esta serd dada por uma funcao de correlacdo dos operadores de vértice associados

aos estados assintéticos das cordas, escritos genericamente como

V (k) = f dt P [9X (1)] &*X(), (1.2.26)
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onde P [9X (7)] € um polindmio nas derivadas de X'. Estes operadores sdo inseridos na fronteira
da superficie de universo, que corresponde ao eixo real de z. A func¢do de Green (1.2.24) avaliada

sobre o eixo real reduz-se a
Gi(t,7) = —a’G/ln |T —?’|2 + %@ijs (t=1"), (1.2.27)

sendo ¢ a fungao sinal®. Uma amplitude de espalhamento serd genericamente dada por

f [DX] [Dh] H V (k) e SXM = <H V(k)> : (1.2.28)
k k

G0
No membro da direita de (1.2.28), indicamos explicitamente que a amplitude depende de Ge ©®
através da funcdo de Green (1.2.24). Por ser constante exceto no ponto singular 7 = 7/, o termo

proporcional a © de G (1, 7’) pode ser fatorizado em (1.2.28), ou seja,

<H 1% (k)> S DA <H 1% (k)> . (1.2.29)

GO G,0=0

Finalmente, nos perguntamos se uma teoria de campos é capaz de reproduzir as ampli-
tudes calculadas através de (1.2.29) no limite a’ — 0, que designamos como “limite de baixas
energias”. Na situagdo em que B = 0 e portanto ® = 0, a resposta é bem conhecida [34]:
quando &’ — 0, as fung¢des de correlagdo para operadores de vértice associados aos estados
ndo-massivos da teoria de cordas sdo descritas por uma teoria de campos definida por uma
Lagrangiana Ly, (P, d9P,...), onde ® é uma designagdo genérica para os campos associados
aos estados ndo-massivos. Neste sentido, dizemos que o limite de baixas energias da teoria das

cordas corresponde a uma teoria de campos.

Ja para B # 0, precisamos tomar um limite apropriado da amplitude (1.2.29),

a ~e/? 50, (1.2.30a)
8ij ~ € 0, (1.2.30b)
tal que
Gij — - (2na’)* (Bg™ B)i],, (1.2.31a)
’ 1 1 1\/
Gil - (— —) , (1.2.31b)
(2na’)* \B B
y 1\
O > (E) . (1.2.31¢)

Observe que tanto G quanto ® tendem a valores finitos no limite (1.2.30). A fungdo de

Para chegar a (1.2.27), escolhemos D = —ﬁ,@ij.
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correlagdo (1.2.29), por sua vez, tende para

<H V(k)> — ¢l Do K"K <H V(k)> ) (1.2.32)
k k

GO G,0=0

sendo o produto A dado por (1.2.4) com a identificacio 0 = —@/. J4 conhecemos o com-
portamento de ([, V (k) )g o quando a’ — 0: este fator é descrito por uma teoria de campos
definida pela Lagrangiana Ly, (®, 0®,...). De (1.2.32) segue que a tnica alteracdo propor-
cionada pela presenga do campo By, neste limite, é¢ a presenca do fator de fase ¢! Lnom K" AR
Observando (1.2.16), constatamos que essa é precisamente a modificagdo induzida pela subs-
tituicdo dos produtos usuais de campo pelo produto-* na Lagrangiana Ly, (®, 09, ...), 0 que
define uma TQCNC. Isso significa que as amplitudes de espalhamento de cordas abertas, no
limite definido por 1.2.30, reproduzem aquelas calculadas a partir de uma teoria quéntica de

campos ndo-comutativa definida através do produto-*.

1.2.3 A teoria escalar Ap* nio-comutativa

Para ilustrar os efeitos da ndo-comutatividade das coordenadas numa teoria de campos,

consideramos o modelo escalar real com interacdo A¢* em quatro dimensdes espago-temporais,

S = fd4x [—%(p (x) (D +m2)(p (x) - %(p4 (x)] , (1.2.33)

onde A é uma constante de acoplamento adimensional, e definimos o correspondente modelo

ndo-comutativo pela agdo

Sclpl = [t [-30 W (0+m)p - Lo @ oW p@]. (1239

Sua quantizagdo é feita através do método funcional, definindo um gerador de fungdes de

Green conectadas ‘W [j],
AW — No f[@F] eiSNC[(P]+ifd4X(P(")*f(x), (1.2.35)

a partir do qual encontramos regras de Feynman para o cédlculo perturbativo das fun¢des de
vértice. E imediato constatar que a agdo (1.2.34) recai em (1.2.33) no limite 6 — 0, de forma que
classicamente a teoria definida por (1.2.34) tem um limite comutativo regular, fato que sera

alterado, como veremos a seguir, ao levarmos em conta as corregdes quanticas da teoria.

Segue de (1.2.13) que os termos quadraticos da agdo (1.2.34) e, conseqiientemente, o propa-

gador da teoria, '
i
Ar (p) (1.2.36)

CpPP-m?tie’

nao sdo modificados pela presenca da ndo-comutatividade. O mesmo ndo acontece com o
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v

FiGURA 2: Primeira correcdo quantica a auto-energia do
campo ¢ na teoria A¢* ndo-comutativa.

vértice, que pode ser escrito no espago de posigdo a partir de (1.2.14),

[H d]/]] (Y1, Y2, Y3, Ya) - (1.2.37)

E conveniente trabalhar com um vértice que seja simétrico nas quatro linhas, ou seja,

4
1
{H d]/]] E Z V (]/711/ ylel ]/n3; yTl4) 7 (1238)
j=1 e

onde a soma é feita sobre todas as permutagdes {r;} de {1,2,3,4}. A expressdo correspondente

no espago dos momentos é obtida a partir de (1.2.15) e (1.2.16) e pode ser escrita

iA
~ 3 (2n)* 5* (Z Pz‘) [cos (p1 Ap2 +p1 Aps+p2Aps) +
+cos(pr Ap2+prAps—p2Aps) +cos(pr Apa—pr Aps—p2Aps)], (1.2.39)
expondo de maneira explicita a simetria do vértice nos momentos externos p;. A presenga dos

fatores trigonométricos em (1.2.39) é a tinica altera¢do nas regras de Feynman introduzida pela

ndo-comutatividade. No limite 6 — 0, observamos que (1.2.39) é levado em

—— (2m)* o ( Zpl ) (1.2.40)

que é vértice da teoria comutativa.

Podemos agora calcular a primeira corre¢do quantica a funcdo de vértice de dois pontos do
campo ¢,

r®(p) = pP=m? =Y (p), (1.2.41)

sendo ) (p) a auto-energia do campo. O diagrama de ordem mais baixa da teoria de perturba-

¢oes contribuindo a ), (p) é o lago da figura 2 e

‘ il dYk i
—zz(p) =2 f Y 2 —cos (2k A p)] pE (1.2.42)
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é a respectiva amplitude. Claramente, ), (p) pode ser dividida em duas partes,

Yo =Y"m+Y " (12.43)

Na parte planar, (P) (p), o fator trigonométrico originado da ndo-comutatividade ndo depende
do momento de integracdo (nesse caso particular, é uma constante). J4 na parte ndo-planar,
y, (NP) (p), o fator trigonométrico depende de k e por isso modifica a integral de Feynman’.
Tanto Y, P (p) quanto ¥, V) (p) apresentam contagem de poténcias quadrética. A parte planar
é efetivamente divergente no ultravioleta e pode ser calculada com a utilizagdo da regularizacdo

dimensional,

2 2

sendo € =2 —d/2, u a escala de massa introduzida pela regularizagdo e ¢ (x) = dI' (x) /dx. Na

parte ndo-planar, o fator trigonométrico torna a integral convergente,

(NP) a1 ;
Z (p) = Y WKl(\/m POP)/ (1.2.45)

onde K; é a funcdo de Bessel modificada e

por =pu(6®) pu. (1.2.46)

A divergeéncia ultravioleta é absorvida pela renormalizacdo da massa

mi = m? {1 - 45?? E +y(2) - 1n(4’7f;2)]} ) (1.2.47)

levando a seguinte expressado para a funcdo de vértice renormalizada,

Am? 1
() _2_ .2 R 2
Iy (p) = p”—my YR f 2 yop Ky (Jmeop) . (1.2.48)

Para estudar (1.2.48) na regido do infravermelho e também seu limite comutativo quando

0 — 0, utilizamos o comportamento assintético da fun¢do de Bessel modificada [36],

JMrpop
! Kl(,/mlzzpop) —_— L +lln e (1.2.49)

m122P op pop—0 m122P op 2 2

2)
R

micas originadas da parte ndo-planar de ) (p). Esta é a chamada “mistura UV/IR”, tipica de

Percebemos a presenga, em I'>”’ (p), de singularidades infravermelhas quadréticas e logarit-

teorias ndo-comutativas: as contribui¢des ndo-planares tém seu comportamento ultravioleta

amenizado pela ndo-comutatividade, tornando-se convergentes, mas em contrapartida desen-

70Os nomes “planar” e “nao-planar” vém da existéncia ou ndo de cruzamento de linhas quando se utiliza a
notagdo de linha dupla de t'Hooft para esses diagramas, desnecesséria aqui por estarmos trabalhando com um
vértice simetrizado. Ver [35], por exemplo.
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FiGura 3: Inser¢des perigosas de singularidades infraver-

melhas UV/IR: o diagrama da esquerda, apresen-

tando uma singularidade ﬁ ~ ;7%92, ¢é inserido

varias vezes num diagrama de ordem superior,
acumulando poténcias do momento de integra-
¢do no denominador, tornando a correspondente
integral divergente no infravermelho [35] .

volvem singularidades infravermelhas. Estas sinalizam um limite 6 — 0 singular, ao contrdrio

do que acontece no nivel classico.

1.2.4 A mistura UV/IR

Além da surpresa que representa a existéncia de singularidades infravermelhas numa

teoria massiva®

, 0 mecanismo UV/IR pode apresentar-se como uma barreira intransponivel do
ponto de vista da consisténcia das TQCNC, inviabilizando sua solugdo perturbativa, conforme

explicado num caso particular na figura 3.

No caso do modelo A(p4 ndo-comutativo, a renormaliza¢do foi explicitamente verificada
até a aproximacao de dois lagos [37], mas a teoria é afetada por singularidades infravermelhas
UV/IR. A renormalizagdo a todas as ordens foi provada através do método de Polchinski [38],
fundamentado no grupo de renormalizacdo Wilsoniano, mas foi necessario o uso de um corte
infravermelho nas integrais de momento para evitar o problema da mistura UV/IR [39]. Esse
corte pode ser eventualmente removido se as divergéncias infravermelhas UV/IR forem re-

somadas [40], mas esse procedimento ndo pode ser generalizado para outras teorias.

Uma alternativa para evitar os problemas induzidos pela mistura UV/IR é investigar teorias
ndo-comutativas em que sejam geradas singularidades infravermelhas no méximo logaritmicas.
Como qualquer poténcia de Ink é dominada pela medida de integragdo, insercdes dessas
singularidades na forma indicada pela figura 3 ndo causam problemas — em principio — para

a consisténcia perturbativa da teoria. Uma classe de teorias que é candidata natural a essa

8No caso de uma teoria envolvendo particulas de massa zero, singularidades em p = 0 sdo esperadas devido ao
comportamento infravermelho dos propagadores e, para nao confundir estas singularidades com as originadas do
mecanismo UV/IR, as dltimas serdo sempre chamadas de “singularidades infravermelhas UV/IR”, ou simplesmente
“singularidades UV/IR”.
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investigacdo é a dos modelos supersimétricos.

De fato, a primeira TQCNC em quatro-dimensdes cuja renormalizabilidade foi provada a to-
das as ordens da teoria de perturbagdes foi o modelo de Wess-Zumino (WZ) ndo-comutativo [41].
O modelo de WZ [42] é a generalizacdo supersimétrica da teoria escalar Ap* e a renormalizacio
de sua contrapartida ndo-comutativa segue pelas mesmas linhas da teoria comutativa [43].
Um ingrediente fundamental dessa prova € justamente o fato de que as divergéncias UV sao
logaritmicas — resultado do cancelamento de divergéncias dominantes tipico de teorias supersi-
métricas — e por isso podem produzir singularidades UV/IR no méximo logaritmicas. Estas, por
serem integrdveis, ndo sdo capazes de prejudicar a consisténcia da teoria. O mesmo acontece
em outros modelos supersimétricos, como o modelo sigma ndo-linear [44,45] e 0o modelo sigma

linear O (N) no limite N — oo [46], ambos em trés dimensdes.

1.2.5 O problema da unitariedade

A mistura UV/IR ndo é o inico fendmeno que pode comprometer a consisténcia das TQCNC.
No caso de nao-comutatividade espaco-temporal, ou seja, 0% # 0, as regras de Cutkosky que
refletem a unitariedade da matriz S sdo violadas tanto em modelos escalares [47] quanto em
teorias de calibre [48]. Violagdes de causalidade também foram encontradas no espalhamento
de pacotes de onda unidimensionais se 6% # 0 [49]. Nenhum desses problemas aparece se nos

restringimos a ndo-comutatividade espacial, 0% = 0.

Estas dificuldades estdo ligadas ao fato de que 0% £ 0 implica na presenca de infinitas
derivadas temporais no produto-*, de forma que a teoria se torna ndo-local no tempo. Embora
formalmente seja possivel definir uma funcional ‘W [j] a partir de (1.2.35) e encontrar regras de
Feynman através das manipula¢des convencionais na integral funcional, j4 ndo temos garantia
de que existe uma teoria quantica bem definida nesta situacdo’ e ndo é surpreendente que as

regras de Feynman assim obtidas definam uma teoria patolégica.

Outra interessante visdo deste problema vem da conexdao TQCNC com a teoria das cordas.
No caso puramente magnético, By; = 0, na sub-secdo 1.2.2 mostramos um limite no qual as
excitagdes massivas e de cordas fechadas desacoplam dos estados de massa zero da corda
aberta, que sdo descritos por uma teoria de campos nao-comutativa com 6% = 0. Neste caso,
a TQCNC, sendo um limite da teoria das cordas, respeita requerimentos bdsicos da mecéanica
quantica como a unitariedade da matriz S e causalidade. Por outro lado, na presenga de um
campo elétrico de fundo By; # 0 com B;; = 0, pode-se mostrar que nao é possivel desacoplar
os graus de liberdade massivos das cordas de forma a encontrar uma teoria de campos nao-

comutativa com 0% # 0 descrevendo a dinAmica efetiva dos estados ndo-massivos!?.

9Este fato estd ligado a dificuldade de se definir um formalismo Hamiltoniano para uma teoria néo-local no
tempo.
10Ver [50] para uma discussao mais detalhada.
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Sob um ponto de vista que priorize as TQCNC como limites de baixas energias da teoria das
cordas, portanto, as patologias encontradas no caso de ndo-comutatividade espaco-temporal
sdo conseqiiéncia natural de ndo conseguir desacoplar os estados massivos quando By; # 0.
Do ponto de vista da teoria de campos, a violagdo de unitariedade indica que a quantizagao
através da integral funcional ndo é um procedimento consistente quando a Lagrangiana que
define a teoria cldssica envolve infinitas derivadas temporais“. Por essas razdes, assumiremos
nesta tese que 0% = 0, o que garante a aplicabilidade dos métodos usuais de quantizagio e a

unitariedade da teoria quantizada através da integral funcional.

1.3 Teorias de calibre nio-comutativas

Teorias de calibre ndo-comutativas podem ser obtidas a partir do acoplamento de um campo

de calibre A“ (x) com a superficie de universo X da corda aberta,

—i f dT A, (x) 9. X", (1.3.1)
oz

na presenga de um campo magnético de fundo By, e apds tomar-se um limite apropriado [16].

A teoria de campos assim encontrada é definida pela agao

1
S = 17 d*x Fyy + F, (1.3.2)
onde
P‘uv = [Dy/ Dv]* (133)
é o tensor intensidade de campo e Dy» = d,, - +ig [A W ~]* é a derivada covariante de calibre. A

acgao (1.3.2) é invariante frente a transformacao

Ay = Al = u ()= Ayeu™ (x) +iu (x) = duu (x) (1.3.4)
com
igw(x ig)" | @) xa(x)
u(x) = 80 = ZT . (1.3.5)
n>0 n vezes

Observamos que as teorias de calibre ndo-comutativas apresentam vértices de auto-interacdo
para o campo de calibre mesmo no caso Abeliano. Isso acontece porque o produto Moyal

garante que comutadores da forma [A W AV] nao se anulam.

Devido a relagdes de fatorizagdo de amplitudes de espalhamento de cordas abertas, o aco-
plamento de campos ndo-Abelianos a teoria de cordas esta sujeito a restri¢des [55,56] referentes

ndo apenas a escolha do grupo de calibre, mas também a dimensionalidade da representa-

HTem sido sugeridas na literatura formulacdes alternativas que sio capazes de quantizar a teoria com nao-
comutatividade espago-temporal de forma consistente, preservando a unitariedade [51-54].
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¢do matricial dos respectivos geradores. Especificamente, apenas os grupos U (N), SO (N) e
USp (2N), nas suas representacoes fundamentais, podem ser utilizados. E interessante que essas
restri¢des se transmitem as teorias de calibre ndo-comutativas ndo-Abelianas que, independente
de serem entendidas como um limite de baixas energias da teoria das cordas, também s6 podem

ser formuladas para esses grupos de calibre e apenas na representacdo fundamental [57-59].

De fato, consideramos um grupo de calibre ndo-Abeliano G e seja A sua correspondente
algebra de Lie, com geradores (em alguma representagdo) 7,. A generaliza¢do ndo-comutativa

natural para G seria o conjunto das transformagdes

(IA% (%) T0) * (A" (x) Ta) * .. * (IA% (%) T0)

l, (1.3.6)

n>0 n-vezes

Este conjunto, contudo, ndo forma grupo por ndo conter necessariamente o produto de dois
. . - i1a b
quaisquer de seus elementos. Considerando duas transformacdes g1 = eMloe D = e, por

exemplo, seu produto pode ser escrito através da férmula de Baker-Campbell-Hausdorf,
g1+ g = M)z [T dgn) (1.3.7)
e para que g1 * g2 seja da forma ¢'*"% é preciso, em particular, que
[/\‘i’ca, AZT;,L =A7* AZ TaTp — AZ * Al TpTa

1 1
=5 (A5 % A5+ A5 % A9) [0, 7] + 5 (29 %25 = A5+ A7) (o, 73 (1.3.8)

possa ser escrito como uma combinagao linear dos 7,'%. A dlgebra satisfeita pelos geradores
garante que isso acontece com o termo envolvendo [7,, 7] mas nem sempre o anticomutador
{4, Ty} pertence a A. Para grupos SU (N), por exemplo, podemos verificar que o anticomutador
ndo serd necessariamente uma matriz de trago nulo e, portanto, ndo pertence a correspondente
algebra de Lie, o que impede que estes grupos sejam implementados numa teoria de calibre

nao-comutativa.

A dlgebra de Lie dos grupos U (N), por sua vez, é composta por geradores hermitianos
T,,a=1,---,N? que na representagdo fundamental formam uma base do espaco de matrizes
NxN e portanto

{Ts, Ty} = dapcTe, (1.3.9)

garantindo que [A‘;’fﬂ, Ag’[b]* € A. O mesmo pode ser mostrado para os termos que ndo
escrevemos explicitamente em (1.3.7). O grupo U (N), na sua representacdo fundamental, pode

ser consistentemente utilizado para se definir uma teoria de calibre ndo-comutativa, ao menos

12No caso comutativo, podemos escrever
/\u /\b . /\uAb _ Ab/\u _ Atl/\b o c/\u/\b
1Tar ATy = Ny TaTy 2N ThTa = Ay [T, Tp] =i ab 117\ Tes

. iN? z .
garantindo que elementos da forma e"!'™ formem grupo sempre que os 7, pertencem a uma algebra de Lie.
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no nivel classico.

No que se refere as corregdes radioativas, a renormalizabilidade das teorias de calibre
ndo-comutativas tem sido argumentada [60-63] com base no fato de que as divergéncias ul-
travioletas, calculadas a um laco da teoria de perturbacdes, podem ser eliminadas através
de contra-termos com a mesma forma dos termos ja presentes na Lagrangiana inicial. Mas,
como discutido pela primeira vez em [61,62] no caso da eletrodindmica quantica ndo-comutativa
(NCQED), a presenga de divergéncias infravermelhas UV/IR ndo-integrdveis apresenta-se como

uma séria dificuldade. Na corre¢do de um lago a polarizagdo de vacuo da NCSQED,

2 SUHV 2
$ PP _gp_w}, (13.10)

i (p) ~ iz — {% (8% = p"p")In (p?F%) + e Pl
em que p* = 0"'p,, observa-se o aparecimento de um pélo infravermelho quadratico devido
ao mecanismo UV/IR. E interessante lembrar que, quando a regularizacéo utilizada respeita
a simetria de calibre, o grau de divergéncia dos diagramas quadraticamente divergentes por
contagem de poténcias se reduz para logaritmico [64]. Apesar disso, a parte ndo-planar desses
diagramas ainda é capaz de gerar singularidades infravermelhas UV/IR quadraticas. Como
discutimos na sub-se¢do 1.2.4, essas ultimas podem inviabilizar a solugdo perturbativa da

teoria.

Teorias de calibre ndo-comutativas sdo de particular relevancia ndo apenas por surgirem de
um limite de baixas energias da teoria das cordas mas também por serem ingredientes naturais
numa tentativa de generaliza¢do ndo-comutativa do modelo padréo [65] — que, por sua vez, seria
uma forma de se procurar sinais fenomenolégicos da ndo-comutatividade do espago-tempo.
Por essas razdes, é de fundamental importancia averiguar se é possivel contornar o problema
da mistura UV/IR nesta classe de modelos e assim construir teorias de calibre ndo-comutativas

que sejam perturbativamente consistentes.

Novamente, a introdugdo da supersimetria pode ser uma maneira de preservar a teoria
do mecanismo UV/IR. Como observado em [66], no caso da NCQED envolvendo N, campos
escalares e Ny espinores de Weyl, o p6lo infravermelho quadratico da polarizagdo de vacuo

apresenta—se proporcional a
prp
P

Numa teoria supersimétrica, o nimero de graus de liberdade bosonico e fermidnico é sempre

(Ny +2-2Ny) (1.3.11)

o mesmo, de forma que o parénteses na equagao (1.3.11) se anula. Esse fato sinaliza as teorias
de calibre ndo-comutativas supersimétricas como candidatas a teorias de campo consistentes,
no sentido de serem livres de divergéncias infravermelhas UV/IR ndo-integréveis. Essa é a

motivacdo fundamental para os trabalhos descritos nessa tese.
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1.4 Teorias de calibre supersimétricas nao-comutativas

O foco da atencao desta tese é o exame da consisténcia da solugdo perturbativa de teorias
de calibre supersimétricas ndo-comutativas em quatro dimensodes espago-temporais. Em par-
ticular, investigamos se a supersimetria é eficiente, como foi no caso escalar [41], em evitar o
aparecimento de singularidades infravermelhas UV/IR ndo-integrdveis que possam invalidar
a teoria de perturbacdes em ordens mais altas, pelo mecanismo descrito na sub-secdo 1.2.4.
Empregamos o formalismo de supercampos para o estudo dessas teorias por este ser capaz
de preservar explicitamente a supersimetria em todos os estagios do cédlculo. Vamos nos ater
ao caso em que a ndo-comutatividade modifica apenas a algebra das coordenadas x* e ndo
das coordenadas fermidnicas do superespago 6, de forma que a generalizacdo ndo-comutativa
para teorias de campo definidas no superespago é imediata [67]: substituimos o produto usual

dos supercampos pelo produto-*, que apenas afeta os campos componentes'>.

Utilizaremos o chamado formalismo covariante de supercampos, que nos permite calcular
perturbativamente fun¢des de vértice do supercampo de calibre. Teorias de calibre supersi-
métricas ndo-comutativas podem também ser estudadas através do formalismo de campo de
fundo [71-73], que permite encontrar diretamente fun¢des de vértice para o tensor intensidade
de campo de fundo. Esta dltima metodologia apresenta algumas vantagens, como um menor
nimero de diagramas a serem calculados e uma contagem de poténcias mais amena em relagdo
ao formalismo covariante. No entanto, como argumentaremos na se¢do 2.6, isto ndo elimina a
necessidade de garantir a seguranca infravermelha'* das funcdes de vértice do supercampo de
calibre para evitar que o mecanismo UV/IR possa invalidar o formalismo de campo de fundo
nas ordens superiores da teoria de perturbagdes. Isto justifica nossa escolha do formalismo

covariante para o cdlculo perturbativo das fungdes de vértice.

O leitor pode referir-se a [74,75] para introdugdes as teorias de calibre no superespago. No
que se refere a generalizagdo supersimétrica da eletrodindmica quéntica, essa formulag¢do ndo
apresenta maiores dificuldades e podemos rapidamente encontrar uma agdo no superespago
que corresponde, quando escrita em termos dos campos componentes, a agdo encontrada por
Wess e Zumino em [76]. Por outro lado, a formulagdo no superespago de uma teoria de calibre
ndo-Abeliana é muito mais complexa jad que a acdo invariante de calibre é ndo polinomial e
a correspondente transformacdo de calibre é ndo-linear. Toda essa complexidade se transfere
a formulagdo de supercampos da QED ndo-comutativa supersimétrica em quatro dimensdes

espago-temporais (NCSQED).

Os capitulos 2 e 3 concentram os resultados originais apresentados nesta tese. Estudaremos

13Existem trabalhos na literatura considerando a possibilidade de que as coordenadas fermidnicas nao anticomu-
tam [68-70], uma situagdo que também pode-se relacionar a teoria das cordas, o que leva a teorias com “supersimetria
N =1/2".

14por“se guranca infravermelha” entendemos a auséncia de singularidades infravermelhas UV/IR ndo-integraveis.



1.4 Teorias de calibre supersimétricas nido-comutativas 22

a consisténcia da formulacdo covariante de supercampos de teorias de calibre supersimétricas
ndo-comutativas, calculando as fung¢des de vértice de dois e trés pontos do supercampo de
calibre V.

No capitulo 2, analisaremos em detalhe as corre¢des a um laco da NCSQED. Generalizando

(1)
Vv’

remos que esta é livre de singularidades infravermelhas UV/IR nao-integraveis em qualquer

(1)
1424

raremos com a necessidade de calcular todas os diagramas sub-dominantes que atuam como

resultados ja existentes na literatura referentes a funcdo de vértice de dois pontos I',;,, mostra-

calibre covariante. Logo apds, estudaremos a func¢do de trés pontos I quando nos depa-
fontes de singularidades UV/IR nédo-integraveis. A existéncia de um calibre particular no qual
estas se anulam serd suficiente para mostrar que a NCSQED ¢é uma teoria consistente nessa

aproximagao.

No capitulo 3 estenderemos nossa andlise para o caso das teorias ndo-Abelianas. Mos-
traremos que a seguranca infravermelha das corre¢des radioativas da teoria de Yang-Mills
supersimétrica ndo-comutativa (NCSYM) depende de rela¢des envolvendo tragos dos gerado-
res do grupo, tanto na fun¢do de duas quanto na de trés pontos. Consistentemente com as
restri¢des impostas pela ndo-comutatividade no nivel classico, veremos que estas relagdes sao

satisfeitas para a representagdo fundamental do grupo U (N). Além disso, a funcdo de dois

(1)

pontos I},

é finita para a teoria com supersimetria N' = 4.

Finalmente, no capitulo 4, apresentaremos as conclusdes e algumas perspectivas futuras.
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2 A QED supersimétrica ndo-comutativa

2.1 A acaoda NCSQED

A extensdo do grupo de calibre U (1) para o caso ndo comutativo, que designamos U (1),
é imediata: escrevemos uma transformagéo g[A] € U (1), parametrizada pelo supercampo

quiral A (z), como

(—igV) # (—igV) * -+ * (=igV)
g[A] = 78" = Zl : : : . 2.1.1)

n!
n>0 nvezes

A agdo de U (1) sobre um supercampo real V (z) é dada por V (z) — V’ (z) tal que
eV = " [A]*+esV 5 g[A] = 8P 58V 48N (2.1.2)
Escrita em forma infinitesimal, a transformacéo (2.1.2) corresponde a
oV = iLgy [— (A+A)+(coth Ly, ) [& - A]] , (2.13)
onde
La[B] = |A, B], . (2.1.4)

Em (2.1.3), a fungdo cotangente hiperbdlica deve ser entendida em termos de seu desenvolvi-

mento em série de McLaurin,

A A3
— A1 _ ...
cothA = A7 + 3715 + ey, (2.1.5)

de forma que

3V = iLg,[-(A+A)] +iL%V[L;V[X—A] + %L%V[K—A] + ]
= i(A-A)- %’ [v.A+A] + % [V.[v.A-A]] +---. (2.1.6)
Para justificar a introdugdo de (2.1.2), temos que investigar as transformagdes correspon-

dentes para as componentes de V (z), o que faremos mais adiante. Antes, porém, apresentamos
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a acdo da NCSQED,

Sy = r;z ( f doz WW,, + f d6zWaW‘j‘), (2.1.7)

onde
W, = 52 (e_gV * D“egv) (2.1.8)

é o tensor intensidade de forca e W, = (W,)". Podemos mostrar que W, é covariante frente a
transformacgéao (2.1.2). Partimos de
W, = D (e «Dae"), (2.1.9)
onde e8V" é dada por (2.1.2) e sua inversa por
e8V = i8N 4 o8V 4 pmigh (2.1.10)
Como A (A ) é um supercampo quiral (antiquiral), D (eigA) =D (eigx) = 0 e, portanto,
wo- DB [( EN— e—igX) «D, ( EN e—igA)]
oi8A . P [e—gV 288 4 piSA 4 D (egV . e—igA)]
GNP [(e787 « DyesV) w8 4 52 4 D [ 8V w8V 4 D8]

— BN LW, o8 4 8N D D8N 2.1.11)
Por fim, D’De8 = 0 devido a quiralidade de A. Concluimos assim que
W/ = e8M W, + o788 (2.1.12)

0 que garante que a agdo (2.1.7) é invariante frente a (2.1.2). Utilizando a rela¢do (A.4.5) podemos

reescrever (2.1.7),

Sy = — %22 dz (e_gV * D“egv) D (e—gV * Daegv) ’ (2.1.13)

expressdo que resulta mais adequada para encontrar as regras de Feynman da teoria.

Quando desenvolvida em poténcias de g, a agdo (2.1.13) exibe infinitos vértices. Encontra-

mos os primeiros termos desse desenvolvimento a partir de

2 3

e 1D’ = gDV =5V, DaV], + 5 [V, 1V, DaVL,

2!
+§ [v.[V.v.[v,DuVLL] ] + -+ (2.1.14)

g4

-5 V. V.V, DaVLL,

aplicado a (2.1.13). Escrevemos assim

Sv =5 g5l 4 5P 4 3Py (2.1.15)
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onde!
s — % f #2VDD'D,V, (2.1.16)
(1) 1 8. 2 a =2 a

sy) = 5 | 2D D'V *[V,DaV]. DDV +[V, DoV, (2.1.17)
s@ = - f #2{5 [V,DV].= D' [V,DV]. + s DDV [V, [V, D, VL), @1

s@ - L1 dsz{lﬁzD“V*[V V,[V,DaVL.]

\V4 12 2 7 7 7 wle |,
+[V,[V,D%V].].«D [V, DaV]*} . (2.1.19)

Note o custo da formulagdo de uma teoria de calibre ndo-comutativa no superespago:
precisamos trabalhar com uma transformagdo de calibre nado-linear, equacdo (2.1.2), e uma
a¢do ndo-polinomial, equagdo (2.1.13). Faz-se necessario, portanto, clarificar a relagdo da teoria
definida por (2.1.13) com a formulagao tradicional de uma teoria de calibre, que consiste numa
Lagrangiana envolvendo um termo bilinear F,, F#”, sendo Fy, o tensor intensidade de campo
eletromagnético, além do acoplamento do campo de calibre a campos escalares e espinoriais
através de uma derivada covariante D,. Comegamos substituindo V (z) e A (z) em (2.1.3) por

suas expressdes em termos de componentes (ver se¢do A.4),
V(x,0,0) = f(x)+00"0A,(x)+[0¢ (x) +0¢ (x)]+]00](x) + 06 (x)]
+6%6 [X (x) + %a“ayqb] 400 [/\ (x) + %a#a@]

196 [d (x) - iu f (x)] (2.1.20)

A(x, 0, 5) — 090 [a (x) + Ox (x) + 6%k (x)] . (2.1.21)

Procuramos a seguir o efeito da transformacao (2.1.3) sobre as componentes de V (z). Para o

campo vetorial A (x), encontramos
BAL (x) = 9, (x) +ig[Au (¥), Q)] +O(s?), (2.1.22)

onde ) (x) é uma fungdo real relacionada as componentes de A (z). Reconhecemos a semelhanca

de (2.1.22) com a transformacao de calibre para um campo ndo-Abeliano. Nao encontramos

INestas e em todas as expressdes que seguirao, fica subentendido que as derivadas espinoriais covariantes atuam
apenas no fator que estd imediatamente a sua direita.



2.1 A acdoda NCSQED 26

a transformagao usual da QED, 0A, = d,(), por duas razdes: a ndo-comutatividade faz com
que comutadores como os que aparecem em (2.1.22) ndo se anulem e a ndo-linearidade da

transformagdo (2.1.2) reflete-se na aparicdo das corre¢des de ordens superiores em g.

Além da semelhanga de (2.1.22) com uma transformacao de calibre ndo-Abeliana, podemos
efetivamente obter a formulacdo em componentes dessa teoria através de uma particular escolha
de calibre. Para ver como isso acontece, escrevemos a agdo de (2.1.2) sobre todas as componentes
de V (z):

of = % (a"—a)+Ol[g], (2.1.23a)
5 — —%X +0lgl, (2.123b)
0A, = —%8“ (a*+a)+0][g], (2.1.23¢)
5j — —éh +0lg, (2.123d)
sA=0]lg], (2.1.23¢)
5d=0]g] . (2.1.23f)

Sempre é possivel escolher /1 (x), x (x) e Ja (x) para realizar uma transformacao que nos leve
a um calibre onde f (x), ¢ (x) e j(x) se anulam. Isto define o calibre de Wess-Zumino. Nele o

supercampo V (z) se reduz a
V(x6,8) = 60"0A, (x)+6°04 (x) + 0 0 (x) + 6 0% (x) . (2.1.24)

Dessa expressdo pode-se rapidamente constatar que V° (z) = 0, de forma que a agéo (2.1.13)

torna-se polinomial e, em termos de componentes, resulta ser igual a
Sowz = = [ d*x [~2Fu « P it «oFD, T + 202 2.1.25
GWZ—E x_z uv ¥ — A0 Dy + ’ (2.1.25)
onde
Fyv = I:D/.u Dv] (2126)
eDy = 8“ - 4ig [A w ] é a derivada covariante de calibre.
Tendo escolhido 1 (x), x (x) e 3a (x) para chegar ao calibre de Wess-Zumino, ainda nos resta

uma liberdade de calibre residual dada por Ra (x), que é responsével pela transformacao

BAL (x) = 9,0 (x) +igAu (x), Q)] , (2.1.27)

*

onde Q) (x) = —3Ra (x). Vemos que a escolha do calibre de Wess-Zumino reduz a teoria definida
por (2.1.13) ao que reconhecemos como a generalizagdo supersimétrica natural da NCQED.
No entanto, o calibre de Wess-Zumino ndo é compativel com o formalismo de supercampos,

pois uma transformagao de supersimetria geral regenera as componentes f (x), ¢ (x) e j (x). E
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possivel contornar esse problema e definir uma transformagdo supersimétrica restrita que deixa
a agdo (2.1.25) invariante [74] mas, como queremos quantizar a teoria no superespago, temos

que usar uma fixacdo de calibre que seja compativel com a supersimetria.

O que chamamos de formulacdo covariante de supercampos corresponde a escolha de um

calibre explicitamente supersimétrico [77], obtido ao se adicionar a Sy o termo

Set = —% f B2V (2) {Dz,ﬁz}V(z), (2.1.28)

onde 2 é um parametro real que define uma familia continua de calibres. A expressdo (2.1.28)
ndo é invariante frente a transformacéo (2.1.2), o que é justamente o que se espera de um termo
de fixacdo de calibre. A introdugdo de (2.1.28) na agdo induz o aparecimento do determinante
de Faddeev-Popov A~! [V] na integral funcional, que pode ser escrito em termos de campos de

t 1

fantasmas c,c = ¢, ¢/, ¢ = ¢’*,sendoce ¢’ supercampos quirais com paridade grassmaniana

impar [75]. A expressdo que usaremos para o determinante AT[V]é
AV] = f DeD DeDE ¢ I PN VG o me (2.1.29)

onde 6V (z) é a transformagdo de calibre infinitesimal dada em (2.1.3). A equacgao (2.1.29) define
a agdo Sgp, dos fantasmas, a partir da qual podem ser encontradas as correspondentes regras de

Feynman. Substituindo 6V por seu desenvolvimento em poténcias de g, podemos escrever

0 1 2
Sen = Sy + gS4, + &S5 + -+, (2.1.30)
onde

S(g%) — f Pz (c+0) (T -c), (2.1.31)

1 _ _i 3 - =
S = 2fd z(c+o)|v,e+7], (2.1.32)

@ _ 1 [ 8 . o
S = T3 fdz (c+o)|[v.[v.e-c]] - (2.1.33)

Antes de concluirmos essa se¢ao, é interessante relacionar a fixacdo de calibre (2.1.28) com

o termo covariante f dix (8FA“)2 que exerce fungdo andloga na QED. A condigdo de calibre
imposta por (2.1.28) é

D*V(z) = 0, (2.1.34)
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que corresponde, para as componentes de V (z), a

jlx) =0, (2.1.35a)
d(x) = imf(x), (2.1.35b)
Alx) = é(ﬁ(x), (2.1.35¢)
I AF = 0. (2.1.35d)

Vemos que (2.1.34) inclui a condigdo usual do calibre de Lorentz, d,A* = 0.

2.2 Acoplamento com a matéria

E através do acoplamento com a matéria que podemos introduzir intera¢gdes na QED
supersimétrica comutativa. Em contrapartida, a NCSQED pura ja apresenta auto-interagéo.
Ainda assim, a introdugdo de campos de matéria, na forma de campos quirais P (z), permite o
estudo de supersimetrias estendidas, N' = 2,4, no formalismo de supercampos. Por exemplo,

o acoplamento do supercampo quiral ® (z) a V (z) através da agdo
Sm = f Bz e 8 « DxesV, (2.2.1)
invariante sob as transformacgoes de calibre (2.1.2) e

P - D = SN Pre 8L , (2.2.2a)

—

® > P = efgf\@*e-igx, (2.2.2b)

define uma teoria que realiza a supersimetria estendida N' = 2. A teoria N' = 4, por sua vez,
corresponde a adi¢do de trés supercampos de matéria, interagindo com V (z) através de (2.2.1),

além de um vértice trilinear de auto-interacgao.

O desenvolvimento de (2.2.1) em série de poténcias g nos conduz a

Sm = Sw + gSh) + ¢S% + &S -, (2.2.3)
onde
s = f B2 dd, (2.2.4)
s — f Bz o[V, D], (2.2.5)
s@ = % f Bz [V,[V,®]]. (2.2.6)
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s® - 2 f Bz [V, [V, [V, @] . (2.2.7)

2.3 Regras de Feynman

A partir da agdo total dada pela soma de (2.1.15), (2.1.28), (2.1.30) e (2.2.3),
SncsQED = Sv + Sgf + Sgh + Sm, (2.3.1)

podemos encontrar as regras de Feynman para o célculo da agdo efetiva I' [V (z)]. O produto

(0)
SNCSQED

mento para encontrar os propagadores é idéntico ao da correspondente teoria comutativa.

Moyal ndo modifica a parte quadratica nos campos de (2.3.1), e portanto o procedi-

A parte quadratica em V (z) de SI(\?)CSQED vem da soma de (2.1.16) e (2.1.28),

(0) _1 (s 1\ (12 32
s +sgf_§fd zV(z)[DJr(l—E){D,D}]V(z). (2.3.2)
O propagador de V (z) é a funcdo Ayy (z —z") que satisfaz a equagado
[D + (1 - %) {DZ,EZ}] Ay (z=2) = 88 (z-7) . (2.3.3)

E possivel verificar que

é{DZ,BZ}] 58 (z ) (23.4)

z

Ayy (z-7') = é [1 + (1-a)

satisfaz (2.3.3) e portanto é o propagador procurado?. O termo 1/ 0% em (2.3.4) merece comen-

tarios, o que seré feito na se¢do 2.4.

Os propagadores para os supercampos de fantasmas e de matéria podem ser obtidos de

maneira similar. Para os primeiros,

i =2 ,
Aeo(z1-22) = == D2D, 8%(z—2') (2.3.5)

i =2
Ag(z1-22) = +=D; D% 6%(z-7'), (2.3.6)
com a seta indicando o fluxo de ntimero de fantasma, enquanto que, para a matéria,
/ =25 g /
Apgz—2') = —EDZDZ,(S (z=-2). (2.3.7)
Os propagadores da NCSQED estdo representados na figura 4.

Existem infinitos termos de interagdo em Sncsgep- Na figura 5 da pdgina 33 apresentamos

20 uso da prescrigao de Feynman esta subentendida em todos os propagadores.
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FiGura 4: Propagadores livres da NCSQED.

aqueles que foram necessdrios para o cdlculo das fung¢des de vértice de dois e trés pontos do

supercampo de calibre V (z) na aproximagdo de um lago. Usamos a notagdo genérica I’

(0)
(DV)V®---

para representar os vértices elementares: o superescrito indica a elementaridade do vértice

e o subscrito o campo a que corresponde cada linha, incluida a distribuigdo das derivadas

espinoriais covariantes.

Isolamos da agdo (2.1.15) aqueles vértices que serdo necessdrios para nossos propdsitos.

Eles sdao
¥ ki, ko, k3) = ¢Vs(ki, ko, k3),
(BZDV)(DV)V( 1.k, k3) = §Va(ki, ko, k3)
(0) g
L 5w, (DV)VV(kl/k2/k3/k4) = =15 Vi (ko ks k),
(0) . 2)
(0) 2 a,(2)
T ki, ko, k3, ky) = V.7 (ki, k2, ks, k
vaﬂﬁvﬂDm(l 2k ka) = Hig V7 k ks k)
e
0 &
T ki,k2, k3, ks, ks) = — = ki, k2, ks, kq, ks),
@fDVXDVNﬂﬂx 1, k2, k3, ka, ks) e Vs (ki ke ks ks, ks)
r® ki kb kks) = — 28 D ko ko ko k
VV(DV)(DDV)(DV)( 1,82, K3, R4, 5) = = 3 5 ( 1,82, K3, R4, 5)/
- 3
(0) . 8 4,03
FVV(DV)(EZV)(DV)(kl’kZ'k3'k4'k5) = +E(V5 (kl,kz,k3,k4,k5).

Da agdo dos fantasmas, equacéo (2.1.30),

I (ki kaks) = +gValki, ko ks),
IO (ki ko ks) = +gVslki, ko ks),
0 (k ko ks) = - gValk ko ks),
IO (ki ko ks) = — g Valki, ko, ks)

c've

(2.3.8)

(2.3.92)

(2.3.9b)

(2.3.9¢)

(2.3.10a)

(2.3.10b)

(2.3.10¢)

(2.3.11a)
(2.3.11b)
(2.3.11c)
(2.3.11d)
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e
10 (ko ks ky) = - % VI (ky, ko, k3, k), (2.3.12a)
T (ki ke ks ks) = + % VY (ki ko, ks, k), (2.3.12b)
rg’o\)/'Vc(kl’kz’ ks ka) = + % (Vil)(klzkzl ks, ks), (2.3.12¢)
8 (ki ko, ks ks) = — % VU (ky, ko, ks, ) (2.3.12d)

Por fim, do acoplamento da matéria com o supercampo V, equagdo (2.2.3), precisamos dos

vértices
F%)‘)/¢(kl’k2’k3) = 28Vs(ki, ko, k3), (2.3.13)
ng)/vq>(k1'k2'k3'k4) = i8> Va(ki ko, ks, ka) (2.3.14)
e
e (kkkkk)z—gﬂ/(kkkkk) (2.3.15)
DIVVVD 1,182,133, K4, K5 9 5\K1,K2,K3,K4,K5) . 3.

O produto Moyal se manifesta nas regras de Feynman através do aparecimento de expres-
sOes trigonométricas, chamadas genericamente V (k), envolvendo os momentos entrando nos

vértices. Em nosso caso, encontramos

(V3(k1,k2,k3) = sin(kl /\kz) , (2.3.16)
VY (ki ko, ks, ka) = cos(ka Aks) cos(ky Aks) — cos(ki Aka — ks Aka), (2.3.17)
V) (ki ko, ks, ka) = % [sin(k; A k) sin(ks A ky) — sin(k; Aky) sin(ka Aks)] , (2.3.18)

VI k1, ko, ks, ka ks) = [2 cos(ky Aks) cos(ks Aks + ks Aks)
+ cos(—ks Aky + ky Nks + ks Aks) ] sin(ky A k)
+ 3 [cos(—ky Aks + ko Aks + ks Aks) sin(ky Aky)
+ cos(—kp Aky + kg Nks + kp Aks) sin(k; Aks)
+ cos(—ky Aky — ks ANky + ko Ak3) sin(ky Aks)] (2.3.19)

(Véz) (k1,ka, k3, ka, ks) = 2sin(py A p3) sin(p2 A p3) cos(p1 A p2)
+sin(p1 Ap2) [sin(p2 Aps = p1 Aps)] (2.3.20)
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(Vé3) (k1,ko, k3, ks, ks) = 2i sin(py A p2) cos(p2 A pa) cos(ps A ps)

+ exp(—ip1 A p2) cos(p3 A pa+ p3 Aps + pa Aps)

( (

+ exp(—ip1 A pa) cos(ps Ap2+ p3 Aps +p2 Aps)

— exp(—ip1 Ap3
(

cos(p2 Aps +p2 Aps—pa Aps)
— exp(—ip1 A ps) cos(

)
) cos(p2 Ap3s+p2 Aps—p3Apa). (2.3.21)

Os momentos sdo considerados positivos quando entram no vértice. Por fim, embora ndo

explicitamente indicada, a conservagdo de momento é valida em todos os vértices.

Além de propagadores e vértices, temos que levar em conta as regras usuais do cédlculo de

superdiagramas no espago de momentos, a saber?,

® a0 i-ésimo vértice corresponde uma integral f d*o;,

o, . 1 d4ki
e ao i-ésimo lago corresponde uma integral f et

e a expressdo associada ao supergrafico é multiplicada por um fator de conservagdo de
4 . .
momento (21)" 0 (), pi) onde p; designa, genericamente, um dos momentos que entram
no supergrafico,
e para calcular a agdo efetiva, calculamos os supergréficos préprios ou irredutiveis de uma
d*p;
Y (p;),onde ¥ é o
oot T (PO,

supercampo correspondente a linha (em geral, vamos deixar subentendidas as integra¢des

particula* adequados, associando a cada linha externa um fator f

sobre momentos externos),
e fatores topoldgicos sdo determinados como em teorias de campo nao-supersimétricas,

e por fim, o resultado do diagrama deve ser simetrizado em relacdo aos momentos externos.

30 leitor que verificar, por exemplo, o capitulo 6 da referéncia [75], encontrard uma diferenga em relagao as nossas:
a auséncia das derivadas covariantes que utilizamos nos propagadores quirais (2.3.5), (2.3.6) e (2.3.7). Isso porque
os autores de [75] preferem colocar essas derivadas covariantes nos vértices quirais da teoria. N6s consideramos
mais simples deixar essas derivadas nos propagadores, de forma que a todos os vértices da teoria correspondem
integrais f d8z, indistintamente.

40u seja, aqueles que ndo podem ser divididos em dois pelo corte de uma tnica linha interna.
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Ficura 5: Vértices elementares da NCQED necessarios

para o célculo a um lago das fungdes de dois e

trés pontos.
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2.4 Contagem de poténcias e divergéncias da acao efetiva

A contagem de poténcias para teorias ndo-comutativas ndo apresenta diferenga em relagao
ao caso comutativo. Vamos indicar por w [S] o grau de divergéncia superficial de um super-
gréafico S com L lagos, V vértices envolvendo o supercampo de calibre, V, vértices envolvendo
campos quirais (matéria e fantasmas), P propagadores, E. linhas externas de matéria e N, de-
rivadas espinoriais aplicadas nas linhas externas de V. As poténcias de momento aparecem
explicitamente na medida de integracdo e propagadores e, de maneira implicita, nas derivadas
espinoriais covariantes. Todas as Ds e Ds que atuam nas linhas internas, exceto as utilizadas
na relagao sD?D'6 = 6 que contrai um lago a um ponto, podem gerar poténcias de momento
através da dlgebra {D, 5} ~ k. Cada lago contribui com uma integral d*k e, por outro lado,
absorve duas poténcias de momento quando contraido a um ponto. Os vértices envolvendo
o campo de calibre contribuem sempre com quatro derivadas, D252 ~ k*. Os propagadores
quirais possuem um fator D? e um 52 nas extremidades e cada vértice quiral se liga a dois
propagadores, mas temos que descontar as E, linhas externas de matéria, que ndo aplicam seu
correspondente D? ou D’ no lago, e as N, derivadas que atuam nas linhas externas de V. Por

fim, levamos em conta o fator 1/k? originado de cada propagador5 . Portanto,
wl[S] =4L-2L+2V +2V.—E.—-N,/2-2P, (2.4.1)
que ap0s a utilizagdo da relagdo topoldgica L+ (V +V.) —P = 1sereduza
w[S] =2-N,/2-E, (2.4.2)
Estaremos interessados em calcular apenas fun¢des de vértice de V (z) e, para essas,

w[S] = 2-N,/2. (2.4.3)

E interessante ressaltar o que efetivamente significa o ntimero w [S]. Em teorias comu-
tativas, a contagem de poténcias d4 o maximo grau de divergéncia ultravioleta superficial
para o superdiagrama S. Ja numa teoria ndo-comutativa, o superdiagrama S terd, em geral,
uma contribui¢do planar e uma ndo-planar. Na primeira, a interpretagdo de w [S] é como no
caso comutativo. Ja na contribui¢do ndo-planar, os fatores trigonométricos provenientes do
produto Moyal fazem com que as integrais de momento sejam convergentes no ultravioleta,
mas apresentem singularidades infravermelhas devido ao mecanismo UV/IR. Nesse contexto,
w [S] corresponde & maior poténcia da divergéncia infravermelha UV/IR que o diagrama pode

apresentar.

=2
5Observe que mesmo o termo proporcional a {DZ, D } /k* no propagador do supercampo V contribui com duas

poténcias negativas de momento a w [S], gracas a presenga das derivadas espinoriais covariantes no numerador.
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No que diz respeito a divergéncias infravermelhas, neste trabalho estaremos interessados
unicamente naquelas originadas do mecanismo UV/IR. E necessério diferenciar essas divergén-
cias das usuais, cuja origem € a presenca de particulas de massa zero. Em relagdo a este dltimo
ponto, o aparecimento de um termo proporcional a 1/0% no propagador (2.3.4) causa severos
problemas na teoria®. Na verdade, uma das maiores dificuldades do uso da formulagdo covari-
ante de supercampos é exatamente o aparecimento das divergéncias infravermelhas usuais ja na
aproximagdo de um lago sea # 1 e, mesmo paraa = 1, em corre¢des de ordem mais alta [78,79].
A andlise dimensional é suficiente para nos alertar dessas dificuldades. Indicamos por d [X] a
dimensdo de massa da uma varidvel X, de forma que d [p] = +1. Da élgebra {D, 5} ~ p vemos
que d [D,] = d[d,] = % e, portanto, d [0] = —%. Como queremos que o campo vetorial A, em

(2.1.20) tenha as dimensodes do campo eletromagnético, d [Ay] = +1,ejaque
V(z)=f(x)+ 040+, (2.4.4)

concluimos que o supercampo V (z) tem dimensao zero e, como conseqiiéncia, d [f (x)] = 0.
Isso significa que, em quatro dimensdes, o campo f (x) terd um propagador da forma 1/02, que
ndo é integravel no infravermelho. Nao é de se surpreender que, mesmo escolhendo o calibre
de Feynman, problemas infravermelhos aparecerem em ordens mais altas devido a presenca
do campo componente f (x) [78]. A escolha do calibre de Wess-Zumino, por sua vez, elimina
o campo f (x), sobrevivendo na teoria apenas campos com propagador proporcional a 1/0:
estes poderdo provocar problemas infravermelhos mais amenos, semelhantes aos encontrados
na QED.

A diferenca entre tais singularidades e as divergéncias infravermelhas UV/IR é que, para
as primeiras, é possivel elimina-las modificando a estrutura da teoria introduzindo uma massa
reguladora nos propagadores [80-82]”. Para as divergéncias infravermelhas UV/IR, contudo,
tal tratamento ndo é possivel. Por isso a importancia de se estudar o possivel cancelamento

destas nas fung¢des de vértice da teoria.

No que se segue, estaremos sempre considerando as divergéncias infravermelhas que sdo
conseqiiéncia da mistura UV/IR da teoria ndo-comutativa. Supomos que as outras singularida-

des infravermelhas podem ser contornadas pelos métodos ja apresentados na literatura.

®Vale lembrar que termos proporcionais a 1/0? aparecem também em teorias de calibre nao-supersimétricas,
como por exemplo a QED no calibre de Landau.

7A introdugio deste regulador infravermelho provoca uma quebra suave da supersimetria. Pode-se mostrar,
via identidades de Ward, que grandezas fisicas ndo irdo depender do regulador e que a supersimetria continua
operacional apesar de explicitamente violada.
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2.5 A funcao de vértice de dois pontos da NCSQED

(1)
vV

Nosso objetivo é mostrar a auséncia de p6los infravermelhos nao-integraveis oriundos do me-

(1)
Vv’

Landaua = 0. Ampliaremos esse resultado para qualquer calibre covariante e para supersime-

Nesta secdo vamos calcular corre¢des radiativas a fun¢do de vértice de dois pontos I

canismo UV/IR. O cancelamento desses pdlos, para I';,/,, foi mostrado em [83] no calibre de
trias estendidas, N' = 2,4. Essa generaliza¢do ndo é dificil e servird para apresentar o método
utilizado para calcular a fun¢do de trés pontos, na se¢do 2.6. O leitor também pode referir-
se ao apéndice B, onde apresentamos detalhes adicionais do calculo de um dos diagramas

apresentados nesta segao.

Observe que integrais linearmente divergentes por contagem de poténcias da forma

44k 3
f e F (k) ok (2.5.1)

onde F é uma funcado par, se anulam devido a anti-simetria do integrandoS. Por outro lado,
veremos que todos os fatores trigonométricos originados da ndo-comutatividade, para a funcao
de dois pontos, sdo fungdes pares do momentum de integragao k. Isso significa que poderemos
ter divergéncias — tanto UV quanto infravermelhas UV/IR - apenas originadas de integrais
com contagem de poténcia quadratica ou logaritmica. Divergéncias infravermelhas UV/IR
logaritmicas ndo sdo perigosas, pois qualquer poténcia de Ink é dominada pela medida de

integragdo d*k na vizinhanga de k| = 0. Nosso objetivo, portanto, seré calcular os diagramas

(1)
4%

ndo apresentam nenhuma derivada covariante atuando nas linhas externas, como mostrado na

que podem contribuir as divergéncias quadraticas de I';;;, e, conforme (2.4.3), estes sdo os que

figura 6.

Conforme as regras de Feynman apresentadas na se¢do 2.3, a contribui¢do do diagrama 6a

1 ¢ [ d*
].—‘5/‘)/;661(17) = _Zf n)4 d491d492 (Vil) (_k,p, —p,k) X

(2
512 —2 a
X3z (D1D1 D2a512) V(p,01) V(-p,02) . (2.5.2)

é dada por

Ja levamos em conta um fator 2 vindo da simetria do diagrama sobre a permutag¢do das pernas
externas. O termo proporcional a (1 —a) no propagador de V ndo contribui nesse diagrama ja
que

=2 5 =2 =2 (0=2 =2

D1D}D2y {D7, Dy 612 = —D;Dj (D1D1 + DlDl)D1a(§12 =0, (2.5.3)

8Essa afirmagao certamente é valida para integrais convergentes. No caso de integrais divergentes, o enunciado
aplica-se a versdo regularizada das mesmas.
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Ficura 6: Corre¢des de um laco a fungdo de vértice de dois
pontos de V.
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conseqiiéncia direta de D? = 0. O fator trigonométrico
V) (~k,p,—p,k) = 2sin? (kAp) (2.5.4)

caracteristico da ndo-comutatividade, é calculado de (2.3.17). A é&lgebra das Ds é imediata e

obtemos assim,

2
Tl 6ap) = 384, (2.5.5)
onde \ )
d*k sin“(k A p)
A= f d*o V(p,0) V(-p,0) . (2.5.6)
(2n)* k? P P

A integral em (2.5.6) possui uma parte planar, cuja divergéncia UV quadratica é eliminada pelo
uso da regularizacdo dimensional, e uma parte ndo-planar que desenvolve uma singularidade

infravermelha UV/IR quadratica.

Para os diagramas 6b e 6¢, encontramos as seguintes expressoes,

1 d*k
rsl)/;6b (p) = Egz f 2 d*61d*6, V3 (k - p,p,—k) Va(k, —p, =k + p)

1 =2 —2
X (— W) D‘lx D2 D‘[;(S]z Dzﬁ Dl D]a(slz V(p, Ql)V(—p, 62) + (p - —p) (257)

1 1 d*k
FE/‘)/;36c(p) = Egz IWd461d462(v3(k_p/p/_k)(v3(_k+pl_plk)

1 =2
X (— W) D‘lx Dgélz D% Dzﬁ Dl D1,4612 V(p, 91) V(—p, 92) + (p - —p) . (258)

O fator 3 sinaliza que estamos na segunda ordem da teoria de perturbacdes. Apés utilizar a

algebra das Ds e calcular os fatores trigonométricos a partir de (2.3.16), obtemos

1 d*k . 1
Fg/l‘)/;()b(p) = Egz IWEFLG [— smz(k/\p)] (— W)

x [—z V(p, 6) (k2 + Kaa D D”‘)V(—p, 9)] +(p > -p) + O[Ink] (259)

1 d*k . !
r%/lX)/;()c(P) — Egz f (27_()4 d49 Slnz(k /\P) (_ kz(k+P)2)

x [-22V(p,0) V(-p,0)] + (p > —p) , (2.5.10)

onde O [Ink| contém termos com contagem de poténcias w < 0. Observamos que os termos
proporcionais a k? nos colchetes de (2.5.9) e (2.5.10) se cancelam na soma 1"81),,6]3 (p) + 1"%,1‘),,& (p).
Entretanto, o termo proporcional a ¥ na equacéo (2.5.9) sobrevive e, por contagem de poténcias,

poderia conter divergéncias lineares. Argumentamos, no inicio desta se¢do, que divergéncias
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lineares ndo aparecem na fungdo de dois pontos devido a paridade do fator trigonométrico

sin?(k A p). No caso do diagrama 6b, a integral em questio é proporcional a

dk .
f (27_()4 sin? (k A p) W]ip)z , (2.5.11)

cujo integrando ndo é uma funcdo impar de k. Vamos isolar a divergéncia dominante desta
integral realizando uma expanséo de (k + p)_z em torno de p = 0, ou seja’,
1 1 _k-p  4k-p)?-Kkp?

_ 1o 2512
Gep? B TeE T @ (2512

Escrevemos assim a integral (2.5.11) como

4 4 :
f(ij‘* sin® (k A p) # - Zf (;lnl;4 sin® (k A p) ¢ (kk ) + TF, (2.5.13)

onde “TF” significa “termos finitos”. O primeiro termo de (2.5.13), com contagem de poténcias
linear, se anula por ter um integrando impar em k. O segundo pode apresentar no méximo

divergéncias logaritmicas. Em resumo,

F(l) (p)+1—'(1)

VV;6b VV;(,C(P) = O[Ink] . (2.5.14)

Vamos nos concentrar agora nas contribui¢des a I’ 8‘)/ envolvendo lagos dos campos de
fantasmas. E imediato ver que diagramas envolvendo vértices com duas linhas quirais ou
antiquirais terdo contribui¢cdes no méximo logaritmicamente divergentes. Isso ocorre porque
a algebra das Ds, aplicada a estes diagramas, ndo gera nenhuma poténcia de k no numerador.

Por outro lado, esperamos encontrar divergéncias quadréticas nos diagramas 6d, 6e, 6f e 6g.

Das regras de Feynman aplicadas aos diagramas 6d e 6e vem diretamente que

2 4 —p, -
d*k (V4 (k/p/ P, k)
T sa (P) = +£ f cato —2 V(p,0) V(-p,6). (2.5.15)
3J (2n) k
Além disso, 1"5/1‘)/;66 (p) = FE}‘)% 4 (p)- Usando (2.5.4) concluimos que
4
r(v%e (p) + F(Vlé,.éd (p) = gng. (2.5.16)

9Claramente, essa operacdo apenas é véalida se efetuada em integrais absolutamente convergentes e, por isso,
deve ser aplicada a versdo regularizada de (2.5.11). Fica sempre subentendido, nesta tese, o uso da regularizacdo
dimensional quando necessario.
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Para os diagramas 6f e 6g, partimos de
I )= ) x2x @ [ 2K stodo, s k) Vs (p + k, —p, —k) x
VV:6f p) == ) 21 g (2n)4 1 2 V3K p,—p— 3 P+ , P, —
x {i (EZDZ) _ o .
(k+p)

(1) _ 1@
e lyyee (P) = Ty

grassmaniano. O fator trigonométrico devido a ndo-comutatividade é dado por

[i (Dz_z)%] V(p,61) V(-p,02) +(p—> —p) (2.5.17)

(p). Isolamos o fator (—1) devido a presenga de um lago de um campo

Vs (k,p,-p—k) V3 (p+k -p,—k) = —sin*(kAp). (2.5.18)

A contribui¢do dos diagramas 6f e 6g resulta ser muito similar a do diagrama 6b. Novamente,
uma potencial divergéncia linear se anula devido a integragdo simétrica em k. O resultado final
é
1 1
Thvee () + Thigs () = —28°A + O[Ink] . (25.19)

Finalmente, somando (2.5.5), (2.5.14), (2.5.16) e (2.5.19), temos que

2 4
r\) = (5 +3 —2) @A + O[Ink . (2.5.20)

Assim, a fungdo de vértice de dois pontos é livre de divergéncias UV quadraticas e pélos infra-
vermelhos UV/IR quadraticos, para supersimetria N' = 1. Este enunciado foi provado em [83]
no calibre da Landau mas, como acabamos de mostrar [84], é valido num calibre covariante

arbitrario. Vamos, em seguida, generaliza-lo para o caso de supersimetrias estendidas.

Consideramos agora a teoria de calibre acoplada a um campo quiral de matéria, que
corresponde a uma supersimetria estendida N' = 2. As contribui¢des dos diagramas 6h e 6i da

figura 6 sdo

4 .
) = 20 [ d';4d49fv4<k,p,—p,—k> [ (B°0?) 2| vipovpo  @sa

k2

1 d*k
Fg/ll)/,-ﬁ(p) = E (_zg)z f(zn)4d461d462(v3 (_P_k/prk) (V3 (_k/ _plp+k)

x[i (BZDz)L [i (Dzﬁz)%] Vip,61) V(=p,62) +(p——p). (2522

Usando (2.5.4) e (2.5.18), chegamos a

Tyen(p) = —48%A (2.5.23)
e
I S\)/;éi(p) = +4¢°A + O[Ink] . (2.5.24)
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Portanto,

Fg&;ah(lﬂ) + T(Vl&,.éi(rf) = O[lnk|, (2.5.25)

de forma que ndo existem divergéncias UV quadraticas ou pdlos infravermelhos UV/IR ndo

integrdveis no setor de matéria. Esse resultado claramente ndo ird mudar se acoplarmos trés
o . . 1) 41 . N

campos quirais a agdo da teoria N' = 1 e, portanto, concluimos que I g/‘)/ é livre de divergéncias

UV/IR ndo-integraveis para N = 1,2, 410,

2.6 A funcao de vértice de trés pontos da NCSQED

Nesta secdo estudaremos a primeira correcdo quantica a fungdo de vértice de trés pontos

(1)
Lyyy-

pago é bastante mais complexa daquela encontrada em componentes por Matusis et al [66].

Vamos mostrar que a estrutura das divergéncias da NCSQED formulada no superes-

Nossa abordagem também serd diferente da adotada por Zanon et al [71-73,85], que utiliza
o formalismo de campo de fundo para calcular a fun¢do de trés e quatro pontos do tensor
intensidade de campo de fundo ‘W,. Ao utilizar um método que preserva explicitamente a
invariancia frente a transformagdes de calibre do campo de fundo, Zanon et al estdo particular-
mente preocupados em estudar a invariancia de calibre da teoria, que se torna nao-trivial no
caso da fungdo de quatro pontos [72,86-88]. Pouca atencdo é dada, contudo, a existéncia de
singularidades infravermelhas UV/IR e possiveis conseqiiéncias destas para a consisténcia da
teoria. No formalismo de campo de fundo, as linhas internas dos diagramas sdo sempre linhas
de V (z) e, portanto, as fun¢des de vértice do supercampo V (z) participam como subdiagra-
mas nas corre¢des de ordem mais alta da teoria de perturbagdes para a agdo efetiva de W,,
fato representado esquematicamente na figura 7. Por isso, é fundamental estudar os efeitos
do mecanismo UV/IR na acdo efetiva de V. Tal andlise apresenta uma particular dificuldade,
quando comparada com os trabalhos de Zanon et al: no formalismo de campo de fundo es-
peramos no maximo divergéncias UV e infravermelhas UV/IR logaritmicas e apenas na fun¢do
de dois pontos, devido ao fato de que ‘W, é um supercampo quiral. Isso significa que apenas
a parte dominante de cada diagrama pode ser divergente. No nosso caso, todas as func¢des
de vértice possuem contagem de poténcia quadrética, o que significa que precisamos também

calcular divergéncias subdominantes, em particular lineares. Gragas a paridade dos fatores tri-

(1)
Vv’

essa simplificagdo nédo

gonométricos que encontramos no calculo da fungdo de dois pontos I

(1)
14%%

ird ocorrer e veremos que o estudo completo das divergéncias de uma funcdo de vértice do

ndo precisamos lidar

com divergéncias subdominantes no capitulo anterior. No caso de I

formalismo covariante é uma tarefa bastante complexa.

1)

No que concerne a parte planar das contribui¢des a I';,,,,

encontraremos divergéncias UV

10A teoria N = 4, além de trés campos quirais acoplados a V como em (2.2.1), possui um vértice de auto-interagao
proporcional a &;j f d°z Tr ®'D/DF. Este vértice ndo contribui para a agdo efetiva de V na aproximagdo de um lago.
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W

wW

~ 1 ~ .
Ficura 7: Inser¢do de FE/‘)/V numa correcdo a ordem mais

alta do formalismo de campo de fundo.

quadréticas e logaritmicas; as primeiras podem ser eliminadas pela regularizacdo dimensional,
ao passo que as ultimas devem ser absorvidas por renormalizagdo. Divergéncias ultravioletas
lineares ndo aparecem gragas a integracdo simétrica de momento. J4 na parte ndo-planar de

(1)
Tyyvs
amortecimento de divergéncias infravermelhas, de modo que integrais ndo-planares com con-

mostraremos que os fatores de fase provenientes da ndo-comutatividade provocardo um

tagem de poténcia quadratica apresentardo singularidades infravermelhas UV/IR no méximo
lineares. No caso de integrais com contagem de poténcia linear, algumas contribuic¢des resul-
tardo de fato numa singularidade UV/IR linear, enquanto que outras serdo amortecidas para

logaritmicas. Nao nos preocuparemos com as ultimas por serem integraveis.

Para exemplificar esse mecanismo de amortecimento de divergéncias infravermelhas, con-

sideramos a integral

1 dk . , , Kt
I*(p1,p2, p3) = -1 f 2n)i [sin (2k A p1) + sin (2k Ap2) + sin (2k A p3)] @ (2.6.1)

que é convergente e, na proximidade de p; = 0, resulta ser igual a

i P1v P2y P3v
I‘ll 7 7 Q‘le + + 4 2‘6‘2
(p1,p2,p3) pLpapa—0 3272 (Pl °p1  Pp2°p2 PpP3ops ( )

onde
= (67) p'. 26.
pop =p (%) p (263)

Claramente, I* (p1,p2,p3) apresenta uma singularidade infravermelha linear. O ponto é que

(1)

encontraremos contribuicdes ndo-planaresa I';,,,

proporcionais a

sin(py Ap2) I* (p1,p2,p3) (2.6.4)
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Ficura 8: Contribuigdes a Fg/‘)/v: grafico com um vértice
de cinco linhas. Por convencdo, os momentos
externos estdo entrando no vértice nesta e nas

proximas figuras.

que é uma expressdo finita se apenas um dos momentos vai a zero e se anula se todos os

momentos vdo a zero simultaneamente. A func¢do seno presente em (2.6.4) é responsével por

(1)

essa diminuigdo do grau da divergéncia. Por outro lado, contribuicdesa I'y,,,

proporcionais a

cos(p1 Ap2) I* (p1,p2,p3), (2.6.5)

exibirdo uma divergéncia linear, e portanto ndo-integravel, quando p; — 0. Veremos que

(1)
vvv

quadpratica irdo desenvolver uma singularidade infravermelha UV/IR linear devido ao efeito de

todas as contribui¢des ndo-planares a I contendo uma integral com contagem de poténcia

amortecimento acima descrito.

Vamos agora calcular os diagramas capazes de gerar pdlos infravermelhos UV/IR nao-

(1)
vvv:

integrando e o mecanismo de amortecimento que pode amenizar as singularidades UV/IR,

integraveis na fungdo de vértice T’ Levando em conta a posicdo das Ds, a paridade do

podemos desconsiderar vérios deles. Os restantes serdo tratados no que se segue.

1)

A estrutura geral da contribuigdo a fungdo de vértice I';,;,,,

correspondente a um determi-

nado supergréfico sera a seguinte,

ri/lx)/v = [%] X [t] % [v] % f{(j:}} dal X [Fr] x [PR] x Dy + permutagdes,  (2.6.6)

onde 1/n! indica a ordem da teoria de perturbacdo na qual estamos trabalhando, t é o peso
topoldgico do diagrama, v é o fator numérico associado aos vértices, d0 é amedida de integragdo
fermionica, Fr é o fator trigonométrico proveniente da ndo-comutatividade, PR é o produto dos
fatores independente de 0 dos propagadores e Dy é a parte dependente de 0 do integrando.
Por fim, como a fung¢do de vértice deve ser simétrica nas linhas externas, temos que somar sobre

as permutagdes pertinentes dos momentos externos do diagrama.
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Para o diagrama da figura 8, temosn =t =1,v = - g3 /36,

Frs =V (k,~k p1,p2,p3)
=3 cos [p1 A (p3 — k) + p3 Ak]sin (kA pp)
+ 3cos[p2 A (ps—k) +ps Ak]sin (kA pq)
+ 3cos [pa A (p1 —k) + p1 Akl sin (kA p3), (2.6.7)

como podemos ver de(2.3.19), PR = —i/ ke
—2
Dy = 612 [DlD‘f‘DZa 512] V(p1,601) V(p2,01) V (p3,61) , (2.6.8)

ja que novamente o termo do propagador de V proporcional a (1 —a) ndo contribui devido a

(2.5.3). Escrevemos assim

i d*k Fr.
Ty (PLp2,p3) = —% Wd”‘@ %V(PLQ) Vip2,0)V(p3,0) + TP,  (269)
Tt

onde “TP” significa a soma sobre todas as permuta¢des dos momentos externos. Por contagem

(1)
VVV;8

(2.6.7) se anula, esse diagrama ndo possui divergéncias ultravioletas. Usando

de poténcias, a integral em I é quadraticamente divergente, mas como a parte planar de

f (54’;4 sin (‘Z; AP _ g, (2.6.10a)
T
f é:; = (if ) _ 4712; o7’ (2.6.10b)
encontramos para a parte ndo planar de I‘g/l‘)/v;g o resultado
T 0ys (PLp2,p3) = - 8%2 {Sin (p1 Ap3) [Ps lps b ipl]

+ sin (p2 A p3)

| ]
p3ops pa2opa

1 - 1 ]}B+TP+O[lnk], (2.6.11)
pi1opr p20op2

+sin (p2 Ap1) [

onde
B=g¢ f d*0V (p1,0) V (p2,0) V (p3, 0) . (2.6.12)

Efetuando a permutacgdo sobre os momentos externos e usando a conservacdo de momento,

todas as singularidades infravermelhas UV/IR em (2.6.11) se cancelam, de forma que
F(vl&v;g (p1,p2,p3) = O[lnk] . (2.6.13)

Os diagramas topologicamente andlogos que envolvem os restantes vértices de cinco linhas de

V apresentam contagem de poténcia linear. Para eles encontramos um fator trigonométrico
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1 .
vy

Ficura 9: Contribuigbes a T’
r®
—2 .
(D"DV)(DV)VV

graficos com um vértice

proporcional ao seno dos momentos externos. Como explicado no inicio dessa segdo, as sin-
gularidades infravermelhas UV/IR resultantes serdo amortecidas, tornando-se logaritmicas e,

portanto, inofensivas.

Os diagramas da figura 9 envolvem o vértice 1"(0_)2 . Para o diagrama 9a, que possui
(D°'DV)(DV)VV
contagem de poténcia quadrética, temosn = 2,t =4,v = —ig>/12 e
(=)
PR = —"—. 2.6.14
k2 (k - p3)2 ( )
O fator trigonométrico é dado por
Froa = =2 cos(pi Apa) Fy™™" + 2 sin(py Apa) Fioy (2.6.15)
onde
i 1. . . .
Fmpar _ 1 [sin (2k A p1) + sin (2k Apa) + sin (2k Ap3)], (2.6.16a)
1
F??;a =1 [cos (2k Ap1) — cos (2k Ap2)] . (2.6.16b)
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Ap06s usar a algebra das Ds, obtemos

Degoa = -2 [(k—pg,)z V(p3, 02) + (K=p3)aa (EdD“V(p3, 92)) + ]

X 012 V(p1, 91) V(pz, 91) + 0 [lnk] . (2.6.17)

Novamente, o termo proporcional a (1 —a) no propagador de V nédo contribui. O fator trigo-

(1)

nomeétrico (2.6.15) nao contém uma parte planar e, por isso, I'y 1.,

nao apresenta divergéncias

ultravioletas.

Para estudar a estrutura das divergéncias infravermelhas UV/IR geradas na parte nao-

planar, comegcamos desenvolvendo (2.6.14) em torno de p3 = 0, o que conduz a

(1) ig® d*k 1 ku
VIV9a — g (2)] T,9a W + 2pg‘ W 4o
X [(k—P3)2 V(ps, 0) + (K= p3)ad (Ed‘DaV(m, 9)) + ]
X V(p1,0) V(p2,0) + PC + O[Ink], (2.6.18)

onde “PC” significa a soma sobre as permutagdes ciclicas dos momentos externos. Apds,

coletamos termos com a mesma poténcia do momento de integragdo'!,

Fg\)/v;ga = Vﬁj + y[91a] + O[Ink], (2.6.19)

i . d*k ar 1
ygal _ (ﬁ) 2 sin(py A pz) f Py d@Pl;;%k—z V(p1,0)V(p2, 0)V(p3,0) + PC (2.6.20)
TC

. 3 4
n _ ﬁ d*k impar Kaa
Voa = ( ¢ )2 cos(p1 Ap2) f(2n)4 dOF, (k2)2

X (EQD“V(P& 9)) V(p1,0)V(p2,0) + PC. (2.6.21)

O indice nas ys indica a ordem de k na correspondente expressdo. A presenca de um fator

trigonométrico impar proveniente da ndo-comutatividade faz com que a integral em y!!, com

Deve-se notar que, ao expandir (2.6.14) e realizar a separagdo conforme a poténcia do momento de integracao
k, dois termos proporcionais a

d*k k

u impar “H
cos(p1 A z)f F —— B,
S

aparecerem em Fm
p VVV9a’

individualmente eles também se anulam ja que, efetuando a simetrizacdo dos momentos externos, a expressdo
acima é levada em

No presente caso, esses dois termos cancelam um ao outro. Contudo, notamos que

d*k impar k#
4 FT 2

(2n) (K2)

que se anula devido a conservacdo de momento. Termos desse tipo ndo precisam ser levados em conta, portanto,

quando efetuarmos a separagdo em poténcias de k nos préximos diagramas.

(p1 + p2 + p3)* cos(p1 Ap2) f
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contagem de poténcia linear, ndo se anule por integragdo simétrica, como aconteceria numa

teoria comutativa.

Efetuamos as integrais de momento nas equagdes (2.6.20) e (2.6.21) e usamos a algebra das

Ds para chegar a

m:—(i)' Apy)——[—— - L )B4 pc 2.6.22
Vou - sin(p1 A p2) w2 \propr  mom + PC, (2.6.22)
i
yéla] =4 (g) cos(p1 Ap2) I*(p1,p2,p3) Nu(p1,p2,p3) (2.6.23)
onde
Nu(p1,p2,p3) =8 (%)aa f do (D"V(m,@)ﬁaV(Pal 0) V(p2,0) + TP), (2.6.24)

e I# foi definido em (2.6.1).

Finalmente, efetuando a simetrizagéo e utilizando conservag¢do de momento, concluimos
que

Y=o, (2.6.25)

mas a divergéncia infravermelha linear em (2.6.23) permanece.

Os diagramas 9b, 9c e 9d sdo calculados de forma semelhante. Em todos eles, o termo
proporcional a (1 —a) do propagador de V nao contribui. Como Fr.9p = —F7.,9, 0 grafico 9b nao
possui parte planar. Ja 9c e 9d tém divergéncias UV logaritmicas na parte planar, que devem
ser renormalizadas. Para todos eles, a contribuigdo ym se anula. Somando as contribui¢des do

tipo y[l], encontramos

9d .

1
Z y?] =3 (g) cos(p1 Ap2) I*(p1,p2,p3) Nu(p1,p2, p3) - (2.6.26)
j=9

J& os diagramas 9e, 9f e 9g sdo proporcionais a (1 —a). Enquanto 9e ndo possui parte planar,

9f e 9g sio logaritmicamente divergentes no ultravioleta. Novamente, Y, y1? = 0 e

9g . 3

1
Z )/E-” = (1-a) (%) cos(p1 A p2) I (p1, p2, p3) Nu(p1, p2, p3) - (2.6.27)
j=9%

A soma total dos diagramas na figura 9 é dada por

9g .
i
Z FSX)/V;]. = (8-a) (6) cos(p1 A p2) I*(p1,p2,p3) Nu(p1,p2,p3) + O[Ink] . (2.6.28)
j=9%
(0)

Para os diagramas da figura 10, envolvendo o vértice T’ chegamos aos se-

V(DV)(DV)(DDV)’
guintes resultados: as partes planares apresentam divergéncias ultravioletas logaritmicas, ja a
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Ficura 10: Contribuicoes a I’
r©
V(DV)(DV)(DDV)’

1 .
1494

©

(0)

graficos com um vértice
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)
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(a) (b)

1)

Figura 11: Contribuigdes a 'y,

r©
—2 .
V(DV)(D V)(DV)

v+ graficos com um vértice

parte ndo-planar de cada diagrama desenvolve uma singularidade infravermelha UV/IR linear,

que se cancela quando somamos todos os diagramas, ou seja,

10p
Y. Ty, = Olinkl. (2.6.29)
j=10a

O mesmo ndo acontece quando consideramos os diagramas na figura 11. Na parte planar a
situacdo é a mesma encontrada nos diagramas anteriores, entretanto, as divergéncias infraver-

melhas UV/IR da parte ndo-planar sobrevivem,

1 1 1 .
rg/‘)/v;lla + Fi/e/mlb = —6a (8) cos(p1 Ap2) I*(p1,p2,p3) Nu(p1,p2,p3) + O[lnk] . (2.6.30)

Vamos agora considerar os graficos da figura 12, contendo trés vértices trilineares. Todos

eles ttm em comum, a menos de um sinal, o fator trigonométrico
Fraa = cos(pi Ap2) Fp o + sin(p1 Ap2) Foopy (2.6.31)
onde FiTmp " 6 0 mesmo definido em (2.6.16a) e

P};TZ = —i [1 — cos(2k Ap1) + cos(2k A pp) — cos(2k A p3)] . (2.6.32)

Observamos que Pl;?lrz possui uma parte planar ndo-nula, de modo que divergéncias ultra-
violetas aparecem nos diagramas da figura 12 e sdo tratadas como nos casos anteriores. Os
diagramas 12a até 12d possuem contagem de poténcia quadratica e portanto desenvolvem,
através de F};?lrz, singularidades infravermelhas UV/IR que resultam lineares pela presenca do
fator seno em (2.6.31). Para cada um desses diagramas, essas singularidades sdo da forma

1 1

—_ + ,
pirepr  p2°op2 p3eps

sin (p1 A p2) ( (2.6.33)

expressdo que se anula quando efetuamos a simetrizagdo dos momentos externos p;.

Finalmente, em cada um dos diagramas na figura 12, sobrevive uma divergéncia infra-
impar

T em

vermelha que surge de integrais com contagem de poténcia linear, devido ao fator F
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Ficura 12: Contribui¢éesa I’
trilineares.

1 z
§/1>/V: gra

ficos com trés vértices
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Figura 13: Contribuigdes a T,

lagos de fantasmas.

(2.6.31); essas, no entanto, se anulam quando efetuada a soma de todos os supergréficos.

Passamos agora aos supergraficos envolvendo lacos dos fantasmas, exibidos na figura 13.

Para os diagramas 13a e 13b encontramos os fatores trigonométricos

FT 132 = FT q3p = —2 COS(p1 A pz) 1 bat + 2 sin(p1 A pz) Fga;a (2.6.34a)
= Fr.9a. (2.6.34b)
enquanto que, para a outra topologia,
Frase = Frasd = Fraze = Frus (2.6.35a)
= — cos(py Ap2) P77 = sin(py Ap2) Py, (2.6.35b)
= - FT;12 . (2.6.35C)

Como nos diagramas da figura 9 e 12, divergéncias infravermelhas lineares surgem de integrais

com contagem de poténcias quadrética, mas se anulam separadamente para cada grafico como
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P.

k+p,+p,

P, k+p, '\ k
P, 7 K P, ‘/

P,
> “~ — \
k+p,+p,

P:

P,

Ps

(@) (b) (©)
Ficura 14: Contribuigoes a I‘g/l‘)/v: lagos de matéria.

resultado da simetrizagdo dos momentos externos. Além disso, cada gréfico também exibe
uma divergéncia infravermelha UV/IR linear induzida pela presenca de FiTmpar em (2.6.34a) e
(2.6.35b). A soma destas é dada por

13f

Z FVVV] (6) cos(p1 Ap2) I*(p1,p2,p3) Nu(p1, p2,p3) + O [Ink] . (2.6.36)
j=13a

Coletando agora os resultados apresentados em (2.6.13), (2.6.28), (2.6.29), (2.6.30) e (2.6.36),

(1)
14%8%

melha linear, originada do mecanismo UV/IR, da forma

concluimos que na fungao de vértice I da NCSQED sobrevive uma divergéncia infraver-

FE}‘)/V (4 — 7a) (6) cos(p1 Ap2) I*(p1,p2,p3) Nu(p1,p2,p3) + O[Ink] . (2.6.37)

Por ser ndo integrdvel, essa divergéncia é perigosa para a consisténcia da teoria. Porém, perce-

(1)

bemos que existe um calibre particular, a = 4/7, em que I’}

torna-se livre de singularidades

infravermelhos ndo-integraveis.

Esta conclusdo ndo é alterada pela inclusdo de matéria na teoria. De fato, para cada super-
campo quiral acoplado a V através da agdo (2.2.1), temos que considerar os trés supergraficos
da figura 14. A contribuicdo do diagrama 14a é proporcional a do diagrama correspondente na
figura 8 e, portanto, ndo produz divergéncias infravermelhas. J4 14b e 14c sdo proporcionais
aos diagramas com a mesma topologia na figura 13. Como vimos, divergéncias infraverme-
lhas UV/IR provenientes de integrais com contagem de poténcia quadrética se anulam para
cada grafico individualmente. Verificamos também que as divergéncias infravermelhas UV/IR
provenientes de integrais com contagem de poténcia linear, proporcionais a apresentada em

(2.6.37), se cancelam entre os dois diagramas.

Concluimos, assim, que as divergéncias infravermelhas UV/IR lineares que aparecem na
NCSQED, expressas em (2.6.37), desaparecem num particular calibre, esse resultado valendo

para N =1,2,4. A presenga dessa singularidade num calibre a # 4/7 é um “efeito de calibre”
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que nao deve aparecer no célculo de grandezas fisicas. E interessante citar aqui a similaridade
dasituagdo que encontramos com o que acontece na QED em quatro dimensdes. Devido a massa
zero do féton, grandezas dependentes de calibre, como as fun¢des de Green, sdo afetadas pelas
divergéncias infravermelhas usuais. Teoremas bem conhecidos garantem que o célculo de
se¢des de choque inclusivas ndo serdo afetadas por essas divergéncias, mas as fun¢des de Green
precisam de um regulador infravermelho para serem calculadas [64, 89]. Porém, existe um
calibre em que as fungdes de Green se apresentam livres de divergéncias infravermelhas, que
é o chamado calibre de Yennie [90]. E bastante surpreendente que o mesmo tenha acontecido
com as fungdes de vértice da NCSQED, que se tornam livres de divergéncias infravermelhas

UV/IR ndo-integraveis em um calibre particular.

Esse efeito ndo aparece no formalismo de campo de fundo estudado a um lago em [72,73],
mostrando que a seguranca infravermelha da NCSQED a ordens mais altas da teoria de pertur-
bagdes é altamente ndo trivial. Nosso estudo prova que, pelo menos para as fungdes de vértice
de dois e trés pontos, corrigidas a um lago, o mecanismo UV/IR nado produz singularidades

ndo-integrdveis, garantindo a consisténcia da teoria nessa aproximacao.
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3 A teoria de Yang-Mills supersimétrica
ndo-comutativa

A generalizagdo natural da andlise das divergéncias infravermelhas que aparecem na for-
mulagdo covariante da NCSQED devido a mistura UV/IR, apresentada no capitulo 2, é o estudo
do mesmo problema numa teoria de calibre supersimétrica ndo-comutativa com um grupo de

calibre ndo-Abeliano, que faremos nesse capitulo.

Como explicamos na se¢do 1.3, é possivel construir uma generalizacdo ndo-comutativa para
os grupos unitérios U (N), desde que seus geradores T,,a = 1, - , N?, estejam na representagio
fundamental'. Neste capitulo, vamos considerar uma teoria de Yang-Mills supersimétrica ndo-
comutativa (NCSYM), invariante frente ao grupo de calibre ndo-comutativo U (N), composto
por transformagdes da forma

g[A] = 78N, (3.0.1)

com parametros quirais A”. Nosso objetivo serd mostrar que a escolha da representagdo fun-
damental para os geradores, mandatéria no nivel cldssico, também atuara decisivamente para
garantir a seguranga infravermelha das corre¢des quénticas a acdo efetiva da teoria. Para isso,
iremos calcular as fung¢des de vértice de dois e trés pontos do supercampo de calibre V, tanto

no caso N = 1 quanto para supersimetrias estendidas.

Comecamos citando que os geradores T, sdo matrizes NxN hermitianas, satisfazendo a
algebra
(Ta, Tyl = ifancTe, (3.0.2)

onde fap sdo as constantes de estrutura de U (N). Uma escolha conveniente que podemos fazer
éTopoc NeTrT, = 0paraa # 0. Além disso, na representagdo fundamental, os geradores T, sdo
normalizados segundo

1

Te (TaTy) = 5 0 (3.0.3)

Finalmente, vamos encontrar uma relagdo que nos seré ttil mais adiante, conseqiiéncia do

fato do conjunto {Ta, a=1,...,N 2} formar base do correspondente espago de matrizes. Partindo

10s grupos SO (N) e Sp (N) também possuem generaliza¢des ndo-comutativas, mas sua construg¢do ndo € tdo
direta [91]. Por isso, o grupo U (N) foi a escolha mais natural para a generalizagdo ndo-Abeliana dos nossos
resultados referentes a NCSQED, apresentados no capitulo 2.
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de uma matriz NxN arbitréria, M;j, escrita em termos da base {T,},

Mij = M, (Ta);; (3.0.4)
multiplicando por T}, pela esquerda e tomando o traco, podemos concluir que
My = 2M;j(Ta);; , (3.0.5)
o que, inserido de volta em (3.0.4), leva a
Mij = My [2(To)y (To)] - (3.0.6)

Para essa relacao ser satisfeita com M;; arbitrario, € preciso que as matrizes T, satisfacam

1
(Ta)i (Ta)u = 5 i, (3.0.7)

que é a relagdo que estavamos procurando.

3.1 A acao da NCSYM e Regras de Feynman

Nesta se¢do iremos definir a a¢do da NCSYM, bem como extrair dela as regras de Feynman
para o célculo da agdo efetiva. Comegamos apresentando a agdo invariante de calibre para um

supercampo vetorial V (z),

1

Sy = ——
v 2g2

d®z Tr (e_gv * D“egv) D (e_gv * Daegv) , (3.1.1)
sendo que V (z) toma valores na algebra de Lie de U (N),
V(z) =V, (2) T, (3.1.2)

A transformacdo de calibre que deixa (3.1.1) invariante tem a mesma forma que (2.1.2), exceto
queagora A (z) = A, (z) T,. Amenos da presenca do trago, a agdo (3.1.1) é formalmente idéntica
a utilizada para definir a NCSQED, equagdo (2.1.13). Essa similaridade entre teorias Abelianas

e ndo-Abelianas é tipica das teorias de calibre ndo-comutativas.

Trabalharemos novamente num calibre covariante arbitrario, implementado pela adicdo a

Sy do termo
a —2
Ser = —Efdgz Tr V{DZ,D }v, (3.1.3)

onde g é uma constante real parametrizando uma familia continua de calibres. O determinante
de Faddeev-Popov correspondente pode ser escrito em termos de campos de fantasmas na
forma

AT [V] = f De D’ De D efSenled F8T (3.1.4)
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Ficura 15: Propagadores livres da NCSYM.

Os campos de fantasmas também assumem valores na algebra de Lie de U (N), c(z) = c,(2)T,

e assim por diante. A forma explicita para Sgy, € dada por

Sgn = i Trle+7) Ly, [— (¢ +) + (coth Ly, | [ —c’]] . (3.15)

As teorias com supersimetrias estendidas N' = 2, 4 sdo obtidas pela adigdo de supercampos

quirais de matéria &' (z) = @ (z) T,, interagindo com V (z) através da agio

i — f Bz Tr D w8V D xesV . (3.1.6)

Lembramos que a auto-interacdo entre os trés supercampos quirais ®' do modelo com
supersimetria N' = 4 ndo participa dos diagramas que necessitaremos calcular e, portanto, o

termo correspondente na agao foi omitido.

Da parte quadratica da agdo Sy + S¢r + Sgp, + Sin Obtemos os propagadores livres do campo

de calibre, fantasmas e campos de matéria,

Av,v,(z1 —22) = +6ﬂb2ai [1 + (1-a) é {D%,Bf}] 88(z1 — ), (3.1.7a)
Dz (21— 22) = ~Op % D3 5; 88(z1 — 22), (3.1.7b)
Az (21— 22) = +0ap 2Ei 5% D;58%(z1 - 22), (3.1.7¢)

By (21 = 22) = =0 0y % D; D28%(z1 - 22), (3.1.7d)

respectivamente. Eles estdo representados graficamente na figura 15.

Os vértices que serdo necessarios para nossos calculos, exibidos na figura 16, sdo obtidos da
parte de interagdo da acéo total Sy + S¢f + Sgi, + Sy Utilizando a mesma notagéo da segéo 2.3,
eles podem ser escritos

0) ig
T ki,ky, k3) = = V3 (ki,k»,k3), 3.1.8
(BZDVa)Vb(DVC)(l 2,k3) > 3 (K1, K2, k3) (3.1.8a)

IO (k1 ko ks) = TO  (ky ko k) = ngvg,abc(kbkz,kg,), (3.1.8b)

- / =/
Ca Vet Ve,
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FiGura 16: Vértices elementares da NCSYM necessérios
para os cédlculos que consideraremos a seguir.
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i
Tk koks) = T (ki ko ks) = =5 Vs, (ki ko ks), (3.1.80)
Vet CaVie, 2
LY o kukeks) = =ig Vs, (ki ko ks) (3.1.8d)
r© Ko ks k) = — S VD Gl o K K 3.1.8
(BZDVa)Vch(DVd)( vhekake) = =5V, (ke ks k), (3.1.8¢)
2
0 8 2
rila)DVbDVc(EZVd)(kllkZ’ks,k4) B Z(Vflal?cd (k1 ke, ks Ka ), (3.1.8f)
' ko k) = SV (kKo s k 3.1.8
V,;DVbBDVC(EVd)( 1,42,K3, 4) - 4 4abcd( 1,42,K3, 4)/ ( 1. g)
]
0 0 18 1
T ke ks ks) = IO (ke o ke) = =35 Vi) (ke ks ), (3.1.8h)
0 0 ig> .
Féﬂz,bvc%(kl,kz,ks,kz;) = T e bk ks ke) = +25 V) (ki ke ks k), (3.1.8i)
02
0 18 1 .
rssa)vbchm(kl’kz’k&k‘l) - T(Viah)m(kl’kz’k&k‘l)’ (3.1.8)
0 ig’
FBZDV ViVVDV (k’ p1,P2,P3, _k) = _ﬁ (VSabcde (kl p1,P2,p3, _k) s (318k)
avVpVeVd e
O ig’
L5, vv.v0, K P1P2P3 k) = === Vs, (ki p1paps, —k) (3.1.8])
onde os fatores trigonométricos agora sao
V3 (k1, k2, k3) = eonks Agpe — ¢l Agch (3.1.9a)
(V‘Sb}cd (k1, ks, k3, ks) = erilinketkanks) 4 pmilkiAketknks) 4
+ e_i(klAk4+k2Ak3)Agdbc , (3.1.9b)
(Vijb)cd (kl/ k2/ k3, k4) = sin (k] A kz) [e_ikSAk4Aabcd - €ik3Ak4AadCb] . (319C)
Quanto a Vs, ,, s6 iremos precisar de sua expressdo com dois indices contraidos,
Vs (ke P12, 03, k) = Adapea € PV = Aggpac €™ P"P2—
_3 [Adabdc TIPS Q2ikNDs _ A piP2AP o2 k/\pl] , (3.1.10)

Onde (Vsahc = (Vsdabcd :

Em todas essas expressdes, 0s momentos sdo considerados positivos ao entrarem no vértice,

e além disso a conservagdo de momento ndo é indicada mas aplica-se a todos os vértices.

Também introduzimos a notacdo

Agyay, = Tr (Tgy -+ T,) -

(3.1.11)
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Todas as demais regras de Feynman para o cdlculo das fungdes de vértice sdo as mesmas

do caso Abeliano, apresentadas na secado 2.3.

3.2 A funcao de vértice de dois pontos da NCSYM

Passamos agora a calcular a primeira corregdo quantica a fungdo de vértice de dois pontos

(1)
Vv

do supercampo V, denotada por I
Na figura 17 mostramos os diagramas envolvendo um vértice quértico de V que contribuem
al 8‘)/ Nao desenharemos os diagramas que se anulam devido a dlgebra das Ds. Utilizando as

regras de Feynman da sec¢do 3.1, escrevemos a contribui¢do do diagrama Al

. 2 4 .
18 Ak 4 Al d2i\ a1 .
i = (-5) [t (), () m, G20

onde FA! é o fator trigonométrico originado da nao-comutatividade, Dy é a parte dependente
de 6 do integrando e (sim) significa a simetrizacdo com respeito as pernas externas que, neste
caso, implica na adi¢do de um segundo termo idéntico ao primeiro, exceto pela trocap — —p e

beoc.

O célculo de ID‘(;‘l é imediato e fornece
DAl = -2V (p) V (-p) (3.2.2)

enquanto que o fator trigonométrico FA! ¢ calculado a partir de (3.1.8e) e (3.1.9b). Assim,

2 4
_ (& ﬂ 4 l b c(_
Ty = (3 ) f(zn)4d 0z Fr)ee V2 (p) VE(=p) (3.2.3)
onde
(FT)bc = (Auabc =+ Aaucb) — 2cos (2k /\P) Aabac- (3-2-4)

Figura 17: Gréficos envolvendo um vértice quartico de V.
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B3

PFTTT
P7979%

FiGura 18: Gréficos envolvendo dois vértices trilineares de
V. As linhas simples significam um fator D en-

quanto que as duplas um fator D'D.

ol
+

p

Ficgura 19: Fluxo de momentos para os diagramas B.
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E conveniente agora introduzir a defini¢do

d*k 1
Q =-¢ f —— @05 (F1), V2 (p) V¥ (-p) (3.2.5)
(2m)* K
que nos permite compactar (3.2.3) na forma
1
Ty = —§Q0~ (3.2.6)

Da equagdo (3.2.4) vemos que Fr possui uma parte planar (P) e uma ndo-planar (NP). Correspon-
dentemente, Qp = Qg + Qg’ P A contribuicdo planar Qg possui uma divergéncia quadrética UV
que é eliminada pelo uso da regularizagdo dimensional, ao passo que a contribui¢do ndo-planar

QNP desenvolve uma singularidade infravermelha UV/IR quadratica.

Consideramos agora o grafico A2. Levando em conta que

2 —2
Dy? = —2 (1-a) D'DV*(p) DV* (-p) , (3.2.7)
e
(FAz)ubcd 6bc - (ACCda + Accad) _26_2ikApAacdc; (3.2.8)
encontramos
2 4
— 1-al& ko 1(pa2)y sl L S i
T = (1 a)(6)f(zn)4d 0 [(F*), 0 ](kz)zD DV* (p) DV (—p)
+ (sim) . (3.2.9)

Vemos que I'4» é dependente de calibre e contem no méximo divergéncias logaritmicas. Para

implementar a simetrizagdo com respeito as linhas externas, partimos da relacdo
D*D'D,V (p) = (— $DD + 2D252) V(p) = (+ $DD + 252132) V), (3.2.10)
onde pDD = p,, D*D*. Além disso, ap6s perceber que
(F2) 0" + (sim) = 2(Fr), (3.2.11)

chegamos a

2 4 — —
Ta = —(%) (1-a) f (jﬂ’; d%(l—"ﬂMﬁVd(—p) [— ;ﬁDD+2D2D2] Vi(p) . (3212)

Essa expressdo ainda ndo parece ser simétrica sob a troca p — —p e a < d. Para obter uma



3.2 A fungio de vértice de dois pontos da NCSYM 62

expressao explicitamente simétrica, escrevemos

f oV (—p) [— $DD + 2D252] Ve (p)
_ % f o v? (—p) [— pDD + 2D252] Ve (p)
+ % f A0V (p) [+ $ DD + 2D252] Vi (-p), (3.2.13)
o que, ap6s integracdo por partes no segundo termo do membro da direita,
f oV (—p) [— DD + 2D252] Vi (p)

— % f d*o V7 (—p) [— #{D, D) +2{D2,52}] Vi(p), (3.2.14)

e utilizando {Dy, Dy} V (p) = #,, V (p) € B, 1** = 2p* noslevaa
f A0V (=p) [— $DD + 2D252] Ve (p) =
_ f 40V (—p) [—p2 + {DZ, 52}] Ve (p) . (3.2.15)

Finalmente, chegamos a forma explicitamente simétrica para I'4,

2 4 —
L Y = N 0 TR

que pode ser escrita

FAZ = %(1—&) Lo (3.2.17)
ap6s introduzir a definigdo
d*k 1 —2
Lo = 2f 46 (Fr),; —— V' (- )[ 2—{D2,D }]V“( ). (32.18)
0=28 (2n) T d(kz)z p)\p p

Ja para os diagramas A3 e A4, a algebra das D’s implica num integrando impar em k,
proporcional a k/k*. Por outro lado, o correspondente fator trigonométrico ¢, para ambos os

graficos, uma funcédo par de k. Portanto, a integracdo simétrica em k garante que

Ta3 = Tag = 0. (3.2.19)

Partimos para o célculo dos diagramas envolvendo dois vértices trilineares de V. Como
nao queremos calcular apenas as divergéncias dominantes, temos que levar em conta todas as
diferentes distribuicdes das derivadas D e D nas linhas de cada vértice, o que nos leva aos doze
diagramas desenhados na figura 18. Detalharemos a seguir o cdlculo daquele chamado B1,

para os restantes, apenas citaremos o resultado final.
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O fluxo de momento que utilizamos para calcular todos os diagramas da figura 18 esta

indicado na figura 19. As regras de Feynman da se¢do 3.1 associam ao diagrama B1 a amplitude

Tp = — (g—z) f Ak d*o,d*o, (FP') 66 [L DB + (sim) . (3.2.20)
2 (2n)* abedef k2 (k +p)>
O fator trigonométrico F?! ¢ obtido de (3.1.9a),
(F™)., . y 66 = 2 (FL)y, , (3.2.21)
onde definimos
(FL)pe = AapeAcea — 05 (2k A p) AgpeAgec - (3.2.22)

Este fator trigonométrico é comum a todos os diagramas desta topologia. Repare que (FL),, é

simétrico tanto com respeito ao momento k quanto aos indices de cor.

Da simplificagdao de Dy, utilizando a dlgebra das Ds, resulta

DB = —261,V% (—p) [k2+ kDD + Dzﬁz] Vi(p) . (3.2.23)

Utilizando (3.2.23) e (3.2.21) em (3.2.20) e efetuando a simetrizagao indicada, encontramos

Tp = - 2g2f T d49(FL)be{k2(Vb P Vcp) V)V (p)]

(2n)* K2 (k+p)° K2 (k-p)°
(DﬁVb (p) V*(=p) , DDV*(-p) V" (P))
K (k+p)? K2 (k-p)°
DDV (p) Ve (=p) | DD V* (-p) V" (p)
( el Y- } . (3.2.24)

Queremos isolar termos de (3.2.24) conforme a poténcia do momento de integracéo k. Para
isso, expandimos (k + p)_2 em torno de p = 0 (equagdo (2.5.12)) e, apds algumas manipulagdes

envolvendo as integrais em 0, encontramos

— _ 2 d4k d4 e (_
I'p=-2¢ 6 (FL)pe V* (=p) X

(2r)*
2 4(k-p)?-Kp*  (k-p)? 1 =2
§ {k_z e ey Twp (%P }] Vi TE N

onde “TF” significa “termos finitos”. Para compactar a escrita de I'p;, introduzimos as defini¢des

d*k
0 = 28 [ s dog (FV V(o) (229



3.2 A fungio de vértice de dois pontos da NCSYM 64

e
Li=2 Zfﬂd‘le(zﬁ) L ye(p)
PR et T e
dk-p?=kp  (kp)? (5 =200
{ A +{D,D} vh(p), (3.2.27)
em termos das quais
I'pr =20, - L1 + TF. (3.2.28)

Observamos que Q; e L; apresentam contagem de poténcias quadratica e logaritmica,

respectivamente. Além disso, na parte planar de L; podemos utilizar a relagdo

d'k 1 %
f (2n)? kueof (k%) = 28w f 2 f (k) (3.2.29)
o que implica em
_ a4k 1 . L
Lllj = _282 f (27-()4 d46W (Ple)be V (—p) (PZ _ {DZ,D }) Vb (P) ' (3.2.30)

A parte ndo-planar Lll\’ P’ desenvolve uma singularidade infravermelha UV/IR que, por ser inte-

gravel, ndo é perigosa e serd considerada como “termo finito”. A forma final de I'g; é, portanto,
Tg = 2Q;—LY + TF. (3.2.31)

A regularizagdo dimensional elimina a divergéncia ultravioleta quadrética contida na parte
planar de Q;, enquanto que a parte ndo-planar desta quantidade desenvolve uma singulari-
dade infravermelha UV/IR quadrética. Como podemos ver de (3.2.30), Llf é logaritmicamente

divergente no ultravioleta.

Procedemos com a mesma metodologia para os restantes diagramas da figura 18 e encon-

tramos
Ty = —2Q, Tps = Ly —2L7 +TF,  Tpy =0,
Ips = 2L7 + TF, Tpe = —2LF +TF, T = LP + TF,
Ips = —2(1-a)LF, Tpy = —2aL} + TF, Tpio = —2aL} + TF,
gy = TF, I = TF, (3.2.32)
onde ’ X
d*k p
LD = -2¢ f —— d*0-L— (FF) V¢ (-p) V’(p) . (3.2.33)
i 2 " ap e
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FiGura 20: Lagos de fantasmas contribuindo a T'y,,.

Somando as expressoes (3.2.6), (3.2.17), (3.2.19), (3.2.31) e (3.2.32), chegamos a

1 1
T+ T = -3Q + 3(1-a)lo - 22+a)Ll? + L) + TF. (3.2.34)

(1)
4%

ramos, primeiro, os diagramas envolvendo um vértice qudrtico. Da aplicagdo direta das regras

As contribui¢des dos fantasmas a I';,;, vém dos graficos desenhados na figura 20. Conside-

de Feynman a G1 e G2 vem que

) d4k .

Ig = (—1)(%) f Wd‘*@ (PGl)m (&ld%)u)gl + (sim) (3.2.35)
) d4k .

Te2 = (1) (—%) f Wd‘*e (F?), (—6“‘1%)]]332 + (sim) . (3.2.36)

Como FC! = FC2 ¢ ngl = ngz, vemos que I'; = I'o. Néo é dificil verificar que

2
I'ci+Te = _EQO' (3.2.37)

Quanto aos diagramas que envolvem dois vértices trilineares, concluimos que I'z e I'c4

sdo muito similares a I'p;. De fato, I'cz = I'gs e I'3 + I'c4 = I'p1. Portanto, segundo (3.2.31),

T3 +Tgs = 2Q1 - LY +TF. (3.2.38)
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(1)
Vv

Ficura 21: Contribui¢des de matéria a I'

Resta calcular a contribuicdo do grafico G5. Como
—2 -2 —2
Dg® = D?D 61.D’D 612" (p) V¢ (=p) = 612D D*V* (p) V< (-p) , (3:2.39)

ela pode conter, no maximo, divergéncias logaritmicas. O peso topolégico para esse diagrama
é 2. Concluimos assim que
I'gs = L) +TF, (3.2.40)

onde

44k 1 . —
1F = 2¢? f P d46@ (FD),, V¢ (-p) {DZ,Dz}Vb (p) . (3.2.41)

A contribuicao total dos fantasmas a Fg,ll), é a soma de (3.2.37), (3.2.38) e (3.2.40),
e = -2 P +1F + TF 3.2.42
¢ =-3Q - L + Ly +TF. (3.2.42)
Vale ressaltar que as integrais logaritmicamente divergentes que definimos até agora, (3.2.30),
(3.2.33) e (3.2.41), obedecem a seguinte relacao,

P P P
P =10+ 1. (3.2.43)

(1)
2%

aparecem na figura 21. Exceto por fatores numéricos, seu calculo é idéntico ao dos correspon-

Vamos agora calcular as contribui¢des da matéria a I’ Os diagramas correspondentes

dentes diagramas de fantasmas, ja quec, ¢’ (¢, T') e ol (51) sd0 supercampos quirais (antiquirais).

A amplitude associada ao diagrama M1 é
I = 2Qo. (3.2.44)
Ja para M2, encontramos I'y;p = —4I'cz = —2I'p1, ou seja,

Tvp = —4Qq +2LY + TF. (3.2.45)



3.2 A fungio de vértice de dois pontos da NCSYM 67

Portanto, cada supercampo de matéria contribui

Tyt + T = 2 (Q0 - 201 + Lf) + TF (3.2.46)
al SX)/V Em particular, na teoria com supersimetria estendida N' = 4, temos trés campos de
matéria e, por isso, a contribuigdo total da matériaa I 8‘)/ é

I'y = 3% (er + FMZ) . (3.2.47)
Podemos agora discutir a estrutura das divergéncias que encontramos em 1"5/1‘)/ Comecamos
enfocando as divergéncias ultravioletas, apenas encontradas na parte planar de 1"5,11), No que se

refere a estas, as quadraticas sao eliminadas por qualquer regularizacdo que preserve a simetria
de calibre e as lineares por integragdo simétrica. O que resta sao divergéncias UV logaritmicas
que, para N' = 1,2, devem absorvidas por renormaliza¢do. Ja para N = 4, vemos de (3.2.34),
(3.2.42), (3.2.47) e (3.2.43) que

[ (1)

1
— _ P 21
VV]UV logaritmica 2(1 a) Ll + (1 a)LO . (3.2.48)

3

Como no caso comutativo [79,92], a teoria com supersimetria N' = 4 torna-se livre de diver-

géncias ultravioletas no calibre de Feynman (a = 1).

~ 1 Sy .
Vamos nos concentrar agora na parte ndo-planar de Fg/‘)/ que, devido a ndo-comutatividade,

ndo apresenta divergéncias ultravioletas mas desenvolve singularidades infravermelhas UV/IR.
Como no modelo U (1) [84], o fator trigonométrico associado a cada diagrama é uma fungéo

par do momento de integragdo k e, portanto, I 9‘)/ ndo apresenta divergéncias UV/IR lineares.

As tnicas divergéncias infravermelhas UV/IR perigosas sdo as quadréticas, contidas nas
partes ndo-planares de Q; e Qp. Somando as contribui¢des dos lagos de V e de fantasmas

(equagdes (3.2.34) e (3.2.42)), concluimos que

NP NP NP _ _(NP NP
[FA +FB +FG ]UV/Iunadrética o QO +2Q1 ! (3249)

enquanto que, para cada campo quiral de matéria (equacao (3.2.46)),

[TAh + T3 = 20} -4QM". (3.2.50)

]UV/IR quadrética

Vemos que a fungdo de dois pontos se torna livre de divergéncias infravermelhas UV/IR se

1
5 NP = QNP (3.2.51)

tanto para N' = 1 quanto para a teoria com supersimetria estendida. Em vista de (3.2.5) e
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(3.2.26), a relagdo (3.2.51) é equivalente a

4 4
f (jnI;A‘ (pr)bff FOV (p)V* (-p) = 4 f (jnl;4 (FY"),, f d*ov? (p) Ve (-p) . (3.2.52)

De acordo com (3.2.4) e (3.2.22), uma condigdo suficiente para que (3.2.52) seja satisfeita é
TI' (TaTbTuTe) — 2 TI' (TuTch) TI' (TuTeTc) . (3.2.53)

Utilizando a relagdo (3.0.7), podemos facilmente concluir que (3.2.53) é de fato verificada como

uma identidade.

O principal resultado que obtivemos nesta secdo [93] é que o cancelamento de singula-

(1)
4%

tracos dos geradores, expressa pela equagao (3.2.53). Vemos que a escolha da representacdo

ridades infravermelhas UV/IR nas corre¢des quanticas a I',;, depende de uma relacdo entre
fundamental para os geradores do grupo de calibre, mandatéria para garantir o fechamento da
algebra do grupo no nivel cldssico, garante também a seguranca infravermelha das corre¢des
quanticas. Verificamos explicitamente que (3.2.53) é violada em duas representa¢des de dimen-
sionalidade maior que NxN para U (2) e U (3). Acreditamos que a representagdo fundamental

é a tinica que satisfaz (3.2.53), embora nao foi possivel obter uma prova geral desse fato.

A perguntanatural é se novas relacdes entre tragos dos geradores do grupo serdo necessérias
para o cancelamento de divergéncias infravermelhas UV/IR nas restantes funcdes de vértice da
teoria — e se todas essas relacdes serdo satisfeitas na representacdo fundamental. Uma resposta
completa a esse problema parece impraticdvel, mas podemos investigar a fun¢do de vértice de
trés pontos de V para obter a0 menos uma resposta parcial. E isso que faremos na préxima

secao.

3.3 A funcao de vértice de trés pontos da NCSYM

(1)
vvy’

a primeira corre¢do qudntica a fun¢ao de vértice de trés pontos de V. Devido a complexidade

Nesta segdo, iremos analisar as divergéncias infravermelhas UV/IR que aparecem em I

do calculo, s6 levaremos em consideracdo os termos que apresentam divergéncias dominan-
tes — ou seja, contagem de poténcias quadrdtica. Uma abordagem completa exigiria, como
mostramos para o caso U (1) na se¢do 2.6, o estudo das divergéncias subdominantes. Esse
cdlculo, no caso da NCSYM, ndo parece ser possivel sem o auxilio do computador. Ja durante
o trabalho apresentado nesta sec¢do, os fatores trigonométricos associados aos superdiagramas
que consideramos foram calculados manualmente e posteriormente comparados com o resul-
tado de um programa escrito numa linguagem de programagdo adequada para manipula¢des

simboélicas [94].

(1)

As topologias envolvendo um lago do supercampo V que contribuema I’y

sdo apresen-
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Ficura 22: Contribuic¢oes a I

O

supercampo V.

ky

ki

1)
14%4%

envolvendo um lago do

b1

)

P2
)4

\_pz/

S/

S”

FiGura 23: Propriedade anti-simétrica envolvendo o vér-
—2

tice (D DV“) VP (DV*): a esquerda, as duas for-

mas de contrair S com o referido vértice, a di-

reita, os dois diagramas finais assim obtidos. As

singularidades dominantes de S’e §” diferem
apenas por um sinal.
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tadas na figura 22: como vamos nos restringir as contribui¢des com contagem de poténcias
quadrética, s6 temos que considerar aqueles em que todas as derivadas espinoriais covariantes
estdo aplicadas nas linhas internas (ver equagao (2.4.3)). Isso reduz drasticamente o ntimero de
diagramas que precisamos considerar. Por exemplo, considerando a topologia V1 da figura 22
encontramos uma contribuigdo da forma

. 3 4 .
18 d*k 4 ae 2i Vi

O fator trigonométrico Fy pode ser calculado de (3.1.10). A partendo planar de Fy1, responsavel

pelo aparecimento de singularidades infravermelhas UV/IR, é proporcional a

e [Adabdc e* K3 — A gbe E_Zik/\pl] : (3.3.2)
Com o auxilio da integral
A4k e2iknp 1
f c _ _ , (33.3)
(em)* K dnPpop

ap0s simetrizagdo nos momentos externos, concluimos que as singularidades infravermelhas

UV/IR quadraticas originadas de I'y/; se cancelam.

Para as topologias V2 e V3 da figura 22, a auséncia de singularidades infravermelhas
UV/IR dominantes é conseqiiéncia de uma propriedade de anti-simetria do vértice trilinear
(EZDV“) V? (DV®): a troca das duas linhas contraidas com os fatores que contém derivadas do
referido vértice, num dado superdiagrama, implica numa mudanga de sinal da parte dominante

da amplitude correspondente. Essa propriedade permite, por exemplo, concluir imediatamente

UV/IR dominantes

devido a diferenga na posicdo das derivadas covariantes no vértice da direita.

que

Para entender a origem dessa anti-simetria, considere um (sub)supergrafico S com duas
linhas, V¥(p;) e V¢(p2), que serdo contraidas com o vértice (EZDV“) VP (DV*) (ver a parte da

esquerda da figura 23). A amplitude associada a S serd esquematicamente escrita como

(- )ae VAP Ve (p2). (3.3.5)

Como estamos considerando divergéncias dominantes, vamos contrair V¢(p;) e V¢(p,) apenas
com os fatores envolvendo derivadas do vértice trilinear, caso contrario sobrariam derivadas
espinoriais covariantes nas linhas externas do superdiagrama final, o que implicaria numa
redugdo do grau de divergéncia. Existem duas formas de realizar esta opera¢do, conforme

indicado na figura 23:
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a1 ANNNNNN

G2 IAVAVAVAVAVAVAV]

(1)

FiGgura 24: Contribuigdes de fantasmasa T’y

1. V4 ¢ contraido com EZDV“ e V¢ com DV°. A amplitude do diagrama resultante S’ é

[. . .]deédﬂéec [eipl/\PzAubc - e—ipl/\PzAqu] = [ . -]de [eipl /\P2Adb€ - e_i”l /\P2Adeb] . (336)

=2
2. V¥ é contraido com DV° e V¢ com D DV*. A amplitude do diagrama resultante S” é

[ .]deédcé"“ [eipzAplAubC - e—ipz/\mAucb] = —[..]a [eipl P2 A gpe — e /\PzAdeb] . (3.3.7)

E possivel mostrar que a mudanga de sinal de (3.3.6) para (3.3.7) é a tinica diferenca entre os
termos dominantes das amplitudes associadas aos diagramas S’ e §”. Todas as divergéncias
dominantes associadas as topologias V2 e V3 da figura 22 se cancelam aos pares por serem
originadas de diagramas que diferem entre si pela posicdo das derivadas espinoriais covariantes

nos vértices trilineares, como acontece na equagédo (3.3.4).

(1)
1424

nam das topologias indicadas na figura 24 e se cancelam aos pares como conseqiiéncia direta

Quanto as contribui¢des dos fantasmas as divergéncias dominantes de T’ elas se origi-

das regras de Feynman apresentadas na secao 3.1.

Vamos agora considerar lagos de matéria que podem contribuir com divergéncias quadra-

(1)
vvv:

figura 22 e, como ja vimos, sua parte ndo-planar se anula.

ticasa I A amplitude associada a M1 é proporcional aquela correspondendo a V1 da

Para a parte nao-planar do fator trigonométrico corresponde a topologia M2 encontramos

—i(2kA A i(—2kAp3+p1A
e~ (2kAp3+p1Ap2) A H(=2kAP34PIAP2) A g A e

(P MZ)eubdecd - eabdAecd -

2€_i(_2k/\pl e APZ)AeudbAecd + 2e—i(2k/\p2—p1 APZ)AeadbAdce . (3'3'8)
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(1)

F1Gura 25: Contribuicdes de matériaa I'y,,,.

A soma dos dois primeiros termos é uma fun¢do impar do momento de integragdo k e, portanto,
nado pode contribuir para as divergéncias dominantes?. Estas vém apenas dos dois dltimos
termos. A parte ndo-planar da amplitude correspondente a M2, contendo singularidades

UV/IR dominantes, portanto, é proporcional a

dk 1, _ i -
f(zn)4 k_Z(e kAp1=p1AP2) A, 0 Aoy — €7 (BRAP2 m/\pz)AmdbAdce) + TP =
1

— 5 el p1 /\pz
4n

AeadbAecd _ AeadbAdce
Piop1 p20op2

) + TP. (3.3.9)

Ap0s efetuar a simetrizagdo dos momentos externos, chegamos a

i, 1
ﬁ Slf\(Pl A Pz) [ (AeudbAecd - Aeuchebd ) + P2 o (Aebcheud - AebduAecd )

pPiep1

P30 p3 (AecduAebd - AecdbAeud) ] (3310)

para o membro direito de (3.3.9). Percebemos que as correspondentes singularidades infraver-

melhas UV/IR se anulam se
Te(TT,T,Ty) Te(TyT.T,) = Tr(T4T,T.T;) Te(TyTyT,) . (3.3.11)

Novamente, é possivel constatar, usando (3.0.7), que (3.3.11) é satisfeita quando os geradores

do grupo de calibre estdo na representagdo fundamental de U (N).

Finalmente, para a topologia M3, envolvendo trés vértices trilineares de matéria, o meca-
nismo UV/IR ndo origina singularidades infravermelhas dominantes devido a um mecanismo

semelhante ao descrito em conexdo a V2 e V3 da figura 22.

1)

Concluimos que a auséncia das divergéncias infravermelhas UV/IR dominantes de I'y,,,,

ZMas teria que ser levada em conta numa anélise que incluisse singularidades subdominantes.
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depende de uma relagdo envolvendo tragos dos geradores do grupo de calibre, equagédo (3.3.11).
Observe que essa relacdo é bastante diferente da obtida na func¢do de vértice de dois pontos,
equacdo (3.2.53). Em ambos os casos, a escolha da representacdo fundamental garante a segu-

ranga infravermelha das corre¢des quanticas a agdo efetiva.
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4 Conclusoes

O interesse pelas TQCNC teve um grande impulso com a descoberta de sua relagdo com a
teoria de cordas. Dentre os muitos modelos ndo-comutativos estudados na literatura recente, as
teorias de calibre sdo de particular relevancia pela possibilidade de definir uma generalizacao
ndo-comutativa para o modelo padrdo [65], mas muito ainda estd por se entender sobre a
consisténcia das teorias de calibre ndo-comutativas. Uma questdo fundamental ainda nao
esclarecida é se a mistura UV/IR pode invalidar a teoria de perturbacdes, pois singularidades
infravermelhas UV/IR ndo-integraveis sdo encontradas em modelos de calibre ndo-comutativos
tanto Abelianos quanto ndo-Abelianos [61,63] e nenhuma prova de renormalizabilidade a todas
as ordens foi apresentada até o momento. Um caminho bastante promissor para evitar que a
mistura UV/IR inviabilize a defini¢do perturbativa da teoria de campos é a introdugdo da
supersimetria, ja que a renormalizabilidade de vérios modelos supersimétrios ja foi provada
tanto em trés [44-46] quanto em quatro [41] dimensdes espago-temporais. Por isso o objeto de

estudo desta tese sdo as teorias de calibre supersimétricas ndo-comutativas.

Passamos agora a comentar algumas das contribui¢des originais apresentadas nesta tese.
Elas estdo contidas nos capitulos 2 e 3, onde apresentamos um estudo detalhado das corre¢des
quanticas de um lago as fung¢oes de vértice de dois e trés pontos da teoria de calibre supersimé-
trica ndo-comutativa Abeliana (NCSQED) [84] e da teoria ndo-Abeliana com grupo de calibre

U (N) (NCSYM) [93], em quatro dimensdes espago-temporais.

Do ponto de vista técnico, destacamos a implementagao sistemética da formulagdo cova-
riante de supercampos em nossos calculos. Como explicamos na secdo 2.6, a utilizacdo deste
formalismo é fundamental para esclarecer a estrutura das singularidades infravermelhas UV/IR
e também mostrou-se consideravelmente mais complexo do que a adogdo do método de campo
de fundo em trabalhos j4 existentes na literatura [71-73]. Isto acontece porque as fung¢des de
vértice do tensor intensidade de campo de fundo apresentam contagem de poténcias no ma-
ximo logaritmica. No nosso caso, todas as fun¢des de vértice possuem contagem de poténcia
quadrética, implicando na necessidade de calcular divergéncias dominantes e subdominantes,
em particular lineares. A existéncia destas singularidades infravermelhas UV/IR lineares e suas

conseqiiéncias na teoria ndo haviam sido, até entdo, percebidas.



4 Conclusdes 75

Do ponto de vista conceitual, nossos resultados indicam que a supersimetria é um ingredi-
ente essencial para garantir a consisténcia perturbativa de modelos de calibre ndo-comutativos.
Mostramos que as singularidades infravermelhas UV/IR ndo-integraveis nas fun¢des de vértice
de dois e trés pontos se cancelam na NCSQED. No caso da func¢do de trés pontos, esse can-
celamento acontece num calibre particular e notamos a similaridade deste resultado com um
conhecido fato da eletrodindmica quantica, em que as fun¢des de Green tém seu comporta-
mento infravermelho melhorado no calibre de Yennie. Na teoria ndo-Abeliana, mostramos que
a auséncia de singularidades UV/IR indesejdveis nas corre¢des quanticas depende crucialmente
da escolha do grupo de calibre e de sua representacdo. A escolha da representagao fundamental
de U (N), que é compativel com os requerimentos ja conhecidos no nivel classico [59], garante
a eliminagdo dos problemas devidos a mistura UV/IR. Também verificamos explicitamente que
a funcdo de dois pontos na teoria com supersimetria estendida N' = 4 é livre de divergéncias
ultravioletas, no calibre de Feynman. Isso estd de acordo com as expectativas de que essas

teorias, assim como no caso comutativo, sejam finitas [95,96].

Embora ainda nao seja possivel dar uma palavra definitiva quanto a renormalizabilidade
desses modelos a todas as ordens da teoria de perturbagdes, os resultados obtidos a um lago
sdo promissores. O cdlculo, dentro do formalismo covariante de supercampos, de fungdes de
vértice de mais pontos seria uma extensdo natural desses estudos. Seria importante averiguar
se estas também sdo livres de singularidades infravermelhas UV/IR ndo-integrdveis no mesmo
calibre encontrado na segdo 2.6 em relagdo a fungdo de trés-pontos. Na teoria ndo-Abeliana,
novas rela¢des envolvendo tragos dos geradores do grupo de calibre, a exemplo das que foram
encontradas na se¢do 3, também sdo esperados, e elas precisam ser satisfeitas pela representacao
fundamental de U (N). A invariancia de calibre da fun¢do de quatro pontos no formalismo de
campo de fundo é néo-trivial [85] e por isso o estudo das identidades de Ward na formulacao
covariante também seria desejavel. A complexidade dos célculos envolvidos, porém, exigird o
uso sistematico de algoritmos computacionais como os que ja foram utilizados para verificar

algumas das expressdes que obtivemos no caso da NCSYM.

A auséncia de singularidades UV/IR ndo-integraveis nas teorias de calibre supersimétricas
nao-comutativas que apresentamos fortalece a idéia de que modelos supersimétricos sao candi-
datos promissores a TQCNC consistentes — no sentido de serem renormalizaveis, satisfazendo
condi¢des bésicas como unitariedade e causalidade, e livres das graves conseqiiéncias da mis-
tura UV/IR em ordens mais altas da teoria de perturbagdes. Por fim, para estudos similares aos
apresentados nesta tese, considerando teorias de calibre supersimétricas ndo-comutativas num

espago-tempo de trés dimensdes, citamos [97,98].
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APENDICE A - Convencdes e defini¢des

Como ndo existe uniformidade na escolha de convencdes na literatura basica disponivel
sobre o superespago [74,75], julgamos adequado apresentar, neste apéndice, uma listagem das

defini¢des e convengdes adotadas nos cdlculos apresentados nesta tese.

A.1 Espinores num espac¢o-tempo de quatro dimensdes

Representamos por .EL o grupo de Lorentz restrito, ou seja, o grupo das transformagdes

com determinante unitdrio que deixam a forma quadratica x,x* invariante [99]. Assumimos
2

a métrica do espago-tempo como sendo g, = diag (+,—,—,—), de forma que xyxtt = (xo) —

(J?')Z. Em quatro dimensdes, Ll é isomorfo ao grupo SL (2,C) e possui duas representagdes

bidimensionais ndo-equivalentes [100],

D(3.0) (w,v) = exp(
p(03) (w,v) = exp(

ST

G- (@3- i) AL
G- (@+i) -

onde o; sdo as matrizes de Pauli e w; e v; sdo parametros para as rota¢des tridimensionais e

Nl
ST

boosts, respectivamente. Designamos uma colecdo de dois campos, ¢ (@ = 1,2), um espinor de

Weyl desde que o vetor coluna

[ b ] (12
se transforme sob Ll com uma das matrizes (A.1.1),
IEV N I T PR A€
{ 2 } = exp (Ea- (0 F zv)){ (2 } . (A.1.3)

Temos, portanto, duas espécies de espinores, chamados de pontuados ou nao-pontuados, que se

transformam segundo

Wy = [D(%'O) (w,V)]f Vg (A.1.4a)
3" =[p3) (a),V)]aﬁ 7 (A.1.4b)
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. ~ 1o\ 1\ .
Pode-se mostrar, a partir da relacao (D(Z'O)) = (D(O’Z)) , que espinores pontuados se trans-
formam como o complexo conjugado de espinores ndo-pontuados e vice-versa. Escolheremos

sempre letras gregas do principio do alfabeto para indicar indices espinoriais.

Utilizaremos para subir e descer indices espinoriais o tensor anti-simétrico ¢*#, normalizado
segundo
ep = —e2 = -1, (A.15)

de forma a satisfazer

ey = epye’t = 6”%. (A.1.6)

A nossa convengdo para a subida e descida de indices é [74,101],

— e
{”b‘* fapt) (A17)

P = eWig

O tensor ¢, encarregado de subir e descer indices de espinores pontuados, ¢ definido de

maneira andloga, com ¢4 = €.

Precisaremos também dos simbolos

ag 5= (1,3), (A.1.8)
()" =1-a, (A.1.9)

envolvendo as matrizes de Pauli G = (01, o2, 03). A partir deles introduzimos as notagdes

Koo = o Ky, (A.1.10)
ke = (7*) k. (A1.11)
Por fim, da relacdo
Tr (0#5") = 28", (A.1.12)
vem que
Kaa k™ =2k, (A.1.13)

A.2 Variaveis de Grassmann

Estaremos sempre trabalhando com espinores que realizam uma dlgebra de Grassmann [102],

0,05 = —040, (A.2.1a)
(0a05) = 030, (A.2.1b)
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Em nosso caso, a, B = 1,2. Uma conseqiiéncia direta de (A.2.1) é que (6,)* = 0 e, portanto,

—d1—dy

gug...om — 978" =0 Vn>2. (A2.2)

Construimos um escalar ndo-nulo a partir de um espinor da seguinte maneira,

090, (A.2.3a)

0,6%. (A.2.3b)

(—
0 0 o
a—eaeﬁ = Qﬁa—ea 0 B’ (A24a)
F Fl
507 0 0 507 0y, (A.2.4b)
o . = FEY )
e pela regra de Leibnitz. Usualmente usaremos a notagao abreviada d, = 507 € do = 26,

para indicar a derivagdo pela esquerda e pela direita, respectivamente. Defini¢des idénticas sdo

aplicadas para espinores pontuados.

As integrais sobre varidveis de Grassmann sao, por defini¢do, translacionalmente invarian-

tes e dependem linearmente do integrando. Adotando a normalizagdo de Berezin [103] temos

que!

f d0, =0, (A.2.5a)

f 40, 00 = 1. (A.2.5b)

Note que, com esta normaliza¢do, a integral sobre varidveis de Grassmann é equivalente a

correspondente derivada,

%
d
f d0, f(0a, Op, ...) = 0. £(Ous 0p, ) - (A.2.6)
Fungoes delta sao definidas pela relagao,
f d04 f(6a, Op, ...)0(6a) = f(Ou =0, 6y, ...) , (A.2.7)
que admite como solugdo
0(0y) = 04. (A.2.8)

IRepare que, nesta e nas expressdes seguintes, os indices repetidos no estdo somados.
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Finalmente, a integracdo por partes decorre de (A.2.6) e da regra de Leibnitz,

0
— —_(—1\"r -
fd@aA = —(-1) fdea(aea/\

A.3 Superespaco e supercampos

H
d

@)
20,

Q. (A.2.9)

A algebra supersimétrica, que na sua forma mais simples (N = 1, sem cargas centrais) é
dada por [101,104]

[Qa/ Lyv] - (G;tv)aﬁQﬁ/ (A31a)
[Qa, P¥] = 0, (A.3.1b)
{Qu Qs = 0, (A3.10)
{Qu Q) = 208 Py, (A3.1d)

pode ser realizada através de operadores diferenciais no superespago, que é uma variedade

diferencidvel parametrizada pelas supercoordenadas z*,

A = (x“, ea,é”") , (A32)

em que x* é um tetra-vetor, 0, um espinor de Weyl e 0" = (6%)". O gerador de supersimetria
no superespaco € escrito como .
o= 90 - idh, 7 a,. (A3.3)

ungdes arbitrarias da supercoordenada z”* sdo chamadas de supercampos. O efeito de uma
F bit d denada z4 hamadas d O efeito d

transformagdo supersimétrica sobre o supercampo F (z) = F (x, 0, 5) é dado por
F () = d((QtQ)E(z) (A.3.4)

A transformacao (A.3.4) corresponde a uma translagdo z — z’, onde

XM = xM — &t O + iO0HE, (A.3.52)
0 =0+&, (A.3.5b)
0 =0+¢&. (A.3.5¢0)

Um supercampo arbitrario F (x, 0, 5) possui um desenvolvimento em poténcias de 6 e 6,

F(x, 6,5) = f(x)+ 0 (x)+0X(x)+60h(x)+66](x)+ 60“5&, (x)
+ 006 (x) + 0601 (x) + 06604 (x) , (A.3.6)

com um numero finito de termos em vista da propriedade (A.2.2). Os coeficientes de cada
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termo sdo fungdes de x conhecidas como campos componentes de F.

As derivadas espinoriais covariantes?

D, = (8a + iagae‘j‘&“) ,

H§||H

Bd = @ (—8d — i6"‘0§d8“) P

sdo definidas de forma a satisfazer a dlgebra
(D, Dy} = {Das Dy} =0,
{Da, Dy} = —ic" (Ou = =idog,
{Da, Qa} = {Da, Qu} = 0.
Consistentemente com (A.2.3), escrevemos
D* = =D“D,,
D =:D,D,
e conseqiientemente,

2
D,
—2

DDy = &°

Além disso, da dlgebra (A.3.8) vém as relagdes
|D?Ds| = -idaaD®,
»52, Da— = +iaaa5d ,
D2, 57| = ~0+id.D"D",

D’ D% = —o+id D' D*,

(A.3.7a)

(A.3.7b)

(A.3.8a)
(A.3.8b)

(A.3.8¢)

(A.3.9a)

(A.3.9b)

(A.3.10a)

(A.3.10b)

(A.3.11a)

(A.3.11b)
(A.3.11c)

(A.3.11d)

as quais jogam um papel fundamental no célculo de superdiagramas (veja apéndice B).

Para definir a integracdo no superespaco é conveniente introduzir as seguintes medidas,

d*6 = —%d@"‘d@a,

4?0 = —%d@dde‘j‘,

(A.3.12a)

(A.3.12b)

2Quando ndo houver risco de confusdo, vamos também chamé-las simplesmente de derivadas covariantes.
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normalizadas de forma que

f@z(e)dze = fezdze =1, (A.3.13a)
f 5 (0) 0 = f 0°d%0 = 1. (A.3.13b)

Também é convencional introduzir a fungado delta no superespago,
8 (z-2) = 6* (x-x)8* (0-0)*(0-0), (A.3.14)

que satisfaz

f dxd?0d*06% (z—2') = 1. (A.3.15)

Finalmente, dada uma funcéo arbitraria ¥ do supercampo F (z) e de suas derivadas,
f B F [F (2), 9uF (2), 3u0,F (2),..., DoF (2), D'F (2), .. ] (A3.16)

define a sua integral no superespaco. Esta operacdo naturalmente define um invariante su-
persimétrico. Lembrando que a integral sobre uma varidvel de Grassmann é equivalente a
correspondente derivada e substituindo F (z) por seu desenvolvimento em campos componen-

tes, podemos escrever

fdsz?'[F(z)] _ fd4x (—%%%)(—%%%_)ﬂp(zn
_ fd4x£[f(X),¢(x),Y(x),~-]/ (A3.17)

onde £ depende unicamente dos campos componentes e nio de 6 ou 6. Desse modo, £ pode
ser entendida como uma Lagrangiana que especifica a dindmica dos campos componentes
f(x), ¢ (x), etc... Como o membro da esquerda da equagdo (A.3.17) é um invariante frente
as transformacgoes de supersimetria (A.3.4), a agao f d*x L [ fx),px),x(x),.. ] define uma

teoria supersimétrica para as componentes de F (z).

A.4 Supercampos quirais e vetoriais

O supercampo geral da equagido (A.3.6) carrega uma representagdo redutivel da supersi-
metria N' = 1. Podemos reduzir os graus de liberdade de um supercampo impondo vincu-
los que sejam compativeis com a supersimetria. Uma possibilidade é considerar a condicdo

V (z) = V*(z) ja que um supercampo real, apds uma transformagdo supersimétrica, permanece
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real. A partir de (A.3.6) podemos mostrar que a forma mais geral para V (z) é
V(x,0,0) = f(x)+00"0A, (x)+[0¢ (x) +0¢ (x)| +]00](x) + 06 (x)]
+6%0 [X (x) + %0“%(}5] 190 [A (x) + %0“8#6]
1902 [d (x) - im f (x)] , (A41)

onde A (x), f (x) ed (x) sdo fungdes reais. Por conter um campo vetorial real como um de seus

componentes, V (z) é apropriado para a constru¢do de uma teoria de calibre no superespaco.

Por outro lado, um supercampo P (z) que satisfaz
Dy®(z) = 0, (A4.2)
pode ser escrito como
®(x,0,0) = €% [a (x) + 0x (x) + 6% (x)] (A.4.3)
e é chamado de supercampo quiral. Um supercampo anti-quiral Z (z), por sua vez, satisfaz’
D,Z(z) = 0. (A4.4)

Campos quirais e anti-quirais carregam a menor representacdo da algebra (A.3.1) em quatro

dimensdes. Eles sdo utilizados para acoplar matéria a teoria de calibre definida no superespaco.

De (A.3.7) pode-se mostrar que, a menos de termos de superficie,
f Pxd?0 826 = f dxd20 (—52) , (A.45)
e portanto
f P2 (z) = f dxd20 (—52)q> (2) = 0, (A.4.6)

ou seja, a integral no superespago de um supercampo quiral se anula. Para definir invarian-
tes supersimétricos a partir de supercampos quirais, é convencional introduzir a medida de

integracao
d°z = d*xd%o, (A4.7)

de tal forma que, se C[F(z)] for uma func¢do genérica do supercampo F(z) satisfazendo

3Pode-se mostrar que, com a escolha de coordenadas z = (x, 0, E)) que fizemos para o superespaco, o conjugado
complexo de um supercampo quiral é anti-quiral e vice-versa. Dessa forma, a barra sobre um supercampo ird indicar
indistintamente sua anti-quiralidade e o fato de ser o conjugado complexo de um supercampo quiral, ® (z) = ®* (z).
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DC [F (z)] = 0, a expressio

f d°zC[F (z)] = f d*xd*0C[F (z)], (A.4.8)

define um invariante supersimétrico. De forma similar, podemos definir uma medida de

integracdo d°z = d*xd*0 que permite integrar uma fungao anti-quiral C [F (z)].

A.5 Teorias quanticas de supercampos

A quantizacdo de uma teoria definida no superespaco geralmente é feita através do método
funcional, que pode ser generalizado para o caso de teorias definidas no superespago [74]. Neste
método de quantizagdo, o principal objeto de interesse é a agdo efetiva. Podemos encontrar um
conjunto de regras de Feynman para o calculo da ac¢do efetiva de uma teoria definida por um

funcional acdo S [F] da forma

S[F] = fdsz(%l-" (z2) O (z)F (z) + ALint [F (z), IF (z), DF (z),...]), (A.5.1)

onde O é um operador diferencial que pode envolver derivadas espago-temporais e/ou deriva-

das espinoriais covariantes e A < 1 é uma constante de acoplamento adimensional.

O funcional gerador das funcdes de Green conectadas, ‘W []], é definido por
eiWU] = N f [@F] eiS[F]JrideZF(Z)](Z) , (A52)

onde o supercampo | (z) faz o papel da fonte de F (z) , [DF] é a medida da integragdo funcional

e Ny é uma constante de normalizagado escolhida tal que
WI0] = 0. (A.5.3)

Para obter a agdo efetiva, comegamos definindo o campo cldssico

Fe(z) = Fc[Jlz] = 561;v_(£])], (A.5.4)

onde a notacdo F, [J|z] indica que F. depende funcionalmente de | e a0 mesmo tempo é uma
fungdo da supercoordenada z. Supomos que seja possivel inverter a relacdo (A.5.4) e obter |

como um funcional de F,,
Je(z) = Je[Felz] . (A.5.5)

Obtemos assim a agdo efetiva, denotada por I', como a transformagéo de Legendre de ‘W []],
FE) = Wil [ @@ R G . (A56)

A funcional T' [F;| tem a propriedade fundamental de gerar os diagramas préprios (ou
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irredutiveis de uma particula®) da teoria. Se consideramos I' [F,] em termos de seu desenvolvi-

mento®

I'[F] = Z%fdzl-..dzn]f‘(”) (z1,-++, zn) Fe (z1) - - Fe (zn) , (A.5.7)

n>2

o coeficiente T'") (z1,+++, z) serd chamado funcdo de vértice de n-pontos do supercampo F,.

E possivel relacionar as fungdes de vértices da teoria com as funcgdes de Green conecta-
das [64] e dessa relagdo obtemos um método para o célculo perturbativo da agdo efetiva I’
para calcular uma fungdo de vértice de n-pontos, comecamos somando todos os diagramas
irredutiveis de uma particula que contribuem a funcdo conectada de n-pontos. Apods, cada
linha externa é amputada, multiplicando-se pela inversa do propagador correspondente, e é
multiplicada por um fator f ngpfFC (p), onde F. é o supercampo classico que corresponde aquela
linha. A vantagem desse procedimento é que as regras de Feynman para o calculo das funcdes
conectadas podem ser lidas diretamente da acdo de partida (A.5.1). Este método é justamente

0 que empregaremos para calcular a acdo efetiva de teorias definidas no superespago.

4Também chamados usualmente de diagramas 1PI, de one particle irreducible.
>Note que o desenvolvimento comeca em n = 2 devido a (A.5.3) e a equagdo de movimento para I' na auséncia

de fontes, g—l}:c -0 =0.
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APENDICE B - O cdlculo detalhado de um superdiagrama

Nesta secdo detalharemos o cdlculo do superdiagrama 6b apresentado na se¢do 2.5, exibindo

assim as peculiaridades do calculo da acdo efetiva na formula¢do covariante de supercampos.

1

Por simplicidade, trabalharemos no calibre de Feynman*, no qual a agdo da NCSQED escreve-se

S = %fdszVDV + %’fd8z52Dav*[v,DavL+---, (B.0.1)

omitindo todos os termos que nado contribuem a esse calculo em particular.

Asregras de Feynman no espago de configuragdo podem ser lidas diretamente da agdo (B.0.1),

sendo o propagador dado por
i
Avy (z1 —22) = 558 (z1 —22) . (B.0.2)
Ja para o vértice, fazemos uso da relagdo (1.2.14) da pagina 9 para escrever

fd4xd4952D“V>e [V, DaV], =

e

d*OV (x1,x2,x3) (BZDQV (x1) V (x2) DoV (x3) -D'DV (x1) DaV (x2) V (xs))

3
- f [ d4xi]d49fi/3 (x1,%2,%3) D-D*V (x1) V (x2) DoV (x3) , (B.0.3)
i=1

A

V3 (x1,x2,x3) = V (x1,x2,x3) = V (x1,x3,%2) . (B.0.4)

Devido ao fato do vértice ndo ser simétrico, o cdlculo da amplitude associada a uma topologia
como a da figura 26 envolve a soma de vdrios superdiagramas, correspondendo a todas as
formas de contrair as linhas de cada vértice. Para essa topologia em particular, sdo doze
permutagdes, como indicado na figura 18 da pagina 60. Vamos nos concentrar em particular
no superdiagrama que chamamos de 6b na secdo 2.5, reproduzido novamente na figura 26.

A contribuicdo deste a fun¢do conectada de dois pontos, no espago de configuracao, é obtida

INa secdo 2.5 mostramos que este diagrama §é, de fato, independente de calibre.
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z = (q,n) 21 = (zi,01) 2 = (yi,00) 2 = (d\n)

FiGura 26: Diagrama 6b, espaco de configuragéo.

FiGura 27: Diagrama 6b, espago dos momentos.

diretamente a partir das regras de Feynman,

. \2 3 3
11 o “
Gzzz(zg) f dei d*0; Hd]/i d*0, V3 (x1,%2,%3) V3 (y1, Y2, y3) X
i= i=

-2 —2 ,
X DlDllngAvv (Z] — Zz) DzDﬁzDalAVV (Zz — Z]) AVV (Z — Z]) AVV (Z — Z])
+(zeZ), (B.0.5)

onde fica subentendido que as derivadas espinoriais covariantes atuam apenas na fungao que

estd imediatamente a sua direita e na variavel indicada pelo sub-indice?.

Para escrever a expressdo (B.0.5) no espago dos momentos utilizamos que

4 , )
Ayy (z—72') = f (j ’; LAy (k0-0), (B.0.6)
Tt
(V3 (xl,x2,X3) = f H ﬁ elzqixi(V3 (k],kp_,k3) , (B.0.7)
i=1 \eTt

2Terfamos um fator adicional (~1) se a ordem em que essas derivadas sio escritas for uma permutagio impar da
ordem em que elas apareciam originalmente na agdo. Em termos praticos, contamos quantas trocas de posicao sdo
necessarias para levar a seqiiéncia de derivadas que escrevemos a uma em que todos os indices espinoriais saturados
estejam adjacentes e contraidos na ordem convencional, de cima para baixo no caso de espinores ndo-pontuados, e
de baixo para cima, no caso de espinores pontuados: se este nimero for impar, o fator (—1) tem que ser incluido.
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onde

Avy (k6 —-6') = —k1—264 0-0) (B.0.8)

Vs (ki ko, ks) = (21)*6() ki) [ — gmilania]
= 2n)*s() k) (~2i sinki A k) . (B.0.9)

Como, ao efetuarmos a transformagdo de Fourier dos propagadores, as derivadas espinoriais

covariantes que neles atuam passam a depender dos momentos, introduzimos a notagado

Dy (k) = 90— 10 Kaa, (B.0.10a)
Da (k) = =04 + 160K 44 . (B.0.10b)

Apbs efetuar as transformagdes de Fourier chegamos a

dp .
Gy(z—-2') = f 2 134 PG, (p), (B.0.11)
e

onde

1 d*k . —2
G(p) = Egz f ) d*0.d4*6, (— sin®k A p) DD (k+p) Dg (=k—p)Ayy (k+p, 61— 62) X
TC
—2
X D;Dg) (k) Da1 (—k) Ayy (k, 02— 01) Ayy (p, 1= 01) Avy (—=p, 1 = 62) + (p — —p)  (B.0.12)

¢ a amplitude do diagrama 6b no espago dos momentos. Para encontrar a correspondente
contribuicdo a funcdo de vértice de dois pontos, cada linha externa é truncada, multiplicada

pelo campo correspondente e, ao final, integramos no momento externo. Fazendo também uso

_ [y
[p = f o T2 (p), (B.0.13)

de (B.0.8), chegamos a

em que

_ Lo [ g e[S KAD)
Ty (p) = 282f (2n)4d 01d Qz[kz T

XB;Dﬁz (k) D1 (k) 8 (02 = 01) V (p, 61) V (=p, 02) + (p = —p) . (B.0.14)

—2
DiDS (k+p) Dh (=k—p) 2 (61 — 62) x

Observamos que a expressdo acima pode ser obtida diretamente a partir do diagrama no espago

de momentos, figura 27, através das regras de Feynman listadas na figura 28.

O passo seguinte consiste em explorar a dlgebra das derivadas covariantes para simplifi-

car (B.0.14). Para isso, é conveniente antes levar todas elas a atuarem na mesma variavel, o que
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® a0 i-ésimo vértice corresponde uma integral f a*o;,

e, e 1 d4ki
e a0 i-ésimo lago corresponde uma mtegralf 0%

a cadalinha externa corresponde um fator ¥ (p;), onde
Y é o supercampo correspondente a linha,

fatores topoldgicos sdo determinados como em teorias
de campo nao-supersimétricas,

o resultado do diagrama deve ser simetrizado em re-
lacdo aos momentos externos.

FiGura 28: Regras de Feynman no espago dos momentos.

—k—p —k—p —k—p

/ / /

. o S D(—k —p)

N N N

k k k

FiGura 29: Integracdo por partes de uma derivada covari-
ante no espaco dos momentos.

é feito utilizando-se as propriedades®

DS (k) 6* (01— 05) = —D5 (—k) §* (61— 62) , (B.0.16)

D? (k) 6* (61 — 02) = +D3 (—k) 8* (61— 62) , (B.0.17)

e similarmente para D. Naturalmente, precisaremos também integrar por partes. A conservagao
de momento garante que a dependéncia das derivadas covariantes no momento da linha em

que atuam é preservada nesta operacdo, ou seja,

f 40 (D (p) V (p)] V (K) V (-k—p) = — f FOV () [Da (k) V (K)] V (~k —p)
- [#0v o)V 0Dy k-p) v (k-p)], Bo8)

relacdo representada graficamente na figura 29. Resumindo: em todas as operagdes que fare-
mos, as derivadas espinoriais covariantes carregam o momento da linha em que estdo atuando

e por isso vamos, de ora em diante, suprimir sua dependéncia explicita nesta variavel. Para

3 Assim como as derivadas espago-temporais, a derivada grassmaniana também satisfaz

96% (61— 02) = —956* (61 - 02) . (B.0.15)
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distinguir a qual linha corresponde cada fung¢do delta em (B.0.14) utilizamos os indices (a), (b).
Além disso, introduzimos a notagdo

50 =

W = 561-62), (B.0.19)

ondei =a,b.

Lembrando que as derivadas espinoriais covariantes que atuam em varidveis diferentes

anticomutam, podemos escrever

—2 —2 —2
D, D$D56\%) D,DpaDa1dy) = DyD§ [-DF] 6 [+Da1D51D1]6( )

b B2p2s® p2is®)
= —546, D, D263 D3D; o,

— —2D,D%\% DD, (B.0.20)

onde usamos (A.3.10) na linha intermedidria. Chegamos assim a

1 d*k sin? (k A
2 (p) :—ng—( d*0.1d4*0, [—( Pz)

2 2m)* K2 (k +p) e

—2 (p
[ 2D, D%\ )D§D16§1>]><
V(p,01)V(-p,02) + (p > —p) . (B.021)

A seguir, integramos por partes as derivadas que atuam em 6 . Quando essas derivadas se

aplicam em Dle(S( )

»1 » §eram poténcias de momento no numerador através das relagoes

D:\DiD2D;6yY) = Dy, D1} D?D6, —léDle o, (B.0.22a)
D,D2D?Dy5) = [Dl, DZ] DD, = I2D2D,5, (B.0.22b)

conseqiiéncias diretas da 4lgebra (A.3.8) e de (A.3.11)*. Note que +k é precisamente o momento

(a)

associado a linha (b) no vértice 1. Apos liberar 6,," de todas as derivadas, a relagao

5% (01— 0,) D"D"6* (0, — 01) =
— *(01-0)), m=n=2
— 5%(0, - 0,)D"D"5* (0, - 0,) = (61-02) (B.0.23)
0, outros casos
nos deixa com uma delta livre, que pode ser utilizada para efetuar a integragdo em d*0,. Fica
restando uma tinica integragdo em 0, de forma que a contribuigdo que calculamos a a¢do efetiva
é local em 0O, propriedade comum a todas as fungdes de vértice calculadas no formalismo

covariante de supercampos®. Dizemos que a equacio (B.0.23) nos permite reduzir um lago de

* Adotamos a seguinte convengdo: sempre que nao indicarmos explicitamente, os indices de K estéo abaixados.

. — —a
Assim, por exemplo, ¥ DD = ]éMD“DL .
SEste é o chamado teorema de nio-renormalizacio das teorias formuladas no superespago.
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varidveis 0 a um ponto. O resultado final a que chegamos é, portanto,

T, (p) = g2 f Pk 0 5in? (k A p) x
2 = — R -
2 (2m)* k2 (k +p)*

X [—2 V(=p,0) (k2 + ¥DD + Dzﬁz) V(p, 9)] +(p—-p), (B024)

que coincide com a expressdo (2.5.9) da segdo 2.5.
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