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e à minha mãe Eva.
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Resumo

Neste trabalho consideramos casos especiais de uma versão modificada do Modelo de
Isard-Liossatos para crescimento econômico espacial, levando em consideração a interação
entre as distribuições de capital e mão-de-obra. Por um lado, consideramos que o capital
se move de regiões com alta densidade de capital para regiões com baixa densidade de
capital de uma forma difusiva, e, por outro lado, que ele se move para regiões com uma
maior densidade de mão-de-obra (o que chamamos de movimento por taxia do capital). De
forma similar, consideramos um movimento difusivo e por taxia para a mão-de-obra. No
primeiro caso, consideramos um sistema de reação-difusão-taxia governando a evolução
espaço-temporal das densidades de capital e trabalho, e encontramos quatro tipos de
comportamentos para o sistema: (i) a economia converge para um estado estacionário
homogêneo; (ii) a economia converge para um estado estacionário não-homogêneo; (iii)
a economia desenvolve ciclos periódicos; e (iv) a economia desenvolve ciclos irregulares e
aperiódicos. No segundo caso, consideramos um modelo dinâmico e hiperbólico, derivado
a partir da Lei de Fourier Modificada proposta por Cattaneo (1948), a qual implica
que a informação se propaga com velocidade finita através da economia. Finalmente,
introduzimos um estoque de recursos naturais não-renovável no modelo de reação-difusão-
taxia, e mostramos que, para o caso (ii) acima, a economia como um todo se beneficia.



Abstract

In this work we consider special cases of a modified version of the Isard-Liossatos
Model for spatial economic growth, taking into account the interplay between the distribu-
tions of capital and labor. On one hand we consider that capital moves from regions with
high density of capital to regions with low density of capital in a diffuse way, and, on the
other hand, we consider that it moves into regions with a higher density of labor available
(what we call the capital taxis motion). In the same fashion, we consider a diffusive and
a taxis motion for the labor force. In the first case we consider a taxis-reaction-diffusion
system governing the spatio-temporal evolution of capital and labor densities, and find
four kinds of spatio-temporal behaviors for the system: (i) the economic converges to
a homogeneous steady-state; (ii) the economy converges to a non-homogeneous steady-
state; (iii) the economy develops periodic cycles; and (iv) the economy develops irregular
and aperiodic cycles. In the second case we consider a dynamic and hiperbolic model,
derived from the modified Fourier Law proposed by Cattaneo (1948), which implies that
information propagates throughout the economy in a finite speed. Finally, we introduce
a non-renewable natural resource in the taxis-reaction-diffusion model, and show that, in
the case (ii) above, the economy as a whole benefits from it.
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1 Introdução

Na década de 90 houve um renascimento das ciências regionais com o advento da
geografia econômica, também conhecida como economia espacial. Esta disciplina, grosso
modo, estuda a relação entre variáveis econômicas tais como capital, trabalho e renda,
com as variáveis espaço-temporais, e tem por objetivo descrever a dinâmica da formação
de cidades, zonas rurais e centros industriais e comerciais no espaço. Para tanto, uti-
liza uma série de modelos matemáticos, os quais são derivados a partir da aplicação de
conceitos e leis econômicas, como, por exemplo, lei da oferta e demanda, equiĺıbrio de
comércio, retornos crescentes, constantes e decrescentes de escala [40, 29].

Embora tais modelos sejam bastante úteis para descrever a formação de núcleos
urbanos, comerciais e industriais, eles possuem duas grandes limitações: o espaço é con-
siderado como discreto e não há acumulação de capital. Apesar deste primeiro fator
não ser tão restritivo, a segunda limitação é mais séria, pois a acumulação de capital
é fator fundamental para explicar o crescimento econômico, e a ocorrência de migração
de mão-de-obra [11]. Devido à estas limitações, recentemente há um novo interesse no
desenvolvimento e aprimoramento de modelos de crescimento econômico espaciais que
integrem crescimento econômico com geografia [11, 7, 12, 13, 14, 28]. Na verdade, estes
modelos recentes, chamados de Modelo de Solow Espacial, são um caso especial – o caso
reativo-difusivo – de um modelo bastante geral proposto na década de 70 por Isard e
Liossatos [34, 35, 36], o qual foi motivado por uma analogia com o modelo de uma linha
de transmissão elétrica.

Dada a extensão territorial brasileira e a necessidade de elaboração de poĺıticas de
desenvolvimento econômico visando o crescimento equilibrado de suas diversas regiões,
a elaboração e análise de modelos de crescimento econômicos espaciais é de grande in-
teresse. Além disto, como o Brasil é um páıs com grandes reservas de recursos naturais
não-renováveis, tais como petróleo, gás natural e minérios, e um grande explorador de
recursos naturais renováveis – agricultura, agropecuária e pesca –, a generalização destes
modelos, no sentido de considerarem a existência destes recursos, se torna necessária.

Como a exploração do petróleo tende a ocorrer em regiões concentradas no espaço,
e a trazer um choque de desenvolvimento e investimento para estas regiões por um tempo
limitado – pois se trata de recurso não-renovável –, um problema decorrente é a deter-
minação ótima de “royalties” e sua aplicação em projetos de investimentos diversificados
[45], com o objetivo de criar uma estrutura econômica sólida o bastante para garantir a
sustentabilidade da região quando seus poços se exaurirem.

Considerando este contexto, o objetivo principal desta tese será estender o estado
atual dos modelos de crescimento econômicos espaciais, seguindo nas seguintes direções.

Em primeiro lugar, iremos modificar o Modelo de Isard-Liossatos com o intuito de
evitar a existência de soluções negativas, e tratar de dois dos seus principais casos par-
ticulares: o modelo de difusão-reação-taxia (ou modelo reativo-difusivo-advectivo), que
tem natureza parabólica e é uma generalização do Modelo de Solow Espacial atualmente
encontrado na literatura; e os modelos ondulatório-dissipativos de natureza hiperbólica
(até onde sabemos, Isard e Liossatos chegaram a considerar formas simples destes modelos
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[34, 35, 36], mas desde então eles não aparecem mais na literatura). Um destes modelos
ondulatório-dissipativos, em sua forma mais geral, será derivado a partir da Lei de Fourier
Modificada proposta por Cattaneo no final da década de 40 [16, 17], como forma de re-
solver o paradoxo da propagação de informação com velocidade infinita advinda da Lei
de Fourier para a condução do calor. A aplicação desta lei implica em equações diferenci-
ais parciais hiperbólicas, que em alguns casos particulares se materializa sob a forma da
equação do telégrafo. O outro é o caso particular sem atrito do Modelo de Isard-Liossatos
Modificado.

Em segundo lugar, iremos considerar o fator de produção mão-de-obra nestes mode-
los, governada por um crescimento loǵıstico exógeno; a migração espacial de trabalhadores
dependente e independente da distribuição de capital; e que o capital se movimenta pelo
espaço de forma dependente e independente da distribuição de mão-de-obra.

Por fim, vamos introduzir nestes modelos recursos naturais não-renováveis concen-
trados em determinadas regiões geográficas (tal como ocorre nas regiões onde são en-
contrados e explorados poços de petróleo, por exemplo), com o intuito de estudar sua
influência na evolução das distribuições espaciais de capital e mão-de-obra, e no cresci-
mento da economia como um todo.

Ao longo deste estudo nos utilizaremos de várias idéias e métodos usados na área
de Biomatemática, o que demonstra que uma maior interação entre estas duas áreas de
conhecimento pode gerar bons frutos. A única referência que encontramos do uso destes
métodos na literatura econômica foi em [8], onde os autores estudam a formação de
padrões espaciais em um modelo econômico-ecológico acoplado descrito por um sistema
reativo-difusivo.

Esta tese está estruturada da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 fazemos uma rápida
revisão bibliográfica sobre modelos de crescimento econômico espaciais e sobre modelos
e fatos emṕıricos envolvendo a consideração de recursos naturais; no Caṕıtulo 3 deriva-
mos o modelo geral de Isard-Liossatos, MIL [34, 35, 36], assim como um de seus casos
particulares, o caso reativo-difusivo-advectivo, e introduzimos uma modificação ao MIL
com o intuito de evitar a existência de soluções negativas para este caso particular; no
Caṕıtulo 4 analisamos detalhadamente o Modelo de Solow Espacial Generalizado, mod-
elo este que generaliza o Modelo de Solow Espacial atualmente encontrado na literatura
[11, 7, 12, 13, 14, 28], ao considerar que a mão-de-obra migra para regiões com maior
densidade de capital (mais fábricas instaladas) e que o capital migra para regiões com
maior densidade de mão-de-obra dispońıvel; no Capitulo 5 apresentamos algumas sim-
ulações do Modelo de Solow Espacial Generalizado envolvendo a existência de recursos
naturais não-renováveis; no Caṕıtulo 6 apresentamos os casos ondulatórios do Modelo
de Isard-Liossatos Modificado (MILM), modelos estes dinâmicos, de segunda ordem no
tempo, e portanto de natureza hiperbólica, e analisamos um caso simplificado que se reduz
à equação do telégrafo num domı́nio infinito; e finalmente, no Caṕıtulo 7, apresentamos
as conclusões e perspectivas de pesquisa futura.
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2 Revisão Bibliográfica

O modelo de crescimento econômico neoclássico, considerado padrão até os dias de
hoje, foi proposto por Solow e Swan na década de 50 [61, 65]. Neste modelo, a taxa
de poupança e o crescimento malthusiano (ou exponencial) da mão-de-obra são dados
exogenamente, e como na grande maioria dos modelos de crescimento econômico encon-
trados na literatura, ele é espacialmente homogêneo, ou seja, não leva em consideração
a migração de capital e trabalho no espaço. Portanto, tais modelos são utilizados prin-
cipalmente para descrever a evolução da economia agregada, cuja medida pode ser feita
através do produto interno bruto (PIB) de um páıs, por exemplo. Uma olhada nos dados
emṕıricos, entretando, mostra que a grande maioria das cidades com maior PIB estão
concentradas nas regiões sul e sudeste do Brasil (Figura 1, coluna da direita), enquanto
que as cidade de menor PIB estão concentradas nas regiões norte e nordeste (Figura 1,
coluna da esquerda).

Figura 1: Aglomeração da Economia Brasileira (Fonte: Rolnik e Klink, 2011 [56]).

É evidente, portanto, que a localização, ou variável espacial, desempenha algum
papel no crescimento econômico. Nos anos 70, Isard e Liossatos, partindo de uma analo-
gia com modelos de linhas de trasmissão elétrica, propuseram um modelo de crescimento
econômico levando em conta as variáveis espaço e tempo de forma cont́ınua [34, 35, 36], e
a movimentação de trabalhadores e do capital através do espaço. Então, nos anos 90, com
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o advento da economia espacial [40, 29], o interesse por modelos de crescimento econômico
espaciais foi renovado. A grande parte destes modelos, no entanto, considera o espaço
discreto e não leva em conta a acumulação de capital.

No ińıcio dos anos 2000, Camacho e Zou [11] propuseram um modelo de Solow espa-
cial em uma dimensão espacial, e em um domı́nio ilimitado, considerando apenas capital
como fator de produção. De fato, o modelo apresentado é apenas o caso reativo-difusivo
do Modelo de Isard-Liossatos, mas agora derivado diretamente utilizando como argumento
a conservação de capital. Em seguida, Brito [7] introduziu o fator de produção mão-de-
obra no modelo anterior, considerando-a exógena e seguindo um crescimento malthusiano
(ou exponencial). Capasso et al. [13], por sua vez, consideraram este modelo em um
domı́nio limitado e introduziram uma função de produção não clássica em formato de S
(convexa-côncava), obtendo desta forma armadilhas de pobreza; e, mais recentemente,
introduziram em seu modelo uma distribuição de mão-de-obra malthusiana exógena e
espacialmente não-homogênea, ou seja, cuja taxa de crescimento depende da variável es-
pacial [14].

Uma caracteŕıstica do modelo de Solow espacial é que nele predomina o caráter
difusivo, o que implica que o capital tende a se mover de regiões mais densas para regiões
menos densas, ou seja, o capital segue o prinćıpio do ganho marginal decrescente dos
fatores de produção, o que é uma caracteŕıstica desejável em um modelo de crescimento
econômico neoclássico. O Modelo de Isard-Liossatos, entretanto, também tem entre seus
casos particulares situações onde há inércia; em tais casos, ciclos econômicos podem se
desenvolver.

Quanto ao impacto da existência de recursos naturais no crescimento econômico,
uma breve revisão da literatura nos mostra que a evidência do impacto da abundância
de recursos naturais não-renováveis no crescimento econômico não é conclusiva, embora
fique claro que alguma influência de fato exista. Sachs e Warner [57, 58] mostraram
que páıses com grandes reservas (medida pela taxa de exportação de recursos naturais
não-renováveis em relação ao PIB) tendem a crescer mais lentamente que páıses que não
as possuem, dando ińıcio a uma série de estudos emṕıricos tratando da assim chamada
“maldição dos recursos naturais”. Uma das justificativas para este fenômeno é que in-
stituições de má qualidade acabam afetando negativamente o aproveitamento eficiente
dos recursos, desacelerando assim o crescimento econômico [15, 39, 47, 70]. Por exem-
plo, Torvik [67] apresenta um modelo com “rent seeking”1 mostrando que uma maior
abundância de recursos naturais aumenta o número de empreendedores engajados em
“rent seeking”, reduzindo, assim, o número de empreendimentos produtivos.

Em contrapartida, Boyce e Emery [6], utilizando um modelo de dois setores com re-
cursos naturais não-renováveis, mostram que a correlação entre a abundância de recursos
naturais e o crescimento econômico pode ser negativa mesmo quando não há falhas institu-
cionais e de mercado, e demonstram, empiricamente, que a existência de uma “maldição”
ou “benção” dos recursos naturais só pode ser investigada através do estudo da correlação
entre recursos naturais e ńıvel de renda, concluindo que a abundância de recursos é nega-

1Em Economia, “rent seeking” (ou busca de renda, em português) é uma tentativa de derivar renda
econômica através da manipulação do ambiente social ou poĺıtico onde a atividade econômica ocorre, ao
invés de criar nova riqueza.
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tivamente relacionada com o crescimento econômico, mas positivamente relacionada com
o ńıvel de renda. Stijns [64] admite que o efeito da existência de recursos naturais não-
renováveis no crescimento econômico é complexo e sugere que a habilidade de um páıs
explorar tais recursos depende, de forma cŕıtica, da natureza do processo de aprendizado
necessário. Por outro lado, Brunnschweiler [9] encontra uma relação emṕırica positiva
entre recursos naturais não-renováveis e crescimento econômico, não encontrando efeito
indireto negativo através do canal institucional; e Cavalcanti et al [18], mostram que a
abundância de petróleo tem um efeito positivo tanto no ńıvel de renda, quanto no cresci-
mento econômico.

Do ponto de vista teórico, Stiglitz [62, 63] constrói um modelo considerando recur-
sos naturais não-renováveis, e mostra que é posśıvel obter-se um crescimento sustentável
da renda per capita, derivando a taxa ótima de exploração dos recursos. Além disso,
mostra que se a exploração dos recursos for muito intensa, a trajetória de crescimento
ótimo apresenta taxas de crescimento de longo prazo menores do que se a extração é feita
pela taxa ótima. Lafforgue [42] desenvolve um modelo de crescimento endógeno com re-
cursos não-renováveis, no qual os choques de inovação tecnológica são governados por um
processo de Poisson não-estacionário, derivando condições que garantem uma trajetória
de crescimento sustentável. Gaitan e Roe [30], por sua vez, apresentam um modelo com
dois páıses, mostrando que a inelasticidade da demanda por recursos não-renováveis, que
aumenta a renda obtida com sua venda, induz o páıs com recursos abundantes a investir
relativamente menos que o páıs que não possui recursos naturais.

Quanto à consideração de recursos naturais renováveis em modelos de crescimento e
da derivação de regras ótimas de substituição entre recursos renováveis e não-renováveis,
podemos citar os seguintes trabalhos: Tahvonen e Salo [66] estudam as transições entre for-
mas de energia renováveis e não-renováveis em diferentes estágios de desenvolvimento de
um economia; André e Cerdá [2] fazem o mesmo, mas considerando as consequências para
a sustentabilidade; Di Vita [24] considera um modelo endógeno com recursos renováveis e
não-renováveis, levando em conta a externalidade negativa gerada pelo impacto no meio-
ambiente; e Krutilla e Reuveny [41] consideram o crecimento populacional endógeno em
uma economia baseada em recursos renováveis, obtendo um sistema dinâmico complexo
com possibilidade de múltiplos estados estacionários, de diferentes tipos.
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3 Modelo de Isard-Liossatos

O modelo básico que utilizaremos neste trabalho foi proposto, em sua forma mais
geral, por Isard e Liossatos na década de 70 [34, 36]. O modelo original foi derivado apenas
para uma dimensão espacial, mas aqui o apresentaremos em duas. Embora este modelo
seja bastante abrangente, capaz de gerar diferentes dinâmicas espaciais de crescimento
econômico, até o momento ele não foi estudado exaustivamente.

Neste caṕıtulo vamos apresentar este modelo, considerando um domı́nio Ω ⊂ R2,
onde cada ponto x ∈ Ω é considerado uma unidade econômica local. O domı́nio Ω,
portanto, constitui um continuum de economias locais representando a economia global.
Além disso, inicialmente consideraremos que há apenas um bem agregado na economia,
cuja produção utiliza dois insumos: capital e trabalho. Desta forma, cada ponto do espaço
é caracterizado por um estoque de capital K(t,x) ∈ R+ e de trabalho L(t,x) ∈ R+, e
um fluxo de trabalho e capital, u(t,x) ∈ R2 e v(t,x) ∈ R2, respectivamente. A seguir
apresentamos as equações governando a evolução espaço-temporal destas quatro variáveis
fundamentais.

3.1 Derivação do Modelo

3.1.1 Equação governando a acumulação de capital, K(t,x)

A equação garantindo a conservação de capital na economia é derivada a partir da
seguinte lei de conservação:

∂

∂t

∫
D

K dx =

∫
D

(Y − C − δK) dx−
∫
∂D

u · n ds, (1)

onde D é subdomı́nio arbitrário contido em Ω, ∂D é a curva constituindo sua fronteira,
n é o vetor normal unitário apontando para fora da região D, e:

K = K(t,x) é a densidade de capital;

Y = Y (K,L,x) é a densidade de produto (ou produção) por unidade de tempo;

C = C(t,x) é a densidade de consumo por unidade de tempo;

u = u(t,x) = (ux, uy)T é o fluxo de capital passando pela localidade x no tempo t;

δ ∈ [0, 1] é a taxa de depreciação do capital.

No lado esquerdo da equação (1) temos a taxa de variação do estoque de capital em uma
subregião D da economia total Ω; em seu lado direito

∫
D

(Y − C − δK) dx é a taxa de
investimento ĺıquido em D; e −

∫
∂D

u · n ds é a taxa ĺıquida de capital entrando em D
pela sua fronteira ∂D. Aplicando o Teorema da Divergência nesta última integral, temos
que: ∫

∂D

u · n ds =

∫
D

∇ · u dx,

e assim, também considerando K continuamente diferenciável em relação a t, (1) pode
ser reescrita como: ∫

D

(
∂K

∂t
− h+∇ · u

)
dx = 0, (2)

onde definimos h = Y −C−δK como o investimento ĺıquido local: que é igual à poupança
(Y −C) menos a depreciação do capital δK. Como D é arbitrário, temos que o integrando
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(supondo-o cont́ınuo) na equação anterior deve ser igual a zero em todo o domı́nio Ω, e
assim obtemos a equação de continuidade para o capital:

∂K

∂t
+∇ · u = h, (3)

que pode ser escrita como:
∂K

∂t
= h−∇ · u. (4)

A equação (4) nos diz que a taxa de variação total do estoque de capital em x no tempo
t,
(
∂K
∂t

)
, deve ser igual ao investimento ĺıquido local h menos as exportações ĺıquidas para

outras localidades (∇ · u).

Em Economia considera-se que o produto é função dos insumos capital e trabalho,
e esta relação é dada por uma função de produção f(K,L,x) – que será abordada de-
talhadamente mais adiante –, a qual, em prinćıpio, pode ser distinta em cada ponto do
espaço:

Y = f(K,L,x). (5)

Além disso, é usual considerar-se que a poupança é dada por uma fração do produto:

Y − C = s(x)f(K,L,x), s(x) ∈ [0, 1]. (6)

Aqui, s(x) é a taxa de poupança na localidade x. Assim, por (5) e (6) podemos reescrever
(4) na seguinte forma, a qual será considerada daqui para frente:

∂K

∂t
= h(K,L,x)−∇ · u, (7)

onde definimos a função h(·) como:

h(K,L,x) = s(x)f(K,L,x)− δK. (8)

3.1.2 Equação governando a evolução da mão-de-obra, L(t,x)

Como no caso do capital, aqui também consideraremos um único tipo de mão-de-
obra agregada, representativa da economia. Considerando que a conservação de trabal-
hadores em D ⊂ Ω é dada pela equação:

∂

∂t

∫
D

L dx =

∫
D

gdx−
∫
∂D

v · n ds, (9)

onde:

L = L(t,x) é a densidade de mão-de-obra (ou trabalho);

v = v(t,x) = (vx, vy)T é o fluxo de trabalhadores passando pela localidade x no tempo t;

g(K,L,x) é a taxa de crescimento orgânico da mão-de-obra

e seguindo o mesmo argumento utilizado para o caso do capital, chegamos a seguinte
equação de continuidade para a mão-de-obra:

∂L

∂t
= g(K,L,x)−∇ · v. (10)
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Assim, a taxa de variação da mão-de-obra em x, no tempo t, é dada pela taxa de
crescimento orgânico, g(K,L,x), e por um termo representando a migração ĺıquida de
trabalhadores para outras localidades, ∇ ·v: se ∇ ·v > 0, temos emigração a partir de x;
se ∇ · v < 0, temos imigração para x.

A forma usual encontrada na literatura para g(K,L,x) em (10) é a que gera um
crescimento orgânico – independente de K – exponencial (ou Malthusiano): g(K,L,x) =
g(L,x) = a(x)L, [61, 5], onde a(x) é a taxa de crescimento da mão-de-obra na localidade
x; neste trabalho também consideraremos um crescimento loǵıstico (ou de Verhulst)2:
g(K,L,x) = g(L,x) = L[a(x)− b(x)L], onde a(x)/b(x) é o limite de mão-de-obra supor-
tado pela economia.

3.1.3 Equação governando o fluxo de capital, u

A equação (7) descreve a dinâmica de investimento em cada economia local, con-
siderando as exportações ĺıquidas ∇ · u como dadas. Para termos uma descrição dinâmica
completa, ainda precisamos de uma equação para descrever a evolução temporal do fluxo
de capital em cada localização, considerando a interação entre as economias locais. Se
definirmos w = (K,L, ux, uy, vx, vy)T, temos que, de forma geral, esta evolução será dada
por:

∂u

∂t
= F

(
w,

∂w

∂x
, . . . , t,x

)
, (11)

onde ∂w
∂x

= (∇K,∇L,∇ux,∇uy,∇vx,∇vy)T. Neste trabalho consideraremos a seguinte
forma particular da equação anterior:

l
∂u

∂t
= −ξ∇K + τ∇L− νu, (12)

onde l ≥ 0 é um coeficiente inercial; ξ ≥ 0 o coeficiente de sensibilidade ao gradiente do
capital; τ ≥ 0 de sensibilidade ao gradiente da mão-de-obra; e ν ≥ 0 de atrito. Observe
que, se τ = 0, (12) pode ser escrita como:

u +
l

ν

∂u

∂t
= − ξ

ν
∇K,

onde o termo l
ν
∂u
∂t

é uma força que modifica a difusão e que pode levar à propagação de
ondas, como observado por Isard e Liossatos em [34, 36]. De fato, esta equação é a Lei de
Fourier Modificada proposta por Cattaneo no final da década de 40 [16, 17], como forma
de resolver o paradoxo da propagação de informação com velocidade infinita advinda da
Lei de Fourier para a condução do calor (que é recuperada fazendo o coeficiente inercial,
l, igual a zero). Esta equação constitutiva também é chamada de relação de Cattaneo-
Maxwell, pois Maxwell chegou a ela, mas imediatamente descartou o termo envolvendo a
derivada temporal do fluxo de calor, pois no problema com o qual estava trabalhando sua
magnitude era muito pequena [46, 19, 1]. Este caso geral será considerado em maiores
detalhes no Caṕıtulo 6.

Assim, a dinâmica dada por (12) é da seguinte forma: o gradiente do capital in-
tensifica o fluxo de capital para onde ele é mais escasso (−ξ∇K), seguindo o prinćıpio

2Até onde vai nosso conhecimento, o crescimento loǵıstico ainda não foi considerado na literatura
de modelos de crescimento econômico espaciais (embora ele já tenha sido considerado em modelos não-
espaciais, como em [25, 48, 31]); o padrão amplamente utilizado é o crescimento Malthusiano.

9



de retorno marginal decrescente do capital, conforme a escola neoclássica de pensamento
econômico; o gradiente da mão-de-obra intensifica o fluxo de capital para onde há mais
trabalhadores dispońıveis (τ∇L); finalmente, estes efeitos são diminúıdos pela presença
do termo −νu, que representa diversas forças de atrito, consequências, por exemplo, de
fricções sociais, poĺıticas, econômicas e f́ısicas (e.g. custo de transferência do capital).

3.1.4 Equação governando o fluxo de mão-de-obra, v

Da mesma forma que fizemos para o capital, também precisamos especificar a
equação descrevendo a evolução do fluxo de mão-de-obra. Assim, as equações análogas
às consideradas em (11) e (12) são dadas por:

∂v

∂t
= G

(
w,

∂w

∂x
, . . . , t,x

)
. (13)

e:

l̂
∂v

∂t
= ξ̂∇K − τ̂∇L− ν̂v, (14)

sendo que l̂ ≥ 0 é um coeficiente inercial; ξ̂ ≥ 0 de sensibilidade ao gradiente do capital;
τ̂ ≥ 0 de sensibilidade ao gradiente da mão-de-obra; e ν̂ ≥ 0 de atrito. Aqui, novamente,
(14) pode ser identificada com a Lei de Fourier Modificada.

Resta observar, em relação a (14), que neste caso o fluxo de mão-de-obra é intensi-
ficado na direção onde há mais capital (e.g. fábricas instaladas), e na direção contrária à
maior densidade de trabalhadores (retorno marginal decrescente do trabalho).

3.1.5 Condições Iniciais e de Contorno

A fim de completar a descrição do modelo, ainda precisamos adicionar condições
iniciais e de contorno às equações (7), (10), (12) e (14). Quanto às condições iniciais, elas
serão dadas pelas seguintes distribuições iniciais:

K(0,x) = K0(x),

L(0,x) = L0(x),

u(0,x) = u0(x),

v(0,x) = v0(x).

(15)

onde x ∈ Ω.

Em relação às condições de contorno, vamos considerar dois casos: (i) Ω ⊂ R2

limitado; e (ii) Ω = R2. No caso (i) consideraremos condições de Neumann homogêneas
(ou reflexivas) para o capital e a mão-de-obra na fronteira:

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0 para x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (16)

onde n = (nx, ny)T é o vetor normal unitário à curva ∂Ω, com sentido para fora do interior
do domı́nio. Quanto ao fluxo de capital, suporemos que economia como um todo é uma
autarquia, isto é, que não há trocas de capital e mão-de-obra com o exterior, ou seja, os
fluxos na fronteira devem ser nulos:

u(t,x) = v(t,x) = 0 para x ∈ ∂Ω, t ≥ 0. (17)
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Similarmente para o caso (ii), onde o domı́nio é todo o plano, teremos que:

lim
r→∞

∂K

∂n
(t,x) = lim

r→∞

∂L

∂n
(t,x) = 0 para x ∈ ∂Br, t ≥ 0, (18)

lim
r→∞

u(t,x) = lim
r→∞

v(t,x) = 0 para x ∈ ∂Br, t ≥ 0, (19)

onde Br ⊂ R2 é o disco de raio r > 0 centrado na origem.

Tanto no caso (i) quanto no caso (ii) temos que garantir que as condições de contorno
sejam compat́ıveis com as condições iniciais.

3.2 Formulação Vetorial e de Componentes

Considerando as equações (7), (10), (12), (14); as condições iniciais dadas em (15);
e as condições de contorno (16)-(17), o Modelo de Isard-Liossatos (MIL) em um domı́nio
limitado pode ser escrito como o seguinte sistema de equações diferenciais parciais:

(MIL)



∂K

∂t
= h(K,L,x)−∇ · u

∂L

∂t
= g(K,L,x)−∇ · v

l
∂u

∂t
= −ξ∇K + τ∇L− νu

l̂
∂v

∂t
= ξ̂∇K − τ̂∇L− ν̂v, para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K(0,x) = K0(x), L(0,x) = L0(x)

u(0,x) = u0(x), v(0,x) = v0(x), x ∈ Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0

u(t,x) = v(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(20)
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Em forma de componentes, (20) pode ser reescrito como:

(MIL-comp)



∂K

∂t
= h− ∂ux

∂x
− ∂uy

∂y
∂L

∂t
= g − ∂vx

∂x
− ∂vy

∂y

l
∂ux

∂t
= −ξ ∂K

∂x
+ τ

∂L

∂x
− νux

l
∂uy

∂t
= −ξ ∂K

∂y
+ τ

∂L

∂y
− νuy

l̂
∂vx

∂t
= ξ̂

∂K

∂x
− τ̂ ∂L

∂x
− ν̂vx

l̂
∂vy

∂t
= ξ̂

∂K

∂y
− τ̂ ∂L

∂y
− ν̂vy, para (t, x, y) ∈ (0,∞)× Ω

K = K0(x, y), L = L0(x, y)

ux = ux0(x, y), vx = vx0 (x, y)

uy = uy0(x, y), vy = vy0(x, y), para (t, x, y) ∈ {0} × Ω

∂K

∂x
nx +

∂K

∂y
ny =

∂L

∂x
nx +

∂L

∂y
ny = 0

ux = vx = 0

uy = vy = 0, para (t, x, y) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(21)

3.3 Formulação Matricial

Definindo o vetor w = (K,L, ux, uy, vx, vy)T, o sistema (21) pode ser escrito na
seguinte forma matricial:

(MIL-mat)


A
∂w

∂t
= B

∂w

∂x
+ C

∂w

∂y
+ Dw + F(w), para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

w = w0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

BF
∂w

∂x
+ CF

∂w

∂y
+ DFw = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(22)

onde:

A =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 l 0 0 0
0 0 0 l 0 0

0 0 0 0 l̂ 0

0 0 0 0 0 l̂

 , B =



0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
−ξ τ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ξ̂ −τ̂ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , (23)

C =



0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
−ξ τ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ξ̂ −τ̂ 0 0 0 0

 , D =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −ν 0 0 0
0 0 0 −ν 0 0
0 0 0 0 −ν̂ 0
0 0 0 0 0 −ν̂

 , (24)
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F(w) =


h(K,L,x)
g(K,L,x)

0
0
0
0

 , w0(x) =


K0(x)
L0(x)
ux0(x)
uy0(x)
vx0 (x)
vy0(x)

 , (25)

BF =


nx 0 0 0 0 0
0 nx 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , CF =


ny 0 0 0 0 0
0 ny 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (26)

e:

DF =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . (27)

3.4 Caso Particular: Modelo de Reação-Difusão com Anti-Difusão
Cruzada

Este modelo aparece como caso particular do modelo geral apresentado anterior-
mente. Se desconsiderarmos o parâmetro inercial no fluxo do capital, fazendo:

l = 0

em (12), obtemos que:

u = − ξ
ν
∇K +

τ

ν
∇L,

desde que ν 6= 0. Como observado anteriormente, esta equação pode ser identificada
com a clássica Lei de Fourier se fizermos τ = 0. Tomando a divergência desta equação,
obtemos:

∇ · u = − ξ
ν

∆K +
τ

ν
∆L.

Substituindo esta expressão em (7), obtemos a seguinte equação para a evolução espaço-
temporal do investimento:

∂K

∂t
= h+

ξ

ν
∆K − τ

ν
∆L. (28)

Definindo dK = ξ
ν

como o coeficiente de difusão do capital e χK = τ
ν

como o coeficiente
de anti-difusão cruzada do capital (o qual dá a intensidade do movimento do capital na
direção do gradiente da mão-de-obra), podemos reescrever (28) como:

∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∆L. (29)
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Já para o fluxo da mão-de-obra, fazemos l̂ = 0 em (14), e obtemos:

v =
ξ̂

ν̂
∇K − τ̂

ν̂
∇L,

desde que ν̂ > 0. Tomando a divergência da expressão anterior, e substituindo o resultado
em (10), obtemos a equação diferencial parcial referente à evolução do trabalho:

∂L

∂t
= g − ξ̂

ν̂
∆K +

τ̂

ν̂
∆L, (30)

a qual também pode ser escrita como:

∂L

∂t
= g + dL∆L− χL∆K, (31)

onde dL = ξ̂
ν̂

é o coeficiente de difusão da mão-de-obra e χL = τ̂
ν̂

é o coeficiente de anti-
difusão cruzada da mão-de-obra (o qual dá a intensidade da migração de trabalhadores
na direção do gradiente de capital).

Então, considerando as condições iniciais e de contorno, para o caso de um domı́nio
limitado, temos que o Modelo de Reação-Difusão com Anti-Difusão Cruzada é dado por:

(MRDADC)



∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∆L

∂L

∂t
= g + dL∆L− χL∆K, para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K = K0(x), L = L0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(32)

Definindo w = (K,L)T, o sistema (32) pode ser escrito em forma matricial:

(MRDADC-mat)


∂w

∂t
= A∆w + F(w)

w = w0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

AF
∂w

∂x
+ BF

∂w

∂y
= 0, para (t,x) ∈ ∂(0,∞)× Ω

(33)

onde:

A =

(
dK −χK
−χL dL

)
, F(w) =

(
h
g

)
(34)

e:

AF =

(
nx 0
0 nx

)
, BF =

(
ny 0
0 ny

)
e w0 =

(
K0(x)
L0(x)

)
. (35)

Um aspecto indesejado do MRDADC dado em (32), não considerado em [34, 36], é que:
(i) o termo que aumenta o fluxo de capital na direção do gradiente de mão-de-obra (τ∇L),
e (ii) o que aumenta o fluxo de trabalho na direção do gradiente do capital (ξ̂∇K) podem
gerar densidades negativas como solução, mesmo para condições iniciais não-negativas.
Uma forma de resolver este problema é fazer o termo (i) proporcional à densidade de
capital K, isto é, reescrevendo-o como τK∇L; e o termo (ii) proporcional à densidade de
mão-de-obra L, ou seja, substituindo-o por ξ̂L∇K. Desta forma, chegamos ao Modelo de
Reação-Difusão-Taxia apresentado a seguir.
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3.5 Caso Particular: Modelo de Reação-Difusão-Taxia

(MRDT) ou (MSEG)



∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (Kµ∇L)

∂L

∂t
= g + dL∆L− χL∇ · (Lµ∇K) , para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K = K0(x), L = L0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(36)
onde, se µ = 0, temos o MRDADC (32), e se µ = 1, o MRDT. Chamamos este modelo
de reação-difusão-taxia devido à presença do termo −χK∇ · (Kµ∇L) no lado direito da
primeira equação em (36) e do termo −χL∇· (Lµ∇K) no lado direito da segunda equação
em (36). Equações similares à esta, com o termo de taxia em apenas uma das equações,
aparece em modelos de quimiotaxia na área de Biomatemática, quando células se movem
na direção do gradiente de um dado nutriente [38, 44, 72, 50, 27]. Para fazer a conexão
com a literatura econômica, vamos chamar o MRDT de Modelo de Solow Espacial Gen-
eralizado (MSEG).

Exemplo do MSEG em uma dimensão espacial - Em uma dimensão espacial, o
modelo acima pode ser reescrito como:

∂K

∂t
= h+ dK

∂2K

∂x2
− χK

∂

∂x

(
Kµ∂L

∂x

)
∂L

∂t
= g + dL

∂2L

∂x2
− χL

∂

∂x

(
Lµ
∂K

∂x

)
para (t, x) ∈ (0,∞)× (0, l)

K(t, x) = K0(x), L(t, x) = L0(x), para (t, x) ∈ {0} × [0, l]

∂K

∂x
= 0,

∂L

∂x
= 0, para (t, x) ∈ (0,∞)× {0, l}

(37)

Com o intuito de ilustrar o fato de que o MRDADC (µ = 0) pode gerar densidades
negativas, apresentamos na Figura 2 uma simulação numérica da evolução de densidades
iniciais gaussianas geradas por (37), tanto para o capital quanto para a mão-de-obra, con-
siderando dK = dL = 1, χK = 0 e χL = 0.5 (ou seja, há movimento de taxia apenas para
a mão-de-obra). Os demais parâmetros, condições iniciais e o método numérico utilizado
são os mesmos considerados na Seção 4.4.4. De fato, todas as simulações numéricas apre-
sentadas neste trabalho utilizam o método expĺıcito apresentado no Apêndice A, ou uma
adaptação do mesmo. Validação dos resultados foram feitos usando o comando pdepe do
MATLAB e comparação qualitativa com resultados da literatura. Note que inicialmente
há uma grande densidade de capital concentrado à direita do domı́nio, região onde a den-
sidade de trabalhadores é nula. Nesta situação, o termo −χL ∂

∂x

(
∂K
∂x

)
na equação para a

evolução da mão-de-obra gera uma taxa de variação positiva na região onde a densidade
de capital é côncava (Kxx < 0), e uma taxa de variação negativa em sua vizinhança,
onde a densidade de capital é convexa (Kxx > 0). Como nesta vizinhança a densidade de
trabalhadores é zero, ela acaba se tornando negativa.

Na Figura 3 podemos ver a evolução das mesmas condições iniciais geradas pelo
MSEG (µ = 1), considerando todos os outros parâmetros constantes. Neste caso, o termo
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de taxia corrigido −χL ∂
∂x

(
L∂K
∂x

)
não permite que a taxa de variação da mão-de-obra na

região com maior densidade de capital se torne positiva (pois nesta região L = 0), não
gerando, portanto, densidades negativas de trabalhadores. Primeiro é necessário que a
mão-de-obra chegue na região em questão, através de um movimento difusivo, para que dáı
sim os trabalhadores possam se mover na direção do gradiente da densidade de capital.
Este modelo será estudado em maior detalhe na Seção 6.3. Nosso objetivo agora será
mostrar que, dadas condições iniciais não-negativas, as soluções de (36) também serão
não-negativas para todo x ∈ Ω e t > 0.
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Figura 2: Densidades Negativas para o MRDADC apresentado em (32).
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Figura 3: Soluções Não-Negativas do MSEG apresentado em (36).
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Proposição 1 - Considere as condições iniciais não-negativas K0(x) ≥ 0 e L0(x) ≥ 0. Se
K(t,x) e L(t,x) são C1 em relação à t e C2 em relação à x, então as soluções do Modelo
de Solow Espacial Generalizado (MSEG) são sempre não-negativas.

(MSEG)



∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (K∇L)

∂L

∂t
= g + dL∇∆L− χL∇ · (L∇K) , para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K = K0(x), L = L0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

Prova3: Primeiramente observe que a equação para a evolução do capital pode ser escrita
como:

∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (K∇L)

= h+ dK∆K − χKK∆L− χK∇K · ∇L.

Como K é cont́ınua em relação ao tempo, e K0(x) é função não-negativa, deve existir
um primeiro ponto x0 ∈ Ω + ∂Ω onde K = 0 (para algum t0), antes que este se torne
negativo. Se isto ocorre em Ω, deve haver um mı́nimo local em x0, e portanto:

K = 0, ∇K = 0 e ∆K > 0 em (t0,x0).

Substituindo estes resultados na equação anterior, e considerando que h = 0 quando
K = 0, obtemos que:

∂K

∂t
= χK∆K ≥ 0 em (t0,x0), pois χK ≥ 0,

e assim K não pode se tornar negativo neste ponto, e desta forma não pode se tornar
negativo em Ω. Se K assumisse valor negativo na fronteira ∂Ω, K também deveria assumir
valor negativo em algum ponto interior do domı́nio, pois K é cont́ınua em relação à x,
mas isto não pode ocorrer pelo argumento anterior. De forma similar mostramos que
L(t,x) também não pode assumir valores negativos �

3Esta prova é uma adaptação da demonstração encontrada em Edelstein [26].
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3.6 Modelo de Isard-Liossatos Modificado

As considerações acima nos levaram a estender esta modificação para o Modelo de
Isard-Liossatos, o qual, em sua forma vetorial, pode ser escrito como:

(MILM)



∂K

∂t
= h(K,L,x)−∇ · u

∂L

∂t
= g(K,L,x)−∇ · v

l
∂u

∂t
= −ξ∇K + τKµ∇L− νu

l̂
∂v

∂t
= −τ̂∇L+ ξ̂Lµ∇K − ν̂v, para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K(0,x) = K0(x), L(0,x) = L0(x)

u(0,x) = u0(x), v(0,x) = v0(x), x ∈ Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0

u(t,x) = v(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(38)

Observe que se fizermos µ = 0, recuperamos o Modelo de Isard-Liossatos dado pelas
equações em (20), e que, se fizermos µ = 1, temos o Modelo de Isard-Liossatos Modifi-
cado (MILM).

Já em forma matricial, temos, equivalentemente:

(MIL-mat)


A
∂w

∂t
= B

∂w

∂x
+ C

∂w

∂y
+ Dw + F

(
w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y

)
, para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

w = w0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

BF
∂w

∂x
+ CF

∂w

∂y
+ DFw = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(39)
onde:

A =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 l 0 0 0
0 0 0 l 0 0

0 0 0 0 l̂ 0

0 0 0 0 0 l̂

 , B =


0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
−ξ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −τ̂ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , (40)

C =


0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
−ξ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −τ̂ 0 0 0 0

 , D =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −ν 0 0 0
0 0 0 −ν 0 0
0 0 0 0 −ν̂ 0
0 0 0 0 0 −ν̂

 , (41)
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F

(
w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y

)
=



h(K,L)
h(L)
τKµ ∂L

∂x

τKµ ∂L
∂y

ξ̂Lµ ∂K
∂x

ξ̂Lµ ∂K
∂y


, w0(x) =


K0(x)
L0(x)
ux0(x)
uy0(x)
vx0 (x)
vy0(x)

 , (42)

BF =


nx 0 0 0 0 0
0 nx 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , CF =


ny 0 0 0 0 0
0 ny 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (43)

e:

DF =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . (44)

Daqui para a frente, ao longo de todo este trabalho, iremos considerar apenas o Modelo
de Isard-Liossatos Modificado e seus casos particulares.
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4 Modelo de Solow Espacial Generalizado

Neste caṕıtulo iremos analisar o Modelo de Solow Espacial Generalizado:

(MSEG)



∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (Kµ∇L)

∂L

∂t
= g + dL∆L− χL∇ · (Lµ∇K) , para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K = K0(x), L = L0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(45)

Novamente, consideramos µ ∈ {0, 1}: se µ = 0 temos o MRDADC, consequência do MIL
e se µ = 1 temos então o MSEG, consequência do MILM.

No caso em que não há taxia para o capital, i.e., quando χK = 0 e χL 6= 0, Senba
e Suzuki [59] demonstraram, no caṕıtulo 7 de seu livro, a existência local (no tempo) de
soluções clássicas para o problema (45). Em [51], [52] e [32], a existência global de soluções
foi estabelecida para alguns casos particulares. A existência de soluções para o modelo
completo não foi abordada neste trabalho, porém, no caso em que µ = 0 (MRDADC), foi
considerada em [37], e no caso reativo-difusivo (χK = χL = 0), em [60, 71].

Se as distribuições iniciais para o capital e o trabalho forem não-negativas, as
soluções de (45) também o serão para todo ponto x ∈ Ω e tempo t > 0 (ver Proposição
1 apresentada na Seção 3.5). Neste caṕıtulo consideraremos uma função de produção de
Cobb-Douglas, o que implica que h é dada por:

h(K,L) = sAKφL1−φ − δK (46)

e que o crescimento da mão-de-obra é dado pela função loǵıstica, isto é:

g(L) = aL− bL2 = aL

(
1− b

a
L

)
. (47)

Aqui φ ∈ [0, 1] é a intensidade de utilização do fator capital no processo de produção,
s ∈ [0, 1] é a taxa de poupança, A > 0 é um fator tecnológico, a ≥ 0 é a taxa de cresci-
mento da mão-de-obra, e a

b
é a mão-de-obra máxima suportada pela economia 4.

Se considerarmos condições iniciais espacialmente homogêneas, não haverá migração
de capital e mão-de-obra na economia, e a solução de (45) será a mesma que no modelo
não-espacial considerado em [48]; se, além disso, fizermos b = 0 na função de crescimento
loǵıstico, teremos um crescimento malthusiano, e assim recuperamos o modelo clássico de
Solow-Swan [61, 65]. Por outro lado, se considerarmos um domı́nio ilimitado Ω = R e
a = b = χK = χL = dL = 0, recuperamos o Modelo de Solow Espacial considerado por
Camacho em [11]; por fim, se Ω = R e se b = χK = χL = 0, então obtemos o modelo
considerado por Brito em [7].

4Observe que estamos considerando estes parâmetros como constantes, isto é, eles são independentes
do local x e do tempo t.
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Escrevendo (45) na forma:
∂U

∂t
= f(U) + D∆U + w(U), para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

U(0,x) = U0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂U

∂n
= 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(48)

onde:

D =

(
dK 0
0 dL

)
, f(U) =

(
h(K,L)
g(L)

)
=

(
sAKφL1−φ − δK

aL− bL2

)
w(U) =

(
−χK∇ · (Kµ∇L)
−χL∇ · (Lµ∇K)

)
, U =

(
K
L

)
e U0 =

(
K0(x)
L0(x)

)
notamos que a equação (48) possui quatro pontos de equiĺıbrio espacialmente homogêneos5:

(0, 0)T,
(
0, a

b

)T
,
(
a
b

(
sA
δ

) 1
1−φ , 0

)T
, e
(
a
b

(
sA
δ

) 1
1−φ , a

b

)T
. No momento estaremos interessa-

dos apenas no equiĺıbrio de coexistência do sistema, ou seja, naquele onde nenhuma das
variáveis, L ou K, seja igual a zero:

(K∞, L∞)T =

(
a

b

(
sA

δ

) 1
1−φ

,
a

b

)T

.

4.1 Adimensionalização do Modelo

Antes de continuarmos, é conveniente adimensionalizar o modelo. Para tanto, no-
tamos que as dimensões das variáveis e parâmetros são os seguintes:

[K] = [L] = QT−1

[x] = C

[t] = T

[a] = [s] = [δ] = T−1

[b] = CQ−1T−1

[dK ] = [dL] = C2T−1

[χK ] = [χL] = Q−1C3T−1

[A] = [φ] = 1

onde Q, C e T denotam, respectivamente, as seguintes dimensões fundamentais: quanti-
dade f́ısica, comprimento e tempo. Assim, definindo as variáveis adimensionais:

K∗ =
K

K∞
, L∗ =

L

L∞

t∗ = γt, x∗ =

√
γ

dK
x

5Estes pontos são dados pelas condições ∂U
∂t ≡ ∆U ≡ ∇K ≡ ∇L ≡ 0, ou seja, são soluções de

f(U) = 0.
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e desconsiderando os asteriscos daqui para frente, obtemos o modelo (48) em forma adi-
mensionalizada:

(MSEG-ad)



∂K

∂t
= βh+ ∆K − χ̃∇ · (Kµ∇L)

∂L

∂t
= αg + d∆L− χ∇ · (Lµ∇K) , para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K = K0(x), L = L0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(49)

onde:

α =
a

γ
, β =

δ

γ
, d =

dL
dK

, χ =
a

b

χL
dK

(
sA

δ

) 1
1−φ

e χ̃ =
a

b

χK
dK

. (50)

são parâmetros adimensionais e:

h(K,L) = KφL1−φ −K
g(L) = L(1− L).

Além disto, note que temos certa liberdade na escolha da escala γ, pois ela deve ter
dimensão T−1. Portanto, a prinćıpio podemos escolher como γ: a taxa de crescimento da
mão-de-obra a, a taxa de depreciação do capital δ ou a taxa de poupança s.

Na forma matricial, o modelo adimensional pode ser escrito como:
∂U

∂t
= f(U) + D∆U + w(U), para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

U(0,x) = U0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂U

∂n
= 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(51)

onde:

D =

(
1 0
0 d

)
, f(U) =

(
βh(K,L)
αg(L)

)
=

(
β(KφL1−φ −K)
αL(1− L)

)
w(U) =

(
−χ̃∇ · (Kµ∇L)
−χ∇ · (Lµ∇K)

)
, U =

(
K
L

)
e U0 =

(
K0(x)
L0(x)

)
Observe que o equiĺıbrio espacialmente homogêneo de coexistência do modelo adimen-
sionalizado está normalizado, ou seja:

U∞ = (K∞, L∞)T = (1, 1)T = 1. (52)

4.2 Estabilidade Linear

Seguindo [72], vamos fazer a análise de estabilidade linear da equação (51). Para
tanto, iremos linearizar o sistema em torno do ponto de equiĺıbrio de coexistência (52).
Definindo a perturbação espacialmente não-homogênea de pequena amplitude:

u = U−U∞ =
(
uK , uL

)T
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temos que a EDP em (48) pode ser reescrita como:

∂u

∂t
= f(U∞ + u) + D∆u + w(u)

onde:

w(u) =

(
−χ̃∇ ·

(
1 + uK

)µ∇uL
−χ∇ ·

(
1 + uL

)µ∇uK
)
.

Expandindo f(U∞ + u) pelo Teorema de Taylor, e retendo apenas os termos de primeira
ordem, obtemos a versão linearizada de (51):

∂u

∂t
= Au + Dχ∆u (53)

onde:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
∂Kh ∂Lh
∂Kg ∂Lg

) ∣∣∣
U∞

= Jf (U∞)

é a matriz Jacobiana de f aplicada no ponto estacionário U∞, e:

Dχ =

(
1 −χ̃
−χ d

)
.

Aplicando a transformada de Fourier espacial na equação (53), obtemos o seguinte
sistema de primeira ordem dependente do tempo:

∂ũ

∂t
=
(
A + ‖k‖2Dχ

)
ũ (54)

onde ũ(k,t) é a transformada de Fourier de u(x,t) e k é o número de onda. Desta forma,
a perturbação:

u(t,x) =
1

2π

∫
R2

e−ik·xũ(k, t)dk (55)

é representada como a soma de ondas harmônicas espaciais e−ik·xũ(k, t), onde:

ũ(k, t) = e(A+‖k‖2Dχ)tũ(k, 0)

as quais podem ser obtidas para cada número de onde k usando os autovalores σ da matriz
A + ‖k‖2Dχ. Assim, procurando soluções de (54) na forma exponencial eσtv, obtemos
que:

Mv = (σI−A + Dχq) = 0 (56)

ou, de forma equivalente:(
(σ − a11 + q) −(a12 + χ̃q)
−(a21 + χq) (σ − a22 + dq)

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
, (57)

onde q é a norma do número de onda, k, ao quadrado: q = ‖k‖22 > 0 e σ(q) é a taxa
de crescimento do modo cujo número de onda é k. Este sistema (57) admite soluções
não-triviais se e somente se a matriz M é singular, ou seja, se:

P (σ) = det M = (σ − a11 + q)(σ − a22 + dq)− (a21 + χq)(a12 + χ̃q) = 0,
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o que pode ser escrito mais convenientemente como:

P (σ) = σ2 + z(q)σ + w(q) = 0 (58a)

z(q) = (1 + d)q − tr A (58b)

w(q) = (d− χ̃χ)q2 − (a11d+ a22 + a21χ̃+ a12χ)q + det A (58c)

Definição: O ponto de equiĺıbrio U∞ é dito linearmente estável se e somente se Re{σ} < 0,
isto é, quando os modos vão para zero ao t→∞.

Proposição 2 - Condições para Estabilidade Linear
i. Se d = 0 e χ = χ̃ = 0, então U∞ é linearmente estável se e somente se:

tr A− q < 0 e det A− a22q > 0.

ii. Se d 6= 0 e χ = χ̃ = 0, então U∞ é linearmente estável se e somente se:

(1 + d)q − tr A > 0 e dq2 − (a11d+ a22)q + det A > 0.

iii. Se d 6= 0 e χ, χ̃ 6= 0, então U∞ é linearmente estável se e somente se:

(1 + d)q − tr A > 0 e

(d− χχ̃)q2 − (a11d+ a22 + a21χ̃+ a12χ)q + det A > 0.

Prova: Vamos mostrar o caso (iii), pois (i) e (ii) seguem de (iii) se fizermos: (i) os
coeficientes de taxia e difusão iguais a zero; e (ii) apenas os coeficientes de taxia iguais a
zero. De (58a) temos que:

σ1 =
1

2

(
−z +

√
z2 − 4w

)
e σ2 =

1

2

(
−z −

√
z2 − 4w

)
.

Agora observe que a parte real de ambas ráızes σ1 e σ2 devem ser negativas para que U∞
seja linearmente estável, e isto é verdade se e somente se z > 0 e w > 0 �

Então, considerando a função de produção de Cobb-Douglas e a função loǵıstica no
jacobiano A, obtemos que:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
−β(1− φ) β(1− φ)

0 −α

)
, (59)

e portanto:
tr A− q = −α− β(1− φ)− q < 0

e
det A− a22q = αβ(1− φ) + αq > 0,

pois φ ∈ (0, 1) e q, α, β > 0. Desta forma, o item (i) da Proposição 2 é sempre satisfeito.
Além disto, (ii) também é sempre satisfeito, pois como d, q ≥ 0:

tr A < 0⇒ (1 + d)q − tr A > 0 (60)
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e:
dq2 − (a11d+ a22)q + det A = dq2 + (β(1− φ)d+ α)q + det A > 0. (61)

Observação - Dizemos que há instabilidade difusiva no sistema (49), segundo a definição
de Turing [68], se as seguintes propriedades se verificam:

a. o equiĺıbrio de coexistência espacialmente homogêneo for linearmente estável na
ausência dos termos difusivos e de taxia;
b. o equiĺıbrio de coexistência espacialmente homogêneo for linearmente instável quando
se consideram apenas os termos reativos e difusivos em (49).

Podemos mostrar facilmente que a propriedade (a) se verifica em nosso caso, mas como
as desigualdades no caso (ii) da Proposição 2 também sempre se verificam, a propriedade
(b) não é válida. Assim, podemos concluir que não há instabilidade difusiva no sistema
aqui considerado. Ou seja, pequenas perturbações do equiĺıbrio espacialmente homogêneo
não podem se desenvolver em padrões espaciais, ou formarem aglomerados econômicos,
na presença apenas de reação e difusão. Cabe observar que esta conclusão só é válida
para os termos reativos h e g aqui considerados.

Proposição 3 - Se não há taxia para o trabalho, ou seja, se χ = 0, então não pode
haver formação de aglomerados econômicos.
Prova - Neste caso:

w(q) = dq2 + (β(1− φ)d+ α)q + det A

é não-negativo, pois α, β, d, det A, q = ‖k‖22 ≥ 0 e 0 ≤ φ ≤ 1 �

Em outras palavras, a presença de taxia para o trabalho é condição necessária para a
formação de aglomerados econômicos, embora não seja suficiente, como ficará claro nos
resultados apresentados a seguir.

Proposição 4 - Poderá haver formação de aglomerados econômicos se a seguinte relação
de dispersão for satisfeita:

w(q) = (d− χχ̃) q2 + [α + β(1− φ)(d− χ)] q + αβ(1− φ) ≤ 0. (62)

Prova - Como (60) é sempre verdade, a única possibilidade do sistema apresentar insta-
bilidade linear é se a segunda desigualdade em (iii) for violada, isto é, quando tivermos a
seguinte relação de dispersão:

w(q) < 0⇔
(d− χχ̃)q2 − (a11d+ a22 + a21χ̃+ a12χ)q + det A ≤ 0.

Agora basta considerar (59) que o resultado segue �

Corolário 4 - Se d− χχ̃ > 0, poderá ocorrer a formação de aglomerados econômicos se
a seguinte desigualdade for satisfeita:

χ ≥ α

β(1− φ)
+ d+ 2

√
α(d− χχ̃)

β(1− φ)
. (63)
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Prova - Se d− χχ̃ > 0, a parábola w(q) dada por (62) possuirá mı́nimo global em:

q∗ = − 1

2(d− χχ̃)
[α + β(1− φ)(d− χ)]

e então, para haver instabilidade, temos que ter w(q∗) ≤ 0, o que implica (63) �

4.3 Casos Especiais do MSEG em uma Dimensão Espacial

Nesta seção consideraremos casos especiais do Modelo de Solow Espacial General-
izado em uma dimensão espacial:

∂K

∂t
= βh+

∂2K

∂x2
− χ̃ ∂

∂x

(
K
∂L

∂x

)
∂L

∂t
= αg + d

∂2L

∂x2
− χ ∂

∂x

(
L
∂K

∂x

)
para (t, x) ∈ (0, l)× (0,∞)

K(t, x) = K0(x), L(t, x) = L0(x), para (t, x) ∈ [0, l]× {0}
∂K

∂x
= 0,

∂L

∂x
= 0, para (t, x) ∈ {0, l} × (0,∞)

(64)

onde:

α =
a

γ
, β =

δ

γ
, d =

dL
dK

, χ =
a

b

χL
dK

(
sA

δ

) 1
1−φ

, χ̃ =
a

b

χK
dK

e:
h(K,L) = KφL1−φ −K e g(L) = L(1− L).

Lembramos que o parâmetro γ pode ser: a taxa de crescimento da mão-de-obra a, a taxa
de depreciação do capital δ, ou a taxa de poupança da economia s.

4.3.1 Economia apenas com Mão-de-Obra

Se o capital não influência a distribuição de mão-de-obra, temos que esta será gov-
ernada pela Equação de Fisher [27, 49]:

∂L

∂t
= g +

∂2L

∂x2

L(t, x) = L0(x), para (t, x) ∈ [0, l]× {0}
∂L

∂x
= 0, para (t, x) ∈ {0, l} × (0,∞)

(65)

onde g(L) = L(1 − L) e onde consideramos γ = a e d = 1. Esta equação apresenta os
seguintes pontos de equiĺıbrio:

L1
∞ = 0 e L2

∞ = 1.

Observe que L1
∞ é ponto de equiĺıbrio instável, pois g′(0) = 1 > 0, e L2

∞ é ponto de
equiĺıbrio estável, pois g′(1) = −1 < 0. De fato, se considerarmos este problema em
um domı́nio infinito (ou muito grande) esta equação apresenta soluções do tipo ondas
viajantes (ver, por exemplo, Debnath [23], pag. 391). Na Figura 4 podemos ver uma
solução numérica deste problema, considerando um domı́nio de tamanha l = 1000 e
condição inicial gaussiana:

L0(x) =
1

2
e−

(x−500)2

2500 .
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Figura 4: Evolução de uma economia apenas com mão-de-obra, dada pela equação (65).

Inicialmente a distribuição inicial cresce e se espalha até o topo atingir o equiĺıbrio não-
trivial em t = 5; a partir de então a mão-de-obra se propaga como onda viajante em
direção às extremidades do domı́nio, chegando ao estado homogêneo final em t = 125. Na
Figura 5 apresentamos um outro gráfico mostrando esta evolução espaço-temporal até o
equiĺıbrio homogêneo.

Figura 5: Evolução de uma economia apenas com mão-de-obra, dada pela equação (65).
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4.3.2 Economia apenas com Capital

Se considerarmos que existe apenas capital na economia, e que sua reprodução
independe do trabalho, temos que a função de produção será dada por:

h(K) = Kφ −K, φ ∈ (0, 1)

e que o modelo (64) se simplificará para apenas uma equação de reação-difusão:
∂K

∂t
= h+

∂2K

∂x2

K(t, x) = K0(x) para (t, x) ∈ [0, l]× {0}
∂K

∂x
= 0 para (t, x) ∈ {0, l} × (0,∞)

(66)

onde consideramos γ = δ. Esta também é uma Equação de Fisher, mas onde a função de
reação h não é continuamente diferenciável para K ∈ [0, 1]. Como a teoria da existência de
ondas viajantes encontrada na literatura – por exemplo, em [3, 43] – geralmente considera
h ∈ C1[0, 1], a seguir apresentamos apenas a evidência numérica da existência destas
ondas. Mas se considerarmos a função de produção proposta na Seção 6.1, equação
(81), também podemos mostrar analiticamente sua existência. Na Figura 6 podemos
ver uma solução numérica deste problema, considerando com domı́nio igual ao anterior,
φ = 0.5 e a distribuição inicial de capital gaussiana:

K0(x) =
1

2
e−

(x−500)2

2500 .

Neste caso, podemos observar que o crescimento e espalhamento da distribuição inicial
de capital se dá de forma bem mais rápida que no caso da mão-de-obra. Para o domı́nio
considerado, não chegam a se desenvolver frentes de onda. Entretanto, se considerarmos
um domı́nio maior, de tamanho l = 10000, e distribuição inicial:

K0(x) =
1

2
e−

(x−5000)2

2500 ,

podemos ver o espalhamento por frentes de onda, conforme apresentado na Figura 7.
Camacho e Zou [11] em seu trabalho de 2004 consideram este modelo, mas não chegam a
observar este comportamento.

4.3.3 MSEG com Capital e Mão-de-Obra, mas sem Taxia

Se considerarmos que não há taxia no modelo (64), fazendo χ = χ̃ = 0, obtemos o
seguinte sistema de reação-difusão:

∂K

∂t
= h(K,L) +

∂2K

∂x2

∂L

∂t
= αg(L) + d

∂2L

∂x2

K(t, x) = K0(x), L(t, x) = L0(x), para (t, x) ∈ [0, l]× {0}
∂K

∂x
= 0,

∂L

∂x
= 0, para (t, x) ∈ {0, l} × (0,∞)

(67)
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Figura 6: Evolução de uma economia apenas com capital, dada pela equação (66).

Figura 7: Evolução de uma economia apenas com capital, dada pela equação (66).

onde α = a/δ (a é a taxa de crescimento orgânico da mão-de-obra, e δ a taxa de depre-
ciação do capital) e:

h(K,L) = KφL1−φ −K e g(L) = L(1− L), φ ∈ [0, 1].

Pelo caso (ii) da Proposição 2, temos que o ponto de equiĺıbrio de coexistência:

(K∞, L∞) = (1, 1)
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é linearmente estável para este modelo. Portanto, podemos esperar que a economia irá
tender a este estado homogêneo. Na Figura 8 consideramos l = 3000, α = 1, φ = 0.5, que
a mão-de-obra inicial está em seu estado de equiĺıbrio L∞ = 1 e que a distribuição inicial
de capital é dada por:

K0(x) =
1

2
e−

(x−1500)2

2500 .

Como há mão-de-obra abundante ao longo de toda a economia, o capital cresce e se es-
palha até t = 0.2, e a partir deste momento se propaga como onda viajante rumo às
extremidades do domı́nio, atingindo o ponto de equiĺıbrio homogêneo em t = 5.

Na Figura 9, onde consideramos ambas condições iniciais gaussianas, com maior
abundância de mão-de-obra do que de capital:

K0(x) =
1

2
e−

(x−1500)2

2500 e L0(x) = e−
(x−1500)2

25000 ,

podemos verificar que a partir de certo momento, t = 0.2, tanto o capital quanto a
mão-de-obra se propagam como ondas viajantes, sendo que o capital segue atrás da mão-
de-obra. De fato, podemos notar que a mão-de-obra está se propagando com velocidade
ligeiramente maior do que o capital. Em t = 3.2 a mão-de-obra já atingiu o equiĺıbrio,
enquanto que o capital ainda não.

Para analisar com mais detalhes uma economia onde o capital é mais abundante do
que a mão-de-obra, vamos considerar o modelo (67) em sua forma dimensional:

∂K

∂t
= sAKφL1−φ − δK + dK

∂2K

∂x2

∂L

∂t
= aL− bL2 + dL

∂2L

∂x2

K(t, x) = K0(x), L(t, x) = L0(x), para (t, x) ∈ [0, l]× {0}
∂K

∂x
= 0,

∂L

∂x
= 0, para (t, x) ∈ {0, l} × (0,∞)

(68)

com os parâmetros s = 0.1, δ = 0.05, dK = dL = a = b = 1 e l = 3000. Desta forma, o
equiĺıbrio de coexistência é dado por:

K∞ = 4 e L∞ = 1.

Na Figura 10 consideramos que o capital começa em seu ponto de equiĺıbrio homogêneo
K∞ = 4 e que a mão-de-obra está concentrada no centro do domı́nio:

L0(x) = e−
(x−1500)2

2500 .

Nesta figura podemos observar que, nas regiões onde não há mão-de-obra presente, o
capital se deprecia à taxa δ, até o ponto onde só resta capital no centro do domı́nio,
onde há mão-de-obra para reproduzi-lo (t = 1), pois para a reprodução do capital são
necessários ambos os fatores: capital e trabalho. A partir de então, ambos capital e
trabalho se propagam como ondas viajantes até chegar à uma economia homogênea.
Comportamento similar podemos observar na Figura 11, mas aqui consideramos ambas
condições iniciais gaussianas, com maior abundância de capital:

K0(x) = e−
(x−1500)2

25000 e L0(x) = e−
(x−1500)2

2500 .
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Figura 8: Evolução de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (67).
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Figura 9: Evolução de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (67).

Para finalizar a análise deste caso, na Figura 12 consideramos o cenário onde todo
o capital está concentrado no centro da economia, e toda a mão-de-obra está concentrada
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Figura 10: Evolução de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (68).
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Figura 11: Evolução de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (68).

no extremo esquerdo do domı́nio:

K0(x) = e−
(x−1500)2

25000 e L0(x) = e−
(x)2

2500 , x ∈ [0, 3000].
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Neste caso, o capital presente no centro do domı́nio começa a se depreciar rapidamente,
mas como se difunde pelo domı́nio, logo começa a aumentar em terreno proṕıcio à sua
reprodução (onde há mão-de-obra dispońıvel, no extremo esquerdo, em t = 0.15). A partir
de então, t = 1, começa a se propagar para a direita, juntamente com a mão-de-obra.
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Figura 12: Evolução de uma economia com capital e trabalho, mas sem taxia (68).

4.3.4 MSEG com taxia apenas para a mão-de-obra

O caso mais simples do Modelo de Solow Espacial Generalizado que pode formar
aglomerados econômicos é quando há apenas taxia para a mão-de-obra, ou seja, quando
desconsideramos a taxia para o capital fazendo χ̃ = 0. Neste caso, a desigualdade (63)
pode ser escrita como:

χ ≥ α

β(1− φ)
+ d+ 2

√
αd

β(1− φ)
. (69)

Uma representação gráfica desta relação pode ser vista na Figura 13, considerando três
contextos diferentes:

• no primeiro gráfico consideramos α = β e φ = 1/2, e variamos o coeficiente de
difusão: quanto maior a difusão, maior tem que ser o coeficiente de taxia para haver
modos instáveis;

• no gráfico do meio consideramos d = 1 e φ = 1/2, e variamos o quociente α/β:
quanto maior este quociente, maior tem que ser o coeficiente de taxia para haver
modos instáveis;
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Figura 13: Relações de Dispersão para o caso χ̃ = 0.

• já no último gráfico, consideramos α = β e d = 1, e variamos a intensidade no uso
do capital φ entre 0 e 1: entre 0 e 0.8 a curva é quase plana, crescendo rapidamente
para φ entre 0.8 e 1. De fato, em φ = 1, χ deveria ser infinito para haver instabili-
dade.

Em todos estes gráficos, a região abaixo da curva representa o espaço de parâmetros onde
há estabilidade, enquanto que a região acima dela representa o valores de parâmetros para
os quais há modos instáveis. Os pontos sobre a curva (que chamamos de relação de dis-
persão) representam pontos de bifurcação: ao atravessá-los, o comportamento dinâmico
do sistema muda.

Em termos dos parâmetros originais, a desigualdade (69) pode ser reescrita como:

χL ≥ b

(
δ

sA

) 1
1−φ
[

dK
δ(1− φ)

+
dL
a

+ 2

√
dLdK

aδ(1− φ)

]
= χc. (70)

Assim, podemos observar que:

• quanto maior dK , dL, b e A, maior χc, e portanto a taxia precisa ser mais intensa
para que o sistema apresente modos instáveis;

• quanto maior a e s, menor χc, e desta forma, uma taxia menos intensa já é capaz
de criar modos instáveis;

• quanto aos parâmetrs φ e δ, seus efeitos são mistos em χc.

Simulações Numéricas em uma Dimensão Espacial

Nesta seção vamos considerar o MSEG (64) em uma dimensão espacial e no domı́nio
(t, x) ∈ [0,∞)× [0, l], onde l > 0 é o tamanho do domı́nio. Além disto, consideraremos o
seguinte conjunto de parâmetros:

χ̃ = 0,

d = 1,

φ = 0.5,

α = 1,

β = 2.5,

µ = 1,

(71)
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os quais implicam, por (69), que o modelo poderá gerar aglomerados econômicos se:

χ ≥ 9

5
+

4√
5
≈ 3.59 = χc.

Na Figura 14 mostramos a evolução espaço-temporal para condições iniciais gaussianas
para o capital e para o trabalho considerando o caso em que o coeficiente de taxia do
trabalho (χ = 3) é menor do que o valor cŕıtico χc = 3.59, e em que o tamanho do domı́nio
é l = 100. Neste caso, o ponto de equiĺıbrio espacialmente homogêneo (K∞, L∞)T =
(1, 1)T é linearmente estável, e portanto as condições iniciais convergem para este ponto
através da propagação de frentes de onda. Já na Figura 15 consideramos χ = 5 > χc, e
todos os outros parâmetros iguais. Aqui, as condições iniciais convergem para um novo
estado estacionário não-homogêneo, confirmando os resultados da análise de estabilidade
linear. Além disto, podemos observar a formação de aglomerados de capital e trabalho
nas mesmas localidades.
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Figura 14: Estado estacionário homogêneo (χ = 3 < χc).

Observação - Ao considerarmos o modelo linearizado (53) em Ω = [0, l] sujeito
à condições de contorno de Neumann homogêneas, obtemos que os seus autovalores –
valores de k que geram soluções não-triviais – são números de onda discretos dados por:

k =
nπ

l
⇒ q = k2 =

n2π2

l2
, n = 0, 1, 2, . . . (72)
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Figura 15: Estado estacionário não-homogêneo (χ = 5 > χc).

e portanto, a perturbação (55) pode ser representada como a série de Fourier em cossenos:

u(t, x) =
∑(

Cn
Dn

)
eσ(k

2)t cos
(nπx

l

)
, for x ∈ [0, l] and t ∈ [0, t0], (73)

onde σ (k2) são as ráızes positivas de (58a), e as constantes Cn e Dn são determinadas
usando as condições iniciais. Como não há taxia para o capital, a parábola da relação de
dispersão (62) pode ser escrita como:

w(q) = dq2 + [α + β(1− φ)(d− χ)] q + αβ(1− φ) ≤ 0.

Como d > 0, esta relação de dispersão implica em dois casos, que estão representados na
Figura 16:

i. Se a parábola w(q) possui ráızes complexas, w(q) é sempre positivo, e portando o
ponto de equiĺıbrio espacialmente homogêneo será estável (isto ocorre quando χ < χc);

ii. Se a parábola w(q) possui duas ráızes reais positivas, então haverá um intervalo
de q em que w(q) é negativa. Neste caso, os modos correspondentes aos números de onda
relativos a estes valores de q serão instáveis, e uma perturbação do equiĺıbrio homogêneo
poderá convergir para um novo equiĺıbrio não-homogêneo (isto ocorre quando χ > χc).
Em outras palavras, neste caso os modos k2 = q ∈ (q1, q2) ⇔ k ∈ (k1, k2) = (

√
q1,
√
q2)

serão instáveis. Observe que, para haver modos instáveis, (72) implica que o tamanho do
domı́nio, l, deve ser grande o suficiente para garantir a existência de números naturais n
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tal que n ∈ [n1, n2], onde6:

n1 =
⌈k1l
π

⌉
e n2 =

⌊k2l
π

⌋
.

Desta forma, segue de (74) que a evolução da perturbação não-homogênea do equiĺıbrio
pode ser aproximada por:

U(t, x) ≈ U∞ +

n2∑
n=n1

(
Cn
Dn

)
eσ(k

2)t cos
(nπx

l

)
, for x ∈ [0, l] and t ∈ [0, t0] (74)

desde que consideremos tempos pequenos a partir do ińıcio da perturbação.

Figura 16: Relações de Dispersão para o caso χ̃ = 0.

Comportamento espaço-temporal como função da taxia na mão-de-obra

Considerando os parâmetros desta seção, na Figura 17 apresentamos a dependência
do intervalo de modos instáveis como função do coeficiente de taxia para o trabalho χ.
Como podemos ver, para χ maiores do que χc = 3.59, o intervalo de modos instáveis
aumenta com χ. Na mesma figura também apresentamos o intervalo de modos discretos
(para l = 12), assim como o número de modos discretos instáveis, como função de χ. A
seguir iremos mostrar que este modelo é capaz de gerar uma variedade bastante rica de
comportamentos dinâmicos para a economia.

Na Figura 18 apresentamos a evolução de uma perturbação aleatória do equiĺıbrio
homogêneo da mão-de-obra para vários valores representativos de χ, quando l = 12 (a
evolução da distribuição de capital correspondente é qualitativamente similar). Nesta e
nas próximas figuras o branco significa uma maior densidade, e o preto uma menor den-
sidade. Como podemos observar, dependendo do valor de χ podemos ter a convergência
da distribuição de mão-de-obra para um estado homogêneo (χ = 3), para um estado
não-homogêneo (χ = 5, 7), um comportamento ćıclico e periódico (χ = 10) e um com-
portamento ćıclico, mas aperiódico (χ = 17.5). Via de regra, quanto maior χ, maior o
número de modos instáveis, e portanto mais complexo o comportamento espaço-temporal
do sistema.

6Aqui bxc é o maior número inteiro não maior do que x e dxe é o menor número inteiro não menor
do que x
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Figura 17: Intervalo de Modos Instáveis como função de χ.

Figura 18: Comportamento Espaço-Temporal como função de χ (l = 12).

Comportamento espaço-temporal como função do tamanho do domı́nio

Na Figura 19 podemos verificar o crescimento do intervalo (e do número) de modos
discretos instáveis, para χ = 5 e χ = 10, para domı́nios de tamanho crescentes (l).

Se χ < χc não há muito o que esperar, pois neste caso o equiĺıbrio é estável, e a
economia converge para um estado homogêno independente de seu tamanho. Já para
os casos em que o equiĺıbrio é instável, já vimos um exemplo em que a economia atinge
um estado estacionário não-homogêneo, apresentando aglomerados de capital e mão-de-
obra estáveis. Agora estaremos interessados em verificar o que acontece com a dinâmica
espaço-temporal da economia quando o seu tamanho l aumenta. Como o número de
modos instáveis aumenta com l, como verificamos na Figura 19, é de se esperar que a
evolução do sistema também apresente mudanças quando l aumenta.

Na Figura 20 apresentamos a evolução de uma perturbação aleatória do equiĺıbrio
homogêneo da mão-de-obra para vários valores representativos de l, quando χ = 5.
Quando l = 1 não há modos instáveis, e portanto a distribuição volta a convergir para
o equiĺıbrio homogêneo. Na medida em que o tamanho da economia aumenta, o número

38



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

20

40

60

80

100

120

l

Intervalos de Modos Instaveis (Discretos)

 

 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

l

Numero de Modos Instaveis (Discretos)

 

 

χ=5

χ=10

Figura 19: Intervalo de Modos Instáveis como função do tamanho do domı́nio, l.

de modos instáveis aumenta, fazendo com que o número de aglomerados também cresça,
fato ilustrado na figura. Cabe salientar que para χ = 5 encontramos apenas este tipo
de comportamento para a economia, ou seja, a convergência para um novo estado esta-
cionário.

Já na Figura 21 consideramos o caso em que χ = 10, o que implica, ceteris paribus,
um maior número de modos instáveis. Neste caso, verificamos uma gama mais rica de
comportamentos espaço-temporais:

i. convergência para um estado estacionário não-homogêneo estável, com formação de
aglomerados econômicos (l = 1, 2, 4, 10, 15);

ii. formação de ciclos econômicos periódicos (l = 7, 9, 12);

iii. formação de ciclos econômicos não-periódicos (l = 14, 19, 22, 24).

Na Figura 22 ilustramos o caso (i), apresentando a evolução espaço-temporal das
distribuições de capital e trabalho para l = 15, assim como o estado estacionário não-
homogêneo atingido. Na Figura 23 mostramos a evolução temporal de algumas econo-
mias locais, assim como a do valor agregado do capital (KT ) e do trabalho (LT ), a qual
é mostrada na última coluna. Na última linha da mesma figura apresentamos os respec-
tivos diagramas de fase K vs. L, onde podemos verificar novamente o estado estacionário.

Na Figura 24 ilustramos o caso (ii) para l = 9, o qual gera ciclos periódicos. Na Figura
25 mostramos a evolução temporal de algumas economias locais, assim como a do valor
agregado do capital (KT ) e do trabalho (LT ), a qual é mostrada na última coluna. Na
última linha da mesma figura apresentamos os respectivos diagramas de fase K vs. L,
onde podemos verificar novamente a existência de ciclos periódicos.

Na Figura 26 ilustramos o caso (iii) para l = 23, o qual gera ciclos não-periódicos. Na
Figura 27 mostramos a evolução temporal de algumas economias locais, assim como a do
valor agregado do capital (KT ) e do trabalho (LT ), a qual é mostrada na última coluna.
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Figura 20: Formação de aglomerados estáveis de M-O como função de l (χ = 5).

Figura 21: Comportamento Espaço-Temporal como função de l (χ = 10).
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Os diagramas de fase sugerem a existência de caos no sistema.

Comportamentos espaço-temporais similares aos apresentados aqui também já foram ob-
servados em modelos de quimiotaxia [54, 53, 4].

Figura 22: Evolução espaço-temporal para o caso (i): l = 15.
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Figura 23: Perfis temporais de algumas economias locais e da economia agregada (l = 15).

Figura 24: Evolução espaço-temporal para o caso (ii): l = 9.
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Figura 25: Perfis temporais de algumas economias locais e da economia agregada (l = 9).

Figura 26: Evolução espaço-temporal para o caso (iii): l = 23.
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Figura 27: Perfis temporais de algumas economias locais e da economia agregada (l = 23).
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5 Modelo de Solow Espacial Generalizado com Re-

cursos Naturais Não-Renováveis

5.1 Modelo e Função de Produção

A fim de exemplificar a introdução de um recurso natural não-renovável na econo-
mia, iremos utilizar o MSEG em uma dimensão espacial (64):

∂K

∂t
= βh+

∂2K

∂x2
− χ̃ ∂

∂x

(
K
∂L

∂x

)
∂L

∂t
= αg + d

∂2L

∂x2
− χ ∂

∂x

(
L
∂K

∂x

)
para (t, x) ∈ (0, l)× (0,∞)

K(t, x) = K0(x), L(t, x) = L0(x), para (t, x) ∈ [0, l]× {0}
∂K

∂x
= 0,

∂L

∂x
= 0, para (t, x) ∈ {0, l} × (0,∞)

(75)

onde:
h(K,L) = f(K,L,R)−K e g(L) = L(1− L).

A função de produção, incluindo o uso do recurso natural na produção, é dada por:

f(K,L,R) = KφL1−φ(1 + r0R)η, φ, η ∈ [0, 1] (76)

onde R = R(t, x) é o estoque de recurso natural não-renovável no tempo t e localidade x,
r0 é sua taxa de extração (que aqui consideraremos constante). Para cada x, R satisfaz a
seguinte equação diferencial [55, 62, 63]:

∂R

∂t
= −r0R, (77)

cuja solução é dada por:

R(t, x) = R(0, x)e−r0t, x ∈ [0, l], t > 0. (78)

Aqui, R(0, x) é a distribuição inicial do recurso natural não-renovável, e estaremos con-
siderando a variável x em uma dimensão.

Observe que (76) não é homogênea de grau um7, mas a utilizaremos para melhor
comparar as diferenças entre uma economia com recursos naturais e outra sem tais re-
cursos. Para verificar essas diferenças de comportamento, nos utilizaremos do Modelo de
Solow Espacial Generalizado (64) em uma dimensão espacial, e sem considerar taxia para
o capital, isto é, fazendo χ̃ = 0. Note que a inclusão do recurso natural no modelo, com
a respectiva modificação da função de produção, não altera os resultados de estabilidade
já apresentados para o MSEG.

7Qualitativamente, para nossos propósitos, as soluções entre uma função de produção homogênea de
grau um, e uma não-homogênea, não diferem substancialmente.
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5.2 Simulações Numéricas em uma Dimensão Espacial

Para as simulações numéricas, consideraremos o seguinte conjunto de parâmetros:

χ̃ = 0,

d = 1,

φ = 0.5,

η = 0.5,

α = 1,

β = 2.5,

r0 = 0.1,

l = 14,

e as condições iniciais gaussianas apresentadas na Figura 28. O decaimento espaço-
temporal do estoque do recurso natural não-renovável, R(t, x), que está localizado no
centro da economia, pode ser visto na Figura 29.

0 2 4 6 8 10 12 14
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

Estoque Inicial de Capital e M−O

 

 

Capital Inicial

M−O Inicial

0 2 4 6 8 10 12 14
0

20

40

60

80

100

120

x

R
(0

,x
)

Estoque Inicial de Recurso Natural NR

Figura 28: Condições Iniciais K0(x), L0(x) e R(0, x).

Com o objetivo de medir o impacto de um recurso natural em um peŕıodo de tempo
[0, t], vamos definir o excedente de mão-de-obra como a funçao:

EL(t, x) =

∫ t

0

(LRN(s, x)− L(s, x)) ds

e de forma similar, definimos o excedente de capital como:

EK(t, x) =

∫ t

0

(KRN(s, x)−K(s, x)) ds.
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Figura 29: Evolução Espaço-Temporal de R(t, x).

LRN , KRN são as distribuições de mão-de-obra e de capital numa economia com recursos
naturais, e L,K representam as mesmas variáveis numa economia sem recursos naturais.

Na Figura 30 apresentamos a evolução destes excedentes para uma economia que
converge para um estado estacionário homogêneo (χ = 3). Como podemos ver, há a
concentração destes excedentes na região central, onde está localizado o recurso natural.
Na Figura 31, onde consideramos uma economia que atinge um estado estacionário não-
homogêneo (χ = 5), estes excedentes se concentram nas localidades onde, na economia
sem o recurso natural, havia menor densidade de capital e trabalho, ou seja, há uma
troca de fase espacial neste caso: onde antes havia uma região bem desenvolvida, agora
há um região pouco desenvolvida, e vice-versa. Já para uma economia que apresenta um
comportamento irregular (χ = 10), podemos ver, na Figura 32, que os excedentes também
se concentram na região central do domı́nio, embora neste caso ele não atinja um estado
estacionário, como nos exemplos anteriores.

Na Figura 33 apresentamos os excedentes de capital e mão-de-obra para a economia
agregada, calculados da seguinte forma:

Eagreg
L (t) =

∫ t

0

∫ l

0

(LRN(s, x)− L(s, x)) dxds

Eagreg
K (t) =

∫ t

0

∫ l

0

(KRN(s, x)−K(s, x)) dxds.

Como podemos ver, o único caso em que a economia como um todo se beneficia do re-
curso natural é o caso em que ela converge para um estado estacionário não-homogêneo
(χ = 5). Embora tanto os excedentes da mão-de-obra como o do capital sejam inicial-
mente negativos, logo eles se tornam persistentemente crescentes e positivos, até o tempo
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Figura 30: Evolução do Excedente de Mão-de-Obra e Capital (χ = 3).

Figura 31: Evolução do Excedente de Mão-de-Obra e Capital (χ = 5).

t = 200, aproximadamente. Vejam que este impacto positivo do recurso natural na econo-
mia agregada é bem mais duradouro do que a sua existência, pois seu estoque se acaba
no tempo t = 50 (ver Figura 29). No caso em que χ = 3, os excedentes ficam persis-
tentemente negativos, mostrando que a economia como um todo (quando tem recurso
natural) tem uma performance inferior do que quando não o tem, embora a região onde
se concentre estes recursos se apreveite melhor deles (Figura 30). Já para o caso de com-
portamento irregular, χ = 10, notamos um comportamento errático destes excedentes:
para o capital, começa inicialmente negativo, mas posteriormente se torna positivo, e
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Figura 32: Evolução do Excedente de Mão-de-Obra e Capital (χ = 10).

assim sucessivamente num movimento aperiódico; já o trabalho tembém apresenta um
excedente errático, mas sempre negativo. Detalhando melhor o caso em que a economia
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Figura 33: Excedentes de M-O e Capital para a Economia Agregada.

tem um melhor performance agregada na presença dos recursos naturais, na Figura 34
podemos ver a evolução temporal do estoque de recurso natural agregado, da mão-de-
obra e do capital agregados, assim como de seus excedentes. Na Figura 35 apresentamos
a evolução espaço-temporal da diferença entre as distribuições de trabalho e capital com
e sem recursos naturais (RN), assim como os estados estacionários não-homogêneos com
e sem RN, onde podemos novamente observar a troca de fase espacial.
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Finalmente, na Figura 36 mostramos a dependência dos excedentes de capital e do
trabalho em relação à taxa de extração do recurso natural r0. Quanto maior r0, menor é
o tempo de impacto do recurso natural na economia e, de fato, menor é o impacto total,
até se tornar negativo (r0 = 0.99).
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Figura 35: Evolução Espaço-Temporal do Efeito do RN e Estado Estacionário (χ = 5).
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6 Modelos de Solow Espaciais Ondulatórios

Os dois modelos que consideraremos neste caṕıtulo são de natureza dinâmica e
obtidos do Modelo de Isard-Liossatos Modificado:

(MILM)



∂K

∂t
= h(K,L,x)−∇ · u

∂L

∂t
= g(K,L,x)−∇ · v

l
∂u

∂t
= −ξ∇K + τK∇L− νu

l̂
∂v

∂t
= −τ̂∇L+ ξ̂L∇K − ν̂v, para (t,x) ∈ (0,∞)× Ω

K(0,x) = K0(x), L(0,x) = L0(x)

u(0,x) = u0(x), v(0,x) = v0(x), x ∈ Ω

∂K

∂n
(t,x) =

∂L

∂n
(t,x) = 0

u(t,x) = v(t,x) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(79)

Para a derivação dos modelos dinâmicos de segunda ordem temporal, é conveniente
que façamos algumas considerações sobre a função de produção f(K,L).

6.1 Função de Produção Alternativa

Na literatura econômica geralmente se pede que uma função de produção f(K,L)
satisfaça as seguintes condições [5]:

i. é não-negativa para K,L ≥ 0;
ii. é crescente em ambas variáveis;
iii. é côncava;
iv. é homogênea de grau um: f(λK, λL) = λf(K,L), ∀K,L, λ > 0;
v. limK→∞ fK(K,L) = 0 e limL→∞ fL(K,L) = 0;
vi. limK→0 fK(K,L) = +∞ e limL→0 fL(K,L) = +∞;
vii. f(0, L) = 0 e f(K, 0) = 0.

A função de produção de Cobb-Douglas que utilizamos até o momento satisfaz a todas
estas condições. As condições (v)-(vii) são conhecidas na literatura como condições de
Inada. A condição (iii) garante retornos marginais decrescentes nos fatores de produção;
(iv) garante ganhos constantes de escala; (v) garante que os retornos marginais dos fatores
tendem a zero se estes forem utilizados em grande quantidade; (vi) nos diz que o retorno
marginal do fator se torna infinito se não houver um dos fatores presentes; e f(0, L) = 0
diz que o capital é fator essencial à produção, assim como f(K, 0) = 0 diz o mesmo acerca
do trabalho.

Como bem observado por Engbers e Capasso [28, 13], a condição (vi) é claramente
irrealista, pois antes da economia poder apresentar retornos marginais decrescentes, é
necessário um investimento inicial para criar uma estrutura básica para a produção, a
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qual inicialmente gerará retornos pequenos, mas crescentes. Então, apenas a partir de
uma certa massa cŕıtica de capital é que se manifestam os retornos decrescentes. A fim de
levar em conta tal comportamento, estes autores propõe o uso de uma função de produção
do tipo:

f(K) =
Kφ

1 +Kφ
, φ > 1,

onde consideram apenas o fator de produção capital. Esta função é uma função convexo-
côncava: para valores pequenos de K ela é convexa (apresentando retornos crescentes
para pequenos volumes de capital); e a partir de uma certa quantidade de capital ela é
côncava (gerando retornos decrescentes). O custo a se pagar por este maior realismo (e
que os autores reconhecem) é que esta função de produção viola a condição (iv), i.e., ela
não apresenta retornos constantes de escala.

Nos modelos oscilatórios que derivaremos a seguir, vamos nos deparar com as quan-
tidades ∂f

∂K
e ∂f
∂L

nos coeficientes das EDP’s. Se considerarmos a função de produção de
Cobb-Douglas, estes coeficientes apresentarão singularidades em K = 0 e L = 0, dev-
ido à propriedade (vi). Para evitar este problema, consideraremos a seguinte função de
produção alternativa:

f(K,L) =
KL

1 +KL
, (80)

cujas derivadas parciais são dadas por:

∂f

∂K
=

L

(1 +KL)2
e
∂f

∂L
=

K

(1 +KL)2
.

Claramente, estas derivadas parciais estão bem definidas em K = 0 e/ou L = 0. Assim
como em [28, 13], esta função não é homogênea de grau um, mas a consideraremos mesmo
assim, pois qualitativamente (dentro do contexto de nosso modelo) ela se comporta da
mesma forma que a função de Cobb-Douglas. O fato de (80) apresentar uma asśıntota
horizontal não será problema, pois estamos considerando que a economia converge para
um valor finito e não-nulo de capital, o que segue da hipótese de crescimento loǵıstico da
mão-de-obra.

Nos casos em que estivermos considerando uma economia apenas com capital, us-
aremos:

f(K) =
K

1 +K
. (81)

6.2 Modelo de Solow Espacial Ondulatório I

Neste caso, consideramos a equação para o fluxo de capital e trabalho em sua forma
mais geral, com todos os seus termos. A seguir vamos derivar a equação governante
do capital, e observar que a do trabalho segue da mesma forma. Então, começamos
relembrando a equação que descreve o fluxo de capital na economia:

l
∂u

∂t
= −ξ∇K + τK∇L− νu

a qual pode ser escrita como:

u + TK
∂u

∂t
= −dK∇K + χKK∇L, (82)
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onde TK = l
ν
, dK = ξ

ν
e χK = τ

ν
. Esta equação é idêntica à Lei de Fourier Modificada (ou

relação de Cattaneo-Maxwell) para a condução de calor [16, 17, 19, 20, 10, 1], mas aqui
utilizada para descrever o fluxo de capital pela economia. Observe que, para TK pequeno,
pelo teorema de Taylor temos que o lado esquerdo de (82) pode ser escrito da seguinte
forma:

u + TK
∂u

∂t
∼= u(t+ TK ,x)

e então TK pode ser visto como um tempo de atraso (ou relaxação). Neste caso, (82)
pode ser escrita como:

u(t+ TK ,x) ∼= −dK∇K(t,x) + χKK(t,x)∇L(t,x)

Assim, podemos ver que neste modelo há um intervalo de tempo TK para que mudanças
nos gradientes de capital e trabalho, assim como no valor da densidade de capital, possam
alterar o fluxo de capital pela economia, comportamento que é perfeitamente fact́ıvel na
realidade.

Tomando a divergência da equação (82):

∇ · u + TK
∂(∇ · u)

∂t
= −dK∆K + χK∇ · (K∇L)

e usando a equação de conservação de capital:

∇ · u = h− ∂K

∂t
,

obtemos a equação de segunda ordem no tempo, governando a evolução do capital:

TK
∂2K

∂t2
+

(
1− TK

∂h

∂K

)
∂K

∂t
− TK

∂h

∂L

∂L

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (K∇L) .

Esta é uma equação hiperbólica. Observe que se fizermos TK → 0 obtemos um modelo
parabólico, o que significa que a informação se propaga instantaneamente pela economia,
obtemos:

∂K

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (K∇L) ,

que é a equação governando a evolução do capital no Modelo de Solow Espacial General-
izado, dada em (45).

Procedendo da mesma forma em relação à mão-de-obra, obtemos o Modelo de Solow
Espacial Ondulatório I (MSEO-I):

(MSEO-I)



TK
∂2K

∂t2
+

(
1− TK

∂h

∂K

)
∂K

∂t
− TK

∂h

∂L

∂L

∂t
= h+ dK∆K − χK∇ · (K∇L)

TL
∂2L

∂t2
+

(
1− TL

∂g

∂L

)
∂L

∂t
= g + dL∆L− χL∇ · (L∇K)

K = K0(x), L = L0(x)

∂K

∂t
= κ0(x),

∂L

∂t
= λ0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(x, t) =

∂L

∂n
(x, t) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(83)

54



Observe que se fizermos TK , TL → 0 em (83), recuperamos o MSEG dado em (45), e que
as funções h e g são dadas por:

h(K,L) = sA
KL

1 +KL
− δK

g(L) = aL− bL2.

Se considerarmos s = A = δ = a = b = 1 temos que o equiĺıbrio espacialmente homogêneo
deste modelo também será dado por:

K∞ = L∞ = 1.

6.2.1 MSEO-I numa economia apenas com Mão-de-Obra

Se desconsiderarmos completamente a distribuição de capital no modelo ondulatório
(83), obtemos que a evolução da mão-de-obra é governada pela seguinte equação:

TL
∂2L

∂t2
+

(
1− TL

dg

dL

)
∂L

∂t
= g + dL∆L

L = L0(x),
∂L

∂t
= λ0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂L

∂n
(x, t) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(84)

A equação diferencial em (84) é um caso especial da equação do telégrafo adicionada
de um termo reativo g (podendo ser chamada, portanto, de equação do telégrafo com
reação). Equação igual a esta – mas em uma dimensão espacial – foi derivada em [33],
adotando um ponto de vista microscópico, para descrever a dispersão de animais sob a
hipótese de que estes tendem a manter a direção de seu movimento (apresentam inércia);
o autor compara então este modelo com um modelo reativo-difusivo.

Considerando g(L) = L(1−L), temos os pontos de equiĺıbrio L = 0 e L = 1. Como
g′(0) = 1 > 0 e g′(1) = −1 < 0 temos que o ponto de equiĺıbrio L = 0 é instável e o L = 1
é estável. Desta forma, temos que a mão-de-obra vai tender a se tornar espacialmente ho-
mogênea com o tempo. De fato, esta equação apresenta soluções do tipo ondas viajantes,
conforme mostrado em [33].

6.2.2 MSEO-I numa economia apenas com Capital

Se desconsiderarmos completamente a distribuição de mão-de-obra no modelo on-
dulatório (83), obtemos que a evolução do capital é governada pela seguinte equação do
telégrafo com reação:

TK
∂2K

∂t2
+

(
1− TK

dh

dK

)
∂K

∂t
= h+ dK∆K

K = K0(x),
∂K

∂t
= κ0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
(x, t) = 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(85)
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Considerando h(K) = K
1+K
− δK, temos os pontos de equiĺıbrio K = 0 e K = 1

δ
− 1.

Como:

h′(K) =
1

(1 +K)2
− δ,

h′(0) = 1 − δ > 0 (para δ ∈ (0, 1)) e h′
(
1
δ
− 1
)

= δ(δ − 1) < 0, temos que o ponto
de equiĺıbrio K = 0 é instável, e o ponto de equiĺıbrio não-trivial K = 1

δ
− 1 é estável.

Portanto, também neste caso o capital vai tender a se tornar espacialmente homogêneo
com o tempo.

Um Exemplo Simplificado

Vamos considerar (85) num domı́nio infinito na reta, e onde, por simplicidade,
assumimos dK = 1 e:

h(K) = sK − δK = (s− δ)K

onde s é a taxa de poupança e δ é a taxa de depreciação do capital. Desta forma, (85)
pode ser escrito como:

∂2K

∂t2
+

(
1

TK
− (s− δ)

)
∂K

∂t
− 1

TK

∂2K

∂x2
−
(
s− δ
TK

)
K = f(t, x)

K = K0(x),
∂K

∂t
= κ0(x), para (t, x) ∈ {0} × Ω

(86)

onde introduzimos o forçante f(t, x). Note que esta é uma equação do telégrafo não-
homogênea [69]. Definindo:

d =
1

TK
− (s− δ), c2 =

1

TK
e a =

s− δ
TK

temos que: 
∂2K

∂t2
+ d

∂K

∂t
− c2∂

2K

∂x2
− aK = f(t, x)

K = K0(x),
∂K

∂t
= κ0(x), para (t, x) ∈ {0} × Ω.

(87)

Seguindo [21, 22] e aplicando a seguinte troca de variáveis:

K(t, x) = e−
1
2
dtu(t, x)

podemos transformar (87) na Equação de Klein-Gordon não-homogênea:

∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
−
(
a+

1

4
d2
)
u = e−

1
2
dtf(t, x)

cuja solução fundamental é dada por Φ(t, x, ξ) = h(t, x− ξ), onde:

h(t, x) =


1

2c
H(ct− |x|)e−

dt
2 I0

(
σ

√
t2 − x2

c

)
, se a+

d2

4
= σ2 > 0

1

2c
H(ct− |x|)e−

dt
2 J0

(
σ

√
t2 − x2

c

)
, se a+

d2

4
= −σ2 < 0

(88)
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sendo H(z) a função de Heaviside, J0(z) a função de Bessel e I0(z) a função de Bessel
modificada. Desta forma, a solução de (87) pode ser escrita como:

K(t, x) = Kh(t, x) +Kp(t, x), (89)

onde Kh(t, x) é a solução da equação telegráfica homogênea (i.e., considerando f=0, porém
considerando as condições iniciais não-homogêneas em (87)), que é dada por:

Kh(t, x) =

∫ ∞
−∞

[
∂

∂t
Φ(t, x, ξ)

]
K0(ξ)dξ +

∫ ∞
−∞

Φ(t, x, ξ)κ0(ξ)dξ

e onde Kp(t, x) é a solução forçada de (87) (i.e., considerando a equação diferencial não-
homogênea, mas as condições iniciais homogêneas), que é dada por:

Kp(t, x) =

∫ t

0

∫ +∞

−∞
Φ(t− τ, x, ξ)f(ξ, τ)dξdτ.

Em termos dos parâmetros originais, a solução de (89) é dada por:

K(t, x) =

√
TK
2

∫ x+ t√
TK

x− t√
TK

∂

∂t

[
e
− 1

2

(
1
TK
−(s−δ)

)
t
I0

(
σ

√
t2 − (x− ξ)2

√
TK

)]
K0(ξ)dξ

+

√
TK
2

∫ x+ t√
TK

x− t√
TK

e
− 1

2

(
1
TK
−(s−δ)

)
t
I0

(
σ

√
t2 − (x− ξ)2

√
TK

)
κ0(ξ)dξ

+

√
TK
2

∫ t

0

∫ x+
(t−τ)√
TK

x− (t−τ)√
TK

e
− 1

2

(
1
TK
−(s−δ)

)
(t−τ)

I0

(
σ

√
(t− τ)2 − (x− ξ)2

√
TK

)
f(τ, ξ)dξdτ,

se
s− δ
TK

+
1

4

(
1

TK
− (s− δ)

)2

= σ2 > 0,

e por:

K(t, x) =

√
TK
2

∫ x+ t√
TK

x− t√
TK

∂

∂t

[
e
− 1

2

(
1
TK
−(s−δ)

)
t
J0

(
σ

√
t2 − (x− ξ)2

√
TK

)]
K0(ξ)dξ

+

√
TK
2

∫ x+ t√
TK

x− t√
TK

e
− 1

2

(
1
TK
−(s−δ)

)
t
J0

(
σ

√
t2 − (x− ξ)2

√
TK

)
κ0(ξ)dξ

+

√
TK
2

∫ t

0

∫ x+
(t−τ)√
TK

x− (t−τ)√
TK

e
− 1

2

(
1
TK
−(s−δ)

)
(t−τ)

J0

(
σ

√
(t− τ)2 − (x− ξ)2

√
TK

)
f(τ, ξ)dξdτ,

se
s− δ
TK

+
1

4

(
1

TK
− (s− δ)

)2

= −σ2 < 0.

Observe que nos limites da integral podemos identificar a velocidade de propagação da
onda, que é igual a 1√

TK
.

6.3 Modelo de Solow Espacial Ondulatório II

Neste modelo iremos considerar que não há dissipação ou atrito em (79), ou seja,
que ν = 0. Desta forma:

∂u

∂t
= −ξ

l
∇K +

τ

l
K∇L
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desde que l > 0. Assim, tomando a divergência, temos que:

∂(∇ · u)

∂t
= −ξ

l
∆K +

τ

l
∇ · (K∇L).

Derivando a primeira equação em (79) em relação ao tempo, e usando a expressão anterior,
obtemos a seguinte equação para a evolução do capital:

∂2K

∂t2
=
∂h

∂t
+
ξ

l
∆K − τ

l
∇ · (K∇L), (90)

a qual pode ser escrita como:

∂2K

∂t2
=
∂h

∂t
+ dK∆K − χK∇ · (K∇L) (91)

onde dK = ξ
l

e χK = τ
l
.

Procedendo da mesma forma em relação ao trabalho (fazendo ν̂ = 0 em (79), e con-
siderando l̂ > 0), obtemos:

∂2L

∂t2
=
∂g

∂t
− ξ̂

l̂
∇ · (L∇K) +

τ̂

l̂
∆L (92)

ou, de forma equivalente:

∂2L

∂t2
=
∂g

∂L

∂L

∂t
− χL∇ · (L∇K) + cL∆L (93)

sendo dL = ξ̂

l̂
e χL = τ̂

l̂
.

Finalmente, levando em consideração as condições iniciais e de contorno, temos que o
Modelo de Solow Espacial Oscilatório II (MSEO-II) é dado por:

(MSEO-II)



∂2K

∂t2
=

∂h

∂K

∂K

∂t
+
∂h

∂L

∂L

∂t
+ dK∆K − χK∇ · (K∇L)

∂2L

∂t2
=
∂g

∂t
+ dL∆L− χL∇ · (L∇K)

K = K0(x), L = L0(x)

∂K

∂t
= κ0(x),

∂L

∂t
= λ0(x), para (t,x) ∈ {0} × Ω

∂K

∂n
=
∂L

∂n
= 0, para (t,x) ∈ (0,∞)× ∂Ω

(94)

Tanto o MSEO-I quanto o MSEO-II aqui apresentados não serão abordados em
maior profundidade neste trabalho, mas constituirão tema de pesquisa futura.
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7 Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho consideramos extensões dos modelos de crescimento econômico es-
paciais presentes na literatura, mostrando que a inter-relação entre capital e trabalho
no modelo de Solow espacial, através de movimentos difusivos e por taxia, pode gerar
aglomerados de atividade econômica e uma rica variedade de comportamentos espaço-
temporais. Além disso, nos utilizamos amplamente de idéias e métodos utilizados na área
de Biomatemática, o que sugere que uma maior interação entre esta área e a Economia –
pelo menos no que toca a modelos de crescimento econômico – pode gerar bons resultados.

Após derivar o Modelo de Isard-Liossatos em duas dimensões espaciais e de intro-
duzir uma modificação para garantir a não-negatividade de suas soluções para o caso
reativo-difusivo-advectivo (modelo que chamamos de Modelo de Solow Espacial General-
izado - MSEG), apresentamos uma análise detalhada deste caso particular. Este modelo
generaliza o Modelo de Solow Espacial até então considerado na literatura ao considerar,
em adição ao movimento difusivo dos fatores de produção capital e trabalho, que os tra-
balhadores migram para regiões com maior densidade de capital (onde há mais fábricas
instaladas) e que o capital, por sua vez, migra para regiões com maior densidade de trabal-
hadores dispońıveis. Chamamos estes movimentos de taxia da mão-de-obra e do capital,
respectivamente.

Considerando a função de produção de Cobb-Douglas e um crescimento loǵıstico
para a mão-de-obra, fizemos uma análise de estabilidade linear do único ponto de equiĺıbrio
de coexistência espacialmente homogêneo do sistema, apresentando na Proposição 2 as
condições para que este ponto de equiĺıbrio seja estável. Para que haja a possibilidade
de formação de aglomerados de capital e mão-de-obra na economia, pelo menos uma das
condições apresentadas nesta proposição deve ser violada. Em especial, mostramos que a
presença de taxia para a mão-de-obra – movimento no sentido do gradiente do capital – é
condição necessária para a formação de aglomerados econômicos, desde que a relação de
dispersão apresentada na Proposição 4 seja satisfeita.

Em seguida apresentamos algumas simulações numéricas em uma dimensão espacial
para os casos particulares – sem taxia – do MSEG, mostramos que o equiĺıbrio homogêneo
é atingido através de ondas viajantes, quando consideradas condições iniciais gaussianas.
No caso em que há taxia apenas para a mão-de-obra, obtivemos um valor cŕıtico para o
coeficiente de taxia χc: para χ < χc o sistema é estável, convergindo para um equiĺıbrio
espacial homogêneo, e para χ > χc o sistema se torna instável para um certo intervalo
de números de onda, podendo gerar aglomerados econômicos. De fato, quanto maior
o coeficiente de taxia (e quanto maior o tamanho do domı́nio), maior será este inter-
valo, e mais rico o comportamento espaço-temporal observado. Através de simulações
numéricas, mostramos que para um coeficiente de taxia moderado, χ = 5, a economia
sempre converge para um estado estacionário não-homogêneo, apresentando aglomerados
econômicos. Além disso, quanto maior o tamanho da economia, maior o número de mo-
dos instáveis, e maior o número de aglomerados formados. Para um coeficiente de taxia
um pouco maior, χ = 10, o sistema apresentou três tipos de comportamento, depen-
dendo do tamanho do domı́nio: um comportamento igual ao anterior, com a formação de
aglomerados estáveis; um comportamento periódico, com a formação de ciclos econômicos
diferenciados em cada ponto do domı́nio; e um comportamento ćıclico, mas aperiódico,
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sugerindo que neste regime o sistema possa apresentar um comportamento caótico.

Adicionalmente, introduzimos um estoque de recursos naturais no Modelo de Solow
Espacial Generalizado, considerando a sua extração à uma taxa constante. Através de
simulações numéricas, pudemos observar que a introdução de tais recursos tem um efeito
benéfico para toda a economia no caso em que o sistema converge a um estado esta-
cionário não-homogêneo, além de ficar evidente que tais benef́ıcios – embora não sejam
permanentes – se prolongam por um peŕıodo de tempo maior do que a existência dos re-
cursos naturais. Nos outros casos há um certo ganho nas localidades próximas ao estoque
de recursos, mas com efeitos mistos na economia como um todo.

Finalmente, no último caṕıtulo apresentamos outros casos especiais do Modelo de
Isard-Liossatos Modificado, modelos estes dinâmicos e de segunda ordem temporal, que
chamamos de Modelos de Solow Espacial Oscilatórios – MSEO, além de propor uma
função de produção modificada que evita alguns problemas técnicos, mas mantém as
principais caracteŕısticas da função de produção de Cobb-Douglas. Um destes modelos,
o MSEO-I, foi derivado a partir da Lei de Fourier Modificada, proposta por Cattaneo na
década de 40 para resolver o paradoxo da velocidade de propagação infinita apresentada
pela Lei de Fourier Clássica. Desta forma, incorporamos no modelo o fato de que há um
tempo de resposta da economia para que mudanças nos gradientes de capital e trabalho
se façam sentir. Considerando o caso simplificado de uma economia de tamanho infinito
apenas com capital, o MSEO-I se reduz à uma equação do telégrafo, da qual encontramos
a solução em forma integral, explicitando a velocidade de propagação da onda.

Os seguintes tópicos deverão ser explorados em pesquisa futura: mostrar que os
modelos aqui apresentados são bem postos; analisar mais profundamente os modelos
oscilatórios; realizar simulações em duas dimensões espaciais, e utilizar estes modelos
como base para problemas econômicos envolvendo otimização dinâmica.
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Apêndice A - Esquema Numérico Expĺıcito

Para obtermos uma aproximação numérica da solução do problema:

∂K

∂t
= h+ dK

∂2K

∂x2
− χK

∂

∂x

(
K
∂L

∂x

)
∂L

∂t
= g + dL

∂2L

∂x2
− χL

∂

∂x

(
L
∂K

∂x

)
para (x, t) ∈ (0, l)× (0,∞)

K(x, t) = K0(x), L(x, t) = L0(x), para (x, t) ∈ [0, l]× {0}
∂K

∂x
= 0,

∂L

∂x
= 0, para (x, t) ∈ {0, l} × (0,∞)

(95)

vamos definir vmj = K(xj, tm) e umj = L(xj, tm), onde xj = j∆x, tm = m∆t, ∆x = l
N+1

,

∆t = T
M

, e j = 0 . . . N + 1, m = 0 . . .M . Além disso, vamos considerar as diferenças
finitas:

∂K

∂t
≈
vm+1
j − vmj

∆t
,
∂L

∂t
≈
um+1
j − umj

∆t

∂2K

∂x2
≈
vmj−1 − 2vmj + vmj+1

∆x2
,
∂2L

∂x2
≈
umj−1 − 2umj + umj+1

∆x2

∂

∂x

(
K
∂L

∂x

)
≈
Hm
j+ 1

2

−Hm
j− 1

2

∆x
,
∂

∂x

(
L
∂K

∂x

)
≈
Gm
j+ 1

2

−Gm
j− 1

2

∆x

onde:

Hm
j+ 1

2
=

(
vmj+1 + vmj

2

)(
umj+1 − umj

∆x

)
, Hm

j− 1
2

=

(
vmj + vmj−1

2

)(
umj − umj−1

∆x

)
Gm
j+ 1

2
=

(
umj+1 + umj

2

)(
vmj+1 − vmj

∆x

)
, Gm

j− 1
2

=

(
umj + umj−1

2

)(
vmj − vmj−1

∆x

)
.

Substituindo estas aproximações nas equações originais, obtemos o seguinte esquema
expĺıcito:

vm+1 = vm + hm∆t+ η1Avm − η2
2∆x

(
Bvm. ∗Cum − B̃vm. ∗ C̃um

)
um+1 = vm + gm∆t+ λ1Aum − λ2

2∆x

(
Bum. ∗Cvm − B̃um. ∗ C̃vm

) (96)

onde .∗ é a operação de multiplicar componente-a-componente,

η1 = dK
∆t

∆x2
, η2 = χK

∆t

∆x2

λ1 = dL
∆t

∆x2
, λ2 = χL

∆t

∆x2

sendo as matrizes, todas (N + 2)× (N + 2), dadas por:

A =



−2 2 0 0 · · · 0 0 0
1 −2 1 0 · · · 0 0 0
0 1 −2 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 −2 1
0 0 0 0 · · · 0 2 −2


(97)
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B =



1 1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · 0 1 1


(98)

C =



1 −1 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 0 0 · · · 0 0 0
0 0 −1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · −1 1 0
0 0 0 0 · · · 0 −1 1


(99)

B̃ =



1 1 0 0 · · · 0 0 0
1 1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 1 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · 0 1 1


(100)

C̃ =



1 −1 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 0 0 · · · 0 0 0
0 −1 1 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · −1 1 0
0 0 0 0 · · · 0 −1 1


(101)

e os vetores (N + 2)× 1 dados por:

hm =


h(x0, tm)
h(x1, tm)

...
h(xN , tm)
h(xN+1, tm)

 e gm =


g(x0, tm)
g(x1, tm)

...
g(xN , tm)
g(xN+1, tm)

 (102)

Aqui, h a função de produção de Cobb-Douglas menos a depreciação e g é a função
loǵıstica.
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