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RESUMO

Nesta dissertacao de mestrado estudamos codigos de Reed-Solomon.
Comecamos fazendo uma revisao sobre extensoes de corpos finitos, focando na ma-
neira de representar e operar com os seus elementos, e também sobre teoria de
codigos, explorando os codigos lineares e os codigos ciclicos. Apresentamos as duas
construcoes dos codigos de Reed-Solomon, a original, como a imagem de uma fun-
¢ao polinomial, e a descoberta por Gorenstein e Zierler, como o ideal gerado por
um polindémio gerador. Terminamos mostrando um algoritmo devido a Gao que
mostra como decodificar palavras cddigo de Reed-Solomon codificadas de maneira

nao sistematica.



ABSTRACT

In this dissertation we study Reed-Solomon codes. We begin with a
review about extensios of finite fields, focusing on the way to represent and operate
with its elements, and also about the theory of codes, exploting a few properties of
linear codes and codes cyclic. We present two constructions of Reed-Solomon codes,
the original, as the image of a polynomial function, and the discovery by Gorenstein
and Zierler, as the ideal generated by a polynomial generator. Finished showing an
algorithm due to Gao that shows how to decode Reed-Solomon code words coded

in a nonsystematic way.
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1 INTRODUCAO

Durante a transmissao de dados as vezes ocorrem problemas e a infor-
macao transmitida acaba sofrendo a acao dos chamados ruidos ou erros, causando
assim uma discrepancia entre o objeto enviado e o recebido. O objetivo da Teoria
de Codigos ¢ estudar formas de corrigir estes problemas. Esta teoria teve inicio nos
anos 40 do século passado e nela o obejeto transmitido é chamado de palavra ou
mensagem (uma sequéncia mq, ..., m,, de comprimento n, formada por simbolos
tomados em um conjunto A com ¢ elementos, chamado alfabeto) e o tratamento
do erro ocorre pelo uso de um cédigo (um conjunto C' formado por sequéncias
Cly vy Cny - ooy ¢ € A|T]) junto a transmissao, de maneira que o objeto transmitido
nao ¢ a palavra, mas sim a chamada palavra cédigo, que ¢ um elemento do codigo.

Esta situacao é ilustrada no seguinte esquema

mensagem SE— palavra codigo —} palavra codigo ——3 mensagem
codif. trans. decod.

Figura 1.1: Esquema de transmissao

Golay, Hamming e Shannon foram os grandes pioneiros que iniciaram
os trabalhos com este assunto e desenvolveram estudos e idéias que sao usadas até

hoje nas mais diversas situacoes do armazenamento e da transmissao da informacao.

Em 1947, Richard W. Hamming, irritado com a limitacao dos compu-
tadores da época em apenas detectar os erros dos cartoes perfurados, sem corrigi-los
[21], desenvolveu um codigo corretor de tnico erro e codigos que detectam até dois
erros e corrigem um unico erro [12]. Golay deu continuidade aos estudos de Ham-
ming generalizando o cédigo binario e perfeito de Hamming, ele ainda criou uma
classe de cédigos que leva o seu nome. Em outubro de 1948, C. E. Shannon no ar-

tigo A Mathematical Theory of Communication |28] mostrou que, sobre uma certa



condicao, a transmissao pode ser tao confidvel quanto se queira. Esta publicagao

marcou o inicio de um desenvolvimento continuo da teoria de codigos.

Em junho de 1960, Irving Reed e Gustave Solomon publicaram no artigo
Polynomial Codes over Certain Finite Fields [27] um cédigo baseado no que hoje
conhecemos como transformada de Fourier em corpos de Galois. Os codigos
RS (Reed-Solomon) possuem diversas caracteristicas interessantes que fizeram com
que o seu uso fosse extramamente difundido. Além da distdncia minima desses
codigos ser a melhor possivel sua estrutura nao binaria permite tratar um tipo
peculiar de erros, as chamadas rajadas de erros. O tratamento deste tipo de erros
fez dos codigos RS um ponto chave no sistema brasileiro de televisao digital [20],
além de ser amplamente utilizado em modens de altas velocidades, como ADSL e
CDSL, assim como em sistemas de comunicacao movel, como em telefones celulares
e tablets. O mesmo ainda é utilizado nos mais diversos tipos de armazenamento de
dados, da fita magnética de um cartao de crédito, passando pelos discos compactos

(CDs) e os discos digitais versateis (DVDs), até os mais robustos discos rigidos

(HDs).

Em 1959, o matemaético Alexis Hocquenghem apresentou um codigo
que, ainda em 60, seria redescoberto por R. C. Bose e D. K. Ray-Chaudhuri de ma-
neira independente e viria a se chamar c6digo BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem).
No ano seguinte, Gorenstein e Zierler [11] apresentaram uma generalizagdo nao bi-
naria dos codigos BCH que incluia, como um caso particular, um codigo equivalente
aos codigos RS. Mostrando, assim, que os cédigos RS sao na verdade subcodigos

dos codigos BCH.

A maneira como os codigos RS se difundiram nao seguiu a abordagem
original da transformada de Fourier, ela foi baseada no que chamamos de polinémio
gerador seguindo uma codificagao chamada de sistematica e ¢ devida ao trabalho
de Berlekamp, que foi o primeiro a fornecer um método aplicavel de decodificacao

para estes codigos em 1967. Em 1988, Shiozaki inventou um algoritmo de decodifi-



cagao para a abordagem original (ndo sistemética) dos codigos RS que é comparavel
ao algoritmo de Berlekamp. Recentemente, em 2003, Gao reinventou o algoritmo de

Shiozaki de maneira independente.

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas propriedades dos codi-
gos de Reed-Solomon e mostrar o algoritmo de Shiozaki-Gao para a decodificacao

de palavras codigo codificadas de maneira nao sistemaética.

Este texto estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 1, exibimos
um breve resumo histérico dos codigos de Reed-Solomon. No capitulo 2, apresenta-
mos as ferramentas algébricas necessarias para o entendimento da teoria de codigos.
No capitulo 3, uma introducao a teoria de cédigos é apresentada. No capitulo 4,
descrevemos os codigos de Reed-Solomon. No capitulo 5, explicamos o problema de

decodificacao para os cddigos de Reed-Solomon.



2  FUNDAMENTOS ALGEBRICOS

Neste capitulo apresentamos alguns resultados da teoria de corpos fini-
tos necessarios ao entendimento da teoria de coédigos e em particular dos codigos de

Reed-Solomon.

2.1 Elementos da Teoria de Corpos Finitos

Nesta secao mostramos alguns resultados da teoria de corpos finitos
que permitem representar e efetuar operacoes aritméticas com os elementos desta
estrutura algébrica. Comecamos com algumas defini¢oes e resultados que se aplicam

a anéis. No entanto, nosso interesse estara nas implicacoes destes aos corpos finitos.

A primeira parte mostra alguns elementos da teoria de anéis e serve
como base para os resultados sobre extensoes de corpos e corpos finitos. Esta secao
é baseado em [15], [16] e [25] onde podem ser encontradas as demonstracoes omitidas

aqui.
2.1.1 Anéis e Corpos

Definigao 2.1.1. Um anel (R,+,:) é um conjunto R munido de duas operagies
bindrias, chamadas adicao e multiplicacao, satisfazendo para quaisquer a,b,c € R
(1) (R,+) é um grupo abeliano;
(2) a-(b-c)=(a-b)-c (Associatividade da multiplicio);

(3) a-(b+c)=(a-b)+(a-c),a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Distributividade

da multiplicagao em relag¢ao a adigao).



No lugar de escrever a-b ¢ comum escrever ab. Também costuma-se utilizar o simbolo

0 para o elemento neutro da adicao e —a para o inverso aditivo de a.

Exemplo 2.1.1. (Z,+,-) € um anel, cujas operagoes + e - sao, respectivamente, as

operacoes de adicdao e multiplicacao usuais dos inteiros.

Exemplo 2.1.2. Para cada n > 0 o conjunto nZ. = {nala € Z}, cujas operacoes +

e - sao induzidas pelas operacoes em 7., € um anel.
Exemplo 2.1.3. (R,+,-), onde R = {f : R — R|f € funcao}, é um anel. Para
f,9 € R as operacoes f + g e f - g sao definidas por

(1) (f +9)(@) = f(z) + g(z), Vo € R,

(2) (f-9)(x) = [f(z) g(x), Vo € R.
Exemplo 2.1.4. Seja R um anel. O conjunto R[z|, formado pelos polinomios
com coeficientes em R, possui as operacoes de soma e multiplicacao para f =
doigair',g =" bix! € Rlx], com m,n >0, dadas por

(1) f+g=>325""(a; + b,

(2) f g = lri—gn(aobl + albl_l + -+ ale)ZL’l.
(R[z],+,) € um anel.

Alguns anéis possuem propriedades especificas.

Definicao 2.1.2. Um anel comutativo ¢ um anel em que a multiplicacao é comu-

tativa.

Definicao 2.1.3. Um anel com identidade ¢ um anel em que a multiplicacao

possut um elemento neutro.

Costuma-se denotar este elemento por 1.



Exemplo 2.1.5. (Z,, +, ) € um anel comutativo, onden > 0eZ, = {0,1,...,n —1}.

Para @,b € 7, as operacoes + e - sio definidas por

a operacao - possui elemento neutro 1.

Definicao 2.1.4. Um anel com divisao ¢ um anel em que os seus elementos nao

nulos formam um grupo sob a multiplicacao.
Exemplo 2.1.6. Z, com p primo é um anel com divisao.

Definicao 2.1.5. Um dominio, ou um anel, de integridade, ¢ um anel comuta-
tivo com identidade em que, ab = 0 implica que a =0 ou b = 0, para quaisquer a,b

no anel.

Exemplo 2.1.7. Seja R é um dominio de integridade. Entao, para f,g € R[z],
grau(fg) = grau(f) + grau(g). Assim, se f e g sdo nao nulos, entdo fg também é

nao nulo. Neste caso, entdo, R[z| também é um dominio de integridade.

Definicao 2.1.6. Um corpo é um anel comutativo nao trivial em que cada elemento

nao nulo € invertivel.

Exemplo Os nimeros racionais Q. Dados a,b € Z nao nulos, temos a/b € @ cujo

inverso ¢ dado por (a/b)~! = b/a.

Sendo R um anel, podemos definir a multiplicacao entre um inteiro nao
negativo n e um elemento a € Rporn-a=a+---+a (nvezes)sen>0en-a=0

sen =20.

Definicao 2.1.7. Para um anel R em que existe um inteiro positivo n tal que n-1 =
0. Chamamos n de caracteristica de R, denotada por car(R). Se tal n ndo eziste,

diz-se que R possui caracteristica zero.



Definicao 2.1.8. Um subgrupo aditivo H de um anel R é um tdeal de R, se ah € H

para quaisquer h € H e a € R.

Assim como os anéis, alguns ideais se destacam por suas propriedades.

Definicao 2.1.9. Seja R um anel. Um ideal H de R é chamado de principal ou

de ideal principal gerado por a quando eziste a € R tal que H = (a).
Exemplo 2.1.8. Os ideais (n) = nZ sao todos principais.

Definicao 2.1.10. Seja R um anel. Um ideal I de R € chamado de primo quando
I#Reabel, implica quea €1 oube .

Definicao 2.1.11. Um ideal M é de um anel R dito maximal se M # R e se 0s
unicos ideais I de R tais que M C I C R saol =M el = R.

Exemplo 2.1.9. Em Z, o ideal (7) € mazimal. (7) C (m) CZ < m|T = m =1
oum="7< (m)="27 ou (m)= (7).

Definicao 2.1.12. Um anel R é um dominio de ideais principais se R é um

dominio de integridade e se cada ideal I de R € principal.

Uma classe lateral de um ideal H em um anel R é o conjunto a+ H =
{a + h|h € H} com a € R. O conjunto de todas essas classes laterais forma o

chamado anel quociente de R por H e é denotado por R/H.

Teorema 2.1. Seja R um anel. Se R é um dominio de ideais principais, entdo

R/(p) é um corpo se e somente se p € irredutivel em R.

Prova. Sabe-se da teoria de anéis que R/(p) é corpo se e somente se (p) é maximal.
Usando este resultado, suponhamos que o ideal (p) é maximal e que p = ab, sendo
a,b € R. Como p = ab, (p) C (a), mas como (p) ¢ maximal, temos duas possibilidade
ou (a) = (p) ou (a) = R. Se (a) = (p), existe um certo r € R tal que a = rp, ou

seja, p = ab = rpb o que permite que escrevamos p(1 — rb) = 0, mas como R é



dominio de integridade e p # 0, entao rb = 1 e portanto b é invertivel. Suponhamos
agora que p é irredutivel e que (p) C (a) para algum a € R. Segue que p = ar sendo
r € R. Como p é irredutivel, entdo a ou r é invertivel e por consequéncia (a) = R

ou (a) = (p). Assim, (p) é maximal.
Exemplo 2.1.10. Z/(5),7Z/(7),7Z/(11) sdo corpos.

Teorema 2.2. Um subconjunto K de um corpo F' é um subcorpo se e somente se

as sequintes condigoes sao satisfeitas

(1) Existe algum elemento nao nulo em K;
(2) Sea,be K,a—be K;
(3) Sea,be K eb+#0 entio ab™' € K.

Definicao 2.1.13. Sejam K e F' corpos e M um conjunto, sendo M e K subcon-
juntos de F'. O corpo K(M) € a intersec¢ao de todos os subcorpos de F' que contém
K e M, o chamamos de o corpo de extensao de K obtido pela adjuncao dos ele-
mentos de M. Quando M possui apenas um elemento «, dizemos que K(a) € uma

extensao simples de K.

Um corpo de extensao de K é um espaco vetorial. Seja V' tal extensao,

a multiplicacao de um elemento de V' por um escalar de K ¢ fechada e satisfaz

vla+p) = va+vp
lpa = «
(vt)a = o(ta)

(v+ta = va+ta

para quaisquer o, 5 € V e v,t € K e onde 1x denota o neutro multiplicativo em K.

Além disso, (L,+) é um grupo abeliano.



Teorema 2.3. Seja F' um corpo. FEntao F[x] é um dominio de ideais principais.
Mais precisamente, para qualquer ideal nao nulo I de F[x], existe um tnico poliné-

mio monico [ € Flz] tal que I = (f).

Prova. Pelo exemplo 2.1.7, F[z] ¢ um dominio de integridade. Seja I um ideal
nao nulo de Fz]. Seja f um polindmio monico ndo constante de menor grau em /.
Claramente (f) C I. Para a outra inclusdo, seja g € I. Pelo algoritmo da divisao,
escrevemos g = fh+r onde h,r € F[z]| e grau(r) < grau(f). Como r = g — fh esta
em /, a minimalidade do grau de f implica que »r = 0. Portanto ¢ = fh e assim
I = (f). Para a unicidade, tomemos [ um polinémio ménico sobre F' e suponhamos

que I = (1). Entao f|l e l|f, mas como f,l sdo ambos monicos, obtemos f = [.

Teorema 2.4. Sejam F' um corpo e f um polinémio monico de grau positivo sobre

F. Entao Flx]/(f) é um corpo se e somente se f € irredutivel sobre F.

Teorema 2.5. Sejam F' um corpo e f um polinémio monico de grau positivo n sobre

F. Entao o anel quociente F[z|/(f) pode ser descrito como

{ag + ara + -+ ap_10" Yag,ay,...,a,_1 € F e f(a) =0}

Definicao 2.1.14. Sejam K e F' corpos, sendo K uma extensao de F. Dizemos
que K é um corpo de decomposi¢ao do polinomio f € Flz|, se f é um produto
de fatores lineares em K|x] e se f nao é um produto de fatores lineares em nenhum

subcorpo proprio de K contendo F.

Assim, o corpo de decomposicao de um polindémio sobre F' é o menor
corpo que contém F' e as raizes deste polindmio. Para um dado polinémio f sobre

F' existe apenas um corpo de decomposicao, exceto por isomorfismos.

Teorema 2.6. Sejam F um corpo e f um polindmio sobre F'. Eziste uma extensao
K de I que € um corpo de decomposicao de f. Além disso, quaisquer dois corpos

de decomposicao de f sobre ' sao isomorfos.
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2.1.2 Extensoes de Corpos Finitos

Quando um corpo F' possui uma quantidade finita ¢ de elementos, este
¢ chamado de corpo finito e a quantidade ¢ recebe o nome de ordem de F. O
nimero ¢ pode ser expresso como uma poténcia de algum primo, isto é, para algum
primo p e algum inteiro m, ¢ = p™. Além disso, todos os corpos com ¢ elementos
sao isomorfos. Por isso costuma-se falar no corpo finito com p™ elementos, como se
houvesse apenas um. Este corpo é denotado por GF(p™). Esta notacdo GF(p™)
vem da expressao em inglés Galois field que, em portugués, significa corpo de Galois,

em homenagem ao matematico francés Evariste Galois.

Se L é um corpo de extensao de F', ja vimos que L é um espaco vetorial.
Quando L possui dimensao finita, esta dimensao é chamada de grau de L sobre F'

e é denotada por [L : F]. Neste caso, dizemos que L é uma extensao finita de F.

Teorema 2.7. Sejam ' um corpo finito de ordem q e L uma extensao finita de F
de grau n. Entao, a ordem de L é q". Em particular, se L é um corpo finito de

ordem q e caracteristica p, entao ¢ = p" onde n é o grau da extensao de F' sobre

GF(p).

Prova. Para cada um dos n elementos da base {by,...,b,} de L existem ¢ possiveis
coeficiente na expressao de um elemento de L: [1by + - - -+ [,b,. Assim, L possui ¢"
elementos. No caso de L finito, sabemos que a sua caracteristica é prima e portanto

contém o corpo primo GF(p).

Lema 2.1.1. Em GF(q) a? = a para qualquer a € GF(q).

Prova. Se a = 0, é imediato. Como GF'(q) \ {0} é um grupo multiplicativo de

ordem ¢ — 1, entdao a? ! = 1 para todo a # 0.

Lema 2.1.2. Seja F' um corpo de ordem q e carateristica p. Entao F' é um corpo
de decomposicio de 7 — x sobre GF(p) e o polindmio x? — x fatora-se em fatores

lineares em F[z].
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Prova. Como, pelo lema 2.1.1, qualquer a € F' é raiz de 29 — x e como este possui

no maximo ¢ raizes em F', entao x¢ — x fatora-se sobre F'.

Lema 2.1.3. Em um corpo de caracteristica p, dado um inteiro n > 0, temos que

(a+b)P" =a” + V"

Prova. Por indugdo: paran = 1 a expressao torna-se o binémio de Newton (a+b)? =

P

P o ()aP~ib" cujos coeficientes sio todos zero mod p.

Da hipotese de inducao,

n+1 n—+1

(40" = (@407 = @ + V" =™ 40

Logo, (a + b)P" = a*" + V" para todo inteiro n > 0.

Teorema 2.8. Para qualquer primo p e qualquer inteiro n, com n > 0, existe um
corpo finito com p" elementos e qualquer corpo finito com p" elementos € isomorfo

ao corpo de decomposicio de xP" — x sobre GF (p).

Prova. Nesta demonstracao fazemos uso do seguinte resultado, se uma dado po-

lindmio g possui raizes repetidas, entdao o mde(g,g') # 1, ver [16].

V0

Seja F' o corpo de decomposicao de x99 — x sobre GF(p), onde ¢ = p™. Como
mdce(x? — z,qr?™t — 1) = mde(x? — z,—1) = 1, entao todas as raizes de x7 — x sdo
distintas. Seja o conjunto S = {a € Fl|a? = a}. Podemos ver que S C F e que
0,1 € S. Dados a,b € S, pelo lema 2.1.3 (a—b)? = a?+ (—=b7) = a?—b? = a—, logo
a—0b € S. Supondo b # 0, temos que (ab™)? = a?(b?)~t = ab™!, assim ab~! € S.

Pelo teorema 2.2, S é um subcorpo. Como S possui todas as raizes de 29 —x, S = F

e I’ ¢ um corpo finito com ¢ elementos.

Seja H um corpo com ¢ = p" elementos. H possui caracteristica p e contém GF'(p)
como um subcorpo primo. Pelo lema 2.1.2; H é um corpo de decomposigao de x7—ux.

Aplicando o teorema 2.6 vemos que H e F' sao isomorfos.
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Como consequéncia da unicidade de corpos finitos e do teorema 2.4

temos o seguinte resultado.

Teorema 2.9. Seja f um polinémio de grau n irredutivel sobre GF(q), onde g = p™,

entao GF(q) = GF(p)[z]/(f).

-

Teorema 2.10. Seja m(x) um polinomio irredutivel sobre F. Entao F/(m(x)) é

uma extensao de F' em que m(x) possui uma raiz.

Lema 2.1.4. Sejam R um anel e r € R. Suponhamos que m e n sejam inteiros

positivos tais que min. Entao (r™ —1)|(r™ — 1).

Prova. Seja s um inteiro tal que n = sm, entao

= (Y = 1= (= () e ), (1)

Teorema 2.11. Seja GF(q) com q = p". Entao todo subcorpo de GF(q) possui
ordem p™, onde m € um divisor positivo de n. Reciprocamante, Se m € um divisor

positivo de n, entdo existe um subcorpo de GF(q) com p™ elementos.

Prova. Se ¢ = p", entdo qualquer subcorpo F' de GF(q) possui ordem p™ com
0<m<mn. Se [GF(q) : F] =1, entdo p" = (p™)" = p™, pelo teorema 2.7, e assim

Por outro lado, se m é um divisor positivo de n, pelo lema 2.1.4, obtemos que

(™ = D" —1)
(2" = D" = 1),

pela aplica¢ao do lema 2.1.4 no anel GF(p)[z]. Deduzimos que toda raiz de (2" —z)
¢ uma raiz de 27" — z = 2% — z. Assim, toda raiz de 2" — x pertence a GF(q).
Segue que GF(q) deve conter um corpo de decomposicio de 27" — x sobre GF(q). O

teorema 2.8 implica que este corpo de decomposicao possui p”* elementos. Portanto,
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existe exatamente um subcorpo com p™ elementos caracterizado pelas raizes do

polinémio 2" — z em GF(q).

2.1.2.1 Polinomio Minimo

Seja o € E algébrico sobre F. Definimos o polinébmio minimo de «
sobre F| denotado por m,(z), como o polindmio ménico de menor grau em F|x]
tendo o como uma raiz. Este polinomio possui algumas propriedades importantes
para o estudo de extensoes de corpos e corpos quocientes apresentadas nas seguintes

proposi¢oes. Em particular, para o quociente F[x]/(mq(z)), o = x 4+ (mq(x)).

Proposicao 2.1.1. Seja o € E com polinomio minimo my(x) sobre F.

(1) meu(x) € dnico;
(2) ma(x) € irredutivel sobre F';

(3) Para qualquer f(x) € F[x]
fl@) =0 & ma(z)|f(2).

Proposicao 2.1.2. Se o € E € a raiz de um polindmio monico irredutivel m(x)

sobre F', entao m(x) € o polindmio minimo de « sobre F.

Teorema 2.12. Seja a € E algébrico sobre F' < E com polinémio minimo my, sobre

F. FEntao,

O isomorfismo que existe entre o corpo quociente F[z]/(ma(z)) € o

corpo extensao F'(«) dado por

¥ a(z) + (ma(2)) = ala)
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garante-nos uma representacao polinomial igual a que apresentamos para o quociente
Flz]/(m(x)) no teorema 2.5. Como cada classe lateral de F[z]/(ma(z)) pode ser
expressa na forma a(x) + (mq(x)) com grau(a(x)) < n e como v é sobrejetora, tal
representacdo é possivel para cada elemento da extensao F'(«). A injegdo da mesma

deixa claro que tal representacao é tnica.

Corolario 2.1.1. Seja a € E com polinémio minimo my, de grau n, sobre F.

Entao cada § € F(a) pode ser representado de maneira inica na forma

B=ay+aa+ - +a, 2" (a; € F). (2.2)

Como m(a) =0 em F(«a), a aritmética em F'(«) ¢ a aritmética polino-
mial modulo m, (), tratando o como se fosse uma incognita (apesar de « nao ser

desconhecido).

Exemplo 2.1.11. O polinomio z* + x + 1 ¢ irredutivel sobre Zs, o que pode ser

verificado por exaustao.

Pelo teorema 2.10 x* + x + 1 possui uma raiz o em uma extensao de
Zsy, a saber Zs[x)/(z* + x + 1). Além disso, pela proposicio 2.1.2, z* +x + 1, é o
polindmio minimo de « sobre Zs. Pelo coroldrio 2.1.1, cada elemento de Zs(a) pode
ser unicamente representado na forma

ag + a1 + GQO&Z + ClgOég (Cli € Zg)

Portanto, Zs(a) é GF(2%), uma extensdao de Zy com 16 elementos.

2.1.2.2  Representando Elementos

A representagido dos elementos da extensdo GF(q), com ¢ = p™ e p

primo, depende da escolha de um polinémio irredutivel m(z) (de grau n) sobre o
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corpo base GF(p). Escolhido o irredutivel m(z) podemos representar os elementos
de GF(q) por meio dos polinémios de grau menor que n. Esta representacao é

chamada de representacao polinomial.

Exemplo 2.1.12. Usando o irredutivel m(z) = x> +z + 1 podemos usar os poliné-

mios de grau menor que 2 para representar GF(2?).

Representacao Polinomaial
0
1
x
r+1

Tabela 2.1: GF(2?) - Representagdo Polinomial

Podemos usar a representagdo polinomial substituindo = pela raiz a de m(x). Ver

exemplo 2.1.11.

Associada a representacao polinomial temos a representacao veto-
rial. Nesta os elementos do corpo GF(q) sdo expressos como vetores cujas entradas

sao os coeficientes da representagao polinomial.

Exemplo 2.1.13. Usando o irredutivel m(z) = x® + x + 1 podemos usar os polino-

mios de grau menor que 3 para representar GF(23).

Representacao Polinomial | Representacao Vetorial

0 000

1 001

x 010

x? 100

x+1 011

2?4z 110

2 +x+1 111

22 +1 101

Tabela 2.2: GF(23) - Representagies Polinomial e Vetorial
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Outra representacao utilizada é a chamada representacao em série,
baseada no gerador do grupo multiplicativo do corpo. Isolamos o termo de maior
grau do polinémio irredutivel, em «, e vamos construindo o corpo por meio de

multiplicagoes deste termo conhecido por a.

Exemplo 2.1.14. Usando o irredutivel m(z) = x® + x + 1 podemos usar os polino-

mios de grau menor que 3 para representar GF(23).

Representacao em Série | Representacao Polinomial | Representacao Vetorial
0 0 000
1 1 001
«Q x 010
a? x? 100
a’ r+1 011
ot P+ 110
a’ 24+ x+1 111
ab 2?2 +1 101

Tabela 2.3: GF(23) - Representacgoes em Série, Polinomial e Vetorial

2.1.2.3 Aritmética

As operagoes aritméticas em um corpo extensao F'/(m(x)) sado calcula-

das tomando o resto da divisao pelo polinémio irredutivel m(x).

Exemplo 2.1.15. Em GF(2%) usando o irredutivel m(z) = 2> + x + 1 calculamos

22(x* +1) mod m(z) = 2* +2° mod m(x) = z.

E comum utilizar-se de tabelas para representar as operacoes nestes
corpos. Cada tabela pode ser representada de uma forma diferente, dependendo da
maneira adotada para representar os elementos do corpo e do polinémio irredutivel

utilizado.
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Exemplo 2.1.16 (GF(2?)). Podemos definir GF(2%) como sendo o conjunto dos
polindmios com coeficientes em GF(2) mddulo algum polindmio irredutivel sobre
GF(2) de grau 2. Neste caso € realmente simples encontrar tal irredutivel. Sao
poucos 0s polinémios de grau 2 em GF(2), 2%, 2>+ 1, 2> + v e 2% + 2 + 1, destes
podemos descartar trés explicitando suas fatoragoes, x> = v -x, 2> + 1= (x +1)% ¢
2>+ x =z(x+1). O unico candidato a irredutivel que resta é x* +x + 1 e como
basta testar dois elementos como possiveis raizes, vemos que x> +x + 1 € o tnico
polinémio irredutivel de grau 2 sobre GF(2). Portanto, GF(2?) & Zs|x]/(2* + = +

1) ={0,1,z, 2+ 1} com adicdo e multiplicagio mddulo x*+ x + 1 representadas nas

sequintes tabelas em uma representacao polinomial.

+ 0 T r+1
0 0 1 T z+1
1 1 0 r+1 T
T T T 0 1
z+1|xz4+1 x+1 1 0
Tabela 2.4: Adicio em GF(2%)
X 0 1 T z+1
0 0 0 0 0
1 0 1 T z+1
T 0 T r+1 1
z+1|0 xz+1 1 T

Tabela 2.5: Multiplicagcao em GF(2?)

2.2 A Transformada de Fourier

2.2.1 Multiplicagao Polinomial

Multiplicar dois polinomios reais a(x) e b(z) cujo produto possui grau
menor do que n, multiplicando cada coeficiente de a por um coeficiente de b e
somando-o0s, exige operagoes aritméticas com uma complexidade O(n?). Existem
outras maneiras de se fazer isto, a que vamos investigar consiste em trés passos:

resolver um problema de avaliacao polinomial obtendo assim dois vetores, multiplicar
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estes vetores ponto a ponto resultando em um outro vetor ¢ com o qual pode-se obter
o polinémio procurado resolvendo um problema de interpolacgao. Esta situacao se

resume na figura abaixo.

mult. polinomial
(ao,-.-,8n-1), (b0, ..., bn-1) —  (coy---1Cn-1)

aval. polinomial 1 T interpol. polinomial

mult.

(a(fl)’ ceey a(gﬂ))’ (b(fl)’ ceny b(fﬂ)) — (c(el)’ ) c(fﬂ))

Figura 2.1: Esquema de multiplicacao polinomial

2.2.2 Algebras e Morfismos

Uma C algebra é um espacgo vetorial complexo A munido de uma mul-
tiplicagao binaria * sobre A de modo que (A, +, %) ¢ um anel com 1 e * comuta com

a multiplicacao por escalar.

Sejam A e B C-algebras. ¢ : A — B um morfismo. A imagem ¢(A) C B
¢ uma subéalgebra de B, C-subespaco que também ¢ um subanel de B. O ntcleo
K = ker¢ := ¢~1(0) de um morfismo ¢ : A — B é um ideal bi-lateral, isto é, se
k € K entao akb € K Va,b € A. O espaco quociente torna-se uma C-algebra por
meio de (a + ker ¢) - (b + ker ¢) := ab + ker ¢. Existe um isomorfismo natural entre

esta algebra quociente A/ ker ¢ e a imagem ¢(A).

Sejam &1, ...,&, n distintos pontos de interpolacao, a transformacao de
avaliagao ¢ : C[z] — C™ definida por a(z) — (a(&1),. .., a(&,)) é claramente um mor-
fismo de C-algebras. Em particular, multiplicagao polinomial em C[x] corresponde
a multiplicacao ponto a ponto em C". O nucleo de ¢ é o ideal gerado pelo polindémio
[[;<,(z—¢&) de grau n. Assim, temos um isomorfismo Clz]/(] [,<,,(z—¢&:)) = ¢(C[z]).

A dlgebra Clz]/([[;<,(z — &) consiste em todos os polinomios com grau menor que
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n com multiplicagdo modulo [],., (z —§;). Como este é n-dimensional, o mesmo é

verdade para ¢(C[z]), entdo ¢ é sobrejetora. Ao todo, vimos que

Clal/(JJ(z — &)) ~ 6(Clz]).

i<n

Assim, o esquema de avaliacao e interpolacao calcula o produto de dois
polinémios corretamente se este produto possui grau menor que n. Do contrario

obtemos o produto modulo [],, (x —&).

2.2.3 DFT e FFT no Corpo Complexo

Vamos agora nos concentrar na busca dos pontos de interpolacao &1, ..., &,
que permitem executar o esquema de multiplicacao em um tempo de ordem menor
que o(n?) operagoes. Suponhamos que & = &_; # 0 para algum j # k. Com
isto podemos armazenar simultaneamente multiplicagoes quando avaliamos a(§;) e

a(§;) = a(é_;). Assumindo que n é par, podemos separar a(x) em

al&) = > an@F 46 Y ana(E) =€) + &o(€d)

k<n/2 k<n/2

e
a(=&) = Y an(€)" —& Y amn(§)* = e(§) — &o(€))
k<n/2 k<n/2
onde e(x) = >4,/ aspz® e o(z) = > h<n)2 aop417" s@o polinomios de grau n/2

cujos coeficientes sdo, respectivamente, os coeficientes de indice par e impar de a(x).
Esta separagdo reduz o problema de calcular a(§;) e a(—¢;) para a avaliagdo de

dois polinémios e(z) e o(x) de metade do grau nos pontos & = & seguido por
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uma multiplicacao, uma adicao e uma subtracao. Todos os n pontos de interpolacao

podem ser escolhidos desta forma, isto é, &1, ..., &2, §njor1 = —&1s- - =& = —&n)2-
Com isto, os valores a(&),...,a(§,) podem ser calculados a partir dos valores de
e(&D), .- e(& ) e o(&F), ..., 0(&:y) com 3-n/2 operagbes a mais.

Podemos continuar com este procedimento recursivo, assumnido que n
é uma poténcia de 2. No proéximo nivel da recursao, nossos pontos de interpola-
¢ao sao &7, ... ,52/2. Como antes, queremos escolher estes pontos de tal forma que
€Z/4+j = —5]2- para todo 1 < j < n/4. Isto é impossivel sobre os reais, mas pode ser
obtido sobre C definindo &, /44, := i§;. Assim, podemos usar o mesmo procedimento
como acima para separar cada problema de tamanho n/2 em dois subproblemas de

tamanho n/4 mais 3 - n/4 operagoes adicionais.

No préximo passo de recursao, usamos uma raiz quadrada de ¢, um
nimero z para o qual z® = 1. Para nossos pontos serem distintos, z precisa satisfazer
2/ # 1 para 0 < j < 8. Desta forma, para terminar a recursao em problemas de

grau um, ¢ necessario um ntumero satisfazendo.

Wwr=1lew #£1

para 0 < j < n. Um w desta forma é chamado de uma n-ésima raiz primitiva
da unidade. Por exemplo, podemos escolher w = €2%/", Assim, o procedimento

n

recursivo que descrevemos acima utiliza os distintos pontos 1, w,w?, ..., w" ! como

pontos de interpolagao.

Vamos analizar o custo aritmeético deste algoritmo. Se T'(n) denota
o numero de operagbes aritméticas complexas para avaliar um polinémio a(z) de
grau menor que n em 1,w,w? ... w" ! vimos acima que T(n) < 2T(n/2) + 3n/2.
Obviamente, T'(1) = 0. Como assumimos que n é uma poténcia de 2, esta recursao

fornece a cota superior
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T(n) < 1,5nlogyn.

Entao, usando este conjunto especial de pontos, podemos avaliar muito
mais rapido que no caso geral. Se pudéssemos também interpolar em tempo (nlogn),

teriamos um algoritmo (nlogn) para multiplicagdo polinomial.

A avaliagdo de a(z) = >_._ a;x' em 1,w,w? ..., w" ! pode ser escrita

<n

como uma multiplicacdo da matriz abaixo pelo vetor dos coeficientes de a(x):

a(l) 1 1 1 1 1 agp
a(w) 1w w? wd oo wnt a
a(w?) 1 w? wt N A as
a(w?) 1 Wl W' w? W31 as
a(wn—l) 1 wn—l w2(n—1) w3(n—1) L w(n—l)(n—l) Ay 1
Esta transformacao linear é chamada a transformada discreta de
Fourier (DFT) de ordem n. A matriz DFT, := (w"); <, é chamada a matriz

DFT. Esta matriz é essencialmente auto-inversivel, tomando os expoentes moédulo

n, podemos escrever (DFT,)? como:

1 Yw Sw¥ YW Sl
S W Sw¥ Sw¥ WY s S
Sw¥ o YW Wb W 3w (2.3)

Z w(n_l)j Z wn.] Z wj w2j e Z w(n_2)j

onde os somatdrios da matriz sao considerados para 0 < 7 < n.
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Como w & uma n-ésima raiz da unidade, entdo 1¥ = (W")* = W =
(wF)", mas em qualquer corpo finito 2" — 1 = (z — 1) (Z;:Ol Z‘Z) Juntando estes

resultados, podemos escrever

n—1

0=uw"—1= (wk—l)Zwkj.

j=0

Mas como w* # 1 para 0 < k < n, entdo o somatorio & direita é igual a zero, isto &,
n—1
Zw’”:()para0<k;<n.
=0

Usando esta tltima equacao podemos calcular as entradas da matriz

(DFT,)" em (2.3),

100 0
000 1
(DFT,)?* =n-
00 1 0
010 -+ 0

Em outras palavras, DF'T; ! ¢ a propria DF'T,, seguinda de uma mul-

tiplicacao por n~!

e uma permutagao de suas entradas. Desta forma a interpola-
cao pode ser efetuada com no maximo 1,5nlogn + n operacoes aritméticas uti-
lizando o procedimento descrito acima. Juntando os passos do nosso esquema
de multiplicacao, avaliacao, multiplicagao ponto a ponto e interpolacao obtemos

um algoritmo para multiplicar polindmios com custo aritmético em no maximo

4,5nlogn + 2n = (nlogn).

O algoritmo de avaliacao recursivo que descrevemos, capaz de efetuar a

multiplica¢do matriz-vetor em (nlogn) operacoes é chamado o algoritmo da trans-
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formada rapida de Fourier (FFT) e foi descoberto por Cooley e Tukey [6] em
1965.

2.2.4 DFT e FFT em Corpos Finitos

Com base no que vimos sobre DF'T), e o algoritmo F'F'T" definidos sobre
o corpo dos niimeros complexos vamos trazer estas idéias para os corpos de interesse
neste texto, os corpos finitos. O ponto essencial da discussao para se chegar a F'F'T
foi a existéncia de uma n-ésima raiz primitiva da unidade em C. Desta forma, dado
n, podemos definir DF'T,, e o algoritmo F F'T sobre qualquer anel comutativo R com
um elemento unidade 1 contendo uma n-ésima raiz primitiva w. Neste sentido, a
verificacao que fizemos de D F'T,, ser invertivel continua valida se observarmos ainda

que
(1) Para 0 < k < n,w® — 1 nao é um divisor de zero em R;
(2) n-1:=14...+1 (n vezes) é¢ uma unidade em R.

No corpo complexo, a transformada discreta de Fourier de um vetor v =

(vo,v1,...,U,_1) cOm componentes complexas, é um vetor V = (Vo,Vi,...,V,_1),

dado por

Vi = Ze’jwnﬂikvi, k=0,...,n—1

onde j = v/—1. O nticleo de Fourier e 772/ ¢ a n-ésima raiz da unidade no corpo
complexo. No corpo GF(q), um elemento w de ordem n é a n-ésima raiz da unidade.

Por uma analogia entre e 2%/ e w, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.2.1. Seja v = (vo,v1,...,v,-1) um vetor sobre GF(q), e seja w €

GF(q) de ordem n. A transformada (discreta) de Fourier do vetor v é o vetor
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V=Vo,W,...,Vu_1) com componenetes dadas por

V}:Zwijvi, 7=0,...,n—1.

Alguns autores chamam i de o indice do tempo, tomando valores no eixo do
tempo {0,1,...,n — 1}, e v de a fungdao do dominio-tempo. Sendo j o indice
frequéncia, assumindo valores no eixo da frequéncia {0,1,....n — 1}, e V a

funcao do dominio-frequéncia ou spectro.

A transformada de Fourier em um corpo de Galois é muito parecida
com a transformada de Fourier no corpo complexo com uma importante diferenca.
No corpo complexo um elemento w de ordem n existe para cada valor de n. Contudo,
no corpo GF(q) um tal w existe apenas se n divide ¢ — 1. Além disso, se para algum
valor de m, n divide ¢ — 1, entao um vetor com comprimento de bloco n possui
uma transformada de Fourier no corpo extensao GF(¢™). Por esta razao, um vetor
v de comprimento n sobre GF(q) pode também ser tratado como um vetor sobre
GF(q™); este possui uma transformada de Fourier de comprimento n sobre GF'(¢™).
Isto é completamente andlogo a transformada de Fourier de um vetor sobre R, esta

transformada possui componentes no corpo complexo.

Teorema 2.13 (Transformada Inversa de Fourier). Seja v = (v, vy, ..., Un—1) um

vetor sobre GF(q). Interpretando n como um inteiro do corpo, podemos escrever

n—1
1 —ij
v = — E w7V
n <
Jj=0
onde V; sao as componentes de V, a transformada de Fourier de v.

Exemplo 2.2.1. Em Zi3, 8 € uma quarta raiz primitiva da unidade e 871 = 5.

Assim, montamos as matrizes



1
1
V(8) =
1
1
e
1
1
V(5) =
1
1
cujo produto resulta em
1 1 1 1
1 8 12 5
V)V () =
1 12 1 12
1 5 12 8

Considere agora

podemos calcular

25

1

—_

8 12 5
121 12
5 12 8

5 12 8
121 12
8§ 12 5

1 1 1
5 12 8
121 12
8 12 5

o o O

[

o O =~ O

S =~ O O

- o O O

(2.4)
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—_

e podemos obter u novamente partindo de c,

11 1 1
_ | 15128

1 12 1 12

1 8 12 5

4
:4—10

0

0

o o o =

o o o
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Exemplo 2.2.2. Sendo a(x) = b(z) = z + 1 € Zy3[x] vamos calcular o produto
c(x) = a(x)b(x). Para isso vamos considerar os vetores a e b formados pelos coefi-

cientes dos polinémios a(z) e b(x) respectivamente, ambos iguais a

o O = =

Utilizando a matriz V (8) do exemplo 2.2.1 podemos representar o passo de avalia¢do
polinomial da figura 2.1. O wvetor a resultante da avaliagio de a(x) em 8°,8' 8% e

83 pode ser expresso como

a = V(8)a

11 1 1 |
1 8 12 5 |

2 112 0
15 12 8 0
2

K

o
6

de maneira inteiramente andloga definimos o vetor b que, convenientemente, € iqual

ao vetor a.

O sequndo passo do esquema apresentado na figura 2.1 é a multiplicacdo ponto a
ponto das avaliacoes a e b que acabamos de calcular. Vamos representar este produto

pelo vetor ¢,



28

22 mod 13
3 92 mod 13
¢ =
0
62 mod 13
4
_ 3
o
10

O dltimo passo no esquema de multiplicacdo € a interpolacao das entradas do vetor
¢ para obter o vetor c. Isto é feito com o auzilio da matriz V(5) construida no

exemplo 2.2.1,

c = 47'V(5)é

1 1 1 1 4
:1015128 3
112 1 12 0
1 8 12 5 10

1

2

N

0

Assim, c(x) = 2% + 2x + 1.
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3 INTRODUCAO A TEORIA DE CODIGOS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais da Teoria
de Codigos, que permitem-nos estudar os problemas de codificagao e de decodifica-
¢ao. Também mostramos os chamados cédigos lineares, que utilizam a estrutura
de um espaco vetorial. Os resultados deste capitulo foram retirados e adaptados de

[19], [25], |30] e [|24].

3.1 Conceitos Elementares

Seja A um conjunto finito com ¢ elementos, chamado alfabeto. Os
elementos de A sdao denominamos de letras, caracteres ou digitos. Uma sequéncia
de n elementos de A é chamada de palavra de comprimento n. O conjunto A™ é o

conjunto de todas as palavras de comprimento n sobre A, isto é,

A" = {<m07m17”-7mn—1)’mi S A,O <i:<n-— ]_}

Um dos objetivos da teoria de codigos é detectar os possiveis erros que
podem somar-se a palavra transmitida. Esta deteccao ¢ baseada na idéia de seme-
lhanca entre palavras, para entendermos melhor esta idéia é necessario aprofundar

3

o conceito de proximidade entre palavras.

Dado z € A™, denotamos por C,, o conjunto formado pelas componentes

nao nulas de x.

Definigao 3.1.1 (Norma de Hamming). Seja x € A", a norma de Hamming de

z, denotada por |z|, é dada por
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|z| = iccr(xz) (3.1)

onde Co, € a funcgao caracteristica de C,.

Exemplo 3.1.1. Tomando A = GF(8), considere ¢ = (0,0,1,1,0,1). O congjunto

das componentes nao nulas de ¢ é

C(c = {1}

para o qual

Ce.(co) = Cc.(c1) = Co.(ca) =0

Cole2) = Ce.les) =Ceu(cs) =1
de onde |c| = 30_,Co(ci) =1+ 14+1=3.

Seja I, = {0,1,....,n}. A funcdo |-|: GF(q)" — I, definida acima é

uma norma. De fato, sejam z,y € GF(q)" e A € GF(q) temos
(1) |z| = 0 se e somente se x = 0. Bem, para que tenha-se |z| = 0 é preciso
que x; ¢ Cy, para i = 0,..n — 1, mas isto s6 ocorre se tivermos = = 0.

(2) |Az| = |z|, se A # 0. Como a func¢ao \(:) : C, — C), é uma bijecao,
#C, = #Cy, e como As # 0, se s # 0. Entado, |A\z| = |z|.
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(3) |z +y| < |z|+ |y|. Para cada z € C,4, existe a € C, ou b € C, com
os quais podemos escrever z na forma z = a + b, mas ab # 0. Entao

#Cx-i-y S #Cx + #Cy7 IOgO |ZL’ + y| S ‘:E| + |y|
A norma de Hamming também é chamada de fun¢ao peso e neste caso costuma-se
usar a notacao w(-) em vez de | - |.

Definicao 3.1.2 (Distancia de Hamming). Sejam c e d € A™. Definimos a dis-
tdncia de Hammang entre as palavras c e d como sendo a quantidade de respectivas

entradas diferentes entre ¢ e d e pode ser dada por

d(c,d) = |c —d|. (3.2)
Exemplo 3.1.2. Se ¢ =(0,1,2) ed = (1,2,0) em GF(3), entao d(c,d) = 2.
Para os nossos estudos consideramos que o alfabeto utilizado é um corpo

finito GF(q) com ¢ elementos e que as palavras do codigo formam um subespago

vetorial nao trivial de GF(q)". Neste caso, o codigo é chamado de codigo linear.

Definigao 3.1.3. A distdncia minima de um codigo C € definida como o nimero

d(C) = min{d(x,y)|z,y € C,z # y}. (3.3)

Ou seja, a distancia minima d(C) de C' ¢ a menor distancia de Hamming entre

palavras diferentes do codigo C.

Teorema 3.1. A funcao distincia de Hamming € uma métrica sobre o conjunto A™,

isto €, para todos x, y e z em A", temos

(1) (positiva definida)

d(z,y) >0 ed(x,y) = 0 se e somente se x = y.
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(2) (simétrica)
d(z,y) = d(y, ).

(3) (desigualdade triangular)

d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2).

Prova. (1) é direto propriedade 1 da norma de Hamming. (2) também ¢é imediato
da propriedade 2 da norma de Hamming usando A = —1. Para provar (3) observe

que [z —z| = |z —y+y—z <[z —yl+|y— 2|

Como a distancia de Hamming é uma métrica, o par (A", d) é chamado

de espaco métrico [26].

Definicao 3.1.4. O peso de um cidigo linear C' como sendo o inteiro

w(C) = min{w(c)|c € C/{0}}.

Proposicao 3.1.1. Seja C' um cddigo linear em GF(q)" com distdncia minima d.

(1) Para todo z, y € C, d(z,y) = w(z —y).

(2) d = w(C).

3.2 Cobdigos Lineares

Neste trabalho consideramos os chamados codigos lineares, que sao
aqueles que formam um espago vetorial sobre algum corpo finito GF(q). Em par-
ticular, um codigo linear C' é dito ciclico se para cada palavra ci,...,¢, em C, a

palavra c¢,,cq,...,c,_1 também estd em C.

Defini¢ao 3.2.1 (Cédigo linear). Um cddigo linear é um espaco vetorial sobre

um corpo finito.
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Ao longo deste texto sao utilizadas trés maneiras de representar uma palavra de

comprimento n

(1) Como um vetor com a ordem das coordenadas invertidas, (F,,_1, ..., F1, Fp);
(2) Como uma sequéncia ordenada, F, ;... FiFp;

(3) Como um polinémio de grau n — 1, F,, 2" '+ -+ + Fio + F,.

onde F(),Fl, .. -;Fn—l € GF((])

Uma fungdo que opera sobre uma palavra F' € GF(q)* produzindo um

resultado com comprimento m € Z é chamada de funcao de codificacao.

Definigao 3.2.2 (Codificagao). Seja f : GF(q)™ — GF(q)* com m < k, chamamos

f de funcao de codificacao.

Associada a cada codificacao podemos ter uma funcao inversa chamada de fungao

de decodificagao.

Definigao 3.2.3 (Decodificagdo). Seja f~1 : GF(q)* — GF(q)™ com k > m,

chamamos =1 de funcdao de decodificacao.

Estas fungoes nao sao o foco das discussoes sobre codigos corretores e/ou detecto-
res de erro. Para o discutido neste texto sua importancia reside em conhecermos o
tamanho de bloco k, pois este é o tamanho das palavras sobre as quais o proces-
sador de erro opera, funcao responsavel por tentar detectar e corrigir erros antes

de utilizarmos o decodificador.

Definicao 3.2.4. Um processador de erro P para C' é uma transformacao que aceita
uma palavra v de tamanho n e produz um par (a,u) onde a assume dois valores,
‘bom’ ou ‘mau’, e u € uma palavra de comprimento n. a tem valor bom’ quando u

€ uma palavra codigo, caso acontrdrio tem valor 'mau’.



34

Figura 3.1: Palavras com distancia menor do que a distancia minima.

Um processador de erro que nunca modifica a palavra recebida é cha-
mado um detector de erro e um processador de erro que sempre retorna uma

palavra codigo é dito perfeito.

Como a distancia minima d(C') é a menor distancia entre duas palavras
distintas do codigo, modificar uma palavra do coédigo em uma quantidade de posi-
¢oes menor do que d(C') transforma esta em uma palavra fora do codigo, portanto

detectavel.
Proposicao 3.2.1. Seja C' um codigo. Entao € possivel a um processador de erro

para C detectar todos erros de peso < s se e somente se d(C) > s+ 1.

Prova. Dados c€ C e e € A" com w(e) < s, entdo y =c+ee d(c,y) = w(e) < s.

y ¢ C se e somente se como d(C') > s.
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Figura 3.2: Palavras com distancia maior do que s.

Proposicao 3.2.2. Ezxiste um processador de erro para o codigo C' que corrige todos

0s erros de peso até t se e somente se C' possui distancia minima 2t + 1.

Prova. Suponha que o codigo possui duas palavras codigo u e v com distancia de
no maximo 2t. Seja w uma palavra que coincide com u em todas as posicoes em que
u e v coincidem. Deixe ainda w e u coincidirem nos primeiros ¢ locais em que u e v
nao coincidem. Entao d(u,w) <t e d(v,w) < t. Agora suponha que w é recebida
junto com a informacao que no maximo ¢ erros ocorreram. Entao ou u ou v pode ter
sido transmitida (e possivelmente até mesmo uma palavra codigo diferente). Nao
existe maneira de a partir das informacao dadas um processador de erro decidir com
certeza que uma palavra codigo foi transmitida. Reciprocamente, suponha que o
codigo possui distancia minima 2t + 1 e uma palavra w é recebida, junto com a
informagao que um erro de peso no maximo t ocorreu. Se houverem duas palavras
u e v afastadas no méaximo ¢ de w, entdo, pela desigualdade triangular, d(u,v) < 2t,
contradizendo nossa hipotese. Portanto, existe uma tnica palavra coédigo u distante

no maximo t de w e concluimos que u precisa ter sido transmitida.
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3.2.1 Representando Cédigos Lineares

Os codigos lineares, por sua estrutura de espago vetorial, permitem-nos
usar as ferramentas da Algebra Linear para representa-los. A seguir apresentamos

duas maneiras de representar um codigo linear.

Seja { f1, fa, ..., fn} abase canonica de GF(q)", de modo que todo vetor

v deste espaco pode ser escrito como

v=uvfi+vafo+ ...+ fn,

onde v; € GF(q) para 1 <i <n.

Seja C' um codigo linear de dimensdo k sobre GF(q). Entao, C é
isomorfo a GF(q)* e podemos definir uma aplicagio injetora v de GF(q)* em GF(q)"

cuja imagem ¢é exatamente C. Para isso, se {cy,¢o,..., ¢} € uma base de C e
{e1,€,...,e1} & a base canonica de GF(q)*, basta definirmos v(e;) = ¢; para 1 <
1 < k.

Cada elemento c¢; da base de C' pode ser escrito como

G = Z bij fi
i=1

onde b;; € GF(q) para 1 < j < k. De forma que a matriz G € M, x(GF(q))
formada pelos elementos b;; representa a aplicacao linear v nas bases canonicas de

GF(q)" e GF(q)™

Como C = Im(v), cada vetor coluna de G pertence ao codigo C, ou seja, C' é o
subespaco gerado pelas colunas de G, que formam uma base para o cédigo. Os

elementos de C sdo todas as palavras w da forma w = v(v), para v € GF(q)*.
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Defini¢ao 3.2.5. Uma matriz G € M,,«(GF(q)) cujas colunas formam uma base

para o codigo C é chamada de matriz geradora do cidigo.

Defini¢ao 3.2.6 (Cédigo em Bloco). Um (n, k)-cddigo C, também chamado de
(n, k)-cddigo em bloco, sobre GF(q) é um conjunto de ¢* palavras cédigo em GF (q)™.

Chamamos n de comprimento de bloco do codigo, £ de posto do codigo e a
fracao k/n de taxa do codigo. A notagao (n, k,d)-codigo é usada quando se deseja
dar atencao a distancia minima do cédigo. Como um codigo de posto k possui ¢
palavras, quando se pretende estudar esta quantidade costuma-se utilizar a notacao
(n, M, d)-codigo, onde n é o mesmo da defini¢do acima, M = |C| é o namero de

palavras do codigo e d é a distancia minima de C.

Proposicao 3.2.3. Sejam C um (n, k)-cidigo linear, G uma matriz n X k. Entao
G € uma matriz geradora para C se e somente se o posto de G € k e suas colunas

sao palavras codigo.

Outra forma de descrevermos um codigo linear C' é utilizando uma
transformacao linear sobrejetora ¢ : GF(q)" — GF(q)"* tal que ker(¢) = C. Para
isso, consideremos uma base qualquer {ci,cs,...,cx} de C' e a ampliemos a uma
base {c1,¢2, ... ¢k, U1, ..., Uy} de GF(q)", de modo que um vetor GF(q)™ possa

ser escrito como

V= MAc1+ NaCo+ ...+ ey, + )\k+1’l}1 + oo A Un—k
onde \; € GF(q) para 1 < i < n.

Assim, definimos ¢ : GF(q)" — GF(q)"* por

v v = )\k+11}1 4 AUk
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A matriz H € M,—x)xn(GF(q)) de posto n — k que representa esta transformagao
linear nas bases canonicas de GF(q)" e GF(q)* é chamada de matriz de verificagao

de C

Como ker(¢) = C, segue que o conjunto de todas as palavras w de GF(q)" que

satisfazem Hw = 0 é o coédigo linear C.

Teorema 3.2. Seja C um codigo linear com matriz de verificacio H. FEntao C
possui distancia minima mator do que d se e somente se nenhum conjunto de d

colunas de H ¢ linearmente dependente.

Prova. Suponhamos que D; , D ,D;, sao d colunas linearmente dependentes

IEEE iq

d .
de H. Desta forma, podemos escrever ijl a;, Di; = 0 para q;; constantes nao

todas nulas. Seja ¢ € GF(q)" satisfazendo ¢;, = a;, , para j = 1,2,...,d e todas

- d
as outras coordenadas de ¢ sdo nulas. Temos que Hc' = 7% oy D

c e C. Além disso, ¢ # 0 e w(c) < d, ou seja d(C) < d.

= 0. Logo

)

Por outro lado, se qualquer conjunto de d colunas de H é linearmente independentes,
entao nao existe ¢ € C' nao nulo de peso no maximo d. De fato, se existisse uma
palavra-codigo ¢ # 0 com w(c) < d, entdo Z;—l:1 ci;H;; = 0 implica que ¢;; = 0 para

todo j =1,2,...,d. Assim, o tinico ¢ € C com w(c) < d é c=0.

O que a teoria de codigos busca é construir um bom codigo, mas o
que é um bom co6digo? E um codigo que permita transmitir uma quantidade alta de
informacao com uma elevada capacidade de correcao de erros. Isto significa procurar
por um codigo com bastante palavras e com uma distancia minima relativamente

grande.

Dados d, n e ¢ inteiros, na tentativa de se encontrar o maior cédigo de

distancia minima d e comprimento de bloco n sobre GF(q), defini-se o niimero

A,(n,d) = max{M|3(n, M,d)-codigo C GF(q)"}
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Com este niimero formamos a idéia de c6digo 6timo. Um codigo é chamado assim
quando este possui tamanho méximo entre os codigos de GF(q)" com distancia

minima d.

Definigao 3.2.7. (n,M,d)-cédigo se diz 6timo quando M = A,(n,d)

Nao se conhece uma féormula algébrica que determine este nimero. No entanto,
existem diversas cotas para A,(n, d), uma destas é a chamada Cota de Singleton.

Teorema 3.3 (Cota de Singleton).

Aq(n,d) < ¢~ (3.4)

Prova. Seja C' um (n, M,d) — codigo 6timo. Afirmamos que se a, b € C' e a # b,
entdo as palavras a’ e V' que resultam destas anulando as tdltimas d — 1 posicoes
também devem satisfazer a’ # 0. Se a’ =V, a e b podem diferir apenas nas d — 1
posicoes descartadas, mas isto significa que d(a,b) < d — 1, contradi¢do. Seja C’
o codigo de comprimento n — d + 1 que resulta de C por anulacao das tltimas
d — 1 posigbes de cada palavra. O argumento acima mostra que |C’| = |C|. Como

C' C GF(q)" %! temos imediatamente que

Ay(n,d) < g" (3.5)

Exemplo 3.2.1. Para A,(4,3) a cota de Singleton é
A (4,3) < ¢ (3.6)

Exemplo 3.2.2. Seja C o cddigo sobre GF(2) cuja matriz de verifica¢io é



40

_ O =
=
— =

= o O O

(3.7)

o O
(@)
o O
—_

Duas linhas de H sao linearmente dependentes se e somente se sao iguais. Assim,
vemos que quaisquer duas linhas de H sao linearmente independentes e a terceira
¢ a soma das duas primeiras e concluimos que C possui distdncia minima d = 3.

Pelas dimensoes de H é claro que n = 6. Logo, As(6,3) < 26731 =24,
3.2.2 Decodificacao de Cédigos Lineares

Consideremos agora o problema de decodificar a palavra recebida y.
Uma maneira simples de fazer isto é comparando a distancia da palavra recebida
y a cada palavra x do codigo e escolher como valor da decodificacao o = de menor
distancia & y. Para um (n, k)-codigo linear sobre GF(q) isto exige ¢* comparagdes,

o que, para k grande, é impraticavel.

Sejam 0 = ¢, @ . @) as ¢* palavras do codigo C. Observamos
que C é um ideal de GF(q)". O anel quociente GF(q)"/C é formado pelas classes
laterais a + C' = {a + c|c € C}, onde a € GF(q)". Desta forma particionamos

GF(q)" em ¢"~™ classes laterais

n—m_1

GF(g)" = (a9 + )W @V +C) .- 1 (a4 "D 4 ) (3.8)

tendo cada classe lateral um nimero de |C] = ¢* elementos. Sejam c,y € GF(q)"

as palavras transmitida e recebida respctivamente, digamos y = a® + ¢ com



41

0<i<¢g™—1lel<j<g'. Oecroe=y—c=a"+c9 —cpertence a
mesma classe lateral que a mensagem recebida, pois o espaco vetorial C' é fechado

em relacao a adicao.

Definigao 3.2.8. Sejam H uma matriz de verificagao de um (n, k)-cddigo linear C

ey € GF(q)". O vetor S(y) = Hy' € GF(q)" " ¢ chamado de sindrome de y.

Teorema 3.4. Para y,z € GF(q)", temos que

(1) S(y) =0 se e somente sey € C,

(2) S(y) = S(z) se e somente se y+ C = z+ C.

Prova. A afirmacao (1) segue da defini¢do de sindrome. Observe que S(y) = S(z)
se e somente se H(y —2)T =0,entaoy —z2€Cey+C =2+ C.

Definigao 3.2.9. Seja C' um (n,k)-cddigo linear sobre GF(q). Um elemento de
peso minimo numa classe lateral a + C € GF(q)"/C é chamado um representante
da classe lateral. Se hd mais de um vetor com peso minimo na classe, escolhemos

qualquer um deles para ser o representante.

—k__ ~
Suponhamos que os elementos a, ..., a?" "1 sdo os representantes
das classes laterais, podemos escrever os elementos de GF'(q)", distribuidos nas

classes laterais, usando a representagao vetorial

00...0 00...01 ... (¢—1)...(¢—1)
M c® .. c(a")
a® + 0 o0 42 aD 4 ¢(d®)
a® 1+ 4@ 42 a® + @

a(s) + C(l) a(s) + 0(2) . a(s) + c(qk)
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Como o erro é o representante da classe lateral de y, temos que e = a¥) e a mensagem

transmitida é

r=y—e=a® 4 — g = ),

A nocao de sindrome pode ser usada para resolver o problema de en-
contrarmos um representante para uma classe lateral de GF(q)"/C. Ao recebermos
a mensagem ¥, calculamos a sindrome S(y) e encontramos os representantes de a(”
com sindrome igual a S(y). Entdo decodificamos y através de = y — a¥, onde x é

a palavra-codigo que esta a uma distancia de y igual a distancia minima do codigo.

Exemplo 3.2.3. Seja C(4,2) um cédigo bindrio linear com malriz geradora

1 01
011

S =

e matriz de verificacdo

1 11
1 00

=

A sequinte tabela contém os elementos de GF(2%) particionados em

classe conforme o codigo C'.

00 01 10 11
0000 0110 1011 1101
0001 0111 1010 1100
0010 0100 1001 1111
1000 1110 0011 0101
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Usando a matriz geradora G podemos calcular as palavras ¢ do codigo. Os elementos
das classes laterais sao obtidos tomando o representante de cada classe lateral e adi-
cionando a este cada palavra do cidigo. Se a palavra recebida é y = 0101, tomamos

o representante da classe como sendo o erro e a mensagem transmitida €

r=1y—e=0101 — 1000 = 1101.
A palavra transmitida € 1101.

3.2.3 Céobdigos Ciclicos

Um codigo linear C' é chamado de ciclico quando (¢,—1, co, ..., ¢p—2) € C

sempre que (cg,...,c,1) € C.

Seja A = GF(q)[x]/(z™ — 1) o anel quociente de GF(q)[z] pelo ideal
gerado por 2" — 1. Vamos identificar GF'(q)" com A identificando a = (aq, ..., a,-1)

n—1

com ag+ ...+ ap_12" " = a(x)

Cada elemento de A pode ser representado de maneira tnica por um
polinémio de grau menor que n. Assim, identificamos a = (a, ..., a,_1) com a(x) =
ap+ a1z + -+ + a,_12" 1. Note que se b = (a,_1, ag, ..., an_2), entdao b(r) = za(x)
mod (z™ — 1). De fato xa(z) = a,_1 + agz + -+ + ay,_22" 1 mod (2™ — 1). Entao
os codigos ciclicos podem ser caracterizados como os subespacos C' de A tais que

c(zx) € C = zc(z) € C.

Observe ainda que, para um codigo ciclico C, se ¢(x) € C entao zc(z) €
C, z%c(z) € C e assim por diante, logo b(z)a(z) € C para todo b(x) € A. Isto
mostra que C' é um ideal de A. Reciprocamente se C' ¢ um ideal de A entao C' é um
subespago de A e zc(x) € C sempre que ¢(z) € C, logo C' & um cddigo ciclico. Ou
seja, os codigos ciclicos sao os ideais de A. Os ideais de A podem ser caracterizados

pela seguinte proposicao
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Proposicao 3.2.4. Todo ideal de A é da forma (g) onde g € um divisor ménico de

x" — 1. Além disso tal g € unicamente determinado pelo ideal.

Prova. Seja ¢ : GF(q)[x] — A a aplica¢do natural. Se C' é um ideal de A, entdo
¢~ (C) ¢ um ideal de GF(q)[z]. Como GF(q)[z] é euclideano, ¢~'(C') é principal,
¢~ 1(C) = (h). Logo, C é gerado por h em A. Escrevemos h = fg onde g ¢ um divisor
monico de " — 1 e (f,2" —1)=1,isto &, g ¢ 0o MDC de h e ™ — 1. Mostraremos
que C' = (g). Como f e 2™ — 1 sdo coprimos, existe ftalque ff =1 mod (" —1).
Seja ¢ € C, sabemos que ¢ = ah = afg, logo ¢ € (g), isto é, C' C (g). Se mostrarmos
que g € (h) entdo teremos C' = (h) O (g) e consequentemente C' = (g). De fato,
temos que g € (h), pois fh=ffg=g mod (™ —1), logo g = fhem A.

Para a unicidade suponha que (g) = (¢'), entdao ¢’ = fgeg= f'g’,logo ff' =1e f
é invertivel em A. Isso implica que f é coprimo com 2" — 1. Como ¢ divide z™ — 1,

devemos ter f € GF(q) e como g e ¢’ sao monicos, f =1, logo g = ¢'.

Se C' = (g) é um codigo ciclico, entdo g é chamado o polinémio gera-
dor de C' e o polinémio h = 2™ — 1/g é chamado de polinémio verificador de C.

O nome verificador vem do fato que ¢(z) € C se e 86 se h(z)c(x) =0 mod (2™ —1).

Lembramos agora que se a(z) € A, sendo a(z) = ag+ ...+ ap_12" 1,

entao existem polinomios b(z) e r(z) tais que a(z) = b(z)g(x) + r(z), grav r(z) <
grau g(x). Mais ainda, grau b(z) < n — grau g(x). Seja d o grau de g. Entao,
para todo elemento a(z) € C, devemos ter r(z) = 0, logo a(x) = b(x)g(x) onde

grau b(xr) < n — d. Dai segue-se que dimC' = n — d.

n—d—1

Vemos também que g(z),zg(z), ...,z g(x) é uma base de C' sobre

GF(q), logo, se g = go + g1 + - - - + ggx?, entdo



go G
0 go

G = 0O O
0

é uma matriz geradora de G.
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9gd
9d

90

9d

90

gd

(3.9)

Lema 3.2.1. Seja C' um cdédigo ciclico sobre GF(q) de comprimento n com poliné-

mio gerador g(z). Suponha que a, ..

., Sdo todas as raizes de g(x) e este ndao

possui raizes repetidas. Entao um elemento c¢(x) € GF(q)[x]/(x™ —1) € uma palavra

cidigo de C' se e somente se c¢(a;) = 0 para todo i =1,...,7.

Prova. Se ¢(z) ¢ uma palavra codigo de C, entao existe ¢(x) € GF(q)[x] tal que

c(x) = q(z)g(z). Assim, c(a;) = q(a;)g(ey;) = 0 para todo i = 1,...,7r. Agora, se

c(a) = 0paratodoi=1,...,r, entdo g(x)|c(z), pois g(z) ndo tem raizes multiplas.

Portanto, c¢(x) € C.
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4 CODIGOS DE REED-SOLOMON

Os codigos de Reed-Solomon formam uma das familias de c6digos mais
utilizadas na trasmissao de dados, com usos em telefonia, discos compactos, trans-
missoes de satélites e outros. Um dos principais motivos para estes codigos serem
tao empregados é a capacidade que estes possuem de corrigir erros agrupados, as
chamadas rajadas de erros. Antes dos cddigos RS receberem o nome de seus autores
eram conhecidos como c6digos polinomiais em p™ simbolos. Este nome ja indi-
cava uma das principais caracteristicas destes codigos: trabalhar com corpos base
diferentes de GF'(2), o que na pratica significa corrigir grupos de bits, grupos de

erro.

Outra propriedade notavel destes codigos é que eles sao codigos M DS
(da expressdo em inglés Mazimum Distance Separable). Estes codigos conseguem

atingir a mais alta possivel distancia minima.

Estas e outras caracteristicas sao explicadas e identificadas pelos para-
metros do codigo, este capitulo é voltado para entender estes parametros e apresen-
tar o processo de codificagao que utilizamos ao longo deste texto, a codificacdo nao

sistematica dos codigos RS.

4.1 Codigos RS

Os codigos de Reed-Solomon foram originalmente apresentados como a

imagem de uma func¢ao polinomial.

Em 1961 Gorenstein e Zierler [11] publicaram um resultado importante para a teoria
de codigos. Mostraram que a formulacao original apresentada por Reed e Solomon
é equivalente a um caso particular de uma certa familia de coédigos ciclicos e nao

binarios. A demonstracao desta equivaléncia pode ser encontrada em [22].
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4.1.1 A Formulacao Original

Definicao 4.1.1. Seja o um elemento primitivo em GF(q™) e sejan = ¢™. A
palavra cédigo de uma palavra mensagem F = (fo, f1,..., fx_1) € GF(¢™), cujo
polinomio associado é F(z) = fo+ fix+- -+ fr_12* 1 € GF(¢™)[x], € definida pela

transformagao p : F(x) — ¢ por

(co,c1,Cas vy Cn1) = (F(0), F(1), F(c),..., F(a"?)). (4.1)

Desta forma, o codigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao k sobre
GF(q™) ¢ a imagem, através de p, de todos os polinomios em GF(q¢™)[z] de grau

menor ou igual a k — 1. Resultando num total de n* palavras codigo.

Como a soma de dois polinémios em GF(q™)[x] de grau menor ou igual
a k — 1 é também um polinomio em GF(¢™)[z| e de grau menor ou igual a k — 1,

entao o codigo descrito acima é linear.

Nota-se que 4.1 é de fato uma transformada de Fourier em corpos de

Galois.

Exemplo 4.1.1. Considere o cidigo RS sobre GF(23) usando o polinémio irredutivel
m(zr) = 2+ 2+ 1. Sejamn = 8 e k = 4. Considere a palavra mensagem F =

(o, a2, a®, at) onde o é uma raiz de m(z). O polinémio da palavra cédigo ¢ é

-
c(z) = a+a’r + 2% + P2 + art + ota® + ata® 4 2"

Observe que no exemplo acima a palavra mensagem nao aparece na

palavra codigo, isto é, esta codificacao é nao sistemaétia.
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4.2 Propriedades dos Coédigos RS

Defini¢ao 4.2.1. Dados r polinémios nao nulos fi(x), ..., f(x) € GF(q)[x], o mi-
nimo maltiplo comum de fi(x),..., f,(x) é o polinémio monico de menor grau

que € um maltiplo de todos estes r polindmios, denotado por mmce(fi(x), ..., fr(z)).

Pode-se mostrar que mme(mme(fi(x), ..., fr—1(x)), fr(x)) = mme(fi(z), ..., fr(z))
[14].

Se fi(z), ..., fr(x) € GF(q)[z] fatorados da seguinte maneira

filz) = a(@)pi(z)™ .. pala)r

fr(@) = ar(x)pi(x)t .. pulz)n

comay,...,a € GF(q), e;; > 0 e p;(z) sao distintos polinémios monicos irredutiveis

sobre GF(q), entao

mE(f (@), o f (@) = pa() P, (g sletnnn)
Lema 4.2.1. Sejam f(z), fi(x), ..., f-(x) polindmios sobre GF(q). Se fi(x)|f(x),
para cada i =1,...,7, entédo mme(fi(x), ..., fr(x))|f(2).
Prova. Seja m(zx) = mmec(fi(z),..., fr(z)). Dividindo f(x) por m(z), pelo algo-

ritmo da divisdo, existem dois polinomios ¢(x), r(z) € GF(q)[z] tais que

f(x) = q(z)m(x) + r(x), com grau (r(z)) < grau (9(z)).

Portanto, r(x) = f(z) —q(x)m(x), e portanto r(z) é divisivel por todos f;(z). Como

m(z) possui o menor grau, r(z) = 0.
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Definigio 4.2.2 (BCH). Sejam o um elemento primitivo de GF(q™) e M®(z) o
polinémio minimal de o com rela¢io a GF(q). Um cédigo BCH primitivo sobre
GF(q) que possui comprimento n = ¢™—1 e distdncia projetada § é um cidigo ci-
clico sobre GF(q) com polinémio gerador g(x) = mmc(M@ (z), M@ (x), ... M@T9=2)(z))
para algum inteiro a. Além disso, quando a = 1 o cidigo € chamado de sentido

estrito.

Exemplo 4.2.1. Seja o € GF(8) raiz de 1 + x + a3, este é um elemento primitivo
de GF(8) e para este temos MW () = M@ (z) = 1+ 2 + 23, Assim, um cddigo
BCH bindrio de sentido estrito, com comprimento 7 e com 6 = 3 € gerado por

mme(MW(z), M®) =1+ x + 23 e é um [7,4]-cddigo.

Teorema 4.1. Um codigo BCH com distancia projetada d possui distdncia minima

de pelo menos 0.

Prova. Sejam a um elemento primitivo de GF'(¢™) e seja C um codigo BC'H gerado
por g(z) = mmc(M®(x), M (z),..., M*2(x)). Esta claro que os elementos

a®, ..., a2 g30 raizes de g(x).

Suponha que d(C) < §. Entdo, existe uma palavra codigo nao nula c¢(z) = ¢y +

e+ -+ ¢! tal que w(c(z)) = d < §. Pelo lema 3.2.1, ¢(a') = 0, para cada

i=a,...,a+ 90— 2, que na forma matricial pode ser escrito como
1 o (a®)"t Co
1 Oza+1 L (aa—‘rl)n—l 1
=0 (4.2)
1 aa+572 o (aa+672)n71 Cn1

Assumindo que ¢(z) # 0 se e somente j € R = {1,...,i4}. Entdo
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(a®)n (a®)2 ... (a4 Ciy
aa-‘rl 1 Oéa+1 12 . aa-‘rl iq Ci
I (aa+5—2)i1 (aa+(5—2>i2 o (aa+5—2)id 11 Ciy |

Como d < ¢, podemos tomar as primeiras d equacoes do sistema acima e formar o

seguinte sistema

@) @) @ ] [
aa-‘rl i1 &a+1 12 L. Oéa""l id Ciy
(@) () (o) o
I (aa+d71)i1 (O{a%»dfl)ig . (aa+d71)id 11 cid |

Podemos escrever o determinante da matriz acima como

1 1 1
d . alt a2 .. ol
H(oﬂ)”det
j=1
(@) (ad-Ny2 .. (ad1)ia
d
= [ [J(a* — ') # 0. (4.5)
7=1 k>l
De onde obtemos que (¢;,, ..., ¢;,) = 0. Contradigao.

Seja C' um codigo BCH sobre GF(q) de comprimento ¢ — 1 gerado
por g(z) = mmc(M@ (z), M) (x), ... M@T=2)(z)) onde M (z) é o polinomio
minimal de o’ com relagio a GF(q) para um elemento primitivo o de GF(¢g™). Se
m = 1, o coédigo tem comprimento g — 1. Neste caso, a é um elemento primitivo de
a+5—2

GF(q) e MW (x) = 2 — a’. Assim, para § < g e como a%, o ...« sao dois

a dois distintos, o polindomio gerador torna-se
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(o) = mimels— .~ ... o= at

a+1) ) a+6—2).

= (z—a%(z -« (r—a

Defini¢ao 4.2.3 (Coédigo RS). Um cddigo de Reed Solomon (RS) é um cddigo
BCH sobre GF(q) de comprimento ¢ — 1 gerado por

g(x) = (z — "N (z — o) .. (z — a®07h).
coma>0e2<§<q—1, onde a é um elemento primitivo de GF(q).

Exemplo 4.2.2. Um cddigo RS sobre GF(23) de comprimento 7 com polinémio
gerador g(z) = (z — a)(z — a?) = 1+ a + (o + &)z + 22, onde o € raiz de

1+z+2%€ GF(2)[x]. Este é um [7,5]-cddigo sobre GF(23).
4.2.1 RS e MDS

Como vimos no teorema 3.2.1, o nimero méximo de palavras em um

codigo de comprimento de bloco n e distancia minima d sobre GF(q) é

A (n,d) < g" (4.6)

Para um cédigo C' com dimensao m a quantidade de palavras no codigo é ¢™. Logo

g™ < ¢! de onde vem que

m<n-—d+1. (4.7)

Portanto, dados o comprimento de bloco e a distancia minima temos uma cota para

a dimensao do codigo.
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Defini¢ao 4.2.4 (MDS). Um cddigo é dito separdvel pela distdncia mdzima, ou

MDS, se

m=n—d+1. (4.8)

Exemplo 4.2.3. Seja C o cddigo sobre GF(2) cuja matriz de verificagdo é

(4.9)

o O = O =
)
= o O = = O
= = O O O

Como vimos no exemplo 3.2.2 C possui distdncia minima d = 3, comprimento de
bloco n =6 e dimensao m = 4. Logo,n —d+1=6—3+1=4=m. Portanto, C
e MDS.

Teorema 4.2 (MDS). Cddigos de Reed-Solomon sao MDS. Isto é, um cddigo
de Reed-Solomon de comprimento ¢ — 1 gerado por g(x) = Hfiatll(x —a') € um

l[q — 1,q — 6]-cddigo com distancia minima igual a 6 para qualquer 2 <6 < q— 1.

Prova. Como o grau de g(x) é § — 1, a dimensao do codigo é k = q—1— (§ —
1) = ¢ — 4. Pelo Teorema 4.1 d(C') > 4. Por outro lado, pela cota de Singleton,
dC)<(g—-1)+1—-k=0.

Codigos de Reed-Solomon sao M DS e consequentemente tém para-
metros muito bons. Entretanto, codigos RS sao nao binarios, enquanto aplicagoes
préaticas exigem codigos binarios. Na préatica, técnicas de concatenagao sao utilizadas

para se produzir codigos binarios a partir de cddigos RS sobre extensoes de GF(2).
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O resultado que permite isto é o chamado Teorema dos Cédigos Concatenados

apresentado abaixo e cuja demonstragao pode ser encontrada em [14].

Teorema 4.3 (Codigos Concatenados). Seja A um [N, K, D]-cddigo sobre GF(q™).
Entao, existe um [nN, mK,d']|-cédigo C sobre GF(q) com d' = d(C) > dD, contanto
que exista um [n,m,d]-cddigo B sobre GF(q). Além disso, um [nN, mK,dD]-cddigo
sobre GF(q) pode ser obtido.

Seja C'um codigo [n, k]-RS sobre GF'(2™), onde n = 2™ —1. Aplicando

o teorema 4.3, concatenamos C' com o codigo trivial GF(2™).

Seja o, . .., q, uma GF(2)-base de GF(2™) e considere a transforma-

cao ¢ : GF(2™) — GF(2)™

m
Zuiai (UL, ey Upy)-
i=1

Entao, pelo Teorema 4.3, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja C' um cidigo [n, k|-RS sobre GF(2™), onde n = 2™ — 1. Entdo

¢"(C) ={(¢(c0), - -, plen-1))l(co, .., cn1) € C}
é um [mn, mk|-cddigo bindrio com disténcia minima de pelo menos n — k + 1.

4.2.2 RS e Rajadas de Erros

Em um primeiro momento havia a preocupacao de obter-se codigos
capazes de corrigir erros aleatorios, no entanto, alguns sistemas de armazenamento
e certos canais de comunicacao sao afetados por erros em pequenos intervalos ao

invés de erros aleatorios. Estes erros sao chamados de rajadas de erros.
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Definicao 4.2.5. Uma rajada de comprimento | > 1 € um wvetor bindrio cujas
componentes nao nulas estao confinadas a l posi¢oes consecutivas. Sendo a primeira

e a ultima diferentes de zero.

Para entender a capacidade de correcao de erros em rajada pense em
um codigo RS(255, 247) com m = 8. Neste codigo os simbolos estao agrupados em
blocos de 8 bits cada e podem ser corrigidos até 4 simbolos, mas como o c6digo nao
é binario, os cddigos RS acabam tendo vantagem sobre outros cdédigos para corrigir

este tipo de erro, pois o simbolo todo de 8 bits é corrigido.

Teorema 4.5. Um cddigo linear corrige todas as rajadas de comprimento s ou
menos se e somente se todas as rajadas de erros de comprimento s ou menor estao

em classes laterais distintas.

Prova. Se todas as rajadas de comprimento s ou menores estao em classes laterais
distintas, cada rajada é determinada por sua sindrome. Erro pode entao ser corrigido
por meio de sindromes. Por outro lado, se duas rajadas r; e ro de comprimento menor
ou igual a s estao na mesma classe lateral, a diferenca ¢ = r; — ro ¢ uma palavra

codigo. Assim, se ry é recebida, r; pode ser decodificada para ambos c e 0.

Teorema 4.6. Seja C C GF(q)" um cddigo com distancia minima d. Um elemento

x € GF(q)" € o unico lider da classe lateral z + C se w(z) < |41

Teorema 4.7. Seja C um [2™ — 1,k]-RS cddigo sobre GF(2™). Entao, o cddigo
¢*(C) pode corrigir |(n — k)/2] — m + 1 rajadas de erros, onde n = 2™ —1 € o

comprimento do codigo.

Prova. Seja s = m|(n — k)/2] — m + 1. Pelo Teorema 4.5 basta mostrarmos
que todas as rajadas de erros de comprimento s ou menor estao em classes laterais

distintas.
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Sejam e1, eo € GF(2)™" duas rajadas de erros de comprimento s ou
menos que estao na mesma classe lateral de ¢*(C'). Seja, ainda, ¢; tal que ¢*(¢;) = ¢;

para ¢ = 1,2. Entao, como C' é M DS, para i = 1,2,

Assim, ¢1, ¢y estdo na mesma classe lateral. Por (4.6), ¢; = ¢, 0 que significa que

€1 = ey pois ¢* ¢ injetora.

Exemplo 4.2.4. Para um cdédigo C [7,5]-RS com d(C) = 3, o cddigo ¢*(C) é um

[21,9]-cddigo bindrio que pode corrigir até

5:3[¥J—3+1:4

rajadas de erros.
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5 DECODIFICANDO CODIGOS DE
REED-SOLOMON

A teoria de codigos como é conhecida, com diversos codigos e métodos
otimizados de codificacao e de decodificacao, teve um inicio bem antagonico. Poucos
codigos eram conhecidos e as relagoes entre estes ainda nao haviam sido exploradas,
os métodos conhecidos fugiam da praticidade e estavam longe de alguma melhora.

No caso dos codigos RS nao foi diferente.

Reed e Solomon propuseram, ao descreverem o c6digo, um algoritmo
de decodificagao impraticavel e as técnicas de decodificagao conhecidas eram pouco
uteis. Por exemplo, alguns codigos podiam ser decodificados por meio de tabelas
com padroes de erro. Neste método, a sindrome para a palavra recebida é calculada e
o padrao de erro com um peso minimo correspondente é procurado na tabela. Este
padrao de erro é subtraido da palavra recebida, produzindo uma palavra codigo.
Usar esta técnica para um codigo (63,53) — RS com capacidade para corrigir até 5

erros, exige a construcao de uma tabela com aproximadamente 10%° sindromes.

A busca por um algoritmo de decodificacao tutil para os codigos RS
foi intensa. Peterson [24], Chien [4], Forney [8], Gorestein e Zierler [11] foram os
principais pesquisadores do assunto no inicio dos anos 60 e seus esforcos foram
muito produtivos. No entanto, ainda nao se conseguia utilizar codigos RS capazes
de corrigir mais do que sete erros de maneira eficiente. Muitos afirmavam que estes
codigos eram apenas uma curiosidade matematica e nunca teriam um uso pratico,

mas estas pessoas estavam erradas [1].

Em 1967 Berlekamp apresentou o seu algoritmo de decodificagdo para
os codigos RS que permitiu que dezenas de erros fossem corrigidos de uma vez. Um

ano depois, Massey chegou em um algoritmo equivalente ao de Berlekamp. Este
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método de decodificagao ficou conhecido como o algoritmo de Berlekamp-Massey e

se tornou um protoétipo para a decodificagao de varios outros codigos lineares.

Este capitulo é voltado a apresentar o algoritmo publicado por Shiozaki
[29] em 1988 e reinventado, independentemente, por Gao [9] 15 anos depois. Pri-
meiramente descrevemos o método de decodificacao por sindromes, exibindo como
este foi modificado no algoritmo de Berlekamp-Massey. Por fim, apresentamos o

algoritmo de Shiozaki-Gao.

5.1 Decodificacao por Sindromes

Existem diversas abordagens para se resolver o problema de decodifica-
cao de uma dada palavra codigo, aqui apresentamos a técnica mais adotada quando

se fala em codigos de Reed-Solomon, a decodificacao baseada em sindromes.

Sendo ¢(z) = ¢y + 1T + -+ + ¢,_12"! 0 polindémio codigo e e(z) =

n—1

eo +e1x + -+ ep1t o polinémio erro, a palavra recebida r na entrada do

decodificador é dada pelo polinomio r(z) = c(z) +e(z) =rog+rx+ -+ 1, 12" L
Calculando o valor deste polindomio nas raizes do polindmio gerador g(x) obtemos

as sindromes

S; = clad) +e(a)
— ()
n—1
= ) ea =122 (5.1)
i=0
onde t é a capacidade de correcao de erros do codigo.

Apos o calculo das sindromes, as componentes do padrao de erro podem
ser determinadas. Seja i a quantidade de erros, 0 < pu < ¢, que ocorrem nos locais

i1,12,...,%,. Entao o polinomio erro pode ser escrito como
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e(r) = e a™ +e,a 4 -+ 4 e a.

Avaliando o polinémio recebido em cada uma das raizes do polindmio gerador, as

quais sao a, o2, ..., a?, temos o seguinte sistema de 2t equacoes

S; =Y1X{ + Yo X5 + - + Y, XJ (5.2)
para j = 1,2,...,2t e onde Y] = ¢;, sdo os valores de erro e X; = o sdo os nameros
localizadores de erro, para | = 1,2,..., u. Este conjunto de equagoes possui no

minimo uma solucao por causa da maneira como as sindromes sao definidas. Pode-

se mostrar que a solu¢ao é tnica para 0 < p <t [3].
Podemos, inicialmente, resumir o processo de decodificacao em dois
passos:
1. Calculo das sindromes utilizando a equacao 5.1.
2. Resolver o sistema de 2t equacoes nao-lineares em 5.2 para encontrar

os localizadores de erro e os valores de erro.

Uma abordagem que evite resolver o sistema nao-linear, que é dificil de resolver
exceto para valores pequenos de ¢, exige a inclusao de passos intermediarios neste

processo. Com esta finalidade, o polinémio localizador de erro A(z) é introduzido

Az)=1+MNz+---+ A" (5.3)

Uma maneira tradicional de se definir este polindémio é fazer com que suas raizes

sejam os inversos dos nimeros localizadores de erro, isto é
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Az) =[]0 - 2X), X, =a" (5.4)

=1

os nimeros localizadores de erro X; indicam os erros nos locais 4; paral = 1,2,..., u.

Multiplicando a equagao 5.3 por YlejJ““ e usando xr = Xl_l7 chegamos em

V(X M X e ALX]) =0 (5.5)

esta equagao é valida para cada [ e j [3]. A soma destas equagoes fornece

m

H M
SV A CXTT T ALY X)) =0 (5.6)
=1 =1

=1

Combinando as equacgoes 5.6 e 5.2 obtemos

AlSij_l + AQSj_hu_Q + -+ Aqu = _Sj+,u7 j = 1, 2, ey U (57)
0 que pode ser escrito como

Sl SQ S“ AM —Pu+1

Sy S3 ... S A, —

.2 ‘3 ,U«.+1 M 1 _ .,u+2 ‘ (58)
| Sy Sunt o Swr || M| | S |

Exemplo 5.1.1. Seja F(z) = a + o®z + a’z* a mensagem que vamos codificar
com um cddigo RS(7,3) capaz de corrigir 2 erros com simbolos em GF(2%) obtidos

através do polindémio irredutivel 1+ x + 2. O polinémio gerador é

g(z) = ® + ar + 2 + o2 + 2. (5.9)
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Sendo h(x) = 2*(a + a3z + o®2?) mod g(z) a palavra cédigo é dada por

c(r) = z*(a+a’z+a’2?) + h(z) (5.10)

= 1+a®z+a's? + a%® +a'a? + a’2® + a’ab. (5.11)

Bem, supondo que tenham ocorrido dois erros na transmissao da palavra

cddigo c(x) chegando ao decodificador o polindémio

r(z) =1+ o’z + o*2® + 2% + ola* + o2° + o2 (5.12)

Para este exemplo devemos encontrar 4 sindromes. Como as raizes do
polindémio gerador g(x) também sao raizes da palavra cidigo c(x), o erro introduzido
alterou as raizes da palavra recebida r(x). Assim, podemos utilizar r(x) e as raizes

de g(x) para obter as sindromes.

S = r(a)
= 1+ ’a+a*a®+a® + aa* + a’a® + o®a

= o (5.13)

S, = r(a?)
= 1+a%® +a'a’ +a® + aa® + a’a' + a’a’?

= 0 (5.14)
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Ss = r(a®)
= 1+a%® +a'a® +a’ + aa'? + a’a’® + a’a'®

= o (5.15)

Sy = r(a*)

2 20

= 1+ +a*a® + a2+ aa'® + a?0® + aa*

= o (5.16)

Neste caso, em que 2 erros ocorreram, a equag¢ao matricial (5.8) torna-

Se

St S || A | |8 -—

SQ Sg A1 S4

Substituindo as sindromes calculadas nesta equacao podemos resolvé-la invertendo a

matriz

(5.18)

como esta matriz € diagonal, para encontrarmos a sua inversa basta invertermos os

seus elementos

_ - . (5.19)
0
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Assim, podemos determinar os coeficientes do polindmio localizador de erro

Ay a® 0 o’
Ay 0 ot ad
a
= (5.20)
o2
utilizando a equagao (5.3) podemos montar o polinémio localizador de erro
A(z) =14 o’z + az’. (5.21)

as raizes de A(x) podem ser obtidas calculando os valores deste polinémio nos pontos

diferentes de zero do corpo.

A1) = o
Ala) = 1
Al@®) = 0
A®) = o
Ale®) = 0
A®) = o
A = o

desta forma vemos que A(x) possui duas raizes, &* e o, e com estas podemos deter-

2 _ of et

minar os locais de erro: o~ = 3. As posicoes de erro sio as poténcias
3 e 5. Logo, o polinémio erro é da forma e(x) = e3x® + es2® e calculando este nos
pontos o e o? podemos utilizar as sindromes obtidas, Sy e S, para determinar o0s

valores do erro por meto da solucao de
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ad ol es a?
= , (5.22)
a® ol es 0
obtida pela inversao da matriz 2 por 2 acima. Resultando em
- -1
es a® ad o?
es b oo
1 a? o?
% 0
o?
= . (5.23)
ob

Finalmente obtemos o polinémio erro e(x) = o*x3 + a°z°. Em posse do erro, basta
corrigir o palavra recebida r(x) obtendo-se a palavra cidigo c(x) = r(x) + e(x) =

1+ o’z + o*a? + o%23 + ala? + od2® + a2,

Uma maneira de resolver o sistema (5.7) seria encontrando a inversa da
matriz em (5.8). Entretanto, o valor do nimero de erros p nao é conhecido ainda.
Este pode ser encontrado da seguinte maneira. Suponha que p = ¢, onde t é a
capacidade de correcao do codigo, e calcule o determinante da matriz na equacao
(5.8). Se o valor for nulo, reduza um do valor de tentativa para p e repita o teste.
Continue este processo até um determinante nao nulo ser obtido. A verdadeira
quantidade de erros pode ser obtida a partir do tamanho da matriz. Assim, podemos
calcular os coeficientes de A(x) usando o valor de p na equagao (5.8). Entretanto,
este método é muito ineficiente, principalmente para c6digos com alta capacidade de
correcao de erros. O algoritmo de Berlekamp-Massey utiliza uma alternativa para
resolver este problema. Esta foi feita para encontrar o polinémio minimo de uma
sequéncia de recorréncia linear e pode ser resumido na aplicacao do seguinte

conjunto de equagoes recursivas
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i—1
Vi = > AYYS (5.24)
j=0

para i = 1,2,...,2t. As condigoes iniciais sdo AEO)<SE) =1,BO(2) =1,Ly =0, e
§ = 1se ambos V; # 0 e 2L;,_; < i — 1, de outra forma 6 = 0. Entdao A®)(z) é o

polinémio de menor grau com a propriedade que A(()Qt) =1le

Si - A(-2t)Si,j == O,Z - L2t+1, ey 2t (526)

J
j=1

O algoritmo de Berlekamp-Massey deu origem aos chamados métodos
de decodificacao baseados em sindromes. Para estes métodos, de maneira
geral, podemos reescrever o processo de decodificacao apresentado no inicio desta

secao da seguinte maneira:

1. Calculo das sindromes.

2. Determinagao de um polindmio localizador de erro. Isto pode ser feito
de diferentes maneiras, alguns destes métodos incluem o Algoritmo
de Peterson-Gorenstein-Zierler, o Algoritmo de Berlekamp-

Massey e o Algoritmo de Euclides.

3. Busca pelas raizes do polindmio localizador de erro. Costuma-se usar

uma busca exaustiva sobre os elementos do corpo, a Busca Chinesa.

4. Determinacao dos valores do erro, isto normalmente é feito por meio do

chamado Algoritmo de Forney.

Estas técnicas sdo explorados e exemplificados por Moon [22].



65

5.2 O Algoritmo de Shiozaki-Gao para o Caso Nao

Sistematico

O método de Shiozaki-Gao, apresentado a seguir, diferencia-se da abor-
dagem de Berlekamp-Massey no sentido que calcula os simbolos mensagem direta-
mente sem explicitamente encontrar os locais e as magnitudes de erro. Esta secao

foi baseada em [9], [29].

Estamos considerando um cédigo RS nao ciclico sobre um corpo exten-

sao GF(2™), m € Z. Representamos a palavra mensagem pelo polindmio

F(Jﬁ) = fo + f1$ + -t fkfl.’ll'k_l. (527)

A palavra codigo ¢ é dada por

c(x) = F(0) + F(1)x + F(a)z* + - - + F(a" %)2"? (5.28)
onde o € GF(2™) é um elemento primitivo.

A palavra recebida I’ pode ser obtida a partir de ¢ por meio de

G(z)
r—p

Fa)= Y F) (529)

BEGF(2m)

pois G(z)r — f = 1 quando z = f para cada 8 € GF(2™), sendo G(z) =
HBeGF(Qm)(x - B).

A palavra recebida r é dada por r = ¢ + e, onde e é a palavra erro.
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o(z) = H (x — ) polindémio localizador de erro
BeB

w(r) = Z es H (x — ) polindomio avaliador de erro (5.30)
BeEB  yEB#£RB

onde B é o conjunto das posi¢oes em que o vetor e possui coordenadas nao nulas.

Seja R(z) o polindomio determinado pela interpolagdo, de maneira ana-

loga & 5.29, dos coeficientes de r(z),

R@) = D4 3 2 (5.31)
1<i<n—2)

Usando 5.28 - 5.31 podemos escrever R(x) como

R(z) = F(z) + “’(i)(f;“") (5.32)
de onde
o(x)R(x) = o(z)F(x) + w(z)G(x) (5.33)
o(z)R(z) = o(z)F(x) mod G(x). (5.34)
Seja

sp(x)a(x) + t,(z)b(z) = rp(x) (5.35)
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a equacao obtida no n-ésimo passo do algoritmo de Fuclides para a obtencao do

mdc(a(z),b(x)). Entdo, temos os seguinte

Lema 5.2.1. Se v > grau[mdc(a(z), b(z))], p+v = graufa(z)] — 1, entdo existe um

unico indice j no algoritmo tal que
grauft;(z)] < p e graufr;(z)] < v. (5.36)

Teorema 5.1. Se t(x) e r(x) sdo ndo nulos e

t(x)b(x) =r(z) mod a(x) (5.37)

grault(z)] + grau[r(z)] < graufa(z)], (5.38)
entdo t(x) = Nx)t;(x), r(z) = Mz)r;(z) com j como no lema.
Se F(z) = 0 entao w(r) <t e assumimos que c¢(z) = 0. Caso contrario,
temos
graumde(G(z), R(z))]=n—w(r) <n—t—1=k+t— 1. (5.39)
Aplicando o lema com a(z) = G(x), b(z) = R(z), v =k+t—1, u =t e aplicando o

teorema com t(z) = o(x) e r(z) = o(x)F(x), a condigao sobre os graus é satisfeita.

Assim, determinamos o polinémio

Flz) = =T (z) (5.40)

onde j ¢ o primeiro indice para o qual graulrj(z)] < k +t. Caso graulrj(x)] —
graultj(x)] > k ou, ainda, se t;(z) ndo dividir r;(z), entdo mais do que t erros

ocorreram e a impossibilidade de decodificagao é detectada.
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Exemplo 5.2.1. Vamos agora dar continuidade ao exemplo 4.1.1. Lembrando que
0 cddigo RS ¢é considerado sobre GF(23) usando o irredutivel p(z) = x*+z+1, com
n =38, k=4 e a palavra mensagem é dada por F = (a,a?, o o) onde o ¢ uma

raiz de p(z). O polinémio da palavra cidigo c é

c(z) = a+ o’z + 2%+ o2 + o'zt + a2’ + ata® 4 2T (5.41)

8

Considere ainda que t = 2, G(x) = 2° — x e que o polindémio da palavra

recebida r € dado por

r(z) = a+ o’z + a®z? + 2 + o'z + a2’ + P2 + 2T (5.42)
Entao
8 _ 8 _ 8 _ 8 _
Rz) = a2 4Pt 24 0f2 24 402 T2
x—1 r— o r—ab

= x7 + 046206 + oza:5 + a4x4 + 042303 + a6x2 + azx + «

Do algoritmo de Fuclides para o cilculo do M DC(R(x),G(x))

t(z) = o®+a+1,

ro(z) = o’ + Pzt + ar® + o’ + o'z +a. (5.43)

Note que grau|re(z)] < k+1t = 6.

Assim, pela equacao 5.40 o polinémio da palavra F ¢ dado por,
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F(z) = == =a'2® + o®2* + o’z + «. (5.44)

A operacao predominante no algoritmo acima é o passo do algoritmo
de Euclides, que usa O(n?) operagoes para o calculo do MDC. Além de reinventar o
algoritmo de decodificagao apresentado acima, (Gao apresentou também uma versao
melhorada deste. Neste algoritmo melhorado Gao diminuiu o esfor¢co computacional
do passo do M DC usando o principio de funcionamento do entao chamado "Algo-
ritmo Euclideano Réapido". No segundo passo do algoritmo de Euclides, Gao utiliza

apenas os coeficientes dos termos de maior grau do divisor e do dividendo [9],[18].

Gao indicou como aprimorar mais o algoritmo. Utilizar FFT para efe-
tuar os passos de MDC, avaliacao, interpolacao, divisao e multiplicacao polinomiais.

Sendo necessario que o corpo utilizado tenha uma n-ésima raiz primitiva da unidade.

Chen e Yan 23| analisaram o algoritmo aqui apresentado e conclui-
ram que este possui um desempenho pior do que os algoritmos de decodificacao
tradicionais de Reed-Solomon para quase todos os casos praticos. Recentemente,
Matter afirmou que fez a mesma analise e chegou aos mesmos resultados. Usando
um resultado semelhante a regra de L’Hopital de cursos de célculo ele apresentou
uma maneira de contornar este problema de performance fazendo um novo algo-
ritmo melhorado tao eficiente quanto os tais métodos tradicionais de decodificacao,

exigindo O(n(logn)?) operagoes.
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6 CONCLUSAO

Apresentamos um algoritmo de decodificacao de palavras c6digo de um
codigo RS codificadas de maneira nao sistematica. Este algoritmo, ao contréirio do
algoritmo de Berlekamp-Massey, nao exige que o cddigo seja ciclico. O algoritmo
apresentado diferencia-se, ainda, da solucao de Berlekamp-Massey por nao calcu-
lar explicitamente os locais e os valores de erro, calculando diretamente a palavra

mensagem.

Mostramos ainda um resumo dos tltimos acontecimentos sobre os es-
tudos e melhorias na performance do algoritmo apresentado aqui, concluindo que o
este algoritmo pode ser melhorado para ser tao eficiente quanto outros métodos de
decodificagao. Como Mateer [18] observou, estas comparacoes assintoticas sao de
pouca impotancia em aplicacoes praticas, pois elas nao exigem valores grandes de
n, e a decisao pelo uso de um algoritmo ou outro deve ser feita com muito cuidado,

comparando com outros algoritmos existentes em seu proprio computador.

Uma possivel continuagao a este trabalho, seria buscar melhorias de
performance partindo dos recentes resultados de Mateer [17] e [18|, procurando por
maneiras mais vantajosas de calcular F'F'T. Outra possibilidade seria tentar adaptar
este algoritmo para c6digos BCH e generalizar este para decodificacao de codigos

de geometria algébrica por meio de bases de Grobner, como indicado por [9)].
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Apéndice A O ALGORITMO DE EUCLIDES

Apresentamos aqui uma técnica que desempenha um papel essencial
nas discussoes desenvolvidas ao longo deste texto, o algoritmo de Euclides. Este,
com aproximadamente 2000 anos de seu invento, foi criado para encontrar o maximo
divisor comum de inteiros sem ter que separa-los em fatores primos. Além de sua
utilidade na construgao de corpos finitos ainda fornece um método para o proces-
samento de erros nos codigos de Reed-Solomon. Este capitulo é baseado em [25] e

[15] onde podem ser encontradas as demonstragoes omitidas aqui.

A.1 O Maximo Divisor Comum

A maneira como aprendemos na escola a calcular o maximo divisor
comum (mdc) de dois inteiros é por meio de uma compara¢do entre os conjuntos
de divisores destes ntimeros. Por exemplo, se quisermos calcular o mdc de 18 e 12

comecamos obtendo os seus divisores

Dis = {1,2,3,6,9,18},

Dy, = {1,2,3,4,6,12}

de onde podemos ver que os fatores comuns de 12 e 18 sao 1, 2, 3 ¢ 6, ¢ 0 maximo

divisor comum de 12 e 18 ¢ 6

mdc(18,12) = 6.
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Assim, dados a e b em Z aprendemos a formar dois conjuntos. O conjunto D,, dos
divisores de a, e 0 conjunto Dy, dos divisores de b, e a tomar o mdc(a, b) em funcao

dos elementos da interseccao entre estes dois conjuntos. Isto nos leva a seguinte

Definicao A.1.1 (Maximo divisor comum de dois inteiros). Sejam a e b em
Z,, com D, e Dy, 0s seus respectivos conjuntos de divisores. O mdzimo divisor comum

de a e b € dado por

mdc(a,b) = max D, ﬂ D,

A maneira como podemos definir 0 maximo divisor comum de dois
numeros inteiros nao ¢ tnica. Outra possivel definicao para o mdc é como sendo o
produto dos elementos da interseccao entre os conjuntos de fatores primos de cada
um dos nimero considerados. Isto é, dados a e b em Z se F, é o conjunto dos
fatores primos de a e F, é o conjunto dos fatores primos de b, podemos escrever
mdc(a,b) = [[;cp f, onde F' = F, () Fy. Note que costumamos assumir que o mdc
é positivo, isto serve para garantirmos unicidade sem termos qualquer preocupagao

com sinais.

Com a intencao de estender o conceito de mdc a um dominio D e deixar
claro o motivo do sinal nao influenciar na escolha do mdc é que definimos a seguinte

relacao de equivaléncia
Definicdo A.1.2 (Associados). Sejam a,b € D*, com D um dominio. Dizemos
que a e b sao associados se a = ub, onde u # 0 € invertivel em D.

Notacgao: a ~ b.

A seguinte proposicao nos diz que podemos trocar um elemento por
qualquer um de seus associados sem que hajam mudancas em suas relacoes de divi-

sibilidade.
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Proposicao A.1.1. Sejam a ~ b e ¢ ~ d. Se alc = b|d

De fato nao requer muito esforco vericarmos que ~ é uma relacao de
equivaléncia sobre D*. Claramente ~ é simétrica, pois se tivermos a = ub com u

!invertivel. Para percebermos que ~ é

invertivel, também temos b = ga com g = u~
reflexiva basta tomarmos v = 1. Esta relacao é também transitiva, pois se tivermos
trés elementos a,b e ¢ de D em que verifique-se a = ub e b = gc com u e g invertiveis,

claramente podemos escrever a = (ug)c.

Sendo ~ uma relacao de equivaléncia sobre D*, cada elemento d € D*
estd contido na classe formada pelos produtos de d com os elementos nao-nulos
invertiveis de D. Isto nos permite falar em unicidade para o mdc, assim quando
falarmos no mdc estaremos falando do representante da classe em que o mdc esta
contido. Para isto temos que determinar quais sao os representantes das classes de

associados no dominio em questao.

Exemplo A.1.1.

Em Z, como os invertiveis sio 1 e —1, dado d € Z, |d] = {—d,d}. Podemos tomar

como representante desta classe o elemento positivo d.

Exemplo A.1.2.

Em Flz], como os invertiveis sao as constantes nao-nulas, dado d(x) € F|x],
[d(x)] = {fd(z)|f € F*}. Podemos tomar como representante o unico associado
monico (Se d(x) = d,z"™ + termos de grau menor (d,, # 0), o dnico associado mao-

nico é dtd(z)).

De maneira mais geral, um maximo divisor comum d de a e b em um
dominio D é caracterizado por duas propriedades. A primeira diz que d é um fator
comum de a e b, a segunda diz que qualquer outro fator comum de a e b é também

um fator de d:
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MDCI1. dla e d|b

MDC2. cla e c|b= c|d

A.1.1 Obtendo o mdc

A maneira de se obter o mdc de dois inteiros, apresentada na secao
anterior, pode ser muito trabalhosa. Se os nimeros forem grandes os conjuntos de
divisores também serdao grandes. Com a intencao de simplificar este problema o
algoritmo de Euclides é construido, a idéia chave deste é recair sobre um problema
equivalente ao original, mas menos trabalhoso. Para chegarmos a este problema

equivalente enunciamos as seguintes propriedade do mdc

Proposicao A.1.2. Em um dominio FEuclideano D

(1) mdc(a,0) = a,
(2) mdc(a,b) = mde(b,a mod b), para b # 0.

Exemplo A.1.3. Usando as propriedades acima obtemos

mde(18,12) = mde(12,6)
= mdc(6,0)

= 6.

Isto nos diz que 6 é um mdc de 18 e 12, sabemos que [6] = {—6,6} e escolhendo 6

como o representante desta classe dizemos que o mdc de 18 e 12 € 6.

A cada vez que simplificamos o problema da obtencao do mdc estamos
executando uma divisao e voltando as nossas atencoes para o resto gerado apartir
desta divisao. Podemos representar este processo de obtencao do mdc por uma

tabela com duas colunas, uma para o quociente e a outra para o resto da divisao.
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Q R
18
1 12
2 6
0

A.1.2 Cofatores e a tabela de 4 colunas

Do método visto na secao anterior podemos observar que é possivel ex-
pressar o mdc de 18 e 12 como uma combinagao destes dois niimeros: 6 = 18—1x 12.
Este é o0 nosso objetivo nesta secao. Colocar o mdc de dois elementos a,b € D na
forma mdc(a,b) = ua + vb. Os coeficientes u e v sdo chamados de cofatores e o
que vamos fazer é acrescentar duas colunas na nossa tabela para que em cada linha
tenhamos uma expressao como esta. Comecamos agora a descrever o algoritmo de
Euclides. A nossa tabela passa a ser formada por quatro colunas: a do quociente,
@, a do resto, R, e as duas acrescentadas para os cofatores, U e V. Vamos comecar

a contar as linhas partindo a contagem de —1.

Passo 1:

Iniciamos a linha —1 assim, supondo grau(a) > grau(b)

ro=a,u1=1v_1=0

e a linha 0 iniciamos assim

T0:b7U0:0,1}0:1.
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Para obtermos a linha 1 dividimos a por b, a = ¢; X b+ ry. Tomamos u; = 1 e

V1 = —q1-

Passo 2:
Na obtenc¢ao das outras linhas dividimos rp_; por 7y, isto nos fornece ry 1 = rp_1

mod 7 (z) e qri1 = rr_1div ri(z).

Passo 3:

As entradas das colunas U e V sao, respectivamente,

Uk+1 = Ug—1 — Gk+1Uk,

Vk+1 = Vg—1 — Qk+1Vk-

Passo 4:
Se chegarmos em 15,1 # 0, continuamos do passo 2. Se rp.; = 0 devemos parar,

neste ponto ja temos

T = UpQ + Ukb

este é o mdc de a e b.

A validade deste algoritmo recai em garantirmos trés fatos. O primeiro
¢ que o algoritmo termina em nimero finito de passos, o segundo é que realmente
chegamos ao mdc de a e b no tltimo elemento nao-nulo da coluna R e o terceiro é
que a expressao r, = uia + vipb vale para cada linha k da tabela. Resumimos estes

fatos no seguinte

Teorema A.1. Sejam a e b em um dominio D. Suponha que o algoritmo de Fuclides

for executado para a e b. Denotando as colunas da tabela por QQ, R,U eV com
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entradas em cada linha k dadas, respectivamente, por qg, T, ur € vg. FEntao valem

as sequintes afirmagoes.

(a) O algoritmo termina apds um nidmero finito de passos.
(b) O mdc de a e b é o dltimo elemento nao-nulo da coluna R.

(c) Para cada k temos ry = upa + vib.

Vamos aplicar o algoritmo em um exemplo simples, para que possamos entender

melhor o seu funcionamento.

Exemplo A.1.4. Para calcular o mde de 12 e 104 comegcamos executando o passo
1 de iniciacao da tabela. No passo 2 devemos dividir 12 por 8 e assim obtemos
g2 =1 e o resto ro = 4. Sequindo para o passo 3 calculamos us =0—qa x1=—1¢
ve = 1—q2(—8) = 9. Voltando para o passo 2 dividimos 8 por 4 e obtemos rs = 0, por

isso sabemos que mdc(104,12) = 4 e pode ser expresso como 4 = —1 x 104+ 9 x 12.

Limha | QQ R U 'V
-1 - 104 1 0
0 - 12 0 1
1 s§ & 1 -8
2 1 4 -1 9
3 2 0 3 -20

Exemplo A.1.5. Vamos utilizar o algoritmo de Fuclides para obter o mdc entre
f(z) = 2*+23+1 e g(x) = 2°+1. Inserimos uma linha extra na tabela representando

a divisao polinomial de f(x) por g(x). Pela tabela vemos que mde(f(x),g(z)) = 1.
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Linha | Q) R U V
-1 A AR 1 0
0 - 3+ 1 0 1
- r P4 ar+1 1 x
1 1 T 1 r+1
2 | 22 1 2 i+l
3 x 0 4+1 s+ +1

Esta tabela pode ser montada de outra maneira representando os elementos de
GF(16) na forma bindria. Por ezemplo o polinémio x3 + 1 representa o simbolo
9 = 1001 em sua forma bindria. Nas linhas abaizo remontamos a mesma tabela
representando x* + x® + 1 por 11001 e 2® + 1 por 1001. Desta forma poodemos ter

uma tdéia mais clara dos passos intemedidrios de divisao polinomial

Linha Q R U %
-1 - 11001 00001 00000
0 - 01001 00000 00001
0,1: - 10 01011 00001 00010
0,2: 1 01 00010 00001 00011
2 100 00001 00100 01101
3 10 00000 01001 11001

A linha intermedidria de divisao polinomial foi incluida. Para mostrar como esta

linha antes da linha 1 € calculada considere a tabela para divisao de 11001 por 01001

001) 11 0 0 1 (11
10 0 1
(1) 10 1 1
10 0 1
2) 10
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As linhas que aparecem na tabela estao marcadas (1) e (2). Estes sao obtidos mu-
dando 1001 para coincidir com o coeficiente de mais alto grau nao nulo restante e

subtraindo. Na tabela a coluna @ representa a mudanca e a regra é a sequinte:

Escolha g como uma poténcia de x de forma que q X ro coincida com o
termo de maior grau de r_y (para um corpo geral tomamos q¢ = azx™ de modo que

0s maiores termos coincidam,).

Agora calcule a prorima linha, como se este fosse o q correto, dando & linha o

numero 0,1. As entradas desta linha sao:
doa1 = ¢, To,1 = T—1 — (To, Up,1 = U—1 — qUp, Vg1 = V-1 — Q.

A linha resultante continua tendo grau maior que o grau de roq. entdao repita o
processo escolhendo q tal que g X oy coincide com o termo de mator grau de ro 1. Isto

produz ro2, 0 que fornece uma nova linha intermedidria com entradas

qo,2 = 4, To,2 = To,1 — 4T, Up,2 = Up,1 — qUp, Vo,2 = Vo,1 — qUp-

Continue da mesma forma até o grau da entrada da coluna R ficar abaizo do grau
de ro. Rotule a ultima linha como linha 1. A entrada da coluna @) nao representa o
verdadeiro quociente g, para obter este € necessdrio somar os valores obtidos nestas

linhas intermedidris. Agora continue para o prézimo passo do algoritmo de Fuclides.
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Tabela A.1: GF(16) baseado em z* + 2% + 1

Log - 0 1 12 2 9 18 7 38 4 10 5 14 11 8 6

o 1 2 8 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
0 o o o o0 o o0 o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 11 2 8 4 65 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 2 3| 4 6 8 10 12 14 9 11 13 15 1 8 &5 7
3 3 2 1| 5 12 15 10 9 1 2 7 4 13 14 11 &8
4 4 5 6 T 9 15 11 15 &8 7T 2 6 10 14
5 5 4 7T 6 1 T2 8 6 9 12 14 11 4 1
6 6 7 4 5 2 13 11 2 4 14 8 3 5 15 9
7 7 6 5 4 3 0 4 8 15 8 1 6
8 § 9 10 11 12 5 6 14 4 12 13 5
9 9 8 11 10 13 1 2 5 & 1 3 10
10 100 11 8 9 14 15 12 13 2 3|11 1 5 2
11 11 10 9 &8 15 14 13 12 3 2 0 9 13
12 12 18 14 15 & 9 10 11 4 5 71 0 11
13 13 12 15 14 9 8 11 10 &5 4 6 1 4
1 1y o15 12 13 10 11 8 9 6 7 5 2 12
15 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 4 8 3




