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Resumo

Neste trabalho é estudada a convexidade dos conjuntos de nivel das
solucoes de dois problemas envolvendo equagoes elipticas.

O primeiro desses problemas se refere a uma equagao da forma Au = ~y(u)
em um anel convexo, com condigoes de fronteira u = 0 na fronteira externa e
u = 1 na fronteira interna. Para provar a existéncia de solugao do problema
utiliza-se o método variacional. O problema de mostrar a convexidade dos
conjuntos de nivel é transformado em um problema de maximizar uma certa
funcao.

O segundo problema considerado é o de mostrar que é log-concava a
primeira autofuncao do laplaciano, que tenha como peso uma funcao concava.



Abstract

In this work we study the convexity of the level sets of the solutions of
two problems involving elliptic equations.

The first problem involves an equation of the form Awu = ~(u) on a convex
ring, with boundary conditions v = 0 on the outer boundary and v = 1 on
the inner boundary. The existence of a solution is proven by a variational
method. The problem of showing the convexity of level sets is reduced to the
problem of maximizing a suitable function.

The second problem considered is to show the log-concavity of the first
eigenfunction of the Laplacian, with a concave weight-function.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a convexidade dos conjuntos de nivel
de solucgoes de dois problemas envolvendo equacoes elipticas: O potencial
capacitario e a primeira autofuncao do laplaciano.

A convexidade dos conjuntos de nivel de solugoes de problemas elipticos
tem sido objeto de pesquisa de varios autores desde 1950. Para a primeira
autofunc¢ao do laplaciano num conjunto convexo, a convexidade dos conjuntos
de nivel da solucao foi estabelecida por Brascamp e Lieb [2] em 1976. Para o
potencial Capacitéario, a convexidade dos conjuntos de nivel num anel convexo
foi estabelecida por Gabriel [9], [10], [11] e Lewis [12] em 1955-57 ¢ em 1977,
respectivamente.

A referéncia principal para este trabalho é o artigo Convexity Properties
of Solutions to Some Classical Variational Problems, de Luis A. Caffarelli e
Joel Spruck [1].

No capitulo 1, sao revisadas certas defini¢oes e resultados tteis para o
restante do trabalho.

No capitulo 2, estudamos a convexidade dos conjuntos de nivel do poten-
cial capacitario de um anel convexo. Na verdade estudamos um problema
bem mais geral, para uma equagao da forma Au = y(u). Comegamos estu-
dando a existéncia da solucao. Para isto é utilizado o método variacional,
seguindo um argumento freqiientemente utilizado no livro [13]. O problema
de mostrar a convexidade dos conjuntos de nivel é transformado em um
problema de maximizar uma certa funcao num determinado conjunto.

No capitulo 3, estabelecemos a convexidade dos conjuntos de nivel da
primeira autofuncao do laplaciano como conseqiiéncia do fato que o loga-
ritmo da primeira autofungao é uma funcao concava. Sao usadas as idéias de
Korevaar.



Capitulo 1

Preliminares

Nosso objetivo neste capi tulo é introduzir algumas defini¢oes, notacoes
e resultados que serao utilizados ao longo deste trabalho.

1.1 Definicoes e Notacoes

Sejam € C RY aberto limitado, k¥ e N inteiros tais que k > 0e N > 1,
O<a<lel <p<+o0.

Definigcao 1.1. Sejam a, b pontos distintos do RY.
ab - representa a reta que contém os pontos a e b;
ab - representa o segmento de reta que une os pontos a e b.

Definigao 1.2. m(2) representa a medida do conjunto 2.
Definicao 1.3. Q representa o fecho do conjunto 2.
Definicao 1.4. B,(z) é a bola aberta de centro x e raio r > 0.

Definigao 1.5. C*(2) é o espaco das fungoes k vezes diferencidveis, onde a
k-ésima derivada é continua.

Definigao 1.6. C>(Q2) é o espago das fungdes infinitamente diferencidveis.

Definigao 1.7. Cj°(Q2) é o espago das fungoes infinitamente diferencidveis
com suporte compacto em {2.

Definicao 1.8. CF(Q) é o espaco das funcdes f € C*(Q) tais que todas as
derivadas de ordem menor ou igual a k£ se estendem continuamente a 2.
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Definicao 1.9. Uma funcao u : 2 — R é dita Holder continua se existem
constantes K > 0 e 0 < 3 <1 tais que

u(z) —u(y)| < K|z —y|’
para quaisquer x,y € ).

Definicao 1.10. C**(Q) é o espaco das funcoes f € CF(Q) tais que todas as
derivadas de ordem menor ou igual a k£ sao uniformemente Holder continuas
com expoente «.

Definigdo 1.11. Definimos a norma em C**(Q) por

|D°f(x) — D°f(y)]
|z —y|~

I flloea = sup |D?f ()] + sup

TEQR THY
181<k |Bl=k

Y

onde # é um multi-indice e || indica a soma de todas as coordenadas de [3.

Definigao 1.12. L?(Q) é o espago vetorial de todas as fun¢oes mensuréveis

f:Q — R tais que
/\f|pdw<oo.
Q

Definigao 1.13. Definimos a norma em L?(Q2) por

Fllr = ( [ dx)p |

Definigao 1.14. Sejam f € L} (Q) e 8 um multi-indice. Entao uma fungao

loc

g € L,.(Q) é chamada de (-ésima derivada fraca de f se satisfaz

[ egde=(-0 [ jp%p dn, veechie).
Q Q

Definigao 1.15. W'?(Q) ¢ o Espago de Sobolev, que consiste de todas as
fungoes em LP(€2) tais que as derivadas parciais de primeira ordem no sentido
fraco também pertencem a LP(£2). Se p = 2 denotamos W?(Q2) por H'(Q).

Definigao 1.16. Definimos a norma em W'*({) por

lllwrr = ( [ d:c)” N ( [ dx)p |
Q Q



Definigao 1.17. W;*(Q) é o fecho de C°(Q) na norma de WH2(Q2). In-
tuitivamente, as funcgoes deste espaco se anulam na fronteira. Para p = 2

denotamos Wy?(€) por H3(Q).

Definicao 1.18. Consideremos o operador diferencial parcial

Za” Dzju+Zb )Diu + c(x)u

onde a;; = aj; e todos os coeficientes a;j(x), b;(z), c(x) sao fungdes men-
suraveis.
Dizemos que L é uniformemente eliptico se

IN>0tal que Y ay()6E > A€, Vo eQ, VEeRY.

1,J

Definicao 1.19. Dizemos que uma familia F de fungoes é uniformemente
equicontinua se dado € > 0

30 > 0 tal que Vao,y € QVf € F, se|r—y| <d, entao |f(x)— f(y)] <e.

Definigao 1.20. Seja E um espago compacto, C'(E; R) é o espago das fungoes
[ F — R continuas munido da norma

If]l = sup [f ()] -
el

Definigcao 1.21. Dizemos que F C C(E;R) é relativamente compacto se
qualquer seqiiéncia (f,) em F tem subseqiiéncia convergente.

1.2 Observacoes

Observacao 1.22. Seja f : X C R — R analitica, onde X é um intervalo
aberto.

Se f é constante em um intervalo I C X, entao f é constante em todo

X.



De fato, mostraremos que o conjunto em que f é constante é aberto e
fechado em X.

Suponhamos que f(z) =¢, Vo € I.

Seja
C={zeX|flx)=c e f™(z) =0, ¥n > 1}

= ﬂ{xGX | flx)=c e f™(z) =0} .

Como f~1(c)N (f(”))fl(O) ={zeX | f(x)=c e fM(z)=0}, temos

que C' é a interse¢ao de conjuntos fechados em X, ou seja, C' é fechado em X.

Por outro lado, dado zy € C, como f é analitica, 3r > 0 tal que se
|z — x| < r, entao

f(z) = Z F (o) (z — @0)" = f(wo) + Z FO (o) (@ — 20)" = flxo) = ¢,

n=1

o que mostra que C' é aberto e conclui a observacao.

Observagao 1.23. Seja f : Br(0) € RY — R de classe C2.

Para |r| < R, define-se o valor médio

M(r) = — f(rh)do(h),
W Jin=1
onde w é a érea da superficie esférica SN~! = {h € RY| |n| = 1}.

Notemos que M é uma funcao par de classe C2.

Temos

M (r) = é /| S° fun(rh)hs do(h)

hi=1 =1



/ Z Foiw; (rh)hihy do(h) .
|h|=1

i,0=1

Lema 1.24.

|h[=1 |h|=1

w
h? do(h) = = .
/|h|:1 n
Demonstracao:

De fato, pela simetria da regiao |h| = 1, as duas primeiras igualdades sao
verdadeiras.

Também por simetria, as integrais f hl=1 h? do(h) sao todas iguais.

Por outro lado temos

w:/|hlda(h):/|h| 1W do(h /h Zh2 do(h

|1@1

_ Zn;/h:l h? do(h) = n/h:1 hi do(h),

1=

ou seja,

W2 do(h) = 2 .
/W:l ()=~

Segue do lema acima que

"

M©) = f0), M(©)=0, M'(0)=Af(0).

Utilisando a féormula de Taylor temos que



M"(6
2(T)r2, com 0O0<fO<1.

Suponhamos que M (0) = LAf(0) =& > 0. Seja 0 > 0 suficientemente

pequeno para que M (|z]) > £ se |z| < 4.

M(r) = M(0) + M (0)r +

Entao
; M"(0 r’
M(r)—f(O):M(O)r—I—# O+§§ se |r] <6 .
Em particular, supondo que f(0) = 0 temos
SuprM(T)>£T‘2, se 0<r<d. (1.1)
B.(0) 4

1.3 Teoremas
Teorema 1.25. Suponhamos que u satisfaz a inequacao diferencial
(L+h)u] >0,

onde
n

L) = Z Y 0, 830181’] Z b

ij=1
h <0, L é uniformemente eliptico em D, dominio convexo, e 0s coeficientes
de L e h sao limitados.

Se u assume um mdzimo nao negativo M em um ponto no interior de D,
entao u= M.

Demonstragao: Ver [4], pag. 64.

Teorema 1.26. Suponhamos que u satisfaz a inequagao
L(u) >0

8



em um dominio D, onde L é o operador uniformemente eliptico do Teorema
1.25. Suponhamos que u < M em D e que u = M em um ponto P na
fronteira de D. Suponhamos que P pertence a fronteira de uma bola K,
contida em D. Se u é continua em D U P e existe a derivada direcional %
exterior em P, entao

Ou(P)
ov

>0,
a menos que u = M.

Demonstragao: Ver [4], pag. 65.

Teorema 1.27. Suponhamos que u satisfaz a inequagao

(L+h)[u] =0,

onde L é o operador do Teorema (1.26), e h < 0 em D. Suponhamos que
u< M em D, que u = M em um ponto P na fronteira de D e que M > 0.
Suponhamos que P pertence a fronteira de uma bola contida em D. Se u
¢ continua em D U P, qualquer derivada direcional exterior de uw em P €
positiva, a menos que u= M em D.

Demonstragao: Ver [4], pag. 67.

Teorema 1.28. Seja L estritamente eliptico, ) dominio limitado com fron-
teira C** e h < 0. Suponhamos que f e os coeficientes de L pertencem a

C%(Q). Seja p € C?2(0).
Entao o problema de Dirichlet

Lu)=fem Q, wu=¢pem 0
tem solugdo tinica, que pertence a C** ().

Demonstracao: Ver [5], pag. 107.

Teorema 1.29. Sejam Q C RY dominio com fronteira CH*, onde 0 < o < 1
e u € WH2(Q) solugdo fraca de



Lu=g em )
u=0 em OS2
onde g € L*(Q) e

:ZDi(a” )Dju) +Z x)Dju + d(z)u
0,

Entio u € C.%(Q) e existe uma constante C' que depende de N\, K e
0, onde A > 0 satisfaz

Za” (@)&:& = AElP, Ve eRY

e K = max{]|a"||co.o(q), [|¢'||Le(e)s [|d]|Le@) } tal que para qualquer compacto
Q C Q com dist(Q,00) < 9§, tem-se
[ullcra@) < ClllullLe@) + [l9llLe@) -

Demonstracao: Ver Corolario 8.36 em [5], pag. 212.

Teorema 1.30. Seja H um espaco de Hilbert e f, seqiiéncia limitada em H.

Entao 3 f,, subseqiéncia fracamente convergente em H.

Demonstracao: Ver [8], pag. 85.

Teorema 1.31. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY aberto
limitado tal que OQ é de Classe Ct. Entao, dada uma seqiéncia f, € WhHP

limitada, existe uma subseqiéncia f,, tal que f,, € convergente em qualquer
L4(Q), onde q < p* = n”Tpp.

Demonstracao: Ver [5], pag. 167.

Teorema 1.32. (Teorema de Mazur) Seja E um espago de Banach e
seja A C E um subconjunto convexo de E. Entdo A € fechado em relacdo a
topologia fraca se e somente se A € fechado em relacdo a topologia da norma.
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Demonstracao: Ver [7], pag. 422.

Corolario 1.33. Seja E um espaco de Banach e seja x, — x uma sequéncia
fracamente convergente em E. Entdo existe uma seqiéncia (y,) em E tal
que:

(1) Vn,y, € uma combinagdo conveza (finita) dos (z;).

(i7) y, — x em rela¢do a norma de E.

Demonstracao: Ver [7], pag. 422.

Teorema 1.34. Seja f uma funcio CH(Q) por partes em R com f € L=(R).
Entio se u € HY(2), nos temos que fou € H'(Q). Além disso

D;f(u) = f (u)Dju .

Demonstracao: Ver [5], pag. 153.

Teorema 1.35. (Teorema de Arzela-Ascoli) Seja E um espago com-
pacto. Um conjunto F C C(E,R) € relativamente compacto se, e somente
se, ele satisfaz as condicoes:

(i) F é equicontinuo;

(ii) para todo x € E, o conjunto

Fx)={f(z) | f € F}
¢ limitado.

Demonstracao: Ver [6], pag. 143.

Proposicao 1.36. Seja f,, uma sequéncia de funcoes tais que
fo—g em L?
fo—h em H!'.

Entao g = h.

11



Demonstragao:
De fato, como f,, — g em L? temos

<fm§0>L2 — <g,90>L2, Vo € L2

pois

[(fr, )12 = (g, )12 = [{(fu — 9, 0)12] < | fu = gll2llolle — 0.

Em particular

<fna‘;0>L2 — <g,§0>L2, Yo € H! C L2,

Além disso, como

fo—h, em H!

temos que

<fn>90>L2 — <h, 90>L2> Yo € H!

pois I(+) = (-, )12 é um elemento de (Hl)/, ja que € linear e
W)l = [{v, 2| = |/V%0 dz| < ||v[lrzlle]lrs

< ([IWllee + IV¥ll2) el = llvllallellee -

Segue da unicidade do limite fraco que g = h.

12



Capitulo 2

O POTENCIAL
CAPACITARIO

. / . . . ~7
Sejam €2, ) conjuntos abertos convexos limitados em R"™ com Q C €.
Neste capitulo estaremos interessados no potencial capacitario de €2 em
relacao a (2, isto é, a solucao u de

Au=0 em Q\Q
u=0 nadf
u=1 nadqQ.

Nesta secao mostraremos que as curvas de nivel de u sao convexas. De
fato, provaremos o seguinte resultado mais geral:

Teorema 2.1. Seja u uma solugdo de

Au=~(u) em Q\Q
u=>0 na oS} (2.1)
u=1 na 0

onde y(u) € uma fungdo continua e nao decrescente com (0) = 0.

Entdo os conjuntos de nivel de u sao hipersuperficies convexas de classe
ote,

Necessitamos o seguinte lema.

13



Lema 2.2. Seja u uma solu¢io de (2.1), onde v além de satisfazer as
hipoteses do Teorema 2.1, é derivavel. Entdao

0<u<lem Q\Q .

Além sisso, se 0€ Q' wale que

z-Vu(z) <0 em Q\Q.

Observemos que se, em lugar de supor que 0 € ', supusermos que ty € ',
a nossa conlusao serd que

(z —to) - Vu(z) <0 em Q\Q.

Demonstracao:
Seja u uma solugao de (2.1). Como 7(0) = 0, aplicando o Teorema do
Valor Médio temos

A(—u) = —LAu = —y(u) = —(y(u) — 7(0))

/

=~/ (0@)(w = 0)) (u = 0) =~ ((x)u)u,
onde 0 < f(z) < 1. Dai

(A - 7’(9(:@)@) (—u)=0.

, /
Como 7 é crescente, v > 0. Levando em conta que u = 0 em 0f2, esta-
mos em condicoes de aplicar o Teorema 1.25, que nos diz que —u nao pode
assumir um maximo nao negativo, ou seja, —u < 0, o que implica que u > 0.

Além disso, considerando v = u — 1 temos

’

Do = B =) = (u) = 5(0) = ' (0(x) (u — 0)) (u— 0)

14



ou seja,

(A - vl(Q(x)u)>v > 0.
Novamente, pelo Teorema 1.25, vemos que v nao pode ter um maximo
nao negativo, ou seja, u— 1 < 0, o que implica que u < 1 e conclui a primeira
parte do lema.

Para mostrarmos a segunda parte, calculemos A(z - Vu).

Temos que = - Vu =Y.' | z;2>-u. Entdo, para j = 1,2...n, vale

i=1

"\ /0x; Ou *u )_ ou “ 0%*u

= + @ + T .
i1 (8% 8IZ (‘3%6@ Gx] i1 8%8%

Usando isto, obtemos

%(x-Vu)zi(au Y ﬂ)

0*u - 8( 82u>

- axjax]- i1 8a:j xl&cj@xl

0*u i(@xz d%*u 0 0%u >

8_ZE? + i1 8[Ej 8@8@ + xiafbj (6%8%)

Pu & Pu
_ o2 v
8%2- + ; o 8%2-8%

15



Dai

0*u -
A(z - Vu) Z (x - Vu) Z < —i— Z T 8902;1:1)
_2Au+2xlax (ngu)—?y —|—le ‘ Au
0 - ou
u) + Zﬂfi%ﬂu) =2y(u) + in%’Y (u)
i=1 v i=1 ¢
- Zgj’axl

ou seja,

Az - Vu) = 2y(u) + 7 (u)(z - Vu) .

Como ~y é crescente, v(0) = 0 e pela parte anterior v > 0, temos que
v(u) > 0.

Logo
A - Vu) = 2y(u) + 7' (u)(z - Vu) > (u)(x - V),
ou seja,

(A - vl(u))(:r -Vu) >0

Como 0 € ', se z € 90, o vetor = aponta para dentro da regiao €2 \W
e, entdo u,(r) <0, poisu(z) =1leu<1lem Q\ Q. Sez € I, pelo mesmo
raciocinio u,(z) < 0, ou seja,

z-Vu(z) <0, quando ze€d(Q\Q).

Dai, se existir um ponto x € €\ Q' tal que z - Vu(z) > 0, entao a fungao
h(xz) = x - Vu(z) terd um méximo positivo em Q \ ',

16



Entretanto, como z - Vu(x) nao é constante, aplicando o Teorema 1.25
novamente, segue que = - Vu nao pode ter um maximo nao negativo, ou seja
x - Vu < 0. Assim, concluimos a demonstracao do lema.

Antes de demonstrar o Teorema 2.1, observemos que o problema (2.1)
sempre tem solucao fraca de classe Cllo’?.

Para mostrar que existe u que satisfaz

Au=~(u) emQ\Q
u=0 em 0f)
u=1 em 9Q

consideremos fungoes =, reais analiticas, crescentes com ~,(0) = 0 tais que
Yo, — v uniformemente em um compacto previamente escolhido. Estas
fungoes sao construidas no Apéndice A.

Observemos aqui que para mostrar a existéncia de solugao bastaria que
~ fosse continua, entretanto, como necessitamos aproximar 2 \ 2" por con-
juntos com fronteira suave e, para mostrar a convexidade sera necessario
aproximar 7y por fungoes analiticas, desde ja consideraremos as funcgoes 7,
reais analiticas, crescentes com 7, (0) = 0.

Seja (€2,) uma seqiiéncia decrescente de dominios convexos suaves tais
. / [N . s .
que (2, = Q, e seja (£,) uma seqiiéncia crescente de dominios convexos
. / ’
suaves tais que |JQ,, = Q0.
Mostremos primeiramente que o problema

Au=y,(u) em Q,\Q,
u=0 na0Q, (2.2)
u=1 nadQ,

tem solugao. Utilizaremos a técnica de pontos criticos.

Consideremos o conjunto

IC:{UGHI(Qn\Q_;Z)‘u:OemE)Qn e u=1emdQ,} .
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No conjunto acima, as igualdades « = 0 em 9, e u = 1 em 99, tém
o seguinte sentido: seja h € C'(Q, \ ) tal que h = 0 em 9, e h =
1em 0%, Se u € HY(Q, \ ©2,), dizemos que u € K se u — h € H}(Q, \ Q).
Consideraremos um funcional cujos pontos criticos sejam solugoes fra-
cas do problema (2.2). Depois disso, mostraremos que o funcional tem um
minimo em X, e completaremos o raciocinio mostrando que estas solucoes

sao de fato, solugoes classicas.

Finalmente, mostraremos que estas solugoes convergem para um solugao
fraca C*® do problema (2.1).

Seja n € N fixo. Raciocinemos formalmente.

Notemos que, como

Au=,(u) em Q,\Q,
para toda ¢ € C3(Q, \ Q) vale que

Au o =y, (u)p

e, portanto,
/ _ Auypdr :/  a(u)p dx .
Qn\ O, Qn\2,

Utilizando o teorema da divergéncia, vemos que

O:/ - @Vu-ﬁda:/ V@-Vudx+/  pAudx
B Q Q

(2n\2,) n\ n\ O,

e, entao,

Qn\Q, Qn\ 2,
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Assim, dizemos que u é solugao fraca do problema (2.2) se u € K e

/ _ Vu-Vyp d$—|—/  lwpdr =0, VYoeCPQ,\Q,).
Q\Q, Q. \ 2,

Consideremos o funcional

To(v) = /Q\Q <|v2”|2 + Fn(v))dx ,

onde ' (s) = [ va(t)dt.

Observemos primeiro que, como I',, é continua, a composta I',(v) é men-
surdvel para qualquer v € H(Q,, \ ©,). De fato, se O C R é aberto, I',;1(O)

é aberto e, portanto, (I'y, o v)71(0) = v~ 1T,,;}(O)) é mensurdvel.

A seguir, notemos que, como ,(s) > 0, Vs € (0,400) e y,(s) <0, Vs €
(—00,0), segue que

[(s) >0, VseR.

Portanto, para qualquer v € H'(Q, \ ©,) o funcional J,(v) estd bem
definido, podendo eventualmente valer +oc.

Além disso, J, é limitado inferiormente em /C, pois como I',, > 0 e |[Vv|? >

0, temos que
2
To(v) = / B ('W| + Fn(v)>d:c >0
o, \ 2

Consideremos

I, = inf J,(v) < o0,
velkl

pois se v € K e |v| < 1, entao J,(v) < oc.

Seja {u'}°_, seqiiéncia em K tal que J,(ul") | I,,.
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Definindo

0 se <0
hr)=< x se 0<z<1
1 se z>1

vemos que h é de Lipschitz, e entao, pelo Teorema 1.34, segue que h(u") €
H!, com

Pela prépria defini¢ao de h vemos que h(ul') € K. Temos também que
IVh(u™)| < |Vu™ e 0 < Tp(h(ul)) < Tph(u™). Portanto,

Jn(h(uy')) < Jn(uy') -
Dai J,(h(ul)) = I, e 0 < h(u?) <1, Vm e N.

m m
Denotemos h(u]") novamente por u,".

Como [, @ ('vufp + Fn(u;")) dx — I,, para ¢ = 1, temos que existe

mp tal que ¥m > my, vale

m|2
/ N (M + Fn(un’”))dw I, <1
2.\, 2

ou seja,

/ _VupPde <2(14 1, - / T () dr < 21+ 1),
Qn\, Q,\Q,

donde segue que [ |Vu?|*dz é limitada.
Entao, temos

o s = o+ Ve = [P do+ [ v da
n

g/ dx+/ |Vu,’yy?dx:m(9n\9_;>+/ VU de
Q\Q, Q Q

n\Q’lrL "\Q'/n
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isto é, u™ ¢ limitada em H'.

Como H' é um espaco de Hilbert, pelo Teorema 1.30, 4™ tem subseqiiéncia
fracamente convergente, ou seja,
Ju™ € K tal que u™ — v,, onde v, € H' .
Observemos que v,, € K.

De fato, pelo Teorema 1.33, como u** — v,,, existe w,"* combinacao con-
vexa de {u™} tal que w™ — v, em H.

Como K é convexo, w™ € K. Logo w™ —h € H}. Dai, fazendo m;, — oo,
temos que

mk_

Wy,

h— v, —h emHj,

ou seja, v, € K.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que

m 1
u — v, em H .
Mais precisamente, temos

’

W™ Oy — (vn, Py, Vo € (HY) =H

ou seja,

/ ~ (Vup"Veo+ulty) de — / (Vo Vo+u,p) dre, Yo e H . (2.3)
Q:\Q, Q:\ 2,

Além disso, pelo Teorema 1.31 temos que, 3 u™ convergente a w,, em L2,
j& que 2 =2(-") > 2.
Pela proposicao 1.36 segue que v,, = w,,.

Chamando u™ = u!, temos que

! 2
u,, — v, em L
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e, portanto,

/ by dr — v dr, Yo € H'.
Qa\ 2, Q:\ 2,

Juntando isto com (2.3), temos que

/ VUV dr — _ Vu,Vedr, YoeH! (2.4)
)\, Qn\Q,
quando [ — 4-00.

Por outro lado, como =, é de Lipschitz em [0, 1], segue que

) = ntentlis = (bl = GenPar)”

2.\,

1/2 1/2
< (/Kzlu;—vnﬁdaﬁ :K</ 7|ufl—vn|2dx)
Qa\Q,

= K|ju!, — vz — 0.

Entao

/ _n(ug)p d — _ Yu(vn)e dz, Ve e CF . (2.5)
)\, Qa\Q,

De fato, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o anterior, temos

/Q . (%(UZ) - %(vn))so d

n\ 2,

‘/ _ al(uh)e dw—/ _ Ynlvn)p da

< / ) = () ] dz

n\ 2,

1/2 1/2
<( [ bty =atmpar) ([ o)
Q,L\Q/n Qn\ﬂ’/n

= |lva(uhy) = v (vn) |2l ol — 0

quando [ — 4-00.
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Além disso, vale
/ - Ta(uh) do — ~ Du(vy,) do. (2.6)
Qn\Q, Qn\Q,

De fato, para = € €, fixo temos

Pt~ Tatente| = | [ @t [ i

ul, (x)
= [ o) ] < 1k ) = o) s 9
vp () te(0,1]

< Jup (2) = va (@) (1) -
Logo

Lo (ul) — T (vn)|da

n

‘/ T dx—/ ~ Tu(vn) da:’ §/ o
Q,\Q), Q2 \Q, Q,\Q,

1/2 1/2
< 'yn(l)/ 7|U%—Un| dor < 'yn(l)</ 7|ufl—vn|2 dx) (/ dx)
O\, O\, Qn\,

=\ 1/2
< (D) (M \ Q) " lul, — vnllz — 0

n_

Como v, € H!, por (2.4) segue que

/ Vi Vo, de— [V, -V, dx . (2.7)
Qa\, Qn\ 2,

Observemos que

0< / |Vl = Vu,)? da
Qn\ O,

= / o (Vuln -Vl — 2Vl - Vv, + Vo, - an) dz .
Qa\ D,
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Entao, aplicando o limite inferior no anterior e juntando com (2.7), temos

0 <lim o (Vufl . Vuﬁl — 2Vuil - Vv, + Vu, - an) dx
Qn\ 2,

:h_m/ V)P dm—/ Vv, - Vu, dz .
Q\, Qn\ 2,

Dai, por (2.6) temos

VZQ vnQ
Ogh_m/ anldx_/ Vel
o, 2 o\, 2

12 2
:h_m/ de+<lim/ () da:—/Fn(vn) dx)—/ 7Md:p

112 2
:h_m/ B ('V“”| +rn(u;))dx—/ N (|VU"| —|—Fn(vn)>dm
0\, 2 0\, 2

=1, — Ju(v,) <0.

Disto segue que I,, = J,,(v,), mostrando que v, minimiza J,.

Sabemos que 0 < v, < 1. Como v, é o minimo de J,, em K, para qualquer
e Cr(Q,\ ) et eR, temos que v, +te € K e entdo

Jn(vy) < (v, +tp) VEER.

, entao ela deve

Portanto, se existir a derivada direcional % (Un + tgo) o

ser nula.

Como os valores do funcional J,, na linha acima sao sempre finitos, temos

In(Vn + t@) — Jp(vy)
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t 2
/ < vn+ 2l —l—Fn(vn—i-tgo))d:v—/ o <|an| —i—Fn(vn))dx
O\, O\, 2

12424V, 2172
/ <|VU >+ Vv2 Vo + 12|V Fn(vn+t<p)>dx

2
_/ (|an| —i—Fn(Un))dCU
20, \ 2
2 2
:/ ( Vu, - Vo +t Vel )d:p+/ (Fn(vn+tg0)—f‘n(vn))dx.
O\, 2 Q\ 2,

Assim,

I (Un 4+ tp) — Jn(vp)
t

I
+

(2.8)

Além disso, como 7, é Lipschitz com constante K, temos

( (00 1 ¢) (v ))dfc—/ _ ©Vn(vp) dx
Q. t Q.

/QH\Q; ((Fn(vn - ti) — Fn(vn)) B govn(vn)) 0
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_ / < Jy A o, (s)ds J"“M@)dS)
2\,

t
_(’Vn(v:(x)) /UU"(I)HW) ds)) de

v () +tp(z) vn (@) +te(z)
L (T gy [ e 4 g,
'Un($)+t(p(x) _
() UESTRC A
a2, \ Jo, (@) tlleol|r2
vn () +tp(z) .
[ 30() = loa(a)) |,
1
< 7zt|g0($)‘ sup [ (8) = Y (vn(2))] do
Qn\Q, [s—vn (z)[<t[p(z)]
< / Cle@)|  sup Kls— (o) do
O\, |s—vn ()| <tlo(z)]
< [ le@Ede@) e <tk [ e de= el —0
Q\Q2, Qn\

quando t — 0.

Entao, fazendo ¢ tender a zero em (2.8), temos que

i In(Vp + t@) — Jp(vy)
10 tllellL

d
0= pr [Jn(vn + tgo)} y

N COCH U
ona, el o, el

Portanto,
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/ Vv, Vop dac+/ @ Ya(vy) dz =0
Q. \Q, Q. \,

o que implica que v, é solucao fraca de (2.2) .
Fixemos h € C2(Q, \ Q) com h =0 em 9, e h =1 em 9Q),.

Como o
Avy, = Yp(v,) em Q, \ Q)

e —h € HY(Q, \ ) .

temos que,

A(vp, — h) = Yp(v,) — Ah € L™ |

e entao, aplicando o Teorema 1.29 com g = v,(v,) — Ah € L™, vemos que
v, —h € Cp (2 \ ), Ya < 1.

loc

Portanto v, € C.%(Q, \ €2,).

loc

Agora, como v, € C1(Q, \ ) e v, € C'(Q, \ ), temos que v,(v,) €
CHQ, \ Q). Entao Av, = 7,(v,) € C*(Q, \ Q). Aplicando o Teorema

1.28, obtemos que v, € C**(Q, \ ), Va < 1.

Logo

Avy, =y (vy) em Q, \ Q)

no sentido classico.
Como n foi escolhido arbitrariamente, o resultado vale Vn € N. Com isso
construimos uma seqiiéncia {v,} -, de solugoes cléssicas.

Observemos que, também pelo Teorema 1.29, existe um constante C' > 0
tal que

lon = hllcreq) < C(llon = Al + 17a(va) ) ,

27



onde Q cC Q\ ', ou seja

leallcrnay < €l — bll~ + (o)) + 11l oy, -

Entretanto

[y (vn)[lLee = sup Yo (va()) < 4u(1) — (1) .
zeQ\Q’

Logo, AR > 0 tal que ||y, (vn)||Le < R, Vn.
Daf, como v, < 1, temos que

[onllcra) < Clllvnlliee + [Pl + lvn(vn)lee) + [[Allore

< C(L+ [[hllue + R) + [|hllcre = K, Vn,
ou seja, {v,} e {%}, para i =1,2,..., N, sao familias uniformemente limi-

tadas por K.

Mas

D" n —DP n
H%ch = sup \Dﬁvn(x)\ + sup | v (x) : v (y)|
z€Q z,y€Q |ZE - y|
1811 z#y |B]=1

e, entao,

<K, VneN, Vr,ye@.
Dai, dado € > 0, tomando § < (%) temos que

VneN, selr—y|l<é

entao

on(@) = va(y)| < K|z —y| < Ko< K () =«

Disto, segue que as fungoes {v, } sdo uma familia uniformemente equicontinua.
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Pelo mesmo argumento, parai = 1,2, ..., N, {%} também é uma familia

uniformemente equicontinua.

Entao, aplicando o Teorema 1.35 para cada uma das seqiiéncias v,,, 2“7’11,

s g;’; temos que existem subseqiiéncias que convergem uniformemente.

Sem perda de generalidade, suponhamos que

Como cada uma das das seqiiéncias converge uniformemente, segue que

ov,, ov

para ¢ =1,2,...,N.
Disto temos

v, — v em Cl,

onde v € Cll(;?(Q \ ﬁ), ja que @ é um compacto arbitrario.

Observemos que v, é limitada em H!.

De fato, sejam A, B C RN abertos tais que Q 2 AD AP B2 B2 Q.
Seja @ = A\ B C Q\ . Denotaremos por 0@, a fronteira de A e 0Q2 a
fronteira de B.

Sejah € C?talque h=1em B e h =0 em A°. Assim, para qualquer
n € N, temos que v, — h € H}(Q,, \ Q).

Além disso, temos

A(vn — h) = Yu(vn) — AR

29



e entao

[t mat=n) o= [ (o= 1) (alon) = A0) o
Qn\ 2,

2\,
Utilizando o teorema da divergéncia, temos que
_/ 7‘V(vn—h)|2 d:v:/ (vn—h)('yn(vn)—ﬁh) dx |
Qn\2,

Q.\Q,

e entao

/ V(.- n)] dx:/ (h = v,) ((va) — Ah) da
Q\Q,,

Qa\Q,

= / o [h%(vn) — hAh — vy, (vn) + UnAh] dz
Q. \Q,

g/ \h%(vn)|dx+/ hAh dx+/ o ()| da
Q Q Q

n\2, n\2, n\2,
+/ _ |opAh| dx < C',
Qn\2,
pois || (vn)|lLe < R, Vne he C?e |u,| < 1.
Agora, estendendo v, como 1 em €, e como 0 em ¢, temos que
2 2
[on — Al @y = / IV (v, — )| da = / |V —=h)[ dz<C.
RN .\,

Dai, como v, — h ¢ limitada em H}(RY) que ¢ de Hilbert, como anterior-
mente, existe uma subseqiiéncia fracamente convergente, ou seja

Vp, —h —w em H'.
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Observemos que v = w + h. De fato, como v,,, —h — w em H}(R"), pelo
Teorema 1.31 (Rellich - Kondrachov), temos que 3 Un,,, — h que denotaremos

por v,, — h convergente a n em L2(R").
Pelo Lema 1.36 temos que w = 1.

Como v, —h — w em L?(RY), segue que v,, —h tem uma subseqiiéncia
convergente em quase todo ponto para w. Mas v,, — h converge uniforme-
mente em compactos de Q\ Q" a v — h. Logo w =v — h q.t.p.

Assim, temos que v € H}(RY). Além disso, se x ¢ (, entao, para n
suficientemente grande, z ¢ Q,, ou seja, v(z) = 0. Logo v = 0 € Q°, o que
implica que v € H}(Q2). Logo v—h € H5(Q\Q')). Analogamente, v = 1em ',

Sem perda de generalidade, denotando novamente v,, por v, e temos que

v, — v em C' em compactos de €\ 8
Av, = 711(”11) ;
v, — v em L?;

v, — v em H!.

Entao
— [ VaVe=lim— | Vu,Veo=Ilim [ Av,p=1lm [ v, (v,)p.
o\’ O\ O\’ O\’
Mas
/ _ o) = [ _(v)e
O\ o\
pois

[ nteme= [ awiel =] [ eln(en) =70 + (o) =)

\
< /Q\QMI%(%) — 7 (vn)| +/Q\Q,|<p!|7(vn) — ()] =0
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pois 7, — 7 uniformemente em [0, 1] e v,, — v uniformemente em compactos

de Q\ Q.

Logo

/Vv-Vgo—l—/’y(v)go:O.
Q Q

Disto temos que v € C1 ¢ solugio fraca para o problema (2.1).

Portanto, a existéncia esta demonstrada.

Observemos que no caso em que 7 for diferenciavel, teremos também que
a solucao de (2.1) é unica.

De fato, seja v outra solu¢ao do problema (2.1).

Consideremos w = v — v.

Aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que

c(j‘)

Aw = Au— Av=~(u) —yv) =~ <u +0(x)(v — u)) (u—v) = c(z)w

onde 0 < f(z) < 1.
Como 7y é crescente, c(z) =~ (u +0(x)(v — u)) > 0. Dai

(A—c(m))(—w) =0 em Q\Q .

Entao —w nao pode assumir valores positivos, pois pelo Teorema 1.25,
—w nao pode ter um maximo nao negativo, ou seja, w > 0.

. Y z . /
Com raciocinio analogo, considerando w = v — u = —w, vemos que
! .
w > 0, ou seja, u = .
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Portanto, supondo 7 diferencidvel, a solu¢ao do problema (2.1) é tnica.

Antes de mostrar que as superficies de nivel de u sao convexas, observe-
mos alguns fatos.

Estendamos como 1 a solucdo u de (2.1) em ©'. Queremos mostrar que
os conjuntos {x|u(x) >t} sdo convexos, para todo t € (0,1).

Suponhamos que para todo z,y € €1, tenhamos que
u(z) > min (u(z),u(y)) (2.9)
para todo z = Az + (1 — \)y, com A € (0,1).
Entao, para um t, € (0,1) fixo, consideremos o conjunto

M = {z|u(z) > to}.

Sejam z,y € M. Entdo, para um dado A € (0,1), considerando z =
Az + (1 — Ay temos que

u(z) > min (u(z),u(y)) > to ,

ou seja, z € M e, como A é arbitrario, segue que M é convexo.
Logo basta mostrarmos que (2.9) é valida.

No lugar disto, consideremos o conjunto

A={(z,y,2) | z=2 x4+ (1 =Ny, A€ (0,1), 2,y € Q e u(z) > u(2)}
e a funcao

F(x,y,z) = U(y) - U’(Z)

Suponhamos que

sup F(z,y,z) <O0. (2.10)

(z,y,2)€A
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Entéao, dados z,y € Q e considerando z = Az +(1—\)y, A € (0, 1), temos
que, sempre que u(x) > u(z) ocorrer, u(y) — u(z) <0, ou seja, u(y) < u(z).

Dai

u(y) < u(z) <wul(z),

o que implica que

u(z) = min (u(z), u(y)) .
ou seja, (2.9) é satisfeita.

Portanto, para concluirmos que os conjuntos {x|u(z) > t} sdo convexos,
basta mostrarmos que (2.10) é valida.

Suponhamos por absurdo que

sup F(z,y,2z) = K > 0. (2.11)
(z,y,2)EA

Seja (xk, Yr, 2x) € A uma seqiiéncia tal que F(xy,y, z) — K. Como Q
¢ compacto, segue que existe zy, tal que xy, — . Analogamente existem
Uk, tal que yy, ~— yo e 2z, tal que z, ~ — 20. Denotemos zy, = xy,

Yey,,, =Yk € Zh,, = 2k Notemos que xg, Yo, 20 € €.

Portanto, temos (x, Yk, zx) € A sequencia tal que F(zy,yx, 21) — K e
TR — To, Yr — Yo € 2Zx — 2o, onde g, Yo, 20 € €.

Observemos que xg # 1, POiS como 2z, € Tryk, temos que

|z, — 2| + |2k — Ykl = |26 — yi|, VE.
Dai

|0 — 20| + |20 — Yo| = |20 — W0
ou seja, zg € ToYo- Se Tog = Yo, teriamos que xg = 2o = Yo e dai F(zo, yo, 20) =

0, o que é absurdo, pois F(xg,yo,20) = K > 0.

Para continuar, precisaremos de mais alguns lemas.
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Lema 2.3. Seja l = ﬁ Entao
(1) w(z0) =0;
(17) Toyo C Q\ Q'
(13i) w(yo) = 0;
(iv)
(

Demonstracgao: o
(i) Antes de mostrar que u;(z9) = 0, observemos que zp € Q2 \ 0.

De fato, notemos que zy ¢ Q.
Por absurdo, se z, € €, entfio u(z) = 1, mas por (2.11) temos que

u(yo) —u(z0) = K >0

e, como consequéncia disto,

u(yo) =u(zg) + K =1+ K > 1,
o que é absurdo, pois pelo Lema 2.2, 0 < u < 1. Logo zy ¢ .

Além disso, yo ¢ OS2

Por absurdo, se yp € 02 entdao u(yy) = 0, mas, novamente por (2.11)
temos que

u(yo) — u(z0) = K >0

e, como consequéncia disto,

u(z9) =0— K <0,
o que é absurdo, pois pelo Lema 2.2, 0 < u < 1. Logo yo ¢ 0S2.

Finalmente, zy ¢ 0.

Por absurdo, se zg € 02 entdo zy = xg, pois temos que zy € I, yo ¢ OS2
e € é convexo, logo zy = xg.
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Notemos que, pelo Teorema do Valor Médio vale

ou seja,
<A - 7/(9(x)u))u = 0.
Como «y é crescente, v > 0, entao — (6u) < 0.

Portanto, estamos em condigoes de aplicar o Teorema 1.26, pois —u < 0
eu=0em zy € 0.

Como [ aponta na direcao interior a €2, pelo Teorema 1.26 temos

O(—
(=) _
(1)
ou seja, u;(zy) > 0.
Como
Y — Tk Yo — Xo
= " == "~

|yk - fb"k| |yo - on|

por continuidade, 3ko tal que Vk > ko, u, (z0) > 0, ou seja, U, (20) < 0,
o que implica que u é decrescente de y; para xy; absurdo, pois dai u(xy) <
u(z), Vo € Tryg, o que implicaria que u(xy) < u(z;) contradizendo o fato que
(T, Yk, 2k) € A. Logo 2y ¢ 0.

Destas observacoes concluimos que 2y € 2 \W

Para mostrar que u;(z) = 0, consideremos 2 casos:

Caso 1: zg # xg.

Neste caso u tem um minimo em z, sobre o segmento Ty, pois caso
;. . . ro / ,
contrario, existiria z € Toyp tal que u(z ) < u(zg) e daf

!

F(20,y0,2 ) = u(yo) — U(Z,) > u(yo) — u(20) = F (0,0, 20) ,
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contradizendo a hipdtese de que F(xg, yo, 20) € 0 supremo, visto que
(T, Yr, 21) € A

Como zp é minimo na diregao [, u;(zy) = 0, o que demonstra o resultado
neste caso.

Caso 2: zg = xg.

Neste caso F'(zg, Yo, 20) = u(yo) — u(z0) = u(yo) — u(zo), donde segue que
w (o) > 0, pois se (o) < 0, tomando z° € Ty préximo de xg, terfamos
u(z') < u(xo), o que implicaria que
F(z0,y0,¢) = u(yo) — u(z) > u(yo) — u(wo)
= F'(20, Y0, 10) = F(w0, Y0, 20),

o que é um absurdo. Logo w(xy) > 0. Para concluir que wu(xy) = 0,
mostremos que u;(zo) < 0.

Yk —Tk

Consideremos [, = g

Temos que Jwy € Txz;, tal que u,, (wg) < 0, pois se Yw € Tz fosse ver-
dade que u, (w) > 0, u seria crescente em Tyzy, e daf u(z,) > u(zy), o que

contradiz o fato de que (zy, yx, xx) € A.

Como u, (wy) < 0, temos que I - Vu(wy) < 0. Mas como 2o = zg, fazendo
k — 400 segue que wi — Ty = 2g.

Logo [ - Vu(z) <0, ou seja u;(z9) < 0, o que completa a prova de (i).
(ii)Por absurdo, suponhamos que 3ty € Toyo N Q.

Pelo Lema 2.2, (z — to) - Vu(z) < 0 em Q\ . Para 2 = 2 temos que
(ZO - to) : VU(Z()) < 0.

Notemos que (yo —xo) = s(20 —to) € que, por (i), u;(z9) = 0, donde segue
que [ - Vu(zg) = 0, ou seja, (Yo — xo) - Vu(zo) = 0, absurdo.
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Logo Zoyg € 2\ .

(ili) Queremos mostrar que u;(yo) = 0. Para isso, observemos que como
u(yo) — u(z0) = F(xo,yo,20) é 0 supremo, temos que u(yy) > u(x), Vo €
Toyo Pproximo de yo.

Entao u_;(yo) < 0, ou seja u;(yo) > 0.

Suponhamos que u;(yo) > 0. Entao Jy € moyoﬂQ\ﬁ tal que u(y) > u(yo).
Mas dai temos que

F(zo,y,20) = uly) — u(z0) > u(yo) — u(z0) = F(x0,y0, %) ,

o que é um absurdo. Logo u;(yy) = 0.
(iv) Por absurdo, suponhamos que x¢ # zo.
Entao u é constante em Zgzg.

De fato, se isto nao fosse verdade, existiria

) # u(2).

!

T €Tozo tal que u(z

Dai, se u(z') < u(z),

F (o, y0>$l) = u(yo) — U(ZU,) > u(yo) — u(z0) = F(2o, Yo, 20)

o que é um absurdo. Logo u(z") > u(z). Disto segue que 3D; bola contida
em Q\ ' e centrada em 2’ tal que u(z) > u(z), Vo € Dy.

Consideremos D, a bola contida em Q \ Q' e centrada em y, com raio
Raio(DY)|yo— 20|
|2" — 20|
e somente se intersepta Ds.

r = . Notemos que toda reta que passa por zy intersepta D; se

Disto concluimos que, Yy € Do, u(y) < u(yp).
De fato, se isto nao fosse verdade, existiria

y €Dy tal que u(y) > u(yo)
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’ . . .
e dai teriamos que, como a reta zgy intercepta Dy em, digamos, z*, segue
/
que (z*,y, z9) € A e, portanto,

Fa,y',z0) = uy) — u(20) > u(yo) — ul(z0) = F(wo. Y0, 20) -

o que é um absurdo. Portanto Yy € Dy, u(y) < u(yo), ou seja, yo é um ponto
de méaximo local de u.

Com isso conseguimos uma contradi¢ao, pois se ¥y fosse um méaximo local
2 . ~ . ..
de wu, 88722’&(3/0) < 0, para toda diregao i, donde seguiria que Au(yy) < 0, o

que nunca acontece, ja que u > 0, 7(0) = 0 e v é crescente.

~ . / —_— / . 7
Logo nao existe x € Tzp tal que u(z ) # u(zo), ou seja, u ¢ constante no
segmento Tozp.

Como u é analitica, considerando u restrita ao segmento Zgy, e aplicando
a Observacao 1.22, segue que u é constante em todo segmento Zoyy. Absurdo,
pois dai u(zg) = u(yo) e, como conseqiiéncia F'(zg, yo, 2z0) = 0. Logo x¢ = zo.

(v) Suponhamos que uy(z) < 0.

Entao, como u;(29) = 0, u(zp) é um méaximo local estrito na direcdo I.
Logo 32" € Zogo tal que u(2') < u(z), mas daf terfamos que (2o, 70,2 ) € A e

F<207y072/> - U(yo) ( ) > ( ) - U(ZO) = F('ZOvyO?ZO) )
o que é um absurdo. Logo uy(z9) > 0.

Suponhamos que uy(zg) > 0.
Entdao 3z, 2" € zyyo tal que

tex’z, " 2NT0 = {2} e u(z)>u(x) > ulz).

Com raciocinio anélogo ao feito em (iv), concluimos que u é constante
em x” 2, absurdo.

Logo uy(z0) = 0 e o lema esta provado.
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Lema 2.4.
Vu(z) Vu(yo)

Vu(z)] — [Vulyo)]

=¢.

Demonstragao:
. . Vu(20) Vu(yo)
Em primeiro lugar, observemos que os vetores Ntz Vulyo)]

definidos, ja que pelo Lema 2.2 Vu(z) # 0, Vo € Q \@

estao bem

Consideremos inicialmente o caso n = 2.

Pelo lema anterior, u;(z9) = 0 = u;(yo)-

Entao [ - Vu(zy) =0 =1-Vu(yy), ou seja, Vu(zo) = aVu(yp).
Observemos que a > 0, pois pelo Lema 2.2 temos

0>z Vu(zg) = z0 - aVu(yo) = a(zo . Vu(yo)).
Mas zo = yo + (20 — %0) = Yo + sl onde s < 0, dai

0> a(zo . Vu(yo)) = a((yo + sl) - V“(?JO))
oy Vo) + 51 Tu(w)

= a(yo - Vu(yo)) + as(l- Vu(yo)) = a(yo - Vu(yo)).

Como yo - Vu(yo) < 0, de a(yo - Vu(yo)) < 0 segue que a > 0, o que
completa o caso n = 2.

Consideremos agora o caso n > 2.

Por absurdo, suponhamos que

Vu(z) Vu(yo)
[Vu(z0)] * [Vu(yo)|

Vu(zo) _ Vu(yo)
7 [Vu(zo) Vulyo)l N
gumento dado acima, se Vu(zy) for multiplo de Vu(yy), entdo ambos tem

Observemos que nao acontece, pois pelo mesmo ar-
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que ter o mesmo sentido.
Logo, podemos escolher um vetor v tal que

v-Vu(y) >0 e v-Vu(z) <0.

Utilizaremos o fato acima para construir
2.y, 7 tais que (q;l,y/,z/) cA
F(x Y 7Z) > F(any(]?ZO)-
Dado ¢ > 0, consideremos a diregao r. = (yo — 20) + €v e a reta

z(t) = 20+ (1 — t)r..
Notemos que z.(0) =y +ev e z.(1) = 2.
Como ev - Vu(yg) > 0, wu cresce na dire¢ao de ev. Dai 3 g5 > 0 tal que
considerando o ponto y = yo + v, temos que u(y') > u(yp).
Notemos que y = ., (0).

Consideremos a reta ., (t). Temos

(e (t) — 20) - Vu(zo0) = (20 + (1 = t)rey — 20) - Vu(zo)
=(1-1) (7’50 : Vu(z0)> =(1- t)((yo — 29+ €ov) - Vu(z0)>

—(1-1) <(y0 — ) - vu(zo)) Y (11 (501) : Vu(zo)>

>0, se t>1
_(1—t)<€0v-Vu(Zo)){ <0, se t<1.

Notemos que se t < 1, x.,(t) — 2o é um vetor na diregao e sentido de 7,
e portanto temos que u,, () < 0.

Entdo existe ¢ < 1 préximo de 1 tal que, fazendo z* = z.,(t'), temos

’ /

u(z ) = u(ze, (t)) < ulz).
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Com raciocinio andlogo, se t > 1, z.,(t) — zp é um vetor na direcao de

Te, Mas no sentido contrario de r.,, e portanto temos que u_rso(zo) > 0.

Entdo existe ¢ > 1 préximo de 1 tal que, fazendo &' = z.,(¢"), temos

’ 1"

u(x ) = u(ze,(t)) > u(z).
Como z € 2y e

/

) = ulwe,(t)) > ulzo) > ulwe, () > ulz)

segue que (z,y,2) € A e

u(z

F(flay/a 2/) = U(?J/) - U(Z/) > u(yo) — u(20) = F (0,0, 20) ,

o que ¢ absurdo. Logo o lema esta demonstrado.

Demonstracao do Teorema 2.1:

J& mostramos que o problema (2.1) tem solu¢do. Pelo Lema 2.2, como
Vu(x) é sempre diferente de zero, segue do Teorema da fungao Implicita que
os conjuntos de nivel de u sao hipersuperficies e, além disso, tém a mesma
regularidade de u, ou seja, sao C1,

Assim, falta apenas mostrarmos que tais hipersuperficies sao convexas.
Consideraremos primeiro o caso em que -y € crescente e analitica em wu.

Sem perda de generalidade, suponhamos que

[Vu(yo)| = A >0
Vu(z)| =1,

ja que isto sempre pode ser conseguido através de uma troca de variaveis.

Consideremos

ui(z) =ulr+29) e wus(x)= u(% - y0>
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e definamos as funcgoes

Entao

v(0) = uz(0) — u1(0) — (U(yo) - U(Zo)) =0

e, como 2y — Yo = sl, para algum s € R temos

w(0) = Vuy(0) - (Zo — Yo + (1 - %)0) = Vu(zo) - (20 — ¥o)

= Vu(z) - sl = S(Vu(zo) . l) = S(Ul(Zo)) = 0.
Observemos que Vv(0) = 0, pois

ov 1 ou ou

1
9z, (0) = Xa—xi(yo) - 8_@(20) = Xfi)\ -§=0.

Além disso, temos que

Y

u 82'& u 82 —N— - 62% 62U
Ay (z) = 3721(93) = Z @U(ﬂﬁ + 20) = ()
i=1 i i

i=1 1=

e também
" 0%us "L 92 T "L 9%z 0%
A = = — =
uz(7) — 5’@2 () Zi:l 0 2u( p) + yo) - (93:% 8212( )
"L 1 d%u 1 1
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= %fy(u(i +yo)> = %7(“2(95)) :

Além disso, temos

Pofa) = Dus(a) — Dus(a) — A (ufyo) — u(z0)) = 337 (wo(x)) = 7 (1))

ou seja,
Av(z) = %’y(@(az)) —y(ui(z)) . (2.12)

Por outro lado, para j = 1,2...n vale

T ) = 5 (Z (F2@) (0 -+ (1- i))>
= Z (523®) (0w (1 - %))

=3 (5,50 ) ( it (1 - §)) +(Fw) (1-5)

Portanto

-2 (S () (s (1= D)+ (G20) (-3)
=S () (e (=) ) - () 5
=3 () (-t (1= 1))

2 (g @), (w0 (1)) + (- 3) G
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ou seja,
Logo
A(v + )\w) (x) = DM+ NAw

= %7(@&2(9@‘)) — (i) +27(1 - %)7(%(%)) + 2 (un(2))w(z) .
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Dai, aplicando para = = 0, temos

A(v+ Aw)(0)

= %v(w(o)) = (i (0)) + 2/\<1 - 1)7(1“(0)) + A7 (w1 (0))w(0)

A
= <57 (ulw)) — (u(z0)) + 200~ 1) (u(z0)) +0

3
A

~

= T () =) 455 020

— v(u(zo)) +2(\— 1)7(u(zo))

=+ v(u(z0)) (% + 2\ — 3) =+ 7(u(z0)) 22+ 1))\9 -

pois A > 0 e y(u(z)) > 0.

Além disso, temos que € > 0 pois 7y é crescente e u(yo) > u(2o).
Logo, considerando f(z) = (v + Aw)(z) temos que

f(0)=0
Af(0)>e>0

Por (1.1), segue que, para r suficientemente pequeno, vale

sup (v 4 Aw)(z) = v(z,) + w(z,) > cr? |
Br(0)

Z &,

(2.13)

onde ¢ > 0 é uma constante, |z,| < r e z, indica o ponto onde o maximo é
assumido. Como f é de classe C? e Af(0) > e, Af(z) > 0 numa vizinhana
de 0. Logo, pelo Teorema 1.25, o maximo de f ocorre na fronteira, assim

|z, | =7.

Se v(z,) e w(z,) sdo positivos, consideremos os pontos

Ly

Yo = Yo + \

e zy=z2+z, onde |z.]<r.

Dai
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0 < w(a) = Vur(z,) - <z0 —yo+ (1~ %)x)

’IT * * *
= Vu(x, + 20) - (20 + 2 — (yo + 7)) =Vu(z) - (25 — v5),

ou seja, a derivada de u em z; na direcao de z; — y; € maior que zero, donde
segue que u € crescente na direcao de zj — vy, e entao Jdz* proximo de zj tal
que u(x*) > u(z)) e z5 € x*ys e dal (z*, 95, 25) € A.

Com isso chegamos a uma contradigao, pois como v(z,) > 0, temos que
0< U('rr) = ul(xr) - u2($r) - (U(yo) - U(ZO)>

— u(yy) — u(z) — (u(yo) — u(z0)),

ou seja,

F(a®,y5, 29) = ulyp) — u(z) > ulyo) — ulz0) = F(20, %o, 20) -

Por outro lado, se v(z,) ou w(z,) ndo é positivo, consideremos as seguintes
perturbagoes de v e w:

(41

(¢) = u( + vo + h§ + HE) = ulw + 20) — (ulyo) — u(=0))
w(z) = Vu(z + 2) - <zo — 9o + (1 — %)x— h& — Hf) ,

onde h = %(I) e H= —§D2u(y0)(§> (hE).
Utilizando o Teorema do Valor Médio e a Formula de Taylor, temos que
existem ¢ e s no intervalo (0, 1) tais que

5(2) = v(z) = u(5 +vo+ h + HE) = u (5 + o)

— D(u) (; oy + H(hE + Hg)) (hé + H)
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= | Du(yo) + D*u(yo) <§ +t(h§+H€))

+D% (yo+s(§+t<h£+H£>)> (§+t<h£+H§>)1 (he+ HE)

T

— Du(yo)(h€)+ Du(yo) (HE)+D*ulyo) (5 ) (hE+HE)+D?ulyo) (he + HE)’

+ D (yo + (5 + e + Hg))) (5 + (e + HE) (he + HE)

= wuo) (P 1 HDun) (P + Dot (L) (he)

T

+D%u() (5

) (HE) + tD%u(yo) (h¢ + HE)®

+D%u (yo + s(§ 4 t(he + H§)>) (§ Y H(hE + Hf))z(hé + H)

= —v(z) — D*u(yo) (%) (h&) + D*u(yo) (;) (h¢)
+D2u(yp) G) (HE) + tD%u(yo) (he + HE)”
+D3u(yo + s(§ +t(h + Hé))) (; +1(he + Hé))Q(hé + HE) .

Note que H = —%Dzu(yo)@) (h€) = O(|z*), pois h = =L = O(|z[?),

visto que v(0) = Vo(0) = 0. Assim temos que D2u(y0)<§) (HE) = O(|z]").

Os demais termos tem ordem maior ou igual a 4, entao

o(x) —v(x) = —v(z) + 04+ O(|z|*)

ou seja, 0(z) = O(|z|).

Em relacao a w temos
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w(z) = Vu(z + 2) - <z0 — o+ (1 - %):c—hg— Hg)

= Vu(r+2)- <z0—yo+ <1—%>a¢> +Vu(z+z)- (—hE) +Vu(z+z)- (—HE)

=w(z) — Vu(z + z) - (h€) — Vu(z + z) - (HE)

=w(z) — [Du(zo)h§ + D?u(z + ta;)(x)hﬁ] — Vu(z + ) - (HE)

= w(z) — h& - € — D*u(zg + tx)(z)hé — Vu(z + ) - (HE)

Temos que D?u(zg + tz)(z)hé = O(|z]®) e Vu(z + 20) - (HE) = O(|z]?).
Entao

w(z) = w(x) + @ + O(|z]?) .

Além disso, para |z,| = r, por (2.13) temos

B(z,) > —”(;U’") +er? + =2 (“”7‘) +0(2,*) = er” + 0(r*) ,

ou seja, para r suficientemente pequeno, temos que

w(x,) > cr? .

Observemos agora que DU(I)U(x)u(zo + ) = O(|z]), onde

zo—y0+<1—§)x—h§—Hg
zo—yo+ (1-4)o—he— He|

o(x) =

De fato, como u € C?, temos que D?*u € C! e entao
| Diu(zo + )| = | Diu(z0 + 2) = Diu(zo)| < cla]
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Temos também que |o(x) — I| = O(|z]). Utilizando isto temos que
D2oeyulz0)| = | D2u(z0)(0(2), 0(2))]
— ‘D2u(zo)(l 4 (0(x) — 1), + (o(z) — 1))‘
- ‘DZu(zO)(l, D)+ 2D%u(z0)(0(z) — 1,1) + D?u(z)(o(x) — z>2‘

= ‘u”(zo)—i-ZDQu(zo)(U(x)—l, D+D*u(z0)(0(z)—=1)?| < 0+ci|z|+eo|z|* < eslz],

para x suficientemente pequeno.
Novamente utilizando o fato que D?*u € C! temos

‘Dg(x)o'(x)u(zo + ) — Df—(x)a(x)u(%)‘ <clz|,

e, entao,

D2 yaulzo +2)| < ela] + | D2yoeyulz0)| < arlal + eala] = eifal |
para x suficientemente pequeno.

Utilizando isto, para 0 < d < |z| temos

d
‘Dg(x)u(zo—i—x—da(x))—Dg(m)u(zojtx)‘ < /0 ’Dg(x)a(x)u(zg—l—:c—sa(a:))‘ ds < dcl|x|,
portanto,

Do(xr)u(zo 4z, — da(xr)) > Dz yu(20 + 2r) — de|a,|

— W) de|x,| > cs|x,

o(x,)

se tomarmos d < |z,|'T*, para a € (0,1).

|2 —dc|z,| > 06|a:r|2

Entao temos
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|z, |1
u(zo + ) — u(zo + 1z, — d(T(.CEr» = /0 Du(zo + 1z, — sa(a:r)) (a(xr)) ds

-,

Logo, para um r suficientemente pequeno, temos que

‘mr‘l-‘—a ‘mT‘l-‘—a

Da(xr)u(ZO‘i‘.fr_SU(J?r)) ds > / c|x,q|2 ds = c|xT]2|xT|1+a = c|x,
0

u(2 o+ B+ HE) = u(zo + 2 — 00 () — (ulyo) — u(z0))

— (u(% + o+ hE + Hf) —ulzo + z,) — (u(yo) — U<Zo>))

+u(z0 + ;) — u(zo + 2, — |2, "0 (2,))

= 0(2,)+u(zo+x,) —u(zo+a,— |z | "0 (2,)) > clz T +O0 (|2, ") > clz, |

Portanto, tomando

Ly * «
ISZZO—f-ZL'T, yS:T_'_yO—f_hf—f_Hgy ZO:ZO+:L‘T_|$T’|1+ U(Ir)a

como anteriormente, obtemos uma contradigao.
Logo, vale (2.9), o que implica que os conjuntos de nivel de u sdo convexos.

Consideremos o caso geral. Sejam -, crescentes e analiticas que con-
vergem uniformemente para v, e sejam u, solugdes para o problema (2.1)
com v = 7,, e u a solugdo do problema geral. Para cada n, por (2.9) vale
que

Un(2) > min (u,(z), un(y)) ,
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para todo z = Az + (1 — \)y, com A € (0,1).
Entao, fazendo n — +oo temos que

u(z) > min (u(z),u(y))

para todo z = Az + (1 — A)y, com A € (0,1), ou seja os conjuntos de nivel de
u sao convexos, concluindo a demonstracao do Teorema 2.1.
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Capitulo 3

O PRIMEIRO AUTOVALOR
DO LAPLACIANO

Nesta secao estudaremos as propriedades de convexidade da primeira
autofuncao do laplaciano, isto é, da solucao nao trivial do problema

Av+Ag(x)v=0 em ()
v=0 nad (3.1)
v>0 em§

onde 2 é um dominio convexo e limitado de RY e ¢(x) > 0 é uma funcio
peso concava em ().

Nosso objetivo é dar uma prova elementar do seguinte Teorema de Brascamp-
Lieb [2].

Teorema 3.1. Sejav € C*(Q)NC(Q) uma solugio do problema de autovalor

(3.1).

Entao w = logv € concava em ().

E facil ver que se uma funcao v > 0 é concava, entao logv é concava.
Mais geralmente, se v é concava e f é concava e nao decrescente, entao fowv
¢é concava.

De fato, como v é concava, para A € [0, 1], temos que
vz + (1= Ny) > d(z) + (1 —No(y) .
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Agora, como f é concava e nao decrescente, vale que
FloQa+(1=Ny)) = f(hv(@) + (1= XNo(y)) = Af(v(2)) + (1 =) f(v(y)) .
ou seja, f owv é concava.

Portanto a condicao de logv ser concava é mais fraca do que a condigao
de que v seja concava.

A primeira autofuncao do laplaciano em um dominio convexo €2 nem sem-
pre é uma funcao concava. Um exemplo simples, em dimensao 2, é quando
o dominio é o quadrado

Q={(z,y)|0<zx<mel<y<m}
e q(z,y) = 1. Neste caso, a primeira autofungao é
v(x,y) =sinxsiny.

Para justificar esta afirmacao, basta notar que —Av = 2v e v > 0 em §2.
E facil ver que esta fungao nao é concava, pois sua restricao a diagonal do
quadrado nao é concava. De fato, a funcao

) 1 — cos2x
z € (0,7) — v(z,r) =sin’z = —
é concava apenas no intervalo [%, %f], sendo convexa nos intervalos (0, ﬂ e

[%’r, 7r). Logo, neste caso a primeira autofuncao v nao é concava, satisfazendo

apenas que logwv é concava.

Mais geralmente, sabe-se que em dimensao n > 2, se ¢(z) = 1, entao a
primeira autofuncao v do laplaciano em um dominio convexo nunca é concava.

Como conseqiiéncia do Teorema 3.1 temos que os conjuntos de nivel de v
Sa0 convexos.

Observemos também que, pelo Teorema 1.25, temos que se v € solugao do
problema (3.1), entao v > 0 em €2, de modo que log v estd bem definida em (.

A prova do Teorema 3.1 serd construida com as idéias de Korevaar. O
seguinte lema é adaptado de [3].
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Lema 3.2. Seja w € C**(Q) N C°(Q) uma solugdo da equacdo eliptica
Zaij(Vw)wij = b(z,w,Vw) em €,
1,J

onde Q0 é convero, b é nao decrescente em w e convera em (x,w) e

Q45 € Cl’a(Rn)
be C™(Q) x CM*(R x R™).

Entao, para cada A € (0,1), a fungdo continua
CMz,y) = w(Az + (1= N)y) — dw(z) — (1 = Nw(y)
nao pode ter um minimo negativo no interior de €2 x §2.

Demonstracgao:
Consideremos 2 casos:

Suponhamos primeiro que b é crescente em w.
Por absurdo, se o lema fosse falso, 3 X\ € (0,1),3 o, yo € € tais que

C*Mxo,90) <0 e CMwo,yo) é 0 minimo de C*(x,y) .

Consideremos o ponto zy = Axg + (1 — N)yo, que pertence a €2, ja que
é convexo.

Entao

D,C*(z,y) = AVw(Az + (1 — N)y) — AVw(z) ,

D,CMz,y) = (1= AN Vw(Az + (1= N)y) — (1 = \)Vuw(y) .

Como (z9,¥o) ¢ minimo de C*(z,y), segue que

D,C*(z0,v0) = Dyc)‘(ﬂfoa Yo) =0

e, portanto,
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0= AVw(Azo + (1 — N)yo) — AVw(zo) = AVw(z0) — AVw(zo)

0= (1-A)Vw(Azg+ (1 = Nyo) — (1 — X\)Vw(y)

= (1 —=XN)Vw(z) — (1 =N)Vw(y) ,
ou seja,
Vw(zg) = Vw(zo) = Vw(yo) -
Definamos a funcao

h(t) = CMwo+t,yo + 1) .

Entao A tem um minimo interior em ¢t = 0.

Conseqgiientemente, a matriz h;;(0) é positiva semidefinida. Como (a;;(p))
é positiva definida, Vp € R¥, segue que

> ai(p)hi(0) >0, Vpe RN
i,

Entretanto,
2

i (0) = 0x,; 0%
i0;

C"\(Jfoa Z/o) = Wiy (M?o + (1 - )\)Z/O) - Awij(%) - (1 - A)wij(%)

e dai

0< Zaij(p)hij(o)

= a;(p) (wz’j(Mo + (1= Nyo) — Awij(wo) — (1 — )\)wz‘j(yo))

1,J

=Y ay(p)wy(z0) — A Z aiy(P)wig (o) — (1= A) Y ayj (p)wis (o) -

i,j 1,7
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Em particular, para p = Vw(z),

0 S Z aij (V?U(Zo))hu (0)

i7j

= Z Qi (VIU(ZO))U}”(ZO)—)\ Z Qi (VU)(ZO))U}”(:L‘Q)—(I—)\) Z Q45 (Vw(zo))w,](yo)

i,j 4,j 4,J

= ai;(Vw(z0))wij(20) =AY aij (Vew(ao) ) wi (o) — (1=2) Y _ agi (Vw(yo) ) wi; (o)

1,j %, %,J

= b(z0, w(z0), Va(20))

—)\b(xo, w(zo), Vw(xo)) —(1- )\)b(yo, w(yo), Vw(yg)) )

ou seja,

b(zo, w(zp), Vw(zo))
(3.2)
> Ab(wo, w(wo), Vw(zo)) + (1 — A)b(yo, w(yo), Vw(yo)) -
Por outro lado, C*(xg,y0) < 0, entao
w(zg) < Aw(zg) + (1 — Nw(yo) -

Como b é crescente em w e convexa em (z,w), vale

b(z0, w(z0), p) < b(z0, Mw () + (1 — Nw(yo), p)

= b(Azo + (1 — Mo, M (o) + (1 — Nw(yo), p)

< )\b(xo,w(xg),p) + (1 - )\)b(yg,w(yo),p) )

Em particular, no ponto Vw(zy) temos
b(20, w(20), Vw(2o))
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< /\b(xo, w(zy), Vw(zo)) + (1 - )‘)b(y07 w(yo), Vw(20>)

= Ab(wo, w(xo), Vw(l’o)) +(1- )\)b(yo, w(yo), Vw(yo)) ;

o que contradiz a desigualdade (3.2). Portanto, o lema vale no caso em que
b é crescente.

Consideremos agora o caso geral.
. !/ . .
Seja 2 C €2 um conjunto convexo, suave que aproxime ).

Consideremos uma perturbacao do problema anterior, dada por

a;;(Vo)pi; = bz, 0, V) +ep  em
(3.3)
p=w na 0f .

Suponhamos que exista {w®} familia C** de solugoes do problema acima
tais que w® — w uniformemente quando £ — 0.

Aplicando o caso anterior para {w®} e Q' segue que

C2(2,y) = wi(2) — Mws(z) — (1 = Mw(y)

~ s . . . . ’ ’
nao pode ter um minimo negativo no interior de 2 x €).

mo w® — w uniformemen zen — 0, vem u T na

Como w® formemente, fazendo e 0, vemos que C*(z, ao
/. . . . !/ !

pode ter um minimo negativo no interior de €2 x €).

Como Q' é arbitrério, fazendo Q — €, obtemos o resultado do lema.

Para completar a demosntracao do lema, basta mostrarmos a existéncia
da familia w® com a propriedade de que, se € — 0, w® — w uniformemente.

Para isso, definamos o operador

F:{ue 02’a(§)|u —w em 9} x (—gg,80) — C¥Q),
dado por
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F(e,e) =) ai(Vo)gi; — bz, 0, Vi) — e .
2%
Notemos que F' é continua. Além disso
Fo+0,6) = ai(Veo + V) [0y + ty5]
2
—b(z, 0+ 0, Vo + V) —ep — o) .
Dai

@+ 0, ¢)]

=0

d
5

a; ob
= Z Q5 VSO wu + Z e J zﬁk@zg 84,0 (l‘, 2 VSOW

0,5,k

—Za 7,0, V)b — €0

day, ob
=Y ai(Ve)y + { aa (Ve)pij — 8_]7k<m7 ©, VSD)] Ui

©,] .7,k
[P e

Definindo a expressao acima como T'(¢,€), temos que

|F(o+v,e) — Flp,e) — T(¥, )| co.e
[¥]lc2e

que é mostrado no Apéndice B.

— 0,

Disto segue que T' é a derivada de Fréchet de F'.

Temos que L L
T:C*(Q) xR — C"(Q)

29



T(,e) =Y ay (Vo) + ) clw, 0, Vo) — (b + )

1,7 k
Oa;; ob
onde cp(x,p, V) = Y (V)i — — (2,0, V
k(z, 0, V) ”Zkapk( ©) i apk( @, V)

Para € = 0, aplicando o Teorema 1.28, temos um isomorfismo de
CoM(Q) — CO(Q) .

Observemos que, na verdade, o conjunto {u € C’Q’O‘(ﬁ)‘u =w em 0Q'}
que aparece na definicao de F' é apenas um subespaco afim, mas isto nao
invalida o argumento acima.

Pelo Teorema da fungao implicita, a equacao F'(p,e) = 0 permite expres-
sar ¢ como funcao de e, p = ¢(g), para |¢| < 1, para um certo £1, com
0<e <egp.

Além disso
£ . € C**(Q) é continua
O—po=w.
Entao é claro que quando € — 0, temos que p. = w® — w uniformemente.

Agora entao demonstraremos o teorema.
Demonstracao do Teorema 3.1:
Primeiramente suponhamos que €2 é estritamente convexo e tem fronteira

suave, e que ¢(z) é Lipschitz em ().

Seja w(z) = logv(z). Entao para ¢ = 1,2...n temos
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Dai,

Entao,

ou seja,

Av(x)
v(z)
Mas, por 3.1, Av(z) = —Ai1q(z)v(z) e, entdo,

Aw(z) = — |[Vw(z)|* .

Aw(r) = —\q(z) — [Vw(z)]*? em Q.

Como v = 0 na 01, segue que w(p) — —oo quando p — IS, ou seja, w
satisfaz o problema

Aw(z) = =Mg(z) — [Vw(z)]*  em Q

W = —00 em Of) .

Estamos em condigoes de aplicar o Lema 3.2, pois —\;q(z) — |[Vw(z)[?
é nao decrescente em w e convexa em (x,w), j4 que —¢q é convexa.
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Queremos mostrar que w é concava.

Por absurdo, se w nao for concava, entdao para algum A € (0,1) temos
que C*(z,y) assume valores negativos.

Aplicando o Lema 3.2 segue que C*(x,y) nao pode ter um minimo nega-
tivo no interior de € x €).

Temos 2 subcasos a considerar:

[ - Se C*(x,y) ndo é limitada inferiormente, temos que existem , y, €
tal que C*(ay, yr) < —k.

Como 2 é compacto, sem perda de generalidade podemos supor que
Ty — To, Yk — Yo € zx — 20 onde T, Yo, 20 € {2

Entao, para zp = Azy, + (1 — Ay,

w(zg) — Aw(zg) — (1 = Nw(ye) < —k

ou seja,
w(zk) < —k + Aw(xk) + (1 — Nw(yx)

<—k+M+(1-MNM=—-k+M,

donde segue que w(z;) — —00, ou seja, zg € J§). Juntando a isso o fato que
() ¢é estritamente convexo, temos que xg = yg = zg € 0.

I1 - Se C*(z,y) tem um minimo negativo C*(x¢,yo) na 9(Q x ), temos
que existem g, i, 2 € ) tais que C* (2, yx) — Cxo, Yo)-

Como ) é compacto, sem perda de generalidade, podemos supor que
Tr — To, Yk — Yo € 2z — 29 onde xg,yo,20 € (), e também que
Tk # Y, Yk, ja que CMzo,0) < 0.

Além disso, como o minimo acontece na fronteira, segue que xy ¢  ou

y0¢Q
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Entao,

w(xg) =—00 ou  w(yy) = —00 .

Disto segue que w(z;) — —o0, pois caso contrario, se existisse w(zy,) >
N, Vk; teriamos que

C)\(xkzvykz) = w('zkz) - )‘w(‘ka - (1 - )‘)w(ykz)

——00
N

> N — (Qw(zg,) + (1= Nw(y,)) — +oo,

que é um absurdo, pois como C*(zg, ) é negativo, para ko suficientemente
grande, C* (g, yx) é negativo para todo k > k.

Logo, como w(z;) — —oo, vemos que zg € J§2. Juntando a isso o fato
que €2 é estritamente convexo, temos que xg = Yo = 29 € 0.

Em qualquer caso, temos x, — o, Yr — Yo € zr — 20, onde xp # Yy, Vk
e p=1xy=1yy= 29 € 0.

Como

Tk — Yk
Tk —
podemos supor sem perda de generalidade que

€ 0B1(0)

Tk — Yk

|2k — Ykl

Seja v o vetor normal interior a {2 em p, temos que [ pode ser ou nao

ortogonal a v. Mostraremos que nenhuma das alternativas ocorre, obtendo
entao a contradicao procurada.

— 1.

I — Suponhamos que [ - v # 0.

Temos que
(A = Aig(z))(—v) =0
e —v<0em €, v=0em .
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Pelo Teorema 1.27, temos que

d —v(p)

o(—v) >0,

ou seja, v - Vou(p) > 0.

Observemos que v = 0 em 02, e entao, para toda direcao tangente ¢,

v __
temos que 3 = 0.

Segue dai que Vov(p) = av, onde a é uma constante. Logo v (p) # 0.
Assim, por continuidade, para toda direcao o suficientemente proxima de [,
temos que v, (p) # 0.

Logo, também por continuidade, temos que v, (x) # 0, para toda diregao
o suficientemente proxima de [ e para todo x suficientemente préxima de p.

Com isso temos que
vo(2)] >0 >0,

para todo x € B,(p) e o préximo de .

Como Aq(z) é de Lipschitz, em particular A\;q(z) € C%*, e entao, pelo
Teorema 1.28, seque que v € C*<,

Logo v,, ¢ limitada por uma constante.

Além disso, como v é de Lipschitz e v = 0 em 0f, temos que
v(z) = v(z) —v(p)| < K|z —p| .

Seque dai que

Woo(2) = (logu(z)), = (?(f)))[,

()t (z) — 02(z) _ Clz—p| - 02
T o) =T 2@

Tomando x suficientemente préximo de p, temos que Cla — p| < 62
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Logo
Woo(7) <0, Va € By(p)

e para toda direcao o suficientemente préxima de [.

Agora, para k suficientemente grande, a direcao [, esta proxima de [ e
entao w é estritamente concava na direcao [, o que é um absurdo, pois por
hipétese, para k suficientemente grande, C*(zy, yx) < 0, ou seja, w nao é
concava na direcao ly.

IT — Suponhamos que [ - v = 0.

Sejam oy, s, ..., an—; uma base do espaco tangente a 0f) em com
) ) ) )
a1 = . Sem perda de generalidade, podemos supor que p = 0 e que
aq,Qs, ...,an_1 ¢ a base candnica de RV 1L,

No ponto p, podemos representar 02 como sendo o grafico de

Ty = (1,29, ..., TN_1),
com xy na direcao do vetor normal v.
Além disso, ¢ é tal que
©(0) =0, ¢;(0) =0, para i=1,2,...N—1.
Consideremos a parametrizacao de 9€2 dada por
X : (21,29, ..., TN_1) — (a:l,xg, e TN_1, (T, T, ...,xN_l)) )
Entao
ox

8@
é um campo vetorial tangente a 0.

= O T AN Pg;

Como v = 0 em 0f2, temos que

U(xlvx% s TN-1, g0($1,I27 "'71’]\7*1)) =0.

65



Entao,

0:<a 9 Dy

oz, + DN 8:r,>v = Vg, + Pz, Vay -

Logo

2
0= (o o) '~ (o + ) o o

- (Uxi + szvivmw)xi T Py (U%‘ + %ciUxN)

TN
_ 2
= Uzjz; T PaieVay + PrVeya; T PaVayz; + Po PrianVey T Lo Vanan -

Entao, como em p temos que ¢,, = 0, vale que

0:(8 9 Dy

2
oz, " Dex ax) 0P) = Vaia - ot

ou Seja’7 U:Eia:i = _SO.Z’i.Z‘i/U:L‘N'
Notemos que como {2 é estritamente convexo, temos que @, ..(p) > 0.

Além disso, como
(A= Xig(z))(=v) =0, —v<0 e v(p)=0,

pelo Teorema 1.27 temos que

Mas como ay = v, vale que v, (p) > 0. Juntando isto com o fato de € ser
estritamente convexo, temos

Vga; (D) = =Pz (D)Vey (p) <0, parai=1,2,.., N —1.
Como v(p) = 0, temos que Av(p) = —A1¢(p)v(p) = 0, e entdo

Uzyzn (p) == Z Uz, (p) = Z Priz; (p)va (p) >0.

=1 i=1
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Observemos que qualquer vetor [, perto de [ pode ser escreito na forma

N-1

k k
lp =cyv + E C oy .
i=1

Como a; = [, fazendo k tender a oo, temos que ¢, — 1 e ¢l — 0, para

i=2..N.

Temos
N-1

v, =l - Vv = (cﬁ,y + Z cfozi> -V
i=1

N-1 N-1

= chv - Vo + Z (Cfai V) = chv, + Z g, .

=1 =1

Queremos construir a mesma contradicao que construimos no caso ante-

rior.
Temos que
N-1 N-1 N-1
vll—ck£<ckv+g ckv>+§ cki<ckv+g ckv>
Ktk — Na NYv i YT 7 NYv 7 YT
v ox;
i=1 i=1 ’ =1
N-1 N-1 N-1
_ (k2 k k k( k k
= (c¥) v + E iUz + E c; (CNUWCZ. + 5 cjvmﬂj>
i=1 i=1 j=1
N-1 N—1N-1
_ (k2 k k k k
= (cy) v + 2 E CNCivg,, + E E Ci iV, -
i=1 =1 j=1

Logo, como v € C*%, temos que D?v ¢ limitado e entdo, fazendo x — p
em [, para k suficientemente grande, temos que

Uty (T) = Vg, (2) <O

Portanto, para x suficientemente préximo de p, temos que v, () < 0.
Dai, como v(x) > 0 em 2, temos que

v(@)y, (2) <0 < vj ()
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ou seja,

. ,U(’I),Ulklk (ZL‘) - Ul2k (I)
Wil (:C) - 1)2(37)

<0,

e pelo mesmo argumento anterior, chegamos a um absurdo.

Consideremos agora o caso geral.
Seja (€),) seqiiéncia crescente de conjuntos estritamente convexos, com
fronteira suave tal que (J€,, = (.

Aplicando o caso anterior para os conjuntos (2,, temos que existe v,
sequéncia tal que

Avy, + Aq(z)v, =0 em ),
v, =0 em 0F,
v, >0 emQ,

onde v, € H(£2,,) e, sem perda de generalidade, podemos supor que

/ v2q(z) do=1.
Qn

Entendendo v, como 0 em 2\ 2, temos que v, € H}(Q2).

Como 2, C Q,41, a funcao v,, é admissivel para o calculo de

Anp1 = inf{/ lu|? dx ‘ u € Hy(Qny1), / wqdr=1}%
Qn+1 [9)

n+1

donde segue que A\, < A,. Dai temos que A, > 0, Vn e (A,) é uma
seqiiéncia decrescente. Seja A = lim \,,.

Notemos que as v,, estendidas formam uma seqiiéncia limitada em Hj(£2),
pois anH%{é = A\, | A. Com raciocinios analogos ao utilizado para mostrar

a existéncia da solugao no caso do Potencial Capacitario, temos uma sub-
seqliéncia que converge para v fracamente em HJ(2), fortemente em L*(Q) e
também em q.t.p. Portanto v > 0.

Como ¢ é concava, temos que ¢ é limitada e entao
, |12 5, \1/2
’/(vn—v)q‘ SM(/(vn—v) > = M||v, —v|2 — 0.
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Além disso, temos

e[ 2 |( fera)” - (fira)”
(Jera)” = ( [era)™.

Como [(v,)*¢ =1, Vn, temos que [(v)*q = 1.

>0

— Y

ou seja,

Por outro lado, como

—Av, = Ag(x)v,,
temos que

/ Vo, Ve =X\, / vnqp, Ve e Cr(Q) .
Q Q

Como v, que converge para v fracamente em H{(£2), temos que

/an'V<p—>/Vv-Vg0.
Q Q

Da convergencia em L%(), temos
/vnqso —>/vqso, Vip € G5 () .
Q Q
Com isso temos que

/Vv~V<p:5\/vqg0, Vo € CP(Q) ,
Q Q

isto é, v satisfaz o problema
—Av=Xvug(z) =0 emQ
v=0 em Of).

Além disso, como v > 0 e ¢ > 0, segue que —Av > 0. Aplicando
novamente o Teorema 1.25, obtemos que v > 0 em 0f). Logo v satisfaz o

problema
Av+M(z)v=0 em Q
v=0 em Jf
v>0 em ).
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Mas a primeira autofuncao é a tunica que nao troca de sinal. Logo v é a
primeira autofuncao.

Como log v, sao concavas em (), e logv, — logwv pontualmente, temos
que logv é concava, o que conclui a demonstracao do Teorema 3.1.
|
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Apeéendice A

Dada uma funcao continua nao decrescente v : R — R, com v(0) = 0,
construiremos aqui fungoes 7, reais analiticas, crescentes com 7, (0) = 0 e tais
que 7, — 7 uniformemente em um compacto previamente escolhido. Para o
problema em questao, basta que o compacto contenha o intervelo [0, 1].

Construiremos polinomios p,, tais que

pn — v uniformemente em [—1,2],

pn estritamente crescente no intervalo [—1,2] .

Seja € > 0 fixo.

Consideremos K, uma seqiiéncia de Dirac com o suporte de K, contido
em (—%, %), K, € C* K, >0ecom fj;o K, =1.

Fazendo a convolucao da seqiiéncia de Dirac com -y, temos
Ky v € C%,
K, *xvy — 7 uniformemente em [—1,2] .
Para n convenientemente grande, obtemos que g definida por
g9(x) = (Knxv)(z) = (Knx7)(0) € C%
satisfaz
€

sup [g — 7| < 3
[71’2}
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Observemos que g é nao decrescente, pois como v é nao decrescente, se
x <y, v(xr —1t) <y(y —t). Juntando isso ao fato de que K,, > 0, temos

“+00 “+oo

Kox)o) = [ o= 0Kade< [ oy = 0K, de= (K x)(0)

—0o0 —00

Temos agora g : R — R nao decrescente tal que g(0) =0 e g € C™.
Consideremos ¢ : R — R. Temos que ¢ (z) >0, V.

Pelo Teorema da Aproximacao de Weierstrass, existem ¢,, polinémios tais
que

/

¢n — ¢ uniformemente em [—1,2] .
Se ¢,(x) > 0, Vz, definimos

1
T.(z) = q,(x) + —.
() = gula) +
Se ¢, (z) < 0 para algum x € [—1,2], teremos que inf_; 9 ¢, < 0.
Como ¢, — ¢ uniformemente em [—1,2], temos que
inf ¢, — 0, pois g/ >0.
[7172]
Seja
T,(x) = 4a(x) — inf g+ -
w(x) = q,(x) — inf g, +— .
1 [—1,2]q n
Em qualquer um dos casos temos que

T, — ¢ uniformemente em [—1,2],
T, >0, Ve el[-1,2]

e T, sao polinomios.

Logo, para n suficientemente grande, obtemos um polinémio 7}, = T tal
que

T(x)>0, Vexe|-1,2],
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T(z) — ¢ (z)] < % Vo€ [-1,2] .

Finalmente, seja p(z) = [ T(s) ds.

Entao
(i) p(x) é polinomio;
(ii) p(z) é estritamente crescente em [—1,2];
(iii) Como p(0) =0, g(0) =0e |p'(z) —g ()| < £, Vx € [-1,2], segue que

pa) = g(a)l < 23==, vae[-1,2].

Portanto,

p(2) = 1(@)] < Ip(@) = g(@)] + lg(w) = y(@) < 5+ 5 <2, Voe[-1,2).

Como ¢ é arbitrario, podemos construir uma seqiiéncia de polinomios com
as propriedades desejadas.
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Apendice B

Consideremos o operador

F:{ueC*(@)|u=w em 9Q'} x (—eg,&) — C*(X)

dado por
F(pe) = a;(Ve)ey — bz, 0, V) —cp .
i\j

Definindo

Oa;s ob
T() =3 ay (Ve + [Z S (Vo) — a1, V) |
%,] i,j,k
ob
- [%(I,% Vo) +ely,

mostraremos que

[£(p +¢,e) = Flp.e) = T(¥)|lcom
[l 2.

ou seja, T é a derivada de Fréchet de F.
De fato, temos

> " aii(Vo + V)i + i) — b, o+, Voo + Vi) — e — et)

0,]
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- Z a;;(V)pij + bz, 0, Vi) + 0 — Z ai; (V)i

i3 2%

Day ob ob
- [Z aj% (Ve)ei; — a—pk(:r, , V@)} Ui + [%(w, v, Vo) + 5M

i7j7k

1 (Vo+ V) i +bg] Zam V)i Zam Vi)t — Z

7.k

0b ob
+‘b(fv, 0, Vo) =b(x, o+, Vo+Vip)+ a—pk(l’, @, W))Wr%(% , W))l/}‘
k

< ’(Zaij(V%DvLVTﬁ)[SOz‘jWij]—Z ai; (Vo) pij+ibis] ) Z s (Vo) i

1] 0] .5,k

b 0b
+‘——($ 0+ 0y, Vo +0Vi)yp —Z—(x,go—l—@zzz,Vgo—l—@V@D)z/zk
Oy Ipr
0b
+Z apr (&0 VoWt 5 (@, ww‘
< Z %(VSO + 0VY) i + Vi — %(VSO)S%%
ik Opi ik Opr

b b

b ob
+ Ek: <8—pk(ﬂc, 0, Vo) =g (@, o+, W’”VW) Y

= ’( g% (Ve OV ) pitin— 8” Ve) souw’f)il (V0N

1,5,k .5,k i,7,k

+M|(z, 0, V) = (z, 0+ 01, Vo + V)| |9

+ 3 M|(z, 0, Vo) —(x, o400, VotV )| |¢x|
k

I0)



Z

7,k

2 V90+0V1/1)<pu% —(Vw)%wk i V ©+OVY) ik

|5

1,7,k

MI(J P + [VoI?) o] + ;me + IV9[2) 212w
< 2;N|<w+ew> — (V)]s ] +§;N|wij|wk|
i,7, i,
M{(J9P + V2 21 (1] + Z [el)
< Z%N\ew\a!wijuwkr i+ 2N|wij!rwk|
7, 4,J,

M (1] + D 1)
k

< N(IVele Y Il + 3 lewllunl ) + Milwlig (1ol + > )

1,7,k 4,7,k

Como ¢, 1) € C?“, temos

sup |F(p+1,e) — Fp,e) — T (V)]

<sup (N (Vo1 X loollvel + X lval) + bl (1o 3 ))

1,7,k 1,7,k

< N(I98* Y Iellcse llese + D I llomel¥lcae )

i4.k .5,k
MY (Il + 3 [llcne)
k

N(IVY[*llelleze [¢llczan® + [¥]lcza ¢ ]l c2an?)
+M [Pl (1 llcze + nllYllcoe) -

Observemos que se ||¢[|cza — 0, entdo |Vp|* — 0 e [|¢||g: — 0.

76



Logo

sup [F(p +¢,¢) = Flp,e) = T(¥)]
[llc2.e
< N[V |*|[pllcze + NnPl|ylleza + M(n+ 1)yl — 0

quando |[¢]|gz.e — 0.

Empregando raciocinios analogos, mostra-se que

[F'(p(z) +9Y(x),e) — Flp(x),e) — T((x))
sup
oty V]| c2a |z — ylo

~(Flely) +¥(),e) — Fley),e) = T(¥(y))]
[¥]lczelz — y|®

—0

quando [|1]|cz.e — 0.

Disto segue que

1F(p +,6) = Fp,e) = T(W)llcoe
Y]z
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