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RESUMO

Este trabalho visa o uso da funcao de Green de valor inicial no ajuste
geostréfico e do método Semi-Lagrangeano na integracao de um modelo acoplado

oceano-atmosfera descrito pelas equacoes de aguas rasas.

O ajuste geostrofico é considerado através de perturbacoes na pressao
e do vento. No caso de sistemas sem rotacao, é discutida a relagao da equagao
hidrostatica com ondas longas nao-dispersivas. Com rotacao, a conservagao da
vorticidade potencial permite escolher a elevagao correspondente a um estado de
equilibrio geostroéfico. O sistema de equacoes de aguas rasas é desacoplado em
equagoes de Klein-Gordon com valores iniciais e termos nao-homogéneos acopla-
dos. A resposta dinamica formada pela resposta transiente e a resposta forcada é
obtida para uma perturbacao inicial da elevacao. A acao do vento como forgante nas
equacgoes de momento 2D, através do transporte de Eckman, conduz a uma equagao
de aguas rasas forcada. Uma decomposi¢ao da resposta forcada é realizada com uma
resposta permanente, que satisfaz a equacao de Helmholtz , e com o uso da base

dinamica gerada pela resposta impulso.

Um modelo hidrodinamico 3D introduzido por Casulli e governado por
equacgoes nao-lineares de adguas rasas ¢ integrado na vertical para a obtencao de um
modelo 2D. Com isto, as condig¢oes de contorno devido a tensao do vento e a friccao
devido a topografia do fundo, transformam-se em forcantes do modelo. O modelo
foi integrado com um método semi-implicito em diferencas finitas, utilizando-se o

método Semi-Lagrangeano para a parte advectiva.

Simulagoes simbdlicas foram realizadas para o ajuste geostrofico devido
a perturbagoes de duracao infinita e finita para a elevagao e para o efeito da tensao
do vento. Foram realizadas simulagoes numéricas para variadas geometrias, em

particular a Baia de Guanabara e a Lagoa do Patos.

x1i



ABSTRACT

This work seeks the use of the Green function of initial value in the
geostrophic adjustment and the Semi-Lagrangean method for the integration of
a ocean-atmosphere coupled model described by shallow water equations. The
geostrophic adjustment is considered through disturbances in the pressure and of
the wind. In the case of systems without rotation, a relationship of the hydrostatic
equation with non-dispersive long waves is argued. With rotation, the conserva-
tion of the potential vorticity allows to choose the corresponding elevation for a
state of geostrophic equilibrium. The system of shallow water equations is decou-
pled in equations from Klein-Gordon with initial values and non-homogeneous terms
that are coupled. The dynamic response formed by the transient response and the
forced response is obtained for an initial disturbance of the elevation. The action
of the wind as a forcing term in the 2D moment equations, through the transport
of Eckman, leads to an equation forced shallow water equation. A decomposition
of the forced response is carried through with a permanent response, that satisfies
the Helmholtz equation, and with the use of the dynamic basis generated by the

impulse response.

A hydrodynamic model 3D introduced by Casulli and governed by non-
linear shallow water equations was integrated in the vertical for the obtention of a
2D model. With this, the boundary conditions due the stress of the wind and the
friction due the topography of the bottom, become forcing terms of the model. The
model was integrated with an semi-implicit method in finite differences, and by using

the Semi-Lagrangean method for the advective part.

Symbolic simulations had been performed for the geostrophic adjust-
ment due to disturbances of infinite and finite duration for the elevation and the
effect of the stress of the wind. Numerical simulations for several geometries, in

particular the Guanabara Bay and the Lagoon of Patos.
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1 INTRODUCAO

Varios aspectos da atmosfera e do oceano podem ser apreciados em
termos de efeitos forcantes, os quais tendem a perturbar o sistema, e a forca da
gravidade que pode ser vista como uma forca restauradora do estado de equilibrio.
Uma caracteristica observada é que certos movimentos na atmosfera e no oceano sao
de cunho inercial. E bastante conhecido que perturbacoes de escala sinética na at-
mosfera e oceano, satisfazem, aproximadamente, as condi¢oes de balanco geostréfico
entre os gradientes da pressao e a aceleragao de Coriolis. Neste trabalho, tem-se in-
teresse em analisar como o sistema se comporta quando determinadas forcas agem
e para tal, sao abordados problemas lineares e nao-lineares relativos a um modelo

oceano-atmosfera descrito pelas equacoes de dguas rasas.

Inicialmente, considerando problemas lineares associados as equagoes
de aguas rasas, a funcao de Green de valor inicial é utilizada na resolugao do pro-
blema de ajuste introduzido por Rossby [53] e posteriomente por Cahn [7], Blumen
[5] e Gill [24], com o objetivo de melhor compreender o mecanismo pelo qual a
pressao e a distribuicao da velocidade tendem a experimentar um ajuste mutuo;
isto é, se aproximam de um ’equilibrio geostroéfico’, onde o gradiente de pressao esta
em balanco com a aceleracao de Coriolis. Isto permite caracterizar os transientes
induzidos por uma perturbagao da pressao em torno do estado geostrofico. Os
efeitos da rotacao e da tensao do vento sao formulados através de uma equagao
de Klein-Gordon nao-homogénea - conhecida como equacao de adguas rasas forgada.
O primeiro passo na aproximagao nao-linear foi realizada por Obukhov [49]. Uma
corregao nao-linear de baixa ordem foi discutida em Blumen [5] e posteriormente por
Dewar et al [17]. Recentemente, Reznik et al [51] e Zeitlin et al [68] apresentaram um
estudo do processo de ajuste geostréfico nao-linear para o caso de um dominio infinito
bidimensional. Posteriormente, Zeitlin et al [69] e Bouchut et al [6] continuaram o

ajuste nao-linear no contexto das equagcoes primitivas continuamente estratificadas.



1 Introducéo 2

Escoamentos de dguas rasas sao encontrados em uma grande variedade
de meios aquaticos naturais, como por exemplo, rios, lagoas, reservatorios, regioes
costeiras e estudrios. Os escoamentos em baias ou estudrios ocorrem em regime
turbulento, devido a difusao turbulenta e as correntes advectivas consequentes da
maré nos contornos abertos e dos ventos. Tais escoamentos sao responsaveis pela
mistura d’agua doce com a do mar; consequentemente, pelo transporte e dispersao de
processos de natureza fisica, quimica, bioldgica e geoldgica, os quais interagem entre
si de uma forma extremamente complexa. Alguns destes processos sao transporte de
temperatura, salinidade e poluentes. Como a descarga de agua doce e a geometria
destes ambientes podem ser alteradas artificialmente, essa interferéncia externa pode
modificar a circulacao e os processos de assimilagao e renovagao das substancias

introduzidas nesses ecossistemas costeiros.

Os modelos numéricos usados para descrever a hidrodinamica e o pro-
cesso de transporte do sistema oceano-atmosfera, se tornam ferramentas importantes
para entender a resposta do sistema perante perturbacoes na regularidade do mesmo.
A componente principal destes modelos é o esquema numérico usado para represen-
tar as variaveis envolvidas. Varios métodos numéricos sao propostos na literatura,
Griebel et al [28], Hall [32], Strikwerda [61] e Weiyan [66]. Entre os mais utilizados
estao o método de diferencas finitas e o método de elementos finitos, uma com-
binacao de ambos ou, ainda, a combinacao destes com o método das caracteristicas,
usado na abordagem semi-lagrangeana, Casulli [10], Stanforth et al [60] e Temper-
ton et al [62]. Neste trabalho, as equagdes governantes sao discretizadas usando os

métodos de diferengas finitas e semi-Lagrangeano, Casulli et al [8] e [9].

Assim, no capitulo 2, apresentam-se as equagoes gerais que sao uti-
lizadas no trabalho, com uma pequena descricao da leis de conservacao, a partir das
quais estas equacoes sao obtidas. Além disso, sdo analisadas algumas aproximacoes
que reduzem as equacoes gerais a situagoes particulares. Também, uma descrigao

das condicoes de contorno cinematicas e dinamicas na superficie e no fundo do fluido.



1 Introducao 3

No capitulo 3, sao abordados os efeitos de variacoes na pressao de um
fluido homogéneo e uma discussao da aproximacao hidrostatica com as equacoes de
aguas rasas linearizadas, no processo de ajuste geostrofico do sistema atmosfera-
oceano. Ainda, serao analisados os efeitos da rotacao e a obtencao das equacoes
resultantes a partir destas hipoteses, chamadas equacoes de Klein-Gordon forcadas.
A solucao destas equagoes é obtida através do método da transformada de Fourier em
termos de uma solugao fundamental, denominada também de solugao dinamica ou
resposta-impulso do sistema. Além disso, é analisada a decomposicao de respostas
forcadas, as quais sao definidas através da integral de convolugao da solucao funda-
mental com o termo nao homogéneo. Esta teoria é aplicada na resolugao simbdlica

de uma equacao de Klein-Gordon unidimensional particular.

No capitulo 4, considera-se os efeitos de variagoes na pressao atmosférica
e os efeitos da tensao do vento como uma forcante para as equacgoes linearizadas.
Realiza-se simulagoes simbédlicas no Maple, para a obtencao de resposta dinamica

de uma equacao de Klein-Gordon forcada pelo vento, no dominio bidimensional.

No capitulo 5, a partir da integracao da equagao da continuidade, é
obtida a equacao para a superficie livre. Um modelo de aguas rasas nao-lineares
tridimensionais é apresentado, Debnath [16], em conjunto com as condigoes iniciais
e de contorno necessarias para a resolucao do problema. Sao abordadas algumas
simplificacoes das condigoes de contorno dinamicas relacionadas ao atrito do vento
e a topografia do fundo. Ainda, a partir do modelo tridimensional é obtido o mod-
elo bidimensional integrado na vertical, onde as condi¢oes de contorno do modelo
hidrodinamico 3D sao incorporadas como forgantes do modelo 2D. Foi realizado
um acoplamento do transporte de massa ao modelo hidrodinamico, considerando a

equacao da conservacao de salinidade na forma nao-conservativa.

No capitulo 6, é feita uma analise caracteristica das equacoes do modelo
hidrodinamico, com o objetivo de melhor justificar a escolha dos métodos de dis-

cretizacao utilizado. E realizada uma descricao do método numérico de diferencas
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finitas com integracao semi-implicita. Nas equacoes de momento, o gradiente de
pressao e a difusao vertical sao discretizados implicitamente; os termos de difusao
horizontal e Coriolis explicitamente e a parte advectiva pelo método semi-Lagran-
geano, o qual também é descrito neste capitulo. A equacao da superficie livre é
discretizada por um esquema implicito em diferencas finitas. Ainda, é adicionada
uma equacao de adveccao-difusao, que descreve o transporte da salinidade, o qual é

discretizado por diferencas finitas.

No capitulo 7, algumas aplicagoes bidimensionais e tridimensionais das
equacoes de dguas rasas nao-lineares sao resolvidas numericamente, usando o For-
tran. Inicialmente, para o modelo hidrodinamico, secao 7.1, a primeira aplicacao
bidimensional, foi resolvida simbolicamente no capitulo 4 para o caso linear, usando
o software Maple. No presente capitulo, as equagoes nao-lineares forcadas pelos
efeitos do vento sao resolvidas. A segunda aplicacao bidimensional, representa uma
baia com canal em forma de S, proposta em Benqué et al [3] e cujos resultados
sao comparados aos deste trabalho. As duas ultimas, descrevendo aplicagoes tridi-
mensionais, sao os estuarios da Baia de Guanabara, no Rio de Janeiro e a Lagoa
dos Patos, no Rio Grande do Sul. Na secao 7.2 é apresentado um teste tedrico
bidimensional para o processo de transporte da salinidade, cuja solugao numérica é

comparada com a solugao analitica.



2 PRELIMINARES

Diversos processos, com diferentes graus de atuacgao e diferentes es-
calas de ocorréncia, estao envolvidos na interagao do oceano com os astros celestes
proximos da terra, a atmosfera e a prépria terra; isto é, os continentes e o fundo
oceanico. Esses processos geram diferentes movimentos, cada qual com frequéncia e

periodo tipicos. Alguns movimentos sao particularmente importantes:

e 0s mouvimentos gerados por interacao gravitacional dos oceanos com al-
gquns astros, principalmente a Lua e o Sol, denominados de maré as-

tronomica;

e 0s movimentos gerados por atuagao dos ventos na superficie dos oceanos,

denominados Circulacao Dirigida pelo Vento;

e 0s movimentos gerados por gradientes de densidade, que ocorrem em
larga escala nos oceanos devido as diferencas de absor¢ao da radiacao

solar.

A transferéncia de propriedades entre o oceano e a atmosfera é de ex-
trema importancia para a dinamica dos oceanos, pois a atmosfera entra em movi-
mento por absorcao diferenciada da radiacao solar e entao os ventos atuam sobre os
oceanos, gerando as correntes superficiais. Mas, para que isso ocorra é necessario
que momento seja transferido da atmosfera para o oceano. Além disso, oceano e
atmosfera trocam calor e vapor d’agua, que vém também a alterar o movimento da
dgua do mar. A densidade da dgua no oceano é em torno de p = 1035kg/m?, resul-
tando mais densa que o ar. Proximo a superficie do mar, a densidade do ar, que varia
com a temperatura, pressiao e umidade, tem valores tipicos p, = 1.2 — 1.3kg/m?>.
Assim, a interface entre estes dois meios € estavel; ou seja, toda vez que ela se defor-
mar, a atuacao da gravidade a fara retornar ao estado de equilibrio. Devido a esta

estabilidade da interface, estes dois meios nunca se misturam significativamente.
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Encontramos apenas porcoes de ar na dgua e vice-versa; bolhas e spray, respectiva-
mente. Portanto, a transferéncia de propriedades entre a dgua e o ar se restringe as
proximidades da interface. No entanto, como a atmosfera tem menor densidade e
maior dinamica, as propriedades transferidas do oceano para a atmosfera espalham-
se mais, atingindo maior distancia. Apesar da distribuicao de propriedades na at-
mosfera ser mais dinamica, o oceano absorve muito mais radiacao que a atmosfera.
A quantidade de particulas e moléculas em suspensao nos oceanos é muito maior e,
além disso, processos como fotossintese e outras reagoes quimicas que ocorrem na
agua do mar utilizam energia, mantendo-a no meio e evitando que seja perdida. A
taxa de absorcao varia de acordo com o comprimento de onda. Os comprimentos
de onda menores penetram a maiores profundidades no mar. Em areas costeiras,
onde existe maior quantidade de material em suspensao na agua, a difusao da ra-
diacao é maior e é dada em funcao do tamanho e da quantidade de particulas em
suspensao. O resultado é que a penetracao de radiagao solar no mar é bem menor
que na atmosfera. Cerca de 80% da radiacao solar é absorvida nos primeiros 10
metros do oceano. O nivel de extincao total da luz no oceano ocorre préximo dos
200 m de profundidade. Em areas costeiras, essa profundidade é menor. Nos dois
lados da interface ar/mar existe uma camada dentro da qual a troca de momento é

mais efetiva. Esta camada é chamada Camada de Ekman.

As forcas que atuam no oceano sao a expressao analitica das interacoes
deste com sua vizinhanca. Ou seja, das interagoes do oceano com a atmosfera,
com o fundo oceanico, com os continentes e com os astros Sol e Lua, resultam os

movimentos.
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2.1 Leis de Conservacao das Propriedades da
Agua do Mar

O estudo do movimento nos oceanos sera realizado com base nas equacoes
da dindmica dos fluidos, segundo Aris [1], Gill [24], Landau et al [38], Majda [45],
Serrin [55] e outros e algumas propriedades de conservagao relativas a elementos da
agua do mar, mais especificamente:
1. densidade (p)
2. as 3 componentes da velocidade u = (u, v, w)
3. pressao (p)

4. temperatura (1)

5. salinidade (s)
Para estas sete variaveis, considera-se o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

e Conservacao da Massa:

1 Dp
——F u=0 2.1
th—l—V u (2.1)

e Conservacao de Momento:

Du 1 1_ 1
U 9 xu= -V VEV W IV (uv F., (2.2
t+ X u p p+g+p (3 U)+p (kVu) + F., (2.2)

e Conservacao da Energia:

D(c,T)
Dt

p =V (kVT)—pV-u+Qpy (2.3)
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e Conservacao de Sal:

Ds
. v 2.4
pp; =V (0hasVs) (2.4)
e Equacao de Estado:
F(p.p.T,5) =0 (2.5)

Uma breve descrigao sobre estas equacgoes é dada a seguir.

e Conservacao da Massa: Equacao da Continuidade

Seja p(t,x) a massa por unidade de volume de um fluido no tempo ¢ e
posicao x, conforme Aris [1]. Entao, a massa em qualquer volume finito
Vé
m = / p(t,x)dV
1%

Se V' é um volume material, isto é, se é composto pelas mesmas particulas
de fluido e se nao existem fontes ou sumidouros no meio, a massa nao

muda. Inserindo f = p na equagao (A-1.4), obtém-se

Dm Dp B
E_/V<E + pV U.> dav = 0. (26)

Utilizando argumentos de continuidade com o integrando em volumes

arbitrariamente pequenos, resulta

Dp
—_— . p— 2-
D1 + pV-u = 0, (2.7)

Substituindo a derivada material, decorre a equacao

dp B
E +V-(pu) = 0, (2.8)

As equagoes (2.7) ou (2.8) descrevem a conservagdo de massa e sao

conhecidas como Fquac¢ao da Continuidade.
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Além disso, observe-se que combinando a equacao da continuidade com
o teorema de transporte de Reynolds (A-1.2) aplicado a funcao F = pF,

tem-se

D / D
— devz/ (—pF +pFV-u>dV

DF Dp
- LR vw ) ay
/V(t) (p i Tt “>>

DF
— [ s av

pois o segundo termo se anula por (2.7).

e Conservacao de Momento: 2¢ Lei de Newton

A equagao vetorial que expressa a conservagao de momento é expressa

pela segunda lei de Newton:

onde Fr ¢ a forca resultante por unidade de volume.

Considerando inicialmente, que as forcas que atuam sao as forcas devido
ao Gradiente de Pressao, a gravidade, a viscosidade e alguma forca

externa F., citando Weiyan [66], obtém-se a equagao

Du 1 1_ 1

— =V -V(zV- -V (uV F., 2.9

B = s rE S VET W) o (i) + (2.9
onde g = —gk ¢é a aceleracao devido a gravidade e i é o coeficiente de

viscosidade dinamica ou absoluta do fluido. Esta equacao representa
a conservacao de momento para um fluido viscoso sujeito a um campo

gravitacional. Se p = 0, o fluido é considerado ideal ou inviscido e a
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equagao é chamada Fquac¢ao de Euler em homenagem a L. Euler, que

a descobriu em 1755, segundo Landau et al [38].

A equacgao (2.9) expressa a conservacao de momento linear do escoa-
mento de um fluido. Em movimentos de grande escala os efeitos de
rotacao da Terra sao importantes. E dai que a aceleracao inercial deve
ser corrigida na equagao de conservacao de momento com a inclusao

das aceleragoes de Coriolis e centrifuga.

— Forga de Coriolis e For¢a Centrifuga: Considerando o movimento
de uma particula A de acordo com dois referenciais que estao
em movimento relativo de translacao uniforme sem movimento de
rotacao; ou seja, um referencial é fixo e o outro estd em movimento
em relacao ao primeiro com velocidade constantes, demonstra-se
que as aceleracoes da particula em relacao aos dois referenciais sao
iguais, isto é, a = a, Gill [24] e Dutton [19]. Porém, caso o referen-
cial movel apresente um movimento de rotacao em relacao ao ref-
erencial fixo, surgem os efeitos das forcas de Coriolis e centrifuga.
Neste caso, o referencial mével apresenta uma velocidade angular
constante {2 em relagao ao referencial fixo, cujas componentes sao
(0, Qcosg, Qsend), com Q = 7.292 x 10 °rad/s a velocidade de

rotacao da Terra e ¢ a latitude, conforme figura 2.1.

2, = cosd

Figura 2.1 Componentes de {2
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No caso do movimento apresentar rotacao, ¢ demonstrado em Gill

24] que:

a=a; + Acor + Acent = At +22 X u+ N x 2 xr, (2.10)

onde r é o vetor posicao em relagao ao referencial fixo. Os termos
—2Q xue 2 x Q2 xr sao a aceleracao de Coriolis e aceleracao
Centripeta, respectivamente. A Forca de Coriolis atua no sen-
tido de defletir todos os movimentos que ocorrem na superficie da
Terra, porém seu efeito s6 é sentido em movimentos de larga e
média escalas. A defleccao do movimento causada pela forca de
Coriolis ocorre para esquerda no hemisfério sul e para a direita
no hemisfério norte. O efeito da forca centripeta sera levado em
consideracao junto com a aceleracao da gravidade. Considerando
um corpo que esteja parado na superficie da Terra, este corpo esta
sujeito apenas a aceleragao da gravidade e a centripeta, portanto

a partir da equagao (2.10), tem-se

a=ge+N2x2xr, (2.11)

onde g, é a aceleracao da gravidade efetiva medida na superficie

da Terra. Chamando a de g, resulta

Be=g— N XX (2.12)

O termo — x 2 x r refere-se a aceleracao centrifuga, que aponta
em direcao contraria ao centro da Terra, conforme figura 2.2.
Desta forma, g, ¢é a gravidade somada ao efeito da centrifuga

e como esta aceleracao é muito pequena quando comparada a
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aceleragao da gravidade g, a defleccao de g é pequena e usare-

mos a aproximagao ge ~ g.

zo
g9

(\\

29 X v >~ X (2 Xr)

Figura 2.2 Aceleragoes de Coriolis e Centrifuga

Assim, substituindo (2.10) na equagdo de momento (2.9) e desprezando

a aceleragao centrifuga em (2.12), resulta

Du 1 1_ p 1
90 xu=--V “VEY w4 -V (uVu) + F.. (2.1
5y T2 xu p p+g+p (3 u)+p (uVu) + (2.13)

que representa a equagao vetorial de conservacao de momento ou movi-

mento de um fluido.

e Conservacao de Energia Interna: 1* Lei da Termodinadmica

Pela 1¢ lei da termodinamica, a variacao da energia total em um volume
material é a soma do calor transferido e o trabalho realizado no volume,
citando Aris [1] e Holton [34]. Para a energia total serao consideradas
. . . . YO l 2 d 2 _ U .
somente a energia interna e energia cinética (;u*), onde u* = u-u. Uti-

lizando a taxa de variagao da energia cinética em um volume material,
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o teorema de transporte de Reynolds e o teorema de Green, obtém-se

DE
/{p—+V~q+pV-u—QH dV =0,
v | Dt

onde E denota a energia interna especifica, isto é, a energia interna
por unidade de massa, q ¢ o fluxo de calor no volume, —pV -u-+ Qg
¢ a dissipagao de energia por tensao interna e intercambio reversivel
de energia de "deformacao”, com )y denotando a dissipacao viscosa
para um fluido Newtoniano. Assumindo a continuidade do integrando,
resulta

p— =-V-q—pV-u+Qpy. (2.14)

Assumindo a lei de Fourier para a condugao de calor associada ao gra-

diente de temperatura 7',
q=—kVT,

onde k. é um coeficiente de condutividade térmica e a relagao £ = ¢, T,
com ¢, denotando o calor especifico a volume constante, a equagao

(2.14) se reduz a

D(c,T)
Dt

=V (k.VT)—pV-u+Qpg.

Esta equagao é uma forma da 1 Lei da Termodinamica. Outras formas

podem incluir a entropia especifica ou a temperatura potencial.

Conservacao de Sal:

A quantidade de sal por unidade de volume de agua do mar é expressa
por ps, onde s é a salinidade e o fluxo advectivo é psu. Supondo que nao

existam outras formas de transporte do sal, a equacao que representa
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a sua conservacao ¢ dada por

d(ps)
ot

+ V- (psu) = 0. (2.15)

Porém , em geral, existem outras formas de transporte do sal, como
a difusao molecular, que ocorre devido a existéncia de gradientes de
salinidade. Sempre que houver uma diferenca de concentragao entre os
dois lados de uma face do volume, vai haver difusao molecular de sal

da area de maior concentracao para a de menor, dada por

_pkdsvsa

onde kgs ¢ um coeficiente de difusao salina na dgua. Assim, a equacao

(2.15) satisfaz
d(ps)
ot

+ V- (psu — pkqsVs) = 0.

Usando a definigao de derivada substantiva dada na equacao (A-1.2)

para ps, obtém-se

D
% + psV -u =V - (pkgsVs),

que apos substituicao da equacao da conservagao da massa, resulta em

Ds

Esta equacao representa a conservacao de sal. A difusao de sal pode
ser também causada por gradientes de temperatura e pressao, mas os
efeitos sao secundarios em escalas muito pequenas para as quais a di-

fusao é importante.
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e Equacao de Estado:

O conceito de estado de um fluido vem da comparacao de amostras
diferentes de fluidos que estao em equilibrio. Se as duas amostras po-
dem existir em contato uma com a outra sem uma mudanca nas suas
propriedades, as duas amostras tém o mesmo estado; caso contrario,
possuem estados diferentes. Existe uma escolha de varidveis que po-
dem ser usadas para especificar o estado de um fluido, mas as variaveis
geralmente usadas para defini-lo s@o a pressao p, a temperatura T e
constituintes quimicas, como a salinidade s. A mais importante das
equacoes de estado é aquela que relaciona a densidade do fluido com

essas variaveis por uma equacao do tipo

F(p,p,T,s) =0

As equagoes (2.1)-(2.5) modelam o escoamento de fluidos compressiveis
ou incompressiveis, turbulentos ou laminares e a equagao vetorial (2.2) representa

as equacgoes de Navier-Stokes.

2.2 Aproximacoes

Devido a natureza nao linear das equacoes de Navier-Stokes, existem
muito poucos casos para os quais as mesmas possam ser resolvidas analiticamente
sem introduzir certas aproximacoes. Dependendo das propriedades do escoamento
e do fluido, podem-se simplificar consideravelmente as equagoes, visando reduzir as

dificuldades inerentes a sua solucao numeérica.

e Fluido Homogéneo x Fluido Incompressivel
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As equagtes para conservagao de calor (2.3) e sal (2.4) sao utilizadas, em
conjunto com a equagao do estado (2.5) da dgua do mar, para estudar
0 oceano caso este nao possa ser considerado homogéneo. Uma outra
aproximacao que pode ser usada é considerar o oceano incompressivel.

Assim, reescrevendo a equacao da conservagao de massa (2.8) como

0
a—eru-VerpV-u:O, (2.17)

tem-se as seguintes defini¢oes, conforme Soares [58]:

DEFINIGAO1
Um fluido é considerado homogéneo, se nao existe variacao espacial
da densidade (Vp = 0) e, neste caso, a equacao da continuidade (2.17)

se reduz a

dp

—=—pV-u 2.18

T (2.18)
DEFINICAO2
Um fluido é considerado incompressivel se Dp/Dt = 0, ou seja, se as
variagoes local e a advectiva se anulam mutuamente. Em particular, se

ambas variagoes sao nulas. A equacao da continuidade (2.17) se reduz

a

ou Ov Ow

V-u:%—ka—erE

— 0, (2.19)

significando que os fluxos nas faces do volume nas trés diregoes devem se
compensar, de modo que nao haja variacao total da densidade, ou seja,
o que entra no elemento de volume deve ser igual ao que sai. Segundo
Gill [24], esta é uma boa aproximacao quando se cumprem as seguintes

condicoes:
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(i) A velocidade da particula é pequena comparada com a velocidade

do som;

(ii) A velocidade de fase (ou comprimento de onda dividido pelo periodo)

das perturbacoes é pequena comparada com a velocidade do som:;

(iii) A escala vertical do movimento é pequena comparada com a escala

de altura H; (definida como um valor médio de p/|Dp/Dz|).

A dltima condicao é automaticamente satisfeita no oceano, pois Hy é
em torno de 40 vezes a profundidade, mas nao é verdadeiro para alguns

movimentos atmosféricos.

Observe-se que, quando um fluido é homogéneo e incompressivel, a

partir das equagoes (2.18) e (2.19), a densidade serd constante.

Assim, a substituigdo da condi¢do de incompressibilidade (2.19) na

equagao vetorial de momento (2.13), resulta

Du 1 1
— + 2O xu=—- -V F 2.2
57 T 22 xu pr+g+ pv (uVu) + F., (2.20)

e na equacgao (2.3), resulta

=V (k.VT) + Qu. (2.21)

Viscosidade Constante

O valor de i nas equagoes de momento depende do estado do fluido
(mais especificamente, de variagdes na temperatura), mas na maioria
dos casos, as variagoes sao suficientemente pequenas para considera-

lo constante. Em problemas geofisicas é frequente considerar uma
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separacao das escalas horizontal e vertical. Considerando

B
= k—
V=Vg+ 92
onde
L0 .0
Vi =ity

o termo de difusao na equacao (2.20) escreve-se

1 1 0 Ju
;V (V) = p (VH (prVyu) + o (Mv&>) :

Muitos modelos negligenciam estes termos (ug = py = 0) ou os con-
sideram constantes e diferentes ou ainda, usam um coeficiente de vis-
cosidade horizontal constante e um coeficiente vertical variavel. Con-

siderando esta possibilidade, tem-se

1 0 ou

onde v = u/p é o coeficiente de viscosidade cinematica do fluido e

o?u  0*u
V%{UZVH'VHUZT—F@—yQ

o (2.23)

denota o laplaceano horizontal de u.

Assim, substituindo a aproximacdo (2.22) na equagdo vetorial de mo-

mento (2.20) segue que

Du 0

1 0
— + 2Q><u:——Vp—|—g+VHquu+—< 1
p

oz

- 5 ) + F., (2.24)
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e Termos da Forca de Coriolis

Substituindo o termo 2€2 x u devido a forga de Coriolis

i J k
22 xu = 2Q| 0 cos¢p send

u (% w

= (2Qcosp w — 2Qseng v)i + (2Qsend u)j — (2Qcosd u)k

na equagao vetorial (2.24), obtém-se as trés equagoes de momento:

— Momento na diregao x:

D 1
F?‘I—QQCOSgb w—20senp v = —;%

— Momento na diregao y:

Dv 10p 0 ov
o) + 2Qseng u = Loy + v Vv + p (va) + Fye (2.26)

— Momento na diregao z:

D 1
i — 2Qcosp u = ——@—I—VHV%{U)-FQ Vva_w +g9 + Fl..
p Oz 0z

Dt 0z
(2.27)

Considerando f = 2Q2sen¢ e f = 2Qcos¢, o quociente dos termos f w e
fv na equagao (2.25) satisfaz
f w  2Qcos¢ w

tgd—
= = cotgp—
fv  2Qseng v g v

Se cotg¢ for pequeno, é possivel desprezar o termo f w em comparagao
a fu, pois a razao de aspecto do movimento em estudo é sempre menor

que 1.
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Uma outra aproximagao é feita na equacao (2.27), quando o termo
f u é comparado com ¢ e negligenciado, pois este tem uma ordem de

grandeza bem menor que a gravidade.

Entao, resultam as seguintes equacoes de momento:

— Momento na diregao x:

0 ou
-_— = ___.Z‘ -+ VHVHU+ @ (VV§> + fU + er (228)

—Z) — fu + F,.  (2.29)

Dw 10p 5 0 ( ow

& VV%) +g + era (230)

onde f = 1.47 x 10~*sin ¢ s~!. Para latitudes préximas de 6 = 45°, o
parametro de Coriolis é f = 1074571, O uso de uma aproximacao cons-
tante para f é adequado para tratar processos de ajuste, caracterizados

por escalas temporal da ordem de f~! ou menor.

e Calor Especifico, Condugao Térmica e Difusao Salina Cons-

tantes

Considerando o calor especifico a volume constante ¢, e o coeficiente de

condutividade térmica k. constantes na equacao (2.21), segue que

DT 1
—— = kg VT + ~Qp,
pr ~ eV T o Qu
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onde k4. = k./pc, é o coeficiente de difusao de calor. Valores tipicos
sao 1.4 x 107" m? /s para a dgua e 2 x 107° m? /s para o ar. O termo de
aquecimento interno (g nao é relevante para o oceano e sera negligen-
ciado. Se forem considerados coeficientes de difusao do calor diferentes

nas direcoes horizontal e vertical, resulta

DT L. 0 ([ OT

que corresponde a uma equac¢do de advecgao-difusao.

Além disso, em geral, o coeficiente pkys em (2.4) é uma funcdo do
estado do fluido, mas as variagoes sao suficientemente pequenas para
considera-lo como uma constante. Entao, considerando coeficientes de
difusao salina diferentes nas direcoes horizontal e vertical, tem-se que a
equacao (2.4) se reduz a

Ds 9 0 Os
D_t = GHVHS + % <6V£> ; (232)

e Pressao Hidrostatica

A énfase deste trabalho é sobre movimentos com escala horizontal su-
ficientemente grande comparada com a escala vertical, garantindo a

validade da aproximacao hidrostética.

Um corpo que esteja em repouso na superficie da Terra, estd sujeito a
dois tipos de forga: a forca de superficie devido ao gradiente de pressao
e a forca de corpo expressa pelo gradiente do potencial ®, chamado
geopotencial, que é a soma do potencial gravitacional da Terra e o po-
tencial centrifugo associado com a rotacao da Terra, conforme equacao
(2.11). Se o fluido estd em repouso e em equilibrio, as for¢a de corpo

dada pelo gradiente do geopotencial e a forca do gradiente de pressao
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estao em balanco, isto é
p'Vp+ Vo =0.

A direcao de V& é chamada vertical e a sua magnitude é chamada
aceleracao g devido a gravidade. E suficientemente preciso considerar
¢ como uma constante, dada aproximadamente por g ~ 9.8ms~2. As-
sim, considerando ® =~ gz e devido que as superficies de altura sao
definidas de forma a serem geralmente coincidentes com as superficies

geopotencial, segue

Z—Z = —pg. (2.33)
Esta equacao descreve a aproximacdo hidrostdtica e é suficiente em
muitos problemas geofisicas, onde o escoamento é caracterizado por
ter uma escala horizontal bem maior que a escala vertical. Como, por
exemplo, quando consideramos o fluxo de uma maré no oceano, onde a

velocidade horizontal é em torno de 1m/s e a velocidade vertical é da

ordem de 107°m/s, a cada ciclo de maré.

A superficie livre de um liquido confinado e em estado de equilibrio
sujeito a um campo gravitacional é uma superficie plana. Se, devido
a acao de alguma perturbagao externa, a superficie desloca-se da sua
posicao de equilibrio em algum ponto, um movimento na forma de ondas
ocorrera no liquido. Este deslocamento (ou elevagao) da superficie livre,

denotado por z = n(t, x,y), é mostrado na figura 2.3.
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ZA

Ntxy)

H(txy)=h+n h(xy)

72077770777,

Figura 2.3 Geometria da superficie perturbada

Se a pressao em z = 7 é dada pela pressao atmosférica p,, a aproximacao
hidrostatica para a pressao em qualquer profundidade z pode ser obtida

da integracao da equagao (2.33) como

n
pP="pa+tgpo(n—z)+ g/ pldz, (2.34)

z

onde escrevemos p = p, + p/. Observe-se que, no caso de densidade
constante (p) = 0), a pressdao no fundo z = —h(z,y) serd dada por
P = pa+ gpo.H, onde H(t,x,y) = h(x,y) + n(t,x,y) é a profundidade
total da dgua e h(z,y) é a profundidade da dgua (batimetria), medida

a partir do nivel de equilibrio até o fundo, conforme a figura 2.3.

Supondo que p, é constante, derivando (2.34) com respeito a = e y e

substituindo nas equagoes (2.28)-(2.29), decorrem as equagoes de mo-

mento:

Du  dn g0 o 9 0 ou

Dt~ Jou pox (/z pdz) RGAT AR 0z (Vvﬁz) EEAREES
Dv  dn g0 o, 9 0 ov
A R R RE = (o) RIS

onde V% denota o Laplaceano horizontal definido em (2.23).
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Se as variagoes das variaveis de estado a modelar nao modificam o
escoamento, seus gradientes podem ser negligenciados nas equagcoes de

movimento, as quais se reduzem a

Du 877 0 ou
Di 8 + VHVHU + — 9 ( 82) + fu+ Fie, (2.35)
Dv an 0 dv
Di 98y+VHVHU+ py ( was ) — Ju+ Fye. (2.36)

— Correcao Nao-Hidrostatica
Para problemas onde a topografia de fundo varia muito rapida-
mente, a aproximacao hidrostatica nao é adequada. Também, em
aplicagoes que envolvem ondas curtas, Mahadevan at al [42], [43],
onde a razao entre as escalas vertical e horizontal do movimento
nao é suficientemente pequena. Nestes casos, é necessario corrigir
a aproximacao hidrostatica com a introducao de uma componente

hidrodinamica q(t, x,y, z) e utilizando a pressao nao-hidrostética

p(t,x,y,2) = pa + gp(n — z) + q.

Derivando esta corregao e substituindo em (2.28)-(2.30), obtém-se

as equagoes de momento modificadas:

Du  dn 10q 9 0 ou
Dt~ Yor po VT 0z (VV82> ot Fae
Dv  0n 1dq 9 0 ov
Dt~ Yoy poy TYEVEUT 5 (”Vaz) Jut B
Dw  10q 9 0 ow
Dt pd +VHVHw+8z (VV8Z)+FZG
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OBSERVACAO 1

Recentemente Azerad et al [2] tém utilizado a andlise assintética com
relacdo a um parametro €, relativo a razao entre as escalas vertical e
horizontal, para justificar matematicamente a aproximacao hidrostatica
nas equagoes primitivas da dinamica de fluidos geofisicos. Os autores
nao eliminam a velocidade vertical na média nem assumem que a pro-
fundidade é constante. Para tanto, utilizam diferentes coeficientes de
viscosidade na horizontal e vertical. Esta hipotese de viscosidade aniso-
trépica é fundamental para a derivacao das equagoes primitivas: no caso
estacionario, considerando viscosidade isotrépica, o modelo assintotico

é linear, com difusao horizontal que se anula.

OBSERVACAO 2
Na hipdtese de um fluido incompressivel e pressao nao-hidrostatica,
pode-se obter a velocidade (u,v,w) e o deslocamento 7 da superficie

livre em duas etapas, conforme sugerido em Casulli [11].

2.3 Condicoes de Contorno Cinematicas

Para estudar as mudancgas que ocorrem no escoamento de um fluido,
além das equacoes governantes, sao também necessarias condi¢oes apropriadas para

os contornos do dominio.

Assim, uma condicao de contorno cinematica na superficie livre z =

n(t,z,y), é dada por
D(z —n)

=0
Dt ’

ou equivalentemente,

an an on
It + Uy or + Vg 8y = Ws (237)

onde (us, vs, w,) é a velocidade na superficie livre.
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Uma condi¢do analoga para o contorno no fundo z = —h(x,y) é
D(z+h) 0
Dt 7

ou equivalentemente,

oh oh
Ub% + Uba—y + wp = 0 (238)

onde h é a batimetria e (up, vy, wp) é a velocidade no fundo.

2.4 Condicoes de Contorno Dinamicas

As condigoes de contorno dinamicas aqui consideradas sao provenientes

dos efeitos de atrito devido ao vento e a topografia do fundo.

O arrasto do vento sobre a superficie da dgua transfere momento do
vento para a agua e é expresso pelas condigoes de contorno dinamicas dada pelas

tensoes do vento na superficie livre (7%, 7%%) divididas pela densidade e definidas

por
ws _ Ou Judn  Ouldn
Ty, T (890 oz 0y 83/) (2:39)
ov Oovdn Ovon
v =y o8y (2 PR 2.4
! Mo, —Ha (8$ Ox * Jy ay) (2.40)

O atrito ocorre nao s6 entre o vento e o oceano, mas entre quaisquer
duas camadas que apresentam movimento relativo. Portanto, ocorre também en-
tre camadas de agua que estejam se locomovendo com velocidades diferentes. O
atrito entre as varias camadas d’agua do oceano é responsavel pela transferéncia do
momento adquirido a partir do vento para profundidades maiores, expresso pelos

termos de viscosidade na equagdo de momento (2.24).

Além disso, existe o atrito entre a agua e o fundo oceanico, dado pelas

condigoes de contorno dinamicas no fundo, especificadas pelas tensoes de fricgao
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com o fundo (7%, 7%%) divididas pela densidade e definidas por

ou Ooudh  Ouodh
b __ et i i
T, T Ha (890 Ox N dy 8y) (241)

ov Ovoh  Ovoh
v =y — — 2.42
! uv@z—ﬂ“{ (8x8x+8y8y) (242)



3 EFEITOS DE PERTURBACOES NA
PRESSAO DO FLUIDO E DA ROTACAO:
LINEARIZACAO

Varios aspectos da atmosfera e do oceano podem ser apreciados em
termos de efeitos forcantes e a forca da gravidade. Uma caracteristica observada é
que certos movimentos na atmosfera e no oceano sao de cunho inercial. E bastante
conhecido que perturbacgoes de escala sindtica na atmosfera e oceano satisfazem,
aproximadamente, as condigoes de balango geostrofico entre os gradientes da pressao
e a aceleragao de Coriolis. E geralmente aceito que qualquer perturbagao com es-
cala suficientemente grande tem uma tendéncia a espalhar sua parte redundante
numa forma de ondas de gravidade que se propagam rapidamente com o intuito de

recuperar o estado de balanco geostroéfico.

Neste capitulo serao abordados os efeitos de variagoes na pressao de
um fluido homogéneo e uma discussao da aproximagao hidrostatica com as equagoes
de aguas rasas na sua forma linearizada. Isto corresponde ao ajuste de um fluido
homogéneo de profundidade constante que inicialmente possui um deslocamento
inicial pequeno de sua superficie livre. O processo de ajuste é melhor entendido na
ausencia de forcas externas. Os efeitos da rotacao foram considerados inicialmente
por Rossby [53] para esclarecer os mecanismos pelos quais as distribuigoes de pressao

e de velocidade na atmosfera e no oceano tendem para um ajuste geostréfico mutuo.

Considera-se inicialmente um problema de valor inicial em desbalango e
estuda-se o efeito dos transientes na solugao permanente constituida pelo equilibrio
geostréfico, Rossby [53], Cahn [7], Blumen [5], Gill [23], Schoendstadt [54], Kuo et
al [37]. Para tanto, serd explorado o uso da resposta impulso ou fungao de Green
de valor inicial, Claeyssen et al [13], Polyanin [50], Morse et al [47], das equagdes
de Klein-Gordon que sao derivadas das equacoes de aguas rasas e do principio da

conservacgao da vorticidade potencial.

28
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As equagbes de momento de um fluido inviscido e incompressivel

Du 1
—_— 20 = —-V 3.1
o T X u p p+g, (3.1)

serao aproximadas e convenientemente acopladas com a equacao da continuidade

ou Ov Ow
I I | 3.2
or oy Tox (3:2)
as condigoes de contorno cinematicas
o On On
- s+ Vg = wy 3.3
ot Mgy Ty T (3:3)
e
oh oh
— — =0 3.4
gy T g tun =0, (3.4)

onde h é a profundidade da agua e (us, vs, ws) € (up, vy, wp) € sao as velocidades na

superficie livre e no fundo do oceano, respectivamente.

3.1 Perturbacoes na Pressao do Fluido

Para movimentos de larga escala no oceano e na atmosfera, os termos
dominantes na equacao de momento sao a aceleracao da gravidade e a componente
vertical do gradiente de pressao, os quais estao aproximadamente em balanco. Em
outras palavras, nenhum dos outros termos de acelera¢ao em (3.1) aproxima a acele-

racao da gravidade.

Considerando um estado de equilibrio como o de um fluido que se en-
contra em repouso e que tem uma profundidade h, a velocidade do fluido é nula e a

pressao po(z) = pa — pgz satisfaz a equagao hidrostatica (2.33), onde p é constante.
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Suponha agora que o equilibrio é levemente perturbado, conforme a
figura 2.3. Assim, é conveniente definir uma perturbacao na pressao a partir de uma

solucao de equilibrio por

p=po(z) + P =ps—pgz + P, (3.5)

onde p’ denota a perturbacao na pressao da solucao de equilibrio.
Substituindo a perturbagao da pressao em (3.1), tem-se

Du 1_,
E"—QQXU——;VP. (36)

Supondo perturbacoes suficientemente pequenas, de modo que produtos de per-
turbacoes sejam despreziveis quando comparados com as proprias perturbacgoes, a

equacao acima se reduz a equacao linear

ou 1
— +2Q =—-Vyp. :
BT +2Q xu P P (3.7)

3.1.1 Ondas Longas e Aproximacgao Hidrostatica

Desprezando os efeitos da rotagao e considerando a validade da aproxi-
macao hidrostatica para a pressao de equilibrio, a perturbacao na pressao satisfaz a
equacao de Laplace. Supondo que esta perturbacao seja proporcional a um desloca-
mento da superficie livre, caracterizado por uma onda plana, é possivel obter que,
dependendo da profundidade do oceano, a perturbacao na pressao ¢ uma onda longa

(dguas rasas), a qual resultaria diretamente por integracao da equagao hidrostatica.

Portanto, desprezando os efeitos da rotacdo, as equagoes (3.7) se re-

duzem a
ou 10y ov 10y

o por ot ooy (3.8)
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ow 10y
% s (3.9)

Derivando as equagdes (3.8)-(3.9) em relacao a z, y e z, respectivamente,
adicionando-as e usando a equagao da continuidade (3.2), obtém-se a equagao de
Laplace para a perturbacao da pressao p':

82 p/ 82 p/ 32 p/

2,1 —
V=Gt o T =0 (3.10)

A condigao de contorno (3.3), para pequenos deslocamentos da su-

perficie livre, se reduz a

w=0n/ot em z=nm, (3.11)

e a condicao (3.4), se reduz a

w=0 em z=—h (3.12)

Além disso, pelo fato da pressao na superficie livre z = 7 ser p,, resulta

p=po+p =ps, ou p=pgn em z=n, (3.13)

por (3.5).

No caso de supor que a profundidade h é constante e desde que diferencas
nas solugoes para w e p’ entre z = n e z = 0 sejam pequenas, as equagoes (3.11) e

(3.13) podem ser aplicadas a z = 0.

Assim, o problema consiste em resolver a equagdo de Laplace (3.10)
sujeita as condigoes de contorno (3.12) no fundo e (3.11) e (3.13) em z = 0. Existe,
de fato, uma grande variedade de solucoes dependendo das condigoes iniciais, isto

é, da natureza dos deslocamentos iniciais.
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Por um instante, considere-se a elevacao da superficie livre, caracteri-

zada por uma onda plana da forma

n = Aexpi(kx + ly — wt), (3.14)
onde (k,l) denota os nimeros de onda nas diregdes x e y, respectivamente, w a
frequéncia e A a amplitude.

Assumindo que a perturbagao na pressao seja proporcional a 7 por

Pt x,y,2) = P(z)n(t, =,y) (3.15)

e aplicando a equacao de Laplace (3.10) para p’, obtém-se a seguinte equagao dife-

rencial ordindria para P(z)
P"(z) — k*P(2) = 0,
onde kK = Vk2 + [2 denota a magnitude do vetor nimero de onda. A solucao desta

equacao em termos de valores iniciais é dada em Claeyssen at al [14] por

P(2) = cosh(n2) P(0) + S by (3.16)

K

Das condigbes de contorno, tem-se que P(0) = pg. Para obter P’(0), utiliza-se a

condicao
0 = P'(—h) = —ksinh(kh)P(0) 4 cosh(kh)P'(0).
Assim,
v Kpgsinh(kh)
POy = cosh(kh)

Substituindo P(0) e P'(0) em (3.16), resulta

1y cosh(k(z + h))

b(z) cosh(kh) ’
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e a perturbacao na pressao (3.15) satisfaz

cosh(k(z + h))
cosh(kh)

Pt @y, z) =pg n(t,z,y). (3.17)

Uma solugao de (3.9), que corresponde a componente vertical da velocidade, é dada

por
__.kgsinh(k(z +h))
B w cosh(kh)

Esta solugao verifica a condigao de contorno (3.11), w = dn/0t em z = 0, se
w? = grtanh(kh). (3.18)

Esta equacgao, chamada relacao de dispersao, determina a frequéncia e, portanto
a wvelocidade de fase ¢ = w/k das ondas para um dado numero de onda. Uma
importante propriedade é que a frequéncia nao depende da direcao da onda, mas

unicamente da magnitude do nimero de onda.

A escala de comprimento que aparece na relacao de dispersao e que
determina o tipo de onda é a profundidade h do fluido. Diferentes aproximagoes sao

obtidas conforme k= ! relaciona-se com h.

No caso de ondas longas, onde £~ > h, a relacao (3.18) é aproximada

por

e a velocidade de fase ¢ satisfaz

= gh (3.19)

Neste caso, a quantidade ¢ = y/gh é chamada velocidade de onda de dguas rasas e
estas ondas sao nao-dispersivas, pois a velocidade de fase nao depende da magnitude
do nimero de onda. Esta aproximacao é valida somente para ondas, cujos compri-
mentos sao muito maiores que a profundidade do fluido. Esta restricao é necessaria

para que as velocidades verticais sejam pequenas e a aproximacao hidrostatica seja
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valida. Se a profundidade do oceano é de 4km, a velocidade das ondas de gravidade
de dguas rasas serd aproximadamente 200m/s. Assim, ondas longas na superficie do
oceano viajam muito rapidamente e tais ondas nao sao excitadas pelas tensoes do
vento, mas podem ser produzidas por distirbios de escala muito grande, como terre-
motos devido a falhas geoldgicas ocasionadas pelo movimento das placas tectonicas
ou erupgoes vulcanicas, chamados tsunamis. Porém, se a profundidade do oceano
é h = 40m, a velocidade das ondas de gravidade de dguas rasas serd 20m/s e tais

ondas podem ser excitadas pelas tensoes do vento.

Ainda, como h > 1, tem-se H = h +n ~ h e a velocidade ¢ satisfaz

Assim, a correspondente aproximacgao para (3.17) é

P = pgn,

mostrando que a perturbacao na pressao independe da profundidade, sendo este o

resultado obtido se a pressao for calculada a partir da equacao hidrostatica.

De fato, supondo a equagao hidrostatica (2.33) vélida para a pressao
p e como o fluido é homogéneo, esta mesma equacao implica que a perturbacao na

pressao p’ satisfaz
ap'

=0
0z ’

e pela condi¢ao de contorno p’ = pgn em z = n, implica em

P = pgn



3 Efeitos de Perturbagoes na Pressao do Fluido e da Rotacao: Linearizacao 35

em todo o fluido, ou seja p’ = f(¢,x,y). Portanto, as equagoes de momento (3.8) se
reduzem a

ou  0On ov on

B ot gé)_y’
mostrando que as correntes variando com o tempo independem da profundidade.
Isto permite simplificar a equagao da continuidade (3.2) através de integragao na
vertical. Foi observado anteriormente que para diferencas pequenas nas solugoes
para w e p', as equagoes (3.11) e (3.13) podem ser aplicadas a z = 0. Assim,

integrando entre o fundo constante z = —h e a superficie z = 0, tem-se

O Ju 0 v O dw
/_h%dz—i-/_ha—ydz—l—/_h%d,Z—O,

o qual decorre a equacao para a superficie livre

an ou Ov\
E—f—h(%-i-a—y)().

Assim, o sistema de equacoes

ou an
a — Jox
(3.20)
ov on
ot _gﬁ_y’
on ou  Ov
o Th (% + a_y> = 0. (3.21)

descreve o modelo de equagoes de aguas rasas linearizadas sem o efeito de Coriolis,

para uma profundidade do oceano constante.
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Uma equacao com uma unica varidavel 1 pode ser obtida, derivando

(3.21) em relagao a t e substituindo as equagoes (3.20), resultando

0? 0? 0?

I e (E0 L 2 ), (3.22)
ot? ox?  0y?
que corresponde a uma equacao da onda bidimensional homogénea. Esta onda se
propaga com uma velocidade ¢ = y/gh e ¢ uma onda nao-dispersiva. Uma vez que
a equagao (3.22) possui solugoes da forma n = A expi(kx + ly — wt), observa-se que

a aproximagcao hidrostatica apresenta resultados semelhantes aos da aproximagao de

ondas longas (3.14).

3.1.2 Simulacgoes Simbdlicas

Exemplo 1: Considerando o sistema (3.20)-(3.21) em um dominio

unidimensional infinito, com h = g = 1 e condicoes iniciais

sgn(q:) =-1+ QH(x>7 7725<07 SC) =0,

=
—~
=
8
S~—
I
=
Q
—
8
N~—
I

a solucao da equagao de Laplace (3.22) é dada por
1
n(t,2) = Slno(z =) +no(z + )] = —1+ H(x —t) + H(z + 1),

onde H ¢é a distribui¢ao de Heaviside.
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Analogamente, a solucao para (3.20) é dada por

u(t,z) = —/0 N (T, 2)dr = —H(—x +t) — H(x + t) + H(—2z) + H(z)
v(t,z) = 0.

As solugoes 1 e u sao mostradas nas figuras 3.1 e 3.2, para alguns
instantes de tempo. Observe-se que a descontinuidade inicial propaga-se ao longo das
caracteristicas £ = x—t e ( = x+t. A solugao no sentido cldssico nao é diferencidavel
nos pontos das caracteristicas, porém no sentido das fungoes generalizadas ou teoria
das distribuigoes, Duff et al [18], Gel’Fand et al [22], Lin et al [40], Stakgold [59], é

diferenciavel com a introducao da funcao Delta.



3 Efeitos de Perturbagées na Pressao do Fluido e da Rotacao: Linearizacao

38

t=20 t=1s
1 15
eta 5 Bk 0-5':
r T T T T 1 - - U , .
3 2 4 Y 1 2 3 3 -2 - 1 2 3
] X *
.5 -0.5-
= -1
t=2.4s t>0
1 —
eta 0_5_-

Figura 3.1 Propagagao de i sem os efeitos de rotagao para o exemplo 1.
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t=10.2s t=1s
X %
I I 1..2.3 |3 2 4 {4 1 2 3
i U
0.2 021
-0.4-2 0 4-
. DE Y 061
08 0.8
A4 y
t=24s t>0
X
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Figura 3.2 Propagagao de u sem os efeitos de rotagao para o exemplo 1.
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Exemplo 2: Analogamente ao exemplo 1, considerando o sistema
(3.20)-(3.21) em um dominio unidimensional finito [-L,L], com h = g = 1 e condi¢oes

niciais

u(0,2) = wu,(z) =0,

v(0,2) = wv,(x) =0,

77(0:@ = no(x) = ) 77t(07$) =0,

a solugao de (3.22) é dada por

Mew) = Sile — )+ (e + 1)

= %(H(l—i—x—t)—H(x—t—l)+7‘((1+x+t)—H(x—i—t—l)),

e a solugdo para (3.20) é dada por

u(t,z) = %(—H(—l—x+t)+H(—x+t+1)—H(1+x+t)+7-[(x+t—1)

+ H(—z—1)—H(l —2)+H(A+2z)—H(x—1)),

v(t,z) = 0

As solugoes 1 e u sao mostradas nas figuras 3.3 e 3.4, para alguns

instantes de tempo.
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Figura 3.3 Propagagao de i sem os efeitos de rotagao para o exemplo 2.
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06 0.6,
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Figura 3.4 Propagacgao de u sem os efeitos de rotagao para o exemplo 2.
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3.2 Efeitos da Rotacao

A seguir, considere-se profundidade h constante. Como a equagao da
continuidade nao contém o efeito de Coriolis, tem-se que a equacao da superficie
livre é a mesma obtida em (3.21). Com o efeito de Coriolis incluido, o movimento

do fluido na sua forma linearizada é descrito pelo sistema

ou on
ov on
an ou Ov\

com as condicoes iniciais

u(0,7,y) = uo(z,y), v(0,2,y) =v.(z,y), n0,7,y) =n(r,y).  (3.26)

A equagao (3.25) pode ser escrita como
0 (n ou  Ov
— (= —+ — | =0. 3.27
5 () + <ax - ay) (3.27)

Agora, considerando a vorticidade relativa

— a_w ov Ju Ow OJv Ju
~\dy 0270z 0x’0x Oy)’

a componente vertical serd referida por

ov  Ou
= — — —. 2
C=75. 9y (3.28)

Como 7 independe de z, a velocidade (u,v) é independente da profun-

didade, de forma andloga ao caso sem rotacao. Tomando a divergéncia das equacgoes
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de momento [0/0z de (3.23) + 0/0y de (3.24)], obtém-se a equagao

0%n 0?n 0%

Se f = 0, esta equagao se reduz a equagao (3.22), associada a um

sistema sem efeitos de rotacao.

A partir das equagoes (3.23), (3.24) e (3.27) pode-se derivar uma equagao
importante na teoria de fluidos sujeitos a um sistema em rotagao, a equagao de con-
servacao da vorticidade potencial. Inicialmente, elimina-se a variavel n, calculando o

rotacional [0/0y de (3.23) - 0/0z de (3.24)] e obtém-se a equag@o para a componente

ag+f(@+@):o

vertical da vorticidade

ot or 0Oy
ou ainda,
0 (¢ ou  Ov
e (?) + (% + (9_y) = 0. (3.30)
Subtraindo a equagao da continuidade (3.27) de (3.30), resulta
O (¢ m\_
5 <f - h> — 0. (3.31)

Esta equacao é uma forma linearizada da equagao geral que expressa a conservacao
da vorticidade potencial para um fluido homogéneo raso sujeito a rotagao, obtida no
apéndice A-1.3. A grandeza

B In
Q=7—"5 (3.32)

SHPS

é a vorticidade potencial linearizada e a equagao (3.31) expressa o fato que () preserva

seu valor inicial para qualquer tempo, ou seja

Q(t,l‘,y) = Q(vavy)' (333>
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Como a vorticidade potencial é preservada no tempo, de (3.32) e (3.33), tem-se

fh¢ = fR2Q(0, z,y) + f*n.

Substituindo em (3.29), obtém-se que a elevacao subseqiiente a um estado inicial
n(0,x) = n.(z), n:(0,2) = n1(x) pode, em principio, ser determinado resolvendo a
equacao

9?n  0n

¢ (G )+ Pr=—12Q.a (3:34)
em termos de um valor inicial para a vorticidade. Esta equacao corresponde a uma
equagao de Klein-Gordon bidimensional nao-homogénea. De (3.32) e (3.33), pode ser
observado que o termo Q(0, x,y) depende das condigbes iniciais para a velocidade e

elevagao da superficie livre. Mais precisamente, considerando o estado inicial (3.26),

tem-se que

—FR2Q(0, 2, y) = — fR? <§L ";Z) — —fh (66’;; - 6;;) + .. (3.35)

Portanto, a equagao (3.34) se reduz a

9*n o*n  O*n s o v,  Ou,
W_C <8_+W)+fn_fn°_fh(8x_ay)’ (3.36)
e utilizando (3.25), tem-se as condigoes iniciais
(0, 2,y) = no(,y), (0,7, y) = =h(ux(0, 7, y) + vy(0, 2,)) (3.37)

Por um raciocinio similar, escrevendo o sistema (3.23)-(3.25) na forma

matricial

% —f g% U 0
o) 0 _
B g@ v - 0
0 o) o)
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e desacoplando as equagoes, tem-se que u e v satisfazem

r 92 2,, 2
2@_C2<8 8 >+fu}—0

ot | o2 022 " 0y
0 [0%v v 0%

Ou, ainda

Pu (0P O%u ) Pu 82u 0%u
o oz toe) e oe ot o) Y

Utilizando as equagoes do sistema (3.23)-(3.25) em t=0, decorre

@—c 52w 82 +f2u—£ 2 v, Ou, ¢
o2 o2 T a2 ~ By dr Oy o | -

Utilizando (3.23), tem-se as condigoes iniciais

w(0,2,y) = uo(z,y),  w(0,z,y) = fv(0,2,y) — gn.(0,2,y).

Similarmente,

Po (P B\ a0 (a0 dw)
ot? oxr?  0y? YT o ox dy Il

e utilizando (3.24), tem-se as condicoes iniciais

U(vaay) = Uo<$7y)7 Ut(oaxay) = —fU(O,.T,y) - gny(orray)

46

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Observa-se que u, v e n satisfazem uma equacao de Klein-Gordon nao-homogénea,

porém, as condigoes iniciais bem como os termos nao-homogeéneos estao acoplados.
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3.2.1 Equilibrio Geostréfico: Solugao Estacionaria

A solugao estaciondria (u,v,n), por (3.23) e (3.24) deve impor um

balango entre a aceleracao de coriolis e o gradiente de pressao, isto é,

_ _ Oy
fu——a—y e fv—gax (3.42)

e satisfazer a versdo estaciondria da equacgao da continuidade (3.25) de maneira

exata, isto é, é nao-divergente com

ou Ov

ou oV _ g 4
8x+8y 0 (3.43)

Este balancgo é conhecido como balanc¢o geostrdfico e tem a propriedade que o es-
coamento ocorre ao longo dos contornos de pressao constante, isto é, ao longo das

isObaras.

Observe-se que a solucao do equilibrio estacionario nao esta em repouso,
mas em um balango geostréfico, isto é, um balanco entre a aceleracao de coriolis e
o gradiente de pressao dividido pela densidade. Além disso, esta solucao é degene-
rativa no sentido que qualquer campo de velocidade em balango geostrofico satisfaz
a equacao da continuidade exatamente. Portanto, a solucao estacionaria nao pode
ser obtida considerando simplesmente uma solucao das equagoes em estado esta-
ciondrio. Outras informagoes sao necessarias. Esta informagao é dada pelo principio
da conservacao da vorticidade potencial, isto é, a vorticidade potencial em cada ele-
mento de fluido é a mesma do instante inicial. Assim, para escoamento em balanco

geostréfico, a substituicao de (3.42) em (3.28) mostra que a vorticidade serd dada

g (P O
7 (3 ) o

por
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Além disso, usando a equagao (3.33), obtém-se

C = go + %(77 - 770)
[ Ov,  Ou, f
— (52— %)+ - (3.45)

Portanto, igualando (3.44) e (3.45), a elevagao n correspondente ao estado geostrofico,

satisfaz

0? 0? ov,  Ou,
- (ﬁ + 8—;7) + 1= P = fh ( 5 ) , (3.46)

que ¢ a versao estaciondria de (3.36).

Introduzindo o raio de deformacao de Rossby

na equacgao (3.46), obtém-se uma forma alternativa para a elevagao n correspondente

ao estado geostrofico

Pn  9*np 1 1 f(@vo 6u0>

_+___ —_ o_l’__ _
ox?  Oy? a2 a2 g

5 By (3.47)

O raio de deformacao de Rossby representa a escala de comprimento
horizontal na qual os efeitos de rotacao se tornam importantes e escolhe-se | f| para
garantir que o raio nao seja negativo. Os valores do raio de Rossby variam com a
latitude, pois f = 1.47 x 107*sin ¢ s~!. Estimativas podem ser baseadas no valor
f = 1.0x 107* 57! para a latitude ¢ = 45°, mas o raio de Rossby serd maior
préximo ao equador, onde f = 0.25 x 107% s71, para a latitude ¢ = 10°. Para dguas
profundas em um oceano, onde h = 4km ou 5km, ¢ ~ 200m/s e portanto, o raio
de Rossby ¢ a ~ 2000km, para a latitude ¢ = 45° e a ~ 8000km, para a latitude

¢ = 10° . Estes valores sao grandes se comparados com a profundidade, de modo
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que a aproximacao hidrostatica é valida nesta escala. Para aplicacoes em costas
continentais e em oceanos rasos, os valores sao bem menores. Por exemplo, para
h = 40m, ¢ ~ 20m/s, tem-se a ~ 200km, para a latitude ¢ = 45° e a ~ 800km,
para a latitude ¢ = 10°. Se f tende a zero (eventos préximo ao equador), a tende
a infinito, indicando que para escalas de comprimento pequenas em comparagao
com a, os efeitos de rotacao sao menores, enquanto que para escalas comparaveis
ou maiores que a, os efeitos de rotacao sao mais importantes. Quando o raio de
Rossby é muito grande (f ~ 0), a equagao (3.47) se reduz ao caso estaciondrio de

um sistema sem rotacao.

Na seguinte secao é formulada uma representacao da solugao da equacao

de Klein-Gordon nao-homogénea em termos de uma solug¢ao fundamental.

3.3 Resposta Dinamica da Equacao de
Klein-Gordon

O uso da transformada de Fourier com respeito a variavel espacial em

d dimensoes

Alt,w) = FO(t,x)) = (2m) %2 / &% (1, %) dx,

Rd
onde < x,w > denota o produto interno
d
<X, W >= kawk,

k=1

que define a norma euclideana

|| = V<x,x>=
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permite obter a resposta dinamica ou solugao do problema inicial de Cauchy

%(t,x) — At x) + At x) = F(t,x), (3.48)
an .
n(0,x) = no(x) E(O,X) =n(x), xeR (3.49)

através de uma férmula de variagao de parametros. Sendo

f(S—;%@,x» — (1P F (%)) = 2t w)

e aplicando a trasformada de Fourier na equagao (3.48), tem-se a equagao diferencial

o*n

o (W) + FW)tw) = F(tw). (3:50)

onde %(w) é definida por
Flw) = P+ f

com w? =< w,w > e F (t,w) denota a transformada de Fourier do termo forcante
F(t,x). Aplicando-se a transformada de Fourier nas condigoes iniciais (3.49), decorre

que
n(0,w) = Mo(w), %(O,w) =1 (w). (3.51)

A solugao do problema de valor inicial (3.50) e (3.51), em termos da base funda-

mental ou dindmica e dos valores iniciais, no caso de coeficientes constantes, é dada

por Claeyssen et al [14], [15] e Miller [46] como

-~

dh

n(t,w) = E@’ w)To(w) + h(t,w) (w) + /0 h(t — 7,w)F(r,w)dr, (3.52)
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onde E(t, w) ¢ a solucdo do problema de valor inicial

A~

d*h

2 (@) + B (@)h(t,w) =0
1(0,w) =0, %(O,w) =1, weR
dada por
> sin(B(w)?)
h —
(t,w) 3w)

Além disso, {h/, ,h} é uma base de solugoes, pois o seu Wronskiano

calculado com o uso de valores inicias de h(t), é nao nulo.

Aplicando-se em (3.52), a transformada inversa de Fourier

n(t,x) = F (it w) = (27T)d/2/ ¢t w)dw, At w) = F(n(t,x))

Rd

e a propriedade da convolugao

FH@W)) = @n)" | olx — u(e)de.

obtém-se a resposta dinamica n devido a uma forca externa e condigoes iniciais:

o) = [ Sx-omi©de+ [ ntex-m(o) dg

(3.53)
+ /O/Rdh(t—r,x—f)F(T,f)dde,
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onde h(t, x) é a resposta impulso, solu¢do fundamental ou dindmica ou, ainda, fung¢do

de Green temporal ou no dominio tempo e satisfaz o problema de valor inicial

0*h
W(t,x) — AR(t,x) + f2h(t,x) = 0, t>0, xecR? (3.54)
h(0,x) =0, %(O,X) = 0(x),

onde §(x) é a funcgao delta de Dirac.

A resposta dinamica n pode ser considerada como a adi¢ao de duas

parcelas

n(t’ X) = nh(t’ X) + nF(t7 X)’ (355)

onde
oh

mitx) = [ GHex—m© e+ [ hix—omle) de

¢ a resposta livre do sistema, associada as condic¢oes iniciais e corresponde a solugao

do problema homogéneo

O
o2 Ay + [, =0,
(3.56)
0
m(0.%) =m(x) , F(0,%) = ()

3.3.1 Decomposicao da Resposta Forcada

A segunda parcela de (3.55) é chamada resposta forcada do sistema e
corresponde a solugao de (3.48) com condigdes iniciais nulas. De (3.53), esta resposta

é dada por
nr(t,x) = /0 /Rd h(t —1,x — &) F(7,&)d¢drT. (3.57)

'Para a transformada de Fourier com funcdes generalizadas, veja-se Lions et al [41], Rogers
et al [52]. Na prética, considera-se como o limite de transformadas que aproximam as fungoes
generalizadas.
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O célculo desta resposta forcada ng requer, em principio, realizar duas
integracoes (uma espacial em R? e outra temporal) com um ntcleo h(t,x), que
dependendo da dimensao espacial, estd associada a algumas fungoes especiais. Em

geral, nao é uma tarefa facil. Porém, para forcantes do tipo
F(t,x) = e Mr(x)

¢é possivel simplificar os calculos envolvidos na resposta forcada. Pois, uma solugao

particular ou permanente 7,(¢,x) do mesmo tipo
n,(t,x) = eM(x)

requer a resolucao do problema nao-homogéneo

r(x
AY(x) +v0(x) = — EQ)’ (3.58)
onde v = —(f? + A?)/c? e A denota o operador de Laplace em R? Esta equacio
é referida como equacdo de Helmholtz nao-homogénea e esta associada a problemas
relacionados a oscilagoes do estado estacionédrio. Para v < 0, esta equagao descreve

os processos de transferéncia de massa.

Agora, supondo que 1, (%, x) seja uma solugao particular da forma 7, (¢, x) =
eM(x), deve-se determinar uma solucio homogénea ny, (¢, x), induzida por 1, (¢, x),

que satisfaz a equacao

0
ng — Dy + finy = 0,
e tal que
N (t,x) = np(t, X) + rp(t, x) = eMI(X) + 1y, %) (3.59)

possui condigoes iniciais nulas. Ou seja,

T]hp(()? X) = _np(()? X)
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Ainda, derivando (3.59) e aplicando em ¢ = 0, resulta

anhp o 377p
T (0,x) = o —(0,x).

Resumindo, a resposta forcada ng do problema inicial

827717’

Eroaie AAng + fPnp = F(t,%), F(t,x) = eMr(x), (3.60)
0
ne(0.%) =0, ZE(0,x) =0

¢ dada por

et x) = /Ot /Rdh(t X — &) F(r.)dedr

oh 0
=t = [ Grtx— 0.6 de— [ nitx-05E0.6) de
Rd
(3.61)
onde 7,(t, x) = e*(x) é uma solugdo particular nao-homogénea.
Assim, a resposta dinamica 7(t, x) serd dada por
U(t7 X) = nh(t7 X) + np(tv X) + nhp(ta X)
oh
— [ Gex-om© ds+ [ ntex—m(©) dg (3.62)
Rd R4
Oh 0
ot = [ Grx = m0.6) d [ hiex—5E0.6) de

sendo necesséario conhecer as condigoes iniciais 7y(x) e 17;(x), a fungao de Green tem-

poral ou resposta impulso h(f,x) e uma resposta permanente ou particular n,(t, x).
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A func@o de Green temporal ou resposta impulso h(t,x) depende da
dimensao espacial e pode ser encontrada em Bleistein [4], Morse et al [47], Polyanin

[50], Tijonov et al [63] entre outros. Assim, para

o v cR:

ht, ) = w% ({\/C%Q = xz), (3.63)

onde H(z) é a fungao de Heaviside definida por

1 : z>0
H(z) =
0 : z<0

e Jo(z) é uma fungao de Bessel do primeiro tipo dada pela relagao

i 1 2/2)1/—1—271
— n!ll'(v +n+1)

para v =0 e I' é a funcdo Gama definida por I'(z) = [;~ e & 1d€.

o x = (1,y) € R%:

Wt 2. y) = H(ct — 1) cos(f+/t2 —1r2/c?) (3.64)

2mc? =12/

onde r = \/x? + 2.

o x=(z,y,2) € R

h(t,z,y,z) =

1 (6(t—rfc) le f/t? —7"2/02 /o)
4mc? r 2 — 2/

(3.65)
onde §(k) é a fungao delta de Dirac, Ji(k) é a funcao de Bessel do

primeiro tipo e r = /22 + y? + 22.
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Uma solugao permanente da forma 1,(f,x) = e’d(x) pode ser esco-

lhida, onde 9¥(x) é a solucdo da equacdo de Helmholtz nao-homogénea em R<.

Para

r € R:
V() +y0(x) = —r(x)/c?,

com v = —(f2 + A?)/c%. Uma solucio particular 9(z) é dada pela
convolugiio
o) = = [ he=an(e) de (3.66)
onde
h(z —§) = w (3.67)

denota a solucao fundamental da equacao. Observe-se que no caso
unidimensional, para entradas simples r(z), a solu¢ao ¥(z) pode ser
obtida por outros meios. Em particular, no caso harmoénico r(z) =
acos ax + bsen(ax), procura-se obter uma solu¢do da mesma forma

v(z) = Acosax + Bsenau.

x = (z,y) € R%: Uma solugio da equacao de Helmholtz nao-homogénea
Agd(@,y) +79(@,y) = —r(z,y)/c",
é definida pela convolucao
o= [ [ aa-cu-areoda, @y

onde

g(r,y) = Ko(sp), p=+2*>+y)? (3.69)
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¢ a fungao de Green no dominio espacial e Ky(z) é a fungao de Bessel

modificada do segundo tipo. Aqui s = i,/7, conforme Polyanin [50].

e x = (z,y,2) € R Uma solucao da equagao de Helmholtz nao-homogénea
A319("L‘7 Y, 2) + 719(1:7 Y, Z) = —T’(ZL‘, Y, Z)/CQa

¢é definida pela convolucao

o= [ [ [ se-sw—crme) o) deicie
(3.70)

onde

9(z,y,2) = M, 0=a?+y?+ 22 (3.71)

0

¢ a funcao de Green no dominio espacial, Polyanin [50].

Portanto, para condigoes iniciais

I
n(0,x) =mo(x) e —=(0,%) =m(ax)
e forgante F(t,x) = eMr(x) em um dominio infinito, obtém-se a resposta dinamica

da equagao (3.48) por (3.62) em cada uma das trés dimensoes espaciais.

Este mesmo procedimento é utilizado para obter a resposta dinamica
das velocidades em um dominio finito, onde a obtencao da resposta dinamica é rea-
lizada com o uso da transformada de Laplace. A férmula de variacao de parametros
e a decomposicao da resposta forcada sao semelhantes ao caso de dimensao infinita.
No caso de dominio finito, a resposta impulso pode ser determinada em variadas

situagdes com o uso do método espectral de Fourier, Claeyssen et al [13].
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3.4 Resposta Dinamica das Equacoes de Aguas
Rasas Forcadas

Como cada componente do sistema de equagoes de dguas rasas, equacoes
(3.23)-(3.25), com as condigoes iniciais dadas em (3.26) satisfaz uma equacao de
Klein-Gordon nao-homogénea, representadas pelas equagoes (3.36),(3.38) e (3.40)
com valores iniciais (3.37), (3.39) e (3.41), segue que

" Ma—L=Cy(0,€,¢) + hit,x — €,y — Que(0,6,C) + fo bt — 7,2 — €,y — Q) Fi(€,C)dr
v | = / oMlte €000, ¢, ¢) + hlt,x — .y — Quil0,6,C) + fo h(t — 7.2 — &,y — OFa(&,Q)dr | dE,
. Ohltr =S (0,€,Q) + h(t, @ — &y — Ome(0,6,0) + Jy h(t = 72 — &y = O Fs(&,Q)dr

(3.72)

onde F}, denota a respectiva componente da forgante F'(z,y) dada por

;

dF, _
oy k=1
F(ZE,y)Z 881;0, ]‘CZQ )
LF,, k=3
L9

Fy(z,y) = fgn, — ¢ (avo auo)

ox oy
esta associado a vorticidade relativa e elevacao iniciais.

De maneira compacta, tem-se

aft.9) = [t =&y = Oa(0.6, )l (3.73)
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onde
. u
on(t. .
h(t,I,y) = %El—i_}l(t?xvy)EQ—i_/ h(t—7,$,y>dTE3, q= v
0
n

Aqui, F; denota a matriz identidade de ordem 3, Fy e F3 denotam os operadores

diferenciais espacial

9 20 2.0 _f,0
0 f 9oz ¢ Oy? ¢ Oyox fgay
= _ —g2 = 2 92 20% 2
2 f 0 9 Oy € E3 ¢ Ox0y C 92 f 9oz
_po _po o _felo 2
haz hay 0 g Oy g Oz f

3.5 Ajuste Geostrofico Unidimensional

Uma explanacao do processo de ajuste geostrofico com rotagao foi con-
duzida no trabalho de Rossby [53], e posteriormente, Cahn [7], Blumen [5], Gill
[23], entre outros. Para tanto, supoe-se que somente uma das variaveis possui valor
inicial nao nulo e que o estado inicial independe de y. Entao, podemos assumir que
a solugao em tempos subseqiientes também independe de y, e a partir das equagoes

(3.23)-(3.25), tem-se o sistema unidimensional

Qu o _ 00

ot B g(‘?x’

ov

T + fu = 0, (3.74)
on ou

E—l—ha—x = 0

Rossby [53] considerou o estado inicial v, = 0, 1, = 0 e u, constante

numa faixa finita. Aqui, serdo considerados os valores iniciais utilizados por Gill
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[23] )

u(0,2) = wu,(x) =0, (3.75)

onde x € R. Isto é motivado pelo experimento conduzido por Marsigli em Gill [23],
no ajuste sem rotagdo. Das equagoes (3.74), consideram-se os valores iniciais para

as derivadas

n:(0,z) = 0,
v (0,2) = 0.

Nestas condigoes, o estado de equilibrio (u,,v,,7,), correspondente ao
estado geostréfico, pode ser determinado a partir de uma solugao particular de

(3.47), isto é,

d’n, 1 1 1

W — @779 = _?770(37) = —?sgn(aj), (3.77)
e das equagoes (3.42),

an on
fug——ga—yg:(), fvg:ga_;a
ou seja,
g n
Ug = 0, Vg = }a—;

Para determinar a elevagao e as velocidades nos tempos subseqiientes, considere-se

o problema evolutivo representado pelas equagcoes de Klein-Gordon forcadas e as
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respectivas condigoes iniciais, equagdes (3.36)-(3.41) para o caso unidimensional

Uy — gy + f2u =0 (3.78)
u(0,2) =0,

u (0, 2) = —gn,(z) = —290(x)

Ui — g + [P0 = — fgn(z) = 2fg0(x) (3.79)
v(0,2) =0,
v:(0,2) = 0.

Nt — 027’/11 + f277 = f2770(l’) = f2sgn(x) (38())
n(0,z) = sgn(x),
n:(0,2) =0

Observa-se que a solucao para a componente v vem a ser a resposta forcada da
equagao de Klein-Gordon com F'(t,xz) = 2fgd(z), cuja solugao é dada pela equacao

(3.57), isto é

v(t,x) = /O/Ooh(t—r,x—f)Qfgé(g)dde

= 2fg /Oth(t —T,x)dT =2fg /Oth(T, x)dr (3.81)

Utilizando (3.63) para a funcao h(t, z), segue

t
Jo (L3272 — 42 dr, z| < ct
oitz) = 9 Jo (z ) g (3.82)

= ﬁH(ct— |z]) / t Jo (im) dr. (3.83)
C 0 &
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Fazendo uma mudanca de variavel na integracao, segue que

e at (r? + f2a?)” %Jo(r)r dr, |x| <ct

otz)=g{"° . (3.84)
0, |z| > ct

Agora, comparando o sistema (3.78) com (3.54), observa-se que a solu¢do para a
componente u serd um multiplo da resposta impulso da equagao de Klein-Gordon,

ou seja

g g, (%\/02252 — x2) , lz| < ct
u(t,z) = —2gh(t,x) = - : (3.85)

0, |z| > ct

A solugao do problema de valor inicial (3.80) é representada pela férmula

de variagao de parametros (3.53), ou seja

> oh
n(t,x) = gt (t,x —&E)no(§) d€ + / / h(t — 1,2 — §)F(1,§) d&dT.

onde F(t,z) = f% sgn(z). A contribuicao da parte forcada pode ser decomposta
segundo (3.61), onde devido ao tipo de forcante, a solugao particular 7,(t, x) pode

ser escolhida independente do tempo, isto é

t 0 o0 8]1
/0 /_oo Wi 7w = OF(r&dedr = ()~ [ Gt —Onpl€) d.

wta) = [ Ser-Om© @ d - n. G5)

onde

h(t,x) = Rt — ) g, ({m)

2c
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I (LVEE )

Oh(t,x) _ det —«]) %m —g (ct = o) — T
C — T

ot 2
A seguir, graficos da resposta impulso unidimensional em variados dominios espacial

e temporal, sendo que o iltimo grafico corresponde a sua derivada.

=l
i

Tt
',.4!',3,;. >

7 g
2217
ALY o :’&’,’}},,

®
XA
XA LA

Figura 3.5 A resposta impulso A(t, z) e sua derivada h;(t,x).

Aqui, n,(x) corresponde a solugao do estado geostrofico ou estaciondrio

e satisfaz (3.77), ou seja,
&y, 1 1 1
a2 2= —gno(x) T2 sgn(x). (3.87)

onde a = c/|f| = (gh)'/?/|f| é o raio de deformagdo de Rossby.
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Uma solucao particular 7,(x) é dada por

14 e 4 cqe®/® . >0
np(z) =
—14+die /4 dpe®/® : <0

Para que esta solugao seja continuamente diferencidvel na origem =z = 0, as cons-
tantes devem ser escolhidas de maneira que os limites laterais da funcao e sua
derivada coincidam. Assim, dy +dy = ¢; + ¢ + 2, dy — dy = c3 — ¢1. Decorre
que dy = co + 1, dy = c¢; + 1. Por outro lado, para que esta solugao tenda ao valor
No(x) = sgn(x) é necessério eliminar os termos que crescem exponencialmente. Es-
colhendo, ¢ =0 e d; =0, obtém-se ¢c; = —1, dy = 1. Entao, uma solucao particular
¢ dada por
l—e ™ © >0
ng(x) = sgn(z)(1 - e71/*) = N (3.88)
—14+e¥* : <0
Estes mesmos valores das constantes sao obtidos, quando se procura uma solugao

anti-simétrica ou impar em torno de x=0, Gill [24].

O campo de velocidade geostréfico associado com essa solugao é dado

por
ug =0, v, = %e—lxl/“. (3.89)
Outra solugao particular 7,(x) é dada por
me) = [l = (= Zm(€)ds
onde

h(z) = asenh(x/a) = (ew/a _ e—z/a)

a
2
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é a solugao fundamental associada com a equagao (3.87). Integrando, segue que

-1+ %e*“/“ + %e’”/“, <0
77p1(90) =
1-— %e‘gﬁ/“ — %ez/“, x > 0.

1-— cosh(%), x <0
= sgn(x) (3.90)

1- cosh(%) +ea, x> 0.

Observa-se que esta solugao particular, ainda que continuamente diferenciavel, contém
o valor inicial n,(z) seguido de um termo homogéneo que ¢é ilimitado no infinito. Por

tal motivo serd considerado nas simulagoes, a solugao 7,(z) descrita anteriormente.

3.5.1 Consideracoes sobre Energia e Dispersao

As equagoes de energia para o movimento de dguas rasas pode ser
derivado diretamente das equacoes de momento e da equacao da continuidade. Mul-
tiplicando (3.23) por phu, (3.24) por phv e adicionando obtém-se a variacao local

da energia cinética

0 |1 5, o] @ on
atLph(u —|—v)}— pgh{uax—l—v }

Multiplicando (3.27) por pgn, segue a variacao local da energia potencial

QLN o o
Assim, a variacgao local da energia mecanica é dada por

2 1 2 2 1 2\ _ d(un) | O(vn)
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No caso do ajuste unidimensional, em que nao hé variacao em y, proposto em Gill

[24], segue que

dE v
dt

onde

© /1 1
E(t) = / (§ph(u2+v2)+§pgn2> dz,

F(t) = pgh/oo %dx

—00

sao a energia total perturbada por unidade de comprimento na direcao y e o valor
médio da taxa por unidade de comprimento na dire¢ao y da transferéncia de energia

na direcao x, no ponto x.

Substituindo os valores iniciais (3.75) e os valores geostréficos para u,

v e n no infinito, segue que a diferenca entre as energia potencial inicial e final é

1 oo
U= 2§pg/ (1—(1—e*")dx = =pga.

Similarmente, a diferenca entre as energia cinética inicial e final é

1 o [ o 1
K:2§phg2(fa) 2/ e %/ da:zﬁpga.

A dissipacao ou absorcao de uma unidade de energia é atribuida a existéncia de

oscilagoes (transientes) de inércia em torno da posigao de equilibrio.

A procura de solugoes ondulatorias

n = Aexpi(kx + ly — wt),
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para a equagao

Pn (P  n :
g (gt o) + =0

resulta na seguinte relagao de dispersao
w? = f?+ K, (3.91)

onde K = Vk? + [? é a magnitude do niimero de onda horizontal. Ondas com esta
relagao de dispersao (k,l em R) podem ser referidas como ondas de Poincaré. Para
ondas longas (k~! > h) comparadas com o raio de Rossby a, tem-se k™! > a e a

relacao de dispersao (3.91) se reduz a
wr f,

isto é, a freqiiéncia ¢ aproximadamente constante e igual a f. Neste caso, a gravidade
nao tem efeito e as particulas do fluido se movem mediante sua propria inércia. Por

esta razao, f é algumas vezes chamada freqiiéncia inercial.

As ondas curtas comparadas com o raio de Rossby, sao pouco afetadas

pela rotagao e movimentam-se com uma velocidade
W R CK,

quase comparando-se as ondas de gravidade num sistema sem rotacao. Entretanto,

todas as ondas longas possuem freqiiéncias perto da freqiiéncia inercial.
No caso unidimensional, a solucao do problema inicial
2 2
Mt — CNaw + fM=0

10, x) = sgn(x)
n:(0,2) =0
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pode ser obtida aplicando a transformada de Fourier no espaco e a transformada de

Laplace no tempo, decorrendo

1)? < iwno(K)
. i(rz—wt) °
n(t, ) (2 ) /1“/_ e T 22 Sdrdw.

onde I' é o caminho no plano complexo [¢ — 100, ¢ + ico]. Utilizando calculo de

resfduos com os zeros w? = ?k? + f2, Bleistein [4], obtém-se
1 o
mita) = =3 [ VI
T )

Assim, a solucdo homogénea é uma superposicao de ondas planas na qual kK é o
numero de onda e w corresponde a freqiiéncia da dispersao (3.91). Os pontos de fase

constante, de cada uma dessas ondas movimenta-se com a velocidade de fase

w f?
- -y

desde uma velocidade caracteristica minima ¢ até um valor maximo ilimitado. As-
sim, o dado inicial propaga-se com diferente velocidade de acordo com sua decom-

posi¢ao de Fourier. Similarmente, a velocidade de grupo

dw B c2i<o_ Ak
de w SRR T 2

é a velocidade dos pontos de amplitude constante, Main [44]. A velocidade de grupo
possui um valor maximo c, obtido no limite das ondas curtas, entretanto tende para
zero quando o comprimento de onda torna-se ilimitado. Estas variagoes afetam a
resposta livre (transiente), pois as ondas curtas se afastam rapidamente de uma
descontinuidade inicial, entretanto as ondas longas se afastam muito vagarosamente

(quanto maior o nimero de onda, menor a velocidade de grupo).
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3.6 Adimensionalizacao

Introduzindo a seguinte adimensionalizagao

f f

T:ft7 X:—ZE, Y:_y7
C C
& &
U="wu v="y nN=21L
gn° an° n°

onde 7° denota uma amplitude caracteristica da elevacao 7, é equivalente a supor

que f=g=h=1 no sistema (3.23)-(3.25), isto é

Ou__ _On
ot oz’
ov on

on Ju Ov

— —+—|=0.

ot * (890 * 8y)
De (3.36)-(3.40), segue que as componentes da velocidade e a elevagao satisfazem o
seguinte problema adimensional
0%q (62q 0%q

e w+a—y2)+q:F($,y)

em que o termo nao-homogéneo é da forma

(

OF, —
Oy q=1u

oz q="v )

onde
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estd associado a vorticidade e elevacao iniciais. Aqui, u, € v, sdo os valores iniciais

adimensionalizados das componentes da velocidade. As condicoes iniciais sao

(

Uo(,y), ¢q=u

q(0,7,y) = vo(z,y), g=v

kno(:c,y), q=n

oz’
Jdq
E(Oax7y): —uo—%’z’, g="v
_Oue _ 0Ovo

W Dy q=n

Observa-se que as solugoes estacionarias de (3.92) correspondem as solugoes do es-

tado geostrofico

_On o _on
oy’ - oz’

acrescido da propriedade de conservagao da vorticidade potencial, ou seja, An =

¢ =n-+( —n, e da equacao da continuidade.
Para o caso unidimensional

0%q 0%q
w—@—FQ—F(t,iK) (393>
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segue de (3.62),(3.63) e (3.72) que a solucao de (3.93) é dada por

oft.0) = 5lal0w+1)+ (0.2~ 1)
[ E- L P =)
-5/ o a(0,€)dg + 3 . —x_ (0, &)d¢
B OP) ,
+ // \/T F(r,&)d&dr. (3.94)

Por outro lado, para entradas do tipo F(t,z) = e*r(x), de (3.61) tem-se a resposta
forcada

wen) = [ [ ¢_—_;>2)

T,&)dédr

T+t 2 _(p—£)2
— () — % 9+ 1) + 9 — 0] + & ) Jl&% Lo(e)ae
A J"( r- (I _ @2)19 (€)de, (3.95)

2 r—t \/ l’ —

onde ¥(z) é solucao particular da equagao de Helmholtz (3.58) em uma dimensao

espacial, isto é,

— +yd(z) = —r(z), (3.96)
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3.7 Simulacoes Simbdlicas

Exemplo 1: Considerando o problema colocado em Gill [24] e uti-

lizando a forma adimensional com 7° = 1, tem-se a solugao para o estado geostroéfico

el l—e x>0
ng(z) = sgn(x)(l—e ™) =
—14+e",2<0
ug = 0, vy =n(x)=sgn(x)e ",

cujos graficos sao mostrados na seguinte figura.

Figura 3.6 Solucoes geostréficas v, e 1, e condigao inicial 7, para o exemplo 1.

A componente v da velocidade é

fot Jo (VT2 — 2?) dr, x| <t
v(t,x) = (3.97)
0, |x| >t

P 0 4 a?) g, (r)rdr, Ja) <t

0, lz| >t
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cujos perfis para t=2, t=4, t=6 e t=8 sao mostrados a seguir na figura 3.7.

73
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Figura 3.7 Perfis da velocidade v para o exemplo 1, sob os efeitos de rotacao.

E, a componente u da velocidade é

(o) = 20 _ L (VE—2?), |z <t
T P | > ¢

cujos perfis para t=2, t=4, t=6 e t=8 sao mostrados a seguir na figura 3.8.

(3.98)
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Figura 3.8 Perfis da velocidade u para o exemplo 1, sob os efeitos de rotacao.

A figura 3.9 mostra a propagacao das velocidades u e v ao longo do

tempo, quando os efeitos da rotagao sao considerados.
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W o

Figura 3.9 Propagacao de u e v, sob os efeitos de rotagao para o exemplo 1.

A elevagao é dada por (3.86)

" /m—l—t Jp ( 2 — (z — §)2> (e e

n(t,z) = 2 B P—(z—¢)p

(3.99)

— sgn(z)e ! 4 sgn(z).

ou, pela conservagao da vorticidade potencial (3.45) e pela solucao de v em (3.97),

tem-se Gill [23]

n(tvx) = %ﬂL%(fﬁ)

B z [ e \/‘%dr, lz| <t (3100)

sgn(x), |z| >t

A elevagao da superficie livre  dada por (3.100) é visualizada na figura

3.10 para t=2, t=4, t=6 e t=8.
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Figura 3.10 Perfis da elevagao n para o exemplo 1, sob efeitos de rotagao.

Na figura 3.11, tem-se a elevacao da superficie livre dada pela equacao

(3.99), em t=25.

0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 3.11 Perfis da elevacao n para o exemplo 1, sob efeitos de rotagao em t=25.
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A decomposicao da resposta dinamica na equagao de Klein-Gordon em
termos de uma solu¢do permanente (geostréfica) e uma solu¢do homogénea total
(homogénea dos valores iniciais mais a homogénea induzida pela permanente) é

mostrada na figura 3.12.

Figura 3.12 Decomposicao de n para o exemplo 1, sob os efeitos de rotacao.

Observa-se que a propagagao das velocidades u e v e da elevagao 1 com
o passar do tempo, tendem a sua respectiva solucao permanente, que no caso foi

tomada como sendo a solugao geostrofica.
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Exemplo 2: Para o caso do pulso

o(z) = H(z +1) — H(z — 1)

tem-se que v(t,z) é a resposta forcada da equagao

Vg — Vg +0 =1 () =0(x+ 1) —6(z — 1).

Assim,
t
v(t,z) = / [h(r,x+ 1) = h(r,x — 1)]dr
0
v
u(t,z) = 5 = h(t,z —1) — h(t,x + 1)
ov
t - =
77( 737) 81‘ + 770(1’)
onde
1
h(t,z) = 57‘[(25 — |z|)Jo(VE2 — x2).
Um estado de equilibrio geostréfico é dado por
Ug = 0, Vg = —77;(37)7 77;/(95) - ng<x) = _no(x)
onde

; (-%%w@— 1)) e+ Mz +1) — Mz 1),
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cujos graficos sao mostrados na seguinte figura.

79

3

Figura 3.13 Solucoes geostréficas v, e 1, e condigao inicial 7, para o exemplo 2.

Os perfis das velocidades u e v e a elevagao n para t=2, t=4, t=06 e t=8

sao mostrados a seguir nas figuras 3.14 e 3.15 e 3.16, respectivamente.

w.
3 o]

{n}
[

VY IV FETTE PRV PP TPOW POV I T P
-
N
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Figura 3.14 Perfis da velocidade u para o exemplo 2, sob os efeitos de rotacao.
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Figura 3.15 Perfis da velocidade v para o exemplo 2, sob os efeitos de rotacao.
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Figura 3.16 Perfis da elevacao n para o exemplo 2, sob efeitos de rotagao.
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Observa-se que a propagacao das velocidades u e v e da elevacao n com
o passar do tempo, tendem a sua respectiva solugao permanente, que no caso foi

tomada como sendo a solucao geostrofica.



4 EFEITOS DE PERTURBACOES NA
PRESSAO ATMOSFERICA E DO VENTO

4.1 Perturbacoes na Pressao Atmosférica

Nos capitulos anteriores, considerou-se a pressao atmosférica constante.
Mas, se forem consideradas variagoes na pressao atmosférica p, na superficie z = 7,
estas variagoes podem fazer o mar se mover. Acrescentando-se uma perturbagao na

pressao atmosférica p), a equagao (3.13) satisfaz

P = pgn +p,,

que pode também ser escrita como

P = pgn, (4.1)
onde
0 =n—1a (4.2)

¢ chamado de nivel do mar ajustado e 1, é dado por

Na = =D,/ PY,

onde 7, é chamado de elevacao da superficie de um barémetro inverso desde que
seja igual a depressao que serd registrada por um barometro de agua, isto sendo

aproximadamente lem por milibar de mudanga na pressao.

Considerando que a profundidade da agua h é constante e que o movi-

mento produzido pelas diferencas de pressao é suficientemente pequeno para as

82
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equagoes lineares serem aplicadas, entao (3.7), com a substituicao (4.1), satisfaz

Ou o _om
ot R
(4.3)
ov B on’
ot =g oy
e a equagao para superficie livre (3.25) se reduz a
on ou Ov N,
el ) == , 4.4
ot +h(8az+8y> ot (44)

Observe que a equagao para superficie livre (4.4) estd escrita em termos do nivel do
mar ajustado 1, o qual tem o efeito de transferir o termo forcante da equacao de

momento para a equacao da superficie livre.

Assim, quando s@o consideradas perturbacoes da pressao atmosférica,

tem-se o sistema

ou _ o _ 00
ot N g@x
ov B on’
E—i_fu B _gay

on’ ou Ov My

—+h|l=—+—)=—F.

ot (8:)& * ay) ot
Derivando a equacao (4.4) e substituindo as equagoes (4.3), uma equagao para 7' é

obtida, a saber
2

0°nq
) + fhe = — ag . (4.5)

82n/ B 62 82,'7/ N aQn/
ot? ox?  0y?

Substituindo a vorticidade ¢ dada pela equagao (3.45), onde n = 7' + 1,, obtém-se

(9277/ B 02 (827]/ (9277,

o2 +

0x2 | Oy? ) + fh = F, (4.6)
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onde o termo forcante devido a perturbagoes na pressao atmosférica F'* é dado por

ov, Ou, 0?

4.2 Forcante devido a Tensao do Vento:
Transporte de Ekman

Quando o vento sopra sobre a superficie da Terra, uma tensao é exercida
sobre a superficie, seja ela a terra ou o mar. Essa tensao representa uma forca
retardadora de importancia consideravel para a atmosfera e uma forca motriz de

grande importancia para o oceano.

A tensao horizontal (7%, 7¥) na superficie da Terra é um vetor horizontal
representando a forga por unidade de area exercida entre a superficie e a camada
vizinha de ar ou dgua. Para incorporar o efeito de tensoes horizontais nas equacoes
do movimento, é util imaginar o oceano ou a atmosfera divididos em um conjunto
de finas camadas horizontais, como se fosse um pedaco de madeira compensada,
onde cada camada ¢ livre para se mover. Se a tensao é exercida no topo (fronteira
superior) de uma camada de espessura Jz, ela tenderda a se mover exercendo uma

tensao na camada imediatamente abaixo, dada aproximadamente por

z Yy
or 7Y — (528L

0z’ 0z )

(1% — oz

Uma tensao igual e oposta serd exercida sobre o fundo (fronteira inferior) da camada
original. Assim, a forca liquida por unidade de area sobre tal camada sera a diferenca

entre a tensao sobre o topo e o fundo, representada por

or® orY

(57 9507
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Multiplicando-se pela area dxdy e dividindo-se pela massa pdrdydz de uma camada,

segue que a forca por unidade de massa devida a tensoes horizontais é

or* orY
1 [ [
p ( 62 9 az )

Incluindo-se estas forcas nas equagoes do momento linearizadas (4.3), tém-se

ou oy 107"
A S
(4.7)
v on  1071Y
E + fU = —ga—y —+ ;E,

A razao para incluir somente a derivada vertical da tensao horizontal deve-se ao
fato que a escala vertical da atmosfera e as camadas de fronteira oceanicas (isto é,
as regioes adjacentes a superficie onde as tensoes sao comparaveis com os valores
na superficie) é muito menor que a escala horizontal nos quais as tensdes variam.
Tipicamente, a camada atmosférica ¢ 1km de espessura e a camada oceanica é 10 -
100m de espessura. Em contraste, a escala horizontal de variagoes da tensao pode

ser 100-1000km.

Nas equagoes (4.7), pode ser visto que existem duas forgas tendendo a
acelerar o fluido: aquela devida ao gradiente de pressao horizontal e aquela devida ao
gradiente de tensao vertical. Para converter as equagoes (4.7) na forma das equagoes
(4.3), avelocidade (u, v) é dividida em uma velocidade (u,, v,) dirigida pelo gradiente
de pressao, e uma velocidade (ug,vg) induzida pelas tensoes do vento e confinada
a camada na qual as tensoes agem e é chamada velocidade de Ekman. A camada
onde as tensoes agem ¢é referida como camada de Ekman. Assim, a velocidade (u, v)
¢ escrita como

u=u,+up e v=u,+vg, (4.8)
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onde a velocidade (u,,v,) satisfaz
ou, on’
e S 4.9
ot Jop Yo (4.9)
v, on'
T 0%y
e, no caso de um escoamento estacionario, satisfaz a velocidade geostréfica. A
velocidade de Ekman satisfaz
ou E 107*
_ S 4.10
ot Joe p 0z’ (4.10)
ov E 107Y
A Y

Pelo fato da tensao ser nula fora da camada de Ekman, a integracao das equacoes

(4.10), com respeito a z na camada de profundidade constante h, satisfaz

s ys
e po T Mo an

ot

onde (Ug, Vi) corresponde ao tranporte do volume de Ekman, definido por

(Ug, Vi) = (/ upg dZ,/UE dz) = (hug, hvg)

e podemos escrever

U Vi
u:up%—TE, e v=uv,+ ]f

A magnitude da velocidade vertical de Ekman wg fora da camada limi-

te, que resulta da convergéncia ou da divergéncia do transporte de Ekman, pode ser

obtida pela integracao da equacao da continuidade

ou Ov Jw

%+a—y+§—0,
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com respeito a z e usando-se a condi¢ao w = 0 na fronteira, obtém-se

oUg  0Vg

—_— + —. 12
ox + oy (4.12)

WE =

Para o caso estaciondrio, combinado com (4.11) obtém-se

o [TV o (7%
mwzéi(f)_@(f>‘ (4.13)

Geralmente, o vento varia muito mais rédpido do que f, assim (4.13) fornece uma

expressao aproximada para wg,

1 /orys  Or*
= — — . 4.14
YT ( ox Oy ) 414

Esta equacao é valida somente para condicoes estacionarias ou quando as variagoes
no tempo sao suficientemente lentas. Entretanto, nao é dificil calcular o resultado
quando as variagoes no tempo sao incluidas. Se f é considerado constante, através

de célculos algébricos nas equagoes (4.11), o tranporte de Ekman (Ug, V) satisfaz

(8_2 + f2) (UE,VE) _ % ((97"‘5 n ny57 % _ fT:cs) ) (415)

ot? ot ot

Aplicando-se na equagao (4.14), obtém-se
0? 9 10 [or* O7Ys f [orvs  or*®
- —— = — ) 4.16
(G ) e =i (o =5 ) 3 (o~ ) (416)

Agora, retornando as equagoes de momento (4.9), observe-se que os ter-

mos forcantes nestas equagoes foram removidos, tendo a mesma forma das equacgoes

(4.3). No entanto, a equagao para superficie livre (4.4) agora satisfaz

on' Ou,  Ov, on*
on Tp ) _ 9T 4.1
8t+h(ax+ay> ot (4.17)
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onde

" = 10+ 15 (4.18)

e ng denota o deslocamento de Ekman, que para pequenos deslocamentos da su-

perficie livre satisfaz
e

A (4.19)

WE =

Mais detalhes sobre o processo de Ekman podem ser encontrados em

Gill [24].

Assim, quando sao considerados os efeitos de tensao do vento além das

perturbagoes na pressao atmosférica, tem-se o seguinte sistema de equacoes

ou on'
R s (4.20)
vy, oy
o + fup = _ga_yv
on u, v, Inf

As equagdes de momento (4.20) e a equagao para superficie livre (4.21)
podem ser reduzidas a uma equagao para 1’, semelhante a equacao (4.6). Primeiro, a
equacao para a perturbacao da vorticidade potencial é obtida tomando o rotacional
das equagbes do momento (4.20) e o divergente da velocidade é substituida usando

(4.21). Para um oceano de profundidade constante, o resultado é

0 (0w Oup f, [ r\_

e integrando com respeito ao tempo, obtém-se

e (O 0w f o, f F
hn - |: T’ hn —o

_ 8(Up)o . a<up)0 i ( / F) ) (423)
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Agora, tomando-se o divergente das equagoes do momento (4.20) e subs-
tituindo a divergéncia da velocidade a partir de (4.21) e a vorticidade a partir de

(4.23), obtém-se

o2 +

827]/ B C2 82 77/ 827]/
ox? 0y

) + o =, (4.24)

onde o termo forcante devido a perturbacoes na pressao atmosférica e tensao do

vento F'*V é dado por

oy Ou)\ (O
P = gl = (20 k) (S ey )

e por (4.16), (4.29) e (4.19), F* satisfaz

oFa 02 N\ Ona 10 (00 9w\ f (Orv 9res
- (< a2 2 _ - L (4.2
ot <8t2 +f ) ( or © y ) p ( Oz Dy ) (4.26)

Observe-se que o termo forcante, além de ser proporcional ao rotacional

da tensao do vento, é também proporcional a divergéncia da tensao na superficie.

OBSERVAGAO

Na auséncia de perturbagdes na pressao atmosférica (p/, = 0 e i, = 0) e de efeitos
do vento (ug = vg = 0), tem-se u = u,, v =1v,, n =" e n* = 0. Assim, a equacio
(4.24) se reduz a

Pn L, [(*n O™ 2 v,  Ou,
EE (@*a—w)””—f"o—fh(ax—ay)’

que é idéntica a equagao (3.36) associada aos efeitos de perturbagoes na pressao do

fluido e de rotacao.

A equagao (4.24) é chamada equagao de dguas rasas for¢adas ou equagdo
de Klein-Gordon forcada e governa o comportamento de pequenas perturbacoes em
um oceano de profundidade uniforme, quando essas perturbacoes estao sujeitas a

forcantes de um dos tipos descritos acima.
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4.3 Simulacoes Simbdlicas

A equagao de Klein-Gordon forgada (4.24) sem perturbagoes na pressao

atmosférica e condicoes iniciais nulas, se reduz a

P _e (27’7 ; g—y") P =F, (4.27)
onde o termo forcante
F=— (8—2 + f2) n", (4.28)
ot?
satisfaz
s ys ys s
IS R (o N

Assim, considerando-se condigoes iniciais nulas e condi¢oes de contorno
de Dirichlet homogéneas, a solu¢ao da equagao (4.27), para um dominio retangular,

0<z<L,0<y<L,, pode ser escrita como

t pLe pL,
n(t,a,y) = / / / Wt — 7wy, 6 OF (.6, OdCdédr,  (430)

onde h(t—7,z,y,&, () é a fungdo de Green no dominio temporal, que parat > 7 > 0

satisfaz a equacao homogeénea

Ph (o
ot? oxr?  Oy?

) + f?h =0, (4.31)

com condigoes iniciais semi-homogéneas

h(0,2,y,£,() =0 em t=r,
Oh

5(07‘%‘7?/7576) = 5(95_5)5@— C) em =T,
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e condigoes de contorno homogéneas, cuja solucao é dada por

4 SN sen(Apmt
2,60 = o 3 52 D o ysen (g sen(a)sentand)
7Y p=1m=1 nm
(4.32)
com
pn:@’ Qm:m € )\nm:\/02<p%+qgn)+f2
L, L,

Utilizando o método da decomposicao de respostas forcadas dada pela

equagao (3.62), pode-se reescrever a solugao de (4.30) como

Lo rLv op,
U(t>37ay) = np(tax7y)_/0 \/0 E(thay?&aC)np«)agaC)dCdg

(4.33)
L, Ly 87’]
[ e 0 G 0.6, 0dcde
o Jo
Considerando uma tensao do vento da forma
7 = 1e™'cos(wr)cos(way) e TV =0 (4.34)
usada em Garibotti [21], e substituindo na equacao (4.29), obtém-se

P it [wwysin(wix)cos(way) + i fwscos(wix)sin(way)]  tr(ny)  (4.35)

pw
Supondo uma resposta particular da mesma forma da entrada, ou seja,

mp(t, z,y) = eIz, y), (4.36)

e substituindo na equacgao (4.31), obtém-se o problema de contorno nao homogéneo
para 9(z,y)
r(z,
A, y) + 70, y) =~ (4.37)

c2
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¥9=0 em x=0,L,

(4.38)
V=0 em y=0,L,,
onde v = (f? —w?)/ — c®. A solugao desse problema é dada por
1 (Lo L
o) =5 [ o O dcs (4.39)
o Jo

onde g(x,y,&, () é a fun¢ao de Green espacial dada por

g(t,z,y,€,¢) = K sen(paz)sen(gmy)sen(ppé)sen(gmC)
n=1m=1 pn + qm -7 ’
com
nw ma
p I, q Ly

Para as simulagoes, serao considerados os parametros L, = 10"m, L, =
5 x 10°n, p = 1035kg/m3, f = 107%s71, g = 9.81m/s*, h = 200m, w; = 27/L,,
we = 27/L, e 71 = 1.0. Observe-se que a condigao v < 0, implica w? < f? e assim

serd considerado um valor de w = 7.292 x 107°.

Os graficos de 7,(t,z,y) sdo mostrados na figura 4.1 para o tempo

t = 86400s.
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Parte Real de 7,(t, z,y)

Parte Imagindria de n,(t, z,y)

2500 - i 10000

y(km) o

£ — 864005 t — 864005
5000+ WC -
' ;2007 h—
10000 0
0 5000 10000
X
eta[p] eta[p]

Sum\//_’/
2500 = 5000 10000

¥(km) (km)

Figura 4.1 Resposta particular n,(¢, z,y), com x (km) e y (km).

Tendo-se calculado a resposta particular n,(¢, z,y), a resposta livre in-

duzida pela particular n,p(t, x,y) é calculada pelos dois tltimos termos da equagao

(4.33). A parte real e a parte imagindria sdo mostradas na figura 4.2 no instante de

tempo t = 86400s.
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Parte Real de np,(t, z,y) Parte Imaginaria de np, (¢, z,y)
t = 86400s t = 86400s
500097
y 25001 y
a e e
10000 10000
" X
0.21 0.2
eta[ph] 01~y eta[ph] 0
021 0.2
50'00\,\”,_‘/_/_' sn'nu\\—/,(_/__
2600 = 0000 T 5000 10
y(km) e y(krn) -

Figura 4.2 Resposta livre n,,(t, z,y) induzida pela particular.

A resposta dinamica ou total n(t,z,y) é dada pela soma das duas

solugoes anteriores e sua parte real e imaginaria sao mostradas na figura a seguir.
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Parte Real de n(t, z,y)
t = 86400s

Parte Imagindria de (¢, z,y)
t = 86400s

0 5000 10000

b

SDYM\/_/r//(
2500 - i 10000

y(km) S

y (k)

#(km)

Figura 4.3 Resposta dinamica n(t, z,y).



5 MODELOS NAO-LINEARES DE AGUAS
RASAS TRIDIMENSIONAL E
BIDIMENSIONAL

Escoamentos incompressiveis de grande escala nos quais as escalas dos
movimentos horizontais sao pelo menos 20 vezes maiores do que a profundidade,
podem ser considerados como quase horizontais ou escoamentos em aguas rasas.
Este conceito é relativo ao comprimento do fenomeno de interesse e nao a geometria
aparente do corpo d’dgua. Por exemplo, uma Baifa (ou oceano propriamente dito) é
um corpo d’agua raso para correntes de maré; entretanto, pode ser um corpo d’agua
profundo para escoamentos referentes a ondas geradas pelo vento. As equagoes
governantes deste tipo de movimento sao as chamadas equagoes de dguas-rasas e
sao obtidas a partir das leis de conservacao, considerando a aproximacao da pressao

hidrostatica e as condi¢oes de contorno na superficie livre e no fundo.

5.1 Equacao para Superficie Livre

Integrando a equagao da continuidade (2.19) do fundo z = —h até a

superficie livre z = 7, vem

T ou T v T ow
o, Py 91— 0.
T B VLR B e

Usando as regras da cadeia e de Leibniz para integracao, segue que

0 K an d(—=h) 0 /" an d(—h) B
e {/_hudz} u58x+ub o +8y { _hvdz 058y+vb 3y +wgs —wp = 0.

96
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Substituindo as condigoes de contorno cinematicas para a superficie

livre e o fundo (2.37) e (2.38), obtém-se:

on 0 K 0 n
0y = —_ = Nl
8t+8a: {/_hUdz]+8y {/_hvdz] 0, (5.1)

chamada de equacao para superficie livre de um escoamento tridimensional na forma

conservativa.

5.2 Modelo Tridimensional

Assim, o modelo tridimensional para um escoamento de aguas rasas

nao-homogeéneo é governado pelas seguintes equacoes:

Movimento na direcao x:

Du — 0On 9 0 ou
e Movimento na direcao y:
Dv  0On 9 0 ov
Dt —gay +vgVyv + 7% (Vvaz) — fu, (5.3)
e Continuidade:
ou Ov Ow
R T 4
oxr Oy 0z 0 (54)

Superficie Livre

%+%[/1udz]+§y[/1@dz}:0, (5.5)
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e Transporte de Calor

DT 9 0 oT
E = I{HVHT —|— & (/ivg) s (56)
e Transporte de Sal
Ds 9 0 Os
E = EHVHS + & <€V&> 5 (57)
e Equacao de Estado
F(p.p,T,s)=0. (5.8)

Este sistema de sete equagoes nas varidveis u, v, w, n(p), T, s e p
modela o transporte de calor e sal em corpos de aguas rasos. Em geral, este sistema
nao ¢ resolvido simultaneamente e costuma-se desacopla-lo. As equagdes (5.2)-(5.5)
constituem um sistema nas variaveis u, v, w e n, chamado modelo hidrodinamico, que
apos resolvido, fornece os valores de entrada ao modelo de transporte, constituido

pelas equagoes (5.6) e (5.7), as quais ap6s substituigao em (5.8), fornecem p.

Como condigoes iniciais, devem ser especificados valores de u, v, w, 7,

T e s para todo o dominio de integracao no tempo inicial t,.

Para o modelo hidrodinamico, devera ser informado a elevacao da su-
perficie livre 1 e/ou as velocidades nos contornos abertos. Nos contornos fechados

deve-se respeitar a condicao de nao existéncia de fluxo normal ao contorno.

Para o modelo de transporte, dois tipos de condi¢oes sao possiveis nos
contornos abertos; o valor prescrito (condi¢ao de contorno tipo Dirichlet), onde é
conhecida a variagao da concentracao (temperatura e salinidade) com o tempo ou a
condicao de fluxo normal (condigao de contorno tipo Neumann), também varidvel

no tempo. Nos contornos fechados tem-se a condicao de fluxo nulo.
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OBSERVACAO

As equagoes (5.2)-(5.3) e (5.6)-(5.7) podem ser escritas na forma conser-
vativa. Adicionando a equagao de continuidade (5.4) multiplicada por u ao membro

esquerdo de (5.2), resulta a equagdo de momento na diregao x

0 0
+ v ViU + — <I/Va—1:) + fv.  (5.9)

E—F ox + dy 8.  Jor

Ou  O(uu)  O(uv) N O(uw) on
0z

Analogamente, adicionando a equacao de continuidade multiplicada por v ao mem-

bro esquerdo de (5.3), resulta a equagao de momento na diregao y

0 0
+ v Vi + — (VV(?_Z) — fu.  (5.10)

Jv  Od(vu)  J(vv)  O(vw) on
o Tor oy o2 I3y

0z

Adicionando a equagao de continuidade (5.4) multiplicada por 7' ao membro es-

querdo de (5.6), resulta a equagao do transporte na forma conservativa

0 aT

or N d(uT) N o(vT) N o(wT)
ot ox oy 0z

Analogamente, a forma conservativa da equagao (5.7) é dada por

Js  O(us) = O(vs) O(ws)
ot " oz oy | o

0 ds
= GHVJZLIS + % <€V&> . (512)

5.3 Condicoes de Contorno relacionadas ao
Atrito do Vento e a Topografia do Fundo

Sob a hipdtese que a superficie livre é quase um plano horizontal, as

condigoes de contorno dinamicas na superficie livre (2.39)-(2.40) se reduzem a

s ou us ov
T O =Mvyz €T Iuv$7

o (5.13)
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Em geral, considera-se

7 = OpspaJUu2 +v2u, e 7Y% = Cpypar/u + v2 v, (5.14)

com p, = 1.30kg/m? a densidade do ar, Cp, = 2. x 1073 o coeficiente de arrasto do

vento e (ug,v,) a velocidade do vento.

Analogamente, as condigoes de contorno dinadmicas no fundo (2.41)-
(2.42) sao dadas pela especificagdo da tensdo no fundo na forma da férmula de

Manning-Chezy por

ou ov
=y — v = — 5.15
onde, em geral,
™ =yu e T =10, (5.16)

com
Y= Cpbpo\/ui + v§

com p, = 1035kg/m? a densidade da dgua, Cp, = g/C? o coeficiente de arrasto da
friccdo com o fundo, C, = H'%/n o coeficiente de friccdo de Chezy, n o coeficiente

de Manning, H(t, z,y) a profundidade total da dgua e (uy, vy,) a velocidade no fundo.

5.4 Modelo Bidimensional Integrado na Vertical

A circulacao em uma classe de baias e estudarios, 4guas costeiras e lagos
pode ser satisfatoriamente representada pela solucao de um conjunto de equacoes

de dguas rasas bidimensionais, Vreugdenhil [65].

Substituindo as velocidades médias na vertical denotadas por

1 [ 1 [
U:E/_hudz e V:E/_hvdz,
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diretamente na equagao (5.5), resulta

oy | O(HU)  O(HV)

5 T oo T (5.17)

que corresponde a equacgao para superficie livre bidimensional.

Integrando verticalmente o lado esquerdo da equagao de momento na
diregao z, equacao (5.9), do fundo do mar z = —h até a superficie livre z = 7,

resulta:

n n n n
LE. = @dw/ a(““)der/ a(“”)dz+/ Oluw) ;.

_h 8t _h 8x —h 8y _h aZ

Aplicando a regra de Leibniz a cada uma das integrais, satisfaz

o [" o [ o [
LE = — = =
|, udz + B /_h uwudz + By /_h uvdz
0 0 0 Oh oh
uS(—77 + us—77 + vs—n — wg) — Up(up—= + vp—= + wp)

ot Ox dy Ox Ay

e, com o uso das condigoes de contorno (2.37) e (2.38), se reduz a:

L.E o[ d o [ d o [ d 5.18
..—a/_huz—l—%/_huuz—i—a—y/_huvz (5.18)
Mas,
1 1
/ uudz:HUU—l—/ (u — U)*dz, (5.19)
—h —h
e
0 0
/uvdz:HUV+/ (u—U)(v—V)d=. (5.20)
~h —h
De fato,

1 1 7 0 1
/ (u—U)2dz:/ uudz—Q/ uUdz—i—/ UUdz:/ uudz — HUU
_h —h —h —h —h
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que resulta na equagao (5.19). Analogamente, demonstra-se (5.20). Além disso,

1 0 0 0
/(U—U)dz:/ udz—U/ dz=HU —-HU =0 e /(U—V)dz:()

—h —h —h —h

e, por integragao por partes, resultam

/n(u—U)2dz:O e /n(u—U)(v—V)dz:O.

—h —h
Assim, substituindo estes resultados na equacao (5.18), tem-se

0 0 0
L.B. = 5, (HU) + 5 (HUU) + 5 (HUV). (5.21)

Agora, integrando verticalmente o lado direito de (5.9), obtém-se

" On 0 (0u "0 (0u
LD. = - — — [ = =
g/_h(?xdz+yH/_h(9x(8x>dZ+VH/_h8y (ay)dz

"o ou K
+ /_h%(uva>dz+f/_hvdz.

Aplicando a regra de Leibniz as integrais, a equagao satisfaz

B on o [ ou ou\ On ou\ 0(—h)
L.b. = gHax Ton (83: n 8xdz (890)5 or (8x>b oz
g [7ou ou\ On (814) (9(—h))
+ ve | = —dz— | — | =+ | =
"’ (ay 1 Oy (ay)s 9 \dy), 0y

ou ou
tow (&);”V (&l”ﬂv’

que, apds o uso do fato que vy = uy /p e das condigdes de contorno (2.39) e (2.41),

se reduz a:

on a [" ou o (" ou T — yu
L.D.=—gH— — —d — —dz+ —— HV. (5.22
g a$+VHa$ _hal’ Z+VHay _hay z+ P +f ( )
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Considerando aproximacgoes padroes das velocidades locais com suas médias verti-

cais, o termo de viscosidade na direcao x da equacao anterior satisfaz

ug 7Z%dz—ug 7ZOP’—Ualz—I/Q a—U/ndz —ug Ha—U
Tor ) 00~ Moz ), 00~ Moxr\ox ), Y or )’

De maneira analoga para o termo de viscosidade na direcao y, obtém-se

8 [ ou o [ U
M 0, 2 (a2
Yoy | oy = iy ( 8@/)

Substituindo estas aproximagoes na equacao (5.22), resulta

an 0 oU 0 oU T —~U
L.D.=—gH— — | H— — H— | +—— HV. (5.2
g 8£+VH835( 8x>+VH8y( ay)—l— p + fHV. (5.23)

Igualando as equagdes (5.21) e (5.23), resulta a equa¢ao de momento bidimensional

na dire¢do z na forma conservativa:

9 9 9 n o (., 0U o ( 0U

—(H —(H —(H =—gH — 7 | Ho a0 \ o,

g V) + 5 (HUU) + 5 (HUV) = —gH 5 +VH31,( ax) +VH(9y< ay)
+% + fHV. (5.24)

a mesma forma, pode-se obter a equacao de momento bidimensiona
D f , pod bt cao d to bid |
na dire¢ao y na forma conservativa:

) 5 5 an o (. oV 9 (. oV
Z(H —(H - (H =—gH -~ oz \H5r oy \ 1
g V) + 5, HUV) + 5 (HVV) = —gll 5 +VH3x( 31’) +VH31/< ‘91/)

ys __
+ % — fHU. (5.25)

Agora, integrando as equagoes (5.11) e (5.12) na vertical, usando as
condigoes de contorno cineméticas (2.37) e (2.38) e considerando que os produtos

entre o transporte difusivo na superficie e fundo com os gradientes de n e h sao
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nulos, ja que o transporte deve ser paralelo aos contornos e os vetores Vn e Vh sao

normais a estes, resulta

S (HT) + 5~ (HUT,) + - (HVT,) = i | o= (HS™ )+ — (HS™ ) (5.2

0 0 0 0 0Sm 0 0Sm
—(H —(H —~(H ey | — (HZ2) + = (HZ=2) | (5.2

onde T, e s,, sao os valores médias na vertical para a temperatura T' e salinidade

1 [ 1 [
Tmzﬁ/thz e smzﬁ/hsdz.

Substituindo a equagao para superficie livre (5.17) em (5.24) - (5.27),

s, definidos por

obtém-se as respectivas equagoes na forma nao-conservativa

oU oU 6U_ on vy |0 oU 0 oU T — ~U
W—FU%—FV@_y_ g@x+H [Eh <H8x)+8y <H8y)}+ pH AL
(5.28)
V.oV oV ag g [0 (LOVY O (LOV\] -V
o " Var TV, T % +H{8m<H8$)+8y<H8y)}+ Y
(5.29)
OT, T, OTm wku[0 (. 0T\ 0 [ 0T,
ot +U8x +v8y H {ZM(H 3x)+8y( Jy )]’ (530)
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Resumindo, a equacao de superficie livre (5.17) e as equagoes (5.28)
- (5.31) constituem um sistema de cinco equagoes diferenciais parciais com cinco

incégnitas U(t, z,y), V(t,z,y), n(t,z,y), Tn(t,x,y) e sp(t,z,y).
OBSERVAGAO

Se as variaveis u, v, T' e s independem de z, estas coincidem com os
valores médios na vertical U, VT, e s,,, respectivamente. De fato, para a variavel

u tem-se

1 [ 1 K
U—E/_hudZ—Eu/hdZ—u. (5.32)

Analogamente, para as outras variaveis.

Neste caso, o sistema acima pode ser simplesmente escrito como:

ou ou ou on vy |0 ou 0 ou T — yu
E+u8_x+vﬁ_y o * H [89& <H8x> * oy <H8y>] * pH +fv

(5.33)

ys __
Ov 90,00 o v {3 (Hav) +£(H@)} + 0,

ot or "oy~ Yoy T H |ax \Max) Tay \ oy oH
(5.34)
on  O(Hu)  O(Hu)
or  oT  OT k[0 [, 0T\ 0 (0T
w i T T H [a_ (Ha_) oy (Ha_y)} ’ (5.36)

O0s O0s O0s &Ky | O 0s 0 0s
2 - — == |— | H— — | H— . .
o Yor Vo T H {&v ( 3%) "oy ( 81/)} (5:87)



6 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE
AGUAS RASAS

Nos capitulos anteriores foram descritas as equagoes que descrevem a
circulacao em corpos de aguas rasas, as quais acrescidas das condigoes iniciais e de
contorno formam um modelo matematico. Este modelo normalmente nao possui
solugao analitica, salvo em casos muito simplficados. Entao, faz-se necessario usar
um método numérico para resolve-lo. Diversos métodos sao propostos na literatura
para resolver as equagoes (5.2)-(5.7). Entre os mais utilizados estdao o Método de
Diferencas Finitas e o Método de Elementos Finitos, ou uma combinacao de ambos.
Também sao utilizadas combinagoes destes métodos com outros, como por exemplo,
a combinacao do método das caracteristicas com o de diferencas finitas ou elementos
finitos, usados na abordagem do método Semi-Lagrangeano, Griebel et al [28], Hall

et al [32], Lavrenov [39], Vreugdenhil [65], Weiyan [66] entre outros.

Neste trabalho, serao utilizados métodos de diferencas finitas e Semi-

Lagrangeano.

6.1 Analise Caracteristica das Equacoes
Governantes Bidimensionais em um Fluido
Homogeéneo

As equagdes (5.33), (5.34) e (5.35), formam um sistema hiperbélico de
equagoes diferenciais parciais quasilinear nas variaveis independentes t, x e y. Para
determinar uma discretizacao semi-implicita particular, cuja estabilidade independa
da velocidade ¢ = /¢gH, inicialmente o cone caracteristico das equacoes governantes

é obtido, John [36], Godunov [25] e Hall et al [32]. Por simplificacdo, as equagoes

106
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serao consideradas para um fluido inviscido

ou ou ou on T — yu

o o Tay e T om I
(6.1)
ov v ov on T —qv
ot +u8:1: +U@y +g@y B pH Ju.
on on an Ju Ov ah oh
g (2 2 P
ot T Mor Ty T (8m+8y> “or Yoy
ou, na forma matricial,
OW oW oW
—+AW)— +B(W)— =D(W 2
o+ aw) S ow) ST - pow) (62
onde W = (u,v,n)T
u 0 g v 00 z _W + fo
A= 0w 0], B=]0 v g|, D= Tysfw—fu
H 0 u 0 H v ugz g}y‘

Uma superficie S : {¢(t,z,y) = 0} é uma superficie caracteristica de sistema (6.2),

se

Op_  Op Op .\
de t<8t1+6xA+8yB> =0,

onde I denota a matriz identidade; ou seja,

dp  dp (0, e 0o\ [0\, (9e\\] _
(8t+8x+ 8y)[(8t+8x+ ay) “W\az) T\ay) )| 70

onde ¢? = gH, que se reduz a

dp Op = Oy
- 4
ot T Oz v 83/ =0 (64)
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ou

(%—f —I—ug—i + vg—z)Q - [(%)2 + (%)1 =0. (6.5)
Tem-se que o cone
p(t,x,y) = (1 — 20)" + (y — 4o)> — (u” +0°)(t — 1,)> =0 (6.6)
com centro em (to, 0, v,) verifica (6.4), se
(@ —2o) —ult—t,) =0,  (y—yo) —v(t —1,) =0. (6.7)
Similarmente, o cone

(p(ta Z, y) = [(CB - xo) - U(t - to)]Q + [(y - yo) - U(t - to)]z - CQ(t - t0)2 =0 (68)

verifica (6.5).

Assim, o cone caracteristico local com vértice em (t,,z,,y,) consiste

das seguintes superficies caracteristicas:

e A reta que passa em (t,, Z,, y,) € é paralela ao vetor (1, u,v), dada pelas

equagoes na forma paramétrica (6.7);

e O cone representado pela equagao (6.8).

Note que, enquanto a primeira parte do cone caracteristico, equacao
(6.7), depende unicamente das velocidades do fluido u e v; a segunda parte, equagao
(6.8), depende da velocidade de propagagao da onda ¢ = /gH. Esta velocidade
surge dos coeficientes g e H nas matrizes A e B, que correspondem aos coeficientes
de dn/0x na primeira equagao, de dn/dy na segunda equagao e de Ju/dz e dv/dy

na terceira equagao do sistema (6.1). Assim, estas derivadas serao discretizadas
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implicitamente, de modo que a estabilidade do método independa da velocidade
c =+/gH. A anilise realizada para o modelo bidimensional, pode ser estendida ao

modelo tridimensional.

Uma severa limitacao dos métodos numéricos explicitos é a restricao
de estabilidade imposta pela condi¢ao de Courant-Friedrich-Lewy (condi¢do CFL),
Strikwerda [61]. Geralmente, esta restri¢do requer um passo de tempo muito menor
que aquele permitido pelas consideracoes de precisao. Por outro lado, métodos
implicitos, muitas vezes incondicionalmente estaveis, envolvem a solucao de um
grande numero de equagbes nao-lineares acopladas. Além disso, para precisao, o
passo de tempo nao pode ser tomado arbitrariamente grande de modo que esses

métodos se tornem pouco praticos.

As baias e estuarios possuem uma geometria bastante complexa e a
regiao contendo o fluido varia com a maré, devendo-se determinar o deslocamento
da superficie livre a partir da posicao de equilibrio. Uma maneira bastante eficiente
de se modelar numericamente o problema é adotar uma malha cartesiana com células
contendo agua ou nao, dependendo do nivel da superficie livre. Para a discretizagao
das equagoes, uma malha alternada (staggered grid) de células retangulares de com-
primento Az, largura Ay e altura Az, é considerada. Cada célula é numerada em
seu centro com indice 7, j e k, onde o deslocamento da superficie livre 7, a temper-
atura T' e a salinidade s sao definidas no centro da célula e as velocidades u, v e w
sao posicionadas conforme a figura 6.1. A profundidade da dgua (batimetria) h é

especificada nos mesmos pontos das velocidades horizontais u e v.
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Figura 6.1 Malha Computacional e Notacoes.

6.2 Discretizacao do Modelo Hidrodinamico

A partir da analise caracteristica da secao anterior, uma discretizacao

f-diferencas finitas para o gradiente do deslocamento da superficie livre nas equagoes

de momento (5.2)-(5.3) e para o divergente da velocidade na equagao da superficie

livre (5.5) é proposta. O parametro  é introduzido para controlar o grau de impli-

citude das variaveis discretizadas. Os termos convectivos, viscosos horizontais e de

Coriolis nas equacoes de momento sao discretizados explicitamente e, para evitar

uma restricao de estabilidade devida ao termo de viscosidade vertical, este termo é

discretizado implicitamente.
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Entao, uma discretizacao semi-implicita geral das equacoes de momento

(5.2)-(5.3) tém a forma

At
n+1 _ n o |: n+l _  n+l - n _ :|
Yirlin = F Uit Lk N 4 (77¢+1,j i, ) +(1-0) (m+1,j "z,j)
un+1 7un+1 un+1 7un+1 (69)
i+F gkl gk itk it gkl
Vel Az 1.1 Y
2 i+5,0,k+5 2 i+5,5,k—5
—|— l/\/At A
Zitd 5k
U = P~ 8 G ) (0= 6) (i — )]
ij+5.k ij+%.k Ay Mij+1 = i Mij+1 = i
n+1 n+1 n+1 n+1 (610)
v —v. .1 voooq,, TV
v L i,j+%5,k+1 i,j+%5,k . L i,j+ 5,k i,j+5,k—1
s A% 511kt k=2 A% 4l k-1
+ At A ,
Zig+3k

onde F' é um operador de diferencas finitas explicito e nao-linear, que inclui a dis-
cretizagao dos termos advectivos, termos de viscosidade horizontais e termos de

Coriolis.

Os termos AZH%,M e Azid&r%’k representam a espessura da k-ésima
camada da agua, mais simplesmente denotada por Az;. Se, em particular, o fundo e
a superficie livre atravessam a mesma face vertical do k-ésimo bloco, entao Az; 1k
ou Az, 1k devem ser iguais a altura total da agua H = h + n naquele ponto
e AzH%’j,k% ¢ definido como sendo a média de AzH%,j,k e Azi+%’j7k+1. Como a
espessura da camada da superficie depende da posicao da superficie livre, que varia

com o tempo, entao a espessura Az também varia com o nivel de tempo n.
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Discretizando a equagao para a superficie livre (5.5), obtém-se

n+1 . n _ n+1
Mig o = Thy 9 [ Z AZ@*N kulﬂd k Z Azl—lﬂ kul_’v]vk]

_ n+1
{Z Azij g KV 6 Z Ayl
k=m

(6.11)

A
o AI [ Z AZ7‘+2 J’kul+2u k Z Azlfld ku%—na k‘]

A
— Az, vl 5 Az, vl
Ay [Z »]+27k ,]+2,k' 7.7_%7]‘: ’L,]—%,k‘

onde os indices m e M denotam os limites do fundo e da superficie livre do esténcil,

respectivamente.

Discretizando as condigdes de contorno na superficie livre (5.13), tem-se

u"+11 _un+11
i+7,j,1b1+1 i+§7ij _ s
Hv Az 1 . 1 = 75
1+§7]J\4+§
(6.12)
n+1 _Un+l
B+ M4 ig+E M g
2% Az = T7.
>J+2,1\4+2
Analogamente, na interface sedimento-dgua (5.15), tem-se
n+1 _ n+1
z+2,J, Z+27J7m 1 n n+1
= Ao
S Vit gm
(6.13)
n+1 _ n+1
’L]+2,m 7J+27m 1 _ n n+1
Az, 1 7i,j+%,mvi,j+%,m'

’L,J‘Fj,m*j

Nas equagoes (6.12)-(6.13), os valores de u ¢ v nos niveis M +1em—1

sao ficticios; eles também aparecem nas equagoes de momento discretizadas (6.9) e
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(6.10), quando k = M e k = m. Substituindo as condigdes de contorno nas equagoes
(6.9) e (6.10) , os valores ficticios serdo substituidos por valores de u e v definidos

dentro do dominio de interesse.

Para qualquer estrutura dada para F, as equagoes (6.9)-(6.11) cons-
tituem um sistema linear com N, N, (2N, + 1) equagoes e varidveis u" 1, o™+t e nt?
sobre a malha computacional inteira. Este sistema deve ser resolvido a cada passo
de tempo para determinar recursivamente os valores das variaveis a partir de dados
iniciais. Devido a grande dimensao deste sistema, mesmo para valores pequenos de
N,, Ny e N,, o sistema formado pelas equacoes (6.9), (6.10) e (6.11) é decomposto
em um conjunto de 2N, N, sistemas tridiagonais independentes de IV, equagoes e um
sistema com cinco diagonais com N, N, equacOes. Inicialmente, as equagoes (6.9),

(6.10) e (6.11) sao escritas na forma matricial como

At
n n+1 o n n+1 n+1 n
Az+2,JUz+2,J - Gz+27J - gA_x[Q(mHJ iy )]AZH%J (6.14)
Al VI = G — ﬁ[9( =0 h]AZY (6.15)
Lty iy ity gAy Tog1 i ijt3 '

A
77:]4—1 — 571 t 0 |:<Azn ) Un+1 (AZ?_l]) Un+1 :|

AZL‘ H_QJ 273 2]

- 229{@2"’#2) Vit - (AZ;‘J%)TV’.FHJ, (6.16)

)

onde A, U, V, AZ, G e ¢ sao definidas por

AZM—FGM_% a1 0 0

—ay 1 AzM,l—l—aM,% Tay s —ay s e 0

0 0 0 Oy L Azm+am+%+7_
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com aj = Vgit,
uz:%le u?ﬁ%M | Azy
u?—:_%l,j,M—l Zﬁ%,M—l Az
Uiy = | Vit = ' , A=
?I%l,j,mﬂ Zﬁ%mﬂ Azmiy
?jélym ?ﬁ%m | Ao
Azpy (FUH M gm(l —0) (i1, — 77?3)) + At T
Ay (FUH g 9 =0 — 77&))
Gy = . ’
JA .Y (FUZJr il T 91— ) — nzny>>
A (Fu, R 00, )
Azyy <FU?-+; M gﬁ—;(l - 6)(77%“ - U?j)) + AT
Azpr_q (FU v T gAy(l —0)(nfj 41 — nzny)>
Gy = ' :
Azpi1 (FUZJ.JF%MH gAy(l =)0 — 77?]))
_ Az, <FUZ].+%, — gAy(l —0) (041 — 77?3)> |
= - Sa-o [z, - Az,
: i Ag i+, i—%.

21-0) [[(AZ)TV]ZJ.+% - (AZ)TV]Zj_l] .

2
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Entao, a substituicao das expressoes para U?Illj e V?;i , a partir das
27 ’ 2

equagoes (6.9) e (6.10) em (6.11), satisfaz o seguinte sistema para 7:

mt - 92[ (AZ)TAZAZ]L, =)

—[(AZ) A Az, Ot = )]

[ (AZ)TATIAZ]L L (i =0t

~ [(AZ) A AZ) O = )|

_ g, - A 0|[(az)"A7G]),, - [(AZ)TA*G} ]

,J Aa: i+35,J =3,

At L i
5, ° [[(AZ)TA G}, - [(AZ)"A 1G]w,_%} (6.17)
ou, ainda
(A (an?

0 (AZ)TAT'AZ]Y, i — g

i+1,9 (Ay)Q 6 [(AZ)TA IAZ} n+1

1 2j+1

N (1 B 9((2?; 02 [(AZ)TAflAz} 1 g((ﬁz); 0*[(AZ)"A7'AZ]],

N

_ (A1)? T A -1 no (At)? T A -1 n+1
s (MDA - g1 ¢ [(Az)A AT )n”
(At)Z 2 T 1 n+1 (At)Q 2 T A —1 n+1
_g(A:U)2 2 [(AZ) A~ AZ] ]nz 1 g(Ay)2 0 [(AZ) A AZ} 4 177” 1
n At T A —1 n T A -1 n
= b= 50 [[(AZ) AT'Gl,, - [(AZ)TA G]Z._%J}
At

_A_y 0 [[(AZ)TA_IG]Z]Jr% _ [(AZ)TA_lG]ijé] '

(6.18)

Como a matriz A é positiva definida, A~! é também positiva definida

e assim os nimeros (AZ)TA7'AZ sao nao-negativos. Portanto, a equagao (6.17)
ol . . . . . ~ n+1

constitui um sistema linear com cinco diagonais de N, N, equagoes para n;; ", cuja

matriz é simétrica e positiva definida. Logo, possui uma unica solugao que pode ser

determinada rapidamente por um método de gradiente conjugado precondicionado.



6 Discretizacio das Equacoes de Aguas Rasas 116

Posteriormente, substituindo as novas posicoes da superficie livre nas
equagoes (6.9) e (6.10), obtemos os valores de u"™' e v"*! a partir da resolugao
de 2N, N, sistemas tridiagonais com NV, variaveis. Todos estes sistemas sao inde-
pendentes uns dos outros, simétricos e positivos definidos, cujas solugoes podem ser

obtidas por um método direto.

Finalmente, pela discretizagao da equagao da continuidade (5.4), obtém-

se a componente vertical da velocidade no tempo ¢,

Azt ult = Azt
n+1 — wn_l,_l o Z+27]k Z+27],k ijvk 11— §7]7k
ijk+3 igk—% Azx
(6.19)
Az" oL A Tt
. 7]+27k 7‘7]+27k 17_]_%7]9 27]_%1k
Ay

para k=m,--- , M.

Como a superficie livre é calculada em todo o dominio computacional,
antes de avancar para o seguinte passo de tempo, alguns dos espagamentos verticais
Az, Lk © Az iy 1k devem ser atualizados para contabilizar a nova localizacao da
superficie livre. Assim, em cada passo de tempo, as novas alturas totais da dgua

o "H e H™'1 s@o atualizadas por

ij+%
n+1 n+1
Hn+1 — mazx <0 thrl + 77%] + T]i—}—l,j)
Z+2’ +273 2
€
n+1 n+1
1 1 772, + nz, +1
H"+1—max0 h"+l+#.
4ty tit3 2

A andlise da estabilidade do esquema de diferencas finitas semi-implicito
(6.9), (6.10) e (6.11) pode ser vista através do método de von Neumann, sob as
hipéteses que as equagoes diferenciais governantes (5.2)-(5.5) sao lineares, com coe-

ficientes constantes e definidas num dominio infinito horizontal ou com condigoes de
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fronteira periédicas em um dominio finito. Assim, se Az denota a altura constante
da camada, negligenciando as tensoes do vento (7%° = 7% = 0) e assumindo que
ay = as = --- = ay, €y sao constantes na matriz A, entao as equagoes em diferengas

(6.14)-(6.16) se reduzem a

At At
n+1 n+1 n+1 n+1 n n
AUH_: J + g_A 9(77@:—1] - 77”+ JAZ = AZFUZ:%J - (1~ G)Q_Ax [9(772‘+1,j - nz‘,j)]AZ7
(6.20)
AV"Jrl + gAtH(n”Jrl NIYAZ = AzFV™T — (1 - H)gﬁ[e(n@ — )| AZ
1 A 1,7+1 1,J i,j+% Ay 4,j+1 2, ;
(6.21)
At
7 1_ . n Ty1n+1 Ty1n+1
At
_ A7 T n+1 A7 T n+11
 oflazrviy, oz
At Ttmn Tymn
-5 (1-9) [(AZ) UL, - (AZ) UF%J}
At n n
-5, 1-0) [(AZ)TVWF% - (AZ)TVZ,J_%] , (6.22)

onde F' UZFH e F V”Jrl denotam a discretizacao em diferencas finitas explicita dos
2

termos de viscosidade horizontal, ou seja,

FUH%,J’ - Uz‘+%,j TVHTA N (Az)? <Uz+2 g 2Uz+2 +UL j)
At . . .
TVHTA 2 (Ay)? (Uz+2 g1 20U+ Uz+2 g 1) (6.23)
e
FVi,jJr% - Vi,j+% TVH AT (Az)? (Vz+1 J+3 2V +1 +Vi Lj+3 )
At . .
R (Vis =2V, +Ve L), (624)
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enquanto os termos convectivos nao lineares e os termos de Coriolis nao estao sendo

considerados.

Teorema 6.1. Se % <0 <1 eseo passo de tempo At satisfaz a desigualdade

Lo
(Az)? ~ (Ay

At < |2 )2)}1, (6.25)

entdo o esquema de diferencas finitas semi-implicito (6.9)-(6.11) € estdvel no sentido

de von Neumann.

Demonstragao. Substituindo U? , ., VI, e n; em (6.20-(6.24) pelas correspon-
2 ) ?
dentes componentes de Fourier Unelli+2)a+if]  ynellia+(i+3)8) o pnelliotifl  apsg

algumas simplificagoes, as equagoes (6.20)-(6.22) satisfazem

AU + Ipfgi"™ ' AZ = Azf,U" — Ip(1 - 0)gi" AZ (6.26)
AV 4 [g0gi" M AZ = Azf,V" — Iq(1 — 0)gi"AZ, (6.27)

P4+ Ip(AZ) U 4+ I0(AZ) TV = 57 — Ip(1 — 0)(AZ)TU" — Iq(1 — 0)(AZ)TV",

(6.28)

onde I = (—1)?; U", V' e 7" sao as fungoes amplitude de U, V e n no nivel de
tempo t,; a e [ sdo os angulos de fase de x e y; p = 2(At/Ax)sen(a/2); ¢ =
2(At/Ay)sen(/2) e o fator de amplificagdo do operador de diferengas explicito é

dado por
—cos(a) 1 —cos(p)
(Az)? (Ay)?

1
Ja=1=2vpAl (6.29)

As equagdes (6.26)-(6.28) podem ser escritas na forma matricial

PW™ = QW",
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onde
Un A 0 IpOgAZ
WE=|ve |, P= 0 A Iq09AZ | ,
i Ipd(AZ)T  Iq0(AZ)T 1
Azf.ly 0 —Ip(1 —0)gAZ
Q= 0 Azf.l —Iq(1 - 0)gAZ |,
—Ip(1 —0)(AZ)T —Iq(1—0)(AZ)T 1

com [; denotando a matriz identidade de ordem N,. Assim, a matriz de ampli-
ficacao do método é G = P71Q e uma condicao para a estabilidade é que o raio
espectral de G seja menor ou igual a um, para quaisquer « e . Equivalentemente,
o valor absoluto de cada autovalor de G~! nao deve ser menor que um. O polinénio

caracteristico da matriz G=! ¢ dado por

A — NAzf, 1, 0 IpgsAZ
det(P — A\Q) = det 0 A — \Azf,1; IqgsAZ | =0, (6.30)
Ips(AZ)T Iqs(AZ)T 1—A

onde s = 0+ A\(1 —0). A seguir, serd mostrado que a equacao (6.30) nao é satisfeita
para qualquer nimero complexo A tal que |A| < 1. Assume que |A| < 1 e considere
a matriz A real, simétrica e estritamente diagonal dominante. Note que quando
a desigualdade (6.25) é satisfeita, a equagao (6.29) implica |f,|] < 1. Portanto,
IANAzf,| < Az, e assim, a matriz A — AAzf,I; permanece estritamente diagonal

dominante e inversivel. Considere entao,

14 0 0
T = 0 ]d 0 y
—Ips(AZ)T[A — NAzf Iyt —Iqs(AZ)T[A — NAzf I )7t 1
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de modo que

det(P — A\Q) = det(T) - det(P — AQ) = det[T(P — A\Q)].

Assim, a equagao (6.30) pode ser escrita como

A - NAzf .1, 0 IpgsAZ
det 0 A - \Azf,1; IqgsAZ | =0,
0 0 b

onde b = g(p? + ¢*)s*(AZ)T[A — NAzf, I, 'AZ + 1 — \. Desde que det(A —
AAzf,1;) # 0, é necessario mostrar somente que, para % <0 <1, tem-se b # 0.
Por outro lado, como A é real e simétrica, possui N, autovalores reais A\, > Az
e um sistema completo de autovetores x;, os quais formam uma base ortonormal.
Consequentemente, o vetor [A — AAz f, 1] '|AZ pode ser expresso como

Y (AZ)Tx,

A DAL Az =S 28 Xk
A = Az old] ] ;)\k—)\Azfaxk

Assim, a desigualdade b # 0 pode ser escrita como

z

9(* + ) ZMk_)\Af|2(/\k—/\Azfa)+1—/\7é0 (6.31)

Como s # 0, a desigualdade (6.31) pode ser dividida por s, para obter

ak ]2 < (1-X)s
A — AAzf, 0. 6.32
9(p* + ¢*) Z’/\k_mzf‘z(k 2fa) + RE # (6.32)
Nesta ultima desigualdade, tem-se
A7Z T 2
g(p2_|_q2) [( ) Xk] > (.

e — AAZf? T



6 Discretizacio das Equacoes de Aguas Rasas 121

Além disso,

Re[s(Ax — AA2f,)] >0 e Re[(1—)\)3] > 0.

De fato,

Re[s(Ay — AMAzf,)] = Re[(0+ X1 —0))(A — AAzf,)]
Ok — faDzRe(N)] + (1 — 0)[AxRe(N) — [A]*)Azf,]

= (1= 0)[\ + Re(N)(\e — Azfa) — [APAz ]

+ (20 — )[A\r — fuAzRe(N)]

> (1= 0)[A — [\ — Azfa) = [APA2f]

+ (20 — D[\ — | faA2)]

= @ =0)[(M +[AAzfa) (L —[A])]

+ (20 = DA — [faAzA]

= (A = [faB2AD[(1 = 0)(1 = [A]) + (26 — 1)] > 0.

A validade de Re[(1 — A\)5] > 0 pode ser mostrada de maneira andloga, com A
substituindo A e A\, = f, = Az = 1. Isto prova que o lado esquerdo de (6.32)
tem parte real estritamente positiva. Assim, quando % < 0 <1 e a restricao de
estabilidade (6.25) for satisfeita, a matriz G™! ndo possui autovalores \ tais que

IA\| < 1. Portanto, o raio espectral de G é menor ou igual a um e o esquema

(6.9)-(6.11) é estavel no sentido de von Neumann. O

Observe-se que a estabilidade do esquema de diferencas finitas semi-
implicito é independente da velocidade ¢ = v/gH, da friccao do fundo e viscosidade
vertical. O mesmo depende unicamente da viscosidade horizontal pela rela¢ao (6.25).
Este método se torna incondicionalmente estavel quando os termos de viscosidade

horizontal sdo negligenciados (vy = 0).

Usando expansoes em série de Taylor pode-se mostrar que as discretizacoes

propostas s@o consistentes com as equagoes de dguas rasas e para ¢ = 1/2; obtém-se
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uma aproximagcao de segunda ordem, enquanto para 6 # 1/2, o erro de amorteci-
mento tem a forma de uma difusdo. A estabilidade do método (f > 1/2), corre-

sponde a um coeficiente de difusdo nao-negativo, Casulli et al [§].

O método de diferencas finitas semi-implicito aqui descrito para pro-
blemas tridimensionais, se reduz ao caso bidimensional quando é considerada apenas

uma camada vertical.

6.3 Meétodo Semi-Lagrangeano

As maiores dificuldades no tratamento numérico dos fluxos com su-
perficie livre surgem a partir da discretizagao dos termos advectivos e viscosos hori-
zontais. Para ilustrar o método Semi-Lagrangeano (ou Euleriano-Lagrangeano),

considere-se por um instante a equacao de advecccao-difusao bidimensional

dc de dc 0?c 0%
i == - = - — 6.33
at “or Ty T (8:1:2 - ay2) / (6.33)
que, na forma Lagrangeana satisfaz
Dc 0%c 0%
=y =+ 6.34
Dt~ (8:1:2 * 8y2) ’ (6:34)

onde D/Dt indica que a razao de variacao do tempo é calculada ao longo da linha

de corrente definida por
Dx Dy

=Y e P = (6.35)
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Uma discretizagao explicita natural para a equagao (6.34) é simples-

mente dada por

ck 920k + ck .
k+1 k i—a+1,j—b i—a,j—b i—a—1,j—b
Cii = Ciajp tveAL ( (Az)?
(6.36)
Ci'ia,jberl - QCffa,jfb + C?—a,jfbfl
* (Ay)?
ou equivalentemente
2v 2v
= 1— At =X Ll L
[ ((Ax>2 T aye)| e
+ Atw ci—a—l—l,j—b =+ Atw ci—a—l,j—b (637)
+ Atw Ci—aj—bt1 T Atw Ci—aj—b-1

onde a = u% e b= vﬁ—; sao os numeros de Courant.

E interessante observar o significado fisico da equacdo (6.36). O valor
de ¢ no tempo t;,1 em (i,7) estd relacionado com o valor de ¢ no tempo ¢, em
(1 —a,j —b), o qual difunde-se em um tempo decorrido At. Ou seja, (i — a,j — b)
denota um ponto na mesma linha de corrente que passa por (7, ) no tempo tyy1,
conforme a figura 6.2. Porém, em geral, a e b nao sao inteiros, e portanto (i—a, j—b)
nao é um ponto da malha. Por esta razao uma féormula de interpolacao deve ser
usada para definir ¢;_, ;_; € seus vizinhos na equacao (6.36). A precisao, estabilidade

e difusao numerica desta equacao dependem da férmula de interpolagao usada.
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0O
e
_I>._.._
iy
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bAy i-n,j-m | -

>
/
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1
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1

1

]
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Figura 6.2 Malha Semi-Lagrangeana

Em Casulli et al [8], [9], [10] e Stanforth et al [60] sdo apresentadas
varias formas de discretizacao para obter a e b. Os métodos Semi-Lagrangeanos
usam uma interpolacao de cf_m j—p entre trés ou mais pontos , conforme Temperton
et al [62], Wilders et al [67]. Considerando o caso em que ¢_, ;_, é aproximado por
uma interpolagao bilinear sobre os quatro pontos vizinhos na malha e que a = n+p,
b=m + q, com n,m inteiros e 0 < p,q < 1, tem-se

k

Cz'—a,j—b = (1 - p) [(1 - Q)Cf—n,j—m + qcf—n,j—m—l}

+ p [(1 - Q)Cf—n—l,j—m + qcf—n—l,j—m—l] . (6.38)

No caso de ¥, j—p ser aproximado por uma interpolagao biquadratica sobre os nove

pontos vizinhos na malha, tem-se

1 1 1
C?—a,j—b = ip(l +p) {29(1 + Q)Ci‘c—n—l,j—m—l + (1 - QZ)Cf—n—Lj—m - §CI(1 - Q)Cf—n—l,j—mﬂ]

1 1 .
+<1 - p2) [2(](1 + Q)Ciin,jfmq + (1 - q2)cé€7n,jfm - §q(1 - q)cﬁn,jm+1:|

1 1 1
_§p(1 -p) {QQ(l + q)C§7n+1,j7m71 + (1 - q2)ci'€fn+1,jfm - 5(1(1 - q)c§n+1,jm+1:| .
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O método Semi-Lagrangeano aqui descrito, pode ser aplicado na dis-
cretizagao de uma equacgao nao-linear, como por exemplo, as equagoes de momento.
Neste caso, a determinacao de a e b requer a resolucao das equacoes diferenciais
ordindrias (6.35), nas quais os termos a direita u e v sdo conhecidos unicamente
no nivel de tempo t;. Portanto, é assumido que as mesmas nao variam sobre um
passo de tempo e, em cada ponto (i,j) da malha, as equagoes (6.35) podem ser
integradas numericamente retrocedendo no tempo, de t;; a t; usando o método de
Euler. Assim, At é dividido em N partes iguais de comprimento 7 = At/N e as

equagoes (6.35) sao discretizadas na forma descendente por

vyl =y - Rt y), YN =,

coms=N,N—1,N—2--- 2 1. As velocidades u*(x*,y*) e v*(2*,y*) sdo inter-
poladas com uma férmula similar a (6.38), pois (z°,y®) ndo é um ponto da malha.

Logo, em (x;,9;,), a e b sdo definidos por

(6.39)

Deste modo, as linhas de corrente, as quais em geral nao sao linhas retas, sao melhor

aproximadas.

A precisao, a estabilidade, a difusao numérica e as falsas oscilagoes de-
pendem da férmula de interpolacao escolhida. Se for utilizada uma interpolagao
linear, obtém-se um método de primeira ordem, livre de oscilagbes e a difusao
numérica pode ser controlada reduzindo o incremento espacial ou aumentando o
passo de tempo. Porém, se uma interpolacao biquadratica for utilizada, a aproxi-
macao sera de segunda ordem, livre de difusao numérica e o efeito global das falsas

oscilagoes pode ser controlado aumentando o passo de tempo, segundo Casulli [10].



6 Discretizacio das Equacoes de Aguas Rasas 126

A condi¢ao de estabilidade do esquema Semi-Lagrangeano explicito
(6.36) e (6.38) pode ser obtida pela andlise de von Neumann sob a hipdtese que
a equacao diferencial governante (6.33) seja linear, com coeficientes constantes e
definida em um dominio infinito ou com condi¢oes de contorno periddicas em um
dominio finito. Em Casulli [9] é demostrado que para a estabilidade deste método,

o passo de tempo At deve satisfazer a desigualdade

At < [2UH(<AZ)2 + (Aly)Q)}_l, (6.40)

0 que permite escolher um passo de tempo maior (sem perda da precisao), tornando

o método Semi-Lagrangeano mais atrativo em comparacao com métodos Eulerianos.

Por outro lado, observa-se que com a restricao (6.40) satisfeita, o lado
direito da equagao (6.37) pode ser vista como uma média ponderada entre zero
e valores de ¢ no tempo t*. Além disso, este método, embora explicito, se torna
incondicionalmente estavel para equagoes de advecgao pura (vg = 0) e nenhuma
condigao adicional é necessdria para a estabilidade, devido a condigao (6.40) ser

idéntica a condic@o (6.25), como foi observado na se¢ao anterior.

OBSERVACAO

Embora a desigualdade (6.40) sobre At seja suficiente para assegurar a estabilidade
do método, para a precisao serd imposta uma limitacao em 7. Especificamente,
em cada passo de tempo t;, a subdivisao do tempo sera tomada suficientemente pe-
quena de modo que os numeros de Courant correspondentes nao excedam a unidade,

conforme Casulli [10]. Isto é,

Ax Ay

max; j

7 < min

ukf |7 max;[vF |
/LJ’_EJ J 17_7+§
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Assim, com a discretizacao semi-lagrangeana definida acima, o termo

Ful i D equagao (6.9) pode ser escrito como
27 b

F

n
uz+2,yk o ui—&-%—a,j—b,k;—d

At

+ VH A2 5 (U] i+2—a,j—bk—d

n n
- 2ui+§—a,j—b,k—d + ui—%—a,j—b,k—d)

At

AQ( z+2—ag b+1,k—d -2

+ vH Uis 1 —ajbih-d T Yitd ajob-1h- 2

n
+ fvi-&-%—a,j—b,k—d'

Analogamente, para F'o' na equagao (6.10), obtém-se

+ k

n
ijtik ,Ui—a,j—&-%—b,k—d

At

n
Ar =z at1j+3—bk—d 2v

n
+ vu imagtlobk—d T vi—a—l,j-}—%—b,k—d)

At

n
Ay (v a,j+g—b,k—d_2”

n
+ Vb i—aj+3—bk—d + 'Ui—a,j—%—b,k—d)

n
fui—a,j+%—b,k—d

onde as velocidades u e v sao aproximadas por interpolacao linear.

6.4 Discretizacao do Modelo de Transporte

Para o processo de simulacao do modelo de transporte, representado
pelas equagoes de transporte de calor (5.6) e salinidade (5.7), sera considerada so-

mente a segunda equagcao, dada por

D
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Segundo Sladkevich [57], os gradientes na dire¢ao horizontal sdo muito
menores que aqueles na direcao vertical e, portanto estes termos podem ser despreza-
dos ou discretizados explicitamente. Assim, a equagao (6.41) sera discretizada pelos
métodos Semi-Lagrangeano para os termos advectivos; diferencas finitas explicitas
para os termos de difusao horizontal e #-diferencas finitas implicitas para o termo

de difusao vertical.

n+1 n+1 n+1 n+1
€ 1 Gi kbl Sigk € 1 SigkSig k-1
n+1 n 2 A ikt g bz A ik—%
1’7]7 z’j’ AZ . k
1.,

onde F' é um operador de diferencas finitas explicito e nao-linear, que inclui a dis-
cretizacao dos termos advectivos e difusivos horizontais. Aqui, serd usado o método
Semi-Lagrangeano. Observe-se que a discretizacao ¢ semelhante a realizada nas
equagoes de momento. Portanto, a equacao (6.41) tem a restricao de estabilidade

dada por

o< [ (1o p)] (042

Na auséncia de difusao, obtém-se uma equacao de advecgao e nao existira restrigao
em At, e o Unico critério de escolha sera o critério de precisao. Ainda, segundo

Sladkevich [57] pode-se considerar ey = 0.9vy.



7 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo serao realizadas algumas simulacoes numéricas para varia-
das situacoes e geometrias, usando os métodos numéricos descritos no capitulo an-
terior. Inicialmente, serao consideradas simulacoes para o modelo hidrodinamico e

apés, para o modelo de transporte.

7.1 Modelo Hidrodinamico

7.1.1 Baia Fechada com profundidade constante - 2D

A equacao de Klein-Gordon forgada ou dguas rasas forcada, resolvida
simbolicamente no Maple para as equagoes linearizadas, agora é implementada no
Fortran para o caso nao-linear. Os parametros utilizados sao os mesmos do caso
linear: p=1035kg/m?3, h=200m, f=10"%/s, g=9.81m/s*. Além disso, considere-se
condicoes iniciais nulas e condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas e uma

tensao devido a acao do vento da forma
T = T1c08(w1T)cos(way)e™, (7.1)

onde 7=1.0, L,=10000km, L,=5000km, w = 27/86400, wy = 27/L, e wy = 27/ L,.
Tomando Ar=Ay=5km, At=30min e considerando variagoes das tensoes do vento
nas duas diregoes, as partes real e imaginéria de 7(¢, x, y) sdo mostrados nas seguintes
figuras para t=24h, sendo que a resposta nao-linear é apresentada na primeira linha

e a resposta linear nas duas tltimas linhas.

129
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Parte Real de n(t, z,y)

T = Re(1), 1Y =0

Parte Imagindria de (¢, z,y)

7% = Im(T),

-0.3 -025 -02 -0.15 -01 -005 0 005 01 015 02 025

»DS: CLAGES

-05 -04 -03 -02 -G1 0 of 02z 03 04 05

50003

y 2500+

X

y

S0 T

26001

10000

Sum\//r
2500 = =0 10000

y(km) -

-0.54

0.5+

SDTM,\‘///,
2500 = 2000 10000

y (k) x(kmn)

Figura 7.1 Elevacao n(t,z,y) em t=24h, com 7% = 7 e 7¥*=0. Resposta nao-linear

na linha 1 e resposta linear nas linhas 2 e 3.
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Parte Real de n(t, z,y) Parte Imagindria de n(t, z,y)

T =0, 7Y = Re(T) T =0, 7Y =Im(T)

o conngs —05 -04 -3 -02 -0 0 01 02 03 04 05 sios coaes —0.5 —04 -03 -02 -01 0 0f 02 03 04 05

50007
flkm) 20 ykr) 250
5000 10000
x(km) x{km)
eta[r] 01 < etali] 0q =
-0.24
5000 £000°
yikm) 25}\‘(/"”v ke
1} 5000 10000

u}

x(km)

Figura 7.2 Resposta dinamica n(t, z,y) em t=24h, com 77°=0 e 7¥° = 7. Resposta

nao-linear na linha 1 e resposta linear nas linhas 2 e 3.
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Parte Real de n(t, z,y) Parte Imagindria de n(t, z,y)

7% = 7Y% = Re(T) T = 7Y = I'm(1)

sos cses  ~06 -05 -04 —03 -02 -1 01 02 @3 04 05 0.6 sos comngs  —05 -0.4 -G.3 -02 -01 0 01 02 0.3 04 05

50007 50007

5000 10000
x(km)

5000

0.4 0.5

0.2

atali] 01 <
eta[r] 01 <C

0.2
051
0.4+ 5000
5000
2500 2500 0000
ylkm) 0000 wikm)
S 5000 5000
0
x(krm) 0o *(krm)

Figura 7.3 Resposta dindmica (¢, x,y) em t=24h, com 7%° = 7Y = 7. Resposta

nao-linear na linha 1 e resposta linear nas linhas 2 e 3.
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Parte Real de n(t, z,y)

T = 57Y5 e Y5 = Re(T)

Parte Imagindria de (¢, z,y)

T =575 e 7Y = Im/(T)
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5000 10000
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Figura 7.4 Resposta dinamica n(t,z,y) em t=24h, com 7%° > 7Y%%. Resposta nao-

linear na linha 1 e resposta linear nas linhas 2 e 3.
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Parte Real de n(t, z,y) Parte Imagindria de n(t, z,y)

7% = Re(r) e 7Y% = 51"s T = Im(T) e TY® = H77*
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Figura 7.5 Resposta dindmica 7(t, x,y) em t=24h, com 7°* < 7Y%, Resposta nao-

linear na linha 1 e resposta linear nas linhas 2 e 3.
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As simulagoes para o ajuste geostrofico sujeito aos efeitos do vento
na superficie livre, utilizando as equagoes de aguas rasas linearizadas e o modelo
nao-linear exibem uma concordancia na amplitude da elevagao da superficie livre e
um certo deslocamento dos maximos e minimos devido aos efeitos nao-lineares das

equacoes.

7.1.2 Baia Aberta com canal em forma de S - 2D

Este exemplo é apresentado em Benqué et al [3] e consiste de uma bacia
retangular com trés contornos fechados e um aberto, com um canal em forma de S. A
bacia tem 7200m de comprimento por 3600m de largura, profundidade média de 6m
e 13m no canal. E considerada uma malha de 26x 14 pontos, com Axr=Ay=300m
e no contorno aberto uma forgante do tipo senoidal com amplitude de 3m e periodo
de 12hs. Os demais parametros para simulagao sao vg=0, C,=53.8, 77° = 7¥%°=0 e
f=0. Estudos realizados pelos autores usando um modelo numérico do tipo direcoes

alternadas (ADI) propdem que o nimero de Courant C, seja calculado pela expressao

1 1
= At/gH | — + —. 2
Cr = AV9H\ 15 + 3 (7.2)

A figura 7.6 compara a circulagao em t=12hs usando o método ADI, o
método implicito desenvolvido pelos autores e o método numérico apresentado neste

trabalho, considerando um nimero de Courant C,=95 (At =30min).
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12hs pelos métodos (a) ADI, (b) Benqué e (c) Presente

Figura 7.6 Circulagao em t

trabalho.

Na figuras 7.7 e 7.8 é mostrado um detalhe dos campos de velocidades

18hs, respectivamente.
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trabalho.
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Figura 7.8 Circula¢ao em t=18hs pelos métodos (a) ADI e Benqué e (b) presente
trabalho.

A concordancia entre a batimetria e o campo de velocidades indica
que o modelo hidrodinamico ”percebe”a presenca do canal e portanto pode lidar

satisfatoriamente com gradientes de profundidades importantes.

7.1.3 Baia de Guanabara - 3D

A Baia de Guanabara situa-se no Estado do Rio de Janeiro entre as
cidades do Rio de Janeiro e Niterdi e localiza-se entre as coordenadas 23°1" e 22°41" S
e longitude 43° e 43°3" W, conforme a imagem Landsat de 10 de setembro de 2001
apresentada na figura 7.9(a) e obtida no Site [56]. A Baia apresenta uma superficie
de 384km?, da qual 56km? é ocupada por ilhas. Seu perimetro é de 131km e possui
o volume médio de dgua de 1,87x10°m?3. Seu diametro Norte-Sul é de 26km e o eixo
Leste-Oeste é de 28km, comunicando-se com o Oceano Atlantico por uma entrada
de 1,6km de largura entre os Fortes de Sao Joao (lado Oeste) e a Fortaleza de Santa

Cruz (lado leste).
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Figura 7.9 (a) Geometria e (b) Batimetria da Bafa de Guanabara.

A Bafa é circundada por uma cadeia de montanhas (Serra do Mar)

e existem aproximadamente 35 rios significativos desaguando em suas aguas. A

média mensal de aporte de dgua doce é de 100m?/s, sendo maior durante o verao,

principalmente em dezembro e janeiro (186m?®/s) e menor em julho (33m?3/s). A

circulagao na Baia pode ser considerada como uma composi¢ao da circulacao gravi-

tacional e residual de maré, modificada pelo vento dominante, sendo necessarios em

média 11,2 dias para renovar 50% do volume d’agua, Carbonel [35]. Com base em

sua estrutura fisica e circulacao, a Baia de Guanabara é considerado um estuério de

aguas rasas. Na batimetria, figura 7.9(b), observa-se a delimitagdo de um canal de

circulacao principal que acompanha o eixo de maior profundidade.
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No contorno sul da Baia é especificada a elevagao n(t) = O.45sen(%t),
que corresponde a uma maré de amplitude 0.45m e periodo de 12h. No instante
inicial, as massas estao em repouso. Os demais parametros sao vy =1.0, v =0.01,
C,=50, 7 = 1¥*=0 e =0.0000553/s (latitude 22°50’). Considerando uma malha
45x62x40, onde hmx=40 é o nimero de camadas verticais, Az = Ay = 1200m,
Az = 1m e At =900s, as figuras 7.10 e 7.11 representam o nivel d’dgua 7 e o campo
de velocidades na (a) superficie e (b) a 10m de profundidade para t=109hs (duas
horas antes da maré alta no décimo ciclo) e t=115hs (duas horas antes da maré

baixa no décimo ciclo), respectivamente.

—29.4 — -99.4 —

~22.6 {8 -22.6 {
—228{::

—9281{:%.

-231:: -234::

43, —43.2 —43.1 T —43.2 —43.1

-0.7 -06 -D.5 -D4 -03 -0.2 -0 < 01 0.2 -0.7 -0.6 -D.5 -D4 -03 -0.2 -0 < 01 0.2

Figura 7.10 Nivel d’dgua n e campo de velocidades em t=109hs, (a) na superficie e

(b) 10m de profundidade.



7 Simulagoes Numéricas

140

-22.4 —

-22.6 1z

-2284::

-2

-23.2
-43.3

e caaszs —0.2

-43.2

-0 a D

-43.1

a.z a3 04 .5

—43

0.&

—99.4 —

-22.6 12

-2238

-2

-23.2 3
-43.3

e caases — 0.2

-0

-43.1

a D

.z 0.3 04 o5 D.&

—43

Figura 7.11 Nivel d’agua n e campo de velocidades em t=115hs, (a) na superficie e

(b) 10m de profundidade.

As diferencas para as componentes das velocidades horizontais u, v e

velocidade vertical w, entre a superficie e 10m de profundidade para os instantes de

tempo t=109hs e t=115hs sao mostradas na figuras 7.12 e 7.13.
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t=109hs t=115hs
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Figura 7.12 Diferencas das velocidades u e v entre a superficie e 10m de profundi-

dade para os tempos t=109hs e t=115hs.
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Figura 7.13 Diferencas da velocidade vertical w entre a superficie e 10m de profun-

didade para os tempos t=109hs e t=115hs.

Os campos de velocidade superficial indicam, que no setor de ingresso

e no canal central da baia, existe um fluxo e refluxo importante durante o periodo

de maré. A 10m de profundidade o padrao de velocidade é similar a superficie. No

canal de ingresso as velocidades sao maiores na parte central em comparacao as

velocidades perto das costas laterais. Os padroes de velocidade e nivel da superficie

mostram tendéncias de circulacao tipica de baias.

7.1.4 Lagoa dos Patos - 3D

A Lagoa dos Patos, figura 7.14, considerada uma das maiores lagoas

costeiras do mundo, estd situada na Planicie Costeira do Estado do Rio Grande do

Sul entre as latitudes de 30°23'30” e 32°10" Sul e entre as longitudes de 50°30" e
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52°15" Qeste, e corresponde a um corpo d’dgua extenso (9800km?) e extremamente
raso (6m), pouco influenciado pela maré astromica (0,45m). O sistema lagunar
desenvolve-se de forma paralela a linha da costa, e encontra-se abrigado da intensa
atividade das ondas do Oceano Atlantico por um sistema de barreiras arenosas.
Entretanto, este ambiente é influenciado no setor sul pelas dguas oceanicas, que in-
gressam ciclicamente através do canal de Rio Grande. O eixo principal tem aproxi-
madamente 180km de comprimento, entre os Pontais de Itapua e da Feitoria, o qual
corresponde ao sistema lagunar; e aproximadamente 60km de comprimento, entre o
Pontal da Feitoria e o canal de Rio Grande, o qual corresponde ao sistema estuarino,
figura 7.15. Observa-se que a zona de mistura entre a dgua doce e a dgua salgada
raramente ultrapassa esta regiao, que representa 10% da drea total da laguna e as
profundidades nessa regido sao muito varidveis, ressaltando-se que 80% da area tem
profundidade inferior a 2m. As grandes dimensoes da laguna, aliadas ao fato de ter
ligacao com o Oceano Atlantico, tornam este corpo d’agua um recurso consideravel
que tem sido utilizado para navegacao, irrigacao, pesca, lazer, entre outras ativi-
dades. Esta laguna recebe as dguas de uma bacia hidrogréfica de 200.000 £m?, onde
estao situados 260 municipios e onde vive uma populacao de 7.000.000 de habi-
tantes. As principais fontes de agua da Lagoa sao: na porc¢ao norte, a descarga do
Rio Guaiba (tributérios: Jacui, Taquari, Sinos e Cai); na margem oeste, o Rio Ca-
maqua; no estuario, o Canal de Sao Gongalo, que liga a Lagoa com a Lagoa Mirim;
e a agua salgada que entra pelo Canal de Rio Grande. A ligagao com o oceano é
estabilizada, por meio de molhes, na Barra de Rio Grande, para permitir o acesso

de navios de grande porte.

Anidlises desenvolvidas por Toldo Jr. [64], mostram que os ventos de
NE sao predominantes durante o ano todo, com velocidades médias de 3 a 5m/s,
sendo mais frequentes nos meses de primavera e verao. Durante os meses de outono
e inverno, os ventos de S e SO tem sua importancia aumentada. Devido a sua

extensa area e baixa profundidade, a Lagoa dos Patos muda prontamente seu padrao
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hidrolégico em funcao dos ventos, onde a magnitude do efeito estd em relagao direta

com a forca e duracao do vento e com o estado do nivel da lagoa.

Assim, a hidrodinamica da Lagoa dos Patos estd intimamente rela-
cionada a acao de duas forcantes principais: o vento e a descarga fluvial dos rios

que compoem a sua bacia hidrografica.
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Figura 7.14 Geometria e Batimetria da Lagoa dos Patos.

Na seguinte figura é apresentada uma imagem do satélite Landsat TM

e a regiao estuarina da Lagoa dos Patos.
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Figura 7.15 Imagem de Satélite e detalhe da regiao estuariana da Lagoa dos Patos.

As areas sombreadas correspondem a regioes de enseada da Lagoa.

Para as simulacoes numéricas, inicialmente as massas estao em repouso.
Os demais parametros sao vy =200m?/s, vy =0.0002m? /s, C,=50, e f=0.0000386 /s
(latitude 31°) . Considerando uma malha 40x120x3, onde hmx=3 é o numero de
camadas verticais, Ar = Ay = 2000m e At =900s, foram realizados dois experimen-
tos com a tensao do vento (7%%,7Y°) = p,|ual(uge, v,), como forcante. No primeiro
experimento as forcantes foram aplicadas ao modelo, considerando o canal de acesso
a Lagoa dos Patos fechado (sem comunicagao com o oceano), com vento nordeste e

vento sudoeste de intensidade 5m/s, cujos resultados sdo mostrados na figura 7.16.
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Figura 7.16 FElevacao da superficie livre da Lagoa dos Patos em t=60 dias, com

ventos NE e SO e o Canal de Rio Grande fechado.

O segundo experimento, considera o canal de acesso a Lagoa dos Patos

aberto, onde foi especificada a maré n(t) = O.47sen(%t). Os resultados sao mostra-

dos na figura 7.17.
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Figura 7.17 FElevacao da superficie livre da Lagoa dos Patos em t=60 dias, com

ventos NE e SO e o Canal de Rio Grande aberto.

7.2 Modelo de Transporte

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos de simulagoes para a
equacao de transporte da salinidade. Nao serao apresentados exemplos que simulem
o transporte de energia ou calor, devido ao fato das duas equacgoes serem semelhantes,

mudando somente as condicoes iniciais e de contorno.
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7.2.1 Teste Teodrico - 2D

Este exemplo resolve uma equacao de adveccao-difusao bidimensional

nao-conservativa para o transporte de salinidade, obtida de

0s 0s O0s kg | O 0s 0 0s

— o— tV—=—|=— | H— — | H—||.

ot "Moo T oy T H [895 ( 8w) T oy ( ayﬂ
Supondo H constante, esta equacao se reduz a

2 2
0s 0s 85:6,, <85 (9(9)' (7.3)

E—FUO%—FUOa—y @‘l‘a—gﬁ

A solugao analitica da equacao (7.3) para uma concentracao de salinidade s, é da

forma

4€Ht 4€Ht

s(t,z,y) = yr— exp [— (z —wt)” (v = vot) } (7.4)

Com o objetivo de validar a escolha do método de discretizagao Semi-
Lagrangeano para os termos advectivos e f-diferengas finitas (# = 0 explicito,
6 = 1/2 Crank-Nicolson e § = 1 implicito), para os termos difusivos, realizada
na segao 6.4, foram feitas simulagoes para a equagao (7.3) usando os métodos de
diferenca central, upwind e Semi-Lagrangeano, para a parte advectiva e variagoes do
f-diferencas finitas, para a parte difusiva. Observa-se que o espagamento no tempo
At, foi obtido a partir das restricoes de estabilidade de cada esquema, apresentadas

no apéndice A-1.4.

Assim, considerando um dominio 1500m x 1200m, com Ax = 50m,
Ay = 100m, ez = 10m?/s, u,=0.2m/s, v,=0, obtém-se At < 100s para diferenca
central e Semi-Lagrangeano e At < 71s para upwind. Com s,=5x10%, tempo inicial
t,=400s e condigoes iniciais e de contorno fornecidas pela solucao exata (7.4), tém-se
na figura 7.18, os resultados da discretizacao dos termos advectivos por diferenca

central (ce), upwind (up) e Semi-Lagrangeano (la) e os termos difusivos pelo método
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explicito (d1); na figura 7.19 os termos difusivos discretizados por Crank-Nicolson
(d2); e na figura 7.20 pelo método implicito (d3), para t=2000s e y=450m, na
primeira coluna; para x=67bm e y=450m, na segunda coluna. Observe-se que o
esquema Semi-Lagrangeano foi testado somente com a parte difusiva discretizada

pelo método explicito (d1), em todos os graficos.

Esquemas advectivos (variagdo em x) | Esquemas advectivos (variagao em t)

Salinidade em t=2000 s e y=450 m Salinidade em x=675m e y=450m
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Figura 7.18 Comparacao dos esquemas: (ce), (up) e (la) para advecgao e diferencgas

finitas explicitas para a difusao.
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Figura 7.19 Comparagao dos esquemas: (ce), (up) e (la) para advec¢do e Crank-

Nicolson para difusao.
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Figura 7.20 Comparagao dos esquemas: (ce), (up) e (la) para adveccao e diferengas

finitas implicitas para difusao.
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Na seguinte figura, sao comparados os resultados da implementacao
Semi-Lagrangeana com a solucao analitica, em y=0. Foi usada a interpolacao bilin-
ear e o método explicito para os termos de difusao. Observe-se que esta discretizagao
simula satisfatoriamente a propagacao da salinidade ao longo do tempo, onde ocorre

um amortecimento da solucao devido a existéncia de termos de difusao.

Salinidade em y=0 para varios tempos
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Figura 7.21 Método Semi-Lagrangeano para a equacao de advecgao-difusao em

varios instantes de tempo.



8 CONCLUSOES

Neste trabalho foi utilizada a fungao de Green de valor inicial ou res-
posta impulso no estudo do ajuste geostrofico e o método Semi-Lagrangeano na in-
tegracao de um modelo acoplado oceano-atmosfera descrito pelas equacgoes de dguas

rasas.

O uso da resposta impulso no ajuste geostréfico devido a perturbacoes
na pressao e do vento foi considerado para sistemas com rotacao. Foi salientado que
a conservacao da vorticidade potencial permite escolher a elevacao correspondente a
um estado de equilibrio geostréfico. Com o desacoplamento do sistema de equacgoes
de aguas rasas em equacoes de Klein-Gordon, o estudo foi reduzido a obtencao da
resposta dinamica para a elevagao e componentes da velocidade. Nestas respostas,
a parte forcada da elevacao foi decomposta numa parte permanente, que satisfaz a
equacao de Helmholtz, e o transiente induzido foi identificado com o uso da base

dinamica gerada pela resposta impulso.

O método Semi-Lagrangeano mostrou-se eficiente na integracao do mo-
delo hidrodinamico nao-linear 3D introduzido por Casulli e governado por equacgoes
nao-lineares de aguas rasas. O acoplamento com um modelo de transporte para a
salinidade, foi também integrado pelo mesmo método. Os testes computacionais rea-
lizados para os termos advectivos e difusivos com varios métodos de integracao em
diferencas, mostraram que o método Semi-Lagrangeano foi o que melhor desempenho
numérico teve no calculo da salinidade. Isto também foi observado no calculo do
campo de velocidades em comparacao com resultados obtidos utilizando o métodos
das diregoes alternadas. O método do gradiente conjugado precondicionado para a

resolucao da elevacao apresentou-se muito eficiente.

As simulagoes para o ajuste geostrofico utilizando as equagoes de aguas

rasas linearizadas e o modelo nao-linear exibem uma certa concordancia na am-

152
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plitude da elevacao da superficie livre e um deslocamento dos maximos e minimos
devido aos efeitos nao-lineares. Para propodsitos computacionais, foi construida uma
grade batimétrica que simula o contorno da Lagoa dos Patos e foram utilizados dados
de vento com amplitude maxima e orientacao nordeste ou sudoeste. Isto permitiu
comparar o desempenho do método Semi-Lagrangeano com resultados ja existentes

na literatura.

Em relacao a sugestoes para trabalhos futuros, pode-se propor que se-
jam investigadas as seguintes questoes: tratamento das equacoes de ajuste geostrofico
com o uso de métodos perturbativos para problemas nao-lineares, resposta impulso,
fungao de transferéncia, Neta et al [48], e com a formulac¢ao dindmica de Lagrange;
estudo da estabilidade do método de discretizacao, considerando o termo de Coriolis;
modificacoes no programa computacional com a possibilidade de considerar coefi-
cientes de difusao varidveis nas equacgoes e acréscimo do termo relativo ao gradiente
da densidade nas equagdes de momento, conforme sugerido em Sladkevich et al [57]
e Gross et al [30] e [31]; tratamento das equagdes de transporte na forma conserva-
tiva, como é sugerido em Gross [31] e [29], onde a equagao de transporte advectiva
é consistente com a equacao da superficie livre; e a posibilidade de especificacao de
condigoes de Contorno de Neumman para a elevagao, como sugerido em Gresho et

al [27] e Claeyssen et al [12].
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Apéndice A-1

A-1.1 Derivada Material D/Dt: Derivada de
Stokes

Um conceito importante na teoria de mecanica de fluidos é o de derivada
material, substantiva ou total. Considerando um elemento de fluido que se desloca
com o escoamento entre dois pontos em um intervalo de tempo At, pode-se analisar
como a densidade varia em funcao das coordenadas espaciais e temporal do elemento
de fluido , Fortuna [20] e Granger [26]. No ponto 1, o elemento de fluido tem
coordenadas espaciais (x1,y1, 21) e temporal ¢;. No ponto 2, (z3,ys, 22) e temporal

to. As densidades valem p; = p(x1, 41, 21, t1) € pa = p(T2, Y2, 22, t2).

Expandindo p, em série de Taylor (até termos de primeira ordem) em

torno de p;, tem-se

dp dp dp dp
~ — ) =- — )=~ — )= ty —t1) = |1 .
p2 = p1+ (T2 xl)@x 1+ (2 yl)ay 1+ (22 Zl)@z L +(t2 —t1) ot 1
Dividindo a expressao anterior por t, — t1, resulta
— —x10 — 1 0 — 210 0
P2 P1%$2 $1_,01 Y2 y1_P1 Z2 Z1_pl+_ﬂ1‘ (A-1.1)
t2 — tl tg - tl 8x tg — tl ay tg - tl 82 8t

O termo £2=7* indica que o lado direito da expressao (A-1.1) fornece a
variacao média da densidade do elemento de fluido entre os instantes 1 e 2. Con-
siderando agora o limite t, — t1, a variacao instantanea da densidade do elemento

de fluido, conforme ele passa pelo ponto 1 sera dada por

I p2—p1 _ Dp
1m = —.
to—t1 tg — 1 Dt
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No lado direito de (A-1.1), a aplicagao do limite fornece

Ty — I . Y2~ . k2T R
= u, lim =, lim

to—t1 9 — T to—t1 T9 — 1

lim =w
to—t1 t9 — ¥
que sao os valores das componentes da velocidade no ponto 1. Finalmente, no limite

to, — t1, pode-se escrever

Dt ot ox oy 0z
ou
Dp  9dp
Di o TP

A deducao da derivada material utilizou a densidade do fluido, mas, na
realidade, qualquer propriedade do fluido, como energia, velocidade, temperatura,

pressao, poderia ter sido utilizada. Assim, no caso geral

—=—4u—+v—+w—=—+u-V. (A-1.2)

A-1.2 Teorema de Transporte de Reynolds

Seja F (t,x) uma funcdo qualquer e V(¢) um volume fechado se movendo

com o fluido; isto é, consistindo das mesmas particulas de fluido. Entao
F(t) = / F(t,x)dV (A-1.3)
V(t)

é uma fungao de ¢ que pode ser calculada. A derivada material de F'; DF/Dt, pode
ser obtida pelo Teorema de Transporte de Reynolds, demonstrado em Aris [1] e dada

por

D DF
— | F(tx dV:/ (— + FV~u) dv. A-1.4
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Agora, substituindo a definicao de derivada material de f e adicionando os termos

dos gradientes, a equagao (A-1.4) satisfaz

D oF
— F(t,x dV:/ (—+V-Fu)dV. A-1.5
Dt Jo (t,x) v Lot (Fu) (A-1.5)

Ainda, aplicando o teorema de Green a segunda integral, resulta

D

F(t,x)dV = / 8_de+/ Fu-ndS (A-1.6)
vy Ot S(t)

onde S(t) é a superficie de V(t).

A-1.3 Conservacao da Vorticidade Potencial
para uma Camada Homogénea Rasa

As equagoes de momento bidimensionais de aguas rasas para um fluido

inviscido podem ser obtidas de (5.33) e (5.34) escrevendo

ou ou ou . On

o e ey VT e (A-17)
e

ov ov ov an

5 + u_&v + v—ay + fu = —g—ay- (A-1.8)

Utilizando a relagao
Loy
(u-V)ju=(V xu) xu+V(§u)

na derivada material da velocidade, e a conservacao de massa, ap6s algumas mani-

pulagoes, tem-se a equagao 3
X v (A-19)
— =(£-V)u. -1.
Dt
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A partir das equagoes (A-1.7) e (A-1.8), pode-se obter as equagoes de momento sem

a variavel ) (isto é, sem p) por

ou 0B

o~ (F+Qv=——, (A-1.10)
Ov 0B
E‘F(f—i-C)UZ —a_y (A‘1'11>

onde ¢ é a componente vertical da vorticidade relativa definida em (3.28) e B é a

fungao de Bernoulli definida por

1
B = gn+ §(u2 + v2). (A-1.12)

A equagao para a componente vertical da vorticidade pode ser obtida
eliminando B de (A-1.10) e (A-1.11), resultando

1
(f +¢)

D ou Ov
=0+ <8_x+6_y> — 0. (A-1.13)

Esta é a versao de dguas rasas de (A-1.9) expressa em relagao ao sistema de rotacao
ao invés do sistema fixo, e segue a partir daquela equacao e do fato que as compo-
nentes horizontais da velocidade sao independentes da profundidade e assim o vetor

vorticidade é vertical.

Por outro lado, a equacao para a superficie livre pode ser escrita como

1 D(h+n) ou v\
o D +<ax+ay>_0‘ (A-1.14)

A subtragao de (A-1.14) a partir de (A-1.13), elimina a divergéncia e resulta em

D@
- = 0, (A-1.15)

onde

Q=+ f)/(h+n), (A-1.16)
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¢ chamada vorticidade potencial para um movimento de dguas rasas homogéneo e a

equacao (A-1.15) descreve a conservagao da vorticidade potencial. Escrevendo

Q=3c+n(i+1)",

tem-se a forma linearizada (3.32).

A-1.4 Restricao da Estabilidade para os
Métodos de Diferenca Central, Upwind e
Semi-lagrangeano

Para as simulagoes da equacao de adveccao-difusao, o espacamento no
tempo At foi escolhido de maneira a respeitar as restrigoes de estabilidade de cada

esquema, apresentadas em Casulli et al [8] ¢ Hindmarsh et al [33], a saber

e Diferenga central:

, 1 1 1 2y
S [<2H ((Ax)? ’ <Ay>2>) SRR

e Upwind:

Ul V] 1 N
At< |— +-—+4+2
= [Ax oy P2 t )

e Semi-lagrangeano:

At < {261{ ((AZ)Q + (Aly)Q)}_l



