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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se um estudo numérico de um modelo con-
vectivo-difusivo-reativo em combustao baseado no Método de Elementos Finitos.
Primeiramente, apresenta-se o desenvolvimento das equagoes de balango (quantidade
de movimento, massa, espécie e energia) que modelam um processo de mistura
molecular e reagao quimica, irreversivel, de passo tnico e exotérmica entre duas
espécies quimicas F' (Combustivel) e O (Oxidante). Tais espécies reagem e formam
um produto P, conforme vpF +vo0 — vpP + calor, onde v, vp € vp sao os coefi-
cientes estequiométricos molares. No modelo, considera-se que a reagao é de primeira
ordem com respeito a cada um dos reagentes e que a taxa de reacao especifica segue

a cinética de Arrhenius.

Em seguida, o modelo é estudado numericamente considerando-se um
dominio retangular e condigoes de contorno do tipo Neumann. Tanto a Técnica das
Diferencas Finitas como a Técnica de Elementos Finitos sao utilizadas na discre-
tizagao espacial das equagoes do modelo. Para a integracao no tempo, utiliza-se a
método de Runge-Kutta simplificado de trées estagios. Os diferentes cédigos com-
putacionais obtidos, tanto pela Técnica de Diferencas Finitas como de Elementos
Finitos, sao comparados frente ao problema de interesse. Observa-se que ambas as
técnicas apresentam resultados equivalentes. Além disso, os codigos desenvolvidos
sao robustos (capazes de lidar com varios conjuntos de parametros), de baixo custo

€ precisos.

Por fim, apresenta-se uma revisao do trabalho de Zavaleta [48], no qual
obtem-se uma estimativa local do erro na aproximacao do problema estudado pela

Técnica de Elementos Finitos.
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ABSTRACT

This work presents a numerical study of a reactive-diffusive-convective
model in combustion based on Finite Element Method. First, it is shown the de-
velopment of the balance equations (momentum, mass, species and energy) that
models a process of molecular mixture and irreversible, single-step, exothermic che-
mical reaction between two chemical species F (Fuel) and O (Oxidant). These
species react and yield a product P, vpF +voO — vpP + heat, where vg, vo and
vp are the stoichiometric molar coefficients. In this model, is considered that the
reaction is of the first order subject of each reactant and the specific reaction rate

follows the Arrhenius kinetics.

In the sequel, a numerical study is made considering a rectangular do-
main with Neumann boundary conditions. The Finite Element Technique and the
Finite Difference Technique are used to make the spatial discretization of the model
equations. For the time integration, the simplified Runge-Kutta technique of three
stages is employed. The different codes developed (with Finite Difference and Finite
Element Methods) are compared to the studied problem. One observes that both
techniques yield equivalent results. Furthermore, the developed codes are robust

(they can deal with a several sets of parameters), cheap and accurate.

At the end, it is shown a revision of the Zavaleta’s work [48]. Here, a
local error estimative is obtained to the approximation via Finite Element Method

of the studied problem.



1 INTRODUCAO

A combustao de liquidos (como gasolina e combustiveis de hidrocar-
bonetos), sélidos (como carvao e madeira) e gases (como géas natural composto de
metano e outros hidrocarbonetos tais como etano, propano e butanos) é responsavel
por cerca de 80% da energia produzida no mundo e, muito provavelmente, permane-
cerd predominante por muitas décadas [31, 39]. A crescente expectativa no aumento
da eficiencia e reducao do consumo de combustivel torna a ciéncia do fendmeno da
combustao um campo de estudo em rapida expansao. Se, por um lado, as industrias
pressionam por maior eficiéncia, por outro os érgaos sanitarios e ecologistas querem
o desenvolvimento de processos de combustao mais limpos com menor emissao de

poluentes.

O campo de aplicacao da combustao é um tanto vasto. Na geracao
de energia, particulas de carvao sao queimadas em fornos industriais para produzir
vapor que, por sua vez, € usado para a geracao de eletricidade. Combustiveis liquidos
sao fontes de energia para o transporte de automoveis, avioes, navios, etc. Gés
natural é usado em turbinas e maquinas a gas. Combustiveis solidos sao muitas vezes
usados em motores de foguetes espaciais e na propulsao de misseis. Nas industrias, a
combustao ainda aparece na producao de ago, metal, vidro, ceramica, cimento, entre
outros, através de processos de aquecimento térmico. Em prédios (casas, escritérios,
hospitais, etc.), o aquecimento interno muitas vezes é feito através da queima de

madeira, carvao e outros materiais [31, 38].

O estudo do fenémeno da combustao, além de melhorar o desempenho
do processo, pode ajudar na prevencao de acidentes de trabalho e de sinistros como
incéndios. O melhor entendimento do processo de ignicao, por exemplo, pode ajudar
na prevencao de explosoes nao planejadas. O controle do processo da combustao

pode ajudar na determinagao da melhor maneira de apagar incéndios [31].



O fenomeno da combustao é caracterizado por uma forte e irreversivel
liberagao de calor e por uma alta taxa de reacao nao-linear. O calor é liberado em
regioes finas (a espessura do fronte de uma chama tipica é de menos de 0.5 mm) e
altos gradientes de temperatura sao observados (a razao entre as temperaturas de
gases quentes e gases frios é da ordem de 5 a 7). Por sua vez, em muitos casos as

taxas de reagao e mistura sao muito sensiveis em relagao a temperatura [39, 38, 42].

A combustao é um campo de estudo multidisciplinar. O seu entendi-
mento envolve a descricao de esquemas de reacao quimica que fornecem a taxa do
consumo de combustivel e a formagao de produtos (incluindo as espécies poluentes).
Estes esquemas também devem ser capazes de lidar com o fendmeno da ignigao,
estabilizacao e desaparecimento da chama. Combustiveis a base de hidrocarbonetos
envolvem centenas de espécies e milhares de reagoes que precisam ser modeladas.
A transferéncia de massa das espécies quimicas por difusao molecular, convecgao e
transporte turbulento também deve ser descrita. A liberacao de calor pelas reacoes
quimicas provoca altas transferéncias de calor por conducao, convecgao e radiagao,
tanto internamente no fluxo como na sua vizinhanga. O campo de fluxo também deve
ser modelado e, muitas vezes, ¢ influenciado pelo processo da combustao. Ainda, sis-
temas de reagao multifasicos sdo encontrados em combustiveis liquidos (duas fases)

e sélidos (trés fases) [39, 46, 35, 33].

Processos de combustao podem ser separados em pré-misturados, nao
pré-misturados e parcialmente pré-misturados. Este critério depende na maneira
que os reagentes sao introduzidos na zona de combustao. Combustivel e oxidante
podem ser misturados antes da reagao ocorrer (pré-misturados) ou entrar na zona
de reagao separadamente (nao pré-misturados ou difusivos). Neste dltimo caso, a
reacao ocorre somente na interface entre o combustivel e o oxidante, onde tanto a

mistura e a rea¢do tomam lugar [40, 37].

Em modelos de combustao classicos, varias hipdteses sao feitas no

fenomeno; muitos modelos tratam o fluido como um continuo em duas dimensoes.



Para garantir o equilibrio quimico, considera-se que os processos quimicos sao muito
rapidos (quimica répida). Em modelos simplificados, a reagao é considerada irre-
versivel, de passo Unico e de primeira ordem. Considera-se a aplicagao da lei dos
gases ideais e os numeros de Lewis, Schmidt e Prandtl sao tomados iguais a um.
Supode-se que a lei da difusao de Fick seja valida e que se tenha iguais difusividades
de massa para todas as espécies. Pressao uniforme e baixas velocidades também sao

supostas [39, 36].

Além das dificuldades na modelagem de tais processos, a andlise e busca
de solugao para os modelos tém desafiado os pesquisadores. Uma vez que experi-
mentos sao muitas vezes de dificil realizacao, existe uma constante busca por ou-
tras técnicas, tais como expansoes assintéticas [10, 11, 9] e métodos numéricos. A
simulagao de combustao é uma tarefa dificil, pois varias escalas de tempo e compri-
mento devem ser levadas em conta. Estas escalas estao relacionadas ao tempo, com-
primento, velocidade, energia, entre outros. Grandes escalas dependem da geome-
tria, enquanto que pequenas escalas dependem do processo de dissipacao da energia
[8]. Por exemplo, em muitas situagdes praticas, a reagao de oxida¢ao do combustivel
ocorre em tempos curtos quando comparado com os tempos de outras reagoes, tais

como a formagao de poluente [46].

As trés principais ferramentas numéricas usadas, hoje em dia, em pro-
blemas de combustao sao: DNS (Direct Numerical Simulation), LES (Large Eddy
Simulation) e RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations) [39]. Quando do
uso de DNS, as simulagoes numéricas resolvem as equagoes de Navier-Stokes por
completo e todas as escalas de tempo e comprimento sao levadas em consideracao.
Esta técnica tem sido largamente utilizada para a resolucao de problemas de com-

bustao [18, 23, 5].

Frente aos métodos numéricos encontrados para resolver fluxos difusi-
vos e reativos destacam-se os esquemas baseados em diferencas finitas (FDM, Finite

Difference Method), volumes finitos (FVM, Finite Volume Method) e elementos fini-



tos (FEM, Finite Element Method). Em combustao, FDM ¢é largamente utilizada.
Aplicacoes diretas desta técnica em fluxos reativos e difusivos podem ser encon-
tradas em [6, 7, 19]. Neste trabalho, utilizaram-se discretizacoes baseadas tanto
em FDM como em FEM. O interesse principal em FEM ¢é explicado pelas interes-
santes propriedades matematicas deste método. Bons resultados na simulacao de
fluxos transientes de fluidos incompressiveis via FEM podem ser encontrados em
[34]. Além destes, Lang [32] desenvolve uma técnica adaptativa baseada em FEM

para resolver problemas de difusao-reacao.

O método dos elementos finitos surgiu entre os anos de 1950 a 1955
para resolver problemas de deformacao em mecanica do continuo. Estes problemas
eram, muitas vezes, formulados em regioes de geometria complicada, o que dificulta o
uso de FDM. Pouco utilizada até 1955, FEM foi subseqiientemente recebendo maior
atencao por parte tanto de engenheiros como de matematicos. A analise matematica
do método veio a confirmar e clarificar muitos dos resultados formulados de forma
empirica pelos primeiros desenvolvedores da técnica. Isto permitiu novas aplicagoes

do método a problemas mais complexos [49, 27, 17, 16].

A analise mateméatica do FEM possibilita o estudo da convergéncia
e estabilidade do método e a obtencao de estimativas do erro, tanto locais como
globais, nas aproximagoes da solugao. As andlises de convergeéncia, estabilidade e
estimativas de erro de algoritmos baseados em FEM podem ser encontradas em

24, 4, 21, 26, 25).

Neste trabalho, faz-se um estudo numérico de um fluxo reativo e di-
fusivo. Primeiramente, apresenta-se o desenvolvimento das equagoes de balanco
(quantidade de movimento, massa, espécies e energia) que modelam um processo de
mistura molecular e reagao quimica irreversivel, de passo unico, exotérmica, entre

duas espécies I’ (combustivel) e O (oxidante). Tais espécies reagem e formam um



produto P, conforme
vpF 4+ 100 — vpP + calor (1.1)
onde v, Vo € vp sa0 os coeficientes estequiométricos molares. No modelo, considerou-

se que a reacao ¢ de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes e que a

taxa da reacao especifica segue a cinética de Arrhenius.

As equacgoes de balanco adimensionais na formulagao da vorticidade e

da fungao corrente sao dadas por

ég—i + curly) - Vw — éAw =0 (1.2)

AY = —w (1.3)

%%—curl@/J'VY— ! AY;, = +v,DaYrYpe 2/ 1.4

ot " ReSc, T oo .

or +curly - VT — L AT = upHeDaYpYpe 2/t (1.5)
Ot RePr r o .

com k € {F, O, P};osinal de “-" é usado para k € {F, O} e o sinal de “ 4+ 7 é
utilizado para k € {P} .

Considerando-se um dominio retangular e condi¢oes de contorno do tipo
Neumann, fizeram-se simulagoes numéricas com varios conjuntos de parametros.
Para a discretizagao espacial das equagoes de balanco, estudaram-se dois esquemas
diferentes. Um baseado em FDM e outros trés esquemas com FEM (usando elemento
triangular linear, retangular linear e quadratico). Observou-se que ambas as técnicas
apresentam resultados equivalentes para o problema estudado. Para a integracao no

tempo, utilizou-se o método de Runge-Kutta simplificado de trés estagios [30].

Por fim, apresentou-se uma revisao do trabalho de Zavaleta [48]. Neste,
obtem-se uma estimativa local do erro na aproximacao da solucao via FEM. Para
tanto, estabelece-se a formulacao variacional do problema estudado num espaco de
Hilbert apropriado. Em seguida, introduziu-se o problema semi-discreto, definido

no espaco dos elementos finitos. Uma vez que a solucao do problema estudado é



solugao do problema variacional associado, procurou-se estimar a diferenca entre
a solugao do problema variacional (solugao exata) e a solugdo do problema semi-

discreto (solugao aproximada).



2 MODELAGEM DE FLUXOS REATIVOS

O fenomeno da combustao é caracterizado pela grande e irreversivel
liberacao de calor e pela alta taxa de reacao nao linear. A mecanica de um fluxo
que envolve combustao é afetada de diferentes formas e em diferentes escalas de
tempo. Esquemas quimicos sao descritos afim de estimar o consumo dos componen-
tes quimicos envolvidos. A transferéncia de massa das espécies quimicas por difusao
molecular, conveccao e transporte turbulento precisa ser descrita dentro do fluxo e
nas suas vizinhangas (contornos). A liberagao de calor devida as reagoes quimicas

provoca a transferéncia de calor por radiagao, convecgao e por condugao [46].

As principais diferencas entre as equacoes da conservacao para fluxos

reativos e as usuais equagcoes de Navier-Stokes para os casos nao-reativos sao:

e a termodinamica envolvida é geralmente mais complexa nos casos rea-

tivos devido aos altos gradientes de temperatura;

e as espécies reagem quimicamente e a taxa das reagoes requer uma mo-

delagem especifica;

e para a modelagem da mistura, os coeficientes de transporte desempe-

nham importantes papéis e devem ser bem determinados.

Neste capitulo, apresenta-se o desenvolvimento das equagoes de balanco
(quantidade de movimento, massa, espécies, energia) que modelam um processo de
mistura molecular e reacao quimica irreversivel, de passo unico, entre duas espécies

quimicas F e O. Tais espécies reagem e formam o produto P, conforme

vpF +vo0 — vpP + calor, (2.1)



onde vg, vo, vp sao os coeficientes estequiométricos molares. No modelo, considera-
se que a reacao ¢ de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes e que a

taxa da reacao especifica segue a cinética de Arrhenius.

2.1 Variaveis de interesse

Antes de desenvolvermos as equagoes de balanco, vamos fixar algumas
notagoes. Primeiramente, as espécies quimicas sao caracterizadas através de suas
fracoes de massa Y, para k = 1,..., N, onde N é o nimero de espécies reagindo na

mistura. As fragoes de massa sao definidas por:
onde my, é a massa da espécie k presente em um dado volume V e m é a massa total
da mistura no volume.
Para fluxos compressiveis tridimensionais, as variaveis de interesse ge-
ralmente sao:
e a massa especifica p = m/V,
e as componentes da velocidade u;, 1 = 1,2, 3,

e uma varidvel para a energia (pressao, entalpia ou temperatura),

as fracoes de massa Y para as N espécies em reagao.

Aqui, observa-se que fluxos reativos requerem a descricao de N + 5
variaveis em vez de 5 como ocorre em fluxos nao-reativos. Supoe-se que a massa

especifica é a soma das massas especificas parciais (o que ocorre para gases perfeitos),



N N
p=Y = (2.3)
k=1 k=1

Consideram-se que as N espécies quimicas estao reagindo através de M reagoes

descritas por:
N N
Y A=Y oAy =1, M (2.4)
k=1 k=1

onde Ay é um simbolo para a espécie k, v}cj é o coeficiente estequiométrico da espécie

k na reacao j. A conservacao da massa implica:

N N
D W=D W, j=1,.,M (2.5)
k=1 k=1
ou
N
> uWe=0, j=1,...M (2.6)
k=1

onde Wj, é o peso atémico da espécie k e vy; = vy; — vy

Para a espécie k, a taxa de reagao wy, ¢ a soma das taxas de reagao wy;

produzidas por todas as M reacoes:

M M .

. . Z Wi

Wp = E wkj = Wk Ukaj7 Qj = kv]kj. (27)
j=1 j=1

A taxa @); do progresso da reacao j sera descrita pela lei empirica de Arrhenius.

Esta discussao sera feita mais adiante.

2.2 Balanco de massa

Para a deducao da equacao da conservacao da massa total, consideram-

se que as espécies Ay, estao sendo produzidas ou consumidas em todos os pontos [1].
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Além disso, considera-se um volume fixo V' (com superficie S e normal exterior
unitaria ). Assim, a taxa de variacdo da massa de Ay, é devida ao seu fluxo através
da superficie de V e suas variacoes pela reagao. Tem-se:

0 / pr AV = apk dV = /pkuk -n dS +/ wy dV (28)
ot Lot g o

onde uy é o campo velocidade da componente quimica A,. Aplicando o teorema de

Gauss da divergéncia, obtem-se

apk

dV = / V- kuk) dV +/ wy, dV. (2.9)
L, ot ,

Uma vez que V é arbitrario, tem-se

)
8": V- (pruy) = . (2.10)
Define-se a velocidade média por:
L N
v = —Zpkuk. (2.11)
P=

Apesar da massa de cada espécie estar variando, a massa total permanece constante,

dai
N
> iy =0. (2.12)
k=1

Assim, somando as N equagdes em (2.10), encontra-se

dp B
% + V- (pv) =0, (2.13)

que é a conhecida equacao da continuidade. Usando o teorema de transporte de

Reynolds, temos a seguinte formulacao para a equagao da continuidade:

Dp
—_— = 2.14
D +pV-v =0, ( )
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onde D/Dt representa a derivada material. Observa-se que a equagao da continui-
dade para fluxos reativos é a mesma dos nao-reativos. Isso ja era esperado, uma vez
que a combustao nao cria nem destréi massa. Com a equacao do balanco de massa

descrita pode-se, entao, modelar o fluxo de massa das espécies quimicas.

2.3 Balanco das espécies quimicas

O balango para as fragoes de massa é obtido das equagoes (2.10) e
(2.13). Primeiramente, como Yj = pi/p observa-se que

VY,) = — = - — 2.15
o que fornece
2
Vp=-Lvy + Lvp, (2.16)
Pk Pk

Por outro lado, usando-se (2.10) e (2.13), tem-se
oYy, Opr. prOp

Yk YPk PETP 2.1

ot ot p Ot (2.17)
= (wk -V (pkuk)) -+ ka . (pv) (2.18)
= Wy —Uup-Vpr —peV - up + Ypv-Vp+YpV -0 (2.19)

entdo, de (2.16), vem

Y,

0_: = W+ (v—ug) Vo —pV - up —vp- VY, + piV - v (2.20)
= wk — ka . (uk — U) -+ (’U - uk) . Vpk —vp - VYk (221)
= —pv- VY, + V- (pr(v—ug)) + wy (2.22)

ou equivalentemente

Y,
p <8_tk +v- VYk) + V- (plug —v)Yy) = wy (2.23)
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Definindo a velocidade de difusao da espécie k por:

Vi=up —v (2.24)
obtem-se

Y, .
As velocidades de difusao V, devem ser modeladas. Neste trabalho, considerou-se
a aproximagcao devida a Hirschfelder e Curtiss [40], a qual é uma aproximagcao de

primeira ordem dada por

ViXi = =D VX (2.26)

onde Dy, é o coeficiente de difusao da espécie k, X é a fracao molar dada por

w
X = —Y 2.27
o= Y 227)

com W o peso molecular médio dado por

N
1 Y,
= Ly (2.28)
k=1 F
Usando a relacao,
%%
Y = W’“Xk (2.29)
e substituindo (2.26) em (2.25) obtem-se
Yy Wi .
— VY, | =V | pD—VX : 2.30
p(at +ka> \Y% <p ETy k>+wk (2.30)
ou, supondo VW = 0, tem-se
Y,
1Y (a—: +v- VYk) =V (pDkVY}g) + Wy (2.31)

que é a equacao do balanco das espécies.
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2.4 Equacao da quantidade de movimento

A equacao da quantidade de movimento é obtida de forma analoga a
fluxos nao-reativos [1]. O principio da conservagdo da quantidade de movimento
linear requer que a soma das forcas de volume e das forcas de superficie seja igual a

variacao da quantidade de movimento linear no volume V:

D
— dV = Yy fi dV -n dS 2.32
Dt VPU /VP; i fx +/S<7 n ( )

onde f, é a forca externa atuando sobre a espécie k e ¢ é o tensor tensao que
descreveremos a seguir. Usando o teorema da divergéncia de Guass e o teorema do

transporte de Reynolds, obtem-se

D?JZ' do i
p dVv = / pY Yifui+ =21 dV (2.33)
v Dt v ; 81']'
Como V ¢ arbitrario, tem-se
Du; 00 j;
- = Yi fri It 2.34
Py P; kfk-i‘ng (2.34)
Definindo o tensor viscoso 7;; por
ov;  Ov; 2 Ovy
i = — —p=—0;j 2.35
Ty = (83,3 * 8131-) 3”83% ! (2:35)

onde p ¢é a viscosidade dinamica e d;; o delta de Kronecker.

Desta forma, supondo um fluido newtoniano, tem-se a seguinte equacao

constitutiva

045 = Tij — P5ij (2-36)
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onde p € a pressao estatica. Nota-se também que, usando a equacao da continuidade,

tem-se:
S T (2.33)
= % — Ujviaa_ai + v; %p;j (2.39)
= p% — “j”ig_;fi + Uing_ﬂfi + UngZ (2.40)
= p% + pv; ZZJZ (2.41)
_ p%? (2.42)

Substituindo a equagao constitutiva em (2.34) e usando esta ultima relagao, obtem-

Se:
dpv;  Opvjv; dp  0mij N
o " om Oz B, +p;kak3 (2.43)
90+ N
90, TP ]; Yiefri (2.44)

que ¢ a equacao da quantidade de movimento.

Apesar desta equacao nao incluir explicitamente os termos da reacao,
o fluxo é modificado pela combustao [40]: a viscosidade dinamica p varia conside-
ravelmente por causa da variacao da temperatura na razao de 1:8 ou 1:10. A massa

especifica também muda na mesma razao.

2.5 Conservacao da energia

A equagao da energia pode ser expressa em muitas formas. Neste traba-

lho, objetiva-se obter o balan¢o de energia na formulagao da temperatura 7' (ntimeros



15

de Mach baixos). Para tanto, parte-se da primeira lei da Termodinamica [1]: o au-
mento da energia total (energia cinética + energias internas) em um volume material

¢ a soma do calor transferido e o trabalho realizado no volume. Assim, tem-se

N

D

— | pey dV = / pZkakiuki dV + / tin)ivi dS — / qin; dS (2.45)
| s s

Dt Jy,
Aqui, estamos negligenciando a radiacao que é importante na modelagem de pro-
cessos de combustao em florestas, prédios, fornalhas e fornos industriais. Usando o

teorema da divergéncia de Gauss, obtem-se

N
% | pecav = /V p;kaM(vi V) dV + : 8;2;“ AV (2.46)
= /V gz v
O teorema do transporte de Reynolds permite encontrar
Dey N 00;:0;
e AV = /‘/pZkaM(vi + Vi) dV + s a;j av (2.47)

k=1

0g;
- /V v

Como o volume V' é qualquer, obtem-se a equacao do balango da energia total

D€t 8qz (90,-j V;

N
o Yi fri(v; + Vig 2.4

k=1
onde o fluxo de energia ¢; ¢ dado por [40]:
T N
== R Y5 Vi 2.49
q oz, + IO; Yk Vi (2.49)

Esta expressao inclui um termo de difusao de calor, descrito pela lei de Fourier
(AOT'/0x;), e um segundo termo, associado com a difusao das espécies com diferentes

entalpias.
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Usando a relagao entre a energia e a entalpia, hy = e;+p/p, e a equagao

da continuidade, obtem-se

Det Dht D P

_ _ D (p 2.50
"Dt Dt "Dt (p (2.50)

Dh; Dp pDp Dp ov;
_ _Dp pDp Dp 2.51
"Dt T Dt + p Dt Dt p@xi (251)

Dh D a i

= pot P00 (2.52)

Substituindo na equagao (2.48), obtem-se o balango da energia na formulacao da

entalpia total:
Dh, Ophy — Opvihy

"Dr T ot T om (2:53)
— p% + % + pgvi (2.54)
_ gz + ag;{;’l + p’; Yifua (v + Vi) + Dp "+ 2;‘; (2.55)
_ _gzi + ag;;)z + pz Yi fui (v + Vi) + (2.56)
5 g *pg.zi
= —gzz + (9;;]@1 + pi}ykfm(vi + Vi) + % + %Izl (2.57)

Agora, multiplicando a equacao da quantldade de movimento (2.44) por v;, tem-se

dpv; 0pv;v; 8UZ
Vj gtj —|—Uj pal’ I — 8 J +pU]Zkak] (259)

observando que

0 (1 0 (1 _ Opy; Opv;v;
ot (2PUJUJ) + o (QPUZUJUJ> YiTor +v; Ers (2.60)

tem-se,

o (1 8 (1 doi;
% (50%%) + o (yww) = axij + P;kakjvj‘ (2.61)
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Esta é a equagao do balanco para a energia cinética. Subtraindo esta equagao da

(2.48), obtem-se o balanco para a energia interna (e, = e + v;v;/2),

De 0q;  0oy5v;
-, - Y, i\ Uq Vz
Py 83:i+ oz +PZ o fri(vi + Vi) —
8@5
—U; - p Yy frivi
6xj ;
o que da
De dq; ov;

+01ja +pZY;€flﬂVkl

k=1

"Dt T~ o,

Usando o fato de que e = h — p/p, tem-se

donde

Dh Dp ov;  Og; ov; al
Py = 7 TP —f+0ija—%+PZkakiWci

DP 0q;

8’UZ‘ N
= e T Yy fri Vii
i axiJrT]aijrpkz:; % fri Vi

Por definicao,

N
he=h—=Y_ AhYY

k=1

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

onde Ahg’ck ¢ a entalpia da formagao da espécie k na temperatura de referéncia. Dai,

usando (2.25) e (2.49), tem-se

Dh,  Dp O (. 0T 0 al
N

+ p Z kakz‘/}ﬂ + Z Ah kazYk Z Ah?kwk

(2.68)
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ou,
Dh Dp 8 (.0T 0 al
p Dt wr + Dt + ox; (Aaxz) a ox; (p;hSkYkai> N
ov; N
+Tija—Z -+ P Z kamvm (269)
L k=1
onde

N
= Ay (2.70)
que ¢é devida a liberagao de calor pela reacao.
De [40], tem-se que
N
he =Y haYi (2.71)
k=1

onde hg, é a entalpia sensivel da espécie k. A derivada de hy é:

N
Dh, DY DT
i = 2 TGy (2.72)

onde C,, é a capacidade de calor a pressdo constante. Substituindo em (2.69), obtem-

se

PC — = wr+ —+ % + T’Lja + PZY;chkaz (273)

DT . Dp 0 (o O,

0 [ & DY;,
o (p Z; hskYkai> Z hakp =

Da equagao (2.25), tem-se

8@»

DT D 0 oT ov;
p ( > +p Z Y fiei Vii

ot _ 2p 1
Porpr = vt e g

an (P Z hskYkaz> + Z hsip pV]mYk Z hgiwy (2.74)
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Por fim, considerando capacidades de calor constantes, obtem-se a

equagao do balango da energia na formulacao da temperatura:

DT Dp 8 (.0T al oT
- — _= _ Y: .

(%i N
+ Tija_ +p Z Y friVii (2.75)
i k=1
onde
N N N
W= = gty =— Y hoptig — Y Ahaiy. (2.76)
k=1 k=1 k=1

Ambos os termos W/ e wr sdo devidos a liberagao de calor. Eles diferem por uma
pequena quantidade devida a contribuicao da entalpia sensivel hg. Eles sao iguais
quando as capacidades de calor C); sao supostas iguais, o que ¢ freqiientemente
adotado na combustao a baixo Mach (velocidade) e pressao aproximadamente cons-

tante.

2.6 Equacoes de balancgo simplificadas

Até aqui, desenvolveram-se as equacoes de balanco para massa, quanti-
dade de movimento, espécies quimicas e energia de maneira geral. Agora, adotam-se
simplificacoes das equacoes obtidas supondo um fluxo incompressivel, no qual esta
ocorrendo uma reacao quimica bindaria, de passo unico, irreversivel, com liberacao

de calor (F 4+ O — P + calor).

Neste caso, a equagao da continuidade torna-se:

V-v=0. (2.77)
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Como conseqiiéncia, a equacao da quantidade de movimento, desconsiderando-se a
presenga de forgas externas, para um fluxo incompressivel é [1]:

ov 1
p (E +uv- Vv) — vAv + ;Vp =0 (2.78)

onde v é o coeficiente de viscosidade.

Para o caso incompressivel com coeficientes de difusao constantes, obtem-
se a seguinte aproximacao para o balanco das espécies quimicas

Y, 3
(% +u- VYk) — DAYy = hy, k=1,2,3 (2.79)

onde hy, = 1y, /p é a taxa da reagao quimica da espécie k produzida no fluxo.

Conforme [40], supondo baixa velocidade a pressao pode ser conside-
rada constante, entdao o termo Dp/Dt na equagao da energia (2.75) pode ser negli-
genciado. Da mesma forma, o termo de viscosidade 7;;0v;/0z; também pode ser
desconsiderado. Ainda, supondo capacidades de calor iguais para todas as espécies

(o que nao é verdade, mas é normalmente suposto), tem-se

N N
> CorYiVii = Cp Y YiViy = 0. (2.80)
k=1 k=1

Dai, na auséncia de forca externa, a equacao do balanco da energia
torna-se:

pC, (%—f +u- VT) — AAT = 4, (2.81)

Como se observa, para concluir-se a modelagem, falta a descricao da taxa de reacgao
de cada espécie hy e da taxa de liberagao de calor w/. devida a reagao. Para tanto,
adotou-se uma aproximagao que é considerada em [48] e [15]. A taxa total de reacao

é considerada de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes, e a taxa de
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reacao especifica é controlada pela cinética de Arrhenius. Para o problema adotou-se

w’T = pq’UPYFYOAeiE/RT (282)
by, = =0 AYpYoe FIRT ke F,O (2.83)
iLP = UPAYFYO€_E/RT (284)

onde, ¢ é a liberacao de calor por unidade de volume, A é um fator de freqiiéncia,

E a energia de ativacao total e R a constante universal dos gases.

Assim sendo, as equagoes de balanco para o problema aqui abordado

podem ser escritas da seguinte forma:

1
%—FU'VU—VAU-F;VPZO (2.85)
Vou=0 (2.86)
or
C, (E +uv- VT) — KAT = vpqYpYoAe E/ET (2.87)
N | vy, — - ~B/RT
L+ 0 VY= DAY, = £0,YpYoAe (2.88)

7 2

onde o sinal “ - 7 é para as espécies F' e O, enquanto que o sinal “ + 7 é para

o produto P; k = A/p. Observa-se uma forte nao-linearidade dos termos fonte

quimicos devida a dependéncia exponencial da temperatura (lei de Arrhenius) [14].

2.7 Adimensionalizagao

Para descrever as equagoes de balango adimensionais [6], definem-se as

quantidades:
’ Tk ’ tU* ’ Vg ’ T ’ Yk
Ly L* ’ L* v U U* ) T ) k Y*
/ p r_ P
y = g=2 (2.89)
U*2p* p
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Na seqiiéncia, obtem-se as equacoes da continuidade, quantidade de movimento,

energia e balanco das espécies na forma adimensional.

e Equagao da continuidade:

Escrevendo:

/ /
x; =a; L*, v, =v; U*

e substituindo na equacao da continuidade, obtem-se:

oy U*) 0wy U*)  O(vg U*) U 0vy U Oy

o, L*) " 0(zh L) ' O(zh L*) L*0x,  L*0x, L*0x}

ou

V' v =0,

onde a linha indica as operagoes com respeito as varidveis adimensionais.

e Equacao da quantidade de movimento:

%—H} Vv —vAv + — Vp—O

Das relagoes adimensionais (2.89), tem-se

du;  O(U*) U v
ot o(L*t'/U*)  L* ot

8, ov; ov;
(v-Vv); = A, +uv 3@;}3

oz T Por,
a(viU ) —{—U;U* 8(UiU )

(1 L*) O(xyL*)

= v U*

*2
= U[:* (UI : V/’Ul)i

+ v, U

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)



2 92 A2 .
(Av)i_8v1+8vl+6vz_U_(A,U,)i

023 O0x3  OxF L2

1 9p 1 9p'U**p")
pp* 0y  ppr O(x)L*)

U*2la_p, — U*Zl( ’p’).
L* p/ ax’lb L* pl g

S(Va =

Substituindo na equacao da quantidade de movimento, obtem-se

U*2 a / U*Q U* U*Q 1
I a—:, -+ ?U/ . V/U/ — L—*;/A/U/ + ?;V/p/ =0
Definindo o nimero de Reynolds por:
U*L*
Re =
v
obtem-se
U*2 82)’ U*2 . U*2 1 U*2 1
ov VY — Al VY =0
or TV T RS TP
ou
o', 1 1
vy VY — — A+ =V =0
B +v v Toe v+ g p

e Equagao da energia:

T
Cy <€;—t +v- VT) — RAT = v,qYaYpZe P/RT

Usando as relacoes adimensionais, tem-se

or'Tt)  UT* T
(t'L*/U*) — L* ot

or TT* u*T* o1’
-VT);, =v; - = U* — /
(v Ji =i ox; Vi x; L* L* Vi ox,
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(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)
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O*T  O*T 9T

AT =
dx?  Ox3 = Ox3
T orT T OPT | T 0T
L2 ox? L2 owi: L+ ou'k
T*
_ L*QA/T/ (2.109)
vpqYeYoAe EIET — Y2y 0qY ' o (Y ) o Ae™ B/ RTTT (2.110)
donde
u=T* or’ T* . _ -
I+ Cp (W +v" - V'T'> R AT = Y*u,qYEY, Ae B/ETT(2.111)

O que pode ser escrito como

T’ 1 ,
o +0' VT — TP A'T' = vpH, DaYLYhe 2T (2.112)
er'r
onde
vC qY™ AY™ E
Pr=—2 He=—-— Da=-——, Ze=—r 2.113
T YT e YT U °°T Rre (2.113)

que sao o numero de Prandtl, o coeficiente de liberacao de calor, o nimero de

Damkohler e o de Zel’dovich, respectivamente.

e Equacao do balango das espécies:

Y,
a—t’“ + 0 VY), — DAY, = 0, Y, Y Ze BT (2.114)

com k € F,0, P. Utilizando as relagoes adimensionais, tem-se

Yy Y 9y
ot L*JU* ot

(2.115)

Uuryr
L*

(U : VYk)z = (U, . V/Y/k) (2116)
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Y,
DyAY, = L—fQDkA’Y’k (2.117)
e AYpYoe PIET = Y*2 Ay Y pY ! ge BIRTT (2.118)
Dali,
oY, 1 [
8; +0' - VY] — Re—SCkAYk’ =t DaY Yhe 2T (2.119)

onde Sci é o numero de Schmidt, definido por

1%
Sep = — 2.120
%= ( )

Por fim, removendo-se a notagao de linha, as equacoes de balancgo escritas na forma

adimensional sao:

v 1 1
- Vv — —A -Vp=0 2.121
T +v-Vu F + ; D ( )
Vov=0 (2.122)
OYi +v-VY) — AY;, = tv DaYpYpe 24T (2.123)
ot F ReScy, F F Fro '
oT 7
il . . — —Ze/T
BT +v-VT RePrAT vpHeDaYrYope (2.124)

2.8 Funcao corrente e vorticidade

Até o momento, obtiveram-se as equacoes de balanco em trés dimensoes.
As equagoes de Navier-Sokes (2.121) estdo na chamada formulagdo da pressao-
velocidade. Em duas dimensoes, é conveniente escrever estas equagoes na formulacao
da fungao corrente-vorticidade [22, 41]. Definem-se,

v =curly = (8w % ) : w = curlv = (% — %> (2.125)

dzy’  Omy Oxy Oxs
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onde 1) é chamada funcao corrente e w é a vorticidade. Em duas dimensoes, tem-se

v = (v1,v2) e a equagao (2.121) é equivalente a

ovy ovy ovy 1 [0%v; 0%y 1 Op B
'E*WE+%E_ELM 02| T pom
Ovy Ovy Ovy 1 [0%vy 0%y 1op
'ﬁ*%ﬁ*%ﬁ‘@Lm 02| T pom

(2.126)

(2.127)

Derivando (2.126) com respeito a x2, e a equagao (2.127) com respeito a 1, obtem-se

(para Re e p constantes)

& 81'2

1 82 (91)1 82 (%1 1 (92}7
T 2 53 = =0
Re | 0x1 \ Oxy Ox; \ Ox2 P 0xe01q

0 (81}1) (91)1 81)1 821)1 1 81)2 81)1 821)1

0xy 014 U1 0xy01; Oz 079 b2 13 B

8 (81)2) 82}1 81)2 821)2 31)2 8v2 821}2

a 5’x1
1 0% [ Ov,y N 0% Ov, 1 ’p
Re | 0x2 \ Oz, 03 0y 0 0x10Ts

Subtraindo (2.128) de (2.129), obtem-se

O_w N 0vy Ovg B Ovy Ouy L Oow n 0vy Ovs B O0vy Ovq N
6t 8901 81'1 61'2 8ZE1 161]1 61'1 8[E2 (91‘2 8:702

pp Qe L (e 0N
? or?  0x3)

rearranjando os termos e das defini¢coes de 1 e w, encontra-se

Ow 81}2 87)1 1
et 1) - T2 - AV oy — —Aw =
9 + curly vw+ax1v v 8$2V v Toe w=~0

Por fim, da equagao da continuidade (2.122), obtem-se

Ow 1
E—l—curlw-Vu)—ﬁAin

Agora, pelas defini¢oes de ¥ e w, vé-se

Py 0%
dz3  Ox3
Jdvy  Oug
“On | Om

= —Ww

Ay =

+v + +v —
6.1'1 81‘1 ! 8.73% 8x1 8@ 281’181}2

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)



Desta forma, as equacoes de balanco podem ser reescritas como

0 1
a—j+curlw~Vu)—EAw:O
AY = —w
oY 1
= 1Y - VY — AY), = vy DaYrYoe 2/
T + curly - VY ReSer & v, DaYrYoe
a—T—l—curlw VT—;AT—U HeDaYrYpe %¢/T
ot RePr - r Fro
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(2.136)
(2.137)

(2.138)

(2.139)

No proximo capitulo, apresenta-se um estudo numérico de um problema

de difusao reagao numa cavidade com condic¢oes do tipo Neumann.
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3 ESTUDO NUMERICO

Neste capitulo, apresenta-se um estudo numérico de um problema de
difusao-reacao. O problema consiste em descrever o processo de mistura e reagao
quimica em um dominio retangular. O modelo aqui estudado é o descrito no capitulo

anterior com condig¢oes de contorno do tipo Neumann.

Uma vez formulado o problema, apresenta-se duas discretizagoes espa-
ciais para as equacoes que descrevem o fenomeno. A primeira é baseada no Método
das Diferengas Finitas (FDM, Finite Difference Method) e a segunda é obtida através
do Método dos Elementos Finitos (FEM, Finite Element Method). De fato, a maior
contribuicao deste trabalho aparece na utilizacao do FEM em problemas de flu-
xos reativos. Esta técnica, embora muito utilizada para resolver varios problemas
de engenharia, é pouco utilizada em problemas de fluxos reativos. As discretizagoes
obtidas via FDM e via FEM fornecem um sistema de equacoes diferenciais ordinérias
(EDO’s) a ser resolvida. Para tanto, escolheu-se utilizar o método de Runge-Kutta
simplificado de trés estagios. Esta escolha esta baseada na nossa necessidade de alta

precisao a baixo custo computacional.

A discretizacao via FEM proporcionou o desenvolvimento de um cédigo
computacional rapido, preciso e de baixo custo. O cédigo é capaz de lidar com vérios
nimeros de Schmidt, Prandlt, Zel’dovich, Damkohler e Reynolds. Isto mostra que o
modelo desenvolvido é capaz de descrever o comportamento nao-linear do processo

de reagao e mistura.

A possibilidade de comparar os resultados via FEM e via FDM for-
nece nao somente a corroboragao dos resultados, mas também ressalta semelhancas
e diferencas entre as técnicas. Além da comparacao dos resultados, no préximo
capitulo, obtem-se uma estimativa a priori para o erro na discretizacao via FEM. O

rapido desenvolvimento de ferramentas matematicas para analisar as discretizacoes
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via FEM é mais um dos motivos para a escolha desta técnica nos estudos de fluxos

reativos.

3.1 Formulagao do problema

Faz-se um estudo das equacoes que governam a reacao quimica e mistura
molecular de duas espécies quimicas F' e O, produzindo um produto P numa reagao
exotérmica, irreversivel, binaria e de passo tinico. A reacao é suposta seguir a lei
empirica de Arrhenius. Conforme no capitulo anterior, as equacoes de balanco na

formulagao da vorticidade tém a forma

O 1

5 + curly - Vw — R@Aw =0 (3.1)

AY = —w (3.2)

O : — AY;, = +u, DaYpYpe Z¢/T 3.3

T + curly - VY, ReSer . = v DaYrYpe (3.3)
oT 1 B Ze)T

g + curly - VT — WAT =vpHeDaYrYpe (3.4)

com k € {F, O, P}, o sinal de subtracdo é usado para k € {F, O} e o sinal de

soma é utilizado para k € {P} . Uma vez que

0<Y, <1, Y V=1, (3.5)

trabalhou-se apenas com as equacoes de balanco para Yp e para Yp. O comporta-

mento de Yp é facilmente obtido da relacao anterior.

Considera-se o dominio retangular Q = {(z,y) € R*: 0 < z,y < 1}

(Fig. 3.1) e as condigoes iniciais sdo dadas por

0,01, int(Q)
w(z,y,0) = 0 50 : Y(z,y,0) =0 em Q, (3.6)
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REACTAHNT F REACTAHNT O

Figura 3.1: Dominio: regiao retangular fechada e isolada.

1, 0<x<1/2 0, 0<z<1/2

YF<ny7O) = ) YO(l',y,O) = ) (37>
0, 1)2<x<1 1, 12<z<1

T(x,y,0) =1 em . (3.8)

As condigoes de contorno sao dadas por:

_ oy _
W = 0, a—n = O, (39)
Y} oT
- F P — =0. 1

onde 7 é a norma exterior unitaria a 0f).

Veja [48, 47] para detalhes sobre existéncia e unicidade de solucao para
este problema. Além disso, nestes trabalhos encontram-se resultados numéricos

utilizando FDM, a serem introduzidos na préxima secao.
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Escolheu-se o esquema de diferencas finitas centrais para a discretizacao

espacial [12]. Esquemas centrados sao preferidos por nao serem dissipativos, embora

sejam mais sensiveis a oscilagoes para nimeros de Peclet de malha grandes. Desta

forma, para um nodo (7, j) na malha computacional e para uma funcdo f (supondo

toda a suavidade necesséria) tem-se as seguintes aproximagoes de segunda ordem

aof . fiv1y — ficiy
0| (1, ~Drfis = TR
of . i+ — fij—
ay|, )%Dyfi,j:W7
Z5,Yj
C Jivy = 2fii+ ficy o fige — 2fi 4 fij—t
A ~ A Z: sJ 5J 5J 5J 5J 5J
sy 2 S i Y N V7:

(3.11)

(3.12)

,(3.13)

onde Az = ;41 — z;, Ay = y;11 — i e (v, y;) s@o as coordenadas cartesianas do

nodo (7, j) na malha computacional.

Utilizando estas aproximagoes em diferencas finitas, obtem-se a seguinte

distretizagao espacial de (3.1) - (3.4)

@8—? y + Dy s Dy wity — Dy ¥ Dy Wity — éAhw& -0,

A = =i,

% y +Dy ¥}, D, Vi, — D, ¥7 D, Yyl — Reg% AL,
= —kaaYFijozje—Ze/T;j’

%—f y + Dy 4 Dy T}, — Dy o Dy T} — Relpr AT

— .
= vpHeDaYF}; Yol e 79T,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

onde k € {F, O}, o super indice n indica o tempo t, na discretizagao temporal.
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Expandindo f em série de Taylor até ordem 2, as condi¢oes homogéneas

de Neumann podem ser aproximadas como segue

o AL — T8y n AN~ Ny
f1,j = —,33 < fN,j = 733 < (3.18)
W AL — i n Afin_1 — fin—2
fi,l =0 fi,N = 7 7 ) (3-19)
3 3
onde assumiu-se uma discretizacao tal que Az = Ay, i = 1, 2, ..., N e j =
1, 2, ..., N. Tal suposicao faz-se coerente com nosso problema, obtendo-se codigos

mais simples e estaveis. Todas as técnicas numéricas geralmente apresentam pro-

pagagao do erro quando Az /Ay for muito maior que 1 ou muito menor que 1.

3.3 Discretizacao espacial com FEM

Para a discretizacao espacial com FEM, aplicou-se o método de Galerkin

[27, 49, 16]. Para tanto, as variaveis do problema sao aproximadas por

wrw =Y Ni(@,yw(t), vyt =Y Ny @), (3.20)
j=1

j=1
ViR Y=Y Nizy)V (), TaT =Y Niz,y)T9(), (3.21)
j=1 j=1

onde N; sao as fungoes de interpolacao descritas em termos das varidveis indepen-
dentes, w’, 7, Y/, TY sdo parametros a serem determinados e n é o nimero de

funcoes de interpolacao.
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Uma aproximagao da solugdo do conjunto de equagoes (3.1)-(3.4) é

obtida através do método de Galerkin: encontrar w®, ¥°, Y,* e T tais que

1
N, — 0wt dV + | Nicurly® Vuw®dV = —— [ VN;-Vw®dV, (3.22)
Qe a Qe Re Qe
VN; -V dV = — [ Nw®dV (3.23)
Qe Qe
/ N; oYy dV 4+ | Ncurly® - VY dV — VN; - VY¢ dV
e 8t Qe ’ k ReSCk e ! k
= —upDa [ NYEYSe 29T av,  (3.24)
Qe

T° 1
/ Na— dVv + N;curly® - VT dV — / VN, -VT°dV
e Qe

Lot Qe RePr
—vpHeDa | NYEYSe 297" v,  (3.25)

Qe
onde Q¢ é o dominio do elemento e, Q@ = [JQ° e i =1, 2, ..., n. Escrevendo em

forma matricial, tem-se as seguintes equacgoes dos elementos

MIQVY + (B~ [CWI) (W) =~ KW}, (3.26)
K](w} =M (m), (327)

MHC + (B~ [CWD (G + 7 KHC
- —kaa{R} (3.28)

(MIT} + (B@) ~ [ AT + o (KT
- vaeDa{R}, (3.29)

onde o ponto indica a derivada com respeito ao tempo, {W}, {U}, {Cx}, e {7} sdo

vetores coluna cujos componentes sio as incégnitas w, ), Yk(j ) e TU), respecti-



vamente. As outras matrizes tém os seguintes componentes

Mi,j = NZNJ dV
Qe
oY°® ON;
" Qe ay al‘
e ON;
T Joe Oz Oy

ON; ON;  ON,; ON;
K, . = U U
" /Q ( Ox Oz * dy 8y) v

R;= | NYEYSe 2T qv
Qe
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(3.30)
(3.31)
(3.32)
(3.33)

(3.34)

Neste trabalho empregaram-se trés tipos de elementos. Primeiramente, trabalhou-

se com elementos triangulares com trés nodos exteriores (os vértices do triangulo).

Um outro algoritmo foi desenvolvido supondo elementos retangulares com quatro

nodos exteriores (os vértices). Estes dois formatos de elementos fornecem uma

aproximacao linear das variaveis. Afim de investigar uma aproximacao de segunda

ordem, utilizaram-se elementos retangulares de 8 nodos na discretizacao. Em todos

estes casos, buscaram-se fungoes de interpolacao continuas, o que é uma condigao

necessaria para a convergéncia [49, 27].

Utilizou-se elementos triangulares conforme Fig. 3.2, cujas fungoes de

interpolagao sao dadas por [27]:

. ,
Nj:aj‘i_éi"‘cjy’ ]:17 2’3

onde A é a area do triangulo

1y 1

—_

A:§ To Y2 1
x3 yz 1

a1 = TaYs — T3Y2; b1 = Yo —Y3; €1 = T3 — Ty
ay = T3y1 — T1Y3; ba=ys —y1; Cco =1 — T3

az = T1Yo — Toy1; b3 =1y — Y2, €3 =12 — 11

(3.35)

(3.36)

(3.37)
(3.38)
(3.39)
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(%, Fir1)

Figura 3.2: Elemento triangular.

Supondo Ax = ;11 —x; = Ay = y;11 — y;, obtiveram-se as seguintes matrizes para

os elementos triangulares:

2 11
A
M:E 1211, (3.40)
1 1 2
-1 1 0
1
B)=c@’=¢)| -1 1 0, (3.41)
-1 1 0
-1 0 1
1
CW) =@ =¢)| -1 0 1, (3.42)
-1 0 1
2 -1 —1
K:% -1 1 0]- (3.43)
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Afim de obter-se um método explicito, aproximou-se a matriz de massa [M] pela

chamada matriz lumped [27, 49]:

1 00
A
M; = 3 010 (3.44)
0 0 1

Esta aproximagao torna o processo computacional mais simples e de baixo custo.
Em [34] utiliza-se a matriz lumped em véarios problemas de fluxos incompressiveis
com excelentes resultados. Para uma discussao de como obter a matriz lumped e de

suas vantagens e desvantagens veja [49, 27].

Finalmente, utilizando a regra dos trapézios para integrar (3.34), obteve-
se
Y}gl)YO(l)e—Ze/T“)
R=— 0
Y}g3)yo(3)e—ze/T<3>

(3.45)

Para elementos lineares retangulares conforme Fig. 3.3, as fungoes de interpolagao

em termos das coordenadas naturais sao dadas por:

1

Supondo Az = Ay, obtiveram-se as seguintes matrizes dos elementos:

421 92

A2l 2 4 21
M= , (3.47)

36 |1 24 2

21 2 4

4 -1 -2 —1

1l =1 4 -1 =2
K== (3.48)

6| 2 —1 4 —1

1 -2 -1 4
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(a) (k)

Figura 3.3: Familia Serendipity: (a) Elemento retangular linear; (b) Elemento re-
tangular quadratico.

As matrizes B(¢)) e C(¢) também podem ser obtidas de forma exata a partir de
(3.31)-(3.32). Seus componentes sao combinagoes lineares de 1/ com j =1, 2, 3, 4.
Novamente, propoe-se a substituigdo da matriz de massa [M| pela matriz lumped

que, para este tipo de elemento, tem a forma

1 00

0
A2l 0 100

M, =28 (3.49)
4 1001 0
000 1

Para elementos quadrangulares quadraticos, a complexidade das matrizes aumenta,
embora elas sejam obtidas de forma similar as matrizes anteriores. As funcoes de

interpolagao sao dadas por, com

nodos nos vértices:

Ny(€,m) = 31+ E6) (1) (€& +mm — 1), (350)

nodos em & = 0:

Nj(&,m) = %(1 — &) (1 +mmy), (3.51)

nodos em n = 0:

N;(&n) = %(1"‘553')(1 — 7). (3.52)



38

A fim de obter-se as matrizes de forma exata, utilizou-se o pacote MA-

PLE. As matrizes sdo:

, (3.53)

104 —74 45 —46 46 —46 45 —T74
74 208 —74 0 —46 32 —46 0
45 —74 104 —T4 45 —46 46 —46

1] =46 0 —74 208 —74 0 —46 32
K=— : (3.54)

90 46 —46 45 —74 104 —74 45 —46
46 32 —46 0 —T4 208 —-74 0
45 —46 46 —46 45 —T74 104 —74

—74 0 —46 32 —46 0 —74 208

Além dessas, as matrizes B(¢)) e C(¢) também podem ser obtidas de

forma exata. Seus componentes sao combinacoes linearesde ¢, j =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.
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A matriz lumped tem a forma

10 00 00 00
04 00 00 00
00-10 00 00

= L 00 04 00 00 3.55)
3 00 00 -10 00
00 00 04 00
00 00 00 —10
| 00 00 00 04

Para os elementos quadrangulares, até mesmo a integragao numérica de (3.34) for-
neceu uma matriz muito complicada ou de dificil tratamento computacional. Para
contornar esta dificuldade, assumiu-se a seguinte aproximagcao:
n
YEYSe 7T x Y Ny, ) Vi ()Y (e 7/ 0 (3.56)
j=1
Uma vez de posse das equacoes dos elementos, fez-se a montagem dos sistemas

globais. Para tanto, seguiu-se [27].

3.4 Esquema de integragao no tempo

Nas duas ultimas secoes, viu-se que ambos FDM e FEM, quando aplica-
dos ao problema estudado, resultam num sistema de equacoes diferenciais ordinérias
para ser resolvido. Para resolve-lo com alta precisao e baixo custo, escolheu-se o
método de Runge-Kutta [13]. Para estender a regido de estabilidade e obter uma
aproximagcao de segunda ordem, trés estdgios sao empregados [30]. Um sistema de
equagoes diferenciais de primeira ordem com respeito ao tempo pode ser escrito na

forma

—W+R=0 3.57
W+ (3.57)
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Para tal sistema, o método de Runge-Kutta simplificado de trés estagios consiste

nas iteracoes

0) _ ppn
Wiy = Wi, (3.58)
W =W —aeAtRETY k=1,2,3, (3.59)
Wit =wi (3.60)

onde oy, sao os coeficientes do método Runge-Kutta. Um esquema de segunda ordem

¢ obtido escolhendo-se os coeficientes [30]:

ar=1/2, ax=1/2, az=1. (3.61)

3.5 Resultados numéricos

Nesta secao, apresentam-se resultados numéricos para fluxos difusivos
incluindo reacao quimica. Primeiramente, mostram-se resultados obtidos por ambos
FDM e FEM (com elementos triangulares e retangulares) fixando um conjunto de
parametros. A comparacao direta entre estes resultados mostra que as técnicas em-
pregadas apresentam semelhante desempenho computacional. Subseqiientemente,
mostra-se a evolucao da concentracao dos reagentes e do produto, da temperatura
e da taxa de reacao para varios conjuntos de parametros. Estas dltimas simulagoes
foram obtidas somente com FEM e apresentam resultados equivalentes aos apresen-

tados em [48] via FDM.

Conforme a formulacao do problema, secao 3.1, a malha computacional
foi construida sobre um quadrado [0, 1] x [0, 1]. Inicialmente, os dois reagentes F’
(combustivel) e O (oxidante) sao colocados em contato como mostrado na Fig. 3.1.

Assumiu-se que as difusividades D; sao iguais a viscosidade do fluido. Portanto,
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escolheu-se Sc; = 1 para i € {F, O, P} e, ainda, assumiu-se Pr =1, He = 10 e os

coeficientes estequiométricos vy = vp = vp = 1.

Para a comparacao entre as técnicas empregadas fixou-se Re = 1500,
Da = 300 e Ze = 7. Os resultados com FDM foram obtidos considerando uma
malha computacional com 51 x 51 pontos (Az = Ay = 1/50) e passo de tempo
At = 0.0001. Obtiveram-se solugoes com FEM para os trés elementos considera-
dos. Para os elementos triangulares e retangulares lineares dividiu-se o dominio em
50 x 50 elementos e passo de tempo At = 0.0001. Para os elementos retangulares

quadraticos dividiu-se o dominio em 25 x 25 elementos e considerou-se At = 0.0001.

55 -
FOM ——
51 FEMT —— |
FEMZ —-=—
45| FEM3I —— |

Temperatura
k2 o
m (3] m

o]

15 ¢

Figura 3.4: Temperatura calculada apds 2 s. Resultados obtidos com FDM e FEM
para Re = 1500, Da =300 e Ze =T7.

As Fig. 3.4, 3.5 e 3.6 mostram a temperatura e as concentragoes de com-
bustivel e oxidante apds 2 segundos obtidos com FDM e FEM. Nestas figuras, FEM1

indica o uso de elemento triangular, FEM2 indica o uso do elemento quadrangular
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linear e FEM3 é usado para se referir ao elemento quadrangular quadratico. Tendo
em vista as condigoes iniciais, os resultados obtidos nao apresentam variacao na
direcao y. Por isso, obtiveram-se os graficos levando em conta somente a direcao x.
Uma vez que o campo de velocidades permanece invariante, este nao é apresentado.
Isso se deve as condigoes iniciais e de contorno escolhidas para a funcao corrente
e para a vorticidade. Observa-se que no problema considerado, estas fungoes sao

obtidas independentemente das concentragoes e temperatura.

FOM ——
FEMT —+— ]
FEMZ -=—
FEMI —— 1

Concentragdo de F

0.g 1

Figura 3.5: Concentracao de combustivel F' apos 2 s. Resultados obtidos com FDM
e FEM para Re = 1500, Da =300 e Ze = 1.

Observa-se que resultados muito similares foram obtidos por ambas as
técnicas empregadas. Onde os reagentes estavam inicialmente em contato, vé-se um
rapido aumento da temperatura. Nos graficos, também observa-se o processo de di-
fusao da reacao. As figuras 3.4-3.6 mostram grande similaridade entre os resultados

FDM, FEM1, FEM2 e FEM3. O uso dos elementos retangulares quadraticos, em-
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09t

Concentragdo de O
o o o o 9 o
[N = iy | [y - [ma]

o
(]

0.1

Figura 3.6: Concentracao de oxidante O apds 2 s. Resultados obtidos com FDM e
FEM para Re = 1500, Da =300 e Ze = T7.

bora aumente o grau de aproximagao, produz um codigo mais instavel. As condigoes

iniciais nao continuas contribuem para a instabilidade do algoritmo.

Uma vez que resultados equivalentes foram obtidos por ambas FDM e
FEM, escolheu-se aplicar FEM com elementos retangulares quadraticos para mostrar
a evolucao das concentragoes de combustivel e produto, da taxa de reacao e da
temperatura. Estes resultados podem ser comparados com os apresentados em [48]
usando FDM. Para as seguintes simulacoes, dividiu-se o dominio computacional em
75 x 75 elementos. O tamanho do passo usado foi de At = 0.001 e At = 0.0001; o

ultimo foi utilizado apenas para confirmar a convergéncia.

A Fig. 3.7 mostra a evolugao da temperatura e da taxa de reacao,

enquanto que a Fig. 3.8 mostra a evolugao da concentracao de combustivel F' e do
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produto P. Calcularam-se estes resultados tomando Re = 1000, Da = 30, 100, 300
e Ze = 5. Com estes altos numeros de Damkohler, o tempo quimico é pequeno
quando comparado ao tempo turbulento [39]. Isto corresponde a uma pequena zona
de reacao. Construiram-se estas figuras, assim como as seguintes, tomando a média
das variaveis de interesse a cada tempo na malha computacional. A taxa de reagao

é tomada por DaYrYpe 2¢/T.

15 ] 012
Da=30 — = 4 Da=30 —
D4 Da=100 — e i Ca=100 —
4 [ Da=300 —-- , /4.;/ 0.09 |' Da=300 —--
=1 [
m 2T a4
513 U IR N
= 2006 ;S
o 2 o "\
=12 v
@ = ! \\
= @ H %
= 003§ .
1.1 o] Tl
!/ T e
1 0

Figura 3.7: Na esquerda tem-se a evolucao da temperatura para Re = 1000, Da =
30, 100, 300 e Ze = 5. Na direita, mostra-se a evolucao da taxa de

reacao.
0.5 0.1 —
Da=30 — Da=30 — /.-::?
49 | 4 Da=100 —— | 0gg | D100 — 7
L N a= 0 Da=300 —-- .22
- " o o
= 048 N = 0.06 -~
= ~, = .‘/
T, N T,
i .. 3 .
E 047 % £ 0.04 &
3 " 2 Ead
= - = S /
© 046 e o2t
S ;
1"*‘:—‘ _I'/
0.45 = 0
o 04 08 12 16 2 O 04 08 12 16 2

Figura 3.8: Na esquerda tem-se a evolugao da concentracao de combustivel para Re
= 1000, Da = 30, 100, 300 e Ze = 5. Na direita, mostra-se a evolucao
da concentracao de oxidante.
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Observa-se que a mudanca no nimero de Damkohler fornece processos
com diferentes comportamentos. Como esperado, o aumento no Da produz o au-
mento da taxa de reacao. Isto implica no aumento da temperatura e da formagao
de produto. Observa-se, ainda, que a taxa de reacao tem um rapido aumento logo

no inicio do processo e, entao, apresenta uma menor variacao para tempos maiores.

As Fig. 3.9 e 3.10 mostram a evolugao da temperatura, taxa de reagao,
concentragdo de combustivel (F) e concentracao de produto (P) para Re = 1000,
Da = 100 e Ze = 5, 6, 7. Observa-se que aumentando o ntimero de Zel’dovich
ocorre o retardamento do pico da taxa de reagao. Isto implica em um processo
de reacao inicialmente mais lento. Entretanto, o consumo final de combustivel e a

formagao total do produto sao pouco alterados.

1.6 012
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Ze=f ----
1.4
0.09 Ie=7 —--
®13 il
= 3
I o
& = 0.05 . -
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Figura 3.9: A figura da esquerda mostra a evolucao da temperatura para Re = 1000,
Da = 100 e Ze = 5, 6, 7. A da direita, mostra a evolucao da taxa de
reacao para os mesmos numeros de Reynolds, Damkohler e Zel’dovich.

As Fig. 3.11 e 3.12 mostram a evolugao da temperatura, taxa de
reagao, concentragao de combustivel (F) e concentracao de produto (P) para Re =
100, 500, 1000, Da = 100 e Ze = 5. Enquanto que a variacao do numero de

Zel’dovich mostrou retardar (ou antecipar) o pico da taxa de reagdo, o nimero de
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Figura 3.10: A figura da esquerda mostra a evolugao da concentracao de combustivel
para Re = 1000, Da = 100 e Ze = 5, 6, 7. A da direita, mostra
a evolucao da concentragao de oxidante para os mesmos nimeros de
Reynolds, Damkohler e Zel’dovich.

Reynolds influencia no tamanho deste pico. Observa-se que o aumento do niimero de
Reynolds, no regime laminar, provoca a diminuigao do pico desta taxa (diminui¢ao
da difusao). A reagao ocorrendo de forma mais lenta, provoca a diminuigao no gra-
diente de temperatura. Por conseguinte, o consumo de combustivel e a formacao de

produto também sao diminuidos.

O numero de Reynolds tem influéncia direta na taxa de transferéncia
de massa. Quanto maior o Re (na faixa laminar), menor a taxa de transferéncia de
massa. Com a difusao menos acentuada e as condic¢oes iniciais adotadas, observa-se
uma fina zona de reagao (localizada onde os reagentes estao inicialmente em contato).
Embora haja um grande gradiente de temperatura nestes pontos, o processo de

reacao e mistura demora para se espalhar.
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Figura 3.11: A figura da esquerda mostra a evolugao da temperatura para Re =
100, 500, 1000, Da = 100 e Ze = 5. A da direita, mostra a evolucao
da taxa de reagao para os mesmos nimeros de Reynolds, Damkohler e

Zel’dovich.
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Figura 3.12: A figura da esquerda mostra a evolugao da concentracao de combustivel
para Re = 100, 500, 1000, Da = 100 e Ze = 5. A da direita, mostra
a evolucao da concentragao de oxidante para os mesmos nimeros de

Reynolds, Damkohler e Zel’dovich.
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4 ESTIMATIVA LOCAL DO ERRO

Neste capitulo, busca-se uma estimativa local do erro na aproximacao
da solucdo exata de (3.1)-(3.4) pela solugao via método dos elementos finitos. Os

resultados aqui apresentados sdo uma revisao do trabalho de Zavaleta [48].

No sistema (3.1)-(3.4), observa-se que vorticidade e a fungao corrente
sao resolvidas “independentemente” das concentracoes das espécies e da tempera-
tura. Estimativas locais do erro para as equacoes de Navier-Stokes em regioes poli-
gonais sao encontradas, por exemplo, em [26, 25]. Assim sendo, trabalha-se apenas

com as equagoes (3.3)-(3.4), assumindo que as fungées w e ¥ sdo conhecidas.

Mais especificamente, supondo 2 um conjunto aberto limitado em R?

com fronteira 02 suficientemente regular e normal exterior unitaria 7, considera-se

o problema:
OYr 1
— VYr — AYy = —vpDaYpYoe 2¢/T 4.1
ot tv F ReScp F VEZATETOoC ’ (4.1)
oYy 1
=2 VY, — AYy = —vpDaYrYpe 2¢/T 4.2
ot vV ReSco © voatrtoc ’ (4.2)
oT e
Sp +V VT = 5 AT = vpHeDaYrYoe Ze/T. (4.3)

onde V; = Y(x,t) : @ x [0,7] = Rparaiec {F,0}, T =T(x,t): Qx[0,7] = Re
v =v(x,t): Q x [0,7] — R? dada. As condigoes iniciais sao dadas por:
YF(X, 0) =Yg, Yo(X, O) =Yo,, T’(X7 0) =Ty, Vxel. (44)
Supoe-se, ainda, condi¢oes de contorno do tipo Neumann:
T Y;
g—nzo, 887;:0, i€ {F,0}, Vxedx]|0rT]. (4.5)

A fim de facilitar a notagao, denotam-se as constantes nao negativas vpDa, voDa

e vpHeDa respectivamente por ap, ap e ar. Além destas, usam-se vp = ﬁscw

_ 1 _ 1
Vo = ReSco € VT = Repr-
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4.1 Preliminares

Nesta se¢ao, introduz-se defini¢oes e resultados classicos de andlise que

serao largamente utilizados ao longo deste capitulo.

Definicao 4.1. Sejam €2 um conjunto aberto e nao vazio em R™, comn > 1 e
1 < p<oo. O espago LP(Q) € o conjunto de classes de equivaléncia de fungoes

mensurdveis u : 0 — R tais que

/ lu(z)[Pdr < oo. (4.6)
Q

O espago L®(2) € o conjunto das classes de equivaléncia de fun¢des mensurdveis

u:Q — R tais que |u(x)| € essencialmente limitada em S).

Teorema 4.1. Com as normas

il = ( [ uta wm) (47)

[ull 2 () = lJullo = inf{M =0 : Ju(z)| < M g.5. em Q} (4.8)

0s espagos LP(Q2) e L™(Q) sao espagos de Banach.

Demonstragao. Veja [3, 43]. O

Definicao 4.2. Sejam ) um conjunto aberto e nao vazio em R®, comn >1el1 <
p < oo. O espago de Sobolev W™P(§2) € o conjunto de todas as fungoes u € LP(S2)

que tem derivada fraca até ordem m tais que
D%y € LP(Q) (4.9)
para o < m.

Teorema 4.2. W"P(QQ) é um espaco de Banach com a norma
1/p

lllwesoy = ol = | 3 /HD“ D) (4.10)

0<|a|<m
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se 1 < p<oo, ecom
[ul[wm.oo @) = Mazjaj<m || Dl (o) (4.11)

se p = 00.

Demonstracao. Veja [20]. O

Teorema 4.3. Sep=2, W™2(Q) = H™(Q) € um espago de Hilbert com o produto

escalar

(U, V) = Z /QDO‘u(x)D%(:c) dx. (4.12)

0<|er|<m
Demonstracao. Veja [29]. O

Definigao 4.3. C™(Q)) € o conjunto das fungoes de valor real (ou complexos) m-
vezes continuamente diferencidveis sobre Q1. C™(2) € o conjunto das funcdes de
valor real (ou complexos) m-vezes continuamente diferencidveis sobre Q (o fecho de

Q). Em particular, C°(Q2) = C(Q) denota o espago das fungioes continuas.

Teorema 4.4 (Teorema de Imersdo de Sobolev). Seja Q aberto e limitado com
fronteira Lipschitz. Entao, para todos os inteiros m > 0, e todos numeros reais p,

1 < p < o0, nds temos as sequintes injecoes compactas (denotadas por CC):

Vagtg 1<g<p*
wme@) cc o) 4 =4k : (4.13)

sem < &, com L =1_m
p p p n
WmP(Q) CcC LYQ) ¥V qge [1, oof, se m = %; (4.14)
W™ (Q) cc O(R), se g <m; (4.15)
W™P(Q) cC C5(Q), se % <m—s. (4.16)
Demonstracao. Veja [17]. O

Teorema 4.5 (Desigualdade de Poicaré). Para todo w € HY(Q) (u € o limite de

fungoes H'(Q) de suporte compacto em Q), existe uma constante C = C(Q) tal que

lullz2) < C llullmye)- (4.17)
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Demonstracao. Veja [20]. O

Teorema 4.6 (Desigualdade de Young). Para todo a,bje > 0, 1 < p < o0 e

q=p/(p—1), tem-se

ab < SaP + ——. (4.18)
p qefI/p
Demonstracao. Veja [20]. O
Teorema 4.7 (Desigualdade de Holder generalizada). Sejam fi, fa, ..., fx fungoes
fi € LPi(Q),1<p <o0,1<i<kcom
1 1 1 1
S — 44— <1 (4.19)
p pP1 P2 Pr
Entao, o produto f = fifo--- fr € LP(Q) e
11l < I fallps L f2llps - Il fellp - (4.20)

Teorema 4.8 (Lema de Gronwall). Seja g, h e y fungoes localmente integrdveis

sobre [ty, oo|, tais que

d
entao,
t t s
y(t) < y(to)eln 9 4 4 / h(s)elo 9 ds 1> ¢, (4.22)
to
Demonstracao. Veja [20]. O

Teorema 4.9 (Lema uniforme de Gronwall). Sejam g, h, e y funcdes positivas
localmente integrdveis sobre |ty, oo| com dy/dt localmente integrdvel sobre |tg, oo
e que satisfazem
d_?z{ <gy+h parat>to, (4.23)
t+r t+r t+r
/ g(s) ds < Ay, / h(s) ds > As, / y(s) ds < Ag, para t >ty, (4.24)
t t t

onde r e Ay, A,, Az sao constantes positivas. Entao,

A
y(t+r) < (_3 T A?) e, parat >t (4.25)
r

Demonstracao. Veja [45]. O
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4.2 Formulacao do problema abstrato

Pode-se escrever o problema inicial como um sistema abstrato de pri-
meira ordem sobre o espago de Bannach X = C (Q) xC (Q) xC (Q) Para isso, define-
se o operador linear A(t) : D (A(t)) = D (Ar(t)) x D (Ao(t)) x D (Ar(t)) C X — X

para cada t € [0, 7] tal que:

Ay (1) = (Ap)Yr, Ao(t)Yo, Ar(t)T) (4.26)
com
Ap = —vpA+v -V (4.27)
Ao = —voA+v-V (4.28)
Ar =vpA+v -V (4.29)
e

D (A;(t)) = {u eW(Q): Ai(hueC(Q)Vp>1le g—z =0em 89} . (4.30)

Desta forma, o problema (4.1)-(4.5) é equivalente a:

Y AWy () = Ty, 0<t<7 (431)
y(0) =yo €X, (4.32)

ondey : [0,7] = X, y(0) =yo = (Yr, Yo,, T0) e f : X — X sdo tais que:

y(t) = (Yr(t), Yo(t), T(t)),
o (W’W’ E)

e definindo ¢(T'(t)) = e #¢/T®  tem-se
fy () = (=arYr(t)Yo(t)e(T(t), —aoYr(t)Yo(t)p(T(t)), arYr(t) Yo (t)(T(t)))
Neste capitulo, objetiva-se encontrar uma estimativa local entre a solugao

exata de (4.1)-(4.5) e a soluc¢do aproximada obtida via método de elementos fini-

tos. Para tanto, estabelece-se a formulacao variacional do problema (4.1)-(4.5) num
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espaco de Hilbert apropriado. Em seguinda, introduz-se o problema semi-discreto,
definido no espaco dos elementos finitos. Uma vez que a solu¢ao do problema (4.1)-
(4.5) é solugao do problema variacional associado, procura-se estimar o erro local
entre a solu¢do do problema variacional (solugdo extata) e a solu¢do do problema

semi-discreto (solugao aproximada).

4.3 Formulagao variacional

Nesta segao, estabelece-se a formulagao variacional do problema (4.31)-

(4.32). Para tanto, define-se o espago de Hilbert S [17] por
S={y=(Yr, Yo, T) € (H'(Q)’}. (4.33)

A formulagao variacional do problema (4.31)-(4.32) é equivalente ao sistema original
(4.1)-(4.5) e consiste em obter y = (Yp, Yo, T) € S tal que, para toda ¢ €
(HY(Q))? tem-se

(X, 0) 409y, 0= Dav, ) = ), o) (43
y(0) = yo (4.35)

onde D = diag(vp, vo, vr) é uma matriz diagonal e (-, -) denota o produto interno

usual no espago (L*(Q))3.

4.4 O espacgo dos elementos finitos

No capitulo anterior, utilizou-se FEM para obter-se discretizagoes espa-

ciais para o problema de interesse. Nesta secao, formaliza-se de forma clara os con-

ceitos utilizados. Com isso, formula-se o problema semi-discreto e, entao, estima-se
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o erro local na aproximacao espacial. Mais detalhes sobre definicoes e propriedades

sobre elementos finitos podem ser encontrados em [16, 44, 28, 2, 17].

Definicao 4.4. Seja (2 C R™ um dominio limitado com fronteira 0S) suficientemente
reqular. Para cada h > 0, uma triangulacdo T, de ) é uma particio de Q0 em

“triangulos” Kk tais que:

VY h >0, T, éum conjunto finito de “triangulos” fechados em €);

UHETh K= Q”

h = maz {hy, k € T} onde h,, = diam(k);

Se k1, ko € Tp, K1 # Ko, entdo KY NKY = ¢ e, ou ky N Ky = ¢ ou Ky, Ky

tem em comum s6 um lado ou s6 um vértice.

Definigao 4.5. Uma familia de triangulagoes {74}, € dita regular quando h — 0

se existe uma constante o > 0, independente de h e k, tal que
0. <o V k€T,
onde o, = h/ps com p, = sup{diam(B) : B C k é uma bola} e h, = diam(k).

Definicao 4.6. Uma familia de triangulagcoes € uniformemente regqular conforme

h — 0 se existe uma constante o’ > 0 tal que
oh<h,<op. Yrk€T,.

Definicao 4.7. Para cada inteiro fito m > 1, o espago de elementos finitos S} €

um espaco de dimensao finita, definido por
,T:{uhECO(Q):uh\KE]P’mVKJGTh}

onde P, denota o conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a m.
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Neste trabalho considera-se os espagos de elementos finitos S}, deno-
tados simplesmente por Sj,. Além disso, supoe-se Q C R2. Logo, se u € S}, entao

up|. € Py para cada k € T, onde
Py = {p ' R? — R p(zy,22) = axy + oo + 7,0, 3,7 € R}.

Considerando que 7}, é formada apenas de triangulos, observa-se que para determinar
qualquer uy, € S, precisa-se conhecer apenas os valores de u nos trés vértices de cada

triangulo presente em 7. Logo, utiliza-se trés graus de liberdade.

. . N . - . ~

Seja X = {Vj}jzl1 o conjunto de vértices da triangulacao 7,. Uma
funcao uy, € Sy, como discutido no paragrafo anterior, fica determinada de maneira
tnica considerando apenas os valores que assume nos pontos V;. Assim, define-se

uma base para Sj.

Defini¢ao 4.8. Para cada V; € X, defina a fungdo ¢; tal que ¢;(V;) = 6;; com
i,j=1,2,...,Ny. Seja, By, = {¢1, ¢, ..., on, }. Assim sendo, o espago dos elementos
finitos Sy, € tal que Sy, = span{By}. Isto €, o conjunto By, é uma base do espago de

elementos finitos Sy,. Portanto, dado uy, € S;, tem-se

un(x) = Y _up(P)ei(x), VxeQ

i=1

Afim de obter estimas de erro local, introduz-se os operadores de projecao
ortogonais P : L?(Q2) — S e R : H'(Q) — Si*. Para estes operadores obtem-se

estimativas 6timas nas normas de Sobolev [41]:

1. Vue HT(Q) e 0 <1 < m, existe uma constante C' > 0 tal que

lu— P ull 20y + |lu — Ritullr2) + b (lu — Pull goo)+

+||u — R;LnU”HI(Q)) < ChHlHuHHlH(Q) (4.36)
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2. Como casos particulares, tem-se

lu — Pyull 2y < Chllullgo)
lu — Pyullr2) < CR||ull 2
lu — Ryullr20) < Chllul e

lu — Ryullr20) < Ch*||ul| 2o

4.5 Formulacao do problema semi-discreto

Nesta secao, formula-se o problema semi-discreto no espago dos ele-
mentos finitos (S;)? associado a (4.31)-(4.32). O espago Sy, é tomado como na segao

anterior.

Defini¢ao 4.9. Seja S, = {v, € C(Q): v(k) € P1}. O operador de Laplace
discreto € definido como —Ay, : (Sp)® — (Sh)?,

(A, ¢) = (V, Vo), Y ¢ € (Sh)’ (4.41)

Observe que S, C (H'())? é uma familia de espagos de dimensio
finita parametrizada pelo parametro positivo e pequeno h. Assim sendo, y, =

(?ph, Yon, Th), yu: [0,7*] — (S)3, é solugao do problema semi-discreto se satisfaz

<%’ ¢h> + (V- VIn, ) — (DAwFn, ) = (f(Fn), o) (442)

¥r(0) = Fho (4.43)

para todo ¢, € (S)® et €10, 7*]. Aqui, yno é a aproximacao de y, no espaco de

elementos finitos, D = diag(vp, vo, vr) e f(yn) = (fr(¥n), fo(¥n), fr(¥yn)) com
fi(yn) = o YinYone 2/ i € {F, O, T}.
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Equivalentemente, o problema semi-discreto (4.42)-(4.43) pode ser es-

crito na forma
dy . . .
O DA+ -V, = f(¥n) (4.44)

dt
¥1(0) = ¥no- (4.45)

4.6 Estimativas locais

Aqui, estabelece-se uma estimativa do erro local do problema semi-
discreto tendo em vista as normas de Sobolev em L?*(2). Utilizam-se || - || e (-, -)
para denotar a norma e o produto interno em (L?*(€2))3. As normas nos espacos de

Sobolev (H™(2))3, m > 0, sdo denotada por || - ||,

Sejam y a solucao exata de (4.31)-(4.32) e y a solugao aproximada
obtida da formula¢do do problema semi-discreto (4.42)-(4.43). Sew =y —y é
o erro entre a solugao exata e a aproximada, entao, define-se o operador projegao

ortogonal P, : (L?(2))® — (S3)3, e tem-se
w=y-y=y-bBy+hy-y. (4.46)

Lema 4.1. Seja By, : (L*(Q))? — (Si)? o operador projecao ortogonal. A projegio
ortogonal yi, da solugcdo do problema (4.34)-(4.35) satisfaz

<%’ ¢h> + <Ph/0 : Vth ¢h> + <PhU . Vy}f, ¢h> — <DAth7 ¢h>

— (DAY, én) = (Puf(y), én)  (4.47)
yn(0) = Py(0)  (4.48)
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Vo, € (Su)? comy =yn+yiy =Py + U — PRy, fly) = (fr, fo, fr) tal que

= —ap(Ye, + Y5 ) (Yo, + Y Je=2e/ Tt Ty 4.49
Fh Oh

5= —ao(Ye, + YE) (Yo + Y )em2e/TatTi | 4.50
Fh Oh

fr = +ar(Yen + Yi) (Yo + Ya ) 2¢/ Tt Ticl, (4.51)

Além disso, o problema (4.47)-(4.48) pode ser escrito na forma

d
% — DAy = DAYy, + Pyv - Vyn + P - Vyir = Puf (yu + i) (4.52)

Demonstragao. Primeiramente, observa-se que se y = (Yr, Yo, T) € (L*(Q))3,
entao existe y, = (Yen, Yon, Tn) € Pu(L2(Q))? e yit = (Yai, You, Tir) €
(I~ P(L(Q))" tal que

Y =Yen + Y, = PYr+ (I — B)Yr (4.53)
Yo = Yon +Yg;, = PYo + (I — P,)Yo (4.54)
T="T,+T;=PT+ (I~ P,)T. (4.55)

Uma vez que y é solugao de (4.34)-(4.35), tem-se, para todo ¢, € (Sp)3,

<?3_§’ ¢h> +(v-Vy, ¢n) — (DAY, ¢n) = (f(¥), on) (4.56)

Dai, escrevendo @, = (I — P,) tem-se

) Oy
<% ¢h> - <% ¢h> + (V- Vyn, 0n) + (v Vi, on)

— (DAyy, én) — (DAY, dn) = (Puf(y), én) + (Qnf(y), on) (4.57)

donde

<%, ¢h> + (v Vyn, o)+ (v Vyi,, ¢n) — (DAY, én)
— (DAY}, ¢n) = (Puf(y), én) (4.58)

o que fornece

<%, ¢h> + (v Vyn, ¢n) + (v-Vyi, ¢n) — (DALys, én)

— (DAY, ¢n) = (Puf(y), on) - (4.59)
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Por fim, y;(0) = P,y(0). ]

Lema 4.2. Sejam f; como no problema (4.42) e fi como no lema anterior, i €

{F, O, T}. Se Wp = th — Y/Fh; wo = YOh — }N/Oh e Wwr = Th — Th, entao

fi—fi = *a (U)Fwo + wepYon + wrYg, + woYen + Yen Y, + woYa,
Y Yon + Y;hygh> e~ 2/l 1 0, YpY, <e-Ze/ or+ T+ T

e~ Zel lTh') , (4.60)

onde o sinal de "+7 é para 1 ="T.

Demonstracgao. Seja i = F, entao

fr—1Tfr = —ap(Yen+ Yi)(Yon + Yoy )e 2/t il apYpYone 2¢/ Tl
= —ap [(wF + Vi + Y]—%h) (wo + Yon + Yolh> — }N/Fhf/Oh] e—2e/IThl
—ap (wp + Yy, + YFL,L> (wo + Yon + Yoih) (e—Ze/ hwor+Tu T3] _ e—Ze/\m)
= —ar <wao +wpYon +weYe, + Yenwo + YerYou + Yen Yoy
+ Yawo + Yﬁhf@h + Y5, Yo5, — ffph}}Oh) e~ Ze/IThl _ ar (Wpwo
+wpYon + wpYgy + Yenwo + YenYon + Yer Yo, + Yiwo + Y Yon

YY) (e—Ze/\wT—i-’fh—i-ThLl _ e—Ze/m\) (4.61)

dai,

fr—fr = ar (wao + wpYon + wrYg;, + Yinwo + Y/FhYOlh + Y wo
+Yi,Yon + YFtholh> AU LU o 7 (G_Ze/leJrTthThl'

_e—Ze/ml) (4.62)

o que estabelece o resultado desejado. As demonstragoes para ¢ € {0, T} sao

analogas. O]
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Observacao 4.1. Do lema anterior e das relacoes wp = th—?ph, wo = Yon—Yon
ewr="1T, — Th, obtem-se
fi—fi = *aq (wrwo — wrwo + WEYon + WFYg), — Wowr + WoYpy,
—wpYay, + YenYoy, + woYa, — Yiywo + Y You + Y Yay,) e 2/l
+a;YrYo (6_Ze/|wT+fh+ThL‘ - e_Ze”Th')
= o (wFYO + Yrwo — wrpwoe + YFYOLh — YFLhYOLh — wFYOLh
+Y5Yo = Yiwo) e “Ze/Tl + 0;YpYo (efze/mTJrT”ThL'

_6—Z€/|Tn|) ) (4.63)

com o sinal de "+ para i =T. Assim, vé-se que para toda ¢, € Sy, vale

<thi — Pofi, ¢h> = oy [<PthYo€7Z€/‘Th|7 ¢h> + <PhYFw0€726/|T~h|7 ¢h>
<Pthwo€ /I ¢h> <PhYFYOh€726/‘Th|> ¢h>
<P YL YL —Ze/|Th\ ¢h> . <PthYOLh€—Ze/\fh|7 ¢h>

<P YL Ype —Ze/|Ty| ¢h> _ <Phyﬁhw06_ze/lfh|a ¢h>

YFYO< ze/\wﬁfhwﬁ_efzf:/iﬂ\), ¢h>] (4.64)

Lema 4.3. Se
~Ze/ITl T £
o(T) = : (4.65)
0 ,T=0
entao existe C' > 0 tal que
C
lp(T2) = o(T)| < = |To = Tl (4.66)

Demonstracgao. Supondo 75 > 77 > 0, tem-se

o(Ty) —p(Th) = e 7T — e 2T

Ts
= / ie_ze/T dT
S

N /T2 26 2T g1
T T°

1 T2 702

- — e~ 2e/T qT 4.67
Ze Jp, T2 (4.67)
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dai
c [ C
) —o(T)| < — dl' = —|Ty, — T1]. 4.68
o) o) < 7 [ ar= Zin -y (1.68)
m
Observacao 4.2. Do lema anterior, tem-se que existe C' > 0 tal que
—Ze/|wT+Th+TJ-\ _Ze/‘fhl C 2 1 ‘s
e nl—e < Z—6’|IUT+Th+Th|_|Th|
C
= — Ti-|. 4.69
—lwr + T (4.69

Observagao 4.3. No teorema a sequir, utiliza-se a letra C' para denotar uma cons-
tante arbitraria. FEla serd usada para denotar vdrias constantes diferentes e, por-

tanto, nao deve ser entendida como sendo a mesma constante sempre.

Teorema 4.10. Seja 'y a solugao de (4.34)-(4.35), Yn a solugao de (4.42)-(4.43) e
assume-se que’y € (H?(Q))3. Entao, existe C; = C.(t) tal que

ly = yul < Crh. (4.70)
Demonstragao. Fazendoy —y, =y — P,y + P,y — y», tem-se
ly = vl < lly = Puyll + | Pry — ¥aull- (4.71)
Das desigualdades (4.37) e (4.38), tem-se que existe C' > 0 tal que

Iy = 2oyl < Chllyll, Iy = Byl < Ch[ly |l (4.72)

Afim de estabelecer o teorema, resta mostrar que exite uma constante C' = C(7, 1)

tal que
|1Pny — ¥ull < Ch. (4.73)
Defina
wr
W=Yn—Yn=| wo (4.74)

wr
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onde Wp = th — th, wo = YOh — YOh e Wr = Th — Th.

Subtraindo (4.42) de (4.47), obtem-se

<5(Yh — )

5 ¢h> (Pyv - Vyn, ¢n)+ (Pov-Vyi,én) — (v Vu, dp)

—(DARw, ¢n) — (DAY, én) = (Puf(y), on) — (f(¥n), o) (4.75)

<6w ¢h> (Pyv - Vyn, ¢n)+ (P Vyr,on) — (v V¥n, én)
— (DARW, ¢p) — <DAyh, ¢h> <th Y+ yh ¢h> ), én) (4.76)

<(98_Vtv’ ¢h> + (P - Vw, ¢p) + <th . Vyﬁ,¢h> — (DALwW, ¢3)
B <DAyﬁ, ¢h> - <th<}"h + i), ¢h> ), én) (4.77)

Ou, equivalentemente, pode-se escrever

O DAww — DAY} + P Vw4 P Vit = Puf(ya+ vi) — Pl ($1)(4.78)
Esta equacio, por sua vez, corresponde ao sistema de equacdes

d;]tF + Py - Vwp + Py - VYf, — vplywe — vpAYi = Pu(fe — fr)  (4.79)

d;‘f + Py - Vwo + Py - VYg;, — voAywo — voAYg;, = Pi(fo — fo)  (4.80)

dZZfT + Pyv - Vwp + Py - VTiE — vpDywy — vp AT = Po(fr — fr)  (4.81)

Usando a equagao (4.64), tem-se que para todo ¢, € S,
<dwF ¢h> + (P Vuwp, ¢p) + (P - VY0, 0n) — (Vrdpwp, ¢p)
- <VFAYFLha ¢h> =
— ar [<PthYo€_Ze/|Th‘, ¢h> + <PhYFwo€_Ze/|Th‘, ¢h>
<Pthwo€_Ze/|Th| ¢h> + <PhYFYL e~ 2/l ¢h>
<phthyL ~Ze/|Ty| ¢h> _ <pthyL —Ze/|Th| ¢h>
(PR Yoe 2™, ¢ ) — (PuYgwoe /M, g, )
(

PhYFYO (6—Ze/|wT+fh+T}f‘| o e—Ze/|7~"h|> : ¢h>:| (482)

+



dwo
<7’ ¢h>

<dwT7 ¢h>

_|_

+
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(Pyv - Vwo, ¢n) + (Pav - VYo, bn) — (vodnwo, dn)
<VOAY5_h7 ¢h> =

%) [<PthYo€_Ze/‘Th|, ¢h> + <PhYFw0€_Ze/‘T~h|, ¢h>
<Pthwo€_Ze/|Th|, ¢h> + <PhYFY5h€_Ze/|Th|7 (/5h>
<PhY;hYOhe*Ze/lfh‘, ¢h> - <PthYOLhe*Z6/|Th|, ¢h>
(PaY@Yoe 2T, g) = ( PYdwoe 2/, o)
<phyFyO <€—Z€/IwT+Th+Thl| _ e—Ze/If’h|> : ¢h>} (4.83)

(Pov - Vwr, ¢n) 4+ (Pyv- VY5, ¢n) — (vrdpwr, ép)
<VTAYﬁL7 ¢h> =

ar [<PthYo€_Ze/|Th‘, ¢h> + <PhYFwo€_Ze/|Th|7 ¢h>
<Pthwo€7Z6/|Th|, ¢h> + <PhYFY0h€7Z6/|Th|7 ¢h>

(P Yge 20, 6) = (PawopYgie 2/, gy)

< PyY & Yoe2e//Thl, ¢h> _ < PyY i woe2e/ Tl ¢h>
<phyFyO (e—Ze/le+T~h+Thi| _ e—Ze/IThI> : ¢h>} (4.84)

Tomando ¢;, = wg, obtem-se

Ld|wp?
2 dt

+ (Pyw-Vuwp, wp) + (P - VY, wp) + vp||Vur|?

+ vp (VY Vwp) =

[<PthYoe’ZB/|Th‘, wp> + <Phproe’ZQ/|Th‘, wF>
<PthwO€ |Th|, wF> + <PhYFY5he_Ze/|Th‘, wp>
= (PYEYge 2™, wp) = (PaopYg,e #IT, wp )
<P YLhY e Ze/‘m, wp> <PhY]%thefze/|Th|, wF>
 (F

VeV ( —Ze/|wr+Th+T| *Z5/|Th|> : wFﬂ (4.85)
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Com ¢, = wp, tem-se

Ldfwol®
2 dt

(Pyv - Vwo, wo) + (Pyv - Vg5, wo) + vol||Vwo ?

vo {VYg;,, Vwo) =
— o [<PthYOe_Ze/|Th‘, wo> + <PhYFwoe_Ze/‘Th|, wo>
P,wrwoe™ e/m', wo> + <PhYFYL _Ze/lTh‘, wo>

_ < PyY & Y e 2e/1Thl wo> _ < PawpYgs e~/ 1Tl w0>
<P L ype=Ze/Tnl, wo> _ <PhYI£—the—Z€/|Th|’ w0>

PYrYo ( —Ze/lwr+Th+Ti-| _ e_Ze/|Th|> 7 woﬂ (4.86)

e com ¢, = wr,

Ldfwr|?
2 dt

+ (P - Vwp, wr)+ <th . VThL,wT> + vp|| Vwr||?
+ v VT, Vwr) =
+ ar [<PthYoe’Z6/|Th‘, wT> + <Phproe’Ze/|Th|, wT>
<Phwpwoe’ze/|fh‘, wT> + <PhYFYOLhe’Ze/|Th‘, wT>
- <PhYﬁhYéhe_Ze/‘T~h|, wT> — <PthYOLhe_Ze/|Th‘, wT>
<PhYﬁhYoe_Ze/|Th|, wT> — <PhYﬁhw06_Ze/|Th|7 wT>
n <PhYFYO (e*Ze/lwﬂTh*T#‘ . e*Ze/‘Tﬂ), wTﬂ (4.87)
A seguir, tomam-se uma série de estimativas. Para tanto, utilizou-se a teoria exposta

na se¢ao 4.1. Além disso, das hipéteses do problema estudado, tem-se 0 < ||Y;|| <1

parai € {F, O} e |e ?¢/ITl| <1. Assim sendo, tem-se
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/\Ph v-Vw,;)| |w;| de

i=F, O, T

Y B V)|l [fwi]

i=F, O, T

Yo oV il

i=F, O, T
1/2
> ([ pr v )
i=F, O, T

Y lollee Vil e

i=F, O, T

C lvllee VW[ [Jw]]
€ 2 Q 2 2
IwI? + 5ol wl (4.5%)

/ Pa(v - VY| [wi] de

i=F, O, T

Y B VYl ]

i=F, O, T

> o VY| [lwi

i=F, O, T
1/2
( 1ok i das) |
i=F, O, T

Y lollee VY el

i=F, O, T

Y Gillollso ¥l llwil

i=F, O, T
> Cillvlls 1Yo = Yol [l

i=F, O, T

Y Gillvlle [Yollz llwil
i=F, O, T
Chl[v]oo Hsz [w

eh?
Il 12, + —EHY||§ als (4.89)
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¢ Y [IvvilVu ds

i=F, O, T

C Y VYl Vw]

i=F, O, T

C Y Wil IVl

i=F, O, T

Chllyllz VW]
€ C'h?
§HVWH§ + TH}’H% (4.90)

Z |sz|/ | Pr(wpYoe™ Ze/m‘)‘ lw;| dx

i=F, O,

T
1/2
CZ( P Yo M ar )

1/2
|wFYO€ Z@/Thw?dx) o]

.2 1/2
cz( ez o)
Q
O el
Cllw|* (4.91)

S ol / |Pu(Yewoe 2/ Ju,| da

i=F, O,
1/2
de) o]

T
CZ ( ’Ph proe Ze/lThl)

1/2
|proe Ze/T"'Pda:) |||

) 1/2
dx) o]

CZ (/ Ve |lwol? ‘ ~Ze/|Th|
C > lwollllwil

C|lwl? (4.92)
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ai<Ph(wpwoe’Z6/|Th‘), wz>) < Z ]ai]/ \Ph(wpwoefze/mm \w;| dx
L0, T Q

i=F, O, T i=F

< O% ([ wrltuopas)
1/4 1/4
< o ([ruel) ([ wol)
< O Wl
< (VW] + [wl?) w]
< C(IvwlPliwll + lIwl®) (4.93)

ai<Ph(YFY5_h€_Z6/|Th|)a wz>‘ < Z |Oéz'|/ | Pu(YeYoye 2/ T ;| da
Q

i=F, O, T i=F, O, T
1/2
< OZ( / |Y5h|2dx) il
< I i
< O3 Yo~ Youl
< O W Yol llwi
< Ryl wl
eht O
<

— 4 —lyl? 2 4.94
5 T VI3 Iwl (4.94)
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1=

F,

, O,

o,

T

i (Pu(YYame e/ 1T), w>’

a; <Ph(wFYOLhe’ZE/|T’L|), wi> ‘

< FhY 6_Z6/|Th|)a w1>‘

INININ A

IN

INININ N IA

IN

AN

IN

IA A

IA
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ol / Pu(Y Yo 2| | de

1= F o, T

1 2
cy ( / \Yﬁhrﬂyéhr?dx) |
O S 1Yl oo 1Vl ey o]
O VA ¥l sl

ChQIIYlb [wl|
eh?
I (4.95)

> ol / | Py (wpY e 2| Juy| da
Q

i=F, O, T

1/2
cy (L|wF|Q|Y5h|2dI> / [ ws]
> llwell @ Y oull e llwsl
CIYilly (1wl zaoyllw
Chllyllz (VW + [[w]]) [[w]]
Chllyllz [VwlIwl + Chllw|* [y

C
- IIVwl* + 2—€|IYH§ Iwll* + Chllyll2 lwll*

2
eh?
LWl + Syl3 wl?
Cllylls 1wl (4.96)
o] / Py (Vi Yoo 2/ )| fuy| de
i=F, O T
OS]
CRlylls wl
eh?

C. )
— 4 — W 4.97
5 +2€HyH [w| (4.97)
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ai<Ph(Yﬁhwoefze/|Th|)a wz>‘ < |az‘\/ |Pu(Yiwoe /)| fwi] de
Q

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

i=F, O, T

IN

C IVl lwollzaw) llwill

CNYpnllza 1wl agoy [ w

IN

IN

OVl W llzs Wl

IN

Chllylla (VW + ffwll) [[wl

< Chllyllz [[VW] [lw|| + Chllyll2 [w]?
eh? C
< 2, Y2 2
< owi+ Syl Iwl
+Chllyll [[w]? (4.98)

a; < P, |:YFYO <€—Ze/|wT+fh+T¢| _ e—Ze/lfh‘ﬂ , w>’

Z |a2|/ ‘Ph [YFYO (e—Ze/\wT—I—fh—i-Tlﬂ . 6—Z6/|Th\>” |wz| dr
Q

i=F, O, T

N L N2 1/2
0 % ([ (e s an) g

i=F, O, T

B 2 1/2
([Jwr+ T 7 = 5if as) i
Q

1/2
(/Q|wT+ThL|2 dx) |w]
(I

wr | + 1751wl

Ch?
%HYM [wl|
C

eC
h4
27e + 2e/ e?

Iwll* +

Iwll* + Iy 13 llw?] (4.99)

C
Ze
C
Ze
C
Ze
C
Ze
C
Ze
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Agora, somando as equagoes (4.85)-(4.87) e tomando o valor absoluto, obtem-se

m\ywu? + > wlVwlP < Y [PV, w)+ Y (P VY

i=F, O, T i=F, O, T i=F, O, T

+ Y [l (VYa, V)|
i=F, O, T

+ Z |Oél‘ <PthY06_Ze/|Th‘, U}Z> + <PhYFw06_Ze/|Th‘, U}l>
i=F, O, T

— <Ph’LUFU)O€ Ze/ﬁh' wl> + <PhYFYOJ'h€7Z6/|Th‘, U)Z>

_ < Y e~ Ze/ Il wi> _< PawpYg e~ 2e/\ Tl wi>

n < Y& YoeZe/ Il w‘> <Phy - woe—ZelThl, wi>

4 <PhYFYO <€ Ze/lwr+TH+Ti| _ e-ze/m\) 7 w2>)

e w)

(4.100)

E, usando as estimativas (4.88)-(4.99), tem-se que existem constantes C, Cy, C3, Cy, Cs,

V' > 0 tais que

1d
S TIWIE+VIVWIE < Cullw]® + Collwl [Vw]? + G lw]* + Cah*

3
e (§h2 + 1) |[Vw||* + Csh? (4.101)

Para € e h suficientemente pequenos, tais que v/ > ¢ (%h2 + 1), temos V' = v —

e (3h? +1) > 0 e, entao

1d

s WP+ VIVwIP < CillwlP + Gl lwll[[Vw]* + Csfw]f

+Cyht + Csh? (4.102)

Ainda, para h suficientemente pequeno, Cy4h* é pequeno quando comparado com

Csh?. Portanto, existe uma nova constante Cy tal que

d
ZIWIP+ 2 Vw]” < 2G|l + 2G| wll Vw ][ + 2Cs] |

+20,h* (4.103)

Da teoria de inequagoes diferenciais, para cada (h, 7), existe um intervalo [0, s] tal

que Vit € [0, s] tem-se

i

20,

[wil <

(4.104)



dai, com C5 denotando outra constante, vé-se que

d
ZIWIF+ 20 Vw | < Crllwlf + Coh®

ou
d 2 2 2
—|wl[* < Cil[wl” + C2h
dt

Usando a desigualdade de Growall, tem-se

t
[wl]* < CghQ/O e~ Ji Crdrgg — %(ecﬁ —~1)h*<C (ecls — 1) n*

1

ou seja,
lw|[* < C(r)n*.

Assim, escolhendo h* suficientemente pequeno tal que
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(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

para (h,7) com h < h* vé-se que (4.104) é vélida para todo t € [0, 7], caso

contrario a desigualdade (4.103) nao seria valida. Portanto, tem-se
W@ < C(r)h, Vit € [0, 7]

que é a estimativa procurada.

(4.110)

]

Observa-se que a estimativa local do erro foi obtida para elementos

triangulares com trés graus de liberdade. Nas discretizagoes via FEM desenvolvidas

no capitulo anterior com elementos retangulares fez-se necessaria uma aproximagao

diferente do termo fonte. Este fato nao foi levado em conta na andlise feita. Além

disso, a estimativa obtida nao considera a aproximacao da matriz lumped, largamente

utilizada no capitulo anterior.

Em trabalhos futuros, pretende-se estimar o erro local para elementos

quadrangulares, tratando o termo fonte de forma diferenciada.
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Por fim, ressalta-se que a estimativa de ordem h obtida é vélida para t

pequeno. Com o aumento de t, espera-se um crescimento exponencial da constante

C(r) [26, 25.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, fez-se um estudo numérico de um problema difusivo
e reativo. Considerou-se um processo de mistura molecular e reagao quimica ir-
reversivel, de passo unico, exotérmica, entre duas espécies quimicas F' e O, for-
mando um produto P. A modelagem deste processo forneceu o seguinte conjunto

de equagoes adimensionais

%—C: +curly - Vw — éAw =0 (5.1)

AY = —w (5.2)

0%k VY — = AYp = e DaYeYoe 2T 5.3

T + curly - VY ReSer r = TuyDaYrpYpe (5.3)

(9_T +curly - VT — ;AT = vpHeDaYpYpe 2/ (5.4)
Ot RePr r Fo .

com k € {F, O, P}, o sinal de subtracdo ¢ usado para k € {F, O} e o sinal de

soma ¢ utilizado para k € {P}.

Considerando um dominio retangular e condigdes de contorno do tipo
Neumann, desenvolveram-se codigos computacionais baseados em FDM e FEM. A
utilizacao de FEM para resolver problemas de reacao-difusao é a maior contribuicao
deste trabalho. Aqui, consideram-se varios tipos de elementos (triangular linear,
retangular linear e retangular quadratico). Desenvolveram-se os cédigos utilizando
o método de Runge-Kutta simplificado de trés estagios para a integragao no tempo.
Obtiveram-se resultados equivalentes por ambas as técnicas. Observou-se que o0s
codigos desenvolvidos sao precisos, robustos (capazes de lidar com véarios conjuntos

de parametros) e de baixo custo.

Além dos resultados numéricos, obteve-se uma estimativa local de or-
dem h do erro na aproximacao via FEM. Esta estimativa ¢é valida para h e tempos

pequenos, como foi observado.
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No futuro, deseja-se trabalhar com modelos mais complexos de com-
bustao. Para tratar estes modelos, deseja-se continuar com a técnica dos elementos

finitos, implementando-a para o caso de trés dimensoes.

Seguindo as estimativas do erro, espera-se adaptar a andlise o mais
proximo possivel do método que é de fato utilizado nos codigos computacionais.
Além das estimativas locais, espera-se obter estimativas globais via teoria de scha-

dowing.
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