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Abstract

Synchronization, as a universal cooperative behavior and a fundamental mechanism in
nature, has been extensively studied in connection to several phenomena in physics, che-
mistry, and biology [1, 2]. In particular, the synchronization of the neural activity has been
observed in different species and under distinct physiological conditions [3, 4]. In this work,
we study synchronization in Hindmarsh-Rose (HR) neurons, a model of membrane potential
that represents with fidelity the spike behavior found in real neurons. We start by conside-
ring the case of an isolated neuron HR and its dynamical properties of pulse generation. We
also studied the coupling between neurons in a system of two neurons, in a one-dimensional
(HR-1D) and in a two-dimensional (HR-2D) network. In these architectures, the synchro-
nization of the elements originates a ordered, coherent behavior, that it is associated not
only with the production of biological information [5, 6], but also to potential applications

in communication [7] and identification of systems [8].



Resumo

A sincronizagao, como comportamento cooperativo universal e mecanismo fundamental
na natureza, tem sido extensivamente estudada em conexao com intmeros fendmenos em
fisica, quimica e biologia [1, 2]. Em particular, a sincronizacao da atividade neural tem sido
observada em diferentes espécies e sob condigoes fisioldgicas distintas [3, 4]. Neste trabalho,
estudamos sincronizacao em neurdnios de Hindmarsh-Rose (HR), um modelo de potencial
de membrana que representa com fidelidade o comportamento de disparos encontrado em
neuronios reais [9, 10]. Iniciamos considerando o caso de um neurénio HR isolado e suas
propriedades dinamicas de geracao de pulsos. Em seguida, analisamos o acoplamento en-
tre neurénios em um sistema de dois neurénios, e em redes unidimensionais (HR-1D) e
bidimensionais (HR-2D). Nessas arquiteturas, a sincronizagao dos elementos da rede dé ori-
gem a um comportamento ordenado, coerente, que esta associado nao somente a producgao
de informacao biolégica [5, 6], mas também as potenciais aplica¢des em comunicagao [7] e

identificagao de sistemas [8].
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Capitulo 1

Introducao

Neuronios e transmissao de informacao

O primeiro a estudar os principios biofisicos do sistema nervoso foi Galvani, em 1791, que
reconheceu a natureza elétrica dos sinais nervosos. Posteriormente veio a contribuicao do
histologista espanhol Ramoén y Cajal, no final do século 19, mostrando que o cérebro é
constituido por enorme conjunto de células bem definidas e individualizadas, as quais ele
chamou neurdnios, e que se comunicam através das sinapses (postuladas em 1897 por C.
Sherrington). O funcionamento destas células comegou a ser melhor entendido a partir da
década de 1920 através das investigacoes de Erlanger e Gasser [11].

Na década de 1950, os mecanismos que envolvem a criacao e a propagacao de sinais
elétricos neuronais foram explicados por Hodgkin e Huxley [12] e a transmissao sindptica
foi intensivamente estudada. A existéncia de sinapses foi demonstrada pela microscopia
eletronica. Atualmente, sabe-se que existe uma grande variedade de tipos de neuronios no
sistema nervoso humano, com diferencas significativas em tamanho, estrutura e funcao.

De um modo geral, podemos criar uma analogia computacional e mostrar o neuronio
como um processador elementar de informagao, com suas trés partes fundamentais: entrada,
central de processamento e saida. A entrada é formada pelos dendritos, que sao prolonga-
mentos celulares altamente ramificados; a central de processamento de informacao é o corpo
celular ou soma e a saida se da no azonio, através das sinapses — veja a Figura 1.1. Um
neuronio concebido segundo esta divisao é a base na construcao dos modelos de redes neuro-

nats artificiais, que sao modelos matematicos simplificados de sistemas neuronais biolégicos.
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sinapses

Fig. 1.1: A. O neurdonio visto como um processador elementar de informacgao, com suas
trés partes fundamentais: entrada (dendritos ou soma), central de processamento

(soma) e saida (sinapses).

Em um neuronio, a informagao é transmitida tanto elétrica como quimicamente. Em seu
interior, na forma de potenciais de acdo ou pulsos, que iniciam no soma e se deslocam pelo
axonio até as sinapses’. E dependendo do tipo de sinapse, quimica ou elétrica, o potencial
de acao pode atuar de duas formas distintas.

Nas sinapses quimicas, o potencial pré-sinaptico causa a liberacao de neurotransmissores
na fenda sinaptica, que se dirigem aos receptores da membrana pds-sinaptica, alterando sua
permeabilidade a certos fons e ocasionando uma mudanca no seu potencial elétrico. Isto
d4 origem a um potencial pds-sindptico (PPS), que pode ser positivo ou negativo. No pri-
meiro caso ele é chamado excitatorio, porque contribui para o aumento da probabilidade

do neurénio disparar; no segundo caso, inibitério, porque diminui esta probabilidade?. E

L' A velocidade de condugao de um pulso no axénio ¢ aproximadamente 1 — 10 m/s [13].
2 Embora uma tinica sinapse possa fazer com que um neurénio dispare, isto raramente acontece porque

a dinamica intrinseca de um sistema neuronal é essencialmente coletiva e nao localizada. Por exemplo, no
cortex humano existem ~ 10! neurdnios e cada neurdnio recebe ~ 10% entradas sindpticas dos axonios de
outros neurénios. Portanto, o soma de um neurénio na rede neuronal recebe muitos PPSs dos neuronios
pré-sinapticos conectados a ele. E este neuronio somente ird disparar caso a soma algébrica de todos esses

PPSs, tomada dentro de um curto intervalo de tempo, ultrapassar um certo limite (~ 10 mV).
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importante observar que neste tipo de sinapse a transmissao de informacao se da de forma
unidirecional, da membrana pré para a pods-sindptica. As sinapses quimicas sao predomi-
nantes na ligacao entre as células do sistema nervoso e demais células nao nervosas, como
as dos musculos e glandulas.

Nas sinapses elétricas ocorre a transferéncia direta da corrente ionica de uma célula a
outra, sem a utilizacao de neurotransmissores. Neste tipo de sinapse ha uma ligacao con-
dutiva formada por proteinas conhecidas como jun¢oes comunicantes® [14]. Estas proteinas
formam um canal entre as membranas celulares dos neuronios que interagem, que neste caso
estao muito préximas, por onde os ions passam diretamente de uma célula nervosa a outra
sem o atraso caracteristico das sinapses quimicas®. Assim, um potencial de acdo no neurdnio
pré-sinaptico pode produzir quase que instantaneamente um potencial de a¢ao no neuronio
pos-sinaptico. E este potencial de acao pode deslocar-se tanto no sentido da membrana pré
para a pés-sinaptica como no sentido inverso, sendo esta a propriedade de bidirecionalidade
das sinapses elétricas, em oposicao as sinapses quimicas, que sao unidirecionais. Quanto a
localizacao, as sinapses elétricas sao abundantes na retina e no cortex cerebral de animais
vertebrados.

Em termos do modelamento e simulagao de neuronios em rede, tanto as sinapses quimicas
quanto as elétricas sao consideradas, até mesmo as duas simultaneamente. Exemplos de
redes neuronais artificiais com todas as unidades conectadas através de sinapses quimicas
sao o modelo de memdria associativa de Hopfield [16], onde a regra de aprendizagem de
Hebb [17] implementa a plasticidade caracteristica desse tipo de sinapse, e o modelo de
Inoue [18], idéntico ao de Hopfield, exceto por considerar uma func¢ao de transferéncia
nao-monétona. Ja os modelos de Derrida, Gardner e Zippelius [19] e o estudado em [20]
propoem uma dilui¢do nas conexoes sindpticas quimicas. Como exemplo de modelo de
neuronio bioldgico, isto é, que representa com maior fidelidade as propriedades biolégicas
do neurénio, citamos o de Kanamaru e Okabe [21], um modelo de memdria associativa

de neurénios de Fitzhugh-Nagumo [22], onde todas as unidades sdo conectadas através de

3 Do inglés gap junctions.

4 Este atraso é conhecido como retardamento sindptico, que é o tempo entre a chegada de um potencial de
acao ao terminal de um axénio pré-sinaptico e a produgao de um PPS na membrana pés-sindptica, podendo

levar entre 1 e 2 ms [15].
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sinapses quimicas. Exemplos do acoplamento de dois neuronios biolégicos de Hindmarsh-
Rose (HR) [9, 10] via sinapses elétricas sao encontrados em [23, 24]. J& Huerta et al. [25]
apresentaram um modelo com o acoplamento de dois neuronios HR através de sinapses

quimicas e elétricas.

Sincronizagao no modelo HR

Neste trabalho vamos apresentar um estudo do modelo de neuronios de Hindmarsh-Rose,
desde o caso de um neuronio HR isolado, com suas propriedades dinamicas fundamentais,
até o acoplamento entre dois neurdnios e em redes unidimensionais (HR-1D) e bidimensio-
nais (HR-2D) [26, 27]. Utilizaremos acoplamento via sinapses elétricas, também chamado
acoplamento elétrico ou difusivo [2], e entre primeiros vizinhos. Uma das motivagoes que
nos levou a escolha deste modelo foi o fato de que ele simula com grande proximidade o com-
portamento de disparos encontrado em neuronios reais. O modelo de Hindmarsh-Rose foi
construido especificamente para gerar os trens de pulsos observados nas células do ganglio
visceral do caracol Lymnaea stagnalis. Portanto, o conceito que surge naturalmente ao ana-
lisarmos o acoplamento entre neuronios HR é o de sincronizacao de oscilacoes, entendido
como uma correspondéncia que ocorre nas freqiiéncias, fases ou outras caracteristicas das
atividades dos neuronios interagentes. A evidéncia experimental da sincronizacao entre um
neurénio eletronico HR e um neurénio biolégico, reportada por Szlcs et al. 28], sugere
também que o modelo HR seja apropriado para o estudo computacional sistematico da
dinamica de redes neuronais. Neste trabalho, os autores acoplaram um circuito integrador
analégico das equagoes de Hindmarsh-Rose com um neuronio biolégico de uma lagosta, in
vitro. Foi observado que, embora o integrador eletronico nao reproduza exatamente o sinal
correspondente ao potencial de membrana do neurdnio biolégico, ainda assim observa-se
a sincronizagao entre os trens de pulsos. Como existe um consenso (veja [26] e [28] e as
referéncias destes artigos) de que a sincronizagao entre trens de disparos desempenha um
importante papel no funcionamento de sistemas neuronais bioldgicos, conclui-se que o com-
portamento apresentado durante a simulagao numérica de um conjunto de neuronios HR
possa ser considerado como biologicamente plausivel.

A sincronizagao de neurénios é uma importante area de pesquisa em neurosciéncia [29].
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Por exemplo, a sincronizagao parece ser o mecanismo central responsavel pelo processamento
de informagao nas diferentes areas do cérebro, e também o mecanismo de comunicacao entre
essas areas. Resultados de experimentos feitos com animais indicam que a sincronizacao da
atividade neural no cértex visual é responsavel pela ligacao entre diferentes caracteristicas
visuais, de modo que um padrao visual possa ser reconhecido como um todo [30]. Outra
evidéncia ¢é a sincronizacao da atividade oscilatéria no cértex sensorio-motor, que parece
estar relacionada a coordenacdo do controle motor [31]. Em relacao a varias doengas neu-
rolégicas como a epilepsia [32] e tremores patoldgicos [33], sabe-se que a sincronizagao
desempenha um papel fundamental. Nos sinais de eletroencefalograma, o disparo de grupos
de neuronios, quando sincronizados, gera flutuagoes mensuraveis com oscilagoes em bandas

de freqiiéncia entre 2 e 60 Hz [34].

Organizacao deste trabalho

Organizamos o trabalho da seguinte forma. No Capitulo 1 estd uma introducao a redes
neuronais e as motivagoes que nos levaram a desenvolver este tema. No Capitulo 2 fizemos
uma revisao dos conceitos referentes ao modelo de Hindmarsh-Rose, apresentando suas pro-
priedades dinamicas principais, como regimes de disparos, em especial, a geragao de trens
de pulsos, a transicao entre atratores, etc. Ao final, apresentamos a teoria de sincronizacao
e a respectiva terminologia utilizada neste trabalho, na Secao 2.4.2. Nos capitulos seguintes
apresentamos nosso trabalho de pesquisa, o acoplamento elétrico em trés sistemas distintos:
entre dois neurénios HR (Capitulo 3), entre N neur6nios em uma linha, ou acoplamento
unidimensional (Capitulo 4) e entre N = L X L neurdnios em um quadrado, ou acoplamento
bidimensional (Capitulo 5). No Capitulo 6 estd a conclusao. Em todos os procedimentos
computacionais consideramos a integracao numérica das equacoes HR através de um algo-

ritmo adaptativo de Runge-Kutta [35].



Capitulo 2

Modelos de Neuronios Biol6gicos

Neste capitulo de revisao, discutiremos os conceitos béasicos referentes ao modelo de Hindmarsh-

Rose e teoria de sincronizagao.

2.1 O neurodnio biolégico

Na introducao, definiu-se o neuronio como um processador elementar de informagao, di-
vidido em trés partes com funcionalidades distintas: entrada, central de processamento e
saida, que é o modo como os modelos de redes neuronais artificiais o caracterizam. Os
modelos biolégicos, por outro lado, procuram caracterizar o neurénio através de parametros
que representam propriedades bioldgicas presentes no neurdnio real, como, por exemplo,
concentracao de ions, difusao de neurotransmissores, etc.

Como uma primeira aproximacao, a preocupagao fundamental no estudo de um neurénio
biolégico refere-se a questao da transmissao de informacao entre os neuronios em uma rede
neuronal. Como um neurénio se comunica com outro? A resposta, como ja vimos, estd no
potencial de acao, a unidade elementar de transmissao de informacao do neuronio. Visto
que os pulsos de um dado neuronio se parecem e sua forma nao muda enquanto ele se
propaga pelo axonio, a forma do potencial de acao nao carrega nenhuma informagao, isto
é, um pulso individual nao carrega informagao. O que importa é o nimero e o momento
dos disparos, ja que um neuronio, frente a injecao de um estimulo externo por um certo
intervalo de tempo, geralmente responde com uma sequéncia de pulsos [36]. Além disso, os
potenciais de acao em uma sequéncia de pulsos normalmente apresentam-se bem separados

— podendo, também, aparecer intercalados por longos intervalos onde nao ha disparo algum,
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como veremos na se¢ao seguinte. Mesmo com um estimulo muito forte, é impossivel excitar
um segundo disparo durante ou imediatamente depois de um primeiro. Este intervalo de
tempo em que nao ha disparo caracteriza a distancia minima entre dois pulsos, ou periodo
refratdrio absoluto do neuronio, cuja duracao é de uns poucos milisegundos. Também existe
um periodo mais longo, durante o qual o neuronio é menos excitavel do que normalmente,
de forma tal que um potencial de acao é produzido somente quando o estimulo ultrapassar
um limiar maior do que o normal. Este é o chamado periodo refratdrio relativo e pode durar
até &~ 50 ms. O periodo refratario fornece uma escala de tempo para os eventos neuronais,
e outra escala é fornecida pelo retardamento sinaptico nas sinapses quimicas, conforme foi
comentado na introduc@o (pode levar entre décimos de milisegundo até 3-4 ms). Sinapses

elétricas nao possuem este tipo de atraso na transmissao de um potencial de agao.

2.2 Resposta de um neurdnio a estimulos externos

Experimentalmente, estuda-se a dindamica neuronal com uma injegao de corrente I(t) através
de um eletrodo intracelular em um neuronio isolado. Tal procedimento foi realizado pela
primeira vez por Hodgkin e Huxley no axonio gigante de uma lula, em 1939 [37]. Supondo
uma corrente degrau I(t) = 0, se t < to, e I(t) = 3, se t > to, de modo que o neurdnio
analisado esteja em repouso para t < tg, isto é, seja quiescente, e que a corrente (3 seja
suficientemente grande para gerar disparos em t > ty, entao temos quatro possibilidades de

resposta, que classificam o neurénio do seguinte modo [36]:

e Neuronios de pulsos requlares. Respondem a corrente injetada com uma série de pulsos
onde os intervalos entre eles aumenta sucessivamente até que um estado estacionario
de disparos periddicos seja alcangado, conforme mostra a Figura 2.1A. Isto sugere que

estes neuronios sofrem um tipo de adaptacao ao estimulo recebido.

e Neuronios de pulsos rapidos. Respondem a corrente injetada com uma série de pulsos

que nao mostra nenhum tipo de transitério de adaptacao — Figura 2.1B.
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Fig. 2.1: Resposta de um neurdénio a um estimulo externo, uma corrente degrau: (A-C)
I(t) =0, set < tyg, e I(t) = [, se t > ty, com (3 suficientemente grande para
gerar disparos em t > to; (D) I(t) < 0, set < to, e I(t) = 0, set > to.
(A ) Neurdnios de pulsos regulares exibem adaptacdo nas séries de pulsos. (B)
Neurénios de pulsos rapidos nao exibem adaptagao. (C) Neurdonios de trens de
pulsos respondem com sequéncias de pulsos que sao interrompidas por intervalos
de quiescéncia. (D) Neurdonios de pulsos de rebote respondem com um ou mais

pulsos individuais apds uma corrente inibitoria ser “desligada” [36].

1. Para um estimulo constante de corrente, este grupo

e Neuronios de trens de pulsos
responde com sequencias de pulsos que sao interrompidas por longos intervalos de
quiescéncia, onde nao se da nenhum disparo, isto é, trens de pulsos — Figura 2.1C.
Os trens de pulsos podem ser gerados tanto periédica quanto caoticamente. Em
particular, o modelo de Hindmarsh-Rose, que sera analisado neste trabalho, simula

este grupo de neurdnios, produzindo trens periddicos e cadticos, além de outros regimes

de disparos, dependendo de uma escolha de parametros.

! Do inglés bursting neurons.
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e Neuronios de pulsos de rebote. Neste grupo considera-se uma entrada inibitéria “des-
ligada” no tempo to, isto é, I(t) < 0 set < tg e I(t) = 0 set > ty, e a resposta
é o rebote pos-inibitorio, um ou mais pulsos tnicos, de “rebote”, conforme mostra a

Figura 2.1D [38].

2.2.1 Neuronios biolégicos e trens de pulsos cadticos

Hayashi e Ishizuka [39] descreveram em detalhes uma série de experimentos mostrando que
um comportamento cadtico surge quando certas quantidades de corrente sao injetadas em
um neuronio isolado do molusco Onchidium. Especificamente, eles encontraram trens de
pulsos cadticos em suas medidas. Mpitsos et al. [40] também apresentaram evidéncias de
atividade cadtica em neurdnios nao-isolados da espécie Pleurobranchaea californica (cara-
col), utilizando como ferramentas o espago de fases e a dimensao de correlacdo de suas
observagoes. Outras experiéncias mostraram que oscilagoes cadticas de trens de pulsos sao
encontradas em diversas espécies, como moluscos, crustaceos e vertebrados, sugerindo que
este tipo de comportamento pode ser o estado normal da atividade neuronal [41]. Assim,
o carater cadtico de resposta de neuronios reais deve ser considerado no modelamento de
neuronios bioldgicos. Esta é mais uma motivagao para a escolha do modelo HR em nosso
trabalho, que pode gerar trens cadticos, como dissemos acima, entre outras respostas a
estimulos externos. Na Figura 2.2 mostramos o potencial de membrana do neurdnio esto-

matogéstrico da lagosta Panulirus interruptus, exibindo trens de pulsos caéticos [42].

2.3 O modelo de Hindmarsh-Rose (HR)

O modelo de Hindmarsh-Rose (HR) [9, 10] é construido a partir de uma modificagao do mo-
delo de FitzHugh e Nagumo (FN) [22, 43], um gerador de pulsos rdpidos, e de resultados de
medidas experimentais, com a propriedade de que cada sequéncia de pulsos seja separada
por um intervalo de quiescéncia. Ou seja, o modelo HR ¢ essencialmente um modelo de
neuronios de trens de pulsos — embora admita outras solugoes. Na construgao de seu mo-
delo, Hindmarsh e Rose basearam-se diretamente nas experiéncias realizadas por Thompson

e Smith em neurénios do caracol Lymnaea stagnalis [41], que exibe uma resposta de trens
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Fig. 2.2: Euvidéncia experimental de trens de pulsos caoticos no neuronio estomatogdstrico

da lagosta Panulirus interruptus [42].

de pulsos cadticos com a injecao de uma corrente externa constante e positiva.

Hindmarsh e Rose estudaram uma grande variedade de modelos de neurénios que des-
crevem o potencial de membrana e os vérios aspectos da conducgao ionica presentes em
um neuronio real. Alguns de seus modelos sao bidimensionais, mas sabe-se do teorema de
Poincaré-Bendixon [44] que tais modelos ndo podem exibir trens ou pulsos caéticos. Con-
tudo, o comportamento de trens cadticos é observado nos sistemas de trés dimensoes por
eles proposto. Embora modelos de baixa dimensao ignorem explicitamente muitos canais
ionicos presentes em um neurdnio real, os modelos de neuronios HR centralizam-se no com-
portamento de resposta do potencial de membrana frente a injecao de corrente externa: sao

modelos de potencial de membrana.

2.3.1 O modelo HR de duas variaveis

O modelo HR de trés variaveis que estudaremos neste trabalho é uma extensao de um

modelo de duas varidveis, definido como [9]

dz
dt
dy
dt

= f(z,y) +1(t) =y — az’ +ba” + I(t),

= g(z,y) =c—da® —y, (2.1)
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onde a, b, ¢ e d sao constantes. A funcao f(x,y) é cibica no potencial de membrana x e
satisfaz a condicao xh_)rglof(x,y) = —o00, se a > 0, do mesmo modo que no modelo FN. A
funcao g(z,y) é quadratica em x. A diferenga entre estas equagoes e o modelo FN é que
as curvas nuliclinais-y, isto é, o conjunto de pontos tais que ¥ = 0 = y = ¢ — da?, sdo
pardbolas ao invés de linhas retas. Como resultado, a dinamica do sistema (2.1) possui trés
pontos fixos, contrariamente ao modelo HR de duas variaveis apresentado anteriormente
por Hindmarsh e Rose [45], que possuia apenas um ponto fixo. O objetivo em escrever o
modelo bidimensional (2.1) é possibilitar uma predigao dos comportamentos de disparos de

pulsos rapidos observados no ganglio visceral do Lymnaea stagnalis.

2.3.2 O modelo HR de trés variaveis

A célula nervosa da Lymnaea nao dispara indefinidamente, mas, apés um certo periodo, os
pulsos terminam com uma lenta onda hiperpolarizante — veja a Figura 2.3B. Um modo
simples de produzir este efeito é a introducao de uma corrente lenta, que gradualmente
hiperpolariza a célula e produz adaptacao, como o observado em neurénios de moluscos [46].
Matematicamente, Hindmarsh e Rose adicionaram uma corrente de adaptacao z ao sistema
de equagoes (2.1), e assumiram que Z é uma funcao linear do potencial de membrana?.

Assim, o modelo HR de trés varidveis é dado por [9, 10]

e _ y —ar® + b + I(t) — 2,

dt

O;—:g = c—da*—vy,

% = —rz+7rS(x — x), (2.2)

onde a = 1,0, b = 3,0, ¢ = 1,0 e d = 5,0. O sistema HR (2.2) descreve em unidades
adimensionais o potencial de membrana z(t) e utiliza duas varidveis auxiliares, y(t), que
representa o conjunto de canais ionicos rdpidos associados ao transporte de Na™ e KT, e
z(t), uma varidvel “lenta” que captura a dinamica lenta dos outros canais idnicos presentes

(por exemplo, Ca?"). Em conjunto, as varidveis y e z sao responsdveis pelo comportamento

2 Qutros autores representam a adaptacao como uma varidvel de condutancia definida por uma curva

sigmoidal [47].
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Fig. 2.3: Modelo HR de trés varidveis, agora com adaptac¢io incluida. (A) Solugao
numérica de (2.2) com a =1,0,b=3,0,c=1,0,d=5,0,r=0,001, S=1,0
e um pequeno pulso de corrente (I = 1,0), mostrando o desenvolvimento de um
trem de pulsos. (B) Exemplo de um trem de pulsos de uma célula do ganglio
visceral do caracol Lymnaea stagnalis. Os pulsos tendem a ter uma acelerag¢ao

inicial durante a aplicagao da corrente. (C) Solu¢ao numérica como em A, mas

com S =4,0 [9].

de trem de pulsos neste modelo. As respostas a um curto pulso de corrente despolarizante
depende dos valores dados as constantes 7, a escala de tempo para a corrente de adaptagao
lenta, e S, a escala de influéncia do potencial de membrana na dinamica lenta. Para o caso
r =0,001 e S = 1,0, um trem de potenciais de agao é obtido (Figura 2.3A), similar aos
observados experimentalmente na Lymnaea (Figura 2.3B) [9]. Para r = 0,001 e S = 4,0, a
resposta mostrada na Figura 2.3C é obtida, que também ¢é similar aos pulsos despolarizantes
observados por Thompson e Smith. Como se observa, depois dos trens, o modelo lentamente
hiperpolariza a um valor de x que é mais negativo do que o valor inicial do potencial de

membrana, xy. Quando esta hiperpolarizagao é completa, os valores de x retornam muito
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Fig. 2.4: Geracao de (A) trens de pulsos periddicos (9 pulsos/trem) e (B) pulsos rapidos,
obtidos, respectivamente, para I = 2,0 e I = 4,0 e os parametros a = 1,0,

b=3,0,¢c=1,0,d=5,0,r=0,001, S=4,0 z9g =—1,6 na equacao (2.2).

lentamente ao valor original xy, conforme mostram as Figuras 2.3A e 2.3C.

2.3.3 Comportamento de trens de pulsos cadticos

Como observado no inicio desta se¢ao, Thompson e Smith produziram trens cadticos em
neuronios do ganglio visceral do caracol Lymnaea stagnalis a partir de uma corrente cons-
tante e hiperpolarizadora. Do mesmo modo, as equagoes HR (2.2) simulam trens de pulsos,
cadticos ou nao, e outras solugoes, quando o parametro de corrente I é fixo em um valor
constante e positivo. Por exemplo, na Figura 2.4 mostramos algumas solucoes numéricas
para diferentes valores de corrente aplicada I. Em 2.4A é gerado um padrao peridédico de
trens de pulsos, com 9 pulsos/trem, obtido para uma corrente I = 2,0. Estes trens sdo
similares aos da célula R15 da Aplysia [48]. Considerando agora um valor maior de cor-
rente, I = 4,0 — Figura 2.4B —, hd uma descarga continua de alta freqiiéncia, e nao ha
mais o comportamento de trens de pulsos: o modelo apresenta um regime de pulsos rapidos.
Por outro lado, com os valores de parametros definidos como a = 1,0, b = 3,0, ¢ = 1,0,
d=>5,0,r=0,0021, S = 4,0, zg = —1,6 e uma corrente constante I = 3,28, obtém-se
um comportamento de trens de pulsos caéticos para o potencial de membrana z(t), como

mostrado na Figura 2.5A, onde também podem ser visualizadas as varidveis y(t) (Figura
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a=1,0]c=1,0|r=0,0021 | 2= —1,6
b=3,0|d=50| S=4,0 | =328

Tab. 2.1: Pardametros geradores de trens de pulsos cadticos do modelo HR, equagao (2.2).

2.5B) e z(t) (Figura 2.5C). Os trens cadticos evidenciados aqui s@o essencialmente os obser-
vados experimentalmente por Thompson e Smith [41]. Para futura referéncia, resumimos
na Tabela 2.1 os parametros geradores de trens de pulsos cadticos no modelo HR (2.2). Na
secao seguinte analisaremos o modelo do ponto de vista do espaco de fases, verificando quais

sao os regimes de disparos possiveis.

2.3.4 Analise no espaco de fases
Geracao de trens de pulsos cadticos

Vamos examinar agora a geragao de trens de pulsos cadticos no modelo HR, isto é, a equagao
(2.2) com os parametros da Tabela 2.1. Inicialmente consideramos as séries temporais
do potencial de membrana x e da varidvel de adaptagao lenta z, Figuras 2.5A e 2.5C,
respectivamente, entre ¢ = 0 e ¢ = 350, de modo que se observe um trem de pulsos, um
intervalo de quiescéncia e o inicio de outro trem. A Figura 2.6 mostra estas duas séries,
onde a variavel z sofreu uma translagao e uma dilatacao verticais, de modo que pudesse ser
visualizada juntamente com a série temporal de x. A escala indicada a direita do grafico
refere-se aos valores maximo e minimo da variavel z. A idéia, com isso, é verificar a relacao
entre a inclinagao dz/dt e a geragdo dos pulsos. Como se pode ver, um pulso é iniciado
aproximadamente quando ocorre a mudanga na inclinagdo de z, no instante que dz/dt < 0
passa para dz/dt > 0. Isto se verifica tanto no inicio de um pulso individual quanto no inicio
de um trem de pulsos®. Contudo, o inicio de um trem de pulsos é sempre precedido por um
longo intervalo de quiescéncia, e, neste caso, dz/dt < 0 demora um tempo consideravelmente

maior para mudar para dz/dt > 0. Neste sentido, pode-se dizer que, de um modo geral,

3 No caso de trens periédicos esta mudanca na inclinacio de z ocorre somente quando inicia um novo

trem de pulsos.
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Fig. 2.5: Solucao de trens de pulsos cadticos do modelo HR (2.2), com os wvalores de

parametros da Tabela 2.1. (A) Potencial de membrana z(t). (B) A varidvel

y(t) € uma varidvel auziliar, responsdvel pelo comportamento de alta freqiiéncia.

(C) A wvaridvel z(t) é uma varidvel de adaptacao lenta.
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Fig. 2.6: Séries temporais de x(t) e z(t), Figuras 2.5A e 2.5C, respectivamente, entre t = 0
et =350. A varidvel z(t) sofreu uma translagao e uma dilatag¢do verticais para
que pudesse ser visualizada juntamente com x(t). A gerac¢ao de pulsos individuais
e de trens de pulsos estd relacionada a mudanca na inclinacao de z: aprorima-
damente no instante em que dz/dt < 0 passa para dz/dt > 0. Os pontos o ... asg

sao discutidos no texto, juntamente com a Figura 2.9.

dz/dt > 0 nos trens de pulsos, e dz/dt < 0 nos intervalos de quiescéncia. Esta propriedade,
que vale para qualquer valor de corrente I que produza trens de pulsos, sera utilizada quando
estudarmos o modelo HR-2D, no Capitulo 5. Na Figura 2.6 indicamos também oito pontos,
a1 ...ag, que serao analisados mais adiante, juntamente com a Figura 2.9.

Como dissemos na Segao 2.3.1, o modelo HR de duas variaveis (2.1) possui uma varidvel
de recuperacao quadratica em z, cuja nuliclinal ¢ y = ¢ — dz?. Como resultado, o sistema
(2.1) apresenta trés pontos fixos, e os potenciais de agao sao do tipo pulsos répidos. Com
a introducao de uma terceira varidvel, z, de adaptacao lenta, o modelo resultante (2.2)

permanece com os trés pontos fixos do modelo de duas varidveis, mas agora com a capacidade
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de produzir longos intervalos de quiescéncia. A geracao dos trens de pulsos esta ligada
diretamente ao modo como as solugoes de (2.2) sao conduzidas pela varidvel z através dos
pontos fixos. Estes, por sua vez, podem ser determinados a partir da interseccao das curvas

nuliclinal-z e nuliclinal-y, isto é,

Tt = 0=>y=a>—32> -1+ 2z,

y = 0=y=1-—>52" (2.3)

no plano (z,y), para z e I constantes. Como a série temporal da varidvel z oscila aproxi-
madamente no intervalo [2,9; 3,4] — veja a escala a direita na Figura 2.6 —, mostramos na
Figura 2.7 a intersecgao das curvas y = z° —3z% — [ +2,9 (linha fina) e y = 2* —32? — I +3, 4
(linha tracejada) com a curva y = 1 — 522 (linha cheia), onde I = 3,28 (regiao de trens
de pulsos cadticos). Pode-se ver que, para valores z ~ 2,9, as curvas © = 0 e y = 0
interceptam-se em apenas um ponto, ajs, e quando z ~ 3,4, elas interceptam-se em tres, a,
ay e az. Através de aproximacgoes lineares para as equagoes que descrevem x e y em (2.2)
pode-se analisar a estabilidade desses pontos fixos [9, 49]. Para o ponto fixo (z,r,y,f), a
aproximacao linear é dada por
(0} Uy

= A(zpy) ) (2.4)

Us U2

onde u; e up sdo as coordenadas cuja origem estd em (Z,f,Y,f) €

of of 9.2
A([E ) _ O dy _ 3xpf + 6$pf 1 (25)
" ] “10z,; 1)
Oz (@pssyps) P

onde f(z,y) e g(x,y) estao definidos em (2.1), com os valores da Tabela 2.1. O tipo de
ponto fixo é obtido a partir dos sinais do trago e do determinante de A(x,s):

Tr(A(zyp)) = =35, + 6xyp — 1,

Det(A(zpp)) = 3ai; +4ayy. (2.6)

Sendo Tr(A(r,s)) negativo para todos os valores de z,; exceto aqueles entre (3 — 1/6)/3 ~
0,183 e (3 4+ v/6)/3 ~ 1,816, e o Det(A(x,;)) positivo para todos os valores de z,; exceto
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Fig. 2.7: Os pontos fizos da dinamica (2.2) podem ser determinados pela intersec¢ao das

X

nuliclinais (2.3) no plano (x,y), para z e I constantes. Mostra-se aqui a in-

tersecao das curvas y = x> — 3x* — I +2,9 (linha fina) e y = 23 — 32°> — [ + 3,4

(linha tracejada) com a curva y = 1 — 5% (linha cheia), onde I = 3,28 (regido

de trens de pulsos cadticos). A partir da Tabela 2.2 determina-se o tipo de ponto

fixo em cada intervalo x.

aqueles entre —4/3 ~ —1,333 e 0, entao o eixo z fica divido em cinco regides, de acordo com

os sinais de Tr(A(z,f)) e Det(A(z,f)).

fixos em funcao da regiao a que z,¢ pertence. Comparando estes intervalos com a Figura

A Tabela 2.2 mostra os tipos possiveis de pontos

2.7, vemos que o ponto a; (regiao I) trata-se de um né estével, o ponto ay (regiao II) é um

ponto de sela e os pontos aj e aj (regido IV) sao focos (espirais) instaveis.

Veremos agora que a transigdo das solugdes de (2.2) por entre estes trés pontos fixos

é o que faz o modelo apresentar um comportamento de trens de pulsos. Primeiramente,

mostramos na Figura 2.8A o atrator tipico do modelo HR (2.2) no espaco (z,y, z), onde

considerou-se a mesma evolugao de sistema apresentada na Figura 2.6 (entre t = 0 e t = 350).

O ponto i é a condigao inicial considerada, (zg,yo,20) = (0,177951; —2,55064; 3,01242),

enquanto o ponto f corresponde ao final da integragdo (¢ = 350).

O trem de pulsos,
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Fig. 2.8: (A) Atrator tipico do sistema HR (2.2). O ponto i € a condigdo inicial e f € o

final da integragao do sistema (t = 350). (B) Projecao do atrator sobre os planos

(z,9), (z,2) e (y,2).
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regiao Tpf Tr(A(zyy)) | Det(A(zyf)) tipo de ponto fixo
I [—o0; —4/3] - + no estavel
I1 [—4/3;0] - - ponto de sela (instével)

I [0; (3 = v6)/3] -
IV | [(3-v6)/3;(3+V6)/3] +
\Y% [(3+v6)/3; +o] -

foco (espiral) estével

foco (espiral) instavel

+ 4+ +

foco (espiral) estével

Tab. 2.2: Tipos de pontos fizos da dinamica (2.2) em func¢ao do intervalo x. De acordo
com a Figura 2.7, vemos que o ponto ay trata-se de um nd estdvel (regido I), o
ponto ay € um ponto de sela (regiao II) e o ponto az ou a% € um foco (espiral)

instavel (regigo 1V).

o intervalo de quiescéncia e o inicio do outro trem sao imediatamente identificados. Na
Figura 2.8B estd a projegao do atrator sobre os planos (z,¥), (z, z) e (y, z). Nosso interesse
a partir de agora é o plano (z,z), conforme mostra a Figura 2.9, onde estd também a
evolucao das solugoes apresentadas na Figura 2.6. A curva em forma de “Z” na Figura 2.9A
(curva cheia) é a componente = dos pontos fixos da dinamica do subsistema répido (x,y),
para z e [ fixos, em funcdo de z. Ela foi obtida pela intersecgao das curvas nuliclinais (2.3),
como estd mostrado na Figura 2.7, e apresenta os trés pontos fixos do sistema HR (2.2).
O ramo inferior contém os pontos fixos estaveis da dinamica, ou seja, os nds estaveis; os
ramos intermediario e superior contém os pontos fixos instaveis, respectivamente, pontos de
sela e focos (espirais) instaveis. Este ultimo é o gerador dos ciclos limite que definem as
oscilacoes de alta freqiiéncia do modelo HR. As solucoes de ponto fixo estao sobre a curva
em “Z”, enquanto as solucoes periddicas distribuem-se entre valores minimos e maximos da
componente x até o ponto z, ;=328 ~ 3,36, quando cruzam a curva em “Z” no seu ramo
central e tornam-se solucoes de periodo 1, seguindo o caminho dos nds estaveis — veja a
Figura 2.10. A curva oscilante na Figura 2.9 é a projecao do atrator do sistema (2.2) sobre

o plano (z, z), enquanto a reta tracejada é a nuliclinal-z,

(2.7)
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Fig. 2.9: (A) Evolugdo no plano (x,z) das solugoes apresentadas na Figura 2.6. A curva
em “Z”7 contém os trés pontos fizos do sistema HR (2.2), a curva oscilante € a
projecio do atrator no plano (x,z) e a curva tracejada é a nuliclinal-z, equagdo
(2.7). (B) Ampliagao da figura mostrada em A, entre z = 2,90 e z = 3,40. Os

pontos aq . ..ag sao analisados no texto.
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Fig. 2.10: Figura 2.9A sobreposta com o diagrama de bifurcacdo da componente x do sub-

sistema rdpido (x,y).

Por definigao, ela separa o plano (z,z) em duas regides: acima de Z = 0, onde dz/dt > 0
e z aumenta lentamente, e abaixo, onde dz/dt < 0 e z diminui lentamente. A Figura 2.9B
é uma ampliacao da 2.9A. Os pontos 7 e f sao os mesmos apresentados na Figura 2.8A. A
trajetéria de um ponto de fase durante a evolugao do sistema (2.2) pode ser acompanhada
pelos pontos a; . . . ag nas Figuras 2.6 e 2.9B. Em ay € [21; 22), onde 23 ~ 2,940 e z5 ~ 3,096,
(2.2) apresenta apenas um ponto fixo, o foco instavel. Conseqiientemente, o modelo gera um
trem de potenciais de acao: qualquer condicao inicial perto deste ponto fixo faz o sistema
espiralar para fora até que entre em um ciclo limite. Na Figura 2.7 isto significa que & = 0
e y = 0 se interceptam em apenas um ponto. A medida que a corrente de adaptacao z
aumenta, a curva £ = 0 desloca-se para cima e intercepta y = 0 no ponto z9, quando é
criado um ponto de sela. Assim, em ay € (29, 23], (2.2) apresenta trés pontos fixos como
solucao. A curva & = 0 continua a deslocar-se para cima enquanto z aumenta, fazendo com
que o ponto de sela se aproxime cada vez mais das érbitas de ciclo limite do ponto de fase.

Eventualmente, esta proximidade faz com que o ponto de fase cruze a separatriz estavel
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do ponto de sela, o que acontece no ponto homoclinico zp 1328 = 23 ~ 3,379[], e entre
no estreito canal que liga o ponto de sela e o n6 estavel. Neste instante o trem de pulsos
é “desligado” e o sistema HR entra no periodo de quiescéncia (ponto «g). A partir dai, z
comeca a diminuir lentamente e a curva £ = 0 comega a deslocar-se para baixo na Figura
2.7, fazendo o ponto de sela aproximar-se do né estavel. Em ay € (29, 23], 0 ponto de fase
estd movendo-se para o né estavel, pelo caminho de hiperpolarizacao mostrado na Figura
2.6. Quando ele alcanga o ponto fixo, o que acontece em a5 (z ~ 3,104), a hiperpolarizacao
estd completa, isto é, o potencial de membrana alcanca um minimo. A partir dai, a varidvel
z continua a diminuir até que a curva & = 0 cruze y = 0 em dois pontos, o que ocorre em
z = zy (ponto «g). Portanto, em a7 € (21, 22) o sistema (2.2) apresenta novamente apenas o
foco instavel como solucao, e ocorre a despolarizacgao do potencial de membrana. O ponto
de fase, entdo, move-se para este ponto fixo e em z = z; (ponto ag) ele entra no ciclo limite,
quando a variavel z comecga a aumentar, a curva & = (0 passa a subir novamente na Figura
2.7 e inicia-se outro ciclo de trens de pulsos. Ou seja, a geragao dos trens de pulsos aparece
devido a uma regular alternancia entre um e trés pontos de equilibro do sistema (2.2) e esta

alternancia deve-se ao modo como a variavel de adaptacao lenta z evolui.

Transicao entre as solugoes do sistema HR

Tendo visto o comportamento dinamico do sistema (2.2) para as solugoes de trens de pulsos
cadticos, vamos agora analisar o plano (x, z) para o caso de uma corrente externa I pequena
e ir aumentando-a, observando os regimes de disparo que surgem. Antes vamos definir o
ponto de equilibrio z.; como a interseccao da nuliclinal-z com a curva em “Z”. Sendo esta
ultima a interseccao das nuliclinais # = 0 e y = 0, o ponto z.; determina os estados de
equilibrio de todo o sistema (2.2) — pela Figura 2.9A podemos ver que z.; é o tdnico
estado de equilibrio para um valor fixo de I (no caso, z. j—392s trata-se de um ponto de
sela). Assim, consideraremos daqui para frente a mesma condigao inicial da Figura 2.9,
(20, Yo, 20) = (0,177951; —2,55064; 3,01242), que estara indicada pelo ponto i, e os demais
parametros da Tabela 2.1.

Na Figura 2.11 utilizamos I = 0,5, sendo esta uma corrente insuficiente para gerar

4 Ponto onde se d4 o cruzamento da separatriz instavel e estdvel do ponto de sela.
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Fig. 2.11: Nenhum potencial de agao é gerado pelo sistema HR com wma corrente pequena

1 =0,5, pois o unico atrator nesse caso é um no estavel.

um potencial de acao, como indica a série temporal de x, na figura menor. Isto explica-se
pelo ponto de equilibrio 2. ;—g 5 estar localizado sobre o ramo inferior da curva em “Z”, ou
seja, o Unico atrator de (2.2) é um né estavel, e qualquer condigao inicial dirigir-se-a até
ele com a evolugao do sistema. Este regime permanece até I ~ 1,2, quando a nuliclinal-z
deslocou-se para cima e estd agora localizada aproximadamente na divisao entre o ramo
inferior e o central da curva em “Z” — veja a Figura 2.12. Nessa situacao, a dinamica
apresenta trés atratores, mas o ponto de equilibrio z. ;-2 ainda é o n6 estavel. Logo, o
ponto de fase nao consegue entrar em um ciclo limite, espiralando para dentro em direcao
a zey—12. Para I = 1,269 (Figura 2.13), o ponto de equilibrio mudou: é um ponto de
sela. Portanto, foi criado o ponto homoclinico zj ;-1 269, de modo que o ponto de fase
pode atravessar a separatriz de zj ;-1 269 € ir em dire¢ao ao foco instavel da dinamica (2.2),
entrando no ciclo limite que caracteriza um “trem de pulsos” periédico com 1 pulso/trem.
Em outras palavras, pode-se dizer que o né estavel perdeu sua estabilidade através de
uma bifurcagdo de Hopf [50] em I = 1,269. Assim, a partir deste valor de corrente, o

processo de geracao de trens de pulsos é basicamente o mesmo descrito anteriormente para
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0,00

Fig. 2.12: Em [ = 1,2 a dinamica apresenta trés atratores, mas o ponto de equilibrio ainda

¢ 0 no estdvel no ramo inferior da curva em “Z”.

Fig. 2.13: Em I = 1,269 o ponto de equilibrio é um ponto de sela; portanto, o ponto de
fase pode atravessar a separatriz do ponto homoclinico zj 1—1 269 € entrar em um

ciclo limite que caracteriza um “trem de pulsos” periddico com 1 pulso/trem.
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Fig. 2.14: Para I = 4,0 ha um regime de pulsos rdpidos, isto é, nao hda mais o regime
de quiescéncia, pois o ponto de fase nao cruza a separatriz do ponto de sela na

curva em “Z”.

a geracao de trens de pulsos cadticos. Para uma corrente I = 1,271 teremos um trem de
pulsos periédicos com 2 pulsos/trem e, na medida que I aumentar, serao criados trens de
pulsos periddicos com um nimero cada vez maior de pulsos/trem, até que os trens passem
a ser cadticos, em I = 3,223 — por exemplo, Figura 2.9, onde considerou-se I = 3, 28.
Finalmente, se a corrente for suficientemente grande, I > 3,372, o sistema (2.2) apresenta
um comportamento de disparos continuos — veja a Figura 2.14, onde I = 4,0. O ponto de
fase nao cruza mais o ponto homoclinico zj ;-4 sobre a curva em “Z”, de modo que nao

existem mais os intervalos de quiescéncia por entre os trens de pulsos.

Diagrama de bifurcacao At vs. [

Observa-se mais detalhadamente a transicao entre os regimes de disparo do sistema (2.2)
pelo diagrama de bifurcagao na Figura 2.15, onde estd mostrado o intervalo de disparos do
neuronio HR, At (intervalo ¢ entre dois pulsos sucessivos, para uma longa evolugao temporal

pés-transiente), versus a corrente I. Notando primeiramente a figura 2.15A, onde 0 < I < 4,
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Fig. 2.15: Regimes de disparo do neurénio HR, equagdo (2.2), mostrados através de um
diagrama de bifurca¢ao do intervalo de disparos At versus a corrente I. Em (A ),
o primeiro laco inferior, indicado pela seta, marca o inicio do regime periodico
de 2 pulsos/trem (quando assume o sentido vertical e cruza a reta At ~ 50).
(B) Ampliagcao entre 3,0 < I < 3,4, onde se destacam os regimes cadlicos e

para I 2 3,33, os pulsos continuos.
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o inicio dos regimes de trens de pulsos peridédicos pode ser identificado através dos lagos
inferiores do diagrama de bifurcacao. Cada novo pulso acrescentado em um trem ¢ iniciado
exatamente onde o lago assume o sentido vertical e cruza a reta At ~ 50. Por exemplo, o
primeiro lago vertical mostrado (indicado pela seta) ocorre em I = 1,271, e marca o inicio
do regime periddico de 2 pulsos/trem (o regime de 1 pulso/trem inicia em I = 1,269, onde
At ~ 423). O lago vertical seguinte ocorre em I = 1,330, e acrescenta mais um pulso a
oscilagao do trem anterior, isto é, marca o inicio do regime de 3 pulsos/trem, e assim por
diante. Em 3,029 < I < 3,034 — conferir na figura 2.15B — abre-se uma pequena janela
onde sao gerados trens cadticos com ~ 11 pulsos/trem. A seguir segue-se um regime de
trens periédicos com 11 pulsos/trem e uma segunda janela onde sdo gerados trens cadticos
com ~ 12 pulsos/trem, em 3,134 < [ < 3,150. Novamente segue-se um regime de trens
periédicos (12 pulsos/trem), e o neurénio HR entra num regime de trens de pulsos cadticos
em [ = 3,223. Todos estes resultados estao apresentados na Tabela 2.3. Em [ ~ 3,3, os
estados de quiescéncia do neuronio deixam de existir e, apds uma janela de periodicidade
em [ ~ 3,31, o regime de trens cadticos passa a pulsos continuos em I = 3,326 (periodo 8),
I = 3,328 (periodo 4), I = 3,335 (periodo 2) e finalmente para periodo 1 em I = 3,372.

Para I — o0, os pulsos tendem a desaparecer aperiodicamente.

Acréscimo de um pulso a dinamica

E interessante ver o que acontece com o atrator no plano (x,z) quando um pulso é acres-
centado a dinamica. Vamos usar como exemplo a passagem de 4 para 5 pulsos/trem, o que
ocorre em torno de I = 1,855 segundo a Tabela 2.3. Para I = 1,8, o neur6nio ainda esta
no regime de 4 pulsos/trem, como mostra o atrator periédico da Figura 2.16A. Quando
I = 1,853505, Figura 2.16B, percebe-se o surgimento de uma estrutura mais complexa, em
torno de z ~ 2,0, consistindo de um nimero aparentemente mensuravel de curvas paralelas,
separadas por espacos. A regiao retangular indicada pela letra B’ estda ampliada na figura
menor. A ampliagdo da regiao B” revela novamente a estrutura de curvas e, de fato, este
processo de multiplicacao de curvas pode continuar indefinidamente, pois trata-se de uma
estrutura fractal [44]. Objetos geométricos desta natureza nao possuem dimensao inteira,

resultando, a cada nova ampliacao, em uma seqiiéncia hierarquica de “niveis”, com uma
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1 regime de disparos

< 1,269 nao ha geracao de pulsos
1,269 trem periédico: 1 pulso/trem
1,271 trem peri6dico: 2 pulsos/trem
1,330 trem periédico: 3 pulsos/trem
1,561 trem periddico: 4 pulsos/trem
1,855 trem periédico: 5 pulsos/trem
2,131 trem peri6dico: 6 pulsos/trem
2,371 trem periédico: 7 pulsos/trem
2,576 trem periédico: 8 pulsos/trem
2,752 trem periédico: 9 pulsos/trem
2,903 trem periédico: 10 pulsos/trem
3,029 trens cadticos: ~ 11 pulsos/trem
3,034 trem periédico: 11 pulsos/trem
3,134 trens cadticos: ~ 12 pulsos/trem
3,150 trem periédico: 12 pulsos/trem
3,223 trens cadticos: ~ 12 pulsos/trem
3,233 trens cadticos: ~ 14 — 16 pulsos/trem
3,237 trens cadticos: ~ 12 — 25 pulsos/trem
3,326 | pulsos continuos e peridédicos: periodo 8
3,328 | pulsos continuos e periddicos: periodo 4
3,335 | pulsos continuos e periddicos: periodo 2

> 3,372 pulsos continuos e periddicos

Tab. 2.3: Regimes de disparos do sistema HR (2.2) em fungdo da corrente aplicada. Para
I > 3,372, os pulsos tendem a desaparecer e a tornar-se aperiodicos na medida

que I — o0.
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Fig. 2.16: Formagdo de um pulso no neuronio HR, vista pelo atrator no plano (x,z),
durante a passagem de 4 para 5 pulsos/trem: (A) I = 1,800000; (B) I =
1,853505; (C) I =1,854570; (D) I =1,854580 ¢ (E) I = 1,855000.
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Fig. 2.17: Série temporal do neuronio HR no regime indicado na Figura 2.16C.

estrutura que é praticamente idéntica em cada nivel, exceto por um fator de escala. Esta
propriedade de auto-similaridade caracteriza o atrator mostrado na Figura 2.16B como um
atrator estranho ou, simplesmente, caético®. Em relacao a dindmica do neurénio, esta es-
trutura aumenta de forma nao regular a largura do trem de pulsos, preparando a base onde
serd criado o novo pulso. Podemos dizer, portanto, que a Figura 2.16B corresponde ao 1°
estagio da formacao do pulso. No 2° estagio, 2.16C (I = 1,854570), forma-se o quinto pulso
em alguns trens, mas nao em todos, pois ainda estd presente a estrutura da Figura 2.16B —
a série temporal respectiva a este regime pode ser conferida na Figura 2.17. No 3° estéagio,
2.16D (I = 1,854580), o quinto pulso estd presente em todos os trens de pulsos, mas a sua
posicao dentro do trem ainda nao estd definida. No 4° e ultimo estégio, 2.16D (I = 1, 855),

o atrator é novamente periddico e o neurénio estd com uma dindmica de 5 pulsos/trem.

5 Atratores estranhos sdo também denominados caéticos devido & sensivel dependéncia as condicdes
iniciais. Porém, rigorosamente, atratores estranhos em sistemas dinamicos continuos apresentam, neces-
sariamente: (i) estrutura tipo-Cantor; (ii) auto-similaridade e (iii) dimensao fractal [51]. De acordo com
a satisfagao ou nao destes critérios, podem-se ter atratores cadticos que nao sejam estranhos. Existem
também atratores estranhos néo cadticos [52]. Neste trabalho nos referiremos ao atrator estranho mostrado

na Figura 2.16B-D como cadtico, apenas.
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Todo o processo descrito nas Figuras 2.16B-D ocorre no quarto lago vertical do diagrama
de bifurcacao da Figura 2.15, em [ ~ 1,855, quando At oscila caoticamente. E importante
notar, contudo, que os quatro primeiros pulsos, durante todo o processo de criagao do novo
pulso, permanecem com suas distancias fixas. A irregularidade que se observa refere-se a
distancia do ultimo pulso em um trem e o primeiro pulso do trem seguinte, como estd mos-
trado na Figura 2.17, a série temporal do neuronio HR no 2° estdgio de criacao do pulso.
Neste estagio, existem trens com quatro e cinco pulsos. Nos trens com cinco, a posicao do
quinto pulso oscila caoticamente, logo, At distribui-se nos dois intervalos indicados, At; e
Atsy, onde 50 < Aty S 75 e Aty ~ 275 — Aty. Nos trens com quatro pulsos, o tamanho dos
trens oscila irregularmente, e At alcanga o valor maximo Atz ~ 250. Como no 2° estdgio
a largura do trem de pulsos é maxima, estes sao os valores maximos alcancados por At
na transicao de 4 para 5 pulsos/trem. Esta é a origem dos lagos verticais do diagrama de

bifurcacao da Figura 2.15.

2.4 Sincronizacao

O conceito imediato que surge ao analisarmos um sistema oscilatério interagente é o de
sincronizacao de oscilacoes, definido uma correspondéncia que ocorre nas freqiiéncias, fases
ou outras caracteristicas dos sinais originados nesses sistemas. Essa correspondéncia for-
nece um método quantitativo para avaliar a evolucao do comportamento coletivo da rede
acoplada. Distingue-se aqui entre sincronizag¢ao mitua, onde os subsistemas interagentes
parcialmente afetam um ao outro para produzir oscilacoes sincronizadas, e sincronizacao ex-
terna ou for¢ada, onde as oscilagoes sincronizadas sao produzidas como resposta da acao de
uma forga externa. Em nosso estudo, consideraremos a sincronizagao mutua de osciladores

HR.
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2.4.1 Analise quantitativa

Se x;(t), 1 = 1,..., N, é o potencial de membrana da i-ésima unidade de um sistema HR

acoplado, entao a evolucao da atividade média da rede,

(z(1)) = %Zw (t), (2.8)

¢ uma quantidade que pode distinguir diferentes tipos de sincronizagao. Considerando as
oscilagoes de todos os neurdnios como aproximadamente periédicas, entdao z; = f(t + A¢;),
onde A¢; = ¢iy1 — ¢; € [0;27] é a diferenca de fase entre as unidades vizinhas, ¢ # N. A
atividade média desse sistema serd dada por (z(t)) = + SV f(t 4+ A¢y), que, no limite
N — oo e para f(t) periédica, pode ser expressa como (z(t)) = O%p((I))f(t + ®)dd,
onde p(®) é a distribuicdo de probabilidade das diferengas de fase A¢;. Quando houver

coincidéncia dos N estados (A¢; = 0), p(®) = §(P — D), e teremos
(x(t)) = x;(t) = f(t) = sincronizacao completa. (2.9)

Quando a distribuigdo de probabilidade for uniforme no intervalo [0; 27|, a rede nao estara
sincronizada e
1 21

(x(t)) = o f(®)dd = constante = ndo hd sincronizagdo. (2.10)
0

Na medida que algum parametro de sistema ¢é varrido, por exemplo, o acoplamento €, o
“ganho” na sincronizagdo é observado pelo transito de (z(t)) entre um comportamento
constante para um comportamento periddico, e sua amplitude de oscilagao é a quantidade

que discrimina diferentes tipos de sincronizacao:

1 T

o*(€) = f/o ({{we))e — (ze(1))) dt, (2.11)

sendo T o periodo de oscilagao, ({x.)); a média temporal da atividade média da rede e
(x.(t)) a atividade média no instante ¢, para o acoplamento e.

A atividade média é uma quantidade comumente utilizada em sistemas com muitos

osciladores interagentes (Capitulos 4 e 5). Para poucos osciladores, outras medidas sao

mais efetivas, como veremos no Capitulo 3.
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2.4.2 Terminologia

Para evitar-se ambigiiidades, é de extrema importancia definir o vocabulario em teoria de
sincronizac¢ao. Por exemplo, alguns autores utilizam o termo “sincronizacao” no sentido de
“sincronizagao completa”, ou seja, para caracterizar sistemas oscilantes cujos estados coinci-
dem no tempo [53]. Neste trabalho, contudo, se x1(t) e z5(t) sdo dois osciladores (periddicos
ou cadticos), consideramos sincronizagao quando for possivel definir uma diferenga de fase
AP(t) = ¢o(t) — ¢1(t) ~ constante durante um certo periodo de evolu¢do dinamica, de
modo que os osciladores possam estar 1) em fase (A¢(t) ~ 0); 2) em anti-fase (A¢(t) ~ )
ou 3) fora de fase (Ag(t) # 0)[°] — para um exemplo de sincronizagao em cada uma dessas
situagoes, entre osciladores periddicos, veja as Figuras 3.4B, 3.4E e 3.4A, respectivamente.
Esta definicao de sincronizagao mao exige a coincidéncia nas amplitudes dos osciladores,

apenas em suas freqiiéncias, portanto, “sincronizacao” é sinonimo de chaveamento de fase”.

Se houver coincidéncia na amplitude, teremos a sincronizaciao completa: x1(t) = o(t)[?]

— na Figura 3.6E mostram-se dois osciladores cadticos completamente sincronizados. Caso

nao seja possivel definir um A¢(t) ~ constante entre os sinais, nao hd sincroniza¢do — na

Figura 3.4D tem-se dois osciladores cadticos nao sincronizados.
Para um sistema composto por N osciladores, as idéias acima permanecem, mas as
possiveis relagoes de sincronizacao entre as unidades dao origem a uma classificacao, com a

condicao de sincronizagao dada por:
Api(t) = ¢;(t) — ¢i(t) ~ constante. (2.12)

Na sincronizacio global, cada unidade est4 sincronizada com todas as outras?, e a condicao

(2.12) sera satisfeitasei =1,2,...,N—1ej=1i+1,i+2,..., N. Na sincroniza¢ao parcial,

as unidades sincronizam em grupos. Ela é dita local quando um elemento sincroniza com

6 Diz-se que dois sinais fora de fase apresentam, entre si, uma defasagem Ad.
" Em sinais cadticos, a freqiiéncia de oscilacoes é definida em termos da fregiiéncia média de cada oscilador,

Q; = n;/7;, onde n; é o nimero de ciclos por intervalo de tempo 7; do i-ésimo oscilador, ¢ = 1,2. Para
7; suficientemente largo e 71 = 7o, torna-se possivel definir uma diferenca de fase se Q1 ~ Qq, embora as

amplitudes dos osciladores possam permanecer irregulares e nao correlacionadas [2].
8 A sincronizagdo generalizada estabelece uma relacao funcional do tipo o1 = f(z2) entre os sinais; a

sincronizagao completa é um caso particular desta, onde a fungao f é uma fungao identidade.
9 Em inglés, do tipo all-to-all.
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um elemento vizinho, isto é, para algum i < N, tem-se j = i + 1 na condi¢ao (2.12), e
nao-local quando a sincronizacao ocorre entre elementos nao vizinhos, j # ¢+ 1. Localidade
e nao-localidade podem ocorrer juntas, basta imaginar uma situacao onde, em uma rede, os
osciladores 1 e 2 sincronizam entre si e com os osciladores 7 e 8, de modo que estes conceitos
aplicam-se tanto a sincronizacgao entre elementos individuais quanto a sincronizacao entre
grupos.

Outra observacgao refere-se aos trens de pulsos gerados no sistema HR, que oscilam
em duas escalas de tempo distintas: de baixa e alta freqiiéncia. Exceto que se diga o
contrario, a terminologia de sincronizacao apresentada até agora refere-se as oscilagoes
de baixa freqiiéncia — definida pela varidavel z —, que sao as que permitem estabelecer
uma relacao entre as “posicoes” dos sinais no tempo, ou seja, suas diferencas de fase
Ag;(t). Quando nos referirmos a sincronizagao de alta freqiiéncia, estaremos falando da
sincronizacao dos pulsos nos trens. Por exemplo, na Figura 3.5C, os dois osciladores
estdo em fase (baixa freqiiéncia), e nos trens indicados por 23/24 os pulsos estdo em
anti-fase (alta freqiiéncia); ja na Figura 5.2B’ tem-se quatro osciladores em fase (baixa
freqiiéncia) e com seus pulsos nao sincronizados (alta freqiiéncia). De um modo geral, o

termo sincronizacdao de trens de pulsos'® designa a sincronizacao entre os trens de pulsos

dos sinais!!, enquanto sincronizacdao de pulsos'?, entre os pulsos, somente. Esta classi-

ficacao é 1til na descrigao da sincronizagao parcial. Por exemplo, nas estruturas coerentes
do modelo HR-2D, Figura 5.1, as partes claras (escuras) correspondem aos osciladores em
sincronizagao de trens de pulsos com uma diferenga de fase no intervalo [0; 7] ([m; 27]). Na
intermiténcia espago-temporal do modelo HR-1D, Figura 4.1, todos os osciladores estao lo-
calmente em sincronizacgao de trens de pulsos em fase (aproximadamente), e as estruturas
“triangulares” formam-se nos trens: as partes claras correspondem a sincronizagao de pulsos

em fase, enquanto nas partes escuras nao ha sincronizacao.

10 Do inglés bursting synchronization.

' Em sistemas idénticos — de mesma freqiiéncia natural 27/T —, a sincronizagao de trens de pulsos
corresponde também as oscilagoes de baixa freqiiéncia, pois Ag;(t) indica tanto a diferenga de fase dos

sinais como dos trens.

12 Do inglés spike synchronization.
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Acoplamento de Dois Neuronios HR

Neste capitulo estudaremos o modelo de dois neurénios HR acoplados, em duas apro-
ximagoes distintas. No regime periédico de acoplamento fraco vamos aplicar a dinamica
de fases, que nos permitirda determinar analiticamente os regimes de chaveamento de fase
entre os dois neuronios. No regime cadtico, a dinamica de fases nao pode mais ser apli-
cada, e iremos varrer o acoplamento e descrever os regimes de sincronizacao que surgem,

caracterizando os atratores pelos expoentes de Lyapunov e outras ferramentas de analise.

3.1 Modelo

O acoplamento de dois neurénios HR ¢ escrito a partir da equacao (2.2) como

dzx;

CZ =y —ax} +bxl —z+ 1 —e(v; — ),

dy;

d?i =c—dx} —y;,

dz;

d—i = —rz; +1rS(x; — x0), (3.1)

onde i, j = 1,2, € denota a intensidade de acoplamento e os demais parametros estao defini-
dos na Tabela 2.1. Os termos de acoplamento —e(z; —x;) s@o proporcionais as diferencas do
potencial de membrana e desaparecem se os estados dos neuronios vizinhos sao idénticos.
Este tipo de acoplamento é dito difusivo, isto é, entre primeiros vizinhos, que é o tipo de
interacao estudada neste trabalho. Nosso estudo divide-se em duas partes: na primeira,
consideraremos o regime de acoplamento fraco e = 0,0001 e corrente I < 3,0, onde o

neuronio HR é um gerador de trens de pulsos periédicos. Isto nos permitird utilizar a me-
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todologia da dinamica de fases [23, 24|, que expressa a interagao entre os osciladores como
a evolucao da sua diferenca de fase A¢ = ¢9 — ¢1. A dinamica de fases permite uma des-
cricao analitica das propriedades da sincronizacao entre osciladores quando o acoplamento
entre eles ¢é fraco, reduzindo o problema a um sistema com uma equagao de movimento por
oscilador, que governa sua fase. Na segunda parte de nosso estudo fixaremos a corrente
em [ = 3,28, onde o neuréonio HR é um gerador de trens de pulsos cadticos. Nesse limite,
a dinamica de fases nao pode ser aplicada, e nossa proposta serd verificar os regimes de
sincronizac¢ao que surgem na medida que o acoplamento é varrido, através dos expoentes de
Lyapunov [54], que informam sobre a estabilidade dos atratores para os quais as solugoes
convergem. A sincronizacao de osciladores cadticos é observada principalmente nos atrato-
res de topologia relativamente simples, que permitem a definicao de fase e freqiiéncia média
2 =n/7, onde n é o numero de ciclos por intervalo de tempo 7, como é o caso do neurdnio
HR. Nessa situacao, a sincronizacao cadtica é similar a sincronizacao periddica na presenca
de ruido [2]. A oscilac@o do neurénio HR em duas escalas de tempo distintas, de alta e baixa
freqiiéncia, e a instabilidade inerente do caos, proporciona uma rica variedade de regimes de
sincronizac¢ao, como trens periodicos em fase e anti-fase, trens cadticos em fase e anti-fase,
intermiténcia em que se alterna fase e anti-fase, pulsos em fase e anti-fase, entre outros.
Quando o acoplamento é forte, a interacao parcial entre os trens de pulsos nao é favorecida:
para € > 0,505 tem-se sincronizagao completa, e o sistema reduz-se ao problema de um
neuronio: r; = T».

Em relagao ao acoplamento de dois neuronios HR, citamos ainda os trabalhos de Pinto
et al. [55] sobre o acoplamento de dois neur6nios HR eletronicos, e Sziics et al. [28], sobre
o acoplamento de um neuronio HR eletronico e um neuronio biolégico. Estes trabalhos
confirmam a importancia deste modelo na caracterizacao do neuronio biolégico. Pesquisas

semelhantes entre o acoplamento de dois neurénios biolégicos também foram publicadas [56].
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3.2 Dinamica de fases

Para um oscilador periédico, isto é, cujas érbitas no espago de fases estao em um ciclo
limite, pode-se definir a fase ¢ como uma variavel angular que aumenta uniformemente com

o tempo e ganha 27 a cada rotagao,

=T, (3.2)

onde vy é 0 ponto no ciclo limite com fase ¢ e 27 /T é a freqiiéncia de oscilagoes. Introduzida
dessa forma, ¢ rota uniformemente e corresponde a uma direcao neutramente estavel no
espaco de fases, ou seja, com expoente de Lyapunov igual a zero, visto que nao ocorre nem
contracao nem expansao do volume de fases na direcao de rotacao. Se o acoplamento é
fraco, e causa apenas uma pequena perturbagao P(v), v = (z,y, 2), nos ciclos limite dos
neuronios desacoplados, entao a dinamica do sistema perturbado pode ser aproximada a

partir de (3.2)[']:
do(v)
dt

~ 1+ Z(¢)P(v), (3.3)

sendo Z(¢) = 0¢/0v|,—,, a mudanca de fase no ciclo limite para a perturbacao considerada
e P(v) o termo de acoplamento na equagao (3.1). Para derivar a equacao (3.3) escolhe-se
um ponto vy no ciclo limite e um ponto v perto de vy, e entao mede-se a diferenca nas fases
entre vy e v. No limite |[v — vg| — 0, esta diferenga, dividida por |v — vg|, d4 a funcdo
Z(¢). Assim, se a diferenca de fase entre os osciladores é A¢, o sistema fica completamente

determinado pelo acoplamento efetivo I'(A¢), definido como

d(A¢) 1

i LA =g /0 Z(6)P(6, Ad)do, (3.4)

onde P(¢p,A¢) é o termo de acoplamento expresso como fungao das fases. Os diversos
regimes de chaveamento de fase sao encontrados através dos zeros da parte anti-simétrica

da equacdo (3.4) — com A¢ € [0;7] —, denotada por I'"(A¢), que correspondem aos
d(

pontos fixos do sistema. A inclinacao de dAt¢) determina, portanto, a estabilidade desses

d(Ad)
di

pontos fixos: < 0 sao os pontos estaveis, onde a diferenca de fase A¢ é chaveada, e

! Esta aproximacio deve-se a Y. Kuramoto [57], e 0 método da dinamica de fases, por isso, é conhecido

também como método do acoplamento efetivo de Kuramoto.
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d(A9)
dt

> (0 sao os pontos instaveis. Como muitos regimes de chaveamento de fase podem
existir para um mesmo conjunto de parametros, porém com condigoes iniciais diferentes,
caracteriza-se aqui a multi-estabilidade de fase, que é a existéncia simultanea de regimes
de sincronizacao estaveis com diferentes A¢. Os possiveis regimes aumentam em nimero
quanto mais sub-harmoénicos da freqiiéncia basica de oscilagao possam ser distinguidos no
espectro de poténcias [58]. Logo, é de se esperar que o aumento na corrente — dentro do
intervalo onde o neuronio HR é periddico — cause um correspondente aumento nos regimes
de chaveamento de fase, pois as freqiiéncias de disparo dos neuronios aumenta.

O método da dinamica de fases tem sido aplicado em diversas situagoes experimentais e
tedricas [59]. Se o acoplamento aumenta, contudo, o atrator é modificado, e a aproximagao
(3.3) nao é mais valida. Além disso, no modelo HR, se I 2 3,0, o sistema entra em um regime
de disparos cadtico, e nao somente a fase ¢ nao pode mais ser considerada uniforme, como
A¢ é indefinida: a cada oscilagao, o periodo 7" e o nimero de pulsos/trem dos neuronios

mudam?.

3.2.1 Analise de multi-estabilidade

Vamos mostrar agora como a dinamica de fases preve regimes de chaveamento no modelo
HR de dois neuronios. Na Figura 3.1 esta a parte anti-simétrica do acoplamento efetivo,
I'"(A¢), onde consideramos o acoplamento ¢ = 0,0001 e correntes I = 1,85 (linha ponti-
lhada) e I = 1,86 (linha cheia), que correspondem a regimes periédicos de 4 e 5 pulsos/trem,

respectivamente. Conforme vimos, os zeros de I'"(A¢) sao os pontos fixos do sistema; os

d(Ad)
dt

regimes de chaveamento de fase ocorrem nos pontos fixos estaveis, onde < 0. Assim,
para I = 1,86, temos quatro pontos fixos estaveis: A, B, C e D, que determinam o chave-
amento de fase em A¢ = 0,00647; 0,11657; 0,21467 e 7 (anti-fase), respectivamente. Nas

figuras A, B, C e D inferiores confirma-se a previsao da dinamica de fases: os quatro regi-

2 Para osciladores caéticos, a fase é definida numa secdo de Poincaré do atrator cadtico como uma funcao

linear do tempo: ¢(t) = 271'% + 2mn, t, <t < t,41, onde t, é o instante de tempo do n-ésimo

cruzamento de uma trajetéria do atrator na secao considerada [60]. Portanto, ¢ aumenta em 27 a cada

rotagdo e é uma varidvel neutramente estdvel, do mesmo modo que a fase na equacao (3.2); porém, esta

definicao é ambigua, pois depende essencialmente da escolha da secao de Poincaré.
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Fig. 3.1: Parte anti-simétrica do acoplamento efetivo, I'"(A¢), com A¢p em unidades de

m, para € = 0,0001. A, B, C e D sdo os pontos fixos estdveis para a corrente

I = 1,86 e determinam o chaveamento de fase em A¢ = 0,0064nw; 0,11657;

0,21467 e 7w (anti-fase), respectivamente (figuras A, B, C e D inferiores). A’,

B’, C' e D’ sdo os pontos fixos instaveis. Para I = 1,85, E e A’ sao dois pontos

fizos estdveis, onde A¢p = 0,22467 e 0 (fase), respectivamente (figuras E e A’

inferiores); D é ponto fizo instdvel.
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mes de sincronizacao, com a diferenca de fase indicada. A’, B’, C’ e D’ sao os pontos fixos
d(

instaveis, onde dAf) > 0. Para a corrente I = 1,85, E e A’ sao dois pontos fixos estaveis,
que correspondem ao chaveamento de fase em A¢ = 0,22467 e 0 (fase), respectivamente,
como mostra a evolucao temporal dos neuronios nas figuras E e A’ inferiores; D é ponto
fixo instavel. De acordo com a condicao inicial, o sistema estabiliza em um dos pontos fixos
estaveis. Por exemplo, se I = 1,86, e a diferenca de fase inicial A¢y entre os osciladores
estd entre B’ e B, ['"(A¢) é positivo, e A¢ na equagao (3.4) aumenta até alcangar B: o
sistema ird estabilizar com o chaveamento de fase A¢ = 0,11657. O mesmo acontece se
Ag¢yq estiver entre B e C’: o sistema serd atraido para B. A condicao inicial sempre serd
atraida para o ponto fixo estavel que estiver entre dois pontos fixos instaveis. Em outras
palavras, os pontos fixos instaveis sao as separatrizes dos atratores multi-estaveis, como se
pode ver na Figura 3.2, onde consideramos todo o intervalo de corrente em que o sistema
HR é periddico, 1,269 < I < 3,000. As linhas pretas sao os atratores estaveis e as linhas
cinzas, os instaveis. Juntas, elas determinam regioes de convergéncia para as condigoes
iniciais, as bacias de atracao do sistema. As diferencas de fase iniciais colocadas na regiao
branca sao atraidas para as linhas pretas, os possiveis regimes de chaveamento de fase, como
mostra a ampliacao da regiao indicada por A, na figura menor. Nessa figura, a regiao A’
estd mostrada na figura a direita. Colocamos também outra ampliacao, respectiva a regiao
indicada por B. As estruturas de pequena escala reveladas nessas figuras mostram que, para
certos valores de corrente, as diferencas de fase tem um comportamento fractal. Isto ocorre
exatamente na mudanga do nimero de pulsos/trem dos neuronios, o que estd indicado pela
numeracao entre 2 e 10 a direita — confira os respectivos valores de corrente na Tabela 2.3.
Conforme vimos no final da Secao 2.3.4, o acréscimo de um pulso a dinamica do neuronio
HR ocorre pela rota: atrator periodico — cadtico — periddico. Por exemplo, a transicao
do regime de 4 para 5 pulsos/trem estd mostrada na Figura 2.16. Nos estdgios 2, 3 e 4
de criacao do pulso, Figuras 2.16B, 2.16C e 2.16D, respectivamente, o atrator possui estru-
tura fractal. Nesse caso, a dinamica de fases falha, pois ¢ nao é mais uniforme, mudando
a cada nova oscilagdo. Como resultado, I'"(A¢) distribui-se no intervalo 0 < A¢ < 7, e
a corrente se apresenta, em larga escala, como uma linha horizontal. O mesmo acontece

quando o neurénio HR torna-se cadtico, para I 2 3,0, pois ndo existe chaveamento de fase
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Fig. 3.2: Bacias de atragcao do modelo HR de dois neuronios, com A¢ em unidades de T,

para € = 0,0001. As linhas pretas sao os atratores estdveis e as linhas cinzas,

os instaveis. Condicoes iniciais colocadas na regidao branca sao atraidas para as

linhas pretas — figura (A). A mudanga do nimero de pulsos/trem estd indicada

pela numeracao entre 2 e 10, a direita. Durante o acréscimo de um pulso, o

atrator possui estrutura fractal, conforme (A') e (B), e a dindmica de fases

falha: A¢, em grande escala, distribui-se numa linha horizontal. A figura (C)

mostra o intervalo de corrente respectivo ao regime de 6 pulsos/trem.
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nesses casos®. Em pequena escala, I'"(Ag) reflete o cardter fractal dos atratores dos dois

neuronios. Além disso, a Figura 3.2 mostra que os regimes de chaveamento de fase distintos
de A¢ ~ 0 (fase) e Ap = 7 (anti-fase) distribuem-se em “linhas” cujo niimero é aproxima-
damente igual ao nimero de pulsos/trem em um dado intervalo de corrente. Por exemplo,
na Figura 3.2C mostra-se o intervalo de corrente respectivo ao regime de 6 pulsos/trem e
as seis linhas onde o chaveamento de fase A¢ 2 0 e A¢ # 7 se distribui. Para correntes
baixas, I < 2,4, a bacia de atracao referente ao chaveamento de fase indicado pela linha 2
(0,15m < A¢ < 0,257) é grande, visto que a extensao dessa linha une completamente os
valores de corrente em que ha troca do nimero de pulsos/trem — com excecao do regime
de 3 pulsos/trem, onde ha uma lacuna em (I;A¢) ~ (1,4;0,157). A bacia de atragao da
anti-fase também é grande nesse intervalo. Estes fatos mostram porque a troca da estabi-
lidade da anti-fase na Figura 3.1 se d4 com I'"(A¢) assumindo um valor majoritariamente
positivo (negativo) para I = 1,86 (I = 1,85): estes valores de corrente estdo no intervalo
I <24, Para I 2 2,4, as extensoes das outras linhas aumentam e as bacias de atragao

tornam-se mais uniformes.

3.3 Sincronizacao no modelo HR de dois neuroénios

Na secao anterior estudamos o modelo HR de dois neuronios no regime de acoplamento fraco,
o que nos possibilitou utilizar a metodologia da dinamica de fases. Agora iremos considerar
todo o intervalo de acoplamento com uma corrente fixa em I = 3, 28. Neste caso, o neuronio
isolado nao é periédico, e o atrator do neuronio isolado é modificado devido ao acoplamento.
Estes fatores impedem a aplicacao da dinamica de fases. O que nos interessara, contudo,
serao 0s possiveis regimes de sincronizagao entre os dois neuronios e sua relacao com os
expoentes de Lyapunov. Em particular, vamos salientar a distin¢ao entre sincronizacao de
alta e baixa freqiiéncia.

O espectro de Lyapunov para esse sistema é composto por seis expoentes, de acordo

com a dimensao do espaco de fases do problema (3.1). Um expoente \; > 0 implica uma

3 Esta afirmativa é valida apenas para acoplamento fraco. Vamos ver na secio seguinte que em regimes

de acoplamento médio e forte é possivel chaveamento de fase em atratores cadticos.
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solucao associada a um atrator cadtico, enquanto que \; < 0 nas direcoes perpendiculares
ao movimento e A; = 0 ao longo da trajetéria, uma solucao peridédica ou quasi-periédica [54].

Assim, os expoentes de Lyapunov caracterizam a estabilidade das solugdes em nosso modelo.

Figuras de Lissajous. Estruturas ET-1I, ET-11

Para ajudar a entender a sincronizac¢do entre os neurénios analisamos o plano x;(t) versus
xo(t), técnica essa conhecida no estudo pelas figuras de Lissajous [2]. Estas figuras apresen-
tam uma forma particular que depende da razao entre as freqiiéncias e da diferenga de fase
A¢ dos sinais observados. No caso do sistema HR (3.1), essa andlise revela basicamente a
superposicao de duas estruturas, uma estrutura “circular”, que chamaremos estrutura do
tipo I (ET-I), por exemplo, a mostrada na Figura 3.4B’, e uma estrutura em “L”, que
chamaremos estrutura do tipo II (ET-II), Figura 3.4E’, que nos dardo um indicativo da
sincronizacao de alta freqiiéncia do modelo. A identificagao da estrutura da Figura 3.4B’
como “circular” significa que z1(t) e xo(t) oscilam em torno de uma regiao, em analogia
com as elipses e circulos das figuras de Lissajous, que sao tipicos no caso de sinais com
freqiiéncias iguais e diferenga de fase A¢ ~ constante[*]. Toda vez que dois pulsos de am-
plitudes diferentes estao em fase ocorre uma oscilacdo completa na ET-I — os pulsos em
fase de mesma amplitude sao registrados como uma linha x;(t) = x2(t). Por outro lado,
a ET-II é gerada pelos pulsos que estao fora de fase — inclui-se aqui a situacao em que
um neuronio dispara e o outro esta no estado quiescente. Portanto, a sincronizacao de fase
A¢ ~ 0 com os pulsos também em fase, isto é, de baixa e alta freqiiéncia, é revelada apenas
por uma ET-I; a ET-II, nesse caso, nao existird no plano x(t) versus xs(t) — é o caso do
exemplo 3.4B’ citado. Se as duas estruturas aparecerem superpostas ou tivermos somente
uma ET-II, entao sé serd possivel afirmar que existem pulsos em fase ou fora de fase, mas
a analise conjunta com as séries temporais de x1(t) e z5(t) nos ajudara a revelar os regimes

de sincronizacao presentes.

4 Elipses que possuem o eixo maior com inclinacdo positiva e eixo menor pequeno indicam sincronizacio
de fase, A¢ ~ 0; circulos indicam sincronizagao onde A¢ ~ 7/2. Uma linha com inclinac¢ao positiva significa
sincronizagao completa, x1(t) = xo(t). A sincronizagao de anti-fase A¢ ~ 7 é identificada por uma elipse

com eixo maior com inclinagao negativa ou uma linha com inclinagao negativa.
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Estudo do sistema HR de dois neuronios

Na Figura 3.3 apresentamos os seis expoentes de Lyapunov, A\; > Ay > ..., em fungao
do acoplamento €, onde consideramos o passo Ae = 0,0002 e descartamos um transiente
equivalente a 300000 unidades de tempo (u.t.), suficiente para o sistema entrar em um regime
de estado estaciondrio. Em € = 0, dois expoentes sao positivos, A\;, Ay ~ 0,01, e representam
a evolugao cadtica e nao correlacionada de cada neuronio para a corrente I = 3,28; dois
expoentes sao nulos, A3, Ay = 0, e os outros dois, negativos. Essa descorrelagao permanece
aproximadamente no intervalo 0 < ¢ < 0,0013, onde ainda temos os dois expoentes positivos,
embora \; # Ag; 0 terceiro expoente permanece nulo, mas o quarto comega a tornar-se
negativo. Em e ~ 0,0013, A\; — 0, enquanto os demais, ficam negativos. Isso significa que
o sistema permanece efetivamente desacoplado até € ~ 0,0013. A partir desse valor, os
dois neurdnios tornam-se correlacionados, iniciando uma evolucao periédica. No intervalo
0,0013 < € < 0,007 ocorre o chaveamento de fase, onde A¢p ~ constante, para diversos
valores de A¢. Como exemplo, mostramos na Figura 3.4A um regime de sincronizagao
com A¢p ~ 0,537 (~ 92 u.t.), obtido para ¢ = 0,005, o sistema convergindo para um
atrator periédico de 13 pulsos/trem[?]. Na Figura 3.4A’ temos a superposicao de uma ET-I
e uma ET-II, indicando a existéncia de pulsos em fase e também fora de fase entre os sinais
x1(t) e x5(t). As linhas horizontais e verticais na ET-II (onde z4(t) e x2(t) sdo constantes)
correspondem aos intervalos em ¢ onde um neurdnio dispara e o outro nao (esté quiescente);
se os dois neuronios disparam, os pulsos fora de fase sao registrados como um lago vertical e
horizontal. Os pulsos em fase e com amplitudes distintas, como dito mais acima, aparecem
como uma oscilagao na ET-1. A diferenca de fase passa a ser bem pequena, porém finita, em
0,007 < € < 0,014, conforme mostra a Figura 3.4B. Nesse exemplo, obtido para ¢ = 0,01,
temos uma diferenca de fase equivalente a 1 u.t., e o sistema converge para um atrator

periédico em fase de 13 pulsos/trem[®]. A ET-TI “pura’ mostrada em 3.4B’ (ndo existe

5 e 7’ . A~ . . . .
° De acordo com a Tabela 2.3, o niimero maximo de pulsos que o neuréonio HR individual alcanca em
um trem periddico é 12, para I ~ 3,15. O que vemos aqui é que o acoplamento entre dois neurénios HR

cadticos consegue estabilizar um atrator de 13 pulsos/trem, periddico.
6 A pequena diferenca de fase é necesséria para estabilizar o atrator periédico; caso contrério, se A¢ = 0

e para I = 3,28, a atividade dos neurdnios seria caotica.
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x13x2

Fig. 3.4: Regimes de sincronizag¢ao no sistema HR de dois neurdnios (3.1); na coluna da
direita, o retrato de fase x1(t) versus x5(t). (A) e = 0,005: periddico, onde
Ap ~ 0,53m; (B) e =0,01: periddico, em fase; (C) e = 0,0074: quasi-periddico,
em fase, no inicio do intervalo e cadtico, nao sincronizado, no final; (D) € =
0,016: cadtico, nao sincronizado; (E) e = 0,02: periddico, em anti-fase. O eixo

horizontal corresponde a 1500 wu.t.
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ET-II) indica a sincronizagao de fase de baixa e alta freqiiéncia. Além disso, existem dois
maximos em A; no intervalo 0,005 < € < 0,01, como esta claro na Figura 3.3. O primeiro
ocorre em € ~ 0,0068 e o segundo, em € ~ 0,0074. Sendo o acoplamento fraco, e de acordo
com as caracteristicas dos atratores vistas acima em cada intervalo, podemos concluir que
o atrator em ¢ ~ 0,0068 consiste numa alternancia entre evolucao quasi-periédica fora de
fase e evolucao cadtica, e o outro, em € ~ 0,0074, entre evolugao quasi-periddica em fase e
evolucao cadtica. Mostramos a situagao para € = 0,0074 em 3.4C. No inicio do intervalo
temos a sincronizagao em fase do atrator de 13 pulsos/trem (ET-I da Figura 3.4C" — em
preto) e no final, a evolucao cadtica, nao sincronizada, onde o nimero de pulsos/trem é
variavel e A¢ é indefinido (ET-I superposta a uma ET-II na Figura 3.4C’ — em cinza).
Para € > 0,014, a sincronizacao torna-se caodtica, com diversas janelas de periodicidade.
Passaremos a analisar os regimes mais importantes que se seguem.

Entre 0,0140 < € < 0,0177 tem-se uma regiao cadtica, nao sincronizada, onde Ay ~ 0, 01.
A Figura 3.4D mostra um exemplo para e = 0,016, onde a freqiiéncia média de disparos varia
em torno de 13 pulsos/trem. A estrutura em 3.4D’ indica falta de sincronizagao, e as linhas
x1(t) ~ x2(t) nessa figura, que existem pulsos em fase com amplitudes aproximadamente
iguais — ¢é semelhante a estrutura presente em 3.4C’, parte cinza, pois ambas referem-se
a oscilagoes cadticas nao sincronizadas. Na janela de periodicidade em torno de € = 0,02
ocorre a bi-estabilidade: a coexisténcia de dois atratores estaveis, o atrator periédico em
fase de 13 pulsos/trem (o mesmo de 3.4B), e um atrator periédico em anti-fase de 14
pulsos/trem, conforme mostra a Figura 3.4E. A convergéncia para um determinado atrator
se d& através das condigbes iniciais. A ET-II “pura” em 3.4E’ (ndo existe ET-I) indica
que nao hé pulsos em fase entre os sinais z1(t) e xo(t). Esta situagdo nao caracteriza
unicamente a sincronizacao de anti-fase, pois poderiam existir pulsos em fase nos intervalos
em que os neuronios disparam simultaneamente na Figura 3.4E, resultando numa ET-I
superposta a uma ET-II (isso ocorre na Figura 3.5B’, parte cinza). A ET-II “pura” somente
ird caracterizar de modo tnico a sincronizacao de anti-fase se os intervalos de disparo e
quiescéncia dos dois neuronios forem aproximadamente iguais, e se nao houver nenhum
pulso em fase. Em torno de € = 0, 03 existe outra janela de periodicidade, com um atrator

periédico em fase de 14 pulsos/trem.
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Classificagcao ESPS e ESPA

A complexidade da sincronizagdo no regime periédico comega a aumentar em ¢ = 0, 05.
Temos aqui um atrator em fase de 14/15, 15/14 pulsos/trem — Figura 3.5A. A notagao sig-
nifica que, enquanto um neuronio dispara 14 pulsos, o outro dispara 15, mas no trem seguinte
a situacao se inverte. Desse modo, o periodo completo de oscilagao compreende dois trens de
pulsos. Uma particularidade nesse regime, devido a inversao dos trens, refere-se ao neuronio
que inicia o periodo, que muda a cada nova oscilagao. Do ponto de vista do papel desempe-
nhado pelo neuronio na dinamica do sistema, isto caracteriza o que chamamos de estado de
sincroniza¢do periddico simétrico (ESPS). Como este estado subentende o revezamento do
neurénio, o “atrator periédico em fase de 14/15, 15/14 pulsos/trem” é escrito simplesmente
como estado “ESPS 14/15 em fase”. De um modo geral, a notagdo ESPS A/B, onde A(B)
é o ntimero de pulsos/trem do neurénio 1(2), subentende um regime de trens do tipo A/B,
B/A, A/B, B/A,... O outro estado possivel ocorre quando nao hé revezamento do neurénio
a cada periodo, e é chamado estado de sincronizagdao periddico assimétrico (ESPA). Logo, a
notagdo ESPA A /B designa um regime de trens do tipo A/B, A/B,... No caso de neurénios
com o mesmo numero de pulsos/trem, tanto ESPS A/A quanto ESPA A/A referem-se a
trens A/A, A/A,..., porém, a simetria distinta estd implicita na classificagdo ESPS e ESPA.
Isto ficard evidente quando analisarmos os regimes de sincronizacao a seguir. A classificagao
ESPS e ESPA é uma forma reduzida de notacao que pode designar regimes periédicos com-
plexos e com propriedades distintas de simetria (de revezamento de neurénio), e independe
da analise da sincronizacao de alta freqiiéncia, pelas estruturas ET-I1 e ET-II. Assim, no
atrator ESPS 14/15 em fase da Figura 3.5A, verificamos que os pulsos estao em anti-fase
nos trens 14/15 e no final dos trens 15/14; no inicio dos trens 15/14 eles estao em fase, com
excecao do primeiro pulso, que esta fora de fase, caracterizando o regime ESPS. A anti-fase
dos pulsos aparece como a ET-II na Figura 3.5A’, enquanto a fase, como a ET-I, embora sua
forma indique que os pulsos nao estejam perfeitamente em fase — comparar com a forma
da ET-I numa situacao em que os pulsos estao completamente em fase, Figura 3.4B’, por

exemplo (as oscilagoes sdo mais “circulares”).
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Fig. 3.5: Regimes de sincroniza¢ao no sistema HR de dois neurdnios (3.1); na coluna da
direita, o retrato de fase x1(t) versus xs(t). (A)e=10,05: ESPS 14/15 em fase;
(B) e =0,12: cadtico, intermitente, em fase no inicio do intervalo, em anti-fase
no final; (C) e = 0,1398: ESPA 23/24, 15/15 em fase; (D) e (E) € = 0,2049:
coeristéncia de dois atratores periddicos, respectivamente, um ESPS 15/15 em

fase, e um ESPS 18/18 em anti-fase. O eixo horizontal corresponde a 1500 u.t.
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Na medida que o acoplamento aumenta a partir de ¢ = 0,05, sucedem-se intervalos
cadticos e janelas de periodicidade. Atratores com 15 pulsos/trem, 15/16 pulsos/trem,
etc., em fase, anti-fase, simétricos, assimétricos, tornam-se estaveis. Um comportamento
distinto surge no intervalo em torno de € ~ 0, 11, onde tem-se a intermiténcia entre atratores
caodticos em fase e anti-fase, como mostra a Figura 3.5B, obtida para ¢ = 0,12. No inicio
do intervalo ha sincronizacao de fase (ET-I da Figura 3.5B> — em preto), e no final, de
anti-fase (superposigao da ET-1 e da ET-II na Figura 3.5B” — em cinza). O tempo em que
o sistema permanece em um estado ou outro aumenta com €, até um valor limite, conforme
veremos na proxima secao, ao analisarmos o periodo de intermiténcia nesse intervalo.

Na janela periddica em torno de € ~ 0, 1398 ha um ESPA 23/24, 15/15 em fase — veja
a Figura 3.5C. Como nao ha revezamento do neuronio neste regime, ele é classificado como
ESPA. Nos trens 15/15, os pulsos estao em fase (ET-I da Figura 3.5C’ — em preto), com
excecao do primeiro pulso, caracterizando o regime ESPA; nos trens 23/24, em anti-fase
(ET-II da Figura 3.5B” — em cinza). O periodo completo de oscilagdo compreende dois
trens de pulsos. Em € ~ 0, 1744 temos mais uma situacao de bi-estabilidade: dois atratores
sao estaveis, um ESPS 13/13, e um ESPS 19/20, 16/16.

No intervalo 0,194 < ¢ < 0,230 ocorre a maior janela de periodicidade para o acopla-
mento, onde coexistem dois atratores peridédicos estaveis, como mostram as Figuras 3.5D
e 3.5E: um ESPS 15/15 em fase e um ESPS 18/18 em anti-fase, respectivamente, para
e = 0,2049["]. A ET-I e os poucos lagos da ET-II na Figura 3.5D’ indicam que a maioria
dos pulsos estdao em fase na sincronizagao ESPS 15/15 em fase, exceto no inicio dos trens,
onde um pulso alterna a cada periodo — portanto, o periodo completo desse regime ¢ dois
trens de pulsos. Ja na Figura 3.5E’, as estruturas do plano x;(t) versus xs(t) estao modifi-
cadas, devido a forma que os potenciais de membrana no regime ESPS 18/18 em anti-fase
assumiram para esse valor de acoplamento. A estrutura “circular” da ET-I aparece como
as oscilagoes em torno da reta z(t) = xo(t) — forma em “gravata” —, indicando os dois

pulsos em fase que sempre ocorrem em A¢ = 0 e A¢p = 7. A estrutura em “L” da ET-II

7O estado ESPS 18/18 em anti-fase é o tinico exemplo de classificacio ESPS e ESPA onde os trens nao
estao em fase. A propriedade de simetria continua existindo, exceto que o revezamento do neuronio ocorre

de 1/2 em 1/2 periodo, ao invés de periodo em periodo, como nos casos em que os trens estao em fase.
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aparece como as oscilagoes de alta freqiiencia e os dois pulsos proximos, a esquerda, quando
x1(t) é constante, e em baixo, quando x(t) é constante, e corresponde ao instante em que
um neuronio dispara e o outro nao.

O comportamento dominante no intervalo 0,230 < € < 0,450 é cadtico, com janelas de
periodicidade estreitas e com atratores periddicos complexos. A configuracao cadtica aparece
como um atrator em fase como o mostrado na Figura 3.6A (e = 0,26). Esse regime ¢ distinto
do obtido para € = 0,12, Figura 3.5B, pois nao é intermitente e as freqiiéncias médias de
disparo nao sdo constantes: oscilam entre 15 a 28 pulsos/trem no intervalo apresentado,
o que se reflete na superposicao da ET-I e da ET-II na Figura 3.6A’. As configuragoes
periodicas em 0,230 < € < 0,450 aparecem como estados ESPS e ESPA. Por exemplo,
em € = 0,27 encontramos um ESPS 23/24, 16/15, 15/14 em fase, cujo periodo completo
compreende seis trens de pulsos — veja a Figura 3.6B (de acordo com 3.6B’, a maioria dos
pulsos estao em fase, exceto no inicio dos trens, devido ao estado ESPS, e inicio dos trens
15/14 e 14/15, onde existem pulsos em anti-fase). Um regime similar, ESPS 21/23, 15/15,
23/23 em fase, aparece em € = 0, 3642. Outros atratores, todos em fase, para exemplificar:
ESPS 24/23, 13/14 (e = 0,288); ESPA 24/26 (e = 0,345); ESPS 24/24 (e = 0,3834); ESPS
13/13 (e = 0,3885) e um ESPS 24/24, 13/13 (¢ = 0,432). Resumimos na Figura 3.7 os
regimes ESPS e ESPA encontrados em nosso trabalho. Para ¢ 2 0,230, a intensidade do
acoplamento desfavorece a sincronizagao de anti-fase, pois a dinamica tende a tornar as
oscilagoes de ambos os neuronios idéntica.

O comportamento periddico domina para ¢ > 0,450: na Figura 3.6C mostramos um
atrator ESPA 24/24 em fase (e = 0,451) — a estrutura “circular” da Figura 3.6C’ confirma
a inexisténcia de pulsos fora de fase, exceto o primeiro pulso em cada trem, cuja diferenca
de fase é muito pequena, mas suficiente para caracterizar o regime ESPA. Entre ¢ = 0,450 e
e = 0,500, existem estreitos intervalos cadticos, onde a dinamica alterna entre um compor-
tamento de sincronizacao completa com um atrator periédico em fase. Estes sao regimes
onde as amplitudes dos neuronios ainda nao coincidem, porém, estao muito proximas. Isso
estd mostrado na Figura 3.6D (e = 0,4922), onde temos a sincroniza¢ao completa cadtica
no inicio do intervalo (linhas x;(t) ~ 22(¢) na Figura 3.6D’ — em preto) alternando-se

com um atrator periédico em fase de 13 pulsos/trem no final (ET-I na Figura 3.6D’ — em
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Fig. 3.6: Regimes de sincronizag¢ao no sistema HR de dois neurdnios (3.1); na coluna da
direita, o retrato de fase x1(t) versus xo(t). (A) e =0,26: cadtico, em fase; (B)
e = 0,27: ESPS 23/2{, 16/15, 15/1} em fase; (C) e = 0,451: ESPA 24/2{ em
fase; (D) e =0,4922: x4(t) ~ x2(t), onde tem-se sincronizag¢do completa cadtica
no inicio do intervalo e regime periddico de 13 pulsos/trem no final; (E) e =
0,510: sincroniza¢ao completa cadtica, isto €, x1(t) = x2(t). O eizo horizontal

corresponde a 2000 wu.t.
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Fig. 3.7: Regimes ESPS e ESPA encontrados no sistema de dois neuronios HR. Em € =
0,1744 € 0,2049 ocorre a bi-estabilidade de estados ESPS.

cinza). A sincronizagao completa ocorre para € > 0,505, como mostra a Figura 3.6E: os es-
tados dos osciladores cadticos sao idéenticos, havendo coincidéncia, portanto, nas freqiiéncias
médias e amplitudes dos sinais: linha z1(t) = x2(t) na Figura 3.6E’. Cabe ressaltar que a
sincronizacao completa estd presente para todo € > 0, mas com uma reduzida bacia de
atragdo. Somente para acoplamento suficientemente forte, contudo, é que ela é estavel.
Para acoplamento nulo, as condigoes iniciais z1(0) — 22(0) ~ 0 divergem exponencialmente,
com uma taxa de crescimento dada pelo maior expoente de Lyapunov. Para acoplamento
fraco e médio, a divergéncia serd menor, devido a “atragao” entre os dois estados. Se o
acoplamento é forte, a atracao vence e o sistema evolui para a sincronizacao completa — a

bacia de atracao é grande.

3.3.1 Periodo de Intermiténcia

Nesta secao vamos analisar o comportamento do regime cadtico de intermiténcia presente
no intervalo 0,110 < € < 0,194, onde coexistem dois atratores cadticos estaveis, em fase e
anti-fase — por exemplo, o regime mostrado na Figura 3.5B, obtido para ¢ = 0, 12.

Vimos na Sec¢ao 2.3.4 que a geracao de trens de pulsos no neuronio HR aparece devido
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Fig. 3.8: Linha cheia (tracejada): projecao da parte em fase (anti-fase) do atrator cadtico
intermitente do neuronio 1 sobre o plano (x1,21). As demais curvas estio co-

mentadas no texto.

a uma regular alternancia entre um e trés pontos de equilibrio do sistema (2.2), e isso,
por sua vez, deve-se ao modo como a variavel de adaptacao lenta z evolui. Essa questao
foi debatida através da Figura 2.9. De modo semelhante, consideramos agora o sistema
HR de dois neurénios (3.1) num regime de intermiténcia, obtido para ¢ = 0,165, como
mostra a Figura 3.8. A curva oscilante em linha cheia (tracejada) é a projecao da parte
em fase (anti-fase) do atrator cadtico intermitente do neurdénio 1 sobre o plano (z1,z;),
respectiva a um trem de pulsos do sistema. A linha reta pontilhada é a nuliclinal-z, isto
é, a reta onde dz;/dt = 0. A curva em forma de “Z” é a componente x; dos pontos fixos
de (3.1), para I = 3,28 e e = 0, 165, em funcao de z;. O ramo superior dessa curva contém
os focos (espirais) instéveis, geradores dos ciclos limite que definem as oscilagoes de alta
freqiiéncia no modelo HR. Nossa observacao em relacao a essa figura refere-se ao intervalo

< 3,41

~J

de oscilagao da varidvel z;: 3,11 < 21 S 3,78 no estado de anti-fase e 2,92 < z;
no estado de fase. Ou seja, no regime de intermiténcia, quando os neuronios estao em anti-
fase, a excursao do ponto de fase em z é maior. Como se pode ver no ramo superior da

curva em “Z”, isso pode ser justificado pelo raio menor presente no ciclo limite durante a
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Fig. 3.9: Distribuicao do periodo de intermiténcia para ¢ = 0,165 (linha escura) e € =

0,190 (linha clara).

anti-fase — notamos esse mesmo comportamento na rede HR-2D [61]. Assim, tendo uma
maneira de detectar os intervalos de fase e anti-fase durante a intermiténcia, procedemos a
determinacao da distribuicao do periodo de intermiténcia, apresentado na Figura 3.9, para
€ =10,165e € =0,190. Definimos o periodo de intermiténcia como o intervalo de tempo entre
duas transicoes consecutivas da sincronizacao de anti-fase para fase. Conforme esta figura,
quanto maior o acoplamento, mais largo ¢ o periodo de intermiténcia médio. Préximo ao
final da regiao cadtica, ou seja, em € ~ 0,193, encontramos o sistema permanecendo muito
tempo ou na sincronizacao de fase ou na de anti-fase. Isso significa que a passagem dos
ramos de fase e anti-fase no atrator cadtico que existe abaixo de € = 0,193 torna-se mais
dificil na medida que € ~ 0,193. Quando o acoplamento entra na janela periédica acima de
e = 0,193, os dois ramos dao origem a dois atratores periédicos separados (como mostram

as Figuras 3.5D e 3.5E, obtidas em € = 0,2049).



Capitulo 4

Acoplamento Unidimensional HR-1D

Neste capitulo estudaremos o modelo HR unidimensional a partir de duas aproximagoes.
No regime peridédico de acoplamento fraco, vamos vincular nossos resultados com o sistema
de dois neurdnios estudado no capitulo anterior, analisado pela dinamica de fases — Sec¢ao
3.2. Na segunda aproximacao, iremos varrer todo o intervalo de corrente e acoplamento e
caracterizar a transicao para os diferentes regimes de sincronizagao pelo parametro de entro-
pia global H(A) da AESC (Apéndice A). Em particular, queremos demonstrar a transi¢ao

para o regime de intermiténcia espago-temporal.

4.1 Modelo

O modelo HR unidimensional (HR-1D) com acoplamento elétrico entre primeiros vizinhos
é definido a partir da equacao (2.2) como uma rede formada por N neuronios dispostos em

linha. Cada unidade, portanto, é descrita pelas trés equacoes diferenciais ordinarias

dxl- .
o =y —axy +br? — 2+ 1 — €2 — Ty — i),
dyz’ 2
=c—dx; —y;,
dt iy
dZ,;
— = —rz; + 1S (¥; — x0) , (4.1)
dt
onde? =1,..., N, € ¢ aintensidade de acoplamento entre os primeiros vizinhos e os demais

parametros estao definidos na Tabela 2.1, exceto pela corrente uniforme I, que iremos va-
riar. Impomos condigoes de contorno periédicas de modo que, topologicamente, o sistema

constitua um circulo. O menor acoplamento possivel na arquitetura unidimensional é entre
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Fig. 4.1: (A) IET no modelo HR-1D para uma rede de 300 neurdonios. O eizo horizontal
¢ o potencial de membrana, x1,xs,...,TN, € 0 vertical, o tempo, ~ 300 unidades
de tempo. (B e C) IET em diferentes sistemas: equagao de Ginzburg-Landau

complezxa [64] e problema de autémato celular [65], respectivamente.

dois neuronios HR (N = 2), que foi estudado no capitulo anterior, onde analisamos a es-
tabilidade dos atratores através do espectro de Lyapunov e uma rica variedade de regimes
de sincronizagao foi encontrada. Vamos considerar agora redes maiores, com N = 100 e
N = 300 elementos, e dois limites de acoplamento: no regime periédico de acoplamento
fraco, vamos verificar se os regimes de chaveamento de fase previstos pela dinamica de fases
para o caso de dois neuronios HR, Secao 3.2, também ocorrem no caso da rede HR-1D,
entre os primeiros vizinhos que interagem. Na segunda aproximagao consideraremos todo
o intervalo de acoplamento e corrente e a transicao para o caos espago-temporal, que se
manifesta como um regime de intermiténcia espago-temporal (IET) [62, 63], mostrado na
Figura 4.1A. Em termos gerais, este regime compreende um comportamento ordenado, a fase
laminar, formada pelos intervalos entre disparos dos neuronios — em preto —, que é irregu-
larmente e continuamente interrompida por uma evolucao cadtica espago-temporal, a fase
turbulenta, formada pelos pulsos — em branco. As bordas das regices laminares propagam-
se como frentes de onda e eventualmente colapsam numa regiao turbulenta, resultando nas
formas “triangulares” mostradas. O fendémeno IET aparece como uma conseqiiéncia da
bi-estabilidade entre um comportamento oscilatério e um estacionario, e esta presente nos

mais variados sistemas fisicos, mateméticos e bioldgicos [66, 67], como mostram os exemplos



Capitulo 4. Acoplamento Unidimensional HR-1D 60

da Figura 4.1B, a equagao de Ginzburg-Landau complexa [64], e 4.1C, num problema de
automato celular [65].

Pomeau [68] caracterizou a transigao para o regime IET como uma transi¢ao de fase de
segunda ordem, da mesma classe de universalidade que a percolacao dirigida, sendo definida,
portanto, por um conjunto de expoentes criticos estéticos e dindmicos!. Esta conjectura é
assunto de um longo debate ainda ndo completamente resolvido [70] e, por isso, muitos pro-
cedimentos de anélise tem sido utilizados na sua descrigao [71, 72]. Ciliberto e Bigazzi [73],
em um experimento de conveccao de Rayleigh-Bénard, mostraram que a IET apresenta
também caracteristicas de uma transicao de fase de segunda ordem, e ocorre em torno de
um valor critico. A IET foi estudada através da distribuicao dos dominios laminares, e
a distingao entre as regides laminares e turbulentas foi feita em termos da amplitude do
gradiente de temperatura, que é a variavel oscilatoria que apresenta intermiténcia espago-
temporal, analogamente ao potencial de membrana em nosso modelo. Esse mesmo critério
foi utilizado em problemas tedricos [74].

Em nosso estudo do modelo HR-1D vamos propor uma forma de caracterizar a transicao
para o regime IET, por um caminho diferente dos citados acima. Utilizaremos uma ferra-
menta matematica que examina a evolucao espaco-temporal em sistemas nao-lineares, co-
nhecida como Andlise Espago-Temporal de Sinais Complexos (AESC) (Apéndice A) [75, 35].
A AESC usa parametros como a entropia H(A) de um sinal A(z,t), que serd identificado
como um regime z versus t do modelo HR-1D, e mede o grau de desordem desse sinal no
espago e/ou no tempo, do mesmo modo que a entropia de informagao de Shannon [76]. A
justificativa para a utilizacao desse método é a rota que observamos para a intermiténcia
espago-temporal: aumentando-se o acomplamento € a partir de zero, o regime parcialmente
sincronizado da IET sempre é antecedido por um regime nao sincronizado. Logo, é de se
esperar que a entropia H(A), sendo uma medida de desordem, identifique essa mudanca

de sincronizacao quando o acoplamento for varrido. E a questao que se segue é imediata:

L'A teoria de percolacio estuda as mudancas qualitativas na conectividade de sistemas extensos, na
medida que seus componentes sao aleatoriamente modificados. Essas mudangas dao origem, num certo
momento, a uma transicao de fase continua, de segunda ordem, que é um arquétipo da criticalidade em

transigoes de fase [69].
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H(A) podera dar um indicativo de uma transicao de fase? A atividade média (Segao 2.4.1),
nesse caso, apresenta flutuacoes considerdveis em torno da transicao para a IET, e sua am-
plitude o?(¢), equacao (2.11), nao pode ser utilizada para caracterizar esse regime?. Além
da transicao para o regime de intermiténcia espaco-temporal, veremos como a AESC fara

distingao entre os outros regimes de sincronizacao que encontramos.

4.2 Regime de acoplamento fraco

Na Secao 3.2.1 vimos como a dinamica de fases prevé regimes de chaveamento de fase no
modelo HR de dois neuronios, para acoplamento fraco. Mostramos dois exemplos na Fi-
gura 3.1: corrente I = 1,85 (linha pontilhada) e I = 1,86 (linha cheia). Para I = 1,86, a
dinamica de fases indicou quatro regimes de chaveamento, A¢ = 0, 0064w; 0, 11657; 0, 21467
e m (pontos A, B, C e D, respectivamente). A idéia agora é verificar se os chaveamentos
previstos pela dinamica de fases também sao observados nos pares de neuronios que inte-
ragem na rede HR-1D. Para isso, vamos observar a evolucao espago-temporal do sistema
HR-1D com acoplamento € = 0,0001 e corrente I = 1,98, onde o neuréonio HR é periédico
— periodo T' = 270 unidades de tempo (u.t.) —, e estd em um regime de 5 pulsos/trem.
No sistema de dois neuronios, pela dinamica de fases, encontramos cinco regimes de chave-
amento: A¢ = 0,006487; 0,061657; 0,226817; 0,319017 e 7 (a fase é instavel e a anti-fase,
estdvel). Para a rede HR-1D com N = 300, mostramos na Figura 4.2A a evolugao temporal
apds um transiente de 1000000 u.t., e uma condicao inicial com todas as unidades proximas
(A¢o ~ 0 entre cada neurdnio). Na Figura 4.2B apresentamos a distribuigao das diferencas
de fase obtidas, onde o eixo horizontal é A¢, e o vertical, o nimero de vezes que uma dada
A¢ aparece, n. Existem diferengas de fase positivas e negativas, significando a posicao re-
lativa entre os primeiros vizinhos, de modo que A¢ = —A¢. No eixo positivo, verificamos
que o sistema estabiliza em sete diferencas de fase, indicadas na Figura 4.2B. Ja se percebe,
portanto, que existem mais chaveamentos do que os cinco previstos pela dinamica de fases.

Em primeiro lugar, nao temos nenhum par de neurénios com chaveamento em fase, A¢ = 0,

2 O mesmo nao ocorre no modelo HR-2D, onde a atividade média nao flutua, e 02(¢) identifica plenamente

o regime de estruturas coerentes.
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Fig. 4.2: (A) Evolugao espago-temporal do sistema HR-1D, equagao (4.1), para I = 1,98,
e =0,0001 e N = 300. (B) Distribuicio das diferengas de fase para a situagao
mostrada em (A). O eizo horizontal € a diferenca de fase entre as unidades
adjacentes, com A¢ em unidades de w, e o eizo vertical, o niumero de vezes
que uma dada diferenca de fase aparece, n. Encontramos sete diferencas de fase
(Ap = —Ap): Apy ~ 0,006m, Agpy = 0,0617, Aps = 0,0747, Ay = 0,092,
Ags = 0,1237, Agpg = 0, 18571 e Apy; = 0,3707.
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conforme previsto pela dinamica de fases. O chaveamento em anti-fase, apesar de previsto,
nao se observa, mas isto é devido as condicoes iniciais préximas consideradas. Em torno
de zero, A¢ varia, porém, pode-se dizer que A¢; ~ 0,006; temos também A¢ps = 0,061.
Ambos os resultados estao de acordo com a previsao da dinamica de fases. A discordancia
ocorre com as demais diferencas de fase encontradas, A¢s até A¢7, que nao foram pre-
vistas. Verificamos estes resultados para redes maiores (N = 3000) e transientes maiores
(15000000 u.t.), mas sempre encontramos mais regimes de chaveamento do que os indicados
pela dinamica de fases. O mesmo acontece se consideramos condicoes de contorno do tipo
final livre (xg = x1 € Ty = TN ).

De acordo com o que vimos, o sistema HR-1D apresenta as duas menores bacias de
atracao do problema de dois neuronios, mas apresenta também bacias de atracao que sao
proprias da arquitetura unidimensional. Como ja observamos, as duas menores bacias
de atracao foram alcancadas devido as condigoes iniciais consideradas. Se utilizdssemos
condigoes iniciais proximas a outras bacias de atracao do sistema de dois neuronios, elas
também seriam alcancadas, mas sempre haveriam bacias exclusivas da arquitetura unidi-
mensional. Uma constatagao que fizemos foi a seguinte: os primeiros vizinhos em torno de
um sitio que converge para uma diferenca de fase prevista pela dinamica de fases sempre
sao idénticos ou muito proximos; se o sitio converge para uma diferenca de fase nao pre-
vista, os primeiros vizinhos sao rigorosamente distintos. Podemos dizer, portanto, que, se
trés sitios adjacentes apresentam diferencas de fase iniciais que caem dentro das mesmas
bacias de atracao do problema de dois neuronios, entao uma diferenca de fase constante
entre eles pode se estabelecer. Essa é a situacao onde sao geradas as diferencas de fase A¢,
e A¢,. Por outro lado, se a condicao inicial corresponde a bacias de atracao diferentes, uma
sucessao diferente de fases poderd se estabelecer, e esta é uma situacao que o problema de
dois neuronios nao pode prever, as diferencas de fase A¢s até A¢,;. Assim, a equivaléncia

do sistema de dois neuronios e o sistema HR-1D se da pela acao dos primeiros vizinhos.
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Fig. 4.3: Entropia em func¢ao do acoplamento, H(e€), para os quatro wvalores de cor-
rente indicados (N = 100). Os mdzimos de entropia sao os seguintes: para
I = 1,28, Hp,0:(0,189) = 0,238; I = 2,28, H,.(0,151) = 0,407; [ = 3,28,
Hynar(0,120) = 0,579; I = 4,28, Hypas(0,120) = 0, 756.

4.3 Estudo dos regimes de sincronizacao pela AESC

Nesta secao analisaremos a evolucao espaco-temporal do modelo HR-1D, com uma condi¢ao
inicial que coloca todo o sistema em um estado préximo, wy(0) ~ wy(0) ~ ... ~ wy(0),
w = x,Y, 2z, e apés um transiente de 500000 u.t. Para estudar os regimes de sincronizagao
encontrados, indentificaremos o sinal A(xz,t) da entropia H(A), equacao (A.7) do Apéndice
A, com estados (N = 100) x (3000 u.t.) do modelo HR-1D. Nosso objetivo serd mapear

estes estados em um diagrama de fases € vs. I.

Entropia em fungao do acoplamento, H(¢)

Seja o calculo da entropia em func¢ao do acoplamento, H(e), Figura 4.3, para os quatro
valores de corrente indicados, no intervalo 0 < e < 0,5. Em cada valor de corrente achamos

um maximo de entropia. Denotaremos por €y __ o valor de acoplamento onde ocorre a
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entropia maxima, para corrente I constante. Assim, vamos separar a andlise desta figura
em dois intervalos distintos, limitados por €y, . .

Para € < ey se o acoplamento aumenta: (i) a diferenca de fase entre as unidades

max ?
aumenta; (ii) o regime IET comeca a formar-se préximo de e, .. O aumento na diferenga
de fase é uma conseqiiéncia das condicoes iniciais utilizadas, e se manifesta com um aumento
no valor da entropia, pois o sistema transita de configuragoes de maior “ordem” (em € ~ 0)
para maior “desordem” (regime nao sincronizado, em € ~ ey, . ). Pode-se conferir este
comportamento nas Figuras 4.4A, 4.4B e 4.4C, onde [ = 1,28, e ¢ = 0,001;0,01 e 0,1,
respectivamente. O circulo indicado na Figura 4.4C assinala um regime de defeitos de
fase, onde a amplitude de onda desaparece, ocasionando uma descontinuidade nas ondas
que evoluem. Além disso, as frentes de onda propagam-se com velocidades diferentes: em
relacao ao seu primeiro vizinho, cada neuronio apresenta uma diferenca de fase que equivale
a ~ 40 u.t., dando origem a forma em “\” da Figura 4.4C.

Para € 2 €p,,.., se o acoplamento aumenta: (i) o regime IET ja estd estabelecido;
(ii) o tamanho dos dominios laminares aumenta. Embora o regime IET esteja presente
nesse intervalo, a transicao nao fica clara pelo parametro ey, .. Pode-se dizer apenas

que ele se forma um pouco acima de eg quando as fronteiras “triangulares” da IET

max )
estao definidas. Nas figuras 4.4D, 4.4F e 4.4H mostramos o regime IET para diferentes
valores de corrente, sendo que na Figura 4.4F esta assinalado um defeito topoldgico, onde
duas ondas se interceptam num ponto formando apenas uma®. Deve ficar claro que a
intermiténcia espago-temporal — isto é, a forma “triangular” caracteristica como mostrada
na Figura 4.1 — ocorre nos trens de pulsos, onde coexistem estados turbulentos (parte
clara, os pulsos) e laminares (parte escura, o intervalo entre disparos), e é intercalada
pelo regime de quiescéncia dos neurdnios. Este regime de quiescéncia, contudo, deixa de

existir na medida que a corrente aumenta — comportamento esperado, de acordo com o

diagrama de bifurcacao da Figura 2.15 —, e os estados com IET passam a se apresentar

3 Os defeitos de fase presentes na Figura 4.4C também sao defeitos topolégicos. Contudo, estamos usando
o termo “topolégico” para as ocorréncias especificas como as da Figura 4.4F, onde se d4 a interseccao das
ondas que propagam, distinguindo esta situacao daquela onde ha uma quebra na continuidade das ondas,

que chamamos defeitos de fase.
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Fig. 4.4: FEvolucao espago-temporal no modelo HR-1D (N = 300) para os valores de cor-
rente I e acoplamento € indicados. O regime IET ocorre em (D), (F), (H), (J)
e (K), sendo que nestes dois iltimos nao existe mais o estado de quiescéncia dos
neuronios. O eizxo vertical corresponde a 3000 u.t. em (C), (D), (F) e (H); nos

demais exemplos, corresponde a 900 u.t.
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Fig. 4.5: Entropia em fun¢do da corrente, H(I), para ¢ = 0,05 e e = 0,25 (N = 100).

Os maximos de entropia e corrente Ipp sao os sequintes: para € = 0,05,
Hynaw(5,931) = 0,913 e Irp = 7,478; € = 0,25, H,0:(6,399) = 0,949 e
Irp =7,231.

como mostrado nas Figuras 4.4J e 4.4K. Em relacao a Figura 4.3, vemos também que
H (e) flutua consideravelmente se o acoplamento aumenta, mas, em média, observamos um
decréscimo na entropia com um correspodente aumento no tamanho das regides laminares.
Isso significa que, fixando N e o intervalo ¢ de observacao, um acoplamento maior ocasiona
uma diminui¢ao no nimero de configuragoes presentes nos sinais A(z,t), o que resulta numa
entropia menor — compare as Figuras 4.4J e 4.4K, ambas obtidas para I = 6,5 e € = 0,25
e € = 10,00, respectivamente. Em outras palavras, diminui o nimero de autovalores wy # 0
presentes na matriz W em (A.1), e a energia (A.5) do sinal A(z,t) distribui-se sobre menos
configuracoes. No intervalo € < eg, . ocorre o contrario: um acoplamento maior provoca

um aumento no numero de configuragoes dos sinais A(z,t), de modo que a entropia cresce.
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Entropia em fungao da corrente, H(I)

Vejamos agora o comportamento da entropia em funcao da corrente, H (1), para acoplamento
constante, conforme mostra a Figura 4.5. Consideramos o intervalo 1,3 < I < 8,0 e os dois
seguintes valores de acoplamento: € = 0,05 e € = 0,25 — ou seja, fora e dentro do regime
IET, respectivamente. Encontramos também uma entropia maxima para cada valor de

acoplamento. Denotaremos por Iy, .. o valor de corrente onde a entropia ¢ maxima, para

ma
acoplamento € constante. Além disso, em I > Iy ocorre uma transi¢ao descontinua: H(I)
tende a zero abruptamente. O valor de corrente onde ocorre essa transigao serd denotado
por Irp. Como fizemos antes, separaremos nossa analise a partir do médximo de entropia
€Hmax

Parae < eg,, .., se a corrente aumenta: (i) em I < Iy o sistema encontra-se no regime
de trens de pulsos; (ii) em I ~ Iy, . inicia o regime de pulsos continuos; (iii) em I = Irp,
inicia o regime de sincronizagao completa de pulsos continuos. Este comportamento pode
ser observado diretamente na Figura 4.6, onde colocamos os diagramas da corrente I versus
o intervalo de disparo de todos os neurdnios da rede, Aty (intervalo ¢ entre dois pulsos
sucessivos de cada neurénio). A construcao desses diagramas é idéntica ao diagrama de
bifurcacao da Figura 2.15, obtida para um neuronio isolado, exceto que agora consideramos
a distancia entre pulsos de todos os N neuronios da rede. Para valores pequenos de aco-
plamento, e = 0,001 e ¢ = 0,01 (4.6A e 4.6B), a rede comporta-se aproximadamente como
um neuronio HR individual: se a corrente aumenta, os estados transitam de configuragoes
periddicas a cadticas e finalmente a pulsos continuos. A entropia responde, como esperado,
com um aumento no seu valor até o estado de menor organizacao, que é o cadtico, quando
alcanga o maximo Iy, . — veja as Figuras 4.4A, 4.4E e 4.4G, todas obtidas para o mesmo
acoplamento € = 0,001 e correntes crescentes I = 1,28;2,28 e 3,28, respectivamente (para
e —0,1Iy,,, ~ 3,3, conforme Tabela 2.3). Em seguida, H(I) come¢a a diminuir lentamente,
devido as configuragoes ordenadas dos pulsos continuos — do tipo mostrado na Figura 4.41.
Quanto I = Ipp, o sistema entra no regime de sincronizacao completa de pulsos continuos
— Figura 4.4L —, e H(I) — 0 (para ¢ — 0, Irp ~ 3,4, de acordo com a Tabela 2.3). Esse

caminho estd mostrado na curva de linha cheia da Figura 4.5, respectiva a ¢ = 0,05. O
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Fig. 4.6: Diagramas da corrente I versus o intervalo entre pulsos de todas as unidades
da rede, Aty, onde N = 300 e¢ (A) e = 0,001, (B) e = 0,01l ¢ (C) e =0,1.
Para e = 0,001 e e = 0,01, a rede guarda certa proximidade com o neuronio HR
individual — conferir Figura 2.15. O comportamento para € > 0,1 é semelhante

ao mostrado para € =0, 1.
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maximo Iy, estd bem definido porque a transi¢ao do regime de trens de pulsos para pulsos
continuos é bem definida (comportamento préximo ao mostrado na Figura 4.6B, onde os
estados de quiescéncia desaparecem abruptamente).

Para ¢ 2 €p,..., se a corrente aumenta: (i) em I < Ip, .., o sistema encontra-se no
regime de trens de pulsos com IET, e cresce a quantidade de defeitos topoldgicos até o limite
I~ 1y, ;(ii)em I ~ Iy inicia o regime de pulsos continuos com IET; (iii) em [ = Irp,
inicia o regime de sincronizacao completa de pulsos continuos. Se a quantidade de defeitos
topologicos aumenta — veja as Figuras 4.4D, 4.4F e 4.4H — até o limite onde nao existem
mais os estados de quiescéncia (I ~ Iy, ), entdo o nimero de configuragoes presentes no
sinal A(z,t) aumenta também. Logo, H(I) responde a esta “desordem” com um acréscimo
no seu valor. Isso explica também porque a entropia H(e) na Figura 4.3 se apresenta em
diferentes “niveis”: cada valor de corrente estd associado com uma quantidade diferente de
configuragoes do sinal A(z,t). Quando o sistema entra no regime de pulsos continuos com
IET — Figura 4.4J ou 4.4K —, a entropia alcan¢a o méximo em Iy, . . E quando H([) — 0,
o sistema entra no regime de sincronizacao completa de pulsos continuos. Esse caminho pode
ser visto na curva de linha tracejada da Figura 4.5, respectiva a € = 0,25. O maximo Ig,, .
nao esta bem definido porque a transicao do regime de trens de pulsos para pulsos continuos
nao é bem definida durante a intermiténcia espago-temporal (comportamento préximo ao

mostrado na Figura 4.6C, onde os estados de quiescéncia desaparecem gradualmente).

Diagrama de fases [ versus ¢

O diagrama de fases obtido pelo método AESC esta mostrado na Figura 4.7. Todos os
regimes discutidos nesta secao estao indicados e podemos dividi-los em duas grandes regioes:
A e A’, onde os neur6nios geram trens de pulsos, e B, B’ e B”, onde geram pulsos continuos.
A linha pontilhada que separa as regioes A e A’ ou B e B’ foi determinada por €y, . ; a linha
tracejada que separa as regives A e B ou A’ e B’, por Iy, ., e a linha cheia, por Irp. Em
A, os trens de pulsos estao aproximadamente em fase para €, I — 0 e nao sincronizados para
€ —e€p, .. oul — Iy em A’ ostrens de pulsos apresentam [ET, e os defeitos topoldgicos
aumentam até o limite [ ~ Iy, ; em B, os pulsos continuos estao aproximadamente em

fase para € — 0 e tendem a ficar nao sincronizados na medida que € — €p,, . ; em B’
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Fig. 4.7: Diagrama de fases obtido pelo método AESC (N = 100), com as regioes determi-
nadas pela entropia H(A): (A) trens de pulsos; (A’) trens de pulsos com IET;
(B) pulsos continuos; (B') pulsos continuos com IET; (B") pulsos continuos

completamente sincronizados. Em I < 1,269 nao hd geragao de pulsos.

os pulsos continuos apresentam IET e em B” ocorre a sincronizacao completa de pulsos
continuos. No regime IET, regices A’ e B’, os dominios laminares aumentam para ¢ — oo.
O inicio dos regimes de defeitos de fase na regiao A — Figura 4.4C —, ou de defeitos
topolégicos na regiao A’ — Figura 4.4F —, nao foi detectado pela entropia H(A). E
interessante notar que as regioes de pulsos continuos, B, B’ e B”, apresentam exatamente
as mesmas transigoes que o modelo HR de duas varidveis, equagoes (2.1), quando acoplado
difusivamente em uma linha. Isso é esperado, visto que no intervalo Iy, .. < I < Irp
os estados de quiescéncia dos neuronios desaparecem e os modelos HR-1D de duas e trés
variaveis se equivalem. Além disso, os resultados apresentados no diagrama de fases sao
independentes de condigoes iniciais, com excecao da regiao €,/ — 0 em A e do limite ¢ — 0
em B, que se apresentam em fase devido as condigoes iniciais préximas consideradas.

Em relagao a velocidade das transigoes, cujo indicativo é o comportamento da entropia
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em torno do ponto de transi¢ao, podemos resumir o seguinte: (i) ocorrem transi¢oes graduais
em torno de ey, e Iy . (entre A’ e B'), onde H — constante — platos das curvas
H(e) da Figura 4.3, quando dH/de ~ 0, e da curva H(I) na Figura 4.5, para ¢ = 0,25,
quando dH/dI ~ 0; (ii) ocorre uma transigdo menos gradual em Iy, (entre A e B),
onde dH/dI < 0 para Iy, < I < Irp — méaximo da curva H (/) na Figura 4.5, para
e = 0,05; (iii) ocorre uma transicdo abrupta, caracteristica de uma transi¢cao de fase de
primeira ordem, em [ = Irp, onde H — 0 — néo existe dH /dI no ponto de transigao. Para
€ < €q,.., atransicdo em [ = Ipp é abrupta, mas parece ser continua — Figura 4.5, curva
e = 0,05 —, enquanto para € 2 €p, . a transicao é claramente descontinua — Figura 4.5,

curva € = 0, 25.

4.3.1 Entropias H e K

A relagao entre a entropia de Kolmogorov-Sinai K e os expoentes de Lyapunov ); é dada
por 0 < K <37\ oA [54]. A entropia K ¢ uma medida de desordem, do mesmo modo
que a entropia H, porém, obtida de forma diferente. Sendo grande o custo computacional
do calculo de expoentes de Lyapunov, a andlise por este parametro fica reduzida a redes
pequenas. Assim, considerando N = 2,3,5 e 10 e corrente I = 3, 28, mostramos na Figura
4.8A a entropia K em funcao do acoplamento € para o sistema unidimensional (4.1). Para
N = 2 (linha cheia), temos o sistema de dois neurénios HR estudado no Capitulo 3, Secao
3.3. Como A; é o unico expoente de Lyapunov positivo nesse sistema (Ag é positivo apenas
em € ~ 0) — veja a Figura 3.3 —, a entropia K acompanha os méximos de A;, indicando
tanto as regides de sincronizagao caética (K > 0) quanto periddica (K = 0). Acima de
e ~ 0,5, K é constante e positiva: este é o regime cadtico de sincronizagao completa.
Para os outros valores de N, os regimes periédicos aparecem somente acima de € ~ 0,5,
com excecao de N = 3, que nao apresenta regimes peridodicos no intervalo mostrado. Para
N = 10, as oscilagoes de K em € 2 0,65 indicam uma alternancia entre regimes caéticos e
periédicos. Os maximos de entropia ocorrem aproximadamente em € ~ 0,2, e mostram a
transicao entre um regime nao sincronizado e o regime parcialmente sincronizado da IET
— contudo, nao se pode dizer exatamente em que valor de N inicia a intermiténcia espacgo-

temporal. Esse comportamento é analogo ao observado pelas curvas de entropia H(e) da
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Fig. 4.8: (A) Entropia de Kolmogorov-Sinai K em fun¢ao do acoplamento para redes N =

2,3,5 e¢10. (B) Entropia H em fung¢ao do acoplamento para N = 300,600 e 900.

Ambas obtidas para corrente I = 3, 28.
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Figura 4.3, exceto que a entropia K parece ser mais sensivel como indicador da desordem.

Em relacao a entropia H e o tamanho da rede, apresentamos na Figura 4.8B as curvas
H(e) para N = 300,600 e 900. Como esperado, estas curvas seguem o mesmo comporta-
mento mostrado na Figura 4.3 (usamos um passo maior em €), e o decréscimo da entropia
com o aumento de N deve-se ao fator normalizante 1/logN da equagao (A.7). Comparando
os resultados das entropias H e K, vemos que os maximos ocorrem aproximadamente nos

mesmos valores de acoplamento.



Capitulo 5

Acoplamento Bidimensional HR-2D

Neste capitulo vamos caracterizar as estruturas coerentes do modelo HR bidimensional
como memorias de curto alcance. Para isso, verificaremos duas propriedades principais

destas estruturas: quasi-periodicidade e robustez.

5.1 Modelo

O modelo HR bidimensional (HR-2D) com acoplamento elétrico entre primeiros vizinhos
é definido a partir da equacao (2.2) como uma rede quadrada formada por N = L x L

neuronios, sendo cada neurdnio descrito pelas trés equacoes diferenciais ordinarias

dxy; 3 2
o = Y AT +bxy; — 2+ 1
—€(Ary — Tig1j — Tic1j — Tigyr — Tijo1)
dyi; 2
= ¢ v
dZi‘
= — —TZij + rS (Iij - $0) s (51)
dt
onde i,57 =1,..., L, e denota a intensidade de acoplamento entre os primeiros vizinhos, I =

3,28 é uma corrente externa uniforme e os demais parametros estao definidos na Tabela 2.1.
Para este valor de corrente, o neuronio HR ¢ cadtico. No capitulo anterior estudamos a rede
HR-1D e a intermiténcia espaco-temporal (IET), fenémeno de sincronizacao parcial tipico
em sistemas unidimensionais acoplados difusivamente. Na rede HR-2D, a sincronizacao
parcial da origem as estruturas coerentes, estruturas de larga escala observadas inicialmente

em fluxos turbulentos [77], porém, assim como a IET, presentes nos mais variados sistemas
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Fig. 5.1: Estruturas coerentes do modelo HR-2D (5.1), para um mesmo valor de acopla-

mento € = 0,5, em redes (A) 50 x 50 e (B) 100 x 100.

fisicos, quimicos e biolégicos [78, 79]. Como muitos exemplos indicam, a questao-chave da
universalidade dessas estruturas é a existéncia de duas ou mais escalas de tempo e/ou espaco
na atividade do meio [27]. No sistema HR-2D, esta propriedade refere-se as duas escalas
de tempo distintas em que o sistema oscila, uma rapida, gerada pelo subsistema (z,y), e
outra lenta, gerada por (z,z) — em outras palavras, refere-se a bi-estabilidade entre um
comportamento oscilatorio e um estacionario.

As estruturas coerentes aparecem como padroes espaco-temporais regulares imersos em

um meio difusivo discreto, formado pela varidvel x;; distribuida em um quadrado de lado L,

11 T12 -+ X1L
o1 22 X2L

(5.2)
Ty Trp2 -+ XLL

num dado instante de tempo t. Adicionalmente, impomos condi¢oes de contorno periédicas,
de modo que, topologicamente, o sistema constitua um tordide. Para ilustrar esse tipo
de estrutura, mostramos na Figura 5.1 duas “fotografias” da dinamica de z;;, de uma
rede 50 x 50 e uma rede 100 x 100, para um mesmo valor de acoplamento ¢ = 0,5. As

partes claras correspondem aos estados de disparo dos neuronios, enquanto as partes em
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preto, aos estados de quiescéncial. Na Figura 5.1A estd a tipica formacao de estrutura
do modelo HR-2D, duas espirais incompletas “presas”, resultando numa peculiar forma em
“C”. Daqui para frente vamos chamar esta estrutura de espiral incompleta, simplesmente.
Numa rede maior esta estrutura também se repete, embora apareca superposta com outras
formacoes semelhantes: na Figura 5.1B estao seis estruturas tipo espiral incompleta. Uma
particularidade que se deve observar, para que o sistema evolua para estas estruturas, é o
aumento gradativo no acoplamento partindo-se de condicoes iniciais aleatérias. Isto é feito
para provocar o aparecimento de “clusters” de neuronios com fases localmente coerentes.
Com a evolucao do sistema, eles vao aumentando e comeca a haver uma competicao entre
os clusters de disparo e os de quiescéncia, o que da origem as estruturas coerentes. Se isto
nao for feito, o sistema evolui para um regime de sincronizacao de trem de pulsos em fase,
conforme veremos a seguir.

O sistema HR-2D foi originalmente estudado por Huerta et al. [26], que delimitaram
as regioes de sincronizagao — se¢ao seguinte — e mostraram a geracao das estruturas
coerentes. Nosso trabalho vai além, caracterizando-as como memoérias de curto alcance
dentro do contexto de uma rede neuronal. Uma de nossas motivagoes é a presenca de padroes
em espiral no cortex de animais e seres humanos [80]. E assim como no modelo HR-1D nés
caracterizamos a transicdo para o regime IET através da entropia H(A) (Apéndice A),
no modelo HR-2D nés caracterizaremos a evolucao das estruturas coerentes pelo overlap,
quantidade tipica utilizada em sistemas que implementam memoria associativa em redes

neuronais [20].

5.2 Sincronizacao

Encontram-se trés regimes principais de sincronizacao no modelo HR-2D: completa, parcial
e sincronizacdo de trens de pulsos em fase, conforme mostra a Figura 5.2 [26], onde foi

considerada uma rede de 100 x 100 elementos. Como vimos na Secao 2.4.1, quando nao hé

! Compare com o regime de intermiténcia do modelo HR-1D, Figura 4.1, que ocorre nos trens de pulsos

e, portanto, as partes pretas correspondem aos intervalos entre disparos dos neurdnios.
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Fig. 5.2: Regimes de sincroniza¢ao no modelo HR-2D (N = 100x100). Em A, B e C estd
a atividade média para os casos de nao-sincronizacao, sincronizacao de trens de
pulsos em fase e sincronizacao completa, respectivamente. Em A’, B’ e C’ estao
as séries temporais do potencial de membrana para quatro unidades escolhidas ar-
bitrariamente na rede, também para os casos de nao-sincronizacao, Sincronizacao
de trens de pulsos em fase e sincronizacao completa, respectivamente. A sincro-
nizacao parcial, onde ocorre o surgimento de estruturas coerentes, corresponde
as séries temporais em regime de sincronizacao de trens de pulsos para unida-
des proximas e nao-sincronizacao para unidades distantes, enquanto a atividade
média apresenta uma amplitude o*(e < 1,6) ~ 0,2. Os valores de acoplamento
utilizados sao: (A e A’) e =0,04 (fraco); (B e B') e = 0,4 (médio); (C e C')
e =230,0 (forte) [26].
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sincronizacao, a atividade média,

L L

(a(t) = S (1) (5.3)

i=1 j=1
permanece proxima de um valor constante — Figura 5.2A. Na Figura 5.2A’ mostram-se as
séries temporais de quatro neurdnios nao sincronizados escolhidos aleatoriamente na rede.

Tanto em 5.2A como em 5.2A” utilizou-se € = 0,04 (acoplamento fraco).

Sincronizacgao de trens de pulsos em fase

A Figura 5.2B mostra um tipico caso de sincronizagao de trens de pulsos em fase, onde
a atividade média é periddica e aproximadamente constante nos topos — significando que
nao existe sincronizacao dos pulsos nos trens. As séries temporais de quatro neuronios
apresentando esse tipo de sincronizacao estao em 5.2B’. Utilizou-se € = 0,4 (acoplamento
médio) em 5.2B e 5.2B’. Assim, neste regime, ao observarmos a rede em um certo instante,
veriamos todas as unidades disparando ou todas em estado quiescente. Isto também pode
ser visto na Figura 5.3. Em primeiro lugar, pelas projecoes das orbitas do atrator no plano
(x,z), de um neurénio isolado, e da atividade média (5.3), Figura 5.3A, estd claro que o
efeito do acoplamento é aumentar a excursao na variavel z, ao invés de impor uma forte
sincronizacao entre os neuronios, somente. No regime de sincronizacao de trens de pulsos em
fase, os valores das varidveis x e z estao préoximas no atrator cadtico, conforme 5.3B, onde
os pontos (z;4,2;;) de sitios escolhidos aleatoriamente sdao mostrados em quatro instantes
distintos (diferentes simbolos indicam instantes distintos). Ou seja, os neur6nios sempre

disparam ou entram em estado de quiescéncia juntos.

Sincronizagao completa

Na Figura 5.2C mostra-se um exemplo de sincronizagdo completa, onde z11(t) = ... =
xrr(t), e o comportamento de um tnico elemento é idéntico a atividade média de toda a
rede. Em 5.2C” estao as séries temporais de quatro elementos completamente sincronizados.

Utilizou-se € = 230 (acoplamento forte) nas Figuras 5.2C e 5.2C".
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Fig. 5.3: (A) Projecao do atrator (x,z) de um neurdénio isolado (3,0 < z < 3,4) e da
atividade média (3,0 < z < 4,2). (B) Quatro instantaneos da rede no regime de
sincronizagao de trens de pulsos em fase. Os simbolos indicam valores (5, ;)

escolhidos aleatoriamente; diferentes simbolos indicam instantes diferentes.

Sincronizagao parcial

O caso de sincronizagao parcial é o mais importante para nosso estudo, pois é nesse regime
que aparecem as estruturas coerentes. Para uma rede 100 x 100, a atividade média da
sincronizagao parcial apresenta uma amplitude o?(e < 1,6) ~ 0,2, definida pela equagao
(2.11), e as séries temporais das unidades proximas estao em sincronizacao de trens de pul-
sos, enquando para unidades distantes, elas nao estao sincronizadas. Isto se vé claramente
nas estruturas da Figura 5.1. As partes claras (escuras) sao unidades que estao em regime de
sincronizacao de trens de pulsos com uma diferenca de fase no intervalo [0; 7] ([7; 27]). Com-
parando as séries temporais destas duas partes, concluimos que elas nao estao sincronizadas.
Assim, o regime de sincronizagao parcial corresponde a Figura 5.3B onde os neuronios, em
tempos distintos, distribuem-se sobre toda a extensao da atividade média. Além disso, a
sincronizacao parcial ocorre apenas em uma regiao de bi-estabilidade, juntamente com a

sincronizacao de trens de pulsos em fase, como mostra o diagrama de fases € versus N da
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Fig. 5.4: Diagrama de fases do modelo HR-2D, com os trés regimes de sincroniza¢ao encon-
trados. A sincronizacao parcial, regime das estruturas coerentes, ocorre apenas

na regiago de bi-estabilidade [26].

Figura 5.4 [26]. Nessa regiao, o atrator é selecionado pelas condicoes iniciais?, e a amplitude

2 . . . . . . 2 2
0?(e) fornece um meio de distinguir entre estes regimes, visto que 07, ..t K Threm de putsos:

5.3 Periodicidade das estruturas coerentes

Vamos supor que temos duas estruturas coerentes como especificado em (5.2): {xw )} =

A 4 B _
{ay(8), 235(t), .2 (O } e {xB(t)} = {2f (1), 2Fy(¢), ..., 2P (t) }, cada uma com N = Lx L
elementos, portanto. Por hipdtese, consideramos inicialmente que as quantidades z;; possam
assumir apenas os valores bindrios 0 ou 1, ou seja, fazemos a troca de variaveis xf} —

A B B . . . ’ . 7.

Xi; € {0,1} e ;7 — X;; € {0,1}. O objetivo, com isso, é possibilitar o uso de uma

redefini¢ao do overlap do modelo de Hopfield [16], agora escrito para dar suporte a padroes

2 Ou seja, mesmo utilizando o procedimento de aumento gradativo do acoplamento, como falamos antes,
o sistema pode nao convergir para uma estrutura coerente, mas para um regime de sincronizacao de trens

de pulsos em fase.
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correlacionados [21]:

A () = m SO (XA (1) — a) (XE (1) —a), (5.4)

i=1 j=1

onde {X/}(t,)} ¢ o padrio bindrio fixo num instante de tempo t = ¢, e {XZ(t)} ¢ 0 que

evolui com a dinamica do sistema. A atividade a é definida como o valor médio de {X ;;‘(to) },

1 L L
a= NZZX{} (t,) . (5.5)

i=1 j=1
Pela definicao de overlap, portanto, temos um modo de comparar a proximidade entre os dois
estados da rede, {X{?(to)} e {Xﬁ(t)}: mif =1= X{} = Xﬁ, e os padrdes sao iguais; mA4?
~ 0 =~ 50% dos sitios estao trocados e m48 = -1 = X;;‘- = —Xg, que € o estado onde
um padrao é a imagem negativa do outro, o chamado estado reverso. Logo, se definirmos
um critério para realizar a troca de variaveis z;; — X;; € {0, 1}, entao os padroes bindrios
{Xa(to)} e {XB(t)}, através do overlap (5.4), poderdo ser utilizados para caracterizar a
proximidade dos padrdes continuos {z{(t,)} e {zZ(t)}, ou seja, das estruturas coerentes

desse sistema.

Critério de digitalizagao

Propomos uma forma de “digitalizacao” de {x;;(t)}, de modo que os intervalos de disparo dos
neuronios correspondam ao estado 1 e os intervalos de quiescéncia ao estado 0. Observando
as séries temporais das varidveis x;;, y;; € 2;; na Figura 5.5, é possivel concluir que a varidvel
lenta z;; determina exatamente onde iniciam os trens de pulsos e os intervalos de quiescéncia
dos neurdnios, bastando para isso examinar sua derivada: dz;;/dt > 0 corresponde ao
estado de disparo (1), enquanto dz;;/dt < 0 ao estado de quiescéncia (0)[*]. Assim, a
partir desta verificagao, temos uma forma de expressar z;; como a varidvel bindria X;; €
{0, 1}, resguardando também o sentido biolégico de troca de informacao, e podemos medir
a proximidade dos padrdes que resultam da dinamica (5.1) através de m“2(¢). A Figura 5.6

mostra um exemplo do procedimento de digitalizagao numa estrutura coerente 100 x 100.

3 Esta propriedade haviamos constatado quando estudamos o neurénio HR isolado — Figura 2.6.
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Fig. 5.5: Séries temporais das varidveis (A) x;;, (B) yi; e (C) zi; no modelo HR-2D (5.1).
O critério de digitalizagio de x;(t) € obtido através da derivada da varidvel lenta
zij: dzj/dt > 0 corresponde ao estado de disparo (1), enquanto dz;j/dt < 0 ao

estado de quiescéncia (0).
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Fig. 5.6: Demonstracao do procedimento de digitalizacao numa estrutura 100 x 100.

Periodicidade

Estabelecido o critério de digitalizacdo dos padrdes {z;;(t)}, vamos passar agora ao es-
tudo de sua periodicidade. A idéia é partir de uma condicao inicial aleatoria na regiao de
bi-estabilidade e aumentar gradativamente o valor de € até alcancarmos o regime de sin-
cronizagao parcial — detectado pela amplitude da atividade média, o2(¢) —, quando se d4
a ocorréncia das estruturas coerentes. Deixando fora o tempo de transiente, fixamos uma
dessas estruturas em ¢ = t,, o padrio {z{(t,)}, e deixamos a dinamica (5.1) evoluir para
um valor qualquer de ¢ — para nossos propésitos, normalmente teremos t >> t,. A cada
instante ¢, + nAt, n = 1,2,..., onde At é o passo em ¢, a estrutura que emerge de (5.1),
o padrao {zZ(t)}, é comparada com {xj(t,)} através do overlap m*?(t). Se o padrio
{xfg(to)} for periédico no tempo, teremos, necessariamente, m42(t = aT) =1, a = 0,1, ...,
onde T é o periodo de oscilacao de {xf; (to)}[4]. A partir deste procedimento é possivel con-
cluir que as estruturas coerentes tem um comportamento de quasi-periodicidade, ou seja,
elas sao aproximadamente idénticas entre periodos adjacentes, mas nao necessariamente si-
milares quando comparados periodos distantes no tempo [44]. Em certos casos, contudo, e
dependendo do nimero de periodos considerados, algumas correlagoes ainda sao mantidas
entre {z{}(t,)} e {zZ(t)}, mas estas correlagoes, bem como a forma caracteristica de espiral

incompleta das estruturas coerentes, tendem a desaparecer no limite 7" — oo.

4 Em média, o perfodo de oscilacio das estruturas coerentes em uma rede de qualquer tamanho, e com

os mesmos parametros de integragao, é o mesmo.
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Na Figura 5.7A mostramos um grafico do overlap m“® versus o periodo T de oscilacdes
para a estrutura mostrada em 7" = 0, que corresponde ao padrao {xiAj(to)}, numa rede

B AB(T _ ()) — . y
i7» e teremos m”7 (T = 0) = 1. Apds 1/2 perfodo

50 x 50 e com € =0, 5. Emt:to,x;‘}:x
de oscilacao a dinamica retorna a imagem negativa de {:L’{}(to)}, e mAB(T = 1/2) ~ —1,
e ap6s uma oscilacdo completa, mAZ(T = 1) ~ 1. O valor correto de overlap obtido para
este exemplo, em T = 1, foi m*2(T = 1) = 0,974, de onde se conclui que {a:f}(to)} nao
é periddica ja no primeiro periodo de oscilacao do sistema. Como este valor de overlap é
muito proximo de 1, é dificil perceber isso por simples inspecao visual do padrao, como se
nota pelas imagens em 7' =0 e T' = 1, que parecem idénticas. Para tempos mais longos, no
entanto, nota-se claramente uma diminuigao gradativa nos méximos do overlap (ou aumento
nos minimos), revelando que a perda na similaridade de {:Uf}(to)} esta aumentando. Para
melhor analisar este fato, vamos verificar a evolucao desse padrao por longos periodos de
tempo. Como a proximidade entre {mf}(to)} e {xﬁ(t)} é mantida sempre que mA?(T) —

AB

1, e isto ocorre quando a curva m”” wversus T alcanca um maximo, entao torna-se mais

prético utilizarmos como medida de similaridade o overlap maximo maZ () entre {X/}(t,) }

e {XZ(t)}, que é simplesmente um grafico dos maximos da curva mA(T):

mAB (T) = max m™P(T). (5.6)

max

Desse modo, ao analisar quanto o overlap m“Z (T') diminui de 1 a partir de T = 0,

estaremos, de fato, analisando o quanto a estrutura {x;‘}(to)} estd se modificando com o

AB

22 (T) nos dé a informagao de que o

passar do tempo. Além disso, cada ponto da curva m

padrao {z7(t,)} realizou uma oscilagao completa.
Para verificar os resultados com o uso do overlap méaximo, na Figura 5.7B mostramos a

evolucao da estrutura {x;‘; (to)} até ~ 1530 periodos (curva superior, cheia). Estd claro que

mAB (T) decresce significativamente até T = 250, embora a dinamica nao tenha perdido

max
a correlagdo com {z7}(t,)} neste ponto: o padrdao {zZ(¢)} permanece aproximadamente o
G ij\lo p - o0p ij p p
mesmo, exceto que comeca a haver um tipo de jungao na sua parte superior. A resposta
da dinamica a este evento foi uma “rotacao” do padrao, como mostrado pela imagem em

T = 365. A partir desse ponto, a estrutura permanece praticamente inalterada por 1150

periodos, até 1" = 1515 ou mais. Nao é necessario observarmos a evolugao de {Xg (t)} acima
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Fig. 5.7: (A) Overlap m*2(T) da estrutura coerente mostrada em T = 0 até seis periodos
de oscilagdo. Apés 1 periodo completo, m*B(T = 1) = 0,974, indicando que

houve perda na sua similaridade. A diminuicao gradativa nos mdzimos de

AB

mAB(T) confirma isso. (B) Overlap mdzimo mA5,

(T') da estrutura indicada em
T = 0 até 1530 periodos (curva cheia), mostrando que ela estd se modificando
com o passar do tempo, embora ainda mantenha uma certa correlagao. Um efeito
de rotagao se visualiza em T = 365. A curva pontilhada € o overlap mdaximo

entre dois padroes completamente descorrelacionados.
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desse valor, pois ja mostramos, com isso, que a estrutura {:cf; (to)} perde sua similaridade
com o tempo.

A curva pontilhada da Figura 5.7B mostra o overlap méaximo entre a estrutura formada
em T = 0 e uma outra, completamente descorrelacionada. Comparando esta curva com

a curva cheia e as imagens da evolucao do padrao em 7' = 0, conclui-se que, embora
AB

S0 (t) < 0,5 seja uma medida de descorrelagao, ele nao é

o overlap no intervalo 0 < m
quantitativamente preciso nesta regiao para caracterizar a semelhanca de padroes. Por outro
lado, padroes formados numa rede 50 x 50 e com € = 0,5 podem sofrer efeitos do tamanho
finito do sistema, pois os comprimentos de correlacao tipicos das estruturas sao da ordem do
tamanho do proprio sistema, como € o caso da estrutura {:1:;3 (to)} analisada neste exemplo.
Isto faz com que ela possua propriedades particulares de evolucao que se distinguem das
propriedades das estruturas de uma rede maior, como numa rede 100 x 100 para o mesmo
valor de acoplamento, conforme indica a Figura 5.8. Nesta figura mostra-se a evolugao
da estrutura coerente definida em 5.8A. Observe que ela é formada por seis subestruturas
em espiral incompleta, superpostas. A subestrutura aproximadamente quadrada na parte
superior central é o resultado da superposicao das estruturas em espiral incompleta. As
imagens em 5.8B, 5.8C e 5.8D foram tomadas, respectivamente, apés 180, 300 e 990 periodos
de oscilacao da rede. Pode-se notar que a estrutura mantém-se correlacionada até 180
periodos ou mesmo até 300 periodos, quando comparada com a estrutura em 5.8D, 990
periodos depois, onde houve uma perda completa de correlacao®. Nestas estruturas nao se
observa o efeito de rotacao visto na Figura 5.7B, pois as subestruturas em espiral incompleta
encontram-se superpostas; contudo, observa-se que a velocidade com que elas se modificam,
isto é, derivam, nao é a mesma.

As caracteristicas de modificagdo das subestruturas em espiral incompleta nao podem
ser exatamente definidas, pois dependem principalmente do modo como elas aparecem su-
perpostas em uma dada estrutura coerente. Como caracteristicas gerais podemos concluir,
pelos exemplos apresentados, que estruturas isoladas, como a da Figura 5.7, obtida com

e = 0,5 em uma rede 50 x 50, podem rotar a um certo momento e/ou permanecer por lon-

5 Esta ultima sugere que a rede esteja evoluindo para uma situacio de propagacao de ondas planas num

torodide.
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Fig. 5.8: FEvolucao da estrutura coerente mostrada em A, de uma rede 100 x 100. As
imagens em B, C e D foram tomadas, respectivamente, apds 180, 300 e 990

periodos.

gos periodos sem sofrer uma perda de correlacao significativa®. J4 estruturas nio isoladas,
isto é, compostas por subestruturas menores, como ¢é o caso da Figura 5.1B ou 5.8, apre-
sentam velocidades de deriva diferentes em suas subestruturas, e tendem mais facilmente
a perder a correlacao com o passar do tempo. Na pratica, as caracteristicas de estrutura
isolada ainda estao presentes neste caso, mas a superposicao das subestruturas afeta as pro-
priedades de evolugao da estrutura coerente como um todo. Assim, de um modo geral, as

propriedades de modificacao das estruturas coerentes devem ser obtidas a partir de medidas

AB

o . de quatro estruturas até 475

estatisticas. Na Figura 5.9 estd o overlap méaximo m(7T)
periodos, de uma rede 100 x 100. Esta figura nos indica que o modo como cada estrutura se
modifica com o passar do tempo ¢ diferente, logo, somente medidas efetuadas com muitos

[P )]

exemplos possibilitam inferir propriedades gerais de evolucao. A curva indicada por “a” é o

6 Para obter estruturas isoladas em redes maiores basta aumentar o valor de € — veja a Figura 3 de [26].
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Fig. 5.9: Overlap mdzimo m(T)
periodos (linhas cheias). A curva indicada por “a” € o overlap mdximo da es-
trutura mostrada na Figura 5.8A. As quatro curvas inferiores sio o overlap de

estruturas coerentes completamente descorrelacionadas.

overlap maximo da estrutura indicada em 5.8A. As curvas inferiores sao o overlap méaximo
de quatro estruturas coerentes completamente descorrelacionadas. A conclusao, neste caso,

¢ analoga a apresentada no inicio do paragrafo anterior.

5.4 Robustez das estruturas coerentes

A propriedade de robustez é requerida em qualquer modelo de memoria em redes neuronais.
Por isso, vamos testar a robustez das estruturas coerentes do modelo HR-2D frente a per-
turbagoes locais. Caso estas estruturas apresentem esta propriedade, podemos inferir, em
seguida, que elas se comportam como memoérias de uma rede neuronal particular, conforme
veremos mais adiante.

Usualmente, quanto mais defeitos forem colocados na rede, menor é a chance da dinamica
absorve-los e retornar ao estado anterior a introducao destes defeitos. Portanto, deve existir

uma fracao-limite o de defeitos que podem ser colocados, acima do qual a dinamica nao
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tem mais capacidade de absorveé-los. Se o sistema HR-2D for robusto, entao uma estrutura
coerente perturbada abaixo do limite a nao deve sofrer modificagao no modo como evolui
no tempo, isto é, deve comportar-se como se fosse a estrutura de uma rede nao-perturbada.
Isto significa que ela deve manter, em principio, sua forma, que tende a se modificar quanto
mais proximo de « estiver a colocacao de defeitos, e as propriedades de quasi-periodicidade
vistas na segao anterior: (i) manter-se aproximadamente idéntica entre periodos adjacentes;
(ii) perder a similaridade quando observada entre periodos distantes no tempo. Em outras

palavras, deve comportar-se como uma memoria de curta duragao.

Defasagem de 1/2 periodo

Para verificar a propriedade de robustez, consideramos que uma fracao f de neurdonios na
rede, arbitrariamente escolhidos, tem sua fase avancada por 7, ou seja, a perturbacao é uma
troca nos valores das varidveis x;;, y;; e z;; pelos valores respectivos a uma defasagem de
1/2 periodo. O overlap (5.4) é utilizado para determinar o momento onde ocorre a defasa-
gem de 1/2 periodo: quando alcanga um minimo durante uma oscilacdo do sistema. Este
procedimento é mostrado na Figura 5.10, onde efetuou-se uma defasagem de 1/2 periodo
numa fragao f = 0,05 de sitios de uma estrutura coerente 50 x 50, ou seja, em 125 sitios.
Em 5.10A estd a estrutura coerente vista através das trés varidveis z;;, y;; € 2;;. Em 5.10B,
a evolucdo dessa estrutura apds 1/2 periodo, quando o overlap (5.4) alcan¢a um minimo.
Em 5.10C esta a estrutura mostrada em 5.10A com 125 de seus sitios avancados em 7, isto
é, trocados pelos respectivos valores dos sitios da estrutura 5.10B. Com a perturbacao reali-
zada desse modo nés garantimos que, se um neuronio esta no meio de um estado de disparo,
ele serd colocado no meio de um estado de quiescéncia, e vice-versa — logo, corresponde a
uma perturbacao efetuada em um sistema de neuronios formais de dois estados, como no
modelo de Hopfield [16].

Definido o critério de defasagem de 1/2 periodo, para medirmos a robustez das estru-

turas coerentes deixamos o sistema evoluir no regime de sincronizacao parcial, enquanto

AB

20 (t) entre a configuragao atual da rede, que possui

monitoramos o overlap maximo m,
uma fragao f de seus sitios perturbados em T = 0, {xg (t)}, e a configuragdo nao per-

turbada, {x{}(to)}, fixa em T = 0. Na Figura 5.11 esta mostrado este procedimento para
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Fig. 5.10: (A) Estrutura coerente de uma rede 50 x 50 vista pelas varidveis x;;, yi; € z;; do
modelo HR-2D. (B) Defasagem de 1/2 periodo realizada na estrutura mostrada
em A. (C) Perturbagdo realizada numa fra¢ao f = 0,05 de sitios da estrutura

mostrada em A.

uma estrutura coerente de uma rede 50 x 50, cujos sitios trocados estao indicados em cada

curva pela respectiva fracao f. O tempo t = 8000 corresponde ao periodo T = 0 onde se

AB

25 (t). A curva espessa superior é a evolucao da estrutura da rede

iniciou o calculo de m
nao-perturbada (f = 0). A curva pontilhada, onde f = 1,00, corresponde a comparar a

estrutura nao-perturbada em 7' = 0 e sua imagem negativa em 7" = 1/2. O ponto inicial

AB

20 (0) = —0,84. A curva espessa central indica uma fracao f = a = 0,172,

desta curva é m
que ¢ a fragao-limite de inversao de sitios que esta estrutura consegue suportar. J& a curva
com f = 0,173 mostra que o overlap tendeu a zero rapidamente, e a estrutura {xfj(t)} nao é

mais robusta frente a esta fracao de trocas de sitios: foi colocada fora da “bacia de atracao”
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Fig. 5.11: Curvas de overlap para diferentes fracoes f de trocas de sitios de uma mesma

estrutura coerente. A curva superior espessa € a evolucao da estrutura da rede

nao-perturbada, e a curva central representa a fragao-limite f = a = 0,172.

Isto é confirmado pela curva de overlap com f = 0,173, que tende rapidamente

a zero — de um modo geral, a robustez da estrutura corresponde a wm overlap

no intervalo [0,5;1,0], e a falta de robustez, a um overlap tendendo a zero. Este

critério € aplicado apds T ~ 10 periodos de oscilagdo da rede (t ~ 11000), pois

ai a recuperacao ou nao da estrutura jd estd decidida.

de {2(t,) }[7]. A curva espessa inferior corresponde a uma fragao f = 0,50 de sitios troca-

dos, ou seja, a metade. Nas demais curvas tem-se indicado as fragoes f de sitios trocados e

pode-se acompanhar como o overlap se comporta em todos estes casos. E importante notar

que estas curvas representam um exemplo particular, pois o modo como o overlap evolui,

para uma mesma estrutura, depende fundamentalmente de quais sitios estao sendo trocados

na defasagem de 1/2 periodo. Como estes sitios sdo escolhidos aleatoriamente, diferentes

realizacoes para uma mesma estrutura vao gerar diferentes fracoes-limite a. Os resultados,

neste caso, devem ser estatisticos. Outra observacao na Figura 5.11 refere-se a questao de

7O conceito de bacia de atracio é empregado aqui de modo informal, pois ndo hd um atrator definido

no sentido de sistemas dinamicos, significando apenas os valores de trocas f onde {a:;é (to)} é robusta.
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Fig. 5.12: Curvas de overlap mdzrimo para diversas estruturas coerentes de redes 100 x 100
(coluna da esquerda) e 50 x 50 (coluna da direita). A fracdo de trocas de sitios
E(AeA’) f=0,10, BeB’) f=0,18¢ (CeC’) f=0,25. Analisando a
coluna da esquerda € possivel concluir que a fracao-limite média de trocas deve

estar em torno de () ~ 0,18.

que a recuperacao ou nao da estrutura coerente ja esta decidida apds T ~ 10 periodos de
oscilagao (t ~ 11000), ja que, a partir deste ponto, o overlap ou permanece numa regiao de
recuperagao, entre 0,5 e 1,0 (de robustez), ou tende a zero.

Em relacao ao tamanho da rede, redes 50 x 50 estao longe do limite termodinamico
N — oo e, por isso, sao necessarias muito mais realizagoes estatisticas para se obter
resultados de maior precisao, como estd demonstrado na Figura 5.12. A primeira coluna

contém o overlap méximo de varias estruturas coerentes de uma rede 100 x 100; a coluna
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Fig. 5.13: Owverlap mdzimo entre os estados antes e depois da perturbacao, em funcao da
fragao de neuronios perturbados. A andlise desta curva nos permite concluir que

a fragao-limite média de trocas para as estruturas coerentes no modelo HR-2D

AB

¢ (o) = 0,19. A curva (ma2.(f)) € simétrica em relagao a f = 0,500.

da esquerda, de uma rede 50 x 50. A fragao de trocas de sitios é f = 0,10, em 5.12A e
5.12A’; f = 0,18, em 5.12B e 5.12B” e f = 0,25, em 5.12C e 5.12C°. Esta claro que as
estruturas coerentes das redes 100 x 100 sao menos sujeitas a flutuacoes. Logo, pela anélise
da coluna da esquerda, é possivel concluir que a fracao-limite média deve estar em torno de
() ~ 0,18, visto que as curvas de overlap passam da regiao de recuperagao (5.12A) para a
de nao-recuperagao (5.12C) aproximadamente quando se considera f = 0,18 (5.12B). J4 as
curvas de overlap para a rede 50 x 50 com f = 0,18 (5.12B’) nao permitem tal conclusao.

Na Figura 5.13 generalizamos o procedimento apresentado na Figura 5.12 para a deter-
minacao da fracao-limite média de trocas nas estruturas coerentes no modelo HR-2D. O
grafico mostra o overlap maximo médio entre as configuragoes nao perturbadas (7' = 0) e

perturbadas (7' = 10) como funcao de f. Aqui é suficiente analisar o intervalo f € [0;0, 5],

AB

So.(f)) é simétrica em relagdo a f = 0,5. Os resultados para redes 50 x 50

pois a curva (m
e 100 x 100, com uma média de 50 realizacoes para cada valor de f, sao mostrados. Numa

descricao simplificada, pode-se dizer que a rede 100 x 100 apresenta um patamar para
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f < 0,15. Neste regime, ambas as redes (perturbada e nao-perturbada) permanecem for-
temente correlacionadas. Em seguida, um réapido decréscimo no overlap é observado no
intervalo 0,15 < f < 0,32 e, finalmente, se f > 0,32, verifica-se outro patamar, agora com
o overlap tendendo a zero (~ 0,12), onde nao ha mais correlagdo entre as configuragoes
analisadas. Os resultados para a rede 50 x 50 apresentam um decréscimo de overlap mais
lento, e as duas curvas se cruzam em f = (a) & 0,19, sugerindo que esse é o tamanho da
bacia de atragao para este tipo de perturbacao para uma rede de tamanho qualquer, ou
seja, a fragao-limite média de trocas.

O resultado procurado era esse, a determinacao da fracao-limite de trocas para as es-
truturas coerentes do modelo HR-2D, (o) =~ 0,19. Juntamente com as propriedades de
periodicidade vistas, ele nos permitira formular uma hipdtese sobre a natureza dessas estru-
turas, caracterizando-as como memorias de curta duragao, como dissemos no inicio desta
secao. Isto faremos no Capitulo 6, de conclusdao. A seguir apresentaremos um trabalho

complementar, a colocacao ordenada de defeitos.

5.5 Colocacao ordenada de defeitos

No célculo de (a) =~ 0,19, com a finalidade de deixar nossos resultados os mais gerais
possiveis, nao privilegiamos o modo como sao selecionados os sitios que sofrerao a defasagem
de 1/2 periodo. Ou seja, a cada realizagao eles sao escolhidos arbitrariamente. Conseqiien-
temente, uma mesma estrutura coerente, para um mesmo valor f de trocas, evolui de forma
diferente se os sitios sorteados para as trocas nao forem os mesmos, visto que o modo como
a dinamica absorve os defeitos, em cada caso, nao serd o mesmo.

Agora vamos propor uma maneira “ordenada” de introduzir as perturbacoes. Para que
o efeito resultante seja observado plenamente, precisamos comecar com uma pequena fragao
f1 de trocas e ir aumentando este valor até que seja alcancada a fracao-limite: fi, fo,..., .
Nao se considera nenhuma distancia especifica entre cada fracao calculada, mas, a cada au-
mento de f, devemos manter o mesmos sitios escolhidos na fracao imediatamente anterior e
sortear apenas os que faltam para completar a fracao atual. Por exemplo, suponhamos que

desejamos encontrar « para uma estrutura coerente 100 x 100. Iniciamos com f; = 0,05
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Fig. 5.14: FEvolucao da estrutura 50 x 50 mostrada em A. A introducao ordenada de defei-
tos provoca uma resposta sequencialmente ordenada no modo como a dinamica
absorve aos defeitos: wma ruptura na parte inferior da espiral incompleta, vista

nas imagens B até I, com f =0 até f = a = 0,181, respectivamente.

e sorteamos, portanto, 500 sitios onde serao realizadas as trocas de 1/2 periodo. Em se-
guida, realizamos uma troca fs = 0, 1, mas agora, mantemos os mesmos 500 sitios sorteados
em f; e sorteamos mais 500 sitios. E assim por diante, até encontrarmos « pelo overlap
maximo, do mesmo modo como procedemos na Figura 5.13. Como resultado, se observar-
mos a evolucao da estrutura coerente desde f; até o veremos que a colocacao ordenada das
perturbagoes introduz uma ruptura “ordenada” de uma ou mais partes das espirais incom-
pletas que formam a estrutura. Isto é o que estd mostrado na Figura 5.14. Em 5.14A esta
a estrutura na qual serdo colocados os defeitos (T = 0), de uma rede 50 x 50. Todas as

demais imagens foram tomadas apds T' = 10 periodos de oscilacao da rede, que é o tempo
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suficiente para que a recuperagao ou nao da estrutura esteja decidida, conforme ja haviamos
comentado. Em 5.14B estd a estrutura com f = 0, mostrando que ela ainda mantém-se
fortemente correlacionada apés T' = 10 periodos. Em 5.14C e 5.14D considerou-se f = 0,05
e f = 0,10, respectivamente, confirmando que a dinamica absorveu os defeitos. 5.14E
mostra a estrutura com f = 0,15 e agora vé-se o inicio de uma ruptura na parte inferior
da espiral incompleta. Como ela ainda mantém-se correlacionada com 5.14A, o overlap
estd na regido de recuperagao [0,5;1,0]. As imagens 5.14F, 5.14G, 5.14H e 5.14I mostram,
respectivamente, a estrutura com f = 0,16, f = 0,17, f = 0,18 e f = 0,181, e percebe-se
a evolucao da ruptura na sua parte inferior. O overlap continua na regiao de recuperacao.
Agora, em 5.14J considerou-se f = 0,182, e vé-se que a estrutura nao mantém mais ne-
nhma correlagdo com 5.14A, significando que f = a ~ 0,181 é a fracao-limite de trocas
para este exemplo. O overlap neste caso cai para a regiao de nao-recuperagao [0;0,5]. O
que queriamos mostrar é exatamente a sequéncia de imagens 5.14D até 5.141, que é a forma
como a ruptura na estrutura coerente foi introduzida. Ou seja, a colocacao ordenada de
defeitos permite observar o efeito cumulativo das perturbacoes, que se manifesta como uma
ruptura de uma parte da espiral incompleta. Logo, se estas estruturas comportam-se como
memorias, entao pode ser desejavel que os defeitos sejam absorvidos desse modo, simulando
algum tipo de mecanismo de resposta de memoria associativa. Adicionalmente, colocamos
as imagens 5.14K, 5.14L, 5.14M e 5.14N, que mostram, respectivamente, a estrutura com
f=0,185 f=0,19, f = 0,20 e f = 0,21. A nova forma adquirida em 5.14J sustenta-
se até 5.14L, e em seguida a dinamica d& sinais de tentar recuperar a estrutura 5.14A, o
que fica mais claro em 5.14N. Na medida que aumentamos a fracao de trocas até o limite
f =1,00, o sistema responde cada vez mais com uma maior proximidade ao padrao 5.14A:
confira 5.140 (f = 0,50), que é praticamente a imagem negativa de 5.14A e, em seguida,
5.14P (f = 1,00), que é o préprio padrao 5.14A. Este comportamento é o mostrado pela
curva pontilhada da Figura 5.11, onde f = 1,00; ou seja, a evolu¢ao da imagem negativa

rapidamente converge para a estrutura em 7' = 0, como esperado.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho estudamos a sincronizacdo de neurdnios de Hindmarsh-Rose (HR). Nos
Capitulos 1 e 2 expomos os conceitos fundamentais e as motivagoes que nos levaram ao
tema, e nos capitulos seguintes, nosso trabalho de pesquisa, o acoplamento difusivo em
trés sistemas distintos: entre dois neurénios HR (Capitulo 3), entre N neur6nios em uma
linha, ou acoplamento unidimensional HR-1D (Capitulo 4) e entre N = L x L neurdnios em
um quadrado, ou acoplamento bidimensional HR-2D (Capitulo 5). A seguir, vamos apre-
sentar as conclusoes de cada capitulo separadamente, onde faremos um resumo do que foi
feito em cada sistema, comentaremos os resultados encontrados e iremos propor possiveis
continuagoes de pesquisa. Ao final, apresentaremos uma conclusao unificada sobre todo o

trabalho desenvolvido.

Modelo HR de dois neuronios

No Capitulo 3 estudamos o acoplamento de dois neuronios HR sob duas aproximacgoes
distintas. Na primeira, Secao 3.2, consideramos o regime de acoplamento fraco e = 0,0001
e corrente 1,269 < I < 3,0, onde o neurdnio é um gerador de trens de pulsos periédicos.
Nesse limite, é possivel empregar a metodologia analitica da dinamica de fases, que expressa
a interacao entre os osciladores como a evolucao da sua diferenca de fase A¢. Verificamos
que este é um sistema com multi-estabilidade de fase, o que significa que muitos regimes

de chaveamento de fase coexistem para um mesmo conjunto de parametros, e a selecao
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entre eles se dd através das condicoes iniciais'. De acordo com a dinamica de fases, esses
regimes também sao determinados pelos pontos fixos estaveis do acoplamento efetivo I'(A¢),
equagao (3.4). Assim, apresentamos exemplos que mostram como a dinamica de fases prevée
os regimes de chaveamento e chegamos ao resultado principal nesta se¢ao: o mapeamento
das bacias de atracao, mostrado na Figura 3.2. Em relagao a esta figura, concluimos o
seguinte: (i) as diferengas de fase assumem um comportamento fractal durante a mudanga
do nimero de pulsos/trem; (ii) na situagao descrita em (i), a dindmica de fases falha,
bem como nos intervalos em que o sistema entra em um regime caético (I 2 3,0) —
nesses casos, I distribui-se uniformemente no intervalo 0 < A¢ < m; (iii) os regimes de
chaveamento de fase distintos de A¢ ~ 0 e A¢p = 7 distribuem-se em “linhas” cujo niimero
é aproximadamente igual ao nimero de pulsos/trem em um dado intervalo de corrente;
(iv) para correntes baixas, I < 2,4, a bacia de atragao referente ao chaveamento de fase
0,157 < A¢ < 0,257 é grande, bem como a bacia de atragao da anti-fase; para I 2 2,4, as
bacias de atracao distribuem-se de modo mais uniforme. Em vista destes resultados, uma
possibilidade de continuacao de nosso trabalho seria a aplicacao da dinamica de fases em
redes HR maiores, no limite de acoplamento fraco. Por exemplo, como seriam as bacias de
atracao em uma rede com trés neuronios? Quais as modificagoes essenciais entre o sistema
de dois neurdnios e esse? Poderia este resultado ser generalizado para redes maiores? Na
pratica, o calculo do acoplamento efetivo nao exige um custo computacional grande, e a
dinamica de fases poderia ser aplicada em redes consideravelmente maiores, como o modelo
HR-1D que estudamos no Capitulo 4 — no limite € ~ 0, como dissemos.

Na segunda aproximacao do acoplamento de dois neuronios HR, Secao 3.3, fixamos a
corrente em [ = 3,28, onde o neuronio individual é um gerador de trens de pulsos cadticos.
Neste limite, nao é mais possivel utilizar a dinamica de fases, pois a fase ¢ dos osciladores
nao é uniforme. Nossa proposta, entao, foi verificar os regimes de sincronizagao que surgem
na medida que o acoplamento é varrido, desde zero até € ~ 0,505, quando o sistema entra
no regime de sincronizagao completa: z1(t) = x2(t). No capitulo 10 da ref. [2], os autores

demonstram o efeito da sincronizacao mitua em um sistema composto por dois osciladores

! Tem-se a informacdo, contudo, de que nem sempre o acoplamento difusivo gera multi-estabilidade de

fase — relatado na referéncia [8] de [23], em um sistema de neurdnios de Hodgkin-Huxley.
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Rossler [81] acoplados difusivamente. H& um parametro neste sistema que previne a sin-
cronizacao completa para qualquer valor finito de acoplamento. Verificamos que no modelo
HR tal parametro nao é necessario, visto que os neurénios nao sincronizam completamente
em um largo intervalo de acoplamento. Em nosso estudo utilizamos os expoentes de Lya-
punov para caracterizar a estabilidade dos atratores, além de outras ferramentas. Devido
a oscilacao do neuronio HR em duas escalas de tempo distintas e a instabilidade inerente
do caos, encontramos uma grande variedade de regimes de sincronizagao, apresentados nas
Figuras 3.4, 3.5 e 3.6. O comportamento dominante é cadtico, com diversas janelas de
periodicidade. A complexidade da sincronizacao periédica, com propriedades distintas de
simetria (relacionadas ao revezamento dos neuronios durante a evolugao temporal), nos le-
vou a criar a classificagao ESPS e ESPA,| uma forma reduzida de notacao para expressar
este tipo de regime. Um possivel assunto para pesquisa futura seria a investigacao dessas
propriedades em redes maiores e a verificagao da robustez desses estados periddicos a efei-
tos de ruido. Observamos também a bi-estabilidade de fase, onde dois estados periédicos
coexistem para diferentes condi¢oes iniciais, o que sugere um estudo sistematico das ba-
cias de atracao nesses regimes. O trabalho descrito neste paragrafo resultou em um artigo,

submetido a publicagao [82].

Modelo HR-1D

No Capitulo 4 estudamos o acoplamento unidimensional de neurénios HR em dois limites de
acoplamento. No regime peridédico de acoplamento fraco, Se¢ao 4.2, vinculamos nossos re-
sultados com o sistema de dois neuronios estudado no Capitulo 3. Mostramos que os regimes
de chaveamento de fase previstos pela dinamica de fases no sistema de dois neuréonios HR
também sao observados nos pares de neuronios que interagem na rede HR-1D, porém, outros
chaveamentos sao alcangados, proprios da arquitetura unidimensional. Concluimos que isto
deve-se a agao dos primeiros vizinhos na rede HR-1D: se trés sitios adjacentes apresentam
diferencas de fase iniciais que caem dentro das mesmas bacias de atracao do problema de
dois neuronios, entao uma diferenca de fase constante entre eles pode se estabelecer. Essa
¢ a situacao onde sao geradas as diferencas de fase do problema de dois neuronios. Por

outro lado, se a condicao inicial corresponde a bacias de atracao diferentes, uma sucessao
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diferente de fases se estabelece, e esta é uma situacao que o problema de dois neurénios nao
pode prever: as diferencas de fase proprias da arquitetura unidimensional.

Na segunda aproximacao do modelo HR-1D, Secao 4.3, foi proposta uma maneira de ca-
racterizar a transicao para os diferentes regimes de sincronizacao, em particular, a transicao
para a intermiténcia espago-temporal (IET), pelo parametro de entropia global H(A) da
AESC (Apéndice A). H(A) mede o grau de desordem de um sinal A(x,t) no espago e/ou
no tempo, do mesmo modo que a entropia de informacao de Shannon [76]. A justifica-
tiva para utilizarmos esse método é a rota que observamos para a intermiténcia espago-
temporal: aumentando-se o acomplamento a partir de zero, o regime parcialmente sincro-
nizado da IET sempre é antecedido por um regime nao sincronizado. Logo, a passagem
desordem — ordem esta associada a um maximo de entropia, que chamamos €y, .. A
transicao encontrada em torno desse méaximo corresponde qualitativamente aos intervalos
de transicao para o regime IET que encontramos em diversos trabalhos [73, 74|, e que de-
monstraram, direta ou indiretamente, uma transicao de fase de segunda ordem. Em nosso
modelo, contudo, nao caracterizamos uma transicao de fase, e isso deve-se ao fato de que
a transicao se processa de forma muito lenta, o que nos foi indicado pela entropia: o in-
tervalo de transigao corresponde aproximadamente aos platos das curvas H(e) da Figura
4.3, sendo que o regime IET apresenta-se completamente estabelecido um pouco acima de
€H,an- Além do regime IET, a entropia H(A) permitiu caracterizar a transigao para outros
regimes de sincronizagao, como estd mostrado no diagrama de fases da Figura 4.7. En-
contramos também uma transi¢ao lenta em torno do parametro Ig, . (regides A" — B’),
mas isto deve-se ao modo como os estados de quiescéncia dos neuronios desaparecem até
o limite I — Iy, — Secao 4.3. Na transicao para o regime de pulsos continuos comple-
tamente sincronizados, determinada pela quantidade I7p (regides B, B’ — B”), obtivemos
uma transicao abrupta, com caracteristicas de uma transicao de fase de primeira ordem e
H(I), nesse caso, comportou-se como um parametro de ordem.

A impossibilidade na caracterizacdo de uma transicao de fase de segunda ordem no
modelo HR-1D contradiz o postulado de Pomeau e sua analogia a percolagao dirigida [68].
Essa hipdtese, contudo, ainda é objeto de debates [70] e tem-se trabalhos, inclusive, que

demonstram uma transi¢do de fase de primeira ordem para a IET [83]. Estes resultados



Capitulo 6. Conclusoes 102

mostram que a transi¢ao para a intermiténcia espaco-temporal, embora seja uma conhecida
rota para o caos, nao possui leis quantitativas globais comparaveis, por exemplo, as leis
que governam a cascata de duplicacdo de periodo [84]. Neste estudo tentamos caracterizar
essa transicao em um modelo de redes neuronais, através de uma ferramenta de teoria da
informacao. A questao da ferramenta a ser utilizada é uma questao em aberto, pois a
prépria maneira de definir a complexidade em padroes espaciais permanece um problema
em aberto [85]. O fenémeno coletivo da IET parece estar associado a sincronizagao que
antecede a transicao e, por isso, mais pesquisa deve ser realizada com a consideracao de
diferentes sistemas acoplados, em especial, sistemas neuronais.

Na Secao 4.3.1 realizamos um estudo adicional, comparando resultados das entropias
AESC H e Kolmogorov-Sinai K para a rede HR-1D com N = 2,3,5 e 10. Verificamos
que o comportamento das entropias é analogo, exceto que a entropia K parece ser mais
sensivel como indicador da desordem. O estudo da entropia K e expoentes de Lyapunov
sugere uma possivel continuacao de pesquisa, a determinacao da fronteira € vs. [ onde a
rede unidimensional é peridédica e torna-se cadtica. Isto ocorre aproximadamente no limite

€, 1 — 0 do diagrama de fases da Figura 4.7.

Modelo HR-2D

No Capitulo 5 analisamos a evolugao das estruturas coerentes no modelo HR-2D através do
overlap de padroes correlacionados, equagao (5.4), quantidade tipica de sistemas que imple-
mentam memoria associativa em redes neuronais [20]. Nosso objetivo, com isso, foi tentar
caracteriza-las como memorias dentro do contexto de uma rede neuronal. Em relacao as
estruturas coerentes, verificamos as seguintes propriedades: (i) quasi-periodicidade: elas sao
aproximadamente idénticas entre periodos adjacentes, mas nao necessariamente similares
quando comparados periodos distantes no tempo — Secao 5.3; (ii) robustez: apresentam
robustez a defasagens de 7 radianos de uma fragao limite média (o) = 0, 19 dos sitios, valida
para uma rede de tamanho qualquer — Secao 5.4. A propriedade de robustez (ii) estd re-
lacionada a capacidade da rede de recuperar informacao incompleta ou com ruido. Vimos
que as estruturas coerentes, abaixo de («), sdo recuperadas pela dindmica, de modo que

elas podem ser consideradas como memdrias no modelo HR-2D. Contudo, a propriedade (i)
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de quasi-periodicidade indica que estas memorias nao perduram por muito tempo, sendo,
portanto, memorias de curto alcance. A evolucao das estruturas coerentes pode se manifes-
tar como uma rotagao da estrutura (Figura 5.7) ou subestruturas com velocidades de deriva
diferentes (Figura 5.8). Adicionalmente, na Segao 5.5, sugerimos uma forma alternativa de
perda de periodicidade, através da ruptura de partes das espirais incompletas.

O armazenamento de padroes nesse modelo poderia continuar sendo investigado, com
a definicao de conexoes sindpticas quimicas entre os neuronios e mantendo-se as conexoes
sindpticas elétricas entre os primeiros vizinhos. Trabalho semelhante foi feito para redes
de neuronios de FitzHugh-Nagumo, que exigem um custo computacional bem inferior a
uma rede HR-2D [21]. Nesse modelo, nao ha formagao de estruturas em espiral, apenas
a sincronizacao parcial de grupos de neuronios, sem uma geometria definida. No caso de
uma rede HR-2D, as estruturas coerentes ainda apareceriam ou seriam destruidas pelas
sinapses quimicas? Se positivo, elas seriam suficientemente robustas para responder a um
mecanismo de memoria associativa? O trabalho desenvolvido neste capitulo resultou em

um artigo publicado [61].

Conclusao final

O grande foco de interesse em neurosciéncia é a sincronizagao entre neuronios, abrangendo
desde pares individuais até arquiteturas mais complexas, em uma mesma area do cérebro ou
entre dreas diferentes [86]. Nossa consideracao pelos trés sistemas estudados reflete isto. O
neuronio de Hindmarsh-Rose, por sua vez, reflete a necessidade que tivemos na escolha de
um modelo que possuisse grande plausibilidade biolégica, e reproduzisse as caracteristicas
de disparo encontradas em neurénios reais [87]. Trabalhos como o de Pinto et al. [55] sobre
o acoplamento de dois neurdénios HR eletronicos, e Sziics et al. [28], sobre o acoplamento de
um neuronio HR eletronico e um neurdnio bioldgico, confirmam a importancia deste modelo
na caracterizacao do neuronio biolégico. Para estudar a sincronizacao utilizamos diversas
ferramentas, como a dinamica de fases, expoentes de Lyapunov, andlise de séries temporais
e figuras de Lissajous, entropia de informacao H (AESC), entropia de Kolmogorov-Sinai
K, overlap, etc. Assim, acreditamos que nossa contribuigdo com este trabalho tenha sido

demonstrar a complexa capacidade de sincronizacao entre neuronios HR, que se manifesta
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pela rica variedade de regimes que encontramos nas diferentes arquiteturas consideradas, e
apresentar possiveis ferramentas para essa analise. Nesse sentido, parece que o modelo HR
seria uma escolha mais apropriada no estudo de comunicacao via sincronizacao de caos |7,
88] do que os modelos de Lorenz [89] ou Réssler [81], normalmente escolhidos com esta

finalidade. O mesmo concluimos em relacao a identificacao de sistemas via sincronizagao [8].



Apéndice A

Analise Espaco-Temporal de Sinais

Complexos (AESC)

A Aniélise Espago-Temporal de Sinais Complexos (AESC) é uma ferramenta matemética
que estuda a evolugao espago-temporal de um sistema nao-linear [75]. O método consiste
na decomposicao biortogonal de um sinal espago-temporal em suas partes espacial orto-
gonal e temporal ortogonal, através do método de Decomposicao em Valores Singulares
(MDVS) [35], o que permite a definicio de certas caracteristicas globais desse sinal: di-
mensao, energias e entropia. Em particular, em nossa andlise, estamos centralizando a
atencao no parametro de entropia, e a medida de desordem fornecida por este parametro
nos permitira distinguir entre os diferentes regimes de sincronizagao do modelo HR-1D.

O MDVS basea-se no seguinte teorema da algebra linear [35]: qualquer matriz A(M x N)
cujo nimero de linhas M seja maior do que o nimero de colunas N pode ser escrita como o
produto de uma matriz-coluna ortogonal U(M x N), uma matriz diagonal W (N x N) com
elementos positivos ou nulos (os valores singulares), e a transposta de uma matriz ortogonal
V(N x N). Se a matriz A for um sinal A(x,t) representativo de uma solu¢do do modelo

HR-1D, por exemplo, uma imagem como a mostrada na Figura 4.1, entao este sinal podera
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ser decomposto como

wq

w
N NxN NxN

MxN MxN

sendo que cada uma das matrizes U e V possui colunas ortonormais,

M
> Uil = Okn: (A.2)
=1
N
> VitVin = 6k, (A3)
=1

onde 1 <k < Nel<n<N. Dal decorre que UT-U=V7.V=1. A matriz U representa a
parte espacial do sinal A(x,t), e a matriz V, a parte temporal. A decomposi¢ao biortogonal
(A.1) pode ser feita para qualquer matriz A através do algoritmo de Forsythe [90], apenas
considerando-se a restrigio M > N[!].

A partir da equagao (A.1) também podemos expressar os elementos da matriz A a partir
das matrizes U, V e W, reescrevendo-a como a soma do produto externo das colunas de U

e linhas de V7, com o peso fornecido pelos valores singulares wy, ..., wy,

Agj(a,t) = wp U () Vik(t). (A.4)

Assim, caso tenha-se uma situacao onde a maioria dos valores singulares w;, sejam muito
pequenos, A pode ser aproximada por apenas alguns termos na soma (A.4). Em outras
palavras, isso significa que se pode recuperar a matriz A com boa precisao a partir de
algumas poucas colunas de U e V. Esta é uma boa alternativa tanto para andlise pelo
MDVS quanto para o armazenamento de sinais A(x,t) com muitas linhas e colunas.

A préxima etapa é a verificacao das caracteristicas espaco-temporais do sinal A(z,t), o

que é feito pela AESC. Como é bem conhecido, o caos em sistemas dinamicos é caracterizado

1 No caso M < N, os valores singulares wj para j = M +1,..., N sao todos nulos, e as correspondentes

colunas de U sao nulas também. A equagao (A.2) entdo torna-se vélida para k,n < M.
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por uma forte sensibilidade as condicoes iniciais e estrutura fractal — isto é, de dimensao
nao inteira [44]. A andlise dessas propriedades em atratores tem sido realizada através da
dimensao fractal do atrator, sua entropia e expoentes de Lyapunov, este tultimo nos infor-
mando sobre a estabilidade local do atrator, conforme verificamos no Apéndice A. Existem,
contudo, diferentes maneiras de aproximar a dimensao e definir a entropia [91], sendo a
conexao entre estas varias definicées ainda nao completamente clara. A proposta da AESC
é relacionar as propriedades espaco-temporais regulares e cadticas de um sistema e suas
transigdes com quantidades extraidas da decomposi¢ao biortogonal (A.1). As quantidades
caracteristicas de um dado sinal sao de trés tipos: energias, entropias e dimensao. Como o
sinal carrega ambas as informagoes espacial e temporal, a AESC define quantidades globais
representativas do espago e do tempo simultaneamente, mas também energias e entropias
espacial e temporal apenas. Em nosso estudo estaremos considerando as quantidades globais

de energia e entropia.

A.0.1 Energia global F(A)

A primeira quantidade a ser definida é a energia global do sinal A(x,t), que é simplesmente

a soma dos autovalores da decomposicao (A.1):
E(A) = / / Az, ) Alx, tydadt = wy, (A.5)
xJr P

onde A(x,t) denota o complexo conjugado de A(z,t). Portanto, E(A) pode ser expressa em
termos do operador A e seu adjunto: E(A) =Tr(A*A) =Tr(AA*). Se o sinal A(z,t) é um
campo de velocidades, a energia (A.5) torna-se a energia cinética do fluxo. Decorre também
de (A.5) a definicdo da energia espacial do sinal que evolui no tempo, [, A(z, t)de,

e a energia temporal do sinal que evolui espacialmente, [, A(xz,t)A(z,t)dt.

A.0.2 Entropia global H(A)

Outro parametro caracteristico a ser considerado é o grau de desordem do sinal A(zx,t), ou

seja, sua entropia. Se definirmos as energias relativas ou normalizadas de cada autovalor
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de (A.1) como

"= o (A.6)
1 <k < N, entao a expressao da entropia global do sinal A(z,t) sera
| X
H(A) = — Im ;pk 10g P (A7)

onde o fator normalizante (logN)~' permite fazer comparagoes entre diferentes sinais de
entropia. A quantidade H(A) é zero se e somente se um autovalor wy, for diferente de zero,
isto é, toda a energia do sinal estd concentrada em uma sé configuragao, o que denota um
sinal ordenado. No caso oposto, se todos os autovalores forem iguais, a energia estara dis-
tribuida sobre todas as muitas configuragoes que compoem o sinal A(z,t), e H(A) alcanca
seu valor maximo, 1, caracteristica de um sinal desordenado. Em estados intermediarios,
H(A) aumenta na medida em que a energia se espalha uniformemente sobre os autovalores
de A(x,t), o que significa que o nimero de configuragoes presentes aumenta, isto é, aumenta
a desordem presente em A(x,t). O conceito de entropia dado por (A.7) guarda as propri-
edades da entropia de informagao definida por Shannon [76], isto é, mede a informacao
necessaria para localizar um sistema num certo estado, sendo, por isso, uma medida do

grau de desordem de um sistema.
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