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RESUMO

Em problemas de viscoelasticidade computacional, a discretizacao espacial para a
solugao global das equacoes de equilibrio é acoplada a discretizacao temporal para a solugao
de um problema de valor inicial local do fluxo viscoelastico. E demonstrado que este aco-
plamento espacial-temporal (ou global-local) é consistente se o tensor de deformacao total,
agindo como elemento acoplador, tem uma aproximacao de ordem p ao longo do tempo igual
a ordem de convergéncia do método de integragao de Runge-Kutta (RK). Para a interpolacao
da deformacao foram utilizados polinomios baseados em solucoes obtidas nos tempos %, 1,
tn, - o tng2—p, p = 2, fornecendo dados consistentes de deformacao nos estagios do RK.
Em uma situagao onde tal regra para a interpolacao da deformacao nao é satisfeita, a inte-
gracao no tempo apresentara, consequentemente, reducao de ordem, baixa precisao e, por
conseguinte, eficiéncia inferior. Em termos gerais, o propdsito é generalizar esta condicao de
consisténcia proposta pela literatura, formalizando-a matematicamente e o demonstrando
através da utilizagdo de métodos de Runge-Kutta diagonalmente implicitos (DIRK) até or-
dem p = 4, aplicados a modelos viscoelasticos nao-lineares sujeitos a deformacoes finitas.
Através de exemplos numéricos, os algoritmos de integracao temporal adaptados apresen-
taram ordem de convergéncia nominal e, portanto, comprovam a validade da formalizacao
do conceito de interpolacao consistente da deformacao. Comparado com o método de inte-
gragao de Euler implicito, é demonstrado que os métodos DIRK aqui aplicados apresentam

um ganho consideravel em eficiéncia, comprovado através dos fatores de aceleracao atingidos.

Palavras-chave: viscoelasticidade, integracao temporal, método dos elementos finitos, métodos

de Runge-Kutta, reducao de ordem, acoplamento espago-tempo.



ABSTRACT
Numerical Implementation of Finite Viscoelasticity via Higher Order Runge-Kutta Integra-

tors and Consistent Interpolation between Temporal and Spatial Discretizations

In computational viscoelasticity, spatial discretization for the solution of the weak
form of the balance of linear momentum is coupled to the temporal discretization for solving
a local initial value problem (IVP) of the viscoelastic flow. It is shown that this spatial-
temporal (or global-local) coupling is consistent if the total strain tensor, acting as the
coupling agent, exhibits the same approximation of order p in time as the convergence order
of the Runge-Kutta (RK) integration algorithm. To this end we construct interpolation
polynomials based on data at ¢,,41, ty, ..., thn42-p, p > 2, which provide consistent strain data
at the RK stages. If this novel rule for strain interpolation is not satisfied, time integration
shows order reduction, poor accuracy and therefore less efficiency. Generally, the objective
is to propose a generalization of this consistency idea proposed in the literature, formalizing
it mathematically and testing it using diagonally implicit Runge-Kutta methods (DIRK) up
to order p = 4 applied to a nonlinear viscoelasticity model subjected to finite strain. In a
set of numerical examples, the adapted time integrators obtain full convergence order and
thus approve the novel concept of consistency. Substantially high speed-up factors confirm
the improvement in the efficiency compared with Backward Euler algorithm.

Keywords: viscoelasticity, time integration, space-time coupling, finite element method,

Runge-Kutta methods.
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1. INTRODUCAO

Se, por um lado, o inicio dos estudos do comportamento mecanico de materiais
lineares elasticos data de meados do Século XVII, cujo personagem principal foi o fisico ingleés
Robert Hooke, foi somente dois séculos depois que os cientistas comecaram a apresentar
teorias mais completas sobre a mecanica dos materiais elasticos. O matematico frances
Augustin-Louis Cauchy propos a ideia de um material eldstico simples cujo campo de tensoes
atuantes depende somente do campo de deformagoes atuantes, negligenciando o historico das
mesmas ao longo do processo de deformacao. Este tipo de material ficou conhecido como
material eldastico de Cauchy, ou simplesmente material eldstico simples. Ainda no inicio
do século XIX, o fisico-matematico britanico George Green apresentou um caso especial
de material de Cauchy, cuja relacao tensao-deformacao deriva de uma funcao densidade
de energia de deformacao. Estes materiais ficaram conhecidos como materiais eldsticos
de Green, ou materiais hipereldsticos. Isto marcou o inicio da caracterizacao matemaéatica
de materiais elasticos nao-lineares, mas até entao ainda nao era levado em conta o seu
comportamento dissipativo de energia, ou histerético. Foi em 1867 que James Clerk Maxwell
descreveu de maneira muito simples e intuitiva o comportamento mecanico de materiais que
apresentavam estas caracteristicas dissipativas, que mais tarde ficaram conhecidos como
materiais de Maxwell ou materiais viscoeldsticos, aqueles que combinam propriedades tanto
de materiais elasticos como de materiais viscosos. Além de capacidades de dissipagao de
energia, estes materiais sao conhecidos por apresentarem certas particularidades quando
submetidos a carregamentos ciclicos, como o efeito Mullins, que sera mais bem descrito na
sequencia.

Muitas vezes, apesar de um material viscoelastico ser utilizado em determinada
aplicagdo de engenharia, seu regime de trabalho e/ou condigbes de contorno possibilitam
a simplificacao de sua modelagem como material simplesmente hiperelastico. No entanto,
estes sao casos de excegao, pois na maioria das vezes estes materiais sao aplicados justamente

para se poder beneficiar das suas caracteristicas de absorcao e dissipagao de energia, e este
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tipo de simplificacao pode levar a uma interpretacao equivocada dos resultados da andlise
do engenheiro.

A maioria dos materiais de engenharia que apresentam comportamento viscoelastico
sdo materiais poliméricos (em especial os elastomeros), e seu uso na indistria é cada vez mais
presente, indo desde componentes de vestuario, como calgados, até automotivos e aeroes-
paciais. Um esfor¢o crescente vem sendo aplicado a modelagem mecanica e matematica de
materiais biolégicos, como tenddes, musculos, vasos e tecidos [Vaziri e Gopinath, 2008] e,
estes, por terem um comportamento mecanico com caracteristicas muito semelhantes aos
polimeros, acabam por serem modelados como materiais viscoeldsticos com algumas carac-
teristicas adicionais, como ortotropia ou anisotropia. E, portanto, de interesse tanto da
sociedade, como da comunidade cientifica, o aprofundamento do estudo de assuntos relacio-
nados a modelagem matematica e computacional de materiais viscoelasticos.

Como foi comentado, dentre os efeitos que sao negligenciados quando se modela um
material viscoelastico como puramente hiperelastico estao os comportamentos inelasticos de
histerese de equilibrio e dependéncia nao-linear da taxa de deformacao e, mais particular-
mente, o efeito Mullins [Mullins, 1969]. Este ltimo é conhecido por ser uma particularidade
do comportamento histerético deste tipo de material, quando as curvas tensao-deformacao
dos primeiros ciclos de carga diferem significativamente daquelas referentes aos ciclos sub-
sequentes, representando um fenomeno de amolecimento do material. Todos estes efeitos
ineldsticos sao fortemente influenciados pela quantidade de aditivos na composicao quimica
do material [Payne, 1962], [So e Chen, 1991] e [Meinecke e Taftaf, 2005].

Coleman e Noll [1960] foram os primeiros a modelar matematicamente o compor-
tamento da relaxagao de tensoes em polimeros ao aplicarem o conceito de memodria curta.
Para Haupt [1984], os efeitos de natureza viscoelastica que estes materiais apresentam sao
dependentes tanto da taxa de deformacao como também desta propriedade de meméria
curta.

Um ano mais tarde, Coleman e Noll [1961] generalizaram a teoria da viscoelasti-
cidade linear para o caso de grandes deformagoes, o que ficou conhecida como Teoria da
Viscoelasticidade Linear Finita. A partir de entao, teorias para modelagem de viscoelastici-
dade finita vém sendo propostas baseadas em modelos reoldgicos generalizados, como pode

ser visto em Lubliner [1985], Haupt [1993], Lion [1997b], Lion [1997a], Lion [1998], Reese
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e Govindjee [1998b], Reese e Govindjee [1998a], Huber e Tsakmakis [2000] ¢ Miche e Keck
[2000]. Lion [1997b] foi em frente e aplicou o trabalho de Haupt [1993] na construgao de
um modelo constitutivo para materiais viscoelasticos submetidos a deformacoes finitas que
se adequasse a dados experimentais.

Um dos pioneiros na aplicacao da teoria da viscoelasticidade sob forma de um cédigo
de elementos finitos foi Simo [1987], cujo trabalho foi mais tarde seguido por Govindjee e
Simo [1992], Govindjee e Simo [1993], Holzapfel [1996] e Kaliske e Rothert [1997].

Como trabalhos distintos e mais recentes referentes a aplicacdo ou proposicao de
modelos viscoeldsticos, podemos citar Miehe e Keck [2000], Bonet [2001], Holzapfel e Gasser
[2001], Haupt e Lion [2002], Fancello et al. [2006], Ehret e Itskov [2009] entre outros.

Do ponto de vista da formulagao constitutiva, os materiais viscoelasticos, ao contrario
dos hiperelasticos, por exemplo, apresentam um comportamento mecanico dependente do
tempo. Este comportamento pode ser visto através dos efeitos de relaxacao e fluéncia, por
exemplo, ou ainda pela dependéncia da resposta tensao-deformacao em relacao a taxa com
que os carregamentos sao aplicados a estes materiais. Matematicamente, isto é explicado
através de um conjunto de equacoes adicionais que rege tais comportamentos, conhecida
como equacao evolutiva do fluzo viscoeldstico, expressa em termos de um componente de
deformacao (em geral deformagao viscosa). Esta caracterizacao matemadtica adicional, bem
como métodos de solugao para a mesma serao mais bem explicados nos Capitulos 2, 3 e 4.
Em um primeiro momento, no entanto, para entendimento do texto, pode-se antecipar que
estas equacoes evolutivas se tratam de equagoes diferenciais ordinarias para determinadas
medidas de deformacao em funcao do tempo. Em outras palavras, o comportamento futuro
do material é dependente do seu historico passado de deformacdes. Isto levara a necessidade
da escolha de um método numérico para a integracao no tempo destas equacoes diferenciais.

Em problemas de inelasticidade computacional, apesar de a discretizacao espacial
ser um dos principais focos de atencao durante a modelagem, grande parte do esfor¢co com-
putacional esta concentrada na solucao do algoritmo de integracao no tempo da equacgao
evolutiva, uma vez que ele é fator determinante tanto na precisao da solugdo como na sua
eficiéncia [Eidel et al., 2013]. Pode-se dizer que o método de integragdo numérica mais
aplicado em casos de lei constitutiva viscoeldstica é o método de Euler implicito (BE), prin-

cipalmente por apresentar boas propriedades de estabilidade e ter o atrativo de ser um cédigo
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de relativamente facil implementacao, embora seja de ordem de convergéncia unitaria [Simo,
1998].

Como ja foi mencionado, solucao de problemas reais através do método dos ele-
mentos finitos (MEF) de materiais viscoeldsticos ja sao amplamente aplicadas em dreas
emergentes de pesquisa. Aqui, e em diversas outras aplicagoes semelhantes, grande parte do
tempo investido computacionalmente é na solucao do problema viscoelastico de grandes de-
formacoes, e a busca por metodologias estaveis, rapidas e precisas é de extrema importancia.

Este texto é uma versao estendida de [Eidel et al., 2013], que é um dos resultados

do presente trabalho.

1.1 Ideia geral do trabalho

A utilizacao de métodos de altas ordens para integracao no tempo da equagao evo-
lutiva é promissora, uma vez que estes sao mais precisos e mais eficientes do que o método
BE. Apesar de ser o mais utilizado em cddigos de elementos finitos, pode-se dizer que BE
é o método mais simples para solucao de problemas de valor inicial (PVI). Por ser o mais
simples, é compreensivel que sua implementacao seja de simples execucao, no entanto, por
outro lado, é um método de ordem de convergéncia p unitaria (p = 1), significando uma
necessidade de utilizacao de passos de tempo pequenos para a obtencao de precisao aceitéavel
(mesmo apresentando melhor estabilidade do que métodos explicitos quanto ao tamanho do
passo de tempo).

Seja um PVI dado por uma equagao diferencial ordindria (EDO) e uma condi¢ao

inicial tal que

y(t) = ft,y(0),  ylto) = vo, (1.1)

o método implicito de Euler diz que, a partir de um valor para o passo de integragao h (que
neste caso é chamado de passo de tempo pois a integragao ocorre ao longo do tempo), a
solucao aproximada y,y; em t,,; é calculada utilizando-se a solucao vy, do passo anterior
t, e o préprio valor da solu¢ao f(t,11,Yn+1) em t,41, tratando-se, portanto, de um método

implicito.

Yn+1 = Yn + hf(tn-i-la yn-‘rl) = Yn + hy(tn-i-la yn+1) (12)
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Como serd visto em mais detalhes no Capitulo 3, o método BE pode ser considerado

como um caso especial de método de Runge-Kutta (RK), com a matriz de Butcher tal qual

a Tabela 1.1.

Tabela 1.1 — Matriz de Butcher para o método implicito de Euler.

Quando se aplica esta metodologia a um PVI, o valor de solucao ¥, do passo anterior
t, € utilizado como argumento de entrada para o calculo da derivada 1,11 no passo de tempo
atual t,,1. Isto quer dizer que, independentemente da complexidade (ou nivel de nao-
linearidade) da solugao, pelo fato de, ao longo do intervalo de integracao entre ¢, e t,.1 a
mesma ser considerada constante, havera a necessidade de utilizagao de passos de integragao
muito pequenos quando se tem uma solu¢ao com comportamento conhecidamente com alto
grau de nao-linearidade. E este é exatamente o caso de solucoes do fluxo viscoelastico
abordados neste trabalho.

Tendo em vista que o método BE, apesar de apresentar ordem de convergéncia
unitaria, é o mais utilizado em codigos de elementos finitos para a integracao de equagoes
evolutivas, sera avaliado qual a abordagem mais adequada para implementar métodos que
atinjam maiores ordens de convergéncia na integracao destas equacgoes, tendo como ponto
de partida o algoritmo do método BE.

A escolha pelo método BE como ponto de partida se justifica por ele ser o método
padrao em codigos de elementos finitos e, ainda, por ter a mesma estrutura dos métodos
diagonalmente implicitos de Runge-Kutta (DIRK) que serao utilizados neste trabalho, faci-
litando a adaptacao do cédigo BE para métodos DIRK.

Antes de partir para a implementacao dos métodos de altas ordens, é preciso enten-
der a estrutura dos algoritmos de solugcao de problemas de inelasticidade na grande maioria
dos codigos de programas de elementos finitos. A forma variacional das equacoes de equilibrio
discretizadas no espac¢o resulta em um sistema de equacoes algébricas nao-lineares que sao
solucionadas em nivel global para os deslocamentos via método de Newton-Raphson. Com
estes deslocamentos, as deformagoes totais sao calculadas e entao utilizadas como dados

de entrada para a solugao do PVI do fluxo viscoelastico discretizado no tempo no nivel do



ACOPLAMENTO ESPACO-TEMPO EM ALGORITMOS DE ELEMENTOS FINITOS

APLICADOS A VISCOELASTICIDADE

I\
Og—

Nivel global: A . . Consisténcia
do acoplamento:
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7 A Zy, Fn+1 Zp+t1, Pn+17 C;ﬁ-l ve o 8PTL+1
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Acoplamento 5 OF 1
espaco-tempo:
e
tn tnz tn+1 t

PVI - Nivel local:
tn+1
Znil = Zn + / z(F(7),z(7))dr
tn

Figura 1.1 — Esquematizacao do acoplamento entre as discretizagoes espacial
e temporal em simulagoes de elementos finitos aplicados a viscoelasticidade

utilizando método de Euler implicito. FONTE: [Eidel et al., 2013].

ponto de integracao (tipicamente pontos de Gauss) (que neste contexto serd denominado
nivel local). Este esquema pode ser visualizado na Figura 1.1, na qual F é o gradiente de
deformagoes, z denota as varidveis internas da viscoelasticidade, P é o primeiro tensor de
tensao de Piola-Kirchhoff e CJ¢, | representa a tangente algoritmicamente consistente.

A integracao das equacoes evolutivas resulta em deformacgoes viscoelasticas atua-
lizadas e tensoes totais para o passo de tempo seguinte. Como tipicamente o método de
Newton-Raphson ¢é utilizado para a solugao do sistema de equagoes algébricas nao-lineares
no nivel global, é necesséria a aplicacao de técnicas de linearizagao para a obtencao de con-

vergéncia quadratica, caracteristica inerente ao Newton-Raphson. O moddulo tangente, as
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tensoes atualizadas e as variaveis internas sao passadas adiante e utilizadas como dados de
entrada para as novas iteracoes de solucao das equacgoes de equilibrio, até que a convergéncia
seja alcancada no nivel global.

Existem duas variantes do ponto de vista do algoritmo para a solugao do problema.
A primeira abordagem é aquela classica utilizada em solucao de problemas de inelasticidade
computacional, quando o equilibrio global é resolvido para ¢, e ¢, 11, mas nao exatamente no
interior do intervalo de tempo quando utilizados métodos multi-estagios, como por exemplo
midpoint ou Runge-Kutta [Eidel et al., 2013].

Sob outra ética, Ellsiepen e Hartmann [2001] e Hartmann [2002] introduziram um
novo conceito para a aplicacao de métodos de alta ordem chamado DAE/MLNA ( Differential
Algebraic Equation/Multi-Level Newton Approach). Nesta situacao, o equilibrio global do
problema é resolvido nao somente nos instantes de tempo ¢, e t,,, 1, mas também em cada um
dos miltiplos estagios do intervalo de integracao do método de Runge-Kutta. Ha, é claro,
nesta metodologia, um consideravel aumento em termos de custo computacional quando
comparada com métodos tradicionais. No entanto, resultados de fatores de aceleragao (speed-
up) em comparagao com o método BE demonstram os beneficios de se alcangar maiores
ordens de convergéncia na integracao das equacgoes evolutivas da viscoelasticidade.

Conforme sera mostrado mais adiante, o esquema da Figura 1.1, particularizado
para o método BE, pode também ser utilizado com métodos de Runge-Kutta de altas or-
dens. Sendo assim, serd possivel uma combinacao dos beneficios de precisao de um método
de alta ordem juntamente com a simplicidade algoritmica do Euler implicito. Um ganho
consideravel em complexidade algoritmica em comparacao com a abordagem DAE/MLNA
sera demonstrado, pois o equilibrio global continua sendo calculado somente para os instan-
tes t, e t,11, ja que o algoritmo de integracao de alta ordem atua apenas no nivel do ponto
de Gauss do elemento. No entanto, algumas modificagoes no esquema do método BE da
Figura 1.1 deverao ser feitas.

Para que seja obtida a ordem de convergéncia nominal do método de integracao,
Eidel e Kuhn [2011] demonstraram que é necessaria uma aplicacdo consistente ao esquema
geral da Figura 1.1. Em outras palavras, foi concluido que a ordem de convergéncia obtida
na integragao no tempo depende crucialmente da ordem de aproximacao da deformacao total

no intervalo de integracdo. Métodos de RK de ordem p = 3, por exemplo, para que atinjam
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sua ordem nominal de convergéncia, requerem uma aproximacao via polinémio de ordem 3
para a deformagao total no intervalo de integragao. Consequentemente, uma aproximacao
linear da deformagcao (portanto introduzindo uma aproximagao de ordem 2), levard a uma
reducao na ordem de convergéncia da integracao de ordem 3 para 2, mesmo que se esteja
utilizando um método de integracao de terceira ordem.

Um dos objetivos do presente trabalho é apresentar uma generalizacao matematica
das ideias apresentadas em Eidel e Kuhn [2011] visando a obtengao de convergéncia total dos
métodos de integracao no tempo para modelos viscoelasticos sujeitos a deformagoes finitas.
Como foco, foram escolhidos métodos DIRK de ordem até 4, por serem particularmente
eficientes e estaveis.

Se for obtida a ordem de convergéncia nominal tedrica, os métodos de RK permitem
a utilizagao de passos de tempo consideravelmente maiores que o método BE para obtencao
de ordens de erro equivalentes. No entanto, apesar de os métodos RK serem conhecidos por
alta precisao através de suas altas ordens de convergéencia, a recomendacao da sua utilizagao
somente poderd ser feita apds uma minuciosa andlise do ganho em tempo de computacao

quando comparado com o método de Euler implicito.

1.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma generalizagao do conceito pro-
posto por Eidel e Kuhn [2011] de consisténcia entre ordem de aproximacao da deformacao
total ao longo do intervalo de integracao de equagoes evolutivas para fluxo viscoelastico e
ordem de convergéncia nominal do método de integracao utilizado. Esta generalizacao sera
feita através de uma proposicao de formalizacao matematica do conceito, que posteriormente
serd verificada por meio de exemplos numéricos que a sustentem. A aplicacao deste conceito
utilizando-se métodos de Runge-Kutta diagonalmente implicitos aplicados a problemas de
viscoelasticidade nao-linear finita é, até entao, inédita na literatura.

O objetivo principal do trabalho sera alcancado através do cumprimento de objetivos

secundarios, que sao:

(i) Apresentagdo de uma estrutura de algoritmo aplicado ao MEF para a solu¢ao com-

putacional de problemas de inelasticidade. O foco serd no acoplamento da solugao
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das equacgoes de equilibrio global com os PVIs locais de solugao da EDO do fluxo vis-
coelastico. O agente acoplador entre estes dois problemas sao as deformacoes totais.
O aspecto da consisténcia deste acoplamento é crucial e decidird a maneira com a
qual as deformagoes serao aproximadas em métodos de alta ordem multi-estagios. A

generalizacao do que esta mostrado na Figura 1.1 é o contelido do Capitulo 4;

(ii) Descrigao da implementacao de um modelo viscoeldstico de grandes deformagoes, deta-
lhado na Secao 2.2, usando métodos DIRK de até 4* ordem baseados em aproximacoes

consistentes da deformacao;

(iii) Validagao/verificagao: Avaliagdo numérica para a verificagdo de precisdo, ordem de

convergencia e eficiéncia. Isto é feito no Capitulo 5.
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2. FORMULACAO CONSTITUTIVA

Seja um corpo sélido definido pelo dominio tridimensional 2 C R3 submetido a
uma deformacio ¢ : Q@ — R3 com um gradiente de deformacao F = dx¢(X) e Jacobiano
J = detF > 0, onde X define o vetor de localizacao de um ponto qualquer do corpo na

configuracao de referéncia.

2.1 Decomposicao da Deformacao

O comportamento mecanico de um sélido viscoelastico pode ser representado pelo
modelo reolégico conhecido como modelo generalizado de Mazwell, o qual se baseia em um
elemento puramente elastico de rigidez K., conectado em paralelo a uma sequéncia de ele-
mentos elasticos de rigidezes K;,i = 1...a conectados em série com elementos viscosos,
conforme Figura 2.1. Este modelo pode ser utilizado tanto para viscoelasticidade linear

(pequenas deformagoes) como para viscoelasticidade nao-linear (grandes deformacoes).

K,
AW

K,
=W
= — /

). &
E=—w
L— x :

L—> x

Figura 2.1 — Modelo generalizado de Maxwell. FONTE: [Bonet, 2001]

Uma vez que este trabalho é focado em casos de grandes deformacoes, sera definida
uma abordagem de decomposicao multiplicativa dos diferentes efeitos fisicos que envolvem

o processo de deformacao de sélidos viscoelasticos.
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Define-se dois tipos distintos de efeitos agindo sob o corpo em deformacao: de longo
prazo e de curto prazo. Os primeiros sao aqueles que estdo sempre atuantes no corpo em
deformagcao enquanto houver cargas externas, e podem também ser chamados de efeitos de
equilibrio ou de regime permanente. De maneira geral, serao os unicos efeitos atuantes em
um corpo apés um tempo suficiente grande depois da aplicacao das cargas. No caso da
viscoelasticidade, sao os chamados efeitos eldsticos. Os efeitos de curto prazo sao aqueles
que s6 estao presentes em pequenos espacgos de tempo, geralmente logo apos a aplicacao de
cargas. Sao transientes e, no caso da viscoelasticidade, também podem ser chamados de
efeitos viscosos.

Sob o ponto de vista matemaético, as afirmacgoes anteriores se traduzem no desa-
coplamento entre os efeitos de equilibrio ¥.,(z) e viscosos ¥, (x,z,) da fungao energia de

deformacao:
U(z) = Vey(w) + Y Walz, za) (2.1)

onde a parcela de equilibrio é andloga direta a mola da Figura 2.1 e os termos transientes
sao referentes aos conjuntos mola-amortecedor do mesmo modelo.

A Figura 2.2 ilustra a abordagem multiplicativa da decomposicao da deformacao
para o conceito reologico da Figura 2.1. Este conceito é baseado em uma configuracao
intermediaria virtual da deformacao, na qual o corpo estd submetido somente a deformacao
isocdrica, a qual é decomposta em dois distintos mecanismos de deformacao: elastico e
viscoso. Ao comparar a Figura 2.2 com a Figura 2.1, é possivel notar que cada um dos
elementos do modelo reoldgico esta presente neste formato de decomposicao da deformacao.

Partindo-se da premissa da decomposi¢ao multiplicativa, o gradiente de deformagao

F pode ser decomposto em
F=FF (2.2)
onde a parte volumétrica F e a isocérica F sao definidas, respectivamente, por

F=JY1 detF =detF = J, (2.3)
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Figura 2.2 — Decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao.

FONTE: [Bonet, 2001].

F=J'Y3F,  detF=1. (2.4)

onde J é o Jacobiano da deformacao.

Uma grande variedade de modelos constitutivos sao baseados na decomposicao (2.2),
uma vez que ela permite a introducgao de tensores de tensao e suas decomposicoes em partes
cinematicamente correspondentes. De (2.2), pode-se extrair o tensor de Cauchy-Green a

direita
C=F'F=0%2=J?%C, (2.5)

com det C = 1.

Os principais invariantes de C sao

Ie =trC, IIg =< ((trC)* —trC?) , IIlg=detC=1. (2.6)

N =

A decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao

F=FF (2.7)
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em uma parte elastica F°¢ e uma ineldstica FV foi originalmente introduzida durante andlise
de plasticidade em metais por Kroner [1960] e Lee [1969] e vem também sendo utilizada
para descricao de viscoelasticidade sujeita a deformagodes finitas em materiais nao metalicos
([Holzapfel, 1996], [Reese e Govindjee, 1998b], [Bergstrom e Boyce, 1998al, [Bergstrom e
Boyce, 1998b], [Huber e Tsakmakis, 2000], [Ehlers e Markert, 2001], [Hartmann, 2002], [Lion
e Kardelky, 2004], [Govindjee, 2004], [Miehe e Goktepe, 2005], [Dal e Kaliske, 2009]).

2.2 Modelo viscoelastico para deformacgoes finitas

Aplicando o conceito de decomposicao multiplicativa ao desacoplamento da fungao
energia de deformagao (2.1), Lubliner [1985], Holzapfel e Reiter [1995] e Holzapfel e Simo
[1996] mostraram que a mesma, além de poder ser escrita como uma soma de parcelas
referentes a efeitos de equilibrio W, e viscosos V¥, os primeiros ainda podem ser divididos
na soma de um efeito de cardter volumétrico U(.J) (cuja tnica fungao é variar o volume do

corpo em deformagao) e de um caréter isocérico ¥, (C) (responsével pela alteragao de forma

do corpo). Logo, (2.1) pode ser reescrita como
\IJ(C’ Cva) = U(‘]) + leoo(C) + Z \Ija(ca Cva) (28)

Traduzindo (2.8) em tensoes, conclui-se que trés sdo os tipos de tensoes a que um

eq

corpo viscoeldstico sob deformagao estd sujeito: tensoes de equilibrio volumétricas o,

tensoes de equilibrio isocéricas op, e tensoes viscosas 0 de tal forma que

N (2.9)

— ~€
0= Jvol + Oiso

onde o denota uma medida geral de tensao.

Nesta secao sera apresentado o modelo de viscoelasticidade para grandes deformagoes
proposto em Hartmann [2002] que se encaixa nas definigoes apresentadas. No contexto do
presente trabalho, este modelo constitutivo serve ao propdsito de mostrar que as contri-
buicoes aqui discutidas sao necessarias e suficientes para fazer com que os esquemas de RK
atinjam ordem total de convergéncia até p = 4 na integracao temporal do fluxo viscoelastico
em problemas onde a variacao temporal da deformagao é continua e suave. Para uma des-

cricao detalhada sobre a modelagem de materiais viscoeldsticos, o leitor pode consultar os
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livros [Haupt, 2002] e [Lakes, 1998] e para uma descri¢ao sobre seus aspectos computacionais,
os trabalhos de [Le Tallec, 2007] e [Hartmann, 2003].

As consideracoes necessarias para a correta utilizacao do modelo das Equacoes
(2.10)-(2.20) sdo de material isotrépico e comportamento quase incompressivel. Tensoes
hidrostaticas sao advindas exclusivamente da teoria da elasticidade e as deformagoes sao de
tal grandeza que podem ser consideradas como finitas e, portanto, requerem uma abordagem
de nao-linearidade geométrica. O comportamento do material é dependente da velocidade
da deformacao e o comportamento histerético das tensoes de equilibrio é negligenciavel, de
tal maneira que uma abordagem viscoelastica é adequada. As tensoes de equilibrio sao deri-
vadas de uma relacao hiperelastica e todos os processos sao considerados isotérmicos. Para
extensao a processos nao-isotérmicos, ver [Reese e Govindjee, 1998b] e para consideracao do

efeito Payne, ver [Lion e Kardelky, 2004].

Decomposicao da deformacao F=FF', C=F'F (2.10)
Decomposigao da tensao S = St + Sie + S (2.11)
K
Tensdo de equilibrio  S{ = JU'(J)C™' jcom U’'(J) = 1—O(J4 —J7% (2.12)
St =11+ 9 C+p3CH (2.13)
@1 = 2(det C) V3 (wy + wy) (2.14)
@y = —2(det C) 3w, (2.15)
2

@3 = —g(det C) 3wy Ig + 2w, I1g) (2.16)

Ow®d
wy, = ad = C10 + 3630(1@ - 3)2 (217)

olg

dw*
Wy = aIIC = Cp1 (218)

det CV)1/3 1
Tensao viscosa S = 2u % ((C")_1 — §(C : (CV)_l)C_(12>19)
441 (det CV)1/3

1
Equacao evolutiva  CY = ) (et G (C - g(C : (CV)_I)CV) (2.20)

Tabela 2.1 — Modelo constitutivo para viscoelasticidade em deformacoes

finitas.
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O tensor de tensao total S na equagao (2.11) é o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, o

eq

qual, por sua vez, pode ser decomposto aditivamente em uma parcela de equilibrio S{d, + S5

e uma parcela viscosa S°, como ja demonstrado em (2.9). De acordo com a equagao (2.12),
Svl é a parcela volumétrica do tensor tensao de equilibrio. A parcela isocérica é definida na
equacao (2.13) em termos de 1, C, C~! e das funcoes escalares 1, 03, 03 de acordo com (2.14)
a (2.16). Nestas, as varidveis wy and wy sdo definidas como derivadas de w®® em relagdo aos
invariantes Ig e Ilg, respectivamente. A equagao evolutiva para a deformagao viscoelastica
¢ dada em (2.20) e a tensdo viscosa em (2.19). Em resumo, o modelo de viscoelasticidade
isotrépica é escrito em funcao dos seguintes parametros: modulo de compressibilidade K,
modulo de cisalhamento p, constantes elasticas ¢y, c30, co1 € a viscosidade 7.

Analisando o modelo da Tabela 2.1, se pode entender como o modelo constitutivo

do material basicamente funciona:

(i) Uma vez que o equilibrio global do sistema é satisfeito, o seu resultado em termos dos
deslocamentos u,;1 sao utilizados como dados de entrada para o modelo constitutivo

(se for o primeiro passo de tempo, u, 1 = 0);
(ii) Com estes deslocamentos, sao calculadas as deformacoes F,, 1 e C,, 11, através de (2.10);

(iii) De posse das constantes do material ¢y, co1, c30 € K (previamente determinadas), sao

calculadas as parcelas de equilibrio isocérica Sig .1 e volumétrica S{2, 11 da tensdo;

(iv) De posse das constantes do material p e 7, integra-se numericamente a equagao evolu-

tiva do fluxo viscoelastico (2.20), que tem como solucdo a deformacao viscosa Cy ;;
(v) Com Cj,,, se calcula a tensao viscosa Sy, | através de (2.19);

. ~ . ov 3 : eq eq 5
(vi) Une-se a tensao viscosa S0, ; as demais parcelas Si; 11 € Siq 41 € se calcula a tensao

total no ponto de Gauss S, de acordo com (2.11);

(vii) Uma vez com as deformagoes e tensoes calculadas no ponto de Gauss, se calcula a tan-
gente algoritmicamente consistente CY¢ ; (que neste caso foi calculada numericamente)

para calculo do equilibrio global em ¢, 4.

Este modelo se encaixa na classe geral de equagoes constitutivas do tipo

S = h(C,2) (2.21)
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z=1(C,z), z(ty) = 2o, (2.22)
onde (2.21) denota uma relagao elastica e z € R define um conjunto de variaveis internas

que descrevem o comportamento viscoeldstico do material. Aqui, z = {C"} com n, = 6 para

o caso tridimensional de medidas de deformagao simétricas.
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3. DISCRETIZACAO NO TEMPO UTILIZANDO METODOS DE EULER E
RUNGE-KUTTA

Na Secao 1.1 foram introduzidos os conceitos basicos do método de integracao de
Euler implicito. As principais caracteristicas que se devem relembrar deste método sao a
ordem de convergéncia unitaria, a aproximagao constante da solu¢ao da EDO no intervalo de
integracao e o fato de ser implicito e estavel para todo e qualquer passo de tempo (A-estavel).

Neste capitulo serd dada uma introducao a classe especial de métodos de inte-
gracao de Runge-Kutta conhecidos como Métodos de Runge-Kutta Diagonalmente Implicitos
(DIRK). A escolha por este conjunto de métodos para aplicagao neste trabalho se justifica
pelas suas boas caracteristicas de estabilidade, sua semelhanca com o método de Euler
implicito no que diz respeito a sua implementacao numeérica e por apresentarem ordens de
convergeéncia p consideravelmente mais altas (até p = 4) do que o método de Euler implicito

(motivos pelo qual sdo chamados métodos de altas ordens).

3.1 Equagoes basicas

Para entender os principios de funcionamento dos métodos DIRK, primeiro é preciso
introduzir o processo de solucao de um PVI através de métodos implicitos de Runge-Kutta
(IRK), conforme pode ser visto em Hairer et al. [2008], Hairer et al. [1989] e Hairer e Wanner
[2002].

Para tanto, considere-se um PVI escrito como
7 = f(Z) s Z(to) =12y, t e [to,T] (31)

consistindo em uma equagao diferencial ordindria (EDO) (3.1); e condigoes iniciais (3.1)s.
A equagao (3.1); ndo foi escrita em termos do argumento C por questao de ge-
neralizacao, mas cabe lembrar que em inelasticidade computacional, o PVI é acoplado as

equagoes de equilibrio, as quais sao resolvidas pelo método dos elementos finitos resultando
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em deslocamentos u e, consequentemente, deformagoes totais C (Figura 1.1).
O intervalo de tempo total é dividido em sub-intervalos to < t; < ... <t, < ... <
thi1 < ... <ty =T, e os passos de tempo sao tais que At, = t,41 —t,,0 < n < N.

Assumindo que a solugao exata em t, é z(t,), busca-se a solugao z(t, 1) em ¢,

2(tr) :z(tn)+/tn+1f(7,z(7))d7. (3.2)

Para a solu¢ao numérica z, 1 ~ z(t,.1), a integral é calculada através de uma regra

de quadratura de passo nico com s estagios

Zni1 = 2(tn) + Aty Y bif (ty + ¢ Ay, 2(t, + ciAL,)) (3.3)

i=1
com os pesos b;,i =1,...,s e coeficientes ¢;,7 = 1,..., s, onde estes ultimos irao definir os
novos estagios t,; = t, + ¢;At,.

As incognitas z(t,, + ¢;At,) sao calculadas por um segundo passo de integragao em
analogia a (3.3), utilizando os mesmos estagios ¢;, mas com pesos a;;, resultando na matriz

de Runge-Kutta A = (@) j=1,.s. Em resumo,

2(tn + i) N T = 2(tn) + Dby Y aijf(tng, Zuj) . i=1,.05. (3.4)
j=1
De posse das derivadas nos estagios an = f(tn;, Znj), podemos reescrever (3.4)
como
Zni :z(tn)+Athaijan, 1= ]_,..‘,S. (35)
j=1

Portanto, Z,; e Z,; sao dois conjuntos de variaveis relacionadas entre si através de

(3.5). Com as derivadas nos estdgios Zni, & atualizacio para Zn11 € obtida através de

i=1
Em resumo, a solugdo de um PVI de formato (3.1) através de um método de RK

totalmente implicito é obtida pelo algoritmo da Tabela 3.1.

A representagao tipica de métodos de Runge-Kutta é feita através das chamadas
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(I) Resolver o conjunto de equagoes nao lineares para as solugoes nos estagios Zi;

2y =z, + AtZaijf(tnj; Z,;)) i=1,..,s.
j=1

(IT) Calcular as derivadas nos estdgios Loni

,S.

(ITI) Calcular a aproximagao de z no tempo ¢,

Zpt+1 = Zp + At Z bZZm .

i=1

(3.8)

Tabela 3.1 — Solucao de uma EDO usando métodos IRK.

matrizes de Butcher (Tabela 3.2). Métodos de RK totalmente implicitos sdo caracterizados

por matrizes triangulares superiores com pelo menos uma entrada a;; # 0, j > i. Em outras

palavras, todas as solugoes Z,; nos estagios sao acopladas. Para métodos de RK explicitos,

a;; = 0 para j > 7, denotando completo desacoplamento entre as solugoes nos estagios.

C1 | G11 Q12 Qs C1 | A1l 0 0 C1 | an1 0 0
Co | Q21 (A22 A2s Co | G21 Q22 0 Co | Q21 (A22 0
Cg As1 A2 Ugg Cs As1 Ag2 Ags 1 bl bQ bs

by by bs by Iy bs by by by

Tabela 3.2 — Matrizes de Butcher para métodos de RK implicitos (IRK,
esquerda), diagonalmente implicitos (DIRK, centro) e diagonalmente

implicitos com ¢y = 1 (direita).
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Se os coeficientes satisfizerem as condigoes

(i) b > 0, i=1,..5s
(ZZ) M = (biaij + bjaji — bibj)i,jzl 77777 S5 é pOSitiV& Semi—deﬁnida,

o esquema ¢ chamado algebricamente estdvel. Pode ser mostrado que métodos RK implicitos
algebricamente estaveis apresentam a qualidade de serem B-estdveis (e, por isso, também

A-estdveis, ou incondicionalmente estaveis) [Hairer et al., 2008].

3.2 Esquemas DIRK

Para chamar a atencao para a potencialidade dos métodos DIRK, pode-se citar
[Alexander, 1977]: "Para integrar um sistema de n equagoes diferenciais, um método implicito
com matrizes cheias s X s requer a solu¢ao de ns equagoes implicitas (em geral nao-lineares)
simultaneas em cada passo de tempo (...) Uma maneira de se contornar esta situagdo € usar
uma matriz triangular inferior (a;;), a;; = 0 para i < j); as equagdes poderdo, entdo, ser
resolvidas em s estagios sucessivos com apenas um sistema de n dimensoes a ser resolvido
em cada estdgio’.

A estrutura triangular inferior da matriz A = (a;5),4,5 = 1,...,s de um método
DIRK proporciona a utilizacao de um procedimento algoritmico multi-estédgio andlogo ao
método de Euler implicito de um estagio somente. O procedimento se da através da evolucao
ao longo do intervalo de tempo, de estagio para estagio, onde o problema em cada sub-
estdgio é semelhante ao método de Euler. Os métodos DIRK utilizados no presente trabalho
sao fortemente S-estaveis, o que indica que sao particularmente adequados a solucao de
problemas rigidos, como é o caso da inelasticidade. A nogao de S-estabilidade foi introduzida
por Prothero e Robinson [1974] a partir da conclusao de que a A-estabilidade por si sé nao
era suficiente para aplicacao em problemas rigidos.

Como ja foi comentado, a utilizacao de métodos DIRK se baseia no fato de eles
se tratarem de métodos de integracao numérica de ordens de convergéncia p superiores
a unidade (caso do Euler implicito). Um método DIRK de s estdgios apresenta ordem
de convergéncia p = s para p = 1,2,3, mas para ordem 4, pelo menos 5 estdgios sao
necessarios para construgao de um método fortemente S-estavel [Alexander, 1977]. Para

maiores detalhes, uma visdo geral é apresentada em Hairer et al. [2008]. Para trabalhos
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com aplicagao de métodos DIRK, ver [Cash, 1979] e [Alexander, 1977] e para aplicagoes a
problemas de inelasticidade, ver [Ellsiepen, 1999], [Ellsiepen e Hartmann, 2001] e [Hartmann,
2003].

Para um esquema DIRK com ¢, = 1, o passo II da Tabela 3.1 pode ser negligenciado,
uma vez que estes esquemas preenchem o requisito ag = b; para todos 7 = 1, ..., s, e a solugao

aproximada z,,; do passo III coincide com a solugao Z; do ultimo estagio

Zpt+1 = Zp + Atn Z ijnj . (310)
1

Nestes casos, a equagao (3.7) é escrita como

i—1

j=1
onde X,; é a variavel interna acumulada que serve como valor inicial para o estagio ¢

i—1

j=1

A derivada an do estdgio no somatdério da equagao (3.12) pertence aos estagios

anteriores, como indicado pelo limite superior da soma j,.x = t—1. Portanto, estas derivadas
sio conhecidas. Para o estdgio atual elas sio calculadas de (3.12), resolvendo para Z,; de
acordo com

7, -
" Atyaz;

(3.13)

3.3 Aplicacao dos esquemas DIRK a viscoelasticidade finita

Tendo em vista que neste trabalho serd utilizado o modelo de viscoelasticidade
das equagoes (2.10)-(2.20), relembramos a equacdo evolutiva para o tensor de deformacao
viscoelastico de Cauchy-Green CY como sendo

e =

441 (det CV)1/3 1
1 (det CV) <C :

W @eroy (C- ~(C: (CV)lcV) : (3.14)

Apoés a discretizagao no tempo, a aplicacao de um método DIRK leva a férmula de
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atualizacao para CY,; no estagio ¢ dentro do intervalo de tempo At,, = [t,, t,11]

Cy, = I+ At,a;Cy,, (3.15)

i—1
com Yy, = C;+At, Z aijCXj : (3.16)

j=1

onde C) ~ CY(t,). Com (3.14), (3.15) pode ser reescrita como
CY,— XV, 4u (detCy,)'/3 1 1

—m__m._ e C(tni) — =(C(tni) : (C(tw)')"C;, ) =0. 3.17
s (Ot — (o) (€l (3.17)

Para reduzir o esfor¢o computacional necessario para solucao de 6 equagoes algébricas

v
n

nao-lineares para CY,, a seguinte reformulacao é proposta baseada em Hartmann [2003]

Vo 1 v

com a fungao escalar g(CY,) e a funcao tensorial £(CY,) de acordo com

4 Atpazp (det Cy)'?
3 1 (det C(ty))/3
4Atna”,u (det CV>1/3
Cv) = XV
£(CL) ni T " (det C(t)) /3

9(Cr) = 1+ (Cltni) = (Cr) ™), (3.19)

C(tn;) - (3.20)
Dois escalares sao identificados na equagao de atualizacao

z; = (detCY,)? (3.21)
Ty = Clty): (CY)7! (3.22)

os quais sao usados como incégnitas no seguinte sistema, substituindo os 6 componentes de

CV
D, (21,22) =0 m=1,2, (3.23)
com

Dy (21, 22) = a1 —g_l(det§)1/3, (3.24)
Dy(zy,29) = 13— g " Cp, (3.25)
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onde sao utilizadas as abreviagoes

g = g(r,22) =1+ 233177962 ; (3.26)
§ = {(w,22) =35, + I%%Cm-, (3.27)
. A1 AL 4

e kb = HrTIndi (3.28)

(det C,)1/3 "

A aplicacao do método de Newton-Raphson para solucao deste sistema de equagoes

nao-lineares resulta no seguinte conjunto de equagoes lineares para cada iteracao (r):

(r) (r)
(1)1,1 ‘1)1,2 Axy _ D, (3.29)
‘131,2 ‘I)z,z A d,
com incrementos Az, = :chﬁﬂ) — xﬁfl).

Para o 1ltimo estagio ¢ = s, o qual coincide com o fim do intervalo de tempo %,.1,

a solucao x1, zo é utilizada para calculo da tensao viscoelastica atualizada em ¢,

2,&1'1

ov _ 1 _
S = (det C) 13 (9@1@2)5 Yy, 29) — 372 Cnsl) . (3.30)

Observacoes

1. Os coeficientes da matriz A = [a;;]; j=1...s do DIRK em (3.15) e (3.16) sao escolhidos da
Tabela A.1 do Apéndice A. Os fatores de peso b; nao sao mostrados, pois para DIRK
com ¢, = 1, ay,; = b;, e os coeficientes ¢; , mais uma vez sao retirados da Tabela A.1 do

Apéndice A.

Como aproximar C,; ~ C(t,;) em uma maneira consistente é a questao chave e serd

respondida na Secao 4.

2. O método de Euler implicito nada mais é do que um caso especial de DIRK com p =1
no que diz respeito a atualizagao de acordo com (3.15) e (3.16) para cada solugao nos
estdgios dentro do passo de tempo. Este fato justifica a escolha de implementacao dos
métodos DIRK para modelos viscoelasticos quando ja se dispoe do método de Euler

implicito implementado.
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4. ACOPLAMENTO ESPACO-TEMPO

4.1 Ideia geral

Em problemas de viscoelasticidade solucionados através do método dos elementos fi-
nitos, as equacoes de equilibrio sao resolvidas no nivel global, tendo como varidveis primarias
os deslocamentos. Estas quantidades cinematicas advindas do nivel global sao entao utiliza-
das para o calculo das deformagoes totais no nivel local (que séo, tipicamente, os pontos de
Gauss da malha), as quais, por sua vez, entram como valores iniciais para a solugdo do PVI
do fluxo ineldstico. A este mecanismo de utilizagao da solucao global (ou espacial, devido a
discretizagao ser no espaco) como dado de entrada para a solugao local (ou temporal, devido
a discretizacao ser no tempo) e posterior utilizagdo dos resultados da solugao local como
entrada para o problema global, se denomina Acoplamento espaco-tempo ou Acoplamento
global-local.

A variavel integrada durante a EDO do fluxo viscoelastico é sempre uma medida de
deformacao, e no caso do modelo constitutivo da Tabela 2.1, é o tensor de deformacao de
Cauchy-Green a direita C (equagao (2.20)). A esta equagao se aplicarao os métodos de RK
de diferentes ordens de convergéncia e a deformagao C se aplicarao diferentes aproximacoes
ao longo do intervalo de integragao através de polinomios de diferentes graus.

Ao se utilizar métodos de Runge-Kutta para integragao do problema temporal em
ambito local, uma vez que estes sao métodos de passo Unico, porém de multiplos estagios,
seu uso requer o calculo dos valores de deformacao total em cada um dos estdgios do RK
(ver equagao (3.17) e observacgao 1 na Segao 3.3).

O modo mais simples de determinacao das deformacoes totais em cada estagio do
RK é considera-la constante ao longo do intervalo de tempo de integragao. Isto é feito no
método de Euler implicito, conforme mostra a Figura 1.1.

A Figura 4.1 ilustra um caso geral tipico de viscoelasticidade, onde o comportamento

da deformagao ao longo do tempo é nao-linear. Uma vez que nao se conhece, a priori, como
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Fn+1

tnfl tn tnl tm tn+ 1 t

e |
Aty | At,

Figura 4.1 — Comportamento exato (porém ainda incégnito) da deformagao
ao longo do tempo (linha preta cheia) e suas aproximagoes através de
deformacao constante (linha vermelha pontilhada), linear (linha azul

tracejada) e quadratica (linha verde trago-ponto.)

¢ a variacao da deformacao ao longo do tempo, é necessario se tomar uma decisao quanto
ao grau do polinomio com que se quer aproximar a deformacao no intervalo de integracao
t, <t <t, 1. Ao se utilizar o valor de F no instante t,,1, é possivel se fazer apenas uma
aproximacao constante para esta grandeza, ou seja, F,; = F, ;. Por outro lado, se for
desejado se utilizar dados de F em t,,,, e t,,, se pode contruir uma aproximacao linear para
F ao longo do intervalo de integragao, de modo que F,;; = F,, + (t,,; — t,) (Fry1 — Fp) /(Aty).
Assim por diante, desde que se tenha armazenado na meméria do programa os valores
calculados de F nos passos de tempo anteriores, é virtualmente possivel se aproximar esta
grandeza com polinomios de qualquer grau.

Na sequéncia serd explicado como a escolha do grau do polinomio de aproximagao
para a variavel que estd sendo integrada é definitiva para obtencao da ordem de convergéncia
nominal do método de integracao utilizado. Basicamente, para um problema onde a variacao
temporal da deformacao é continua e suave, a tnica condicao necessaria e suficiente para
que se atinja ordem nominal de convergéncia de um método de integracao é que se tenha
uma aproximacgao consistente entre grau do polinomio e ordem do método. E deste assunto

que trata a préxima secao.
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4.2 Consisténcia

A escolha do polinomio de aproximacao adequado para a solucao da evolucao da
deformacgao ao longo do tempo depende de uma andlise de consisténcia, conforme Eidel

[2011] e Eidel et al. [2013]. A EDO

z=f(F(),2(t)) (4.1)

que descreve o fluxo viscoelastico do material é resolvida utilizando-se um algoritmo de
integracao no tempo de ordem de convergéncia nominal p. Uma vez que o gradiente de
deformagao, que é tempo-dependente, é um dos argumentos em (4.1), a ordem de sua apro-
ximagao no tempo ird influenciar a ordem de convergéncia da sua integragdo no tempo.
Apesar de esta dependéncia poder parecer 6bvia, Eidel e Kuhn [2011] foi o primeiro trabalho
a aplica-la e demonstra-la.

Um polinémio interpolador de grau ¢ — 1 para a deformacgao total F introduz um

correspondente erro de aproximacao de ordem At?
F = O(At?) (4.2)

que implica que, por causa de (4.1), ¢ é um limite para a ordem de convergéncia do integrador
temporal. Mais genericamente, pode-se dizer que para extrair do algoritmo de integrac¢ao no
tempo a sua ordem de convergéncia nominal p, € preciso que Se aprorime a varidvel de
integracao com um polinomio de, no minimo, grau ¢ = p, ou seja, é necessario que haja uma

consisténcia entre as aproximacoes. Matematicamente, isto pode ser expresso como
z = O(A™™Paly (4.3)

A partir dai, fica claro que um polinémio de aproximacgao de ordem inferior ¢ = p—n,
n > 1 iré reduzir a ordem de convergéncia da variavel integrada z. Por exemplo: uma apro-
ximacao linear da deformagao baseada em valores em ¢, e t,.; (portanto introduzindo um
erro de ordem 2) limita a ordem de convergéncia do método a ordem 2. Neste caso, mesmo
que se utilizasse um método de integracao de ordem p > 3, se verificaria ordem de con-
vergéncia maxima do método de solucao igual a 2. De modo semelhante, uma aproximacao

quadrética das deformagoes para célculo das mesmas nos estdgios do RK (portanto introdu-
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ACOPLAMENTO ESPACO-TEMPO EM ALGORITMOS DE ELEMENTOS FINITOS

APLICADOS A VISCOELASTICIDADE FINITA 11

e &

Forma variacional 27

do PVC consisténcia
— nivel global — ° o do acoplamento:
O O
° ve aP”'H
acoplamento F Zn, F (1) Znt1, Pog1, Gy " OF
espaco-tempo
® g = P
para
tn i tnt1 13 F = O(At9)
z = O(At?)
PVI
— nivel local - 3 T

tnt1
Zpyl = Zp + / z(F(7),z(7))dr
tn

Figura 4.2 — Esquematizacao generalizada do acoplamento consistente de
discretizacoes espago-temporais aplicadas a simulacao de viscoelasticidade

finita para métodos de alta ordem p > 2. FONTE: [Eidel et al., 2013]

zindo erro de ordem 3) possibilita uma consisténcia e convergéncia no méximo de ordem 3,
mesmo para integradores com p > 3. Esta relagao foi publicada em Eidel [2011] e em Eidel
et al. [2013], que foi um dos resultados do presente trabalho.

A ideia da consisténcia no acoplamento em viscoelasticidade mostrada na Figura 1.1
deve, portanto, ser expandida de acordo com a Figura 4.2. A condi¢ao ¢ = p garante ordem
de convergéncia nominal do integrador no tempo, enquanto a condi¢ao tipica de tangente al-

ve

goritmica C)%, = OP,1/0F, 1 garante convergéncia quadratica da solugdo do conjunto

de equagoes algébricas linearizadas originadas da discretizacao espacial das equagoes de



28

equilibrio no método dos elementos finitos. O conceito de tangente algoritmica foi intro-
duzido em inelasticidade computacional por Nagtegaal [1982] e generalizado por Simo e
Taylor [1985].

Nesta se¢ao, através da equacao (4.3) foi cumprido o objetivo principal deste traba-
lho, que era de fornecer uma formalizacao matematica para o conceito proposto por Eidel e
Kuhn [2011] de consisténcia entre ordem de aproximacao da deformagcao total ao longo do
tempo e ordem de convergéncia do método de integracao utilizado. Somente se for satisfeito
este conceito de consisténcia é que se podera atingir a ordem nominal do método integrador.
Em caso de nao satisfacao, serd observada uma queda na ordem deste integrador e, por
consequencia, perda de precisao e eficiéncia da solucao.

Cumprido este objetivo de cunho tedrico, no Capitulo 5 serao mostrados diferentes
casos computacionais onde foram implementados diferentes métodos DIRK para o modelo
viscoelastico da Tabela 2.1 com o objetivo de verificar a validade da formulacao aqui apre-

sentada.

4.3 Construgao de polindmios interpoladores para C¥Y na busca de um acopla-

mento consistente

O primeiro passo para por em pratica as consideragoes feitas na secao anterior, serd
adapta-las ao modelo viscoeldstico utilizado neste trabalho. Para tal, é preciso substituir
as quantidades {z,F,P} por {C",C,S}, respectivamente. Na sequéncia, os requisitos de
consisténcia para a aproximagao da deformacao total sao garantidos através da utilizagao de
polinomios interpoladores de grau ¢ — 1, com ¢ = p.

As equagoes (4.1) e (4.3) sdo reescritas respectivamente como

Cv = f(C(1),C"(t)), (4.4)
CY = O(Apmniraly (4.5)

e a tangente algoritmicamente consistente como CY° | = 0S,1,/0C,,11.
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4.3.1 Caso p = 1: valores nos estagios para deformacgao total constante

O modo mais simples de determinacao dos valores de deformacao ao longo dos
estagios do método de RK ¢é considerad-la constante ao longo do intervalo de integragao.

Portanto, tem-se um polinémio de grau 0 dado por py(t) = Cpy1, €
C(t = tnz) ~ po(f = CiAt) = Cn+1 . (46)

Partindo-se da premissa de que as deformacoes sao continuamente diferencidveis ao
longo deste intervalo t € [t,,t,.1] e t € [0,At], o erro de interpolacdo das deformacoes é
|C(t) — po(t)] < Mi(At) com M; = max{|C/(t)| : t € [0, At]}.

Observacao. O método implicito de Euler preenche o requisito ¢ = p, uma vez que
a aproximacao constante para a deformacao F = F,,; implicando em ¢ = 1 é consistente

com ordem linear p = 1.

4.3.2 Caso p = 2: valores nos estagios via interpolacao linear

Introduzindo uma nova escala de tempo ¢ := t — t,, no intervalo de tempo t €
[tn,tns1], O polindmio de interpolacdo linear entre (0,C,) e (At,C,y1) é p1(t) = C, +

t/At(C,11 — Cy) , 0 que leva a uma aproximacao de C no tempo t = t,; = t,, + ¢; At

Partindo-se da premissa de que as deformagoes sao duas vezes continuamente di-
ferencidveis ao longo deste intervalo t € [t,,t,41] e £ € [0,At], o erro de interpolacio das
deformacoes é |C(t) — pi(t)| < My/2(At)? com M, = max{|C"(¢)| : t € [0, At]}.

Observacao.O calculo dos valores das deformagoes nos estagios intermediarios
através de interpolagao linear foi utilizado em Biittner [2003] aplicado & elasto-plasticidade.
No entanto, foi observada uma redugao de ordem de 3 para 2 em um método de ordem 3 de

RK totalmente implicito.

4.3.3 Caso p = 3: valores nos estagios via interpolagao quadratica

E proposta aqui uma interpolagao polinomial p2(t) baseada nos dados (—At, C,,_1),

(0,C,) e (At,C,1). Dado que C() é trés vezes continuamente diferenciavel em [—At, At],
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o erro da interpolacdo é tido como |C(#) — pa(t)| < M3/6(At?) com Mz = max{|C" ()| :
t € [—-At, At]}.

A interpolacao polinomial p,y é tal que

~ 1

p2<t) = W(Cn,1 - 2Cn + Cn+1) 2?2 + (CnJrl — Cnfl) g—l- Cn . (48)

1
2At
Tem-se, para os valores de deformacao C nos estagios intermediarios do RK t =

toi = tn + ;AL e T = ¢; At

Clt = tn) ~paf= ;A1) = 2(c; = 1) Cry + (1= ) Cr + Z(e; +1)Cryr . (49)

5 (
4.3.4 Caso p = 4: valores nos estagios via interpolagao ciibica

Para a convergéncia de ordem 4 na integracao temporal, o polinomio de interpolagao
consistente para a deformacao total deve ser de grau 3. Para tal, sao necessarios um total
de 4 pontos de interpolagao, que sao (—At, o, C,_2), (=t,_1,C,_1), (0,C,), (At,, Cpiq).
Dado que C(f) é quatro vezes continuamente diferencidvel no intervalo [—2At, At], o erro
de interpolacio é tido como |C(f) — p3(t)| < My/24(AtY), com My = max{|C"(t)| : t €
[—2At, At]}.

p3(t) = Z f(tni)li(tn:) (4.10)

onde
( tn 1)(t - tn)(tm - n+1)
b= G 2 s~ s ) Cns (4.1
_tn 2 nz tn tnz n+1
11 - ( -1 — tn 2)<tn—1 - tn)<tn 1 _—;n—l—l) Cnil (412)
12 (tm - tn—2)<t - tn— )( ni n+1) Cn (413)

(tn - tnf2)(tn - tn71)<t - tn+1)

13 _ (tnz — tn72)(tni - tn71>(tni - tn) Cn+1 . (414)

(tn-i-l - tn—2)(tn+l - tn—l)<tn+1 - tn)

O roteiro apresentado através das equagoes (4.15) a (4.22) mostra como os esquemas
DIRK sao utilizados para a integracao temporal de ordem p = 2...4, juntamente com suas

interpolagoes consistentes para a deformacao.
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(I) Calculo dos valores iniciais 3,; para a integracdo no tempo (a;j, c; da Tabela A.1):
i—1
Parai=1: %), =C;. Parat>2: %, =C) + At, Zazj Cy; (4.15)
j=1
(IT) Aproximacao da deformagao total por polinomios de grau consistente p — 1:

para pE {2, 3, 4} . an = Cm(ci, Cn+1, Cn, N Cn—p+2) (416)

de acordo com (4.7) para p = 2, (4.9) para p = 3, e (4.10) para p = 4.

(ITI) Célculo das solugoes CY,; nos estégios:

i—1

Cy = SN +AL > a;CY (4.17)
j=1

: 441 (det CY¥)V/3 1 .

Cy, = £l (C,— =(C,: (CL)HCY, 1.1

Solugao das equagdes algébricas nao-lineares ®,, = 0,m = 1,2, de acordo com (3.24)

e (3.25) para z;,i = 1,2 com 71 = (det CY))"* 2y = Cp : (C7! resultando nas

nt

solucoes nos estagios:

kxixo ~ T
c. = |1 (o) k— 4.19
ni + 377 |: ni—1 + n ( )
- dpt,aq;
com k = M—m)l/‘? (420)
(IV) Caélculo das derivadas nos estégios CY:

. Cv. _ v
Cc,=—" 4.21
" At (4.21)

Se 1< s entdoi =1+ 1 e volta para (I), senao, continua.

(V) Atualizacao da deformagao viscoelastica Cy, | e tensao viscosa S2;:

Ci = Cu

n+1
ov _ <det Cns)1/3 v \—1 1 . v \—1 -1 (422)
Sn+1 - 2:u (det C;/Ls)l/?) (Cns) 3 (CnS : (Cns) )Cns
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4.4 Comparagao conceitual com métodos de elementos finitos existentes apli-

cados a inelasticidade

O tratamento da solucao do equilibrio global com o PVI local (para solugdo da
equagao evolutiva do fluxo viscoeldstico) da inelasticidade como um sistema de equagoes
algébricas diferenciais foi proposto por Ellsiepen e Hartmann [2001] para elasto-plasticidade
e usado juntamente com métodos DIRK para viscoelasticidade finita por Hartmann [2002] e
Hartmann e Wensch [2007]. Este método é conhecido como DAE/MLNA (Differential Alge-
braic Equation/Multi-Level Newton Approach). Foi demonstrado que este método é capaz de
atingir ordem de convergencia total até ordem 3 e pode apresentar melhora consideravel na
eficiéncia quando comparado ao método de Euler implicito. No entanto, este método requer
a solucao das equacoes de equilibrio no nivel global nao somente nos tempos t,, e t,, 1, mas
também em cada estagio do RK durante o intervalo de tempo atual.

A vantagem da metodologia aqui apresentada em relacao a DAE/MLNA ¢é a de que
ela restringe a solucao do equilibrio global do MEF somente nos tempos t¢,, e t,.1, 0 que é o
caso tipico de uma simulacao numérica de inelasticidade em um cédigo de elementos finitos.
Isto é facilmente visualizado na esquematizacao da representacao do acoplamento espaco-
tempo (ou global-local) da Figura 4.2. Se o método DIRK possui 5 estdgios, como é o caso
do método de ordem 4 (DIRK4), a presente metodologia requer somente uma solugao global
do equilibrio entre ¢, e t,.1, enquanto que a metodologia DAE/MLNA requer 5 solugoes
no mesmo At. Isto implica em uma relagao direta de aumento de 5 vezes na velocidade
de computagao. Sob um diferente ponto de vista, o presente método é capaz de gerar
resultados de deformacoes por interpolacao em cada estagio do RK com a mesma qualidade
do DAE/MLNA, mas com apenas uma fragao do tempo de computagao necessario. H4, é
claro, na metodologia aqui apresentada, uma maior necessidade de meméria para armazenar
os resultados de deformacoes obtidos pela interpolagao, no entanto, o custo computacional
ainda assim é consideravelmente menor do que aquele para solucao do equilibrio global a

cada estagio do RK.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

5.1 Implementagao numérica

Para a implementacao tanto do modelo viscoelastico apresentado na Secao 2.2, como
dos métodos de Runge-Kutta diagonalmente implicitos da Se¢ao 3.2 e do algoritmo de aco-
plamento espago-tempo do Capitulo 4, foi utilizado o software académico de cédigo aberto
FEAP 8.2. Trata-se de um programa escrito em cdédigo FORTRAN para plataforma Linux
onde se pode facilmente incluir novas subrotinas com cédigos de elementos ou materiais
personalizados. Para o presente trabalho, foi desenvolvida uma subrotina com o cédigo do
material viscoeldstico de Hartmann da Tabela 2.1. E na prépria subrotina do material (e,
portanto, no nivel do ponto de Gauss) que a equagao evolutiva (2.20) é resolvida através
dos métodos DIRK ou de Euler implicito. A Figura 5.1 mostra de maneira esquematica a
sequéncia de calculo feita na subrotina.

Esta estrutura de algoritmo é bastante conhecida e amplamente utilizada em c6digos
comerciais de elementos finitos. A subrotina é chamada para cada ponto de Gauss da malha
e, uma vez que ela calcula a tangente consistente e a segunda tensao de Piola-Kirchhoff, estas
grandezas voltam para a subrotina do elemento e o célculo do equilibrio global da estrutura
¢ realizado.

Cabe mais uma vez ressaltar que a estrutura de integragao temporal da deformacao
através de métodos de alta ordem aqui apresentada é de facil implementagao em programas
que utilizam este tradicional algoritmo de célculo por elementos finitos, pois se trata de uma
alteragao no cédigo em nivel local. Como comentado na Secao 1.1, Ellsiepen e Hartmann
[2001] e Hartmann [2002] propuseram também uma metodologia de utilizagao de métodos
de alta ordem para integracao da deformacao, porém, nestes casos, os métodos DIRK foram
aplicados ao nivel global no cédigo, de forma que, para cada estagio do método de Runge-
Kutta, o equilibrio global da malha deve ser satisfeito, o que, apesar dos bons resultados,

encarece de maneira excessiva o problema do ponto de vista computacional.
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Figura 5.1 — Esquema de calculo simplificado da subrotina do material.

5.2 Resultados

Nesta secao, o desempenho dos diferentes esquemas DIRK, conforme listados na Ta-

bela 5.1 sao analisados. Os métodos foram abreviados baseado na seguinte logica: DIRKYZ,

onde Y indica a ordem de convergéncia do método DIRK e Z indica o grau do polinomio de

interpolagao que foi utilizado para a deformacao (onde cons indica constante, [ indica linear,

¢ indica quadrdtica e ¢ indica interpolagao ciubica). A sigla BE se refere ao método de Euler

implicito (Backward Euler). Por exemplo: DIRK4q implica em um método DIRK de 4*

ordem e interpolacao quadratica da deformacao, enquanto DIRK3cons é um método DIRK

de 3* ordem e interpolacao constante da deformacao ao longo do intervalo de integragao.

A Tabela 5.1 resume a hipdtese chave deste trabalho. Um método de integracao no



35

Método/ Ntumero de aprox. da
abreviacao estagios s  min{p,q} vs. p q deformagao
DIRK1/BE 1 1 =1 P constante
DIRK21 2 200 —0 D P linear
DIRK3cons 3 1 < 3 p —2 constante
DIRK3I 3 2 < 3 p—1 linear
DIRK3q 3 3 = 3 p quadratica
DIRK4q ) 3 < 4 p—1 quadratica
DIRK4c 5 4 = 4 P cubica

Tabela 5.1 — Diferentes métodos DIRK, suas abreviacoes, nimero de estégios

s, ordem esperada para integra¢ao no tempo min{p, ¢} comparada com

ordem nominal p e ordem de aproximacao da deformagao total q.

tempo de ordem nominal p requer uma aproximacao consistente de grau ¢ = p do tensor

de deformacao total C, a fim de garantir sua ordem de convergéncia nominal. Os métodos

DIRK que preenchem este requisito estao destacados em cinza na Tabela 5.1. Se, no entanto,

uma interpolagao de ordem p—n com n > 1 ¢ utilizada, invariavelmente sera observada uma

reducao para ordem p — m na integracao.

aspectos:

1. Ordem de convergéncia.

validar este novo conceito generalizado.

O foco principal é voltado para os seguintes

Testes de ordem de convergeéncia serao feitos a fim de

A ordem de convergéncia é medida para as variaveis deformacao total C, deformacao

viscoelastica CV e tensao viscosa S°, das quais CV e S° sao resultantes diretas da

integragao no tempo (ver equagao (4.22)). A solucao de referéncia X para X, onde

X pode representar qualquer uma das grandezas tensoriais C, C¥ ou S°¥, com precisao

suficiente é obtida através da utilizacao de passos de tempo muito pequenos, de modo a

tentar garantir que a precisao da solugao seja da mesma ordem de grandeza da precisao

de méaquina. Baseado nesta solucao de referéncia, um erro relativo global é calculado
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para as simulagoes de verificagao da teoria, conforme

& NZ IX(Af) — X
Xl

1
N, el * N, gauss

e(X) = (5.1)

=1 j=1
onde X(At) é a solugao (para C,C¥ ou S°) para um passo de tempo de valor At,
Ne € o nimero de elementos no dominio e Ngaues € 0 niimero de pontos de Gauss por

elemento.

A seguir, o erro relativo em fun¢ao do tamanho do passo de tempo At sera representado

em graficos com dupla escala logaritmica.

. Eficiéncia. A eficiéncia é medida em termos do erro calculado por (5.1) em funcao
do tempo total de computacao. Desta forma, é possivel comparar de maneira imparcial
os diferentes esquemas de integracao. Adicionalmente , o eventual ganho na velocidade
de computacao serd comparado ao método de Euler implicito, e dependera da tolerancia

escolhida para o erro global.

. Confiabilidade. De forma a obter conclusoes confiaveis em termos do desempenho
dos integradores, simulacoes serao feitas em uma série de casos significativamente di-
ferentes entre si. Em Eidel e Kuhn [2011] é observado que os métodos de integragao
temporal demonstram uma qualidade muito maior quando aplicados a exemplos de
estados de deformagao homogénea (como tragao pura, cisalhamento simples ou tensao
biaxial) comparado a estados de deformagao nao-homogénea. Consequentemente, Ei-
del e Kuhn [2011] conclui que andlises baseadas em casos de deformages homogéneas
tendem a superestimar a ordem real de convergéncia do problema. A fim de verificar
este tipo de fenomeno detectado, os primeiros resultados deste trabalho serao feitos em
cima de um caso de deformacao homogénea. Uma vez detectada tal superestimativa
das ordens de convergéncia neste caso especial, se partira para simulagoes de casos de

deformagao nao-homogéneas:

(a) CASO I: Deformagao homogénea em placa submetida a tracdo pura, com o
objetivo de verificar a conclusao de que estes casos superestimam a ordem de

convergencia dos métodos de integracao;
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(b) CASO II: Contragao radial de um flange, procurando aplicar a metodologia a

um caso de combinagao de tensoes normais e cisalhantes;

(c¢) Placa quadrada com um furo submetida a (1) CASO III: carga de tragao linear-
mente crescente, como um segundo caso de tensoes combinadas, (2) CASO IV:
carga senoidal, procurando aplicar nao-linearidade as condigoes de contorno, e (3)

CASO V: superposicao de (1) e (2), com o mesmo objetivo do caso anterior;

(d) Variacao dos parametros do material. O caso isocérico (CASO IV.1) é conside-
rado aplicando-se v = 0,499239. Em um segundo momento, a condi¢ao isocérica
é relaxada e o coeficiente de Poisson utilizado é v = 0,33 (CASO IV.2), pro-
curando avaliar a influéncia da compressibilidade nos resultados. O calculo do
coeficiente de Poisson, conforme Hartmann [2003], ¢ feito como segue:

N 3K - 4(C10 + 001)

= 5.2
v 6K -+ 2(010 + 601) ( )

onde o moédulo de compressibilidade K é modificado e todos os demais parametros

€10, Co1, C30, ) a0 mantidos constantes até que se atinja o valor desejado para v.

(e) CASO VI: Ovalizagao de um cilindro, buscando efeitos acoplados de flexao e

membrana.

Os esquemas DIRK, juntamente com o modelo de viscoelasticidade finita da Secao 2.2,
foram implementados em uma versao estendida do software FEAP 8.2 [Zienkiewicz e Tay-
lor, 2000] e o elemento utilizado em todas as simulagoes foi de geometria hexaédrica com
oito nés Q1P0, que apresenta pressao constante no elemento e aproximacao linear para os

deslocamentos entre os nos.

5.2.1 Deformagao homogénea

Na primeira simulacao feita, o intuito é o de verificar se, para o cédigo escrito, havera
uma superestimativa para as ordens de convergéncia dos métodos de integracao quando
utilizados juntamente com problemas de deformacao homogénea, conforme previsto em Eidel
e Kuhn [2011]. Uma tira retangular de dimensoes 10 mm por 1 mm é sumbetida a tracao

pura conforme Figura 5.2, onde o deslocamento u segue uma relagao direta proporcional
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com o tempo de sua aplicacao de 10:1, gerando, portanto, deformacao de 100% ao final de

t = 1s. Em outras palavras, u,(t) = 10mm/s - t. A malha utilizada é de 8 x 20 elementos.

N/

>

VVVY
=

Figura 5.2 — Tira retangular submetida a tracao pura.

Os passos de tempo utilizados foram At = {0,001;0,005;0,01;0,02;0,04;0,1}s. A
solucao de referéncia foi calculada utilizando o método DIRK4c com um tamanho de passo
de tempo de At =1,0E-05. Os parametros do material estdao apresentados na Tabela 5.2 e

foram retirados de Hartmann [2003].

cor (N/mm?) ¢ (N/mm?) ¢z (N/mm?) K (N/mm?) p (N/mm?) 1 (Ns/mm?)

0,5 0,264 0,5 1000, 0 0,2 1,0

Tabela 5.2 — Contracao radial de um flange: parametros viscoelésticos do

material.

Resultados e discussao:

Os diagramas da Figura 5.3 mostram os gréaficos de convergéncia para as grandezas
deformagao total C e tensao viscosa S°.

Ao analisar o grafico para e(C) na Figura 5.3, logo podemos notar que os métodos
de Euler implicito e DIRK3cons apresentam ordem de convergéncia unitaria para todos os
tamanhos de passo de tempo utilizados. Os métodos DIRK2], DIRK3l, DIRK3q e DIRK4q
apresentaram, para o trecho entre os passos de tempo At = 0,1s e At = 0,04s, ordem
de convergeéncia igual a 8, enquanto DIRK4c, para este mesmo trecho, apresentou ordem
4. Para os demais trechos, a precisao da solugao pareceu nao ser influenciada pela reducgao
nos passos de tempo, pois o erro ja era da ordem de precisao da maquina (entre 1,0E-14 e
1,0E-15).

Ja os resultados de ordem de convergéncia para a tensao viscosa S°', apesar de

parecerem mais condizentes com a teoria da Secao 4.2, ainda apresentam certas nao confor-
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Figura 5.3 — CASO I: erro versus At analisado em ¢ = 1s para diferentes
integradores. max At = 0,1s, min At = 0,001s. Esquerda: e(C). Direita:
e(S%).

midades, como por exemplo o fato de DIRK3I ter ordem de convergeéncia igual a 3, quando
segundo a teoria nao poderia ser maior do que 2. Os resultados de DIRK4c para os trés
maiores passos de tempo (dois trechos mais a direita da sua curva) sdo de ordem de con-
vergéncia 2 e 1, respectivamente. A explicacao para este comportamento tao pobre de um
método de 4* ordem estéd no fato de a deformacao total (que é dado de entrada para calculo
de S°), para estes mesmos dois trechos, ja sofrer prejuizo por ser da ordem de precisao de
maquina (e(C) = 1,87E-14 para At = 0, 04s).

De fato, casos de deformacao homogénea parecem nao ser uma abordagem adequada
e confidvel para avaliacao de ordem de convergéncia de métodos de integracao de altas
ordens, e a principal explicacao para esta conclusao esta no fato de que, por serem casos
muito simples, as deformagoes calculadas via métodos de altas ordens apresentam erros
baixissimos mesmo para passos de tempo relativamente grandes, comprometendo a qualidade
dos resultados. Esta conclusao vai ao encontro das constatagoes feitas por Fidel e Kuhn
[2011].

Na sequéncia serao analisados casos de deformagoes complexas nao-homogéneas com

o intuito de verificar as afirmacoes de consisténcia feitas na Secao 4.2.
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5.2.2 Contragao radial de um flange

CASO II: Carga linearmente crescente

Figura 5.4 — Contracao radial de um flange através de deslocamentos

prescritos em sua circunferéncia interna.

Neste conjunto de testes, foi considerada a contracao radial de um flange de raio
interno r; = 20 mm, raio externo r, = 40mm e espessura ¢ = 1 mm, conforme mostrado
na Figura 5.4. Os parametros do material para o modelo viscoelastico da Tab 2.1 sao
mostrados na Tab 5.2. A simetria do problema foi explorada, de modo que somente um
quarto da estrutura foi modelado. Como visualizado na Figura 5.4, o sistema foi discretizado
em 10 elementos na direcao circunferencial, 10 elementos na direcao radial e 1 elemento na
espessura. Iniciando com t = 0s, o diametro interno é deslocado continuamente na direcao
radial, através de deslocamentos prescritos, até um deslocamento total de u,, = 1,5mm no
tempo t = 1,5s (portanto, u,(t) = lmm/s - ¢ ).

Os passos de tempo utilizados foram At = {0, 025;0, 05;0,075;0,1;0,125;0,25}s. A
solucao de referéncia foi calculada utilizando o método DIRK4c com um tamanho de passo

de tempo de At =1,0E-04.
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Figura 5.5 — CASO II: erro versus At analisado em t = 1, 5s para diferentes
integradores. max At = 0,25s, min At = 0,025s. Esquerda: e¢(C). Direita:
e(S%).

Resultados e discussao:

Os resultados de convergéncia sao mostrados na Tabela 5.3 e nos diagramas da
Figura 5.5. Neles, conclui-se que o método DIRK3 de 3* ordem atinge sua ordem de con-
vergéncia nominal apenas para uma interpolacao quadratica (e, portanto, consistente) da
deformacao total (DIRK3q). A interpolagao linear da deformacao, no entanto (DIRK3I),
induz um erro local de aproximagao para a deformagao total de ordem 2, a qual, por sua
vez, leva a uma redugao na integragao temporal para ordem 2. Alinhado a estes resultados
estd a reducao de ordem para ordem 1, a qual ocorre quando se considera uma deformacao
constante ao longo do intervalo de integragao (DIRK3cons), ou seja, C := C,, 1.

Estes resultados de simulacoes estao de acordo com as consideracoes feitas na Segao 4
e com a formalizagdo proposta na equagao (4.4). A ordem de aproximagao da deformacao
total C ao longo do tempo é um limitador para a ordem de convergéncia de CV, S® e S.

O tnico resultado que pareceu nao estar de acordo com estas predigoes foi o fato de
o método DIRK4c ter mostrado ordem de convergéncia 3, ainda que uma interpolacao de
ordem cubica tenha sido utilizada. Nos préximos resultados serao introduzidos alguns fatores
com o fim de gerar nao-linearidades mais acentuadas através da aplicacao de condigoes de

contorno mais complexas do que a utilizada neste tltimo caso.
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Figura 5.6 — CASO II. Coluna esquerda: tensao viscoeldstica Sgy (N/mm?).
Coluna direita: tensao total Sy, (N/mm?) em t = {0,05;0,1;0,5;1,5}s de

cima para baixo.
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tempot =1.5s

erro e(C) e(CY) e(S%) e(S)
BE 1,01 1,00 1,00 1,00
DIRK?2I 1,94 1,93 1,93 1,94
DIRK3cons 1,01 1,00 1,00 1,00
DIRK3I 214 1,76 1,73 1,94
DIRK3q 2,82 2,96 2,95 2,91
DIRK4q 2,82 2,96 2,95 2,91
DIRKA4c 280 2,93 293 289

Tabela 5.3 — CASO II: ordem de convergéncia para diferentes métodos DIRK.

A Figura 5.5 mostra que todos os métodos DIRK utilizados em conjunto com uma
aproximacao consistente para a deformacao apresentam significativa melhoria de desempenho
quando comparados com o método de Euler implicito. A fim de uma comparacgao apropriada
entre os métodos, suas eficiéncias foram medidas em termos do erro na tensao viscosa versus o
tempo total de computacao. Como resultado, os métodos DIRK de altas ordens se mostraram
mais eficientes do que o método de Euler implicito. Em teoria, quanto maior a ordem do
método DIRK, mais eficiente serd o método. No entanto, uma vez que parece haver uma
limitacao a ordem 3 neste exemplo em particular, DIRK4c nao podera desempenhar melhor
do que DIRK3q. O primeiro apresentou mesma ordem de convergéncia que o segundo, mas
como DIRK4 é um método com 5 estagios, ao invés de 3, foi natural que ele se mostrasse
menos eficiente que DIRKS.

A melhora na eficiéncia é sustentada por fatores de aceleracao mostrados na Tab 5.4.
Nesta tabela, os tempos totais de computacao para cada método foram normalizados pelo
tempo total de computacao do método de Euler implicito, o qual serve como base de com-
paracao por ser o método amplamente utilizado em cédigos de MEF. Por esta razao, os
fatores de aceleracao para Euler serao sempre iguais a unidade, e valores maiores que ele
indicam um ganho no tempo de computacao, enquanto que valores menores indicam perda.
Um resultado de fator de aceleracao de 30, por exemplo, indica que o método levou 30 vezes

menos tempo que o método de Euler para obter uma solucao de mesma ordem de erro que
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Figura 5.7 — CASO II: eficiéncia para carregamento linearmente crescente em

termos do erro e(S°) versus tempo de computagao (s) para resultados em

t=15s.

este ultimo.

fator de aceleragao

tol. erro e(S%) 1,0E-04 1,0E-06

BE 1,0 1,0
DIRK21 31,7 250,3
DIRK3cons 0,5 0,5
DIRK3q 19,0 327,8
DIRK4c 13,6 2257

Tabela 5.4 — CASO II: fatores de aceleragao dos métodos DIRK comparados
com o método de Euler para diferentes valores de erro. Célculo do erro para

e(S)emt=1,5s.

Analizando a Tabela 5.4 se nota que até mesmo o método DIRK2I ji mostra me-
lhora consideravel em relagdo ao método de Euler implicito (BE), sugerida por um fator
de aceleracao de 30 para uma tolerancia de erro de 1,0E-4. Lembrando que quanto menor

for a tolerancia para o erro, mais acentuados serao os fatores de aceleragao. O pior resul-
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tado de desempenho foi obtido no caso de o método DIRK3 ser utilizado com aproximacao
constante da deformacao no intervalo de integragdo C := C,; (DIRK3cons). A ordem
de convergeéncia neste caso serd de 1, tal qual o método de Euler, mas como DIRK3 é um
método multi-estdgio de 3 estagios, seu desempenho em geral sera ainda pior que o método

de Euler (ver Figura 5.7).

5.2.3 Placa quadrada com furo

i
Y

i
Y

Figura 5.8 — Modelo de elementos finitos para a placa com furo. Geometria,

condigoes de contorno e discretizacao de um oitavo da estrutura.

CASO III: Carga linearmente crescente

Neste exemplo sera considerada a tracao de uma placa quadrada com um furo cir-
cular em seu centréide. A geometria da placa é dada por um comprimento [ = 100 mm
e espessura t = 2mm. O raio do furo circular é de »r = 3mm. A malha utilizada tem 4
elementos na direcao radial e 8 elementos na diregao circunferencial.

Iniciando em tempo t = 0, a placa é tracionada através do deslocamento prescrito
de uma das bordas até um total de u, = 15mm no tempo final ¢ = 1,5s. Isto quer dizer
uma velocidade de aplicagao de carga de u,(t) = 10mm/s - t. Explorando a simetria da
estrutura, apenas um quarto da mesma foi modelada e a malha é mostrada na Figura 5.8.
O modelo de material viscoelastico utilizado é o mesmo que o do exemplo anterior e seus

parametros sao mostrados na Tabela 5.2. Os passos de tempo considerados nas simulacoes
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sao At = {0,025;0,05;0,075;0,1;0,125;0,25}s e a solugao de referéncia foi obtida com
At =1,0E-04s com o método DIRKA4c.

Resultados e discussao:

A andlise das ordens de convergéncia esta resumida na Tabela 5.5 e nos diagramas
da Figura 5.9. A exemplo do CASO II, pode-se observar que o método DIRK3 apresenta
ordem de convergéncia 3 somente se interpolacao quadratica é utilizada. O método DIRK2I,
por sua vez, por ser de segunda ordem, apresenta ordem de convergéncia igual a 2 para
uma interpolacao linear da deformagao total. Isto sustenta a linha de raciocinio do presente
trabalho de que um método de integracao de ordem p requer uma aproximagao da deformacao
de mesma ordem ¢ = p. Se polindmios de menores ordens ¢ < p sao utilizados, serd notada
uma queda na ordem de convergéncia do método de integracao. Isto é claramente visto
através dos resultados do método DIRK3cons, quando um método de terceira ordem atinge
apenas ordem unitaria se a deformacao for interpolada como constante ao longo do intervalo

de integracao.

tempot =1,5s

erro e(C) e(CY) e(S) e(S)
BE 1,00 1,00 1,00 1,00
DIRK2! 178 1,56 191 1,73
DIRK3cons 1,00 1,00 1,00 1,00
DIRKS3I 1,78 1,55 191 1,69
DIRK3q 261 250 294 272
DIRK4q 261 250 204 267
DIRK4c 2,69 2,47 2,94 2,67

Tabela 5.5 — CASO III: ordem de convergéncia de diferentes grandezas para
diferentes métodos DIRK. Resultados de aproximacoes consistentes da

deformagao estao destacados.

O método DIRK4c¢ mostrou mais uma vez um limite superior de 3 para sua ordem

de convergeéncia, a exemplo do ja ocorrido para o caso II da contracao do flange. Esta
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ordem de aproximadamente 3 para a deformacao total indica que polindmios cibicos nao
sao superiores aos quadraticos para a interpolagao da deformagao total, neste problema em
particular. Como podera ser visto no préximo exemplo, uma possivel explicacao esta no fato
de que a nao-linearidade deste PVI em particular nao é acentuada o suficiente. No préoximo
conjunto de simulagoes, nao-linearidades mais fortes serao introduzidas através da aplicagao

de condigoes de contorno mais complexas do que as aqui aplicadas.

ov
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Figura 5.9 — CASO III: erro versus At em t = 1,5s para diferentes
integradores. Méaximo At = 0,25s. Minimo At = 0,025s. Esquerda: e(C).
Direita: e(S).

Os resultados das simulagoes estao de acordo com as consideragoes teodricas do
Capitulo 1 do presente trabalho. A ordem de aproximacao da deformagao total C é um
limite superior para a ordem de convergéncia da deformagao viscoelastica CV e da tensao
viscosa S°.

A Figura 5.9 mostra que todos os métodos DIRK com aproximagao consistente da
deformagao mostraram um ganho na ordem de convergéncia em comparagao com o método
de Euler. A eficiencia dos métodos foi medida em termos do erro na tensao viscosa versus
tempo total de computacao, o que pode ser visto na Figura 5.11. Como resultado, métodos
DIRK de alta ordem sao mais eficientes que o método de Euler e a tendéncia é que, quanto
maior a ordem do método DIRK, mais eficiente ele sera. Esta tendéncia é verificada para
um erro na ordem de 1,0E-04, mas se torna ainda mais pronunciada para erros menores.

DIRK3cons é, mais uma vez, o método com pior desempenho, uma vez que combina baixa
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Figura 5.10 — CASO III. Coluna esquerda: tens
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ordem de convergéncia com alto custo computacional devido ao seu método de 3 estagios.

Isto o torna menos eficiente até do que o método de Euler.

a relacao entre os fatores de

?

-04 para a tensao viscosa S°
aceleracao segue a ordem 11,8 (DIRK2l) > 7,6 (DIRK3q) > 5,5 (DIRK4c).

Para um erro de 1,0E

Esta relacao
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Figura 5.11 — CASO III: eficiéncia para carregamento linearmente crescente

em termos do erro e(S°) versus tempo de computagao (s) para resultados a

t=15s.

tol. do erro e(S°) 1,0E-04 1,0E-06

aceleragao aceleragao
BE 1,0 1,0
DIRK2I 11,8 179,2
DIRK3cons 0,7 0,7
DIRK3q 7,6 226,2
DIRK4c 5,5 164,3

Tabela 5.6 — CASO III: fatores de aceleracao para diferentes métodos
comparados com o método de Euler para diferentes valores de erro. Calculos

no tempo t = 1,5s para e(S).

indica que, neste caso, a alta ordem nao prevalece frente ao gasto computacional devido
a métodos de 2, 3 e 5 estagios. Mesmo assim, todos os métodos apresentaram fatores de
aceleracao consideravelmente mais vantajosos do que o método de Euler. O método que
desempenhou melhor foi DIRK2I, com um fator de 11,8, indicando que, para uma mesma

tolerancia de erro no resultado de 1,0E-04, este método gasta computacionalmente um tempo
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11,8 vezes menor do que o método de Euler necessitaria. Para erros ainda menores, como
1,0E-06, os métodos DIRK3q e DIRK4c desempenham melhor do que DIRK2Il. Para esta
tolerancia de erro, todos os métodos mostraram um fator de aceleracao entre 160 e 230
quando comparados com o método de Euler.

Os resultados de eficiéncia para os métodos DIRK e o método de Euler em termos

dos fatores de aceleracao estao mostrados na Tabela 5.6.

CASO 1IV.1: Carga senoidal - material incompressivel

Para este caso, a mesma discretizacao da placa com furo da Figura 5.8 foi utilizada,
porém o carregamento linear com o tempo foi substituido por um carregamento senoidal de
acordo com u(t) = 10mm/s - sen (2/3nt). A finalidade de aplicar uma condicao de contorno

diferente é a de introduzir nao-linearidade mais acentuada ao problema.

S

deslocamento

tempo

Figura 5.12 — Carga senoidal aplicada a placa com furo.

Da mesma forma que no casos II e II1, a solugao de referéncia foi calculada utilizando-
se um passo de tempo de At =1,0E-04s e método DIRK4c. Os passo de tempo utilizados

para as simulagoes e calculo dos erros estao entre At = 0,001s e At =0,10s.

Resultados e discussao:

Os resultados de convergéncia estao mostrados na Figura 5.13 e Tabela 5.7. Em
contraste com o exemplo anterior, o método DIRK4c agora atinge ordem de convergeéncia
superior a 3,2 (quando antes sequer alcangava ordem 3). Uma vez que a unica modifica¢ao

feita entre o dltimo e o atual exemplo foi a variacdo do carregamento com o tempo (de
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linearmente crescente para senoidal), conclui-se que a interpolagao via polinémio de ordem
cubica é mais adequada, para este caso, do que a quadratica, no sentido de aproximar melhor
a variacao da deformacao total ao longo do tempo. Os resultados de obtencao de ordem 3,2
do método DIRK4c e ordem 3 do método DIRK4q em comparagao com o caso anterior
sustentam esta hipétese. Em outras palavras, a nao-linearidade da deformacao ao longo do
tempo se tornou mais acentuada, fazendo com que um polinomio de maior grau a aproxime

mais fielmente.
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Figura 5.13 — CASO IV.1: erro versus At analisado em t = 17,25s para
diferentes métodos DIRK. Maximo At = 0,1s. Minimo At = 0,001 s.
Esquerda: e(C). Direita: e(S°).

Similarmente, todos os outros métodos mostraram um comportamento quanto a
ordem de convergéncia igual aqueles previstos na Tabela 5.1. As grandezas C, CY, SV e S
mostraram o mesmo padrao de erro que o observado para os exemplos anteriores Tabela 5.7.

O diagrama da Figura 5.14 mostra a eficiéncia numérica em termos do erro na tensao
viscosa versus tempo total de computacao. Ele revela que, para 1 < p < 4, quanto maior o
grau do método DIRK, maior sua eficiéncia. Neste caso, no entanto, pode ser possivel que
o método DIRK4c, pelo fato de ser um método mais custoso (5 estdgios) do que o método
DIRK3q (3 estagios), desempenhe pior do que este tltimo.

A Tabela 5.8 mostra os fatores de aceleragao dos métodos DIRK em comparacao
com o método de Euler. Para tolerancias de erro de 1,0E-04, fatores entre 4 e 6 sao obtidos,

e para erros de 1,0E-06, os fatores de aceleracao estao na faixa entre 30 a 60 para todos
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erro e(C) e(CY) e(S%) e(S)
tempo ¢ 8,758 17,25s 8,75s 17,258 8,75s 17,258 8,75s 17,258
BE 1,00 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01
DIRK?2I 1,92 1,89 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00
DIRK3cons 0,99 1,00 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01
DIRKS3I 1,93 1,89 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00
DIRK3q 2,83 2,61 291 2,90 2,94 2,95 2,94 295
DIRK4q 2,72 2,61 2,91 2,90 2,94 295 2,94 2,95
DIRK4c 2,49 2,50 3,24 3,24 3,23 3,23 3,24 3,24

Tabela 5.7 — CASO IV.1: ordem de convergéncia para diferentes métodos.

erro relativo

Figura 5.14 — CASO IV.1: eficiéncia em termos do erro e(S°) em relagao ao

tempo total de computacao (s) no tempo t = 17,25s.
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CASO 1V.2: Carga senoidal - material compressivel

Sera estudada agora a influéncia de uma pequena alteragao nos parametros do ma-

terial. O médulo de compressibilidade serd definido como K = 3 N/mm?, o que, de acordo

com a equacao (5.2), leva a um coeficiente de Poisson v = 0.3, relaxando a condi¢ao de quase
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fator de aceleracao

tol. do erro e(S°) 1,0E-04 1,0E-06

BE 1,0 1,0
DIRK21 4.4 25,0
DIRK3cons 0,7 0,7
DIRK3q 5,4 52,8
DIRK4c 3,8 46,0

Tabela 5.8 — CASO IV.1: fatores de aceleracao para diferentes métodos
comparados com o método de Euler para diferentes valores de erro. Calculos

no tempo t = 17,25s.

incompressibilidade do material.

Os resultados das simulagoes deste caso serao comparados com aqueles do caso
isocérico IV.1. Serd monitorado o comportamento da deformacao C, ao longo do tempo
em todos os pontos de Gauss do elemento adjacente ao furo, localizado no plano vertical de
simetria da placa. Nesta regiao, o gradiente das deformacoes cisalhantes é bastante acentu-
ado, chegando a zero no plano de simetria e sendo maximas a um angulo de 45° a direcao do
carregamento. Como se pode ver na Figura 5.15 se nota uma diferenca bastante acentuada
no comportamento das deformacoes cisalhantes quando comparados os casos compressivel e
incompressivel entre si.

O comportamento da deformagcao cisalhante é qualitativamente diferente, conforme
visto na Figura 5.15. Para o caso incompressivel, esta deformacao segue o mesmo compor-
tamento senoidal do carregamento prescrito, enquanto que para o caso compressivel este
componente ja nao é mais senoidal. Adicionalmente, para o caso compressivel, a deformacao
sequer apresenta a caracteristica de periodicidade inerente ao seno. Os caminhos da de-
formagcao para o caso compressivel podem ser aproximados de maneira mais fiel ao se utilizar
polinémios de grau cubico em detrimento do quadratico, conforme pode ser visto, para e(C)
na Tabela 5.9 para DIRK4c (ordem de convergéncia para C em ¢ = 17,25: DIRK4q= 2, 68,
DIRK4c= 2,98).
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erro e(C) e(CY) e(S°)
tempo ¢t 8,75s 17,258 8,75s 17,258 8,75s 17,258
BE 1,02 1,02 1,02 1,02 1,02 1,02
DIRK?2I 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00
DIRK3cons 1,02 1,02 1,02 1,02 1,02 1,02
DIRKS3I 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00
DIRK3q 2,67 2,68 2,94 2,95 2,95 2,95
DIRK4q 2,67 2,68 294 294 2,94 2,95
DIRK4c 3,03 2,98 3,58 3,58 3,64 3,64

Tabela 5.9 — CASO IV.2: ordem de convergéncia para diferentes métodos
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Figura 5.15 — CASO IV.2. Evolugao da deformacao C,, ao longo do tempo
para os pontos de Gauss localizados na borda superior do furo central para
esquerda: material viscoeldstico incompressivel (v = 0,499) e direita:

material viscoelastico compressivel (v = 0, 3).

A ordem de convergéncia para o método DIRK4c para as grandezas C¥ e S°¥ atin-
giram valores de 3,58 e 3,64, respectivamente, configurando um aumento em relacao ao
caso IV.1, onde estes valores foram de 3,24 e 3,23. Partindo-se do principio de que a tnica
diferenca entre estes dois casos foi a relaxacao da condi¢ao de quase incompressibilidade do

material, que por consequéncia levou a comportamentos mais complexos (mais nao-lineares)
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para as deformagdes no caso compressivel, conclui-se que este foi o fator decisivo para melhora
do desempenho do método DIRK4c. Pode-se dizer que o polinomio de grau 3 aproximou
melhor do que o polinémio de grau 2 o comportamento da deformacao ao longo do intervalo

de deformacao.

e(C) e(S”)
e ‘ ———— T T £ ‘ — 773
10°F 10'F
107 ] 10°F _
o g o I :
Z ]0'3, —, Z 10 E =
s O F 1 = E
g F : & 107 L —:
g 10°F E o g E
(] E BE 1 g s BE ]

10k DIRK2l ] 107F DIRK2l 3

DIRK3l 3 E DIRK3l ]

E DIRK3q 10°L DIRK3q
100" E DIRK3cons E DIRK3cons 3

E DIRK4q ] F DIRK4q ]

s DIRK4c ] 10" DIRK4c 3
10-12 | TR SRR BRI = | T BT BN N

0.1 0.2 0.1 0.2
passo de tempo passo de tempo

Figura 5.16 — CASO IV.2: erro versus At analisado em t = 17,25s para
diferentes métodos DIRK. Maximo At = 0,1s. Minimo At = 0,001 s.
Esquerda: e(C). Direita: e(S°).

O diagrama da Figura 5.17 mostra a eficiéncia numérica em termos do erro na tensao
viscosa versus tempo total de computacao. Nota-se que, para 1 < p < 4, quanto maior o
grau do método DIRK, melhor serd a eficiéncia da simulagao.

Na Tabela 5.10 estao explicitados os valores de fator de aceleracao dos métodos
DIRK comparados com o método de Euler. Foi observado um fator de aceleracao de no

minimo 4 para todos métodos com p > 2.

CASO V: Superposicao de carga linearmente crescente com senoidal

Neste caso serd considerado o carregamento combinado dos deslocamentos prescritos
linearmente crescentes e puramente senoidal, resultando ao mostrado na Figura 5.18. A ideia
de se performar este exemplo é no mesmo sentido anterior de acentuar a nao-linearidade
do comportamento das deformacgoes totais ao longo do tempo, mas neste caso sem ferir a

propriedade de quase incompressibilidade do material.



26

T T T T — 1 1 T 1T 1T T T 1171

BE

B DIRK2I

10" F ———— DIRK3I

- — 7 DIRK3q

10° | —©—— DIRK3cons
DIRK4q

| — & DIRK4c

erro relativo
= =
| |
1 |

! | IR R AN \:\
400 800
tempo de computacao

Figura 5.17 — CASO 1V.2: eficiéncia em termos do erro e(S°) versus tempo

total de computagao (s) no tempo t = 17,25s.

fator de aceleracao

tol. do erro e(S°) 1,0E-04 1,0E-06

BE 1,0 1,0
DIRK21 4.4 21,6
DIRK3cons 0,8 0,5
DIRK3q 7,3 48,1
DIRK4c 4.6 48,7

Tabela 5.10 — CASO IV.2: fatores de aceleracao para diferentes métodos
comparados com o método de Euler para diferentes valores de erro. Calculos

no tempo t = 17,25s.

w(t) = 10 (mms) - £ + 20 (mm s) - sen <§m> (5.3)

Mais uma vez a solucao de referéncia foi simulada utilizando-se um passo de tempo

de At =1,0E-04s e método de integracao DIRK4c e os parametros listados na Tabela 5.2.
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Figura 5.18 — Superposicao de carregamento linear com senoidal.

Resultados e discussao

Os resultados de convergéncia sao mostrados na Figura 5.19 e na Tabela 5.11. Nova-
mente, a exemplo dos casos II, III e IV.1 todos os métodos DIRK, com excecao de DIRK4c,
alcancaram ordem de convergéncia completa quando interpolados de maneira consistente.
De certa maneira, pode-se concluir que este tipo de carregamento nao introduziu a am-
pliacao da nao-linearidade do comportamento das deformagoes totais ao longo do tempo que

era desejada.
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Figura 5.19 — CASO V: erro versus At em t = 9,0s para diferentes métodos
DIRK. Maximo At = 0,1s. Minimo At = 0,001 s. Esquerda: e(C). Direita:
e(S%).
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A Tabela 5.11 revela que a ordem de aproximacao para a deformagao total C age
como um limite superior para a ordem de convergéncia das grandezas CY e S°¥, de maneira
que é observada uma reducao de ordem para interpolacoes inconsistentes p—n,n > 1. Como

previsto pela teoria, isto ocorre para os casos DIRK3cons, DIRK3] e DIRK4q.

erro e(C) e(CY) e(S°) e(S)
tempo ¢ 3s 9s 3s 9s 3s 9s 3s 9s
BE 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
DIRK21 1,92 1,95 2,00 2,00 2,00 1,99 1,99 1,99
DIRK3cons 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
DIRK3I 1,92 1,95 2,00 2,00 2,00 1,99 1,99 1,99
DIRK3q 2,42 235 2,86 2,75 2,79 2,85 2,80 2,55
DIRK4q 243 2,38 2,85 2,76 2,79 2,84 2,79 2,59
DIRK4c 2,61 2,44 2,90 2,86 2,80 2,67 2,86 2,46

Tabela 5.11 — CASO V: ordem de convergéncia para diferentes métodos.

A anélise de eficiéncia em termos do erro na tensao viscosa versus tempo total de
computacao pode ser vista na Figura 5.20. Ela revela que todos os métodos DIRK com p > 2
superam o método de Euler com um fator de acelera¢ao de no minimo 15 (ver Tabela 5.12).
Aqui, o método DIRK3q supera o DIRK4c para erros de 1,0E-04 e 1,0E-06, por este ultimo ser
relativamente mais custoso computacionalmente, uma vez que tem 5 estagios de integracao.
Para erros de 1,0E-06, estes fatores estao na faixa entre 130-230 quando comparados com o

método de Euler.

5.2.4 Ovalizacao de um cilindro

Visando aplicar um caso de deformagcao ainda mais completo, com efeitos combina-
dos de flexao, tracao, compressao e cisalhamento, o CASO VI simulado é de um cilindro, cujo
carregamento consistiu de deslocamentos prescritos em duas linhas diametralmente opostas,
comprimindo a secao transversal, conforme se pode ver na Figura 5.21. O raio externo
do cilindro é 7.;; = 10mm e a espessura da parede é t = 2mm. A simetria longitudinal

do cilindro foi explorada, de maneira que apenas uma de suas metades foi modelada. No
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Figura 5.20 — CASO V: eficiéncia em termos do erro e(S°") versus tempo

total de computagao (s). Resultados em ¢t = 9,0s.

fator de aceleracao

tol. do erro e(S°) 1,0E-04 1,0E-06

BE 1,0 1,0
DIRK21 23,6 127,0
DIRK3cons 0,7 0,6
DIRK3q 19,5 232,3
DIRK4c 15,2 186,1

Tabela 5.12 — CASO V: fatores de aceleracao para diferentes métodos DIRK
comparados com o método de Euler para diferentes valores de erro.

Resultados em t = 9,0s.

plano de simetria foram aplicadas as condicoes de contorno adequadas a esta situagao e o
amassamento foi promovido através da aplicacao de deslocamentos verticais prescritos nos
elementos superiores do cilindro (Figura 5.21) com uma relagao linear ao tempo, ou seja,
u(t) = lmm/s - ¢.

A geometria foi discretizada utilizando-se os mesmo elemento P1Q0 que nos casos

anteriores. Os dados do material foram os mesmos da Tabela 5.2 e a malha consistiu de
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Figura 5.21 — Geometria do cilindro submetido & carga de amassamento.

10 elementos no comprimento, 24 elementos circunferenciais (em uma das metades) e 2

elementos na espessura da parede.

Resultados e discussao

A Figura 5.22 mostra a distribuicao de tensoes normais na direcao y para este caso.
A exemplo dos outros casos rodados até aqui, o objetivo é avaliar as ordens de convergeéncia
dos métodos de integracao aplicados neste trabalho. A solucao de referéncia para este caso
foi obtida através de um passo de tempo At =1,0E-04 juntamente com o método DIRK4 e
interpolagao cubica para a deformacao (DIRK4c). As demais solugoes foram obtidas através
de passos de tempo At = {0,005;0,01;0,025;0,067}s. A Figura 5.23 apresenta os resultados
de curvas de convergéncia da deformagao total C e tensao viscosa S°¥ para o caso VI.

Todos os métodos que utilizaram uma interpolacao consistente com a sua ordem de
convergéncia seguiram a condigdo proposta na equagao (4.3), com exce¢ao, mais uma vez,
do método DIRK4 com interpolagao ctibica DIRK4c. A Tabela 5.13 mostra de maneira mais
clara os resultados obtidos para as ordens de convergéncia de cada caso.

Os métodos de Euler implicito de DIRK3cons, o primeiro por ser um método de
1* ordem e o segundo por ter uma aproximagcao de grau 0 da deformacgao (limitando assim
a ordem de convergéncia 3 do DIRK3) apresentaram ordem unitaria, como previsto pela
equagao (4.3). Ainda conforme a equagao (4.3), DIRK2l e DIRK3I apresentaram ordem de
convergencia 2 e DIRK3q e DIRK4q ordem 3. Mais uma vez, a exemplo dos casos II, III,

IV.1 e V, o método DIRK4c nao atingiu ordem 4, como era esperado. A conclusao a que
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Figura 5.22 — Cilindro deformado submetido a carga de amassamento.
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Figura 5.23 — CASO VI: erro versus At em t = 1,0s para diferentes métodos
DIRK. Maximo At = 0,067s. Minimo At = 0,005s. Esquerda: e(C).
Direita: e(S°).

se chega é a mesma dos casos anteriores em que isto se verificou, ou seja, a nao-linearidade
do problema (refletida no comportamento das deformagoes totais ao longo do tempo) nao é
acentuada o suficiente a ponto de uma interpolacao ciibica desempenhar melhor do que uma
quadratica, no intervalo de integracao.

O grafico que exibe a comparacao de eficiéncia entre os métodos é apresentado na
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tempot =1.0s

erro e(C) e(CY) e(S°)
BE 1,00 0,99 0,99
DIRK?2I 1,81 1,91 2,00
DIRK3cons 1,00 0,99 0,99
DIRK3I 1,81 1,91 2,00
DIRK3q 2,78 2,86 2,79
DIRK4q 2,78 2,86 2,79
DIRKA4c 274 2,84 2.79

Tabela 5.13 — CASO VI: ordem de convergéncia para diferentes métodos de

integracao.

Figura 5.24 e os fatores de aceleracao na Tabela 5.14.
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Figura 5.24 — CASO VI: eficiéncia em termos do erro e(S°) versus tempo

total de computacao (s). Resultados em t = 1,0s.

Mais uma vez o método DIRK3cons desempenha ainda pior do que o método de
Euler. Adicionalmente, o método DIRK3q parece ser o mais adequado para solucao do
problema, pois apresenta mesma ordem de convergéncia que o DIRK4c, porém com menor

tempo de computagao, afinal é um método de 3 estagios em contraste com os 5 do DIRKA4.
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fator de aceleracao

tol. do erro e(S°) 1,0E-04 1,0E-06

BE 1,0 1,0
DIRK21 1,9 76,5
DIRK3cons 0,6 0,6
DIRK3q 4.9 120,2
DIRK4c 3,3 78,4

Tabela 5.14 — CASO VI: fatores de aceleracao para diferentes métodos DIRK
comparados com o método de Euler para diferentes valores de erro.

Resultados em ¢t = 1,0s.

5.2.5 Investigacao dos casos DIRK4c

O objetivo aqui é apresentar uma conclusao a respeito do porqué de o método
DIRK4c nao ter atingido ordem nominal 4 mesmo quando a deformacao é interpolada com
polinomio de grau cubico consistente. Segundo o que foi proposto genericamente por Eidel e
Kuhn [2011] e formalizado matematicamente tanto em Eidel et al. [2013] como no presente
trabalho, a condigao necessaria e suficiente para um método de integragao de ordem p atingir
ordem nominal de convergéncia para problemas de integracao do fluxo viscoelastico com
variacao temporal da deformacgao continua e suave, é a de que a deformacao total seja
aproximada, ao longo do intervalo de integracao, por um polinomio de grau consistente
q = p. Em um caso de aproximacao via um polinémio de grau ¢ = p — n,n > 1, sera
observada reduc¢ao de ordem na integracao para ordem p — n.

No entanto, o que ficou evidenciado no Capitulo 5 através dos casos II, III, IV.1,
V e VI, foi uma reducao de ordem de 4 para 3 do método DIRK4c, mesmo com a apro-
ximacao consistente da deformacao total. Somente no caso IV.2, quando se relaxou a hipdtese
de incompressibilidade do material, ocorreu de DIRK4c apresentar ordem de convergéncia
proxima de 4 para as tensoes viscosas S (ordem 3,64). Como ficou claro na Figura 5.15,
as deformagoes deste caso apresentaram comportamento muito mais disperso e complexo do

que o caso incompressivel IV.1.
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A conclusao a que se chega é de que, em todos aqueles casos em que DIRK4c desem-
penhou abaixo do esperado, a causa para tal acontecimento foi o problema nao apresentar
um nivel de nao-linearidade no tempo suficiente para que uma aproximacao via polinomio de
maior grau aproximasse melhor o comportamento da deformacao no intervalo de integracao
do que um polindmio de um grau menor. A Figura 5.25 procura explicar esta conclusao
graficamente. A partir de uma solucao exata do tipo senoidal para a deformacao total
e ampliando-se um pedago da curva para simular um intervalo de integracao onde a de-
formagao estd sendo aproximada, se conclui que, neste exemplo em particular (que pode ser
considerado um caso de carga real que componentes mecanicos constituidos deste tipo de
material sofrem), nao se tem ganho algum ao se aproximar uma variavel temporal senoidal

por uma curva cibica ao invés de uma quadrética.

=Solucio exata
- -Aproximagio constante
- -Aproximagéo linear

Aproximaciio quadratica
-1 - -Aproximagio cubica

deformagio total

deformacio total

tempo tempo

Figura 5.25 — Comportamento genérico da deformacao total ao longo do
tempo em um caso de viscoelasticidade. Esquerda: visao geral. Direita:

ampliacao em um intervalo de integracao e diferentes aproximagoes.

Nos casos em que o carregamento aplicado apresentava um maior nivel de nao-
linearidade (casos de cargas senoidais IV.1 e IV.2), a ordem de convergéncia atingida para
S°¥ pelo método DIRK4c foi maior (3,23 e 3,64, respectivamente (Tabelas 5.7 e 5.9)) do
que nos casos de carga linear 11, 11T e VI (2,93 | 2,94 e 2,79 | respectivamente (Tabelas 5.3,
5.5 e 5.13)). Infere-se, portanto, que a nao-linearidade das condigbes de contorno foram
fundamentais para elevar a ordem de convergéncia do método DIRK4c.

Nos casos de carga linear, ainda se esperaria que a propria nao-linearidade do mate-

rial induzisse um comportamento complexo da deformacgao com o tempo. No entanto, como



65

podemos ver pela Figura 5.26, mesmo este sendo um material nao-linear, esta nao-linearidade
nao ¢ tao pronunciada. Somada a linearidade do carregamento com a baixa nao-linearidade
do material, fica evidente que, neste caso, nao ha ganho algum ao se aproximar a deformacao

no intervalo de integragao por um polinémio cubico ao invés de um quadratico.
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Figura 5.26 — Curva tensao versus alongamento para o material analisado.

Apesar de este ser um material particular, sua curva tensao-deformacao nao difere
de materiais usuais de engenharia. Todos estes aspectos considerados sugerem que nao se
deve alcancar ordens superiores a aproximadamente 3 em problemas moderadamente nao-

lineares.
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6. CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou uma teoria unificada para garantir ordem de con-
vergéncia nominal p > 2 para métodos de Runge-Kutta utilizados como integradores tempo-
rais de modelos viscoeldsticos analisados pelo método dos elementos finitos. Aqui, a validade
do conceito é mostrada para um modelo viscoelastico de grandes deformagoes de Hartmann,
e o foco principal foram os métodos RK diagonalmente implicitos (DIRK). O aspecto chave
deste trabalho é o de que, para garantir ordem de convergéncia nominal do método de inte-
gragao, a aproximacao da deformagao ao longo do tempo deve ser consistente com a ordem
de convergéncia do integrador temporal.

Como um dos argumentos originais deste trabalho, os conceitos de consisténcia
para o acoplamento global-local (ou espacial-temporal) propostos anteriormente ([Eidel e
Kuhn, 2011] e [Eidel et al., 2013]) foram levados & prova para o caso de viscoelasticidade
em grandes deformacoes. Para isto, foi realizada a implementacao no software FEAP da
rotina do material viscoeldstico de Hartmann (equagoes (2.10) a (2.20)). Inédita também
foi a implementacao, ao nivel do ponto de Gauss do elemento, de métodos de Runge-Kutta
diagonalmente implicitos para solucao da equacao evolutiva do fluxo viscoelastico.

Os principais resultados desta tese foram:

1. Métodos de Runge-Kutta de ordem p, para atingirem ordem de convergéncia nominal,
requerem uma aproximacao consistente para a deformacao total ao longo do tempo de
ordem ¢ = p. A interpolacao é feita através de polinomios de grau p — 1 baseados em
p pontos de colocacao, os quais sao escolhidos como sendo em &, 41, ty, ..., th_(p—2)-
De acordo com as predigoes tedricas de Eidel e Kuhn [2011], inevitavelmente serd
observada reducao de ordem de convergéncia no caso de a interpolagao da deformacao
ser feita através de ordem inferior a p. Se a interpolagao for de ordem p —n,n > 1,
entao a ordem de convergeéncia da integracao no tempo sofrera uma reducao para ordem
p — n. Por este motivo, trata-se o grau de interpolagao da deformagao como um limite

superior para a ordem de convergéncia do integrador no tempo.
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2. Os métodos DIRK utilizados no presente trabalho se mostraram uma escolha adequada
para a integracao no tempo. Isto ocorre porque eles requerem uma implementacao
numérica de relativa simplicidade, onde os estagios do Runge-Kutta estao desacoplados
uns dos outros (Tabela 3.2). Por este fator, para um método com s estigios, a solugao
do problema é uma sequéncia de s passos que podem ser tratados individualmente
como integragoes pelo método de Euler implicito. As incégnitas para cada estagio sao

as deformacoes viscosas ao fim de cada estagio.

3. Ficou evidenciado na Secao 5.2.1 que casos de deformacao homogénea nao sao confidveis
para avaliagao de desempenho de convergéncia de métodos de integracao de altas or-
dens. Estes métodos apresentam uma precisao muito superior ao Euler implicito e,
mesmo utilizando-se passos de tempo relativamente grandes, os erros obtidos ja sao
muito baixos (principalmente pelo fato de serem problemas de simples solucao), com-

prometendo a confiabilidade da andlise das ordens de convergéncia.

Como pode ser visto na Figura 5.3, ordens de convergéncia de até 8 sao obtidas com

métodos de integracao de 2* ou 3* ordens.

4. O ganho que se tem na interpolacao da deformacao total no intervalo de integragao
através de polindmios de mais altos graus esta fortemente ligado ao nivel de nao-
linearidade da prépria deformacao ao longo do tempo, conforme discutido na Secao 5.2.5.
Um comportamento suave e com baixo grau de nao-linearidade da deformacao total,
as vezes, pode ser melhor ou tao bem interpolado com um polinémio de grau 2 em
comparac¢ao com polinomios de graus 3 ou 4, o que pode levar métodos de integracao
de altas ordens, mesmo com interpolacoes consistentes, a nao atingirem suas ordens
nominais. Isto é o que se conclui ter ocorrido com o método DIRK4c nos casos II,
III, IV.1, V e VI. O que sustenta esta conclusao é que, a partir do momento em que
a incompressibilidade do material foi relaxada e as deformacoes se comportaram de
maneira mais acentuadamente nao-linear (ver Figura 5.15), o método DIRK4c passou

a apresentar maior ordem de convergéncia.

Materiais usuais de engenharia apresentam graus moderados de nao-linearidade no seu
comportamento tensao-deformacao, de onde se conclui que dificilmente se analisa um

problema em que uma aproximacao da deformagao através de um polinomio de grau
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3 ou 4 va apresentar melhor resultado do que uma de polinomio de grau 2.

Baseado nestas conclusoes, juntamente com os resultados aqui obtidos, podemos dizer
que o método DIRK3q ¢ o mais indicado para solucao de problemas de viscoelasticidade
em grandes deformacoes, e o que sustenta esta afirmacao sao os resultados de fatores de
aceleracao das tabelas 5.4, 5.6, 5.8, 5.10, 5.12 e 5.14. Até mesmo no caso V.2 quando
o método DIRK4c apresentou ordem préxima de 4 (ordem 3,64), o método DIRK3q o

superou na analise dos fatores de aceleracao.

. Através dos exemplos apresentados, com exce¢ao do método DIRK4c, conforme ja foi
explicado, todos os integradores obtiveram ordem de convergéncia nominal, aprovando
o conceito de aproximagao da deformagao de grau p proposto em Eidel e Kuhn [2011]
e formalizado matematicamente em Eidel et al. [2013] e na Secao 4.2 do presente
trabalho. As consideracoes de viscoelasticidade nao-linear de grandes deformagoes
atesta a aplicabilidade dos métodos DIRK juntamente com a técnica de interpolagao
da deformacao via polinomios de altas ordens. Quando comparados com o método de

Euler implicito, um ganho consideravel de eficiéncia foi alcancado.

. Os conceitos de integracao numérica do fluxo viscoelastico através de métodos DIRK
apresentados no presente trabalho estao de acordo com a estrutura usual de codigos
de elementos finitos, onde a integracao temporal da parcela inelastica é feita exclusi-
vamente ao nivel do elemento. Por esta razao, tanto a migracao do algoritmo dos inte-
gradores DIRK de um cédigo para outro pode ser facilmente realizada, como também
a adaptacao para métodos DIRK de um algoritmo ja existente onde se utilize o método

de Euler implicito.

. Uma sugestao subliminar que este trabalho apresenta, e relacionado ao nivel de nao-
linearidade do problema em questao, é o relativo grau de complexidade do mesmo
quando se superpoe geometria, condi¢oes de contorno e relagao constitutiva de dife-
rentes graus de nao-linearidade. Isto é, a metodologia aqui utilizada é recomendavel
também em casos aonde a nao-linearidade material é baixa, mas as forgas de superficie
e deslocamentos prescritos apresentam maior complexidade, em especial no dominio

do tempo.
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Os objetivos propostos para este trabalho na Secao 1.2 foram todos satisfeitos. O
item (i) daquela segdo propunha apresentar uma estrutura de algoritmo para MEF onde o
aspecto da consisténcia entre a ordem do integrador temporal e a ordem de aproximacao
para as deformacoes totais fosse satisfeito. Isto foi feito ao longo do Capitulo 4 do presente
trabalho.

O item (ii) da Segao 1.2 objetivou a descrigdo da implementacao dos métodos
DIRK ao modelo viscoelastico apresentado no Capitulo 2 e isto também foi apresentado
no Capitulo 4 , mais especificamente no roteiro descrito das equagoes (4.15) a (4.22).

O terceiro e ultimo item dos objetivos deste trabalho foi totalmente preenchido
através de demonstracoes numéricas do Capitulo 5 de que o aspecto da consisténcia proposto
no Capitulo 4.2 através das equagoes (4.1) a (4.4) deve ser satisfeito para obtencao de altas
ordens de convergéncia para os integradores temporais.

Como conclusao final, a consideravel melhora na eficiéncia vista através do calculo
dos fatores de aceleracao e a facil implementagao dos métodos DIRK os credenciam como
uma boa escolha para solucao do fluxo viscoelastico em problemas de viscoelasticidade em

grandes deformacoes e, portanto, altamente recomendavel.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Como sugestoes para a trabalhos futuros, se pode citar:

1. Implementacao da capacidade de estimativa de erro inerente aos métodos DIRK. Se
for possivel estimar a prior: o erro no intervalo de integracao para o passo de tempo
utilizado, se pode construir uma rotina de adaptatividade automaética para o passo de

tempo, otimizando a eficiéncia do algoritmo;

2. Estudar mais a fundo o porqué da discrepancia, tanto qualitativa como quantitativa,
do comportamento da deformacao cisalhante ao longo do tempo quando se considera
material compressivel ou material incompressivel (ver Figura 5.15). Este estudo é
interessante para se poder entender o que leva o material a apresentar maior ou me-
nor ”grau de nao-linearidade” deste componente de deformacao e também para poder

estimar um limite para o grau de convergéncia de solugoes de viscoelasticidade;
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Estudar efeitos de pressao hidrostdtica em materiais compressiveis resolvidos através

da metodologia utilizada;

Para boa parte dos casos aqui analisados, os erros do método de Euler implicito ja
eram de ordens aceitaveis. Pode-se pesquisar casos em que os resultados obtidos por
este método apresentem erros apreciaveis, justificando ainda mais a aplicacao desta

metodologia;

Testar a metodologia para problemas envolvendo aspectos nao considerados aqui, como
pos-flambagem, termo-elasticidade com parametros variaveis com a temperatura e im-

pacto;

Verificar o desempenho desta metodologia para outros tipos de materiais, preferivel-

mente aqueles que exibem comportamento tensao-deformagao altamente nao-lineares;
Estudar e testar o algoritmo para casos bidimensionais;

Utilizar um método de integragao de ordem ainda mais alta (6* ou 7* ordem) e verificar
se a hipotese de que ha um certo limite para que se tenha ganho na aproximacao de

um polinomio de alto grau devido a baixa nao-linearidade do problema se verifica.
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7

A. Matrizes de Butcher para métodos DIRK

(a) DIRK2 (Método de Cash), s = 2,p = 2, Alexander [1977], p.1012.

(67 (07

l1|l1—a « 0421—5\/5

l—-a «

(b) DIRK3 (Método de Cash), s = 3,p = 3, Alexander [1977], p.1012.

NI o = 1.2084966491760101
B =-0.6443631706844691
0| 7= 7
v = 0.4358665215084580
1
« P § = 0.7179332607542295
a f v T—v = 0.2820667392457705
(c) DIRK4, s = 5,p = 4, Cash [1979].
1 =
| Q o = 0.4358665215
T2 = 0.7
mlom @ ag1 = -1.13586652150
3 = 0.8
as; = 1.08543330679
T3 | a3 azp o« 7 = 0.4924556761814
Gz = 0.T2209828%87 "
— 0.8968696529
Ta| Q4 Qup Quz @ an = 0416349501547
by = 0.0182725272734
1 b1 bg b3 b4 (67 ago = 0.190984004184
by = -0.0845900310706
aus = -0.118643265417
bi by by by o« 43 by — -0.266418670647




Continuacao da Tabela A.1
(d) DIRK4, s =5, p = 4, Hairer e Wanner [2002], p.100.

1 1

4| 4

3 1 1

4| 2 4

11 17 1 1

20 50 25 4

1 371 137 15 1

2 | 1360 2720 544 4

LB 1 s
24 48 16 12
25 49 125 85 1
24 48 16 12 4

Tabela A.1 — Matrizes de Butcher para diferentes métodos DIRK. s: Nimero

de estagios, p: Ordem de convergéncia.
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