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RESUMO

O estudo das equacoes de Navier-Stokes desperta interesse dos estudi-
osos da area da anélise numeérica, visto que a partir destas pode-se determinar os
campos de velocidade e pressao de um escoamento. Com estas equagoes também
pode-se aproximar coeficientes aerodinamicos, fato de grande interesse nas industria
automobilistica e aerondutica. Por isso, propoe-se estudar a aproximacao das equa-
coes de Navier Stokes via o método de elementos finitos, que tem se mostrado um
bom método de resolucao de problemas envolvendo fluidos. Estudam-se métodos
de linearizacao do termo convectivo. Apresentam-se trés propostas de métodos de
discretizacao temporal para as equacoes dadas. Através da analise de erro e taxas
de convergéncia para problemas com solucao exata conhecida, comparam-se diferen-
tes espacos de discretizacao espacial e diferentes métodos de discretizacao temporal.
Introduz-se um modelo de regularizacao e através do calculo dos coeficientes de ar-
rasto e sustentagao comprova-se a sua efetividade (no sentido de que ele permite
trabalhar com malhas mais grossas, mas ainda obter solu¢oes comparaveis aquelas

obtidas por DNS).
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ABSTRACT

The study of the Navier-Stokes equations arouses interest of researchers
in the area of numerical analysis, since from these one can determine the velocity and
pressure fields of a flow. These equations approach aerodynamic coefficients, a fact of
great interest in the aeronautical and automotive industries. Therefore, we propose
to study an approximation of the Navier Stokes equations through the finite element
method, which has shown to be a good method for solving problems involving fluids.
We study methods of linearizing the convective term, and present three methods for
time discretization. Through error analysis and convergence rates for problems
with known exact solution, we compare different spatial and time discretization
methods. By calculating the drag and lift coefficients around a cilinder we confirm
the effectiveness of the Leray-deconvolution model in comparison to direct simulation

(DNS) for solving problems with coarser meshes.



1 INTRODUCAO

As equacoes de Navier-Stokes sao equacoes diferenciais parciais que
descrevem o escoamento de fluidos. A partir destas pode-se determinar os campos
de velocidade e de pressao num escoamento. Logo, sao muito tteis, pois descrevem
a fisica de um grande nimero de fendmenos de interesses economicos e académicos.
Estas equacoes sao estudadas em todos os livros de mecanica de fluidos, dentre eles
Batchelor |2| que é um livro introdutoério que traz a teoria mateméatica aliada da
compreensao fisica de fluidos. Ainda, pode-se estudar o livro de Lesieur [30] que

traz os conceitos mais atualizados na area de turbuléncia.

Estas equacoes sao utilizadas para modelar o clima, correntes oceanicas,
fluxo ao redor de aerofélios de automoéveis e de avioes, propagacao de fumaca em
incéndios e em chaminés industriais. Também sao usadas diretamente nos projetos
de aeronaves e carros, nos estudos do fluxo sangiiineo, no projeto de usinas hidrelé-
tricas, na analise dos efeitos da poluicao hidrica em rios, mares, lagos, oceanos e da

dispersao da poluicao atmosférica, etc.

Na pratica, somente os casos mais simples das equacoes de Navier-
Stokes podem ser resolvidos analiticamente. Estas sao equagoes diferenciais parciais
nao-lineares em praticamente todas as situagoes reais, o que dificulta a obtencao da
solucao. Ainda, as condigoes de contorno e iniciais fazem com que a maioria dos
problemas sejam dificeis ou impossiveis de serem resolvidos. Para tais situagoes reais,
como a sustentacao de uma asa de aviao, a solugao dessas equacoes é aproximada

com a utilizacao de computadores.

Algumas simplificacoes podem ser feitas nas equagoes de Navier-Stokes.
Neste trabalho considerou-se o fluido incompressivel e também viscosidade cons-

tante.



Um dos objetivos deste trabalho é estudar a linearizacao do termo con-
vectivo das equacoes de Navier-Stokes. Serao apresentadas trés propostas de line-
arizagdo discutidos em Gunzburguer [14]. Dentre elas, o método do ponto fixo e o

método de Newton serao testados nas simulagoes deste trabalho.

A partir das equagoes simplificadas escolhe-se um método para discretiza-
las a fim de obter solu¢oes aproximadas em um computador. No presente trabalho
foi escolhido o método de elementos finitos no espaco. Os livros introdutérios de
Becker [3], Johnson [22| e Brenner e Scott [6] serviram de embasamento teorico

matemaéatico no estudo de elementos finitos.

O método de elementos finitos tem se mostrado um 6timo método nu-
mérico na area de mecanica de fluidos. Uma introducao deste método aplicado
a escoamentos viscosos de fluidos incompressiveis pode ser verificada em Layton
[25], que desenvolve a teoria matematica na resolugao de escoamentos viscosos via
elementos finitos. Layton d& enfoque nas demonstragoes mateméticas, tais como

existéncia, unicidade, estabilidade e convergéncia.

As equagoes de Navier-Stokes consideradas neste trabalho estao em
regime transiente, por isso o método de discretizacao temporal é muito importante no
processo de obtencao da solucao aproximada. Assim, outro objetivo deste trabalho
¢ comparar os métodos de discretizacao temporal, como Euler implicito, Crank-

Nicolson e método 6 de passo fracionado.

Teman [40] e Heywood e Rannacher [16] estudam o método de segunda
ordem, Crank-Nicolson, para as equacoes de Navier-Stokes ja discretizadas no espaco

pelo método de elementos finitos.

O método € de passo fracionado é discutido em Bristeau, Glowinski e
Periaux |7], onde sdo feitas algumas analises a fim de obter um método de segunda

ordem. Ainda Kloucek e Rys [23| investiga analiticamente a estabilidade e con-



vergéncia do método aplicado as equagoes de Navier-Stokes em regime transiente

discretizadas por elementos finitos.

Em John et al. [21] muitos métodos temporais (incluindo os abordados
neste trabalho) sdo comparados através da aproximagcao da velocidade e da pressao
nas equagoes de Navier-Stokes com solucoes exatas conhecidas. Rannacher [34] e
Turek [42| também estudam os métodos temporais. Faz-se comparagoes e analises
dos métodos de segunda ordem, Crank-Nicolson e método 6 de passo fracionado,
aplicados nas equacoes de Navier-Stokes incompressiveis discretizadas no espaco

pelo método de elementos finitos.

Quando um corpo se movimenta através de um fluido existe uma itera-
¢ao fluido-corpo, resultando em forgas que podem ser dadas em funcao da tensao de
cisalhamento e uma tensao normal. Esta forca na direcao paralela ao escoamento é
denominada arrasto e na direcao normal ao escoamento ¢ denominada sustentacao.
Tais for¢as podem ser estudadas em livros classicos, como Prandtl e Tietjens [33] e
Schlichting [36]. Estes coeficientes aerodinamicos tem alto interesse principalmente

nas industrias aerondutica e automobilistica.

Sendo assim, outro objetivo deste trabalho é a aproximacao dos coefi-
cientes de arrasto e sustentacao em torno de um cilindro fixo. Apesar de ser um
problema exaustivamente estudado ao longo dos tltimos anos, nao existe solugao
exata. Por isso, tais coeficientes serao aproximados a partir das simulagoes numéri-

cas das equacoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis.

Os resultados da aproximacao dos coeficientes aerodinamicos em torno
do cilindro obtidos neste trabalho serao comparados com John [20] e com Schéfer e
Turek [35]. John resolve o mesmo problema utilizando elementos finitos e Schéfer e
Turek estabelecem um intervalo 6timo de referéncia na aproximacao dos coeficientes

aerodinamicos em torno de um cilindro, com base em resultados numéricos de varios



artigos que resolvem o mesmo problema com métodos de discretizagao espacial e

temporal diferentes.

Um dos grandes problemas na obtencao da solugao numérica da equa-
coes de Navier-Stokes em regime transiente é o alto custo computacional, devido a
linearizacao do termo convectivo, da malha muito refinada e de passos de tempo
pequenos. Por isso, busca-se alternativas que calculem as solucoes encontradas com
malhas finas em malhas grossas, fazendo com que se obtenha a mesma solu¢ao com
menor tempo computacional. Esta é uma das propostas do modelo de deconvolugao
de Leray, discutido em Layton et al. [27], onde é provada convergéncia da solucao
discreta para a solucao forte das equacoes de Navier-Stokes discretizadas no espaco
por elementos finitos, com a regularizagao do modelo de deconvolucao de Leray e

método temporal baseado na extrapolagao linear de Crank-Nicolson .

O modelo de deconvolugao baseia-se na regularizacao introduzida por
Leray [28, 29|, de um filtro diferencial discreto estudado por Manica e Kaya Mer-
dan [31] e da aproximagao de operadores de deconvolugao de van Cittert, dado em
Bertero [4]. Aplicagoes deste operador de deconvolugao podem ser encontradas em

Layton [26].

A fim de obter solugoes 6timas com malhas mais grossas, outro obje-
tivo deste trabalho é comparar este modelo de deconvolugao de Leray com modelos
em simulagao direta ou Direct Numerical Simulation (DNS), através de graficos e
aproximacao de coeficientes aerodinamicos. Ainda, algumas comparagoes dos mé-
todos temporais em combinacao com esse modelo de deconvolucao de Leray serao

apresentadas.



1.1 Estrutura do texto

No Capitulo 2 sao apresentadas as equacoes de Navier-Stokes bidimen-
sionais para fluido incompressivel, apos é feita a adimensionalizacao das equacoes e
derivada sua formulagao variacional. Define-se os coeficientes aerodinamicos e por

fim sao feitas algumas observagoes a respeito da aproximacao do termo nao-linear.

No Capitulo 3 é apresentada a teoria de elementos finitos, tais como os
espacos, a condicao inf-sup discreta e apos sao dadas as equacoes discretizadas no
espaco. Sao apresentados os métodos temporais: Euler implicito, Crank-Nicolson e

método 6 de passo fracionado. Por fim apresenta-se o método da penalidade.

Calculos de erro, taxas de convergéncia e aproximacao de coeficientes
aerodinamicos via o método de elementos finitos sao dadas no Capitulo 4. O mo-
delo de deconvolugao de Leray, que ¢ utilizado como modelo de regularizacao para

simulagao de escoamentos turbulentos é dado no Capitulo 5.

No Capitulo 6 apresenta-se resultados da pesquisa. Sao aproximadas
solucoes da equacao de Navier-Stokes em problemas com solucoes exatas conheci-
das. Calcula-se erros da solucao aproximada para a velocidade e para a pressao,
e também taxas de convergéncia dos métodos espaciais e temporais utilizados, fa-
zendo comparagoes entre eles. Aproxima-se os coeficientes de arrasto e sustentagao
em torno de um cilindro via método de elementos finitos. E feito um exemplo com

resultados preliminares a respeito do escoamento em torno de um aerofélio.

Por fim no Capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes da pesquisa.



2  EQUACOES GOVERNANTES

Nesse capitulo serao apresentadas as equagoes governantes: as equagoes
de Navier-Stokes (ENS). Estas equagoes diferenciais descrevem o escoamento de
um fluido e permitem calcular campos de velocidade e pressao de um escoamento,
por isso sio muito utilizadas em aerodinamica. E feita a adimensionalizacio das
equacoes, de onde aparece o nimero de Reynolds, que permite avaliar o tipo do
escoamento (a estabilidade do fluxo) e pode indicar se o escoamento é laminar,

transiente ou turbulento.

Depois é apresentada a formulacao variacional das equacoes de Navier-
Stokes, que é imprescindivel para o método de elementos finitos. Apoés, algumas
aplicacoes e definicoes sao dadas a respeito dos coeficientes aerodinamicos. Por
fim, faz-se algumas consideracoes tedricas e computacionais a respeito do termo

convectivo.

2.1 Equacoes de Navier-Stokes

A aplicacao da segunda Lei de Newton a um elemento de fluido em
um escoamento, considerando as forcas que atuam sobre o elemento e supondo o
fluido como newtoniano, resulta as equagoes de Navier-Stokes. Estas, dependentes

do tempo, com condicao de contorno de Dirichlet, para um fluido incompressivel



bidimensional em coordenadas cartesianas sao dadas por

u; — vAu+ (u-V)u+ %Vp = f em (0,7] x Q, (2.1)
Viu = 0 em[0,7] x Q, (2.2)

u = 0 em|0,7] x 09, (2.3)

u(0,-) = ug em €, (2.4)

/Qp dedy = 0 em [0,7], (2.5)

onde u = (u'(x,y;t),u?(z,y;t)) é a velocidade para duas dimensoes, p(z,y;t) é a
pressdo, f = (fY(x,y;t), f2(x,y;t)) é a forcante, v é a viscosidade cinemética, p é a
massa especifica, 2 C R? é o dominio, 9 é a fronteira, uy é a velocidade inicial e

[0,T] é o intervalo de tempo. Para este trabalho considere p = 1kg/m?.

Observe que a normalizac¢ao da pressao (2.5) tem objetivo de assegurar
unicidade da pressao, pois se p é solucao, p + ¢ também poderia ser, para qualquer

c e R.

Note que eliminando o primeiro termo do lado esquerdo da equacgao
(2.1) obtém-se as equagoes de Navier-Stokes em regime estacionério. Eliminando o
terceiro termo do lado esquerdo de (2.1) obtém-se a equagdo de Stokes. A equagao
de Oseen é obtida considerando o terceiro do termo do lado esquerdo como (b-V)u,

onde b é fixo.

2.2 Adimensionalizacao

A adimensionalizacao das equacoes é feita com o objetivo de obter os
parametros envolvidos. Nas equacoes de Navier-Stokes para escoamentos incom-
pressiveis pode ser feita a partir de grandezas adimensionais, de acordo com Hughes

et al. [17]:



onde Uy, L sao, respectivamente, valores de referéncia de velocidade e comprimento.

Substituindo-os em (2.1)-(2.2) temos,

vz U, U2 U2 U2

_v ** _ - A* * _vU * . * * _vU k ok — _fk

7 W~ T3V u—i—L(u V)u—l—LVp T
Vieut = 0.

L

Multiplicando por (i e desconsiderando os asteriscos, tem-se as equacoes adimen-
0

sionalizadas

1

ReAu +(u-V)u+Vp = f em (0,7] xQ, (2.6)

u; —

Viu = 0 em[0,7] x Q, (2.7)

onde Re = % ¢ o numero de Reynolds. Este ntimero adimensional é o principal
parametro utilizado para caracterizar se o fluxo esta sob regime laminar, transiente
ou turbulento. Observe que, de modo geral, se esse niimero é superior a 10%, o regime

¢ considerado turbulento, veja Lesieur |30].

Na mecanica de fluidos, escoamento laminar é aquele em que as par-
ticulas se deslocam em camadas individualizadas, sem troca de massa entre elas e
o escoamento turbulento é aquele em que as particulas apresentam um movimento
aleatorio, ou seja, a velocidade apresenta componentes transversais ao movimento

geral do conjunto do fluido.

O escoamento laminar é o menos comum na pratica, mas pode ser
visualizado, por exemplo, no inicio da trajetoria da fumaca de um cigarro. Mas a
uma certa distancia do cigarro observa-se movimentos transversais, que caracterizam
o regime turbulento. O escoamento turbulento é o que descreve a maioria dos

problemas reais.



2.3 Formulacao Variacional
Primeiramente apresenta-se um teorema fundamental para o método

de elementos finitos.

Teorema 2.3.1. (Teorema da Divergéncia) Se 05 é suficientemente suave para ser

o grafico de uma funcao Lipschitz, n o vetor unitario normal e v suficientemente

/V-de:/ v-1n ds.
Q a0

Demonstragao. Pode ser encontrada em Aris [1]. O

suave, entao

Abaixo é dada a definicao de norma.

Definigao 2.3.1. Seja u € L*(Q), pode-se definir uma norma || - || em L*(Q) por

lu|| :== v/ (u, ). (2.8)

onde (-,+) é o produto interno no espagco L*(Q).

Define-se o espago da velocidade X = H}(Q2)? e da pressao Q = L3(1Q),
onde H}(Q)? = {v € L} (N)? e Vv € L*(Q)**? : v = 0 em IO} é um espacgo de
Hilbert (H'(£2)?) com condicéo de contorno zero e L§ = {q € L*(Q) : [, ¢ dedy = 0}
¢ um espago de Hilbert H°(Q) = L?(Q2) com média zero.

Para derivar a formulacao variacional das ENS: seja a velocidade u :
[0,7] — X e a pressao p: (0,7] — @, para qualquer t € (0,7] tome v € X e q € Q,

multiplique, respectivamente, por (2.1)-(2.2) e integre em €:
1
/ut-v dxdy——/Au-vdxdy—l—/(u-V)u-vdxdy—i—/Vp-vdxdy:
Q Re Jq Q Q

:/f-vd:vdy,
Q

/(V-u)-qd:cdyzo,
0
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em que v = (v1, V), integra-se por partes e aplica-se o teorema da divergéncia,
1 1
/utv drdy — — Vu'n-vds—l——/Vu:Vv dxdy—l—/(u~V)u«vdxdy+
Q Re Jaq Re Jq Q
+/ p-n-vds—/p(v-v) dxdy:/f-vdxdy,
o0 Q Q
/(V-u)-qudy:(),
Q
onde n = (n,,n,) é o vetor normal. Note que v € X, logo v =0 em 0. O problema
resume-se a encontrar a velocidade u : [0,7] — X e a pressao p : (0,7] — @ tal que
1
(V) 4 (VU V) 4 (0 Vuy) = (V) = (), (29)
(Voug) = 0 (2.10)

para qualquer v € X e q € ).

Define-se agora um subespaco de divergéncia livre V' C X, tal que
V={veX:(V:-v,q) =0, VqgeQ} Note queV & um subespacgo fechado de
X, veja Layton [25].

A solucao do problema nao-estacionario para u € V' é dada por

1

(ug,v) + oo

(Vu,Vv) + (u-Vu,v) = (fv), Vvel. (2.11)

Segue definigao de alguns espagos.
Definigao 2.3.2. Seja X = H}(Q)? e Q = LE(Q), tome
T
20,T:X) = {v:[0,T] = X : / Vv |Pdt < o},
0
L0, T; L2 (Q)?) = {v:[0,T] = L*(Q)*: ess supyier||V]| < 00} €

ﬁ@ﬂ@):{mmf%%%AHw%<%}

Em Layton [25] é dada a defini¢ao de solugao forte.

Definicao 2.3.3. (Solug¢ao Forte) Seja (u,p) solugao forte de (2.1)-(2.5), se u €
L*(0,T; X) N L>(0,T; L*(2)?)
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e u: [0,T] - X é diferencidvel com vy : (0,7] — X* integrdvel e

p:(0,T] = X € continua;
o (u,p) satisfaz
T 1 T
/ (%) + 2 (Y, 9v) 4 (0 Va,v) — (p, V- )Jdi = / (£, v)dt.
0 0

para qualquer v € L*(0,T; X) N L>(0,T; L*(Q)?) e

T
/ (V-u,q)dt = 0,
0
para todo q € L*(0,T;Q);
eugeVe

|u(t) — uo|| — 0 quando t — 0;
e uc LY0,T; X).

Aqui X* é o espaco dual de X, com norma ||.||_;. Como V* é o espago

dual de V', com norma ||.||«, segue abaixo defini¢ao.

Definigao 2.3.4. Dada uma funcio f € L*(Q), a norma X* e a norma V* de f

sao definidas por

1fll-1 = supM 1]l = sup (f,v)

, Lo 2.12
S 0] AN (2.12)

De Layton [25], operacionamente, a norma do dual de V' = a norma V*

da fungoes, || f||«, ¢ a menor norma satisfazendo,

(f;0) < Vo], (2.13)

Como V C X, as normas sao relacionadas da seguinte forma

111 < [f]]-1- (2.14)
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Neste trabalho nao serd abordada a existéncia de solugoes para o pro-
blema continuo de Navier-Stokes, para detalhes estude Galdi |11]. No entanto,
abaixo segue uma proposicao importante para provar existéncia de solugoes, a con-

digao inf-sup continua.

Proposicao 2.3.1. (condigao inf-sup continua) Ezxiste uma constante > 0 tal que

(Q7v ) V)

inf sup | > 6 >0. (2.15)

9<Qvex |[|VV]] [|q]
2.4 Coeficientes Aerodinamicos

Os coeficientes aerodinamicos sao niimeros adimensionais utilizados para
o estudo aeronautico, aerodinamico e automobilistico. Medem as forcas que sofre
um corpo qualquer em movimento num fluido. Alguns dos coeficientes mais conhe-
cidos sao o coeficiente de sustentagao ou lift coefficient (¢;) e o coeficiente de arrasto

ou drag coefficient (cg).

A obtencao destes coeficientes pode ser conseguida mediante duas vias
fundamentais: a experimental e a tedrica. Para a medicao experimental se usam
tuneis de vento e maquetes em escala, aproveitando as técnicas da analise dimensi-
onal; ou ainda se mede diretamente em voo. A via tebrica se baseia na aplicacao da
dinamica de fluidos computacional, que trata de resolver as equacoes da mecanica
de fluidos aplicadas ao corpo de estudo, mediante analise numérica com a ajuda de

computadores. Neste trabalho serd tratada apenas a via teorica.

2.4.1 Coeficiente de Arrasto

Batchelor [2] define o arrasto como a componente resultante de forca
paralela (e oposta em diregao) a velocidade do corpo. Para a explicagao do arrasto

uma ideia intuitiva: quando uma pessoa coloca a mao para fora de um veiculo em
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movimento, imediatamente sente uma forca empurrando o braco na direcao contraria

a velocidade, esta forca, em geral, é chamada de arrasto.

O coeficiente de arrasto ¢ um coeficiente adimensional usado para quan-

tificar o arrasto. (Quanto mais baixo for o coeficiente menor sera o arrasto do objeto.

Este coeficiente ¢ muito comum em design de automoveis, para efeitos
aerodinamicos. Como o arrasto aerodindmico aumenta com o quadrado da velo-
cidade, é preferivel um valor baixo, pois isso influi diretamente no consumo de

combustivel.

Outra aplicagao do coeficiente de arrasto é na industria de carros de
corrida, onde as pessoas estao interessadas em diminuir o arrasto para atingir altas
velocidades. Mas para diminuir o arrasto deve-se tomar alguns cuidados. Note que
a partir do momento que o arrasto é muito baixo, corre-se o risco do veiculo voar,
para isso aumenta-se o coeficiente de sustentacao, que sera discutido na proxima
subsecao. Para altas velocidades, por exemplo um carro de Férmula 1, também
deve-se observar a estabilidade aerodinamica do carro. Para estes veiculos é crucial
maximizar o coeficiente de sustentacao e manter a estabilidade a fim de minimizar

o coeficiente de arrasto.

Schéefer [35] define o coeficiente de arrasto:
2 8111; (t)
cg(t) = ——— v——=—=n, —p(t)n, | dS 2.16
0= [ (%50, o0 (2.16)
onde, p é a massa especifica, L é o comprimento do corpo, U,.. é a velocidade
méxima do fluido, S é a superficie do corpo, Q ¢ o dominio, n = (n,,n,)" ¢ o
vetor normal em S, ts = (n,, —n,) é o vetor tangente e uy, = u - ts é a velocidade

tangencial em S.
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2.4.2 Coeficiente de Sustentacao

Batchelor [2]| define sustentac¢ao em torno de um corpo: é a componente

de for¢a normal ao sentido do movimento do corpo.

O coeficiente de sustentacao é um coeficiente adimensional usado para
quantificar a sustentagao. Pode-se afirmar que quanto maior for este coeficiente,

maior sera sustentacao do corpo.

Em aerondutica, a sustentacao é a principal forca que permite que uma
aeronave se mantenha em voo. Esta, ao ser maior que o peso total da aeronave, lhe
permite decolar. Além disso, o coeficiente de sustentacao depende diretamente do
angulo de ataque da asa. A medida que o angulo de ataque aumenta, o ¢; aumenta
também (com sinal positivo), até chegar a um ponto méaximo. Depois disso o fluxo
de ar que passa sobre os extrados (parte superior da asa) ndo consegue correr em
sua totalidade e manter-se aderido ao perfil aerodinamico, dando lugar ao estol,
resultando em perda de sustentacao. Uma aeronave em situacao de estol nao esta

voando mas sim caindo, dai a importancia do estudo do coeficiente de sustentacao.

Em automobilismo, como ja comentado no estudo do coeficiente de
arrasto, o coeficiente de sustentacao é importante. A fim do carro de corrida ter
pouco arrasto, deve-se aumentar o coeficiente de sustenta¢ao em sentido ao solo (ou
seja, com sinal negativo) com o objetivo de obter apoio aerodinamico, fazendo com

que o carro nao voe e tenha maior velocidade nas curvas.

Schiefer [35] define o coeficiente de sustentagao:

alt) = — pL;, / (puauan(t)nz—l-p() )dS (2.17)

max
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2.5 Termo trilinear

Na formulagao da equacao de Navier-Stokes existe um termo trilinear,

definido em X x X x X por

(u-Vv,w)=b(u,v,w).

O seguinte lema é dado em John [19].

Lema 2.5.1. Seue H'(Q)?, v, w € H}(Q)? eu-n=0 em 0Q. Entio

b(u,v,w) +b(u,w,v) = —(V-u,v-w).

Demonstracao. Da integragao por partes tem-se
(v “u, v W) = (u ", v W)|dQ - ((11 V)V,W) - ((u ) V)W,V)
e por hipotese u-n =0 em 0f), dai tem-se o resultado. O]
Corolario 2.5.1. Com as mesmas hipdteses do lema anterior, entao
1
b(u,v,v) = ((V-u)v,v) = —é(V-u,v-v), b(u,v,u)+b(u,u,v) =—(V-u,v-u).

Mas se V-u =0 tem-se

b(u,v,v) =0, (2.18)
b(u,v,w) +b(u,w,v) =0, (2.19)
b*(u,v,w) = %(b(u,v,w) —b(u,w,v)). (2.20)

onde b*(u,v,w) € a forma anti-simétrica do termo trilinear.

Para maiores detalhes a respeito do termo trilinear olhe o livro de Te-

man [40].
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Agora, perceba que o termo da equagao de Navier-Stokes b(u,u,v) é
nao-linear. De modo geral, para calcular a solucao de equagoes nao-lineares utiliza-
se métodos iterativos que requerem, em cada etapa, a solucao de um sistema linear,
dados (ug, pp). Neste trabalho serao abordados trés métodos discutidos em John[18]

e Gunzburger [14].
2.5.1 Meétodo mais simples

O método mais simples consiste em mover o termo nao-linear para
o lado direito da igualdade em (2.9), ou seja, dados (u™,p™) € X X @ calcule
(Ums1, Pmg1) € X X Q, tal que

1
(Ut,erl,V) + ﬁ(vum+1a VV) - (perl, \%E V) = (f7 V) - (llm ' Vum,v), (221)

(V- tumi1,q) = 0, (2.22)

para V (v,q) € (X, Q).

Note que essa aproximacao consiste em resolver um problema de Stokes
dependendo do tempo em cada iteracao. Experimentalmente ¢ um método nao
recomendado, pois geralmente a convergéncia nao ¢ muito boa, principalmente se o

numero de Reynolds for grande.

2.5.2 Meétodo do Ponto Fixo

O método do ponto fixo ou método de Picard resolve o termo nao-linear

das seguintes maneiras:
(um+1 . V)um+1 =~ (um+1 : V)um (223)
ou

(Wmt1 - VU1 =~ (U - V). (2.24)
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A aproximagao dada por (2.23) nao é tao utilizada, pois ha uma deri-
va¢do numérica da iteracdo anterior a ser feita (ou seja, aproximar a derivada da
velocidade da iteracdo passada), o que em alguns casos pode ocasionar a perda de

precisao da solucao.

Em (2.24) a derivada da velocidade ¢ calculada na iteracdo presente.
Por isso a precisao, em geral, ¢ melhor que (2.23). Observe que (2.24) conduz as

equagoes de Oseen: dados (W, pm) € X X @ calcule (W41, pme1) € X X @, tal que

1
(ut,m+17 V) + E(VUmJﬂ’ VV) =+ (llm : Vllm+1, V) - (perl, V- V) = (f7 V)7 (225)

(V- Umi1,q) = 0,  (2.26)
para V (v,q) € (X, Q).

Segundo John [18], a partir de suas simulag¢oes numéricas, a aproxima-
cao pelo método de ponto fixo é geralmente usada em problemas onde se deseja
resolver as equagoes de Navier-Stokes em regime transiente, que sao exatamente as
mesmas utilizadas nesse trabalho. Ainda segundo John, estas demandam menos

tempo de resolugao que o método Newton, que serd apresentado a seguir.

2.5.3 Meétodo de Newton

O método de Newton resolve o termo nao linear da seguinte maneira:

(Wnt1 - Vi = (Wng1 - VI + (W - VI — (0 - V)ug,. (2.27)

A justificativa do método é feita por Segal [37], definindo f(u, Vu) tal

que
f(u,Vu) =u- Vu, (2.28)

e expandindo em série de Taylor

fm-i-l(u; Vu) = fm(uma Vum) + <um+1 o llm) ) % +

Ofm

OJm B 2
Vu + 0wy — up)”.

+ V(uerl - um)
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Negligenciando o termo quadréatico, e substituindo de (2.28) tem-se

Uppt1 Vuerl ~ Uy Vum + (uerl - um) : Vu-m + v<um+1 - um) U,

= Wit VU, + Uy - Vi — Wy, - Vg, (2.29)
como queriamos demonstrar.

O método de Newton é utilizado principalmente na resolucao das equa-
coes de Navier-Stokes em regime estacionario. Por ter convergéncia quadratica
atinge a solucao mais rapidamente do que o método de Picard. Ainda, pode-se
utilizar o método de Newton também para problemas em regime transiente, porém,
por necessitar maior trabalho computacional (a matriz de rigidez é cheia), deve-se

observar se o método é vantajoso em relacao aos outros.

Enfim, a escolha do método de aproximacao do termo nao-linear deve
sempre ser ponderada. Cada método tem suas vantagens, o método do ponto fixo
resolve mais rapido o problema em cada iteracao temporal; em contrapartida, o
método de Newton ¢ mais lento em cada iteracao, mas por ser de segunda ordem,
necessita de menos iteragoes para convergir. Logo, somente com experimentos e

experiéncia computacional para fazer esta escolha.
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3 DISCRETIZACAO ESPACIAL VIA
ELEMENTOS FINITOS E METODOS DE
DISCRETIZACAO TEMPORAL

O método dos elementos finitos originou-se da necessidade de resol-
ver complexos problemas de elasticidade e anélise estrutural, na engenharia civil e
aeronautica. Seu desenvolvimento pode ser considerado a partir dos trabalhos de
Alexander Hrennikoff (1941) e Richard Courant (1942). Eles compartilharam uma
caracteristica essencial: a malha de discretizacao de um dominio continuo em um
conjunto de sub-dominios discretos, chamados de elementos. A partir de 1947, Ol-
gierd Zienkiewicz do Imperial College reuniu esses métodos para juntos construirem

o que seria chamado de Método dos Elementos Finitos.

O desenvolvimento do método de elementos finitos comecou em meados
dos anos de 1950 para estrutura e analise estrutural. Ao final da década de 50, os
conceitos-chave da matriz de rigidez e montagem do elemento existiam essencial-
mente sob a forma usada hoje. Mas o método de elementos finitos foi obtido com
uma base matematica rigorosa somente em 1973 com a publicagao de Strang e Fix
"An Analysis of The Finite Element Method", e desde entao tem sido generalizada
em um ramo da matemaética aplicada para modelagem numérica de sistemas fisicos
e com muitas aplicacoes na engenharia, por exemplo, nas disciplinas de eletromag-

netismo e dinamica de fluidos.

A grande vantagem do método de elementos finitos com relagao a outros
métodos, em especial o método de diferencas finitas, é quando o problema a ser
resolvido tem geometrias complicadas. No método de elementos finitos é muito mais
facil e direto refinar determinadas areas do dominio, geralmente, onde o escoamento
tem maiores variacoes e necessita de maior refinamento. Além disso, o0 método de

elementos finitos tem uma solida base teédrica que da maior confiabilidade e em
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muitos casos, faz com que seja possivel estimar o erro da solucao aproximada por

elementos finitos.

3.1 Introdugao ao Método de Elementos Finitos

O método de elementos finitos consiste em discretizar um problema
continuo para um dominio poligonal, e com finitos graus de liberdade se obter uma
solucao aproximada do problema resolvendo um problema discreto ou um sistema de
equacgoes. Finalmente muitas incognitas podem ser encontradas através da utilizagao

do computador.

O processo de discretizacao de elementos finitos é diferente de diferencas
finitas, por exemplo. A discretizagao do método de elementos finitos se inicia a partir

da obtencao da formulagao variacional do problema proposto.

Para obter um problema que possa ser resolvido no computador a ideia
em elementos finitos é tomar um espaco discreto de dimensdo finita X" C X com
funcgoes polinomiais por partes. O objetivo é entao encontrar a velocidade, pressao,
temperatura, etc; de maneira discreta: u® € X". A partir disso, a expectativa é
aproximar u" da melhor maneira possivel, ou seja, uma aproximacdo que consiga

simular bem o problema continuo.

Para construir um espaco de dimensao finita considere um problema
unidimensional. Por simplicidade tome funcoes lineares por partes e seja 0 = z¢ <
1 < ... < xpy < xpyye1 = 1 a particao da malha com intervalo regular, ou seja, os
subintervalos [z;_1,z;] para j = 1,..., M + 1, sao igualmente espacados, h. Tome
X" o conjunto de funcdes u”, tal que seja linear em cada subintervalo, u” continua

em [0,1] e u"(0) = 0,up,(1) = 0, veja a figura' 3.1.

!Figura retirada de Johnson|22]
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Para descrever uma solugio u" € X" precisa-se calcular os valores a; =
u"(z;) em cada n6 z;, j =0, ..., M + 1, chamados graus de liberdade. Para isso sdo
introduzidas as fungoes base ¢; € X" para j = 1,..., M, tal que ¢;(z;) =1sei=j
ou ¢j(x;) = 0 se i # j, ou seja, a fungao da base ¢; tem valor 1 no no6 z; e valor 0
nos demais nos. Uma ilustracao das funcoes base lineares pode ser vista na figura?

3.2.

Figura 3.2: Funcao base linear em 1D

Para cada u" € X" pode-se escrever uma tinica combinacio linear da
funcao base ¢;

M

ut = Zaj(t)¢j(x)7 z € [0,1], (3.1)

j=1

onde M é a quantidade de graus de liberdade.

A partir da formulagao variacional do problema discreto é feita a subs-
tituicio de u" € X". Para a funcdo teste v" do problema variacional escolha uma
fun¢ao do espaco X", ou seja v = ¢;(z). Assim, pode-se obter o sistema linear do

problema, que serd abordado na segao 2.3.

2Figura retirada de Johnson|22]
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Considere agora um exemplo em 2D. Tome I' o contorno do poligono
de dominio €2. A discretizacao do dominio feita por uma triangularizacao de 2,
subdividindo © em um conjunto 7" = Ué\ilKj de triangulos nao-sobrepostos K
onde nenhum vértice de triangulo encontra-se no lado de um outro triangulo (veja
figura® 3.3). Pode-se ainda subdividir o dominio através de quadrados, caso esse

nao abordado nesse trabalho.

Figura 3.3: Malha em 2D com funcgoes base lineares

Da mesma forma que foi feito para uma dimensao, as funcoes base para

duas dimensoes sao definidas

1, sei=j,

0, sei#j,
onde N; = (4, ;) sdo os n6s da malha. Veja na figura® 3.4 as fungoes base lineares
em duas dimensoes (P1). Perceba que existem alguns tridngulos hachurados, estes
fazem parte do suporte de ¢;, sao tridngulos com um né em comum, ou ainda, é o
conjunto de pontos onde ¢; # 0. Agora, em 2D, u® € X" onde u® = (u™!,u"?), &

dado por
M
ulF (2, yit) = Za?qﬁj(x,y), o = u"F (), x,y € QUT, (3.2)
j=1

onde £k =1, 2.

3Figura retirada de Johnson[22]
4Figura retirada de Johnson[22]
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Figura 3.4: Funcao base linear 2D

3.1.1 Espacos

Além de funcoes bases lineares pode-se utilizar outras bases. Ainda em
uma dimensdo, veja na figura® 3.5 funcoes de base quadraticas. Perceba que com
bases quadraticas aumenta significativamente a quantidade de graus de liberdade
com relacao as funcgoes base lineares, pois para cada fungao local se tem trés pontos

e nao mais dois pontos.

—
—

Figura 3.5: Funcgoes base quadraticas em 1D

Além das fungoes base quadréticas em uma dimensao, na figura® 3.6
segue em duas dimensées (P2). Note que em um tridngulo tem-se seis graus de

liberdade e nao mais trés, como acontecia nas fun¢oes lineares.

SFigura retirada de Becker|3]
SFigura retirada de Johnson|22]
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Figura 3.6: Funcoes base quadraticas 2D

As fungoes base ciibicas (P3) e bolha (P1b) também serdo utilizadas
neste trabalho, seguem na figura” 3.7 e na figura®3.8, respectivamente. Note que P3

tem dez graus de liberdade apenas em um triangulo.

Figura 3.7: Triangulo dado por uma funcao base ciibica

As fungoes bolha sao explicadas em Layton [25]: Tome X" um espago
discreto continuo de funcoes lineares por partes nos triangulos. Cada triangulo
K € T" tem trés nos Ny, No e N3. Sejam \i(z,y), \a(, ), A3(x,y) funcdes base
lineares. Com estas funcoes define-se uma funcao cibica por partes que é diferente

de zero em somente um triangulo - a funcao bolha:

Al(x’y)/\2(x’y)>‘3<xay)v (I’,y) S K7

Piloy) = 0, (z,y)€ K.

Note que ¢;(z,y) € C° ¢;(x,y) > 0em K e ¢;(z,y) =0 fora de K.

"Figura retiradas de Johnson[22]
8Figura retirada de Layton[25]
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=

V”A

Ah
Figura 3.8: Funcao bolha em 2D

No problema de Navier-Stokes discreto existem aproximacgoes para a
velocidade e pressao, logo necessita-se dois espacgos, que devem ser escolhidos de

forma adequada para que tais solucoes existam.

Segal [37] comenta alguns cuidados que devem ser tomados na escolha
desses espagos. Note que a equagao da continuidade (1.2) contém apenas incognitas
da velocidade, no entanto o nimero de linhas dessa equacao ¢ determinada pelo
ntimero de graus de liberdade da pressao. Entao, dentro desse contexto, deve-se
exigir que o nimero de incognitas da pressao nao exceda o numero de incégnitas da
velocidade, ou seja, a ordem de aproximacao da pressao deve ser mais baixa que a

ordem de aproximacao da velocidade.

Mas, esta regra nao é suficiente para garantir que o nimero de incog-
nitas da pressao ¢ menor que da velocidade. Considere a malha da figura® 3.9 e
suponha um espago linear para a velocidade e constante para a pressao (P1/P0),
note que a constante da pressao foi colocada no centro do elemento. Logo, nesta
malha observa-se oito nos para a pressao e 9 nos para a velocidade. Suponha, agora,
condicao de contorno de Dirichlet para a velocidade, o que significa que todas ve-
locidades no contorno sao dadas. Note que a pressao é tinica, com excecao a uma
constante aditiva, que pode ser corrigida fixando um grau de liberdade da pressao.
Assim, tem-se duas incognitas para a velocidade e sete para a pressao, ou seja, a

matriz ¢ singular. Conclui-se que o elemento P1/P0 nao é admissivel.

9Figura retirada de Segal [37]
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Figura 3.9: Malha P1/P0

Na pratica, a condicao de admissibilidade dos elementos dada acima
é bastante 1til, mas nao explica porque o elemento satisfaz essa condicao, apenas
identifica os elementos que nao satisfazem. Para isso existe uma condicao de ad-
missibilidade dada por Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, conhecida como a condigao

inf-sup discreta.

Condigao 3.1.1. (Condicio de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi-LBB" ) Suponha que
(X" Q") satisfaz

. (qh7 % Vh) h
inf sup ————=>p03">0 3.3
P2 S T T 33)

onde B" é limitado uniformemente em h.

Nesse trabalho serdao utilizados os seguintes elementos: P1b/P1, P2/P1
e P3/P2, que satisfazem a condicao inf-sup discreta. O elemento P2/P1 é conhecido
como Taylor-Hood, e comumente é utilizado na resolugao de problemas que envolvem

as equacoes de Navier-Stokes. Ainda, o elemento P1b/P1 é conhecido como MINI.

3.2 Discretizacao Espacial

A aproximacao do método de elementos finitos para as equacgoes de
Navier-Stokes com dependéncia do tempo (2.9)-(2.10) consiste em escolher espagos

de dimensdo finita X" C X e Q" C Q, e calcular (u”,p") € (X", Q").
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Os espacgos devem ser escolhidos de forma apropriada. Uma base para

o0 espaco da velocidade é X", tal que

X" = span{{(#},0)" 12, U{(0,¢")"}2% 1}

onde N, ¢ quantidade de graus de liberdade para cada componente da velocidade.

Da mesma forma, uma base para o espaco da pressdo é Q", tal que

N,
Q" = Span{wzh}i:pl
onde N, é a quantidade de graus de liberdade para a pressao.

A solugao aproximada por elementos finitos de (2.9)-(2.10) é dada: en-

contre u" : [0, 7] — X" e ph : (0,T] — Q" satisfazendo

1
(uf, v + E(vuh,vVh) + b (", v - (" Vvt = (£vh) v vt e X(3.4)
(V-u ") = 0 v ¢" e Q" (3.5)
onde u" = (u™! uM?), pois trata-se de um escoamento bidimensional. Pode-se

escrever u” e p" da seguinte maneira

uht = Zoz t)oi(z,y), k=1,2 (3.6)

i=1
onde «;, B; € R sao coeficientes dependentes do tempo.

Agora, para um melhor entendimento de cada termo das equagoes (3.4)-
(3.5) e também para na proxima secao poder escrever o sistema, algumas contas
sa0 necessarias. Escolha v € X" e ¢" € Q" Observagao: v = (v 0h?) =
(pj,05), 7=1,..,N, e " = Y, j =1,...,Np. Por questoes de notacao, nesta

secao considere os indices (71, x2) ao invés de (z,y) para coordenadas espaciais.
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Termo difusivo:

(Vuk vol*) = / Yl Vo Fdede, ko= 1,2
Q

6uh71 8uh71 8vh»1 a,th
= oy Ox2 : oy Oxa dxldx2
N PRy B ey

61’1 8502 8I1 8(132

oull vt gyl vt ul? vt ul? dul?
- /<6a:1 0, + Oxy Oxs * or; 0y + 0xs 0%y

Q
_ i 00 96, i RN
= Z al‘l 61’1 ”L 81'2 8372
N N
~ 509 0¢; L, 00; 0¢;
! (Z:; “ (93717 8.T1> + (; ; 81'2’ 6332
2 N, ]
- d9; 09, 0¢; 0 .
= Z;ai [(6@1’8%)"‘(8372,8%2)_ j=1,...,N,
Termo da pressao:
hl 01}"2
hox7 . kY
(p ,V v ) (Z Bﬂw/}w — axQ )
8@h1 avh,Q
= Z/B’L (wla71 axz)
NP

R o (vt ) =2 (w5 )|
N,
R Do, 96, N
= ;ﬁi le,a—xj + (w“@_xg)] j=1,..,N,

) dxdxs
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Termo convectivo - utilizando itera¢ao de ponto fixo (2.24):

R VA / Wi gl o e dey k= 1,2
0

8ufn_1‘_1 aufn_l,'_l

_ h,1 _ h2 oz Oxa h,1 _ h,2
- /(um » Uy, ) ’ ou? ou? : (U , U )dl’ldxg

[¢) Z"m+1 Z"m41

o1 Oxo
h,1

_ uhol 8um+1 L2 My 4y uh é)Um+1 X

Q mn 5’x1 m 8$2 o 8$1

o h1 h,2
_ h19Umyt p1 r29Umy1 pi h19Umi1 po
/Q<um B, v AUy, Dy v+ U, 9z, v
ou?
4+ ul? ggﬂvh’Q) dzidxs
2
Ny Ny
— 1 h,1 (bl . 1 h,2 ¢z
;&z,m—kl (um a 17¢J) —’_; ,m+1 (um a 27¢]) +
N ¢> 09,
£ St (150 + Yt (14700
i=1 T2
2 N
- 0p; 0p;
_ k h19%i h299i
- > e {(um 20 0)+ (w2520
onde j=1,....N,ek=1,2
Termo de forca:
(fF 00 = (o) + (F2,02) (3.8)

2

= > (o) j=1..N,

k=1
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Termo da incompressibilidade:

oult  ou?
(V~uh’k,qh) = /(8x1 + 9% )qhdxldxz

e
> Lot (o) + (5

— Z (8@ ) j=1,..,N,

k=1 i=1

Termo da derivada temporal:
() = o) o)

Ny
= <Zai¢i,¢j>+<2 ey, b;) (3.10)
=1 =1

2 Ny
= Zzaf(ﬁbia%) j=1..,N,

k=1 i=1

3.2.1 Sistema

A partir das equagoes (3.4)-(3.5) e sabendo o que cada termo representa,
pode-se escrever o sistema linear para obter as aproximacoes da velocidade e da

pressao. Definindo as seguintes matrizes e vetor:

(M)Z] = (gblaqu)v Z’] - 1)"'>Nv

hyYy. . Lo . h,1 h,2 A _
(A(up,))i; = Re (Vi Vo,) + (u 9, +u axQ,ngJ) , 4,j=1,...,N,

(B = —<8—$k,¢j), i=1,...,N,, j=1..,N, k=12

(F*; = (f*.¢;), j=1,...N, k=12




31

O sistema de (3.4)-(3.5), a ser resolvido, é dado por

Moo o) [ a A 0 BY ) [ o P
0 M 0 a2 |+ 0 A (BH)T o | = F?2 |. (311)
0 0 0 B B! B? 0 6] 0

Note que a matriz é dada por (2N, + N,) linhas x (2N, + N,,) colunas.

A matriz A é conhecida como matriz de rigidez e M a matriz massa.

A fim de obter provas relacionadas a estabilidade e convergéncia, a
pressao (sob a condigao inf-sup discreta) pode ser eliminada do sistema a partir da

escolha do espaco discreto de divergéncia livre V* c X"
Vh={vte X" (",V-v") =0 V¢" e Q"}. (3.12)
Observe que espacgo discreto de divergéncia livre nao é igual ao espaco
continuo de divergéncia livre, ou seja, V" ¢ V, porque, em geral, V - uh #£ 0.
De (3.4), a velocidade aproximada da ENS u”(¢) : [0,7] — V" satisfaz

1
<uf:,vh)+ﬁ(vuh,vw)m*(uh,uh,vh) = (fvh) vvieVh (3.13)

3.3 Discretizacao Temporal

O sistema de EDO’s proveniente da semi-discretizacao apresenta trés
caracteristicas que influenciam a escolha dos métodos de discretizacao temporal:
e rigidez do problema em regioes dominadas por efeitos difusivos;

e a sensibilidade global do problema fisico e a falta de regularidade de

sua solucao;

e grande nimero de pontos na malha, que leva a um sistema grande de

EDO’s.
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Neste trabalho serao abordados métodos implicitos, que sao usados em
problemas onde os métodos explicitos exigiriam passos de tempo impreterivelmente
pequenos para manter a condicao de estabilidade. Fica claro que métodos implici-
tos exigem uma computacao adicional e consequentemente podem elevar o tempo
computacional, mas sob o ponto de vista deste trabalho ainda sao mais vantajosos
por serem incondicionalmente estaveis. Métodos explicitos, geralmente, sao utili-
zados em problemas onde o passo de tempo precisa ser muito pequeno (devido a
natureza do problema), o que satisfaz automaticamente a condigiao de estabilidade

desses métodos. Outra vantagem ¢é a facilidade de paralelizacao.

Defina At > 0 o passo de tempo, isto é At =t, —t,_1, onde t, = nAt,

paran = 1,..., Ny, onde Nr = Al e considere u" = u”(z,y;t,) e ph = ph(x,y;t,).

¢
Neste trabalho serdo tratados os métodos de Euler implicito (EI), Crank-Nicolson

(CN), método € de passo fracionado 0 (FS0) e método 6 de passo fracionado 1 (FS1).

Todos os métodos temporais podem ser definidos a partir de um pro-
blema de valor inicial, segue
u + Au) = f, (3.14)
u(0) = up, (3.15)
onde A é um operador, tal que A: H — H, onde H é um espaco de Hilbert. Tome

dois operadores A; e A, tal que

A=A+ As. (3.16)

Da teoria de EDO’s tem-se algumas consideracoes a respeito da estabi-

lidade.

A fungdo de estabilidade (ou fator de amplificacdo) R(x) aparece da
discretizacdo temporal dos métodos numéricos, onde se esta interessado em u” 1

tal que

ul = R(z)ul. (3.17)



33

Definicao 3.3.1. Segue defini¢ao a respeito da estabilidade dos métodos numéricos.

o A-estavel: tem-se que o método € A-estavel quando a funcao de estabi-

lidade satisfaz |R(z)| <1

e Fortemente A-estavel: tem-se que o método € fortemente A-estdvel

quando a funcgao de estabilidade satisfaz lim, o |R(z)| =w < 1

3.3.1 Meétodo de Euler implicito (EI)

O método de Euler implicito é muito comum na teoria de EDO’s e
também pode ser utilizado em EDP’s. E um método fortemente A-estavel. A
desvantagem de EI com relacao aos demais métodos que serao apresentados neste

trabalho, é ser de primeira ordem. A partir de (3.14)-(3.15) define-se EI:
h_ o, .
Uy = Up; (3.18)
entdo para n > 0, com u” conhecido, obtenha uZH por

UZH - UJZ h
—At =+ A<un+1) = fnt1, (319)

onde u, 1 = u((n + 1)At).

ssim, o0 método de para as ¢ dado: a partir de (u,.,p,) €
Assi étodo de EI ENS é dad ir d ZZ
(X", Q") encontre (u?_ ,,pl.,) € (X", Q") satisfazendo
uZ —uZ 1 .
( +1At 7Vh) * ﬁ(vuzﬂ’ Vv +b (uZH,quH,vh) -
_(pZHaV : Vh) = (fn+1,Vh) Ve Xh, (3.20)

(Voul,,¢)=0  Veq. (3.21)

Uma dificuldade que se encontra nos métodos implicitos é a resolucao
de um sistema nao-linear em cada passo de tempo. Para isso existem métodos

iterativos de linearizacao local, tais como Picard e Newton, vistos na secao 2.5.
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3.3.2 Meétodo de Crank-Nicolson (CN)

O método de Crank-Nicolson, estudado em Teman[40], é um método
de segunda ordem de passo simples, combinacao dos métodos de Euler implicito e

Euler explicito. A partir de (3.14)-(3.15) e (3.16) define-se CN:
up = up; (3.22)

entdo para n > 0, com u conhecido, obtenha uZH satisfazendo
h

h
Upp1 — Uy
HT + Av(uy) + As(u) = fogry, (3.23)

onde fori2 = f((n+1/2)At), Ay =1Ae A, =LA

Considere, por simplicidade, H = RY, f =0, uy € RY e A uma matriz

N x N simétrica e positiva definida. Isolando u!’, | tem-se

I+ 44
Up gy = (—I —arg | U (3.24)
2
que implica em
. 1+ Atk A
hyi )
2

onde \; > 0,7 =1,..., N, sao os autovalores da matriz A.

Tome x = AAt, considere uma fun¢ao racional R;(x) definida por

Ry(z) = , (3.26)
chamada funcao de estabilidade.

Note que tem-se |Ri(z)| < 1, logo o método CN & A-estavel. Agora, a

verificacao de fortemente A-estavel, segue

lim |Ry(z)| =1, (3.27)

T—r+00
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ou seja, o método CN nao é fortemente A-estavel.

A seguir é dada a solucao das equagoes de Navier-Stokes discretizadas

no espaco via elementos finitos e no tempo pelo método CN.

A versdo I-leg (ou seja, o termo nao-linear é mantido na sua forma
completa) do método CN para as ENS é dada: a partir de (u,p?) € (X" Q")

encontre (u? ,,pl ;) € (X", Q") satisfazendo

h h h h
W, — 4, , L U, + u, h
<—At ,v)—l—Re (v<—2 ),VV)—i-

h h h h h h
—f-b* (unJrl + un7 un+1 + un,Vh) . (anrl +pn7v . Vh> —

2 2 2
= (M,W) Vvt e X", (3.28)

h h
(v- (u”%ﬂl") ,qh> —0 V" e Qh. (3.29)

Muitas variagoes de (3.28)-(3.29) sao utilizadas. Neste trabalho, para

os termos que acompanham a pressao optou-se por

h h
Png1 t Dy
( +12 ) V- Vh) ~ (p:LH»l? V- vh) )

h h
u,.; t+u,
(V . +12 ,qh> ~ (V : uZH, qh) ;

e para o termo nao-linear optou-se pela versao 2-leg, dada por

h h h h
b* (un—H + u, un+1 + u, vh)
)

Loin h my . Yeon o h ok
2 ) 2 ~ §b (un-‘rl?un-i-l?v )+ §b (un7un7v ) (330)

A versao 2-leg é mais conveniente que a versao 1-leg pois descreve o
termo nao-linear com menor quantidade de termos, e isso pode reduzir o tempo
computacional. Mas segundo Maubach [32] deve-se tomar cuidado na escolha dessa
simplificacao. Maubach diz que pela experiéncia computacional, para fluxos lamina-

res com numero de Reynolds moderados esta escolha é apropriada, e os resultados

nao tem diferencas significativas. Ja para escoamentos com alto niimero de Reynolds,
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a escolha da versao 2-leg pode nao alcancar os resultados desejados. Acredita-se que
nesta simplificagao os termos desconsiderados tenham propriedade de estabilizar o
fluxo. No Capitulo 6, serao apresentados resultados comparando o método CN com

as duas abordagens do termo nao linear.

Da mesma forma que EI, o termo convectivo necessita de linearizacgao,

que pode ser feita através dos métodos de Picard e Newton.

Introduz-se 6;, para ¢ = 1,2,3,4, que condensa a forma de escrever
os métodos e ajuda a implementagao do cdédigo computacional e Aty o passo de
tempo para o termo da pressao. Para se obter a solucao aproximada das equacoes
de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis, dado (u},p}) € (X", Q") encontre

(w1, Pt q) € (XM, Q") satisfazendo

(up 1, v") + O1AtH{Re ™ (Vuly, Vv") + 0% (u}, 1, uf v — At (pl,, V- v =
= (u},v") — G At[Re™ (Vul, Vv") + b*(uf, uf, v)] +
+ O3At(fy, v") + 04 At (fry1, V) Vv e X (3.31)

(V-upy,q") = 0 V" e Q" (3.32)

Na tabela 3.1 sao dados os parametros para os devidos métodos de
discretizacao temporal. O método de Euler explicito nao ¢ abordado no presente

trabalho.

th O O3 04 tp tin Aty

Euler explicito 0 1 1 0 t, thy1 At
Euler implicito (EI) 1 0 0 1 ¢, tp At
Crank-Nicolson (CN) 0.5 0.5 0.5 05 t, te At

Tabela 3.1: Tabela de parametros para métodos temporais
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3.3.3 Meétodo 6 de passo fracionado (FS)

A escolha do método F'S justifica-se do fato que o método EI (fortemente
A-estavel) é apenas de primeira ordem enquanto o método CN apesar de ser de
segunda ordem, as vezes pode sofrer com instabilidade devido o fato de nao ser

fortemente A-estavel (CN é A-estavel).

Outra diferenca do método FS, descrito por Bristeau, Glowinski e Pe-
riaux |7|, para os métodos EI e CN é que ele resolve o problema proposto em trés

etapas para cada passo de tempo, por isso € um método de passo fracionado.

Tome 6 no intervalo (0,1/2), a ideia do método FS é dividir o intervalo
[nAt, (n+1)At] em trés subintervalos, e integrar com respeito ao tempo em [nAt, (n+
0)At], em seguida no intervalo [(n + 0)At, (n + 1 — 0)At] e por fim em [(n + 1 —
O)At, (n+ 1)At]. A partir de (3.15), tome

O método derivado por Bristeau, Glowinski e Periaux [7] toma (3.14) e

(3.16) para definir FS: para n > 0, com u” conhecido, obtenha u” o, u”, e ul

satisfazendo
Wbl
e A ) + As(uf) = fure, (3.34)
OAL
Uni1—9 — Unto h h
(1—20)At + A1) + Aoty y19) = frsr-o, (3.35)
“Z+1 - quer h L
OAt + A1(ungy) + Aoty y1-9) = frt1, (3.36)

Considere H = RY, f =0, ug € RY e A uma matriz N x N simétrica

e positiva definida, onde

Ai=1A, Ay=nA, comTt+n=1 7>0n<L (3.37)
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Claramente, a solugao de (3.14) é dada por

u(t) = e ug. (3.38)

Tome 0* =1 — 26, de (3.34)-(3.37), isolando u!', , tem-se

ul = (I 4+ 70AtA) NI — nOALA) (I + no*AtA) (I — 70" AtA) x
x (I +TOALA) (I —noAtA)",  (3.39)

que implica em

i = 4
U S T 0AIN (1 0 Ay (3.40)

onde \; > 0,7 =1,..., N, sao os autovalores da matriz A.

Seja a fungao de estabilidade Ry(z) dada por

(L —nhz)*(1 — 70%x)
Bole) = gz o) (3:41)

Aplicando o limite quando x — 400, obtém-se

lim |Ry(x)| =n/T, (3.42)

r—-+00

Note que se |Ra(x)| > 1 o método é instavel, por isso, precisa-se deter-

minar

T2, (3.43)

para ter a estabilidade do método FS para grandes autovalores de A.

Agora, uma discussao sobre a ordem de aproximacgao do método FS.

Expandindo (3.41) em série de Taylor pode-se mostrar que

Ry(z)=1—2+ %x2[1 + (n* — 72)(20% — 40 + 1)] + 2%¢(2), (3.44)
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com lim, ,pe(xz) = 0. Implica de (3.44), que o método FS é de segunda ordem se
T =n(=1/2 de (3.37)) ou
V2

6=1- - ~0.2928... (3.45)

Caso contrario o esquema seria de primeira ordem. Observe que se
7 =1, o método FS é incondicionalmente estavel para qualquer 6 € (0,1/2), no

entanto de (3.42) tem-se

lim |Ry(z)| =1, (3.46)

T—+00
que indica que o esquema nao é fortemente A-estavel. Logo, nao é bom para resolver
problemas rigidos, ou seja, problemas que Ay/A; > 1. A partir dessa observacao
espera-se que o método nao seja adequado para capturar solucoes estaveis de pro-

blemas rigidos obtidas a partir das equagoes diferenciais parciais.

Segundo Bristeau, Glowinski e Periaux [7], de modo geral, deve-se es-
colher 7 e  a fim de obter uma n1til construcao de matrizes do sistema nos trés

subpassos, isto é, tem que satisfazer
70 = no*, (3.47)

que implica

0
77——1_6—1—7'. (3.48)

Combinando (3.43) e (3.48) obtém-se que 0 < § < 1/3. Para § = 1/3
implica 7 =1n. Se 0 < 0 < 1/3 e 7 e n sao dados por (3.48), tem-se que

lim |Ry(z)| <1 (3.49)

T—r—+00

ou seja, o método é fortemente A-estavel.

Ainda, pode-se provar que 6 € [#',1/3], (com ' = 0.087385...) e T, 1

dados por (3.48), implica que o método FS é incondicionalmente estavel.
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Assim,se9:1—%i,tem—seT:2—\/§e9*:n:\/§—1.

O método FS vem sofrendo algumas modificacoes ao longo do tempo
(no que se refere ao peso dado nas partes implicitas e explicitas e a abordagem do
termo nao linear), as simulagoes deste trabalho seguirao a proposta apresentada em
John et al. |21] para as equagoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis, que
sao dadas por (3.31)-(3.32) e a escolha dos parametros na tabela 3.2. Note que
existem duas variagoes do método 6 de passo fracionado, FSO e FS1. A diferenca é
que FS1 requer o célculo da forca f nos tempos t,, e t,,.1 — 0At, enquanto FSO requer

o calculo da f nas trés etapas de tempo.

6, 0y 03 0, ty trt1 Aty
FSO 760 n0 no 76 tn t, +0At  OAL
no* T0* T nd*  t,+0At t,1 —O0AL G*AL
T nf nd 10 t,. —0AL Lt At
FS1 70 no 0 0 i t, +0At  OAL
no* 0 0 0  t,+0At t,1—O0AL O*At
70 nl 0 0 the1 —0OAL b1 OAL

Tabela 3.2: Tabela de parametros para os métodos 6 de passo fracionado

A partir da tabela 3.2 percebe-se a diferenca dos métodos 6 de passo
fracionado para os métodos de Euler implicito e Crank-Nicolson. Como comentado
anteriormente, F'S resolve o problema em trés etapas para cada passo de tempo At.
Essas trés etapas nao sao divididas igualmente, veja a figura 3.10. Perceba que a
primeira etapa é dada por 0At, a segunda etapa é dada por 6*At e a terceira etapa

novamente OAt, assim as trés etapas totalizam um passo de tempo At.

Comparando com outro método de segunda ordem: CN, o método FS
atribui diferentes pesos para as partes implicitas e explicitas em cada etapa do passo

de tempo, diferentemente de CN, que trata as partes de forma igual, isso pode ser
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7] a* B
i i [
1

nat (n+1)At

Figura 3.10: Passo de tempo do método € de passo fracionado

verificado na tabela 3.2. Perceba que na primeira e terceira etapas (totalizando
aproximadamente 60% do passo de tempo At) a parte implicita (6 e 64) tem maior
peso que a parte explicita (A e 03), pois 7 > 7. Ainda, note que a pressao é
tratada completamente implicita em cada etapa do passo de tempo, para verificar

isso observe o termo At; na tabela 3.2.

Para maiores detalhes sobre esse método temporal recomenda-se o ar-
tigo de Kloucek e Rys [23], que trata da estabilidade e convergéncia do método FS

para as equacoes de Navier Stokes para fluidos incompressiveis em regime transiente.

Feita a discretizacao temporal pode-se escrever o sistema linear com

discretizacao no espago e no tempo, segue

O1AtA + M 0 Aty(BYHYT al O3ALF + 04ALF!
0 O1AtA + M At(B?)T o | = | OsALF? 4 04AtF? | —
B! B? 0 Bri1 0
O AtA + M 0 0 o
- 0 0o AtA+ M 0 a? (3.50)
0 0 0 0

3.4 Meétodo da Penalidade

O método da penalidade tem a caracteristica de desacoplar a velocidade
e a pressao. Segundo Gunzburger [14] este método tem ganhado espago por trés

razoes: o desacoplamento da velocidade e da pressao leva a reducao do niimero de
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graus de liberdade; a condi¢ao de incompressibilidade pode ser removida do processo

de solucao da velocidade; e porque o método funciona bem na préatica.

O método da penalidade é utilizado em problemas de escoamentos in-
compressiveis com o objetivo de estabilizar os elementos que nao satisfazem a con-
dicao de admissibilidade dos elementos, ou seja, nao satisfazem a condicao inf-sup

discreta.

A ideia do método é perturbar a equagao da continuidade (2.2) por um

termo pequeno contendo a pressao. Uma escolha é
Ep+V-u=0, £€R (3.51)
outras possibilidades podem ser feitas, por exemplo, £Vp, que nao serd abordada.

O método da penalidade para as equacoes de Navier-Stokes continuas

(2.1) é dado: Se p = —%V - u, tem-se

u; —vAu+ (u-V)u— %V(V -u) = f (3.52)

com & > 0. Assim, pode-se resolver a velocidade independente da pressao e depois

a pressao é calculada.

Pode-se derivar as equacoes de Navier-Stokes dependentes do tempo
semidiscretas (3.4)-(3.5) utilizando o método da penalidade: encontre (u”,p") €

(X", Q") satisfazendo

1
(ulr, v") + E(Vuh, Vv 4 bt ul vt — (" Vv = (v Vv e XT13.53)

(V-u", ") =€ ") = 0 v ¢" € Q"(3.54)

Do método tem-se o termo,

(Mp)lj = (djwwj) Z?] = 17"'7va

conhecido como matriz massa da pressao.
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Note que o sistema (3.11) é modificado:

M 0 0 o A 0 (BY at F!
0 M 0 a2 |+ 0 A (BH)T o2 | =1 F2 |. (3.55)
0 0 0 By B' B%* ¢M, 54 0

Perceba que o bloco de zeros, que multiplicava os graus de liberdade da

pressao, que havia em (3.11), agora com o método da penalidade nao existe mais.
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4 ERROS, TAXAS DE CONVERGENCIA E
APROXIMACAO DE COEFICIENTES

Em simulagoes numéricas algumas perguntas sempre devem ser feitas:

" converge para u? Ou ainda, serd que o codigo estd correto? Se a

Serd que u
resposta para essas duas perguntas for positiva outra pergunta pode ser feita: Com

que rapidez a solucao aproximada esta convergindo para a solugao exata?

Todas essas perguntas podem ser respondidas através de calculos de
erros e taxas de convergéncia em problemas com solugoes exatas conhecidas, e a
partir disso resolver problemas onde a solucao ainda nao é conhecida ou nao pode

ser calculada.

Ainda, para problemas onde a solucao exata nao é conhecida, por exem-
plo, o escoamento em torno de um cilindro, pode-se aproximar coeficientes aerodi-
namicos e fazer comparagoes com a literatura, a fim de aproximar o fluxo da melhor

maneira possivel.

4.1 Erros

Por uma questao de notacao, considere

[l = e55 supporegllo(t: )l

T 1/p

lolowe = <K;Hwtﬂﬁﬁ) |
lollloos = mace [l

M 1/m
lolllmpe = (Z IIUnHZ;"At> :
n=0
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Assume-se que os espacos da velocidade e da pressao satisfazem a con-

digao inf-sup discreta (3.3) e as seguintes propriedades de aproximagao

infh llu —v|| < O |ullprr, ue H Q)Y (4.1)
veX
inf |lu—vllmn@ < Ch*ullkr, v e HHQ), (4.2)
ve
inf ||p —ql| < Ch*H|plleyr, p e HHQ). (4.3)
qeQr

onde k é o grau do polinémio interpolador da velocidade e s da pressao.

Precisa-se saber se a solucao aproximada converge para a solu¢ao con-
tinua. Em Layton [25] é dado o teorema referente a convergéncia para as equagoes
de Navier-Stokes incompressiveis em regime transiente discretizadas no tempo pelo

método de CN.

Teorema 4.1.1. Tome (u,p) suficientemente suaves, solugoes forte das equagoes
de Navier-Stokes (2.9)-(2.10). Discretizagao temporal dada pelo método de CN.
Suponha que (ul, pl) sio aprozximagoes de (u(0),p(0)). Entio existe uma constante

C = C(u,p) tal que

Il —v"lloco < F(ALR) +CR  Y|ullloogrr,  (44)

M—1 1/2
{VAt Z IV (py1/2 — UZ+1/2)|’2} < F(At h) + Cv' 2 AR (| Vayl|20 +

n=0

+CvY2hE ||l

2,k+1, (4:5)
onde F(At, h) = O(At? + h¥):

F(At h) = C{v~ ' 2hM 12 (]|l 10) + 20"l

ik + 1Vl

2,k+1

VIR 3 g+ 0]+ 2 ,0)) + 02 o

2,541
H(AL ([[ugell20 + v peell20 + fill20 + 2 Vagello0 + v 2 Vage|l3

V2Vl + v ValIf)} (46)

k € o grau do polindomio base da velocidade e s € da pressao.

No caso de utilizacao de elementos Taylor-Hood e método temporal

Crank-Nicolson, segue abaixo.
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Corolario 4.1.1. Suponha o método de discretizacio temporal CN e os espacos X"

e Q" compostos pelos elementos Taylor-Hood. Entio o erro é da ordem

M—1 1/2
[[a = u"|[lec0 + {VN > IV (grye — UZH/Q)HQ} = O(h*+ At?). (4.7)

n=0

A partir de (4.4) note que o erro no espago da velocidade na norma L?
para as equagoes de Navier-Stokes é dado por |[u—u"|| = O(h*), onde k ¢ o grau da
funcio base da velocidade. Mas da teoria de interpolagao tem-se [[u—u”|| = O(h**1),
ou seja, a estimativa dada por (4.4) ndo é 6tima. Por isso, pode-se tentar utilizar
um argumento de dualidade chamado truque de Nitsche, a fim de obter a mesma

taxa proposta pela teoria de interpolacio, ||[u — u”|| = O(h*+1).

Neste trabalho nao serd detalhada tal estimativa, que pode ser verifi-
cada para um problema de Poisson em Thomée [41]. Mas tem-se observado que a
estimativa é valida também para as equacoes de Navier-Stokes incompressivel em
regime transiente. O teorema 4.1.1 poderia ser provado novamente utilizando-se do
argumento de dualidade a fim de obter esta estimativa 6tima. A obtencao destas
taxas Otimas para as ENS pode ser verificada com os resultados computacionais no

Capitulo 6 deste trabalho.

No Capitulo 6 algumas andlises de erro sao feitas, por isso se fazem

necessarias algumas defini¢coes, que seguem

e O erro da velocidade na norma L?(0,T; H'(2)?) é dado por

Np—1

1/2
1w — w201 y2) = { S (Vi Vu’;mnw} . (48)

n=0
e O erro para a pressao na norma L*(0,T; L?(2)) é

Npr—1

1/2
1P = pull20riz2@) = { > (pan —PZH)HQN} : (4.9)

n=0
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4.2 Taxas de Convergéncia

Para obter as taxas de convergéncia no espaco da velocidade na norma
do supremo deve-se ter atencao. Para alcancar as taxas 6timas da velocidade na
norma L? algumas escolhas apropriadas devem ser feitas: para os métodos de dis-
cretizagio temporal CN e FS escolhe-se At = h*? quando o elemento for P2/P1,
para P1b/P1 escolhe-se At = h e para o elemento P3/P2 escolhe-se At = h%. Nao
serao analisadas as taxas de convergéncia no espaco a partir do método de Euler

implicito.

Ainda, se o objetivo é encontrar as taxas de convergéncia no tempo
algumas escolhas também devem ser feitas. Para o erro da velocidade na norma
L? com elemento P1b/P1, deve-se escolher h = At para os métodos CN e FS, pois

ambos sdo de ordem 2 e para o método de EI basta h = (At)'/2, pois é de ordem 1.

As taxas de convergéncia 6timas dos métodos espaciais esperadas pela

literatura sdo dadas na tabela (4.1).

Elemento | Taxa em [ju — uy|| | Taxa em |[|[V(u — uy)||
P1b/P1 2 1

P2/P1 3 2

P3/P2 4 3

Tabela 4.1: Taxas de convergéncia esperadas para diferentes elementos

Para obter a taxa de convergéncia um calculo deve ser feito. Suponha

que o erro obedeca uma relacao do tipo
E(h) = Ch?,

onde p é a taxa esperada.
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Divida E(h;) por E(hy), onde hy e hy sdo refinamentos sucessivos da
) _ (1 >
E(hs) he )

E(h) (hl)
lo =plog | — |,

E(hy)
_ log B(h)

p=—"=.
o)

4.3 Aproximacao de Coeficientes Aerodinamicos

malha, tal que hy > ho, temos

aplique o logaritmo

por fim, a taxa é dada por

(4.10)

Os coeficientes aerodindmicos podem ser obtidos a partir de (2.16)-
(2.17). Mas, existe uma alternativa de aproximagao dos coeficientes a partir da
formulacao variacional do problema, que se adapta muito bem para o método de

elementos finitos. Essa alternativa é dada em John [19].

Lembrando que n = (n,,n,)7, ts = (n,, —n,) e u = (uy, uy), entao

auts

on

= (U1 2Ny — U2 2N )Ny + (U yThy — Uz Ty )Ty (4.11)

Do termo incompressivel das equacoes de Navier-Stokes,

0=V u=1u,+u,. (4.12)

Tome S o corpo em deslocamento. Desde que a velocidade em cada

componente seja constante no contorno de S, entao é valido que

0
o UL gNy — Uy, =0 em S, (4.13)
Ot ’ ’
0U2
= Ug Ny — Uz Ny =0 em S. (4.14)

Ot
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De (4.13) e (4.14) em (4.11), tem-se

auts

on

= (Ury — Ug2)12 + (U1y — Ugz)n

= ul,y(ni + nZ) — Uy (n2 + nZ) = Upy — Uy (4.15)

Entdo (2.16)-(2.17)

Cq = pLUﬁnax /{pV U1 xny U2 xnx)nx + (U/1 yny U9 yn$)ny] y — pnx}ds’

C = pLU2 /{pV (751 a:ny U9 xnx)na: + (ul yny U9 ynm)ny]nx —+ pny}ds

ficam

Cq =

/{py[ul,y — Ug x|y — PNy }dS, (4.16)
S

max

C = —

/{pu[ul,y — Ug 4 |ny + pny FdS. (4.17)
s

max

Segundo John [19]| pode-se derivar novas regras sobre os coeficientes ¢4 e
1, calculando-os sobre todo o dominio €2 e nao mais sobre .S. Para isso, na obtencao
da formulacgao variacional do problema algumas mudancas devem ser feitas. A partir
de (2.1), aplicando o teorema da divergéncia e considerando condi¢ao de contorno

nao nula sobre S, tem-se

(u, v) + v(Vu, Vv) + b (u,u,v) — (p, V- v) — (f,v) +

—/p-n-vdS+/VVu-n-vdS:O. (4.18)
S S

onde n acima definido é o vetor normal direcionado de S para 2. Por isso, altera-se

o sinal das integrais em S.

Para o coeficiente de arrasto, tome a fungao teste v = (v1,0)7 e v1]|s = 1.

Para o coeficiente de sustentacao, tome v = (0,v2)7 e vq|g = 1.

Note que para o coeficiente de arrasto,

—/p-n-vdS: —/pnde, (4.19)
S S



50

e a partir (4.12), (4.14) e (4.15) obtém-se

/uVu ‘n-vdS = /u(ul,xnz + Uy Ny, U oMy + Uy ) - (1,0)dS
S S

= /V(umnm + uy yny)dS = / v(—ugyng + Uy yny,)dS
s s

auts

= /V(—umny—l—ul,yny)dS:/V ny,dS. (4.20)
S S on

Entao, de (4.19) e (4.20) em (4.18), tem-se

/S [1/8;1:5 Ny — pnm] dS = —[(ug,v) + v(Vu,Vv) + b*(u,u,v) — (p, V- v) — (f,v)](4.21)

Finalmente, multiplicando tudo por ﬁ, de (4.16) e (4.21), tem-se
2
calt) =~ () + 0V, 99) B v) = (.Y ¥) = (7)), (422

onde v = (v1,0) e v1]s =1

Para o coeficiente de sustentacao, analogamente,

—/p ‘n-vdS = —/pnde, (4.23)
S S
e de (4.12), (4.13) e (4.15)

/ vVu-n-vdS = / v(ug Ny + Uz yny)dS
s s

= /u(ugwnx — Uy 4Ny )dS = / V(U ey — Uy Ny )dS
S s

8uts

= —/Sl/ n n,dsS. (4.24)

Entao, de (4.23) e (4.24) em (4.18), tem-se

—/S [Vaaur:S Ny —i—pny] dS = —[(ug,v) + v(Vu,Vv) + b*(u,u,v) — (p, V- v) — (f, v{}.25)

Multiplicando tudo por m, de (4.17) e (4.25), tem-se

a(t) = _pL;2 [(ug, v) + v(Vu, Vv) + b*(u,u,v) — (p, V-v) — (f,v)], (4.26)

max

onde v = (0,v3) e va|s = 1.
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5 MODELO DE DECONVOLUCAO DE LERAY

Em 1934, J.Leray [28, 29| introduziu a seguinte regularizagao das equa-

¢oes de Navier-Stokes (2.1)-(2.2)

w+u-Vu—vAu+Vp = f em Qx (0,7), (5.1)

Viu = 0 em Qx(0,7), (5.2)
que ficou conhecida como modelo de Leray.

Leray escolheu u = g5 x u, onde x é a convolugao, gs ¢ um Gaussiano
associado com uma escala de comprimento 0. Essa teoria de Leray mostra-se eficaz
como um modelo de regularizacao para simulacao de escoamentos turbulentos com
a modificacao que o filtro Gaussiano ¢é substituido por um filtro diferencial estudado

por Germano [13, 12],
= (—6’A+1)""u. (5.3)
Segue definicao do filtro diferencial discreto, dado em Manica e Kaya

Merdan [31]

Definigao 5.1. (Filtro diferencial discreto) Dado u € L*(Q2)?, para um filtro de raio

§>0, 0" = Aglu ¢ a tnica solucio em X" C X de
SA(va', vvh) + (@, v") = (u,v") w'e X" (5.4)

Definicdo 5.2. Defina a projecio L?, I" : L?(Q)? — X" e o operador Laplaciano
discreto Ay, : X — X" por

(I"a —u,v") =0, (5.5)

(Apu, v") = —(Vu, Vv"), (5.6)

para qualquer v € X",
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Pode-se escrever que A, := (=624, +11") e @ = (=024, + 1) tu”,
Neste trabalho sera considerado o modelo de deconvolucao de Leray:

u;+ Dy(U)-Vu—vAu+Vp = f em Qx(0,7), (5.7)
Viu = 0 em Qx(0,7), (5.8)

onde Dy é um operador de deconvolugao de van Cittert, dado por Bertero [4], segue

definicao.

Definicao 5.3. O operador de deconvolugao discreto de van Cittert Dy € definido
por

Dyu" = (I - A;")"u". (5.9)

n=0

Entao para N = 0,1, 2,3, os operadores sao dados por

Dhu" = u", u"e X", (5.10)
D' = 2u" —uf" Wt e X" (5.11)
T
D' = 3u'—3u +ut, u'e X" (5.12)
—h
—h  —h
Diu" = 4u" - Gub +duh —uh , u'e XM (5.13)

Por questoes de notacao, quando N = 0 tome Leray0, quando N =1

tome Lerayl, ou seja, para N tem-se LerayN.

Segundo Dunca e Epshteyn [10] o operador de deconvolucao Dy satisfaz

para u suave,

Dyu=u+O0(**?) N=0,1,2,3,... (5.14)

Uma vantagem do modelo é que aumentando N — N + 1 aumenta

a precisao de O(6*N*2) para O(6?°V71), mas isso requer a resolucio de mais um
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problema de Poisson ((—¢2A + 1)~'u) por passo de tempo. Por isso, deve ser obser-
vado se é benéfico altos valores de N, pois o tempo computacional pode aumentar

significativamente. Observe que na pratica trabalha-se com valores N < 7.

Apos obter a formulacao variacional, a discretizacao espacial e a discre-
tizacao temporal pode-se encontrar a solu¢ao aproximada. Tome At > 0, (ug,pg) €

(X", Q"). Paran =0,1,2,..., M —1, encontre (up,,,pl, ) € (X", Q") satisfazendo

- . —h
(uZH, vh) + 01At[Re 1(Vu2+1, Vvh) +b (D?VuZH ,uZH, vh)} _
—-h
—Aty(ppi 1, V-V = (uf, v") — At Re™ (Vul, Vv") + 0% (DRul uf, v")] +
+03 AL (£, V) + 04 At (Frp1, v ¥V VP e X (5.15)

(V-ul,d) =0 V" eq@" (5.16)

onde 0;, para i = 1,2, 3,4, sao escolhidos de acordo com o método temporal utili-

zado, veja as tabelas 3.1 e 3.2.

A estimativa de convergéncia do modelo Leray com CN é dada por

Layton et al.[27], segue:

Teorema 5.1. Tome (u,p) suficientemente suaves, solugoes forte das equagies de
Navier-Stokes (2.9)-(2.10) satisfazendo as condigoes de contorno periddicas ou nao
deslizante, tal que as normas de (u,p) no lado direito de (5.17)-(5.19) sejam finitas.
Suponha (},p) aprozimagoes de (u(0),p(0)). Suponha também o método de discre-
tizagao temporal CN. Entao para At suficientemente pequeno eziste uma constante

C = C(u,p) tal que
lla = u"[lloo,0 < F(AL, 7, 8) + CR Y[ [ulllog o1, (5.17)
M1 1/2
{VN DIV - uZ+1/2)/2)H2} < F(At, h,8) + OV 2 A8 | Vuy 2,0

n=0
+CVY2RE | [ulloprr (5.18)
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onde

F(At h,8) := C*{v~2F12(|||u|

frer NIVl 0) + 2 2RE a2 001

o 2l e + 22l 6 ,0) + 2Ryl

2,s+1
N

+I/71/2(52N+2HAN+1A7(N+1)11H270 + V*1/2(5hk + hk+1) (Z HAnuH2,k+1>
n=0

HAD (lugellz0 + v Ipill20 + [fiell2.0 + 2 Vagll20 + v 2 Va3

V[ Vallfo + v IIValI0))  (5.19)

onde s € o grau do polinomio base da pressao e k da velocidade.

Demonstragao. A demonstragao desse teorema é feita por Layton et al. [27]. O

Do teorema pode-se obter as ordens de convergéncia dos métodos.

Abaixo segue utilizando os elementos Taylor-Hood.

Corolario 5.1. Tome (u,p) suficientemente suaves, solugoes forte das equagoes
de Navier-Stokes (2.9)-(2.10). Suponha (ub,pl) sio aprozimagies de (u(0),p(0)).
Espacos de elementos finitos Taylor-Hood. Suponha também condicoes de contorno
periodicas ou U € H§N+2(Q)2 nas condicoes de contorno nao deslizante, e que as
normas do lado direito de (5.17)-(5.19) sejam finitas. Entao o erro do método de

elementos finitos para o esquema de deconvolucao de Leray € da ordem

M—1 1/2
= 0l + {mt S IV (e - ufzﬂ/g)u?} = O+ AP + 2VH2)
n=0

Aqui, também cabe uma discussao a respeito da obtencao de taxas de
convergéncia. Observe que com a utilizagao dos modelos de deconvolugao de Leray

deve-se observar a selecao do parametro 0.

Primeiro sob o ponto de vista da obtencao das taxas de convergén-
cia. Suponha que esteja aproximando as ENS em regime transiente com elementos
Taylor-Hood e método temporal CN. A partir da teoria de interpolagao espera-se

ordem 3 na norma do supremo da velocidade e ordem 2 na norma do gradiente da
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velocidade. Escolhendo o modelo de Leray com N = 0 (Leray0), note que além
de escolher At = h3/? precisa-se escolher §, tal que § = %2, Note que escolhendo

d = h o erro ficaria limitado por 42, ja que N = 0.

Por isso, quando o modelo de deconvolucao de Leray for utilizado com
o intuito da obtencao de taxas de convergéncia deve-se prestar atencao também na

escolha de 4.

Sob o ponto de vista da solu¢ao do escoamento (exemplo 5 do capitulo
6), onde se esté interessado em aproximar qualitativamente problemas reais, a esco-
lha de 0 geralmente é feita a fim de que as solu¢oes do modelo de deconvolugao de
Leray tenham relacao com o incremento da malha. Em geral, escolhe-se § dada por

uma fungao linear de h, por exemplo d = h ou 0 = h/2.

No exemplo 5 do capitulo 6 (escoamento em torno de um cilindro), a
escolha de 0 é dada por § = 27r/2n, onde r é o raio do cilindro e n a quantidade
de pontos em torno do cilindro, ou seja, 6 é o comprimento do cilindro dividido por
duas vezes o niimero de pontos ao redor do dele. Logo, essa escolha tem relagao com
o tamanho do incremento da malha proxima ao cilindro (local onde ocorre a maior

varia¢ao no escoamento).
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6 RESULTADOS

Nesse capitulo serao apresentados alguns resultados de solu¢ao numé-
rica das equacgoes de Navier-Stokes, em alguns casos comparando-os com suas respec-
tivas solugoes exatas, através de calculos de erros, graficos e taxas de convergéncia.
Serd, também, apresentado um problema que nao possui solucao analitica: esco-
amento em torno de um cilindro, onde serao calculados coeficientes de arrasto e
sustentacao. Por fim, sao dados resultados preliminares do escoamento em torno de

um aerofélio.

Todos os resultados desse trabalho foram obtidos com o codigo livre
FreeFEM++ 3.20 [15], que é um software desenvolvido para resolver equagoes dife-
renciais parciais através do método de elementos finitos. Algumas das caracteristicas
desse programa sao: descricao do problema, que pode ser feita através da insercao da
formulagao variacional; facil descricao dos contornos; geracao automatica da malha;

a grande variedade de elementos finitos triangulares.

6.1 Solucao Numérica das Equacoes de Navier-Stokes

Nessa secao serao abordados alguns problemas com solucao exata co-
nhecida para as equagoes de Navier Stokes dependentes do tempo (2.1) - (2.5). Serdo
utilizadas as discretizagoes espaciais por triangulos P2/P1, P3/P2 e P1b/P1, que
satisfazem a condigao inf-sup discreta (3.3). A discretizagdo temporal sera feita a
partir de quatro métodos: Euler implicito (EI), Crank-Nicolson (CN), método 6 de
passo fracionado 0 (FS0) e método 6 de passo fracionado 1 (FS1).

O sistema linear é resolvido pelo método UMFPACK [9], que é um

codigo para solugoes de sistemas de equacoes lineares, Ax=b , usando um método
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multifrontal nao-simétrico. O método UMFPACK é uma versao sofisticada da fato-

racao LU.

Apesar de todos os elementos utilizados neste trabalho satisfazerem
a condicao inf-sup discreta, nos exemplos desta secao foi utilizado o método da
penalidade (3.53)-(3.54) com ¢ < 107®, para melhorar a aproximacao no calculo do
erro da pressdo. No exemplo 2, utilizou-se & < 1071°. Essas escolhas de £’s se fazem
necessarias de tal forma que essa perturbacao inserida no sistema nao seja limitante
do erro. No exemplo 2, por exemplo, por ser um problema onde o erro era menor

que 1078, precisou-se escolher uma perturbaciao menor.

E importante observar que sem a utilizacdo do método da penalidade
o erro da velocidade era obtido com insignificantes variacoes em relagao a utilizagao
do método, com exce¢ao dos elementos P1b/P1, que obteve resultados piores sem
a utilizacao da penalidade. Ja para o erro da pressao, independente dos espacos

utilizados, os resultados sem a penalidade eram bem piores do que com a penalidade.

Para o termo nao-linear utilizou-se a iteracdo do ponto fixo (2.26) em
cada passo de tempo com critério de parada v < 1078, pois este se mostrou mais

rapido que o método de Newton, mas com resultados semelhantes.

Os exemplos sao resolvidos em um quadrado unitario, com malha regu-
lar, tal que h = 1/64. Na tabela 6.1 sdo dados os graus de liberdade da velocidade

e pressao para cada elemento utilizado.

Elemento | Velocidade | Pressao | Total
P2/P1 33282 4225 | 37507
P1b/P1 24834 4225 | 29059
P3/P2 74498 16641 | 91139

Tabela 6.1: Graus de liberdade para cada elemento
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O tempo final em todos os exemplos desta secao é T' = 1s e o passo de

tempo é dado por
At=0,1x27" (6.1)
para ¢ € N.

Os erros da velocidade e da pressao calculados e mostrados nas figuras
dessa se¢ao sao calculados através de (4.8) e (4.9), respectivamente. Ja as taxas de
convergéncia da velocidade na norma do supremo (Taxa 1) e na norma H! (Taxa 2)
devem obedecer as estimativas (4.4) e (4.5), respectivamente. Ou estimativas com
um grau a mais na norma do supremo da velocidade se considerar a utilizagao do

truque de Nitsche (ver tabela 4.1).

Os graficos deste capitulo estao com legenda colorida, que pode facilitar

a visualizacao dos resultados numa versao virtual.

6.1.1 Exemplo 1

Trata-se de um problema com predominancia de erro no espaco. Seja

Q2 = (0,1)% e a solugao exata de (2.1) - (2.5) dada por

w; = sin(t)sin(7zx) sin(7y)
uy = sin(t) cos(mx) cos(my)
2
p = sin(t) <sin(7r.7:) + cos(my) — —)
v
Note que o lado direito f, a condicao inicial ug e as condicoes de contorno sao

obtidas a partir de que (uy,u2,p) sejam solugoes de (2.1)-(2.5) para dado namero

de Reynolds. Nesse caso foram escolhidos dois valores adimensionais.

Na figura 6.1 seguem os graficos das solugoes exatas da velocidade e da

pressao no tempo 7' = 1s.
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Figura 6.1: Exemplo 1. Graficos da velocidade e pressao no tempo T=1s

Primeiro analisou-se para Reynolds pequeno, Re = 1, a escolha de At

¢ dada por (6.1), tal que i =0, ..., 8.

Na figura 6.2 sao comparados diferentes métodos de discretizacao es-
pacial através da analise do erro na velocidade em L*(0,7; H'(Q)) e do erro da
pressao em L?(0,T; L*(2)?) com diferentes passos de tempo, a partir de dois méto-
dos temporais: CN e FS0. Os melhores resultados da velocidade sao obtidos com
o elemento P3/P2, independente do método temporal, o que era esperado, ja que
o problema tem predominancia de erro no espago. Note que o elemento P1b/P1
apresenta resultado pior em relacao aos demais elementos. Para a pressao os me-
lhores resultados sao obtidos com o método temporal FSO, perceba que os espagos
P3/P2 e P2/P1 tem resultados praticamente iguais, o que dispensaria a utiliza¢ao

do elemento P3/P2, que tem tempo computacional maior.
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Figura 6.2: Exemplo 1 com Reynolds=1. Calculo dos erros da velocidade e pressao
para diferentes métodos de discretizacao espacial por passo de tempo

Na figura 6.3 sao analisados os métodos de discretizacao temporal nas
mesmas normas. Percebe-se que para a velocidade, todos os métodos, a partir
de ¢ = 4 ficam iguais. Para os passos de tempo iniciais os métodos FSO e CN
prevalecem em relacao aos demais. Para o erro na pressao o comportamento dos
quatro métodos é bem semelhante, mas com uma leve vantagem do método de Euler
implicito. Conjectura-se que o método de ordem 1 alcancou bons resultados porque
o exemplo tem predominancia de erro no espaco, portanto, o método temporal nao

interfere muito na solugdo. Estes resultados estdo de acordo com John et al.[21],
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onde utilizou-se elemento QQ/PldiSC, que é um elemento que subdivide dominio
em quadrados e triangulos com fungdes quadraticas (nos quadrados) no espago da

velocidade e fungoes lineares descontinuas (nos triangulos) no espago da pressao.
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Figura 6.3: Exemplo 1 com Re=1. Célculo dos erros da velocidade e pressao para
diferentes métodos de discretizagao temporal, utilizando elementos P2/P1, por passo
de tempo
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Nas tabelas 6.2-6.4 sao analisadas as taxas de convergéncia no espaco,
onde para cada elemento escolhe-se At apropriado para obter a taxa correta. Estas

escolhas sao mostradas na se¢ao 4.2.

Para os trés elementos foram alcancadas as taxas esperadas a partir dos
dois métodos de discretizacao temporal testados. Observe que as taxas da velocidade
na norma L? estdo um grau acima do esperado por (4.4), isso justifica a utilizagao
do truque de Nitsche (se¢do 4.1) para obter a estimativa 6tima da velocidade na

norma L2.

As taxas de convergéncia a partir da estimativa 6tima sao dadas na

tabela 4.1.

Por conveniéncia e tempo computacional, em nenhum exemplo desse ca-
pitulo serao calculadas taxas do método F'S1. Para analise de taxas de convergéncia

no espago o método temporal EI também nao foi testado.

CN FS0
h Errol | Taxa 1l | Erro2 | Taxa 2 | Erro1 | Taxa 1 | Erro 2 | Taxa 2
1/4 | 0.00414 - 0.10376 - 0.00414 - 0.10376 -
1/16 | 7.03e-5 | 2.9405 | 0.00628 | 2.0230 | 7.03e-5 | 2.9410 | 0.00628 | 2.0230
1/36 | 6.21e-6 | 2.9920 | 0.00123 | 2.0059 | 6.21e-6 | 2.9920 | 0.00123 | 2.0059

Tabela 6.2: Exemplo 1 com Re=1. Taxas de convergéncia utilizando o elemento

P2/P1

Observe que Erro 1 e Erro 2 sao os erros da velocidade nas normas do

supremo e H', respectivamente.




63

CN FS0
h Erro1l | Taxal | Erro2 | Taxa 2 | Erro1 | Taxa 1 | Erro 2 | Taxa 2
1/4 | 0.04819 - 0.81315 - 0.04817 - 0.81315 -
1/16 | 0.00298 | 2.0067 | 0.16245 | 1.1617 | 0.00298 | 2.0062 | 0.16245 | 1.1617
1/36 | 0.00058 | 1.9989 | 0.06965 | 1.0442 | 0.00059 | 1.9991 | 0.06965 | 1.0442

Tabela 6.3: Exemplo 1 com Re=1. Taxas de convergéncia utilizando o elemento

P1b/P1
CN FSO
h Erro1l | Taxa 1 | Erro2 | Taxa 2 | Erro1 | Taxa 1 | Erro 2 | Taxa 2
1/4 | 0.00052 - 0.00726 - 0.00052 - 0.00726 -
1/16 | 1.91e-6 | 4.0547 | 0.00010 | 3.0571 | 1.91e-6 | 4.0546 | 0.00010 | 3.0571
1/36 | 7.38e-8 | 4.0161 | 9.08e-6 | 3.0155 | 7.38e-8 | 4.0160 | 9.08e-6 | 3.015

Tabela 6.4: Exemplo 1 com Re=1. Taxas de convergéncia utilizando o elemento

P3/P2

Pode-se analisar também a taxa de convergéncia temporal. Segue na
tabela 6.5 as taxas para cada método temporal utilizando elementos P1b/P1. A
escolha de h é feita de tal forma a obter a taxa de convergéncia 6tima da velocidade

na norma L2, tais escolhas sdo comentadas na secao 4.2.

Note que as taxas dos métodos CN e FS0 sao as mesmas observadas na
tabela 6.3, justamente porque a taxa esperada é igual em ambos os casos. Observa-
se que foram alcancadas as respectivas taxas de convergéncia para os trés métodos

temporais testados: ordem 1 para EI e ordem 2 para CN e FSO.



EI CN FSO
At Errol |Taxal| Errol | Taxal| Errol | Taxal
1/4 | 0.179341 - 0.048196 - 0.048178 -
1/16 | 0.048182 | 0.9480 | 0.002984 | 2.0067 | 0.002985 | 2.0062
1/36 | 0.021437 | 0.9986 | 0.000589 | 1.9989 | 0.000590 | 1.9991

Tabela 6.5: Exemplo 1 com Re=L1.

elemento P1b/P1

Agora, para Reynolds maior, Re = 1000, utilizou-se os passos de tempo

At's dados em (6.1), tais que i =0, ..., 7.

Na figura 6.4 o menor erro da velocidade é obtido com os elementos
P3/P2, ja para os elementos P1b/P1 os resultados sdao bem piores em relacao aos
demais, que ¢ algo esperado por ser um exemplo com predominancia de erro no

espaco. Para a pressao o método FSO tem o melhor comportamento independente-

mente dos elementos utilizados.

Taxas de convergéncia temporal utilizando
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Figura 6.4: Exemplo 1 com Re=1000. Calculo dos erros da velocidade e pressao
para diferentes métodos de discretizacao espacial por passo de tempo

Na figura 6.5 sao analisados os métodos de discretizagao temporal, note
que diferentemente do exemplo com Reynolds menor, o método FS1 aproxima bem
a solucao exata da velocidade ja para os primeiros passos de tempo. O método com
aproximacao menos satisfatoria para o erro na velocidade é EI. J4 para a pressao o
método de EI conseguiu a melhor aproximacao. Conjectura-se, da mesma forma do
exemplo com Re = 1, que o método de ordem 1 fica melhor que os demais por ser um
exemplo com predominancia de erro no espaco. Observe que novamente o método

FSO0 aproxima melhor a solucao exata da pressao do que os métodos FS1 e CN. Os
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Figura 6.5: Exemplo 1 com Re=1000. Calculo dos erros da velocidade e pressao
para diferentes métodos de discretizagao temporal, utilizando elemento P2/P1, por

passo de tempo
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Nas tabelas 6.6-6.8 sao apresentadas as taxas de convergéncia espaciais

para cada método temporal analisado. Note que as taxas estao convergindo para o

valor esperado pela literatura, ver tabela 4.1. Para os primeiros passos da analise

do elemento P2/P1 (em ambos métodos temporais) as taxas parecem estar um

grau acima do esperado, mas conforme a malha é refinada as taxas vao caindo,

provavelmente até chegar a taxa correta.

CN FS0

h Errol |Taxal| Erro2 | Taxa2 | Errol | Taxa 1| Erro 2 | Taxa 2
1/36 | 4.086e-5 - 0.00650 - 4.086e-5 - 0.00650 -
1/64 | 4.025e-6 | 4.0278 | 0.00122 | 2.9052 | 4.025e-6 | 4.0280 | 0.00122 | 2.9052
1/100 | 7.325e-7 | 3.8179 | 0.00035 | 2.7767 | 7.323e-7 | 3.8184 | 0.00035 | 2.7767
1/144 | 1.780e-7 | 3.8789 | 0.00012 | 2.7843 | 1.779e-7 | 3.8797 | 0.00012 | 2.7843
1/196 | 5.810e-8 | 3.6325 | 5.824e-5 | 2.5637 | 5.809e-8 | 3.6302 | 5.806e-5 | 2.5642
1/256 | 2.287e-8 | 3.4909 | 3.048e-5 | 2.4236 | 2.285e-8 | 3.4935 | 3.037e-5 | 2.4265

Tabela 6.6: Exemplo 1 com Re=1000. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

elemento P2/P1

CN

FSO

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/36

0.00112

0.15876

0.00112

0.15876

1/64

0.00024

2.6273

0.05973

1.6990

0.00024

2.6301

0.05973

1.6990

1/100

8.637e-5

2.3632

0.03087

1.4785

8.598e-5

2.3661

0.03087

1.4785

1/144

3.778e-5

2.2674

0.01929

1.2896

3.758e-5

2.2698

0.01929

1.2896

1/196

1.958e-5

2.1317

0.01342

1.1750

1.947e-5

2.1331

0.01342

1.1750

1/256

1.124e-5

2.0781

0.00999

1.1069

1.118e-5

2.0772

0.00999

1.1076

Tabela 6.7: Exemplo 1 com Re=1000. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

elemento P1b/P1
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CN

F'S0

h

Errol | Taxa l

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/4

0.02260 -

0.45371

0.02269

0.45486

1/16

0.00035 | 2.9887

0.02287

2.1550

0.00035

2.9915

0.02287

2.1568

1/36

1.228e-5 | 4.1611

0.00190

3.0657

1.228e-5

4.1611

0.00190

3.0658

1/64

1.096e-6 | 4.1991

0.00031

3.1193

1.096e-6

4.1991

0.00031

3.1193

Tabela 6.8: Exemplo 1 com Re=1000. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

elemento P3/P2

Na tabela 6.9 sao dadas as taxas de convergéncia para cada método

temporal, utilizando elementos P1b/P1. Observe que a taxa para o método EI esta

um pouco acima do esperado (ordem 1). Ja para os métodos CN e FS0, as taxas

estao de acordo com a literatura (ordem 2).

EI

CN

FSO

At Erro 1

Taxa 1

Erro 1

Taxa 1

Erro 1

Taxa 1

1/36 | 0.103243

0.001124

0.001122

1/64 | 0.059891

0.9464

0.000247

2.6273

0.000247

2.6301

1/100 | 0.035833

1.1509

8.637e-05

2.3632

8.598e-05

2.3661

1/144 | 0.023132

1.2001

3.778e-05

2.2674

3.758e-05

2.2698

1/196 | 0.015439

1.3114

1.958e-05

2.1317

1.947e-05

2.1331

1/256 | 0.010753

1.3542

1.124e-05

2.0781

1.118e-05

2.0772

Tabela 6.9: Exemplo 1 com Re=1000. Taxas de convergéncia temporal utilizando

elemento P1b/P1
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6.1.2 Exemplo 2

Neste exemplo é discutido um problema com predominancia de erro
no tempo, inclusive, para os elementos P2/P1 e P3/P2 a aproximacao é exata no

espago.
Seja Q = (0,1)? e a solugdo exata de (2.1) - (2.5) dada por

u = t3y2
Uy = 2z

p = te+y—(t+1)/2

Da mesma forma que no exemplo 1, o lado direito f, a condicao inicial ug e as
condigbes de contorno sao obtidas a partir de que (uq, ug, p) sejam solucoes de (2.1)
- (2.5) para dado ntiimero de Reynolds, que nesse caso considerou-se apenas Re = 1.

Para este exemplo utilizou-se ¢ = 0, ..., 8 para o passo de tempo At, dado por 6.1.

Observe que utilizando os elementos P2/P1 e P3/P2 obtém-se a solugao
exata no espacgo, pois u; ¢ um polinémio de grau 2 no espaco, uy ¢ de grau 1 e p
também é de grau 1, ja os elementos P1b/P1 nao atingem a solugio exata no espago

da velocidade pois u; € de grau 2, e P1b é exato apenas para polindmios de grau 1.

Os graficos das solugoes exatas da velocidade e da pressao no tempo

T = 1s sao apresentados na figura 6.6.

Na figura 6.7 sao apresentados os graficos comparando o erro na velo-
cidade e na pressao de diferentes métodos de discretizacao espacial para diferentes
passos de tempo. Note que para a velocidade os elementos P2/P1 e P3/P2 obti-
veram resultados iguais, pois como observado anteriormente, ambos ja alcancam a
solugao exata no espago referido, diferentemente do elemento P1b/P1. A partir do
momento que um elemento atinge a solucao exata, o erro ¢ dado apenas pelo método

temporal e os erros de arredondamento.
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Figura 6.6: Exemplo 2. Graficos da velocidade e pressao no tempo T=1s

Para a norma do erro na pressao os elementos P3/P2 e P2/P1 também
tiveram resultados iguais, isso justifica-se novamente por esses espagos alcancarem

a solucao exata no espaco.
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Figura 6.7: Exemplo 2. Calculo dos erros da velocidade e pressao para diferentes
métodos de discretizagao espacial por passo de tempo

Na figura 6.8 sao analisados os métodos de discretizagao temporal. Note

que para este exemplo, ji com os elementos P2/P1, as estimativas de erro para a

velocidade sdo menores que o artigo de John et al.[21] para todos os métodos de

discretizacao temporal. Para a velocidade o método mais eficaz, em todos os passos

de tempo, foi CN. Ja para a pressao foi o método FSO que alcancou a melhor

aproximacao, além disso, perceba que CN tem aproximacgao bem inferior & FS0O na

pressao em todos os passos de tempo.
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Figura 6.8: Exemplo 2. Calculo dos erros da velocidade e pressao para diferentes
métodos de discretizagdo temporal, utilizando elemento P2/P1, por passo de tempo

Nas tabelas 6.10 até 6.12 sao analisadas as taxas de convergéncia no
espago. Perceba que as taxas para o gradiente da velocidade nos elementos P2/P1 e
P3/P2 estdao um grau acima do esperado, mas isso ocorre do fato desses elementos
obterem a solucao exata no espaco da velocidade, assim a taxa se comporta de
acordo com a escolha do passo de tempo. Observe que At é escolhido de tal forma
a encontrar a taxa da norma do supremo da velocidade, que é um grau acima da

norma H', segundo tabela 4.1. Por isso a Taxa 2 estd um grau acima do esperado
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nos elementos P2/P1 e P3/P2. Ja para os elementos P1b/P1 as taxas estao se

comportando de maneira consistente com a literatura.

CN

FS0

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/4

3.155e-5

0.00016

3.152e-5

0.00018

1/16

3.205e-7

3.3106

2.455e-6

3.0554

2.974e-7

3.3638

4.561e-6

2.6514

1/36

2.814e-8

2.9995

2.146e-7

3.0044

1.978e-8

3.3423

5.448e-7

2.6201

1/64

5.008e-9

2.9999

3.817e-8

3.0014

3.070e-9

3.2380

1.207e-7

2.6189

1/100

1.312e-9

3.0000

9.997e-9

3.0022

7.47e-10

3.1659

3.743e-8

2.6245

Tabela 6.10: Exemplo 2. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o elemento

P2/P1
CN FSO
h Errol | Taxal| Erro2 | Taxa 2| Erro1l | Taxa 1 | Erro 2 | Taxa 2
1/4 | 0.01130 - 0.07338 - 0.01130 - 0.07338 -
1/16 | 0.00070 | 2.0018 | 0.01398 | 1.1959 | 0.00070 | 2.0018 | 0.01398 | 1.1959
1/36 | 0.000139 | 2.0004 | 0.00586 | 1.0713 | 0.00013 | 1.9998 | 0.00586 | 1.0713

Tabela 6.11: Exemplo 2. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o elemento

P1b/P1
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CN FSO

h Errol |Taxal| Erro2 |Taxa2 | Errol | Taxal | Erro2 | Taxa 2

1/4 | 6.511e-6 - 4.045e-5 - 6.917e-6 - 5.411e-5 -

1/16 | 2.003e-8 | 4.1721 | 1.528e-7 | 4.0241 | 1.369e-8 | 4.4901 | 4.051e-7 | 3.5306

1/36 | 7.81e-10 | 4.0000 | 5.952e-9 | 4.0019 | 4.36e-10 | 4.2481 | 2.370e-8 | 3.5002

1/64 | 5.95e-11 | 4.0002 | 5.95e-10 | 4.0028 | 4.07e-11 | 4.1232 | 2.607e-9 | 3.8362

Tabela 6.12: Exemplo 2. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o elemento

P3/P2

Segue na tabela 6.13 a anélise das taxas de convergéncia dos métodos
temporais. As taxas esperadas foram obtidas nos trés casos testados, ordem 1 para

EI e ordem 2 para CN e FSO.

El CN FSO
At Errol | Taxa 1l Erro 1 Taxa 1 Erro 1 Taxa 1
1/4 | 0.045364 - 0.011303 - 0.011303 -

1/16 | 0.011304 | 1.0023 | 0.000704 | 2.0018 | 0.000704 | 2.0018
1/36 | 0.005018 | 1.0014 | 0.0001391 | 2.0004 | 0.0001392 | 1.9998

Tabela 6.13: Exemplo 2. Taxas de convergéncia temporais utilizando elemento

P1b/P1

6.1.3 Exemplo 3

Neste exemplo é feita uma pequena variacao com relagao ao exemplo 2.
Alterou-se apenas a parte temporal da componente vertical da velocidade e também
a pressao. Note que essa variagao tem relagao com a teoria de problemas rigidos,

onde alguns métodos temporais podem ter problemas de aproximar as solug¢oes para
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algum passo de tempo. Da teoria de EDO’s tem-se que o passo de tempo deve ser
delimitado por At < A7!, onde A vem da solucdo de um problema teste de EDO,
/

y' = —Ay. Observe que nesses casos o erro pode crescer tanto que pode chegar a

dominar os calculos. Para esse exemplo considerou-se A = 50.
Seja Q = (0,1)? e a solugdo exata de (2.1) - (2.5) dada por

up = tiy?
us = exp(—50t)x

p = (10+t)exp(—t)(x+y—1)

O lado direito f, a condicao inicial ug e as condigoes de contorno sao
obtidas a partir de que (uq,us,p) sejam solugoes de (2.1) - (2.5) para Re = 1. A
escolha de At é dada pela equagao (6.1) tal que i =0, ..., 7.

Da mesma forma que no exemplo 2, este terceiro exemplo também tem
solugdo exata no espago para os elementos P2/P1 e P3/P2, portanto o erro da
velocidade e pressao para esses elementos é dado apenas pelo método temporal e os
erros de arredondamento. J& para o elemento P1b/P1 tem-se solu¢do exata apenas

no espago da pressao.

Na figura 6.9 seguem os graficos das solucoes exatas da velocidade e da

pressao em 1" = 1s.
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Figura 6.9: Exemplo 3. Graficos da velocidade e pressao em T=1s

Na figura 6.10 sao apresentados os graficos de erro para diferentes tipos
de elementos em cada passo de tempo. Note que para a pressao, independente dos
elementos utilizados o erro é o mesmo, isso acontece pelo fato que os trés elementos
utilizados alcancam a solucao exata para a pressao. Ainda na pressao observe que

método FSO é melhor que o método CN, independente dos elementos.

Para o céalculo do erro na velocidade, novamente os elementos P3/P2 e
P2/P1 alcancam a solugao exata na velocidade, por isso os graficos de ambos sao
exatamente iguais. O elemento P1b/P1 aproxima bem a solugdo exata até i=3,
apos esse passo de tempo o elemento se mostra inferior aos demais, justamente por
nao alcancar a solucao exata no espaco da velocidade, diferentemente dos demais

elementos.
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Figura 6.10: Exemplo 3. Calculo dos erros da velocidade e pressao para diferentes
métodos de discretizagao espacial por passo de tempo

Na figura 6.11 sao analisados os métodos de discretizacao temporal,

novamente nota-se a semelhanca destes graficos com os de John et al.

21]. O

método que melhor aproxima tanto a velocidade quanto a pressao, para qualquer

passo de tempo é o FS0O. Observe também que, da mesma forma que aconteceu nos

exemplos 1 e 2, o método FS1 é inferior (na velocidade e na pressao) ao método

FS0. Conjectura-se que isso se deve ao fato mencionado na subsecao 3.3.3, que o

método FS1 nao atualiza a forcante f em todos os tempos.
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Figura 6.11: Exemplo 3. Calculo dos erros da velocidade e pressao para diferentes
métodos de discretizagdo temporal, utilizando elemento P2/P1, por passo de tempo

Nas tabelas 6.14 até 6.16 sao analisadas as taxas de convergéncia es-
pacial. Observa-se, da mesma forma que no exemplo 2, que as taxas na norma H*
para os elementos P2/P1 e P3/P2 estao um grau acima. Isso justifica-se novamente
pelo fato desses elementos alcancarem a solucao exata no espaco, assim a taxa se
comporta de acordo com At escolhido. Ja na tabela 6.15 observa-se que as taxas

para o elemento P1b/P1 estao de acordo com o esperado, ver tabela 4.1.
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CN

FSO

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/4

0.06776

0.24450

0.00054

0.00153

1/16

0.00278

2.3034

0.00414

2.9412

0.00034

0.3252

0.00062

0.6499

1/36

0.00022

3.1188

0.00033

3.1171

2.986e-5

3.0258

6.852e-5

2.7217

1/64

3.920e-5

3.011

9.830e-5

3.0173

5.299e-6

3.0050

1.441e-5

2.7090

Tabela 6.14: Exemplo 3. Taxas de

P2/P1

convergéncia espaciais utilizando o elemento

CN

FS0

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/16

0.03461

0.08224

0.00225

0.01479

1/36

0.00947

1.5973

0.01594

2.0230

0.00105

0.9392

0.00612

1.0883

1/64

0.00277

2.1329

0.00526

1.9255

0.00034

1.9269

0.00329

1.0774

1/100

0.00105

2.1704

0.00256

1.6130

0.00013

2.0361

0.00201

1.0982

1/144

0.00049

2.0488

0.00160

1.2868

6.685e-5

2.0246

0.00142

0.9589

1/196

0.00026

2.0150

0.00111

1.1891

3.606e-5

2.0017

0.00103

1.0171

Tabela 6.15: Exemplo 3.

P1b/P1

Taxas de convergéncia espaciais utilizando o elemento
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CN

FSO

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/4

0.03527 -

0.08226

0.00232

0.00493

1/16

0.00015

3.9043

0.00023

4.2264

2.119e-5

3.3897

5.036e-5

3.3069

1/36

6.118e-6

4.0041

9.083e-6

4.0104

8.266e-7

4.0005

2.707e-6

3.6048

1/64

6.124e-7

4.0003

9.090e-7

4.0006

8.271e-8

4.0008

2.869e-7

3.9004

Tabela 6.16: Exemplo 3.

P3/P2

Taxas de convergéncia espaciais utilizando o elemento

Segue na tabela 6.17 as taxas de convergéncia dos métodos temporais,

onde se observa que os métodos estdao convergindo para os valores esperados (ordem

1 para EI e ordem 2 para CN e FS0). Note que EI é o método que necessita de

passo de tempo menores para obter a taxa.

EI CN FSO
At Errol |Taxal| Errol | Taxal| Errol | Taxal
1/36 | 0.019700 - 0.009478 - 0.001051 -
1/64 | 0.013243 | 0.6902 | 0.002778 | 2.1329 | 0.000347 | 1.9269
1/100 | 0.009863 | 0.6602 | 0.001054 | 2.1704 | 0.000139 | 2.0361
1/144 | 0.007295 | 0.8270 | 0.000499 | 2.0488 | 6.685e-05 | 2.0246
1/196 | 0.005579 | 0.8696 | 0.000268 | 2.0150 | 3.606e-05 | 2.0017

Tabela 6.17: Exemplo 3. Taxas de convergéncia temporais utilizando elementos

P1b/P1
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6.1.4 Exemplo 4

Escolheu-se um problema de decaimento de voértices, que pode ser en-
contrado em um artigo publicado por Chorin em 1968 [8]. A solu¢do exata de (2.1)

- (2.5) é dada por

u; = —cos(nmwx)sin(nmy)exp(—2n*n*t/T)
uy = cos(nmy)sin(nrz)exp(—2n*n*t/T)
p = —0.25(cos(2nmz) + cos(2n7y)) exp(—4n’m’t/T)

em um dominio Q = (0,1)?. Neste trabalho considerou-se o termo de relaxagio
7 =1 e a configuracao do vortice n = 4. O lado direito f, a condicao inicial ug e as
condigbes de contorno sao obtidas a partir de que (uq, ug, p) sejam solugoes de (2.1)
- (2.5) para os valores requeridos do nimero de Reynolds, que nesse caso foram dois.

A escolha de At é dada por (6.1) tal que i =0, ..., 7.

Segue na figura 6.12 os graficos das solucoes exatas da velocidade e da

pressao no tempo 1" = 1s.
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Figura 6.12: Exemplo 4. Gréficos da velocidade e pressao em T=1s

Primeiro considerou-se Re = 1. Na figura 6.13 sao comparados dife-
rentes métodos de discretizacao espacial através da anélise do erro na velocidade e

na pressao. Percebe-se que para a velocidade o método FSO aproxima melhor que o
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método CN, independente dos elementos utilizados. Para a pressao também nota-se
que em praticamente todos os passos de tempo o método FSO é superior ao CN,
independente do tipo de elemento utilizado. Note que novamente nao é vantajoso
utilizar a discretizagao espacial P3/P2; pois o tempo computacional é muito grande
e os resultados sao praticamente iguais a P2/P1, que tem menos graus de liberdade
e consequentemente menor tempo computacional. Novamente, nao ¢ vantajoso uti-

lizar o elemento P1b/P1 para passos de tempo pequenos.
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Figura 6.13: Exemplo 4 com Re—1. Célculo dos erros da velocidade e pressao para
diferentes métodos de discretizacao espacial por passo de tempo
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Na figura 6.14 sao analisados os métodos de discretizacao temporal,

onde percebe-se que o erro na velocidade e na pressao é menor em praticamente todos

os passos de tempo com os métodos FSO e FS1. Novamente observa-se semelhanca

dos graficos entre o presente trabalho e o artigo de John et al. [21].

log(erro velocidade)

log(erro pressao)

passo de tempo

10 ;
—+—El
—*—Fs1
- 8 —FS0
——CN

passo de tempo

Figura 6.14: Exemplo 4 com Reynolds=1. Calculo dos erros da velocidade e pressao
para diferentes métodos de discretizagao temporal, utilizando elemento P2/P1, por

passo de tempo
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Nas tabelas 6.18-6.20 sao analisadas as taxas de convergéncia no espaco.

Para o método CN as taxas da norma do supremo estao convergindo de forma

esperada, ja as taxas da norma do gradiente da velocidade estao um grau acima nos

elementos P2/P1 e P3/P2, e de acordo com a literatura nos elementos P1b/P1 (ver

tabela 4.1). Finalmente, para o método FS0, observa-se a taxa um pouco acima do

esperado na norma do gradiente da velocidade nos elementos P1b/P1 e P3/P2, e

de acordo com a literatura nos demais casos. Conclui-se que provavelmente com h

mais refinado todas estas taxas irao convergir para os valores esperados.

CN

FS0

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/36

0.04464

0.05898

0.00508

0.00720

1/64

0.00699

3.2219

0.00964

3.1478

0.00090

3.0027

0.00186

2.3458

1/100

0.00179

3.0438

0.00252

2.9996

0.00023

3.0116

0.00075

2.0259

1/144

0.00060

2.9990

0.00087

2.8976

7.907e-5

2.9871

0.00036

2.0197

1/196

0.00023

3.0071

0.00037

2.7807

3.130e-5

3.0056

0.00019

1.9891

Tabela 6.18: Exemplo 4 com Re=1.

elemento P2/P1

Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

CN

EFSO

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/100

0.16157

0.93615

0.01251

0.09252

1/144

0.09390

1.4882

0.63218

1.0766

0.00942

0.7759

0.05375

1.4893

1/196

0.05417

1.7839

0.45923

1.0366

0.00615

1.3817

0.03414

1.4719

1/256

0.03168

2.0091

0.34978

1.0194

0.00385

1.7585

0.02316

1.4529

1/324

0.01975

2.0048

0.27568

1.0106

0.00239

2.0110

0.01657

1.4196

Tabela 6.19: Exemplo 4 com Re=1.
elemento P1b/P1

Taxas de convergéncia espaciais utilizando o
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CN FS0
h Errol | Taxal | Erro2 | Taxa2 | Errol | Taxal| Erro2 | Taxa 2
1/4 | 0.51892 - 3.9218 - 0.05092 - 0.38901 -
1/16 | 0.03149 | 2.0212 | 0.04246 | 3.2645 | 0.00368 | 1.8951 | 0.00525 | 3.1045
1/36 | 0.00106 | 4.1747 | 0.00153 | 4.09191 | 0.00013 | 4.0510 | 0.00026 | 3.6704
1/64 | 0.00010 | 4.0008 | 0.00015 | 3.9789 | 1.379e-5 | 3.9994 | 3.799e-5 | 3.3953
1/100 | 1.78e-5 | 4.0012 | 2.702e-5 | 3.9257 | 2.315e-6 | 3.9997 | 9.169e-6 | 3.1855

Tabela 6.20: Exemplo 4 com Re=1.

elemento P3/P2

Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

Segue na tabela 6.21 as taxas de convergéncia dos métodos temporais.

Observe que devido a complexibilidade do exemplo o método de ordem 1, Euler

implicito, inicialmente, obtém taxa negativa (ou seja, o erro estd aumentando con-

forme se refina o passo de tempo), mas logo a seguir as taxas come¢am a convergir

para 1. Os método CN e FS estao convergindo para 2, que é a taxa esperada pela

literatura. Note que CN esta convergindo mais rapidamente, mas o erro para cada

nivel de malha é sempre menor com o método FSO.

EI

CN

FSO

At

Erro 1

Taxa 1

Erro 1

Taxa 1

Erro 1

Taxa 1

1/100

0.086816

0.161572

0.012513

1/144

0.090441

-0.1121

0.093905

1.4882

0.009429

0.7759

1/196

0.082185

0.3104

0.054179

1.7839

0.006158

1.3817

1/256

0.069505

0.6275

0.031681

2.0091

0.003850

1.7585

1/324

0.056704

0.8640

0.019756

2.0048

0.002397

2.0110

Tabela 6.21: Exemplo 4 com Re=1. Taxas de convergéncia temporais utilizando

elemento P1b/P1
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Por fim, considerou-se Re=10°. A escolha de At é dada por (6.1) tal
que i = 0, ..., 7. Para a malha, considere novamente h = 1/64. Para este exemplo,
devido ao alto valor do nimero de Reynolds, nao foi possivel, com simulacao direta ou
Direct Numerical Simulation (DNS), conseguir uma aproximagao com os primeiros
valores de At. Note que o artigo de John et al. [21] utiliza uma escala menor de
At, por isso se deve tomar cuidado ao comparar este trabalho com o artigo neste
exemplo. Portanto, devido ao fato de nao obter aproximacao para os primeiros
passos de tempo, utilizou-se o modelo de deconvolugao de Leray (5.15)-(5.16) dado

por Layton et al. [27]. Optou-se pelo modelo com N=1 (Leray1) e escolheu-se 6 = h.

Na figura 6.15 sao apresentados os graficos do erro na velocidade na
norma L*(0,T; H*(2)?) e do erro da pressdo na norma L*(0,7T; L*(Q)) para dife-
rentes elementos. Note que em praticamente todos os passos de tempos, tanto para
a velocidade quanto para a pressao, o método FSO com Lerayl se mostrou melhor
que CN com Lerayl, independente dos elementos utilizados. Perceba também que
o elemento P1b/P1 funcionou bem para este exemplo, e o elemento P3/P2 é dis-
pensavel, pois aumenta significativamente o tempo computacional e com resultados

bem proximos a do elemento P2/P1.
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Figura 6.15: Exemplo 4 com Re=10°. Caélculo dos erros da velocidade e pressao

para diferentes métodos de discretizacao espacial por passo de tempo

Na figura 6.16 sao analisados os métodos de discretizacao temporal.

Observe que os métodos FS0O, FS1 e principalmente o CN, utilizando simulagao

direta (DNS), nao aproximam a solu¢ao exata nos primeiros passos de tempo (por

isso ndo se tem valores nos graficos), mas com Lerayl se consegue as aproximagoes.

Observa-se que refinando o passo de tempo as solucoes com DNS e com o modelo

de turbuléncia de Leray se encontram, com os devidos métodos de discretizagao

temporal. Novamente o método que melhor aproxima a velocidade e a pressao em

praticamente todos os passos de tempo é o método FSO.
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Enfim, observou-se com esse exemplo que o modelo de deconvolugao
de Leray ¢ eficaz em computacoes com passo de tempo grande, onde modelos com
DNS nao foram capazes de obter uma solucao. Mostrou-se também que o modelo
é eficiente quando utilizado com o método temporal FS0, caso esse nao encontrado
nos trabalhos pesquisados. Ainda, o modelo com FS0O mostrou-se mais eficiente que

o modelo combinado com o método CN.

~._ | —<— LerayCN
1 Leray FSO

log(erro velocidade)

passo de tempo

—+—El
~ FS1
~ —&—FS0
10" b Ty —&5—CN |
~ R —<|—Leray CN
N Leray FSO
- Y
gl R |
@
2 N
o N
° R N
L a1 -
B 10 "£-

10 "¢

AN
\\Sv ——
— g —B-
-3 1 1 1

10 L L L
0 1 2 3 4 5 6 7

passo de tempo

Figura 6.16: Exemplo 4 com Re—10°. Calculo dos erros da velocidade e pressao
para diferentes métodos de discretizagao temporal, utilizando elemento P2/P1, por
passo de tempo
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Nas tabelas 6.22-6.24 sao analisadas taxas de convergéncia dos elemen-

tos. Neste caso as taxas sao calculadas a partir do modelo de deconvolucao de Leray

com N=1. Nesse caso, escolhe-se § = h'/? para o elemento P1b/P1, § = h*/* para

o elemento P2/P1 e § = h para o elemento P3/P2. Com ambos os métodos tempo-

rais percebe-se que os elementos convergem a taxa esperada (ver tabela 4.1), mas

necessitam de h bem refinado.

CN FSO

h Errol | Taxa 1l | Erro 2 | Taxa 2 | Erro1l | Taxa 1| Erro 2 | Taxa 2
1/16 | 0.91272 - 79.509 - 0.08171 - 2.3971 -
1/36 | 0.10205 | 2.7017 | 3.4051 | 3.8851 | 0.01098 | 2.4744 | 0.35788 | 2.3452
1/64 | 0.01874 | 2.9452 | 0.68413 | 2.7893 | 0.00216 | 2.8201 | 0.12022 | 1.8958
1/100 | 0.00494 | 2.9859 | 0.21370 | 2.6072 | 0.00059 | 2.9072 | 0.05279 | 1.8440
1/144 | 0.00165 | 2.9936 | 0.08515 | 2.5233 | 0.00020 | 2.9143 | 0.02584 | 1.9587
1/196 | 0.00065 | 2.9947 | 0.04096 | 2.3738 | 8.251e-5 | 2.9361 | 0.01411 | 1.9613

Tabela 6.22: Exemplo 4 com Re=10°. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

elemento P2/P1

CN

FSO

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/100

0.42849

2.6061

79.888

1.7469

0.04136

1.5432

2.7210

1.7010

1/144

0.22165

1.8077

26.455

3.0308

0.02262

1.6546

1.4335

1.7574

1/196

0.12375

1.8905

9.9074

3.1857

0.01316

1.7572

0.81056

1.8494

1/256

0.07380

1.9355

4.7256

2.7719

0.00808

1.8262

0.49903

1.8162

1/324

0.04650

1.9601

2.8002

2.2215

0.00520

1.8709

0.33131

1.7388

1/400

0.03068

1.9742

1.9393

1.7434

0.00345

1.9398

0.23487

1.6325

Tabela 6.23: Exemplo 4 com Re—10°. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

elemento P1b/P1
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CN

FS0

h

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

Erro 1

Taxa 1

Erro 2

Taxa 2

1/16

0.07345

2.7627

0.00806

0.30150

1/36

0.00294

3.9651

0.13383

3.7331

0.00039

3.7349

0.05666

2.0614

1/64

0.00030

3.9559

0.03205

2.4841

4.909e-5

3.6021

0.01478

2.3346

1/100

0.12e-5

3.9739

0.00932

2.7669

9.12¢-6

3.7696

0.00447

2.6803

Tabela 6.24: Exemplo 4 com Re—10°. Taxas de convergéncia espaciais utilizando o

elemento P3/P2

Analisa-se também a taxa de convergéncia temporal. Segue na tabela

6.25 as taxas para cada método temporal utilizando elementos P1b/P1 e Lerayl.

Todos os métodos, aos poucos, estdo convergindo para as taxas esperadas (ordem

1 para EI e ordem 2 para CN e FS0). Note que devido a complexibilidade do

problema os métodos temporais necessitam de maior refinamento do passo de tempo

em comparacao aos demais exemplos.

EI

CN

EFSO

At

Erro 1

Taxa 1

Erro 1

Taxa 1

Erro 1

Taxa 1

1/64

0.508363

0.428495

0.082370

1/100

0.469904

0.1763

0.428495

1.8046

0.041366

1.5432

1/144

0.405309

0.4055

0.221655

1.8077

0.022626

1.6546

1/196

0.339399

0.5756

0.123750

1.8905

0.013162

1.7572

1/256

0.282511

0.6869

0.073800

1.9355

0.008081

1.8262

1/324

0.236164

0.7606

0.046508

1.9601

0.005200

1.8709

Tabela 6.25: Exemplo 4 com Re=10°. Taxas de convergéncia temporal utilizando

elemento P1b/P1
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6.1.5 Exemplo 5 - Escoamento em torno de um cilindro

Este exemplo trata do escoamento em duas dimensoes em torno de um
cilindro. O dominio do problema ¢é mostrado na figura 6.17. Neste caso, para fazer
uma comparagao de resultados com John [20] utilizou-se as equagoes (2.1)-(2.5) com
condigoes de contorno tal que u(t;0,y) = u(t;2.2,y) = 0.417%sin7t/8(6y(0.41 —
y),0)m/s e condigao de nao-deslizamento nas partes superior e inferior. Considere

v =10"3m?/s, f=0 e tempo T = 8s.

u=0

u=g | OB O u=g

'0.15m

u=|

Figura 6.17: Dominio do Exemplo 5

O objetivo deste problema é calcular os coeficiente de arrasto (4.22) e
sustentagao (4.26), e ainda a diferencga de pressdo entre parte da frente e de tras do
cilindro dada por Ap = p(8;0.15,0.2) — p(8;0.25,0.2) no tempo 7" = 8s. Para tais
aproximacoes, necessita-se alguns dados. A velocidade média de entrada no duto
é uy(t) = sin(nt/8)m/s. Como T = 8s, a velocidade maxima é u1|me, = 1m/s, o
diametro do cilindro é L = 0, 1m e a densidade do fluido ¢ p = 1kg/m?. Note ainda
que a partir da velocidade média podemos constatar que o nimero de Reynolds esta

no intervalo 0 < Re < 100.

Considerou-se os valores de maximo dos coeficientes de arrasto (¢4 maz)

e sustentagao (¢imaz), Para posterior comparacao com John [20].
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Para este exemplo utilizou-se a discretizagao espacial P2/P1, e para a
discretizacao temporal Euler-implicito, Crank Nicolson e FS. Nesse caso FSO e FS1
coincidem, pois a tnica diferenca entre os dois métodos é na atualizacao da forcante

f. Como neste caso f=0, FSO e F'S1 sao iguais.

Para o termo nao-linear utilizou-se o esquema 2-leg (3.30)-(3.30), o
termo anti-simétrico (2.20) e o método de Newton (2.29) com critério de parada
v < 1071 que mostrou-se mais eficiente que o método de Picard nesse caso. A

resolugao do sistema foi feita através do método UMFPACK [9].

Através das tabelas e graficos, os resultados dessa se¢ao sao comparaveis
ao artigo de John [20]. Em John foram utilizados dois esquemas de discretizacao
espacial, P2/P1 e Q2/P1disc. John também utiliza um diferente método de solucao

de sistema (GMRES) e ainda a utilizacao de um método multigrid.

Para as computacoes foram escolhidos 3 niveis de malha. A malha 2
do presente trabalho tem a mesma quantidade de graus de liberdade da malha 1
do trabalho de John e a malha 3 deste trabalho com a malha 2 de John [20]. As
malhas podem ser visualizadas na figura 6.18. Segue na tabela 6.26 a quantidade

de graus de liberdade em cada nivel de malha. Para o passo de tempo escolheu-se

At =0,02/2%, onde i = 0, ..., 4.

Nivel | Velocidade | Pressao | Total

1 2436 327 2763
2 6426 840 7266
3 24272 3109 | 27381

Tabela 6.26: Exemplo 5 - Graus de liberdade para cada nivel da malha
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Figura 6.18: Niveis de malha do Exemplo 5

Na figura 6.19 mostra-se o campo de velocidade em diferentes tempos.
Nota-se que no tempo T=2s ja existe a formacao de vortice proximo ao cilindro,
a partir do tempo T=D5s observa-se claramente a geracao de vortices no dominio.

Esta mesma figura também pode ser comparada com John [20]. No sentido gréfico

pode-se dizer que os resultados estao semelhantes.
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Figura 6.19: Campo de velocidade vetorial nos tempos T=2, 4, 5, 6, 7, 8s, respecti-
vamente

Na figura 6.20 sao mostradas isolinhas da velocidade.
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valores maiores

valores menores

Figura 6.20: Isolinhas da velocidade nos tempos T=2, 4, 5, 6, 7, 8s, respectivamente

Ainda, na figura 6.21 é mostrado o campo de pressao em diferentes

tempos.
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Figura 6.21: Pressao nos tempos T=2, 4, 5, 6, 7, 8s, respectivamente

Agora, serao calculados coeficientes de arrasto, sustentagao e Ap(8s).

As tabelas 6.27, 6.28 e 6.29 também podem ser comparadas com John [20].

Em Schéfer e Turek [35], este mesmo exemplo é resolvido, com diver-
sos métodos de solugao numérica, incluindo métodos de diferencas finitas, volumes
finitos e elementos finitos, todos eles com malhas bem refinadas. Conclui-se que o
intervalo 6timo de aproximagcao do coeficiente de arrasto ¢ 2.93 < cgmar < 2.97, 0
coeficiente de sustentacao € 0.47 < ¢jmar < 0.49 e para a diferenca da pressao o

intervalo é —0.115 < Ap(8s) < —0.105.
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Nivel At t(Cdmaz) Cdmaz t(CLmaz) Clmaz Ap(8s)
2 0.02 3.94 2.9688156 | 0.94 | 0.0011532756 | -0.12644723
0.01 3.93 2.9685914 7.27 0.017513428 | -0.12539603
2 0.005 3.93 2.9684933 | 6.32 0.15133755 | -0.10284139
2 0.0025 | 3.9325 | 2.9685012 | 6.2425 | 0.27918489 | -0.10277201
2 0.00125 | 3.93375 | 2.9685533 | 6.205 0.34465934 | -0.10826145
3 0.02 3.94 2.9495693 0.92 0.00117303 | -0.12642784
3 0.01 3.93 2.9493413 7.21 0.023094919 | -0.12468559
3 0.005 3.93 2.9492476 | 6.295 0.16940978 | -0.10096363
3 0.0025 | 3.9325 | 2.9493094 | 6.2275 | 0.29669602 | -0.10507507
3 0.00125 | 3.9325 | 2.9494520 | 5.72625 | 0.37342446 | -0.11012605
Tabela 6.27: Exemplo 5. Euler implicito com DNS
Nivel At t(Cdmaz) Cdmaz t(Climaz) Clmaz Ap(8s)
2 0.02 3.96 2.966817 5.76 0.4252636 | -0.10341796
0.01 3.94 29677771 5.72 0.4395816 | -0.10987897
2 0.005 3.94 2.9682405 | 5.715 | 0.44286571 | -0.11106215
2 0.0025 | 3.9375 | 2.9684635 | 5.7075 | 0.44233924 | -0.11141863
2 0.00125 | 3.93625 | 2.968574 | 5.70875 | 0.44227988 | -0.11156644
3 0.02 3.94 2.94787 5.76 0.454906 -0.105271
3 0.01 3.94 2.94886 5.72 0.468869 -0.110712
3 0.005 3.94 2.94933 5.705 0.470592 -0.11146
3 0.0025 | 3.9375 2.94956 5.7025 0.470288 -0.111705
3 0.00125 | 3.93625 | 2.94966 5.7025 0.470129 -0.111824

Tabela 6.28: Exemplo 5. Crank-Nicolson com DNS
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Nivel At t(Cdmaz) Cd,maz t(Cimaz) Clmag Ap(8s)
2 0.02 3.94 2.9670828 5.72 0.46536749 | -0.11087478
0.01 3.94 2.9678846 5.71 0.45473204 | -0.1113912
2 0.005 3.935 2.9682856 5.71 0.44797908 | -0.11156249
2 0.0025 3.935 2.9684852 | 5.7075 | 0.44485994 | -0.11163467
2 0.00125 3.935 2.9685848 | 5.70875 | 0.44322709 | -0.11166792
3 0.02 3.94 2.94816 5.7 0.490578 -0.111436
3 0.01 3.94 2.94897 5.7 0.481648 -0.111718
3 0.005 3.935 2.94938 5.7 0.475536 -0.111831
3 0.0025 3.935 2.94958 5.7025 0.472414 -0.111888
3 0.00125 3.935 2.94968 | 5.70125 | 0.470737 -0.111918

Tabela 6.29: Exemplo 5. Método € de passo fracionado com DNS

Analisando os dados destas tabelas e fazendo uma relagao com o artigo
de John |20] e com Schifer e Turek |35] nota-se que o método de EI é apropriado
apenas para o calculo de aproximacao do coeficiente de arrasto e da diferenca da
pressao com At bem pequeno; para o coeficiente de sustentacao o método é inapro-
priado. Os métodos CN e FS mostraram-se apropriados para o célculo de todos os
coeficientes. O coeficiente de sustentacao é muito sensivel e sofre bastante variacao
ao longo do tempo, por isso no nivel 2 ainda nao foi possivel encontrar valores den-
tro do intervalo de referéncia de Schéfer e Turek [35]|, mas perceba que os valores
encontrados neste trabalho estao mais proximos do intervalo 6timo de referéncia do

que em John [20].

Nas figuras 6.22, 6.23 e 6.24 ¢ apresentada a evolugao temporal dos
coeficientes de arrasto, sustentacao e diferenca de pressao. Para todos os graficos
utilizou-se At = 0.00125 e a malha no nivel 3. Note que na aproximagao do coefici-

ente de sustentacao o método de EI nao acompanha os métodos CN e F'S nos pontos
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de maximo e minimo relativo. Na figura 6.23 vé-se que o método de ordem 1 estd

sempre atrasado aos demais.

coeficiente de arrasto
coeficiente de arrasto

261 1

2551 1

25 1

2451 4

70.50 i é f; 4‘1 é é % 8 ‘ 3.‘2 3‘.4 3.‘6 3‘.8 é‘l 4‘.2 4‘.4 4.‘6 4‘.8
tempo tempo
(a) Coeficiente de arrasto (b) Zoom ponto méaximo

Figura 6.22: Evolucao temporal do coeficiente de arrasto para diferentes métodos
de discretizacao temporal, malha no nivel 3 e passo de tempo At = 0.00125
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Figura 6.23: Evolucao temporal do coeficiente de sustentacao para diferentes méto-
dos de discretizacao temporal, malha no nivel 3 e passo de tempo At = 0.00125
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Figura 6.24: Evolucao temporal de Ap para diferentes métodos de discretizagao
temporal, malha no nivel 3 e passo de tempo At = 0.00125

Agora serao feitas algumas anélises deste exemplo utilizando o modelo
de deconvolugao de Leray (5.15)-(5.16). A grande vantagem do modelo estudado
é obter as solugoes esperadas com menos graus de liberdade que os exemplos com

DNS.

Com uma malha no nivel 1, conseguiu-se aproximar o coeficiente de
arrasto a partir do modelo de deconvolugao de Leray com N=1 (Lerayl) e testou-se
também para o modelo de Leray com N—0 (Leray0). Considerou-se § = =-, onde
r é o raio do cilindro e n é o nimero de pontos na borda do cilindro. Nas tabelas
6.30 e 6.31 sao apresentadas as aproximacoes do coeficiente de arrasto utilizando os

modelos de deconvolugao de Leray, a partir dos métodos de discretizagao temporal

CN e FS.

Observe que para a malha no nivel 1 nao foram obtidas boas apro-
ximacoes dos coeficientes de sustentacao, devido ao fato que para este coeficiente

necessita-se de maior niimero de graus de liberdade.

Nas tabelas 6.30 e 6.31 a aproximacao do coeficiente de arrasto com
DNS, em ambos os métodos temporais, nao estao no intervalo 6timo dado por Schéfer
e Turek [35]. Com Leray0 o coeficiente de sustentagao 6timo ainda nao é aproximado.

J& com Lerayl bons resultados sao obtidos, ou seja, valores dentro do intervalo de
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referéncia. Isso confirma a observacao feita em Layton et al. [27], que o erro do

modelo de Leray com N=0, da mesma forma que com DNS, pode crescer ao longo

do tempo, diferentemente dos modelos de deconvolucao de Leray com N>1.

- - DNS Modelo Leray0 Modelo Lerayl
Nivel | At | t(camaz) | Cdmaz | t(Camaz) |  Camaz | H(Camaz) | Cdimax

1 0.02 3.94 2,8721195 3.94 3.1075974 3.94 2,9614752

1 0.01 3.93 2,8730164 3.93 3.1084583 3.93 2,9623644

1 0.005 3.92 2,8734746 3.93 3.1089116 | 3.925 | 2,9628197

1 0.0025 3.92 2,8737038 | 3.9275 | 3.1091385 | 3.9225 | 2,9630498

1 0.00125 | 3.9175 | 2,8738189 | 3.92625 | 3.1092527 | 3.92125 | 2,9631655

Tabela 6.30: Exemplo 5. Crank-Nicolson com malha no nivel 1

- - DNS Modelo Leray0 Modelo Lerayl
Nivel At t(Cdmaz) | Cdmazr | UCdmaz) |  Cdmaz | t(Camax) Cd,maz

1 0.02 3.92 2,8722666 3,92 3.107692 3,94 2,9615456

1 0.01 3.92 2,8730993 3,93 3.1085435 3,92 2,9624477

1 0.005 3.92 28735152 | 3,925 | 3.1089547 3,92 2,9628647

1 0.0025 | 3,9175 | 2,8737253 | 3,925 3.109161 3,92 2,9630732

1 0.00125 | 3.9175 | 2,8738297 | 3.92625 | 3.1092645 | 3,92125 | 2,9631777

Tabela 6.31: Exemplo 5. Método 6 de passo fracionado com malha no nivel 1

Segue ainda, na figura 6.25 o grafico do historico temporal do coeficiente

de arrasto. Nota-se claramente a diferenca entre a aproximagao com DNS e com

Lerayl. O resultado obtido com DNS nao consegue aproximar o ponto de maximo

desejado, diferentemente de Lerayl. Confirmando a efetividade do modelo.
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Figura 6.25: Evolucao temporal do coeficiente de arrasto na malha 1 e At = 0.00125

Na figura 6.26 sao apresentados quatro graficos no tempo 7' = 8s,
todos na mesma malha (nivel 1) e passo de tempo iguais (At = 0.02), com métodos
temporais diferentes e comparando o modelo em DNS com o de Lerayl. Note que,
nos respectivos métodos temporais, os exemplos com Lerayl levam vantagem sobre
os modelos com DNS. Percebe-se que dentre todos, o método FS com Leray1 foi o que
melhor capturou os fen6menos fisicos do problema proposto, tal como a formagao

de vortices.

0 0.5 1 15 2 0 05 1 1.5 2

S g T T T
0 05 1 1.5 2

(c) Método FS com DNS (d) Método F'S com Lerayl

Figura 6.26: Campo de velocidade no tempo 7' = 8s com malha no nivel 1

Com a malha no nivel 2, conseguiu-se aproximar o coeficiente de sus-
tentacao no intervalo de referéncia a partir do modelo de deconvolucao de Leray
com N=3 (Leray3). Considerou-se também os modelos de deconvolucao de Leray
com N=1,2, mas apenas com N=3 os resultados foram satisfatorios. Considere no-

vamente § = %
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A escolha por Leray3 é justificada pelo fato que Leray 1 e Leray 2 nao
aproximaram todos os coeficientes de maneira 6tima, ou seja, dentro de intervalo
de referéncia. A partir disso confirma-se o argumento exposto no Capitulo 5, que
quanto mais filtros sao aplicados, maior a ordem de aproximacgao do modelo de

Leray.

Observe nas tabelas 6.32 e 6.33 os coeficientes aproximados por Lerayl
e Leray2, respectivamente, ambos aproximados pelo método CN. Note que o co-
eficiente de sustentacao estd sendo aproximado de maneira semelhante ao modelo
Leray3, ver tabela 6.34. Mas o coeficiente de arrasto para Lerayl e Leray2 esta fora
do intervalo de referéncia, diferentemente de Leray3. Por isso, para este exemplo se

fez necessario a utilizacao de um maior nimero de filtros.

E importante observar que o mesmo comportamento foi verificado com

o método FS.
Nivel At t(Camaz) Cdmaz t(CLmaz) Clomaz Ap(8s)
2 0.02 3.96 2.9995776 5.78 0.45512743 | -0.10058374
0.01 3.94 3.0005047 5.74 0.46899419 | -0.10775428
2 0.005 3.94 3.0009494 5.73 0.47078589 | -0.10955744
2 0.0025 3.94 3.0011634 | 5.725 | 0.47027826 | -0.1100912
2 0.00125 | 3.93875 | 3.0012689 | 5.725 | 0.46979967 | -0.11028516

Tabela 6.32: Exemplo 5. Modelo de Lerayl com Crank-Nicolson e malha nivel 2
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Nivel At t(Cdmaz) Cdmaz t(CLimaz) Clmaz Ap(8s)
2 0.02 3.96 2.9765314 5.78 0.45613274 | -0.10217384
0.01 3.94 2.9774789 5.73 0.46905216 | -0.10913284
2 0.005 3.94 2.9779238 5.72 0.47082412 | -0.11060902
2 0.0025 3.9375 | 29781398 | 5.7175 | 0.47054864 | -0.11104666
2 0.00125 | 3.9375 | 2.9782464 | 5.71625 | 0.46986316 | -0.1112157

Tabela 6.33: Exemplo 5. Modelo de Leray2 com Crank-Nicolson e malha nivel 2

Nas tabelas 6.34 e 6.35 sao apresentados os resultados utilizando os
métodos de discretizacao temporal CN e FS, respectivamente, combinados com a

regularizagao Leray3.

Todas as aproximacoes dos coeficientes com o modelo de deconvolugao
de Leray com N=3 estao no intervalo de referéncia de Schéfer e Turek. Note que o
coeficiente de sustentacdo com DNS ndo era obtido no intervalo 6timo (ver tabelas
6.28 e 6.29), jA com Leray3 o resultado desejado é obtido. Observe que o método
FS com Leray3 obteve os coeficientes 6timos em quase todos os passos de tempo,
diferentemente do método CN, que obteve valores 6timos s6 para dois passos de

tempo, mostrando mais uma vez, a eficiéncia do método 6 de passo fracionado.

Nivel At t(Cdmaz) Cdmaz t(Clmax) Clomaz Ap(8s)
2 0.02 3.94 2.968507 5.76 0.45693479 | -0.10273712
0.01 3.94 2.9689559 5.73 0.46924747 | -0.10952412
2 0.005 3.94 2.9694004 5.72 0.47096868 | -0.11086995
2 0.0025 3.9375 | 2.9661175 | 5.715 | 0.47064383 | -0.11127115
2 0.00125 | 3.93625 | 2.9697224 | 5.71375 | 0.46989104 | -0.1114308

Tabela 6.34: Exemplo 5. Modelo de Leray3 com Crank-Nicolson e malha no nivel 2
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Nivel At t(Cdmaz) Cdmaz t(CLimaz) Clmaz Ap(8s)
2 0.02 3.94 2.968728 5.72 0.4912897 | -0.11062063
0.01 3.94 2.9690268 5.71 0.48043859 | -0.11122779
2 0.005 3.935 2.9694297 | 5.715 | 0.47249932 | -0.11142283
2 0.0025 3.9375 | 2.9696298 | 5.7125 | 0.47194154 | -0.11150124
2 0.00125 | 3.9325 | 2.9697301 | 5.7125 | 0.47083318 | -0.11153619

Tabela 6.35: Exemplo 5. Modelo de Leray3 com 6 de passo fracionado e malha no

nivel 2

Por fim, na figura 6.27, o grafico com o historico temporal do coeficiente
de sustentacao comparando os modelos com DNS nos niveis de malha 2 e 3, e com
o modelo de Leray3 com a malha no nivel 2. Claramente, observa-se a vantagem do
modelo de Leray3 em relagao ao modelo com DNS no nivel 2. E comparando com o
modelo em DNS na malha nivel 3, que tem mais graus de liberdade, conclui-se que
o modelo de Leray3 aproximou o coeficiente de sustentacao com um nivel a menos

de malha.
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Figura 6.27: Evolucao temporal do coeficiente de sustentacao com o método de
discretizacao temporal FS e At = 0.00125
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Para este exemplo seria possivel ainda fazer uma analise do nimero

adimensional de Strouhal (St), dado por

fL
St =21
U?

onde f é a frequéncia de vortices. Este adimensional é util para a anélise de oscilagao

(6.2)

em problemas de dinamica de fluidos. Em geral, no escoamento em torno de um
cilindro os dois nimeros adimensionais governantes sao exatamente os nimeros de

Reynolds e Strouhal.

O ntmero de Strouhal pode ser visto como funcao do nimero de Rey-
nolds. Para o escoamento em torno de um cilindro pode-se encontrar um estudo em
Schlichting [36]. Nota-se que o nimero de Strouhal varia com o nimero de Reynolds
de forma crescente de 0 < Re < 1200. Apos esse nimero de Reynolds, o niimero de
Strouhal permanece em St = 0,21 até para Re = 4 x 103, e a partir desse ponto ele
decresce pra St = 0,17. Segundo Schliting, em 10° < Re < 3 x 10° ndo existe for-
macao regular de vortices. Por fim, para valores de Reynolds acima de Re = 3 x 105,

o numero de Strouhal fica em torno de St = 0, 27.

6.1.6 Exemplo 6 - Comparacgao para o termo nao-linear

E feita uma comparacdo entre diferentes tratamentos do termo nao-
linear das equagoes de Navier-Stokes. No Capitulo 3 foram dadas duas alternativas

de descrever este termo com o método CN, segue.

1-leg:
h h o h h
u, ,+tu, u, ;+u 1 1
b | S, V) = b (alh g ut g, v b (v
2 2 4 4
1 1
—b* (uﬁu uZ—}-l? Vh) + _b*(ufb uz: Vh);
4 4
2-leg:

* 1 *
~ §b (uZ—&-l? uZ-{—lﬁvh) + §b (U.Z, llZ,Vh).

h h h h
* un+1 + un un+1 + un h
b 5 , 5 ,V
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A partir desses dois tratamentos foram refeitas algumas simulacoes dos
exemplos 1,2,3 deste capitulo com o elemento P2/P1 e observou-se que nao ha dife-
rencas significativas entre a utilizacao do 1-leg ou do 2-leg no sentido de aproximagao
de solucao. Mas percebe-se que com 1-leg tem-se um acréscimo de tempo computa-

cional com relacao a 2-leg.

Alguns testes para o problema do escoamento em torno de um aerofélio
NACAO0012, com nimero de Reynolds Re—10?%, foram feitos e constatou-se que o
método CN com 1-leg aproximou melhor as solugoes do que com o método CN com
2-leg. Isso confirma Maubach [32], que diz que para escoamentos com altos valores

para Reynolds a versao 2-leg pode nao alcancgar valores desejados.

6.1.7 Exemplo 7 - Escoamento em torno do aerofélio NACA0012

Nesta subse¢ao sao apresentados alguns resultados preliminares a res-

peito do escoamento em torno do aerofolio NACA 0012.

As equacoes que descrevem o comportamento do escoamento em torno
do aerof6lio também sao as equacgoes de Navier-Stoke para fluidos incompressiveis,

dadas a seguir

w+(u-Viu—V-o = f em(0,7] x £, (6.3)
Vou = 0 em [0,7] x Q, (6.4)
onde
_ b ~1
o= —;H + 2Re™'D(u) (6.5)

& o tensor tensdao, D(u) = (Vu + Vu?)/2 é o tensor deformacdo e I é a matriz

identidade.
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O dominio do problema é mostrado na figura! 6.28, onde I'yy é o con-
torno na entrada do fluido, I'p é o contorno na saida, I's é o contorno nas laterais,
I'p é o contorno no aerofélio e n.t = o111, + o12n,. Para melhor entendimento das

condigoes de contorno veja Tamura [39].

Q

I u,=0, cnt=0

Figura 6.28: Dominio do problema do aerofélio NACA(0012

Nesse exemplo considere a forga f=0 e a massa especifica p = 1kg/m?3.

Defina o espaco Y =: {ve H'(Q)? :v=0em 'y Ul e vy = 0 em ['s}

A partir de (6.3) e (6.4) pode-se obter a formulacao variacional. Para
qualquer ¢ € (0,7, tome v € Y e ¢ € ), multiplique, respectivamente, por (6.3) e

(6.4), integre em €2 e aplicando o teorema da divergéncia tem-se
/utv dxdy+/(u-V)u-v dxdy—/ o-n-v ds—/ (o11ny + 012ny) - V1 ds —
Q Q Iy I's
—/ (2115 + 0921y - Vo ds—/ a-n~vds—/ oc-n-vds+
I's I'p I's
—l—/ o(V-v) dedy =0,
Q

/(V~u)-qudy:O.
Q

Note que v € Y, logo v =0em 'y Ul'p e v = O em I's. E pelas

condicoes naturais, tem-se que 0 -n=0em ['pen-t=0em ['s.

!Figura retirada de Srinath e Mittal [38]
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A partir dessas hipoteses e de (6.5) a formulagao variacional é dada:

encontre a velocidade u: [0,7] — Y e a pressao p: (0,7] — @ tal que

(ug, v) +b*(u,u,v) — (p, V-v) +2Re (D(u), Vv) = 0, (6.6)
(V-u,q) =0, (6.7)

para qualquer v € Y e qualquer ¢ € ()

Pode-se derivar o quarto termo do lado esquerdo de outra forma, con-

forme

2D(u), Vv) = (D(u),Vv)+ (D(u)?, vv7)

— 2(D(u),D(v)). (6.8)

Tem-se observado que a formulagao 2(D(u), D(v)) é superior a 2(D(u), Vv)
em problemas mais complexos, como este do escoamento em torno de um aerofélio.
Isso explica-se do fato que 2(D(u),D(v)) preserva as propriedades fisicas do proble-
mas. Logo, esta formulagao favorece a convergéncia de problemas com condicoes de

contorno irregulares.

Também observa-se que em problemas mais complexos uma alterna-
tiva de estabilizacao da solucao pode ser inserida. Introduz-se a estabilizacao de

viscosidade artificial,
w(V(up41 —u,), Vv) (6.9)
onde w é uma constante.

Apesar dos métodos temporais utilizados neste trabalho serem incondi-
cionalmente estaveis para as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis em regime
transiente, em problemas mais complexos, como o desta secao, alguns artificios po-

dem ser utilizados a fim de melhorar a solucao. Para maiores informacoes a respeito
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desta estabilizacao de viscosidade artificial, veja Labovsky et al. [24] ou Bowers e

Rebholz |5].
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7 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

A escolha do espaco de elementos finitos deve ser feita com muito crité-
rio, pois dependendo do refinamento da malha pode aumentar significativamente a
quantidade de graus de liberdade e consequentemente o tempo computacional. Nos
exemplos de 1 a 4 do capitulo 6 observou-se que o elemento P3/P2, na maioria das
vezes, aproximou as solu¢oes de forma bem semelhante ao elemento Taylor-Hood
(P2/P1), mas com tempo computacional bem maior. Por isso, a utiliza¢ao do ele-
mento P3/P2 é favoravel apenas quando o problema tem predominéancia de erro no
espago, como no exemplo 1. Ja o elemento MINI (P1b/P1) mostra-se mais rapido
(por ter menos graus de liberdade) mas, em geral, a aproximacao é inferior aos

elementos P2/P1 e P3/P2.

Por estes motivos a respeito de discretizacao espacial, no exemplo 5,
optou-se pelo elemento P2/P1, que é mais eficiente que P1b/P1 e mais rapido que
P3/P2. Tal tese esta de acordo com a literatura, onde o elemento P2/P1 ¢ utilizado
em grande escala na area de pesquisa de problemas envolvendo fluidos. Ainda,
percebeu-se que P2/P1 aproximou as solugoes da velocidade e da pressao de forma
semelhante ao elemento Q2/P1%¢ se comparados os resultados dos exemplos 1 a 4

com o artigo de John [21].

A respeito da aproximacgao do termo nao linear observou-se que a es-
colha pelo método de Picard ou de Newton é muito relativa. Ambos os métodos
convergem muito bem, mas tratando-se de tempo computacional deve-se sempre
analisar qual é o método mais apropriado para o problema em questao. Por isso,
esta escolha deve ser baseada em experimentos para cada problema diferente abor-

dado.
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Com relagao aos métodos de discretizagao temporal pode-se verificar
algumas diferencas. O método de Euler implicito conseguiu aproximar as soluc¢oes
das equacoes de Navier-Stokes, mas por ser um método de primeira ordem, de modo
geral, as solugoes ficaram menos satisfatorias que os métodos de segunda ordem.
Em especial, para a aproximacao do coeficiente de sustentagao em torno de um
cilindro (exemplo 5) o método mostrou-se inadequado. Ja o método Crank-Nicolson
apresentou bons resultados. Por ser um método de segunda ordem, j& se esperava

tais resultados.

Finalmente o método 6 de passo fracionado 0 (FS0). Este método, tam-
bém de segunda ordem, mostrou-se muito eficiente, tanto para as aproximagoes da
velocidade e da pressao (Exemplos 1-4) quanto para as aproximagoes dos coeficientes
aerodinamicos (Exemplo 5). Na grande maioria dos casos testados, o método FS0O
aproximou a pressao melhor do que os outros métodos e também foi o que melhor
aproximou o coeficiente de sustentacao. Essas vantagens sao justificadas pelo fato
do método FSO resolver o problema trés vezes em cada passo de tempo, por ser um
método fortemente A-estavel e conjectura-se que esta eficiéncia também tenha rela-
¢ao com os pesos impostos pelo método, dando maior importancia a parte implicita

do que a parte explicita.

Fazendo uma relacao do método FS com Crank-Nicolson, percebe-se
que CN define pesos iguais as partes implicita e explicita. Ainda ha o fato de CN
ser A-estavel enquanto FS é fortemente A-estavel, esta diferenca pode ser relevante
quando as condigbes iniciais e de contorno forem irregulares. Segundo Turek [42],
essa diferenca faz com que o método CN tenha oscilacbes numéricas que podem ser
corrigidas apenas com passos de tempo suficientemente pequenos. Ao passo que FS
seria capaz de aproximar tais solucoes com passo de tempo maior sem apresentar
instabilidade. Estas oscilacoes em alguns casos podem produzir solucoes nao fisicas,

veja Turek [42].
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O método 6 de passo fracionado também mostrou-se mais eficiente que
Crank-Nicolson quando combinado com a regularizacao dada pelo modelo de decon-
volucao de Leray. A desvantagem do método F'S com relacao aos demais métodos é

o tempo computacional, que normalmente é no minimo o dobro de CN.

E importante observar que logo a partir das primeiras simulagées notou-
se que o método FS1 nao era tao eficiente quanto FSO, por isso em muitas analises
optou-se apenas abordar o método FS0. Como ja explicado no desenvolvimento do
trabalho, a desvantagem do método FS1 se deve ao fato de nao atualizar a forca f

em todas as etapas do passo de tempo.

Através do exemplo 5, onde o objetivo era a aproximacao de coeficientes
aerodinamicos, confirmou-se o fato do modelo de deconvolucao de Leray aproximar
as solucoes em niveis de malha mais grossa, onde modelos com simulagao direta
nao conseguem capturar de forma Otima tais solu¢oes. Também observou-se que
a quantidade de filtros implica em aumento de precisao do modelo, mas por ou-
tro lado deve-se limitar a quantidade de filtros, pois isso pode aumentar o tempo

computacional.

Outra vantagem do modelo de deconvolucao de Leray com relacao a
DNS foi mostrada no exemplo 4 com nimero de Reynolds 10°, no qual foi capaz
de aproximar solu¢oes com passo de tempo (At) grandes, onde modelos com DNS
nao conseguiram aproximar. Indica-se assim outra area de interesse para o modelo.
Por fim, o0 modelo de deconvolucao de Leray mostrou-se eficiente quando combinado
com a discretizacao temporal dada pelo método 6 de passo fracionado, caso esse nao

encontrado nos trabalhos pesquisados.

Para trabalhos futuros pretende-se aproximar os coeficientes aerodina-
micos em outras geometrias (exemplo: aerofdlio), paralelizac¢ao dos codigos computa-
cionais, inserir nas equacoes de Navier-Stokes efeitos reativos e de compressibilidade,

e trabalhar em trés dimensoes.
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