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RESUMO

Sistemas do tipo parasitdide-hospedeiro tém sido objeto de estudo em
diversos trabalhos, com enfoque especial em problemas de persisténcia e/ou co-

existéncia de espécies.

Nesta dissertacao, numa primeira abordagem, considerando meios ho-
mogeneos, sao apresentados, usando sistemas de equacgoes a diferencas, o modelo de
Nicholson-Bailey e algumas de suas modificacoes que previnem as oscilagoes diver-

gentes bem como a extingao das espécies apresentadas no modelo original.

Em cada um destes modelos, investigamos a existéncia e a estabilidade
dos estados de equilibrio das populagoes, identificamos os parametros e limiares que
caracterizam a dinamica do sistema, e visualizamos as informacgoes decorrentes dos
resultados analiticos, através de graficos construidos a partir de simulagoes com-

putacionais.

A seguir, adotamos a formulagao de Rede de Mapas Acoplados, através
da qual o sistema ¢ espacialmente estruturado, e revisamos o modelo de Hassell et

al.(1991) e a influéncia da dispersao local difusiva no modelo anteriormente estudado.

O trabalho é complementado mediante a inclusao da existéncia de
refligios espaciais, caracterizados por regioes nas quais a eficiéencia do parasitoide
¢ muito menor que no restante do habitat. Simulagoes computacionais foram rea-
lizadas para diversas configuracoes de refigios, diferindo em forma e tamanho. Em
especial foram analisadas a sua influéncia nos padroes espaciais e nas populagoes

dentro e fora dos refigios.
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ABSTRACT

Host-parasitoid systems have been subjects for several ecological stud-

ies, with special interest on species coexistence and persistence features.

In this work, we first present the original host-parasitoid Nicholson-
Bailey model, which considers homogeneous media, and whose first-order difference
equations system drives divergent oscillations and eventually the species extinction.
We also carry out some modifications of the original model which can prevent this

nonrealistic behavior.

The existence and the stability of each equilibrium state are investi-
gated, the relevant parameters and the threshold which describe each model are
identified, and the analytical results are visualized through the plots obtained from

computational simulations.

After that, through a coupled map lattice formulation, we review the
Hassell et al.(1991) model, which combines the original Nicholson-Bailey dynamics

to a local diffusive dispersal, and so incorporates spatial heterogeneity of the habitat.

Finally, spatial refuges are included, by defining regions, within which
the parasitoid efficiency is considerably less than outside. Computational simu-
lations were developed for several different shape and size refuges. In particular,
their influence on the spatial pattern and on the population level, with and without

refuges, are analyzed.



1 INTRODUCAO

Um dos temas importantes da ecologia é a persisténcia e/ou coexisténcia
das espécies. Em particular, muitos estudos tém sido realizados para investigar
os mecanismos e a modelagem matematica que melhor descrevem a evolugao de

sistemas ecologicos, nos quais convivem diferentes espécies de individuos.

O comportamento dinamico das espécies pode ser estudado através de

modelos que assumem formas especificas para a interagao entre elas.

Estudaremos um modelo que descreve o comportamento dinamico de
populagoes de espécies que nao apresentam sobreposicao de geragoes sucessivas, para
as quais os eventos de reproducao ocorrem em etapas bem definidas de tempo. Isto

justifica o uso de modelos discretos no tempo.

O modelo que serd estudado neste trabalho é denominado sistema pa-
rasitéide-hospedeiro, no qual uma espécie (parasitéide) explora a outra (hospedeiro),
levando-a a morte. O primeiro modelo de sistema parasitoide-hospedeiro estudado é
o de Nicholson-Bailey. Este modelo, estudado no capitulo 2, é dado por um sistema
de equagoes a diferengas, onde a tnica varidvel independente é o tempo (discreto).
Este modelo nao prevé nenhum equilibrio estavel com persisténcia das espécies. E
sabido que, com a dinamica de Nicholson-Bailey, ambas as populagoes apresentam

oscilacoes divergentes que conduzem a extingao.

Como na natureza se observa a coexisténcia de espécies de hospedeiros
e parasitéides correspondentes a estabilidade dos equilibrios, estudos sao realizados
com o propésito de descobrir modificagoes no modelo de Nicholson-Bailey original

que contemplem estas caracteristicas.

Neste trabalho serao estudadas cinco modifica¢oes no modelo de Nicholson-
Bailey original, nas quais serao encontrados fatores estabilizadores da dinamica, sob

certas condigoes. As trés primeiras modificagoes (capitulo 3) serao aplicadas a meios



homogéneos. Nas demais modificagoes (capitulo 4 e capitulo 5), estudam-se modelos

nos quais considera-se que as populagoes sao distribuidas espacialmente.

No capitulo 4, estudaremos o modelo de Hassell et al. (1991), o qual
considera a dinamica de Nicholson-Bailey num modelo espacialmente estruturado.
O meio ambiente serd dividido em patches (manchas), entre os quais, as espécies se
movimentam numa dispersao do tipo local (entre os quatro vizinhos mais préximos)
e difusiva (fragoes iguais das populagoes se deslocam na dire¢ao dos vizinhos). A

dinamica consiste de duas fases: uma de dispersao e outra de reproducao.

Por fim, no capitulo 5, incluiremos ao modelo de Hassell et al. (1991),
a existéncia de refugios (regides nas quais uma fracado da populagao de hospedeiros
pode proteger-se do ataque dos parasitéides). Inicialmente serd feita uma com-
paracao entre resultados de diversas simulacoes com o modelo de Hassell et al.

(1991).

A presenga de refugios sera estudada sob varios aspectos, como, por
exemplo, a influéncia nas médias totais das populagoes em todo o dominio e nas po-
pulagoes dentro de um fragmento de refigio, bem como na amplitude das oscilagoes

das séries temporais, ao variar:

a) a forma do refigio;

b) a érea total de refugio;

¢) a posicao do refugio no reticulado e
d) a fragmentacao de um refigio.

Outros aspectos serao estudados tais como, a influéncia de refigios na
estabilidade das populagoes e na emergéncia de padroes favoraveis aos hospedeiros,

para uma fragmentacao especifica de refigios.



2 O MODELO DE NICHOLSON-BAILEY
PARA SISTEMAS
PARASITOIDE-HOSPEDEIRO EM MEIOS
HOMOGENEOS

Modelos discretos fazem uso de equacoes a diferencas e sao adequados
para descrever o comportamento dinamico de populagoes de espécies que nao a-
presentam sobreposigao entre geragoes sucessivas (adultos morrem e sao substituidos
por seus descendentes) ou, para as quais os eventos de reprodugao ocorrem em etapas
bem definidas de tempo, levando assim, a uma divisao mais natural do tempo em

geracoes discretas.

Estudaremos um modelo para duas espécies, denominado sistema pa-
rasitéide-hospedeiro, que trata da interacao entre duas espécies em que uma (pa-
rasitéide) explora a segunda (hospedeiro) da seguinte maneira: uma fémea adulta do
parasitdide procura por um hospedeiro (que ainda nao foi parasitado) onde deposita
seus ovos [Edelstein-Keshet, 1988]. Em alguns casos, os ovos sdo colocados na
superficie externa do hospedeiro durante seu estagio de larva ou pupa; em outros,
os ovos sao injetados no corpo do hospedeiro. O parasitdide necessita de algum
hospedeiro para procriar. As larvas dos parasitdides desenvolvem-se e crescem as

custas do seu hospedeiro, consumindo-o e, matando-o [Hassell et al.,1991].

E importante salientar a diferenga entre parasita e parasitéide, visto
que, o parasita apenas hospeda-se e alimenta-se do hospedeiro e o parasitéide hospeda-

se, alimenta-se e acaba levando o hospedeiro a morte [Kot, 2001].

Como o modelo nao prevé sobreposi¢ao de geragoes, ao passar da geragao

t para a geracao t+ 1, as populagoes da primeira geracao morrem.

Nos capitulos 2 e 3 0o ambiente sera considerado homogéneo, isto é, todos

os hospedeiros sao igualmente suscetiveis ao parasitismo, por parasitéides idénticos.



Isto significa que, o encontro de hospedeiros por parasitoides é realizado rapidamente

dentro da escala de tempo utilizada para estudar a evolucao do sistema.

Considerando um ambiente homogéneo, um modelo discreto parasitoide-

hospedeiro geral é dado por um sistema de equagoes a diferencas:

Nt+1 — F(Nt, Pt) (21)

Pt+1 = G(Nn Pt)a (2-2)

onde representamos como:
P,, o nimero de parasitoéides na geracao t;
Ny, o nimero de hospedeiros na geracao t.

Neste capitulo, estudaremos o modelo de Nicholson-Bailey (1935). O
bilogo A. J. Nicholson e o fisico V. A. Bailey (responsavel pelo rigo matemaético)

trataram pela primeira vez o sistema parasitéide-hospedeiro como um modelo tedrico.

Mostraremos que neste modelo ambas as populagoes apresentam os-

cilacoes divergentes que conduzem a extingao de uma ou das duas espécies.

2.1 O MODELO

A construcao do modelo de Nicholson-Bailey baseia-se no seguinte con-
junto de suposigoes:
a) hospedeiros parasitados dao origem a parasitéides na geragao seguinte;
b) hospedeiros nao parasitados dao origem a hospedeiros na préxima geragao;
c) a fragdo de hospedeiros que sao parasitados depende da taxa de encontro das
duas espécies. Em geral, esta fracao pode depender das densidades de uma ou de
ambas as espécies.

d) parasitéides que nao se hospedam, nao se reproduzem e morrem na geragao t.



O fluxograma na Fig.2.1 representa o modelo de Nicholson-Bailey para

duas populacoes: uma de hospedeiros e uma de parasitoides.

Representamos por f(NV;, P;) a fracado de hospedeiros nao parasitada
(adimensional). Esta fracdo, que também pode ser vista como a probabilidade de um
hospedeiro nao ser encontrado por um parasitoide, decresce com o niimero P, de
parasitéides e com a eficiéncia a (a > 0) do parasitéide em encontrar o hospedeiro.
Concluimos que N; f(Ny, P,) fornece o nimero de hospedeiros nao parasitados na

geracao t. Conseqlientemente, o nimero de hospedeiros parasitados na geragao t

¢ dado por N1 — f(N:. P)l.

GERACAQ t GERACAQ t+

REPRODUGEOD

N fONe Pr) ’

Nes

| MR- (NPT |

<
Ptm \ Pray

A

\

Py

pt( n

Figura 2.1: O modelo de Nicholson-Bailey que corresponde a f(N;, P;) = exp(—aP}),
dada em (2.3). Sendo N; e P, as populagoes de hospedeiros e de
parasitoides na geracao t, respectivamente.

Salientamos que nem todos os parasitéides P, encontram um hos-
pedeiro, portanto, Pt(l) = P — Pt(z) sao parasitéides que nao se hospedam e

morrem.



Na Fig.2.1 delimitamos através de um retangulo, a parasitacao dos

hospedeiros pelos Pt(z) parasitoides.

A geracao seguinte (t+1) serd novamente composta por parasitdides e
hospedeiros, sendo que a nova populagao de hospedeiros N;.; sera constituida pela
prole dos hospedeiros nao parasitados, que se obtém multiplicando Ny.f(Ny, P;) pelo
seu fator de reprodugao positivo A (nimero de hospedeiros filhos por hospedeira
mae). Por outro lado, a nova geracao de parasitéides P,,; serd constituida pela
prole dos hospedeiros parasitados que se obtém multiplicando N[1 — f(Ny, P;)]
pela fecundidade ¢ (¢ > 0) do parasitéide (nimero de ovos vidveis por hospedeiro

parasitado na geracao t que passa a ser parasitdide adulto da geragao ¢+ 1).

Ao levar em consideracao as suposicoes definidas anteriormente e u-

sando para f(V;, P;), a expressao:

f(Ng, P,) = exp(—aP,), (2.3)

que depende apenas da densidade da populacao de parasitdides e decresce a medida
que a populacao P, de parasitéides aumenta, ou quando sua eficiéncia aumenta,

construimos o modelo parasitdide-hospedeiro de Nicholson-Bailey:
Nip1 = NoAF(Ny, ), (2.4)

Py = e.N,[1 — f(N,, P,)]. (2.5)

Se representarmos por [«], a dimensdo (unidade) de «, e dado que a
fragdo de hospedeiros nao parasitados é dada por f(N;, ;) = exp(—aP;), temos
que [a] = [P]7".

Podemos considerar que é representa a densidade de parasitéides para

1
a qual aproximadamente 3 da populacao de hospedeiros escapa do parasitismo.

Observamos, para a fracdo 1 — f(Ny, P) = 1 — exp(—aF;) de hos-
pedeiros parasitada (Fig.2.2);



para um dado numero de parasitéides, quanto maior o valor de a,

maior a fragao de hospedeiros parasitada (1 — f(Vy, Py)).

. para um dado valor da eficiéncia a, a fragdo de hospedeiros é maior

a medida que o nimero de parasitéides aumenta.

N D o o] = N B
o)
O

e o o °

5 10 15 207

Figura 2.2: Gréfico da fragao de hospedeiros parasitada (1 — f(INVy, P;)), em fungao do
numero de parasitéides (F;); as curvas c¢ e d correspondem aos valores
a=0,2 e a=0,4 respectivamente.

Para obter a expressao (2.3), Nicholson e Bailey consideraram as seguintes

hipéteses [Hassell, 2000]:

1) Que a populagao de parasitéides ndao tem limitagao para ovoposi¢ao
e encontram hospedeiros em proporc¢ao direta a abundancia de hospedeiros, sendo
que o numero de encontros é proporcional ao produto da densidade de hospedeiros

(ainda nao parasitados) pela densidade dos parasitéides, isto é:

Ne = aNtPt, (26)

onde a ¢ uma constante que representa a eficiéncia do parasitoide.

A constante a ¢é a eficiéncia de procura per capita, chamada por
Nicholson de “area de descobrimento”, porque ele assumia que um parasitéide cobre
uma area caracteristica em sua vida, dentro da qual todos os hospedeiros, por mais

que sejam abundantes, seriam parasitados.

2) Os encontros sao distribuidos aleatoriamente entre hospedeiros, con-

siderados igualmente suscetiveis. Nichloson usou esta hipotese sobre parasitismo em



sua chamada “curva de competicao”, ao afirmar que a proporcao de hospedeiros que

escapa do parasitismo é dada pelo termo “zero” da distribuicao de Poisson:

Ne
e (%)

r! ﬁt

N,
que, para r = 0, fornece: P(0) = exp(—aP};), onde aP; = Fe’ ¢ o niimero médio
t
de encontros num intervalo de tempo.

Caso a hipotese de suscetibilidade uniforme entre os hospedeiros nao
for satisfeita, outra distribuicao devera ser considerada; por exemplo, a distribuigao

binomial negativa contemplaria uma situagao de agregacao.

Finalmente, as equagoes de Nicholson-Bailey sao obtidas como:
Nt+1 = )\Nt eXp(—a,Pt) <27>

Prp1 = cNy[1 — exp(—al?)]. (2.8)

Observamos que na auséncia de parasitéides, o modelo acima preveée
uma variacao exponencial do nimero de hospedeiros, de acordo com Ny = AN,
que para uma populacao inicial Ny em ¢ = 0, tem por solucao (ver apéndice A.3):

N, = N\, YVt € Z,.

A Fig.2.3 ilustra as séries temporais da populacao N; para as trés

possibilidades para o fator de reproducao.

e Se )\ < 1, a populacao de hospedeiros decresce exponencialmente com o tempo.
e Se \ =1, a populacao de hospedeiros permanece constante com o tempo.

e Ese A > 1, a populagao de hospedeiros cresce exponencialmente com o tempo.

MODELO DE NICHOLSON-BAILEY ADIMENSIONAL

Antes de determinar os equilibrios do modelo e sua estabilidade, cons-

truiremos a versao adimensional do modelo (2.7)-(2.8).
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Figura 2.3: Séries temporais da populagao de hospedeiros na auséncia de para-
sitdides, a partir de Ny, = 5 para fatores de reproducao distin-
tos: () A=0,5<1, (HA=1¢€ (¢c)rA=2>1.

Definimos duas novas variaveis dependentes adimensionais
pr=ab e ng=acN,

que substituidas nas equagoes do modelo, fornecem:
Ngy1 = Angexp(—py)

DPi+1 = nt[l - exp(—pt)].

Podemos observar que na versao adimensional do modelo, o tinico parametro
relevante é o A\. Como o objetivo do nosso trabalho é estudar o comportamento do
sistema em funcao de uma variacao na eficiéncia a dos parasitdides, optamos por

continuar nosso trabalho com a versao original (dimensional) do modelo.
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2.2 PONTOS DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE

Mostraremos que o modelo de Nicholson-Bailey possui dois pontos de
equilibrio, sendo que (N1, P;) é o equilibrio de extincdo das espécies e (N, Py)

é o equilibrio de coexisténcia das espécies.

Para o modelo (2.7) e (2.8), os pontos de equilibrio (N, P) devem
satisfazer as condicoes (ver apéndice A.6): Ny =N, =N e P, =P, = P, que

substituindo no sistema (2.7) e (2.8) fornece:
N = \.Nexp(—a.P) (2.9)

P = c.N[1 — exp(—a.P)]. (2.10)

De (2.9) temos: N(1 — X exp(—aP)) = 0, que leva a N; = 0 ou
A exp(—aP) = 1.

Substituindo N; = 0, em (2.10), fornece P; = 0, donde temos o

primeiro ponto de equilibrio:

(N1, Py) = (0,0), (2.11)

que corresponde a extingao (auséncia) de ambas as espécies.

_ — InA
Por outro lado, se A exp(—aP) = 1, obtemos P; = —. Observamos
a
que para ser biologicamente viavel, devemos ter Py, > 0, o que implica em X > 1.

In\ AnA

Substituindo P, = —~ em (2.10), obtem-se Ny = ————— que seré positivo
a ac(A—1)

desde que A > 1.

Obtemos, desta forma, o equilibrio de coexisténcia das espécies:

AlnA @»

(N3, Py) = (m, . (2.12)

desde que A > 1.
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CONDICOES DE ESTABILIDADE DOS EQUILIBRIOS

Sera mostrado que, para 0 < A < 1, o tnico equilibrio biologicamente
vidgvel: (N, P1) = (0,0), é linearmente estével e, para A > 1, nenhum dos dois

equilibrios biologicamente vidveis é estavel.

Para que um equilibrio (N, P) seja estével, deve ser satisfeita a

condi¢ao de estabilidade (ver apéndice B.15):

Bl <~v+1<2=|0]-1<~vy<1, (2.13)

onde v e [ sao respectivamente, o determinante e o traco da matriz J, a matriz

Jacobiana do sistema (2.1) e (2.2), dada por:

J= (2.14)

que para o sistema (2.7)-(2.8), fornece:

Nexp(—aP) —aAN exp(—aP)
J= . (2.15)

c(1 —exp(—aP)) ac Nexp(—aP)

a) Estabilidade do equilibrio (N, P;).

Calculando os elementos de J, dada em (2.15) no equilibrio de ex-

tingdo das espécies (N, P1) = (0,0) obtemos:

A0
I, Py = 7 (2.16)

cujo determinante v e o traco [ sao respectivamente, v =0 e (= \. A condigao
de estabilidade dada em (B.15) é satisfeitase 0 < A < 1, pois [A\| =1 <0 < 1,

implica em 0 < A <1, visto que A é sempre positivo.
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Portanto, o equilibrio de extincao das espécies (N1, P;) = (0,0), que
existe para qualquer A\ > 0, serd linearmente estavel se 0 < A\ < 1, caso contrario,

sera instavel.

Cabe observar ainda que a estabilidade (ou nao) do equilibrio de ex-

tincao das espécie independe de a e de ¢, dependendo apenas do valor de .
b) Estabilidade do equilibrio (N, P5).

Calculando os elementos de J, dada em (2.15) no equilibrio (N, Ps),

que s6 existe (biologicamente vidvel) se A > 1 obtemos:

. —AInA
c(A=1)
J’(Nz,ﬁg) = )
[)\ - 1} InX
c
A A—1
Aln InA
cujo determinante v e o tragco [ sao da forma: v = 3 f ] © =1+ )\Ti T A
condigao de estabilidade (B.15), neste caso, é dada por:
In\ AlnA
1. 2.1
A1 a—1 (217)

Sendo A > 1, a primeira desigualdade de (2.17) é sempre satisfeita. A

segunda desigualdade de (2.17) pode ser reescrita sob a forma:

AMnA—A+1
A—1

que para A > 1, nunca sera satisfeita, pois sendo o denominador positivo, implicaria

< 0,

que o numerador fosse negativo, isto é,

fiA) < f2(N), (2.18)
onde fi(A)=Ain\ e fo(A\)=A—1.

Analisando cada uma das fungbes, vem que a condi¢ao (2.18) jamais
serd satisfeita, pois, fi1(1) = fo(1) =0, e f{(A) = 1+ In\, que para A > 1, serd

sempre maior do que fj(\) = 1.



13

Podemos constatar isto através do grafico apresentado na Fig.(2.4),

donde observamos que, para A # 1, fi(A) = AlnA > fo(A) = A — 1.

f1,f2
3

-2

[1P )

Figura 2.4: A curva “a” é o grafico de fi(z) = zlnx e a curva “b” é o gréfico de
fo(x) =2 —1.

Portanto, o equilibrio de coexisténcia das espécies (Ng, Ps), que existe

(biologicamente vidvel) apenas para A > 1, serd sempre instavel.

Pelo estudo da estabilidade do equilibrio (N, P3), de coexisténcia das
espécies, concluimos que pequenas perturbacoes deste equilibrio conduzem a os-
cilagoes divergentes, visto tratar-se de um equilibrio instavel. O modelo, portanto,
nio prevé coexisténcia estdvel das espécies. Por outro lado, o equilibrio (Ny, Py),
de extincao das espécies, é linearmente estavel para 0 < A < 1; perturbacoes
deste equilibrio convergem para zero, neste intervalo. Para A > 1, este equilibrio é

instavel.

Uma sintese deste estudo é mostrado pelo diagrama de bifurcacao na
Fig.2.5 (grafico que representa os efeitos da variagao de parametros sobre a existéncia
e estabilidade das solugdes de equilibrio), sendo que as linhas pontilhadas represen-
tam equilibrios instaveis e as linhas continuas representam equilibrios linearmente

estaveis.

Na tabela 2.1, apresentamos um resumo do modelo de Nicholson-Bailey

com seus pontos de equilibrio e sua condicao de estabilidade.
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\
al
\

\

\
w »
N\

Figura 2.5: Diagrama de bifurcagado do modelo de Nicholson-Bailey com os
equilibrios (N1, P1) e (Ny, Py) dados em (2.11) e (2.12) em fungao do
fator de reprodugao A. Em (a) e (b) temos a populacao de hospedeiros
e de parasitéides, respectivamente. Fixados: a =0,25 e ¢=1.

2.3 ITERACOES DO MODELO DE
NICHOLSON-BAILEY

Dadas condicgoes iniciais Ny e P, e fixando valores para os parametros

a,c e A, podemos calcular as seqiiéncias de valores de N e de P, a cada geragao.

Na Fig.2.6 representamos as populacoes de hospedeiros (curva ponti-
lhada) e de parasitdides (curva continua) no tempo t, onde cada nimero inteiro

significa uma geragao.

Na Fig.2.6 (a) e (b), iniciamos com o ponto (Ny, Po) = (1,1;1,4),
préximo do equilibrio de extincdo das espécies (Np, P;) = (0,0) e confirmamos
nossos resultados analiticos da secao 2.1.2, de que para 0 < A < 1, o equilibrio

estavel (dnico existente) é o de extingao das espécies (Fig. 2.6 (a)).

Por outro lado, a Fig.2.6 (b), para A =2 > 1, temos além do equilibrio
de extingdo das espécies (N, P1) = (0,0), o equilibrio de coexisténcia das espécies
(Ny, Py) = (20,39;10, 39), mas nenhum destes é estdvel. Podemos observar ainda
que: para t > 10 parasitdides hospedam-se e o nimero de hospedeiros diminui

sensivelmente. Na quase auséncia de hospedeiros, o nimero de parasitéides diminui



Tabela 2.1: Resumo do modelo de Nicholson-Bailey
Equacoes do | Ny = A\.N;.exp(—aP;) onde
modelo Py =c. N1 —exp(—aPy)], | A\ a,c>0
Intervalo do | Equilibrios Estabilidade
parametro A\ | biolégicamente vidveis linear
0<A<1 | (N, P)=(0,0) estével
(N1, P1) = (0,0) instével
— = AlnA  InA
A> 1 Ny, Py) = ( , ) inst4vel
> (Na, Py) O~ 1) a instave
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drasticamente. Para maiores valores de t hospedeiros crescem indefinidamente e

os parasitéides vao a extingao.

Na Fig.2.6 (c), consideramos como condigao inicial (Ny, Py) = (21, 75;11),

préximo do equilibrio de coexisténcias das espécies (No, Py) = (20,39; 10,19), que

se mostra instavel. Nesta figura, foi usada escala logaritmica no eixo vertical, por

conta das grandes variagoes que a variavel dependente sofre. Observamos ainda na

Fig.2.6 (c) que, na auséncia de parasitéides, a populacdo de hospedeiros cresce ex-

ponencialmente e o logaritmo cresce linearmente, o que concorda com o que vimos

na secgao anterior.

Assim, podemos afirmar que o modelo de Nicholson-Bailey prevé ins-

tabilidades oscilatérias na dinamica do sistema parasitéide-hospedeiro [Edelstein-

Keshet, 1988]. No entanto, a dindmica de parasitéides e hospedeiros é observada em

diversos sistemas naturais [Hassell, 2000].

Neste momento nos fazemos a pergunta: que fatores podem influenciar

a existéncia de regimes estaveis da dinamica parasitéide-hospedeiro, ja que ela é

observada nos sistemas naturais?
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Figura 2.6: Séries temporais das populagdes de hospedeiros (linha pontilhada) e de pa-
rasit6ides (linha continua) obtidas a partir de iteragdes do sistema (2.7)-(2.8).
Em (a) e (b) fixamos os parametros: No=1,1; Py =1,4; c=1; a = 0,068.
Ainda em (a) usamos A =0,7; e em (b) usamos A =2. Em (c) fixamos os
parametros: Nog=21,75;, Py=11; ¢=1; a=0,068 ¢ A =2.

Os capitulos que seguem, serao dedicados a adaptacoes deste modelo
original, com a expectativa de contemplar a coexisténcia das espécies, que se observa
na natureza. Consideraremos modificagoes nas suposicoes anteriormente impostas a
dinamica da populacao hospedeira e investigaremos a inclusao de fatores potencial-

mente estabilizadores.

No capitulo 3, estudaremos modificacoes que levam a modelos discretos,
ainda com uma tnica varidvel independente ¢ (geragao). Por outro lado, nos
capitulos 4 e 5, consideraremos a localizagao espacial das populagoes envolvidas, e

portanto os modelos passarao a ser do tipo Rede de Mapas Acoplados.
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3 MODIFICACOES DO MODELO DE
NICHOLSON-BAILEY EM MEIOS
HOMOGENEOS

Dentre as modificacoes que podem ser feitas no modelo de Nicholson-
Bailey, ainda em sistemas homogéneos, isto é, com apenas a variavel independente
t, apresentaremos na seccao 3.1, uma forma de contemplar a existéncia de uma
capacidade de suporte do ambiente para a popula¢ao dos hospedeiros [Beddington,
1975 apud Edelstein-Keshet, 1988]; uma eficiéncia de parasitdides que nao seja cons-
tante, mas sim dependente da prépria populacao de parasitéides, na secgao 3.2
[Beddington, 1978 apud Edelstein-Keshet, 1988] e ainda na sec¢ao 3.3, uma forma
de incluir a existéncia de refigios, onde hospedeiros podem se abrigar do ataque dos

parasitéides [Hassell, 2000].

3.1 INCLUSAO DE UMA CAPACIDADE DE SUPORTE
PARA OS HOSPEDEIROS

Sabe-se que, na auséncia de parasitdides, a populacao de hospedeiros
nao pode crescer acima de um valor limite, denominado capacidade de suporte K

do meio ambiente com relagao a populacao de hospedeiros.

A inclus@o do efeito de saturagao (modelo de Ricker) pressupoe que a
dinamica parasitéide-hospedeiro se efetue em “altas” densidades de hospedeiros pois

caso contrario o modelo Maltusiano seria suficiente.

3.1.1 O MODELO

A inclusao desta capacidade de suporte (K) pode ser feita ao consi-

derar um fator de reproducao A dos hospedeiros, na equagao (2.7), dependente da
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propria populagao de hospedeiros, sob a forma [Beddington, 1975]:

A, = exp [r(1 - %)] (3.1)

donde o sistema de equagoes a diferencas (2.7)-(2.8) passa a ter a forma:
Ne
Nit1 = exp [r(l — Eﬂ N exp(—aF%) (3.2)

Prpi = c Ny [1 — exp(—al)], (3.3)

onde r é uma constante positiva relacionada com o fator de crescimento intrinseco

da populagao.

Com esta modificacao, teremos, na auséncia de parasitéides, uma variacao

do numero de hospedeiros de acordo com:

Niy1 = Nyexp |:7”(1 — %)}, (3.4)

que é o modelo de Ricker para dindmica populacional de uma tnica espécie (ver

apéndice A.13).

O modelo de Nicholson-Bailey com capacidade de suporte para hos-

pedeiros é:
Ny
Niy1 = N; exp [r(l — E) - aPt} (3.5)
Pry1 = cNi(1 — exp(—ah)). (3.6)

Salientamos que, quando K — o0, recaimos no modelo original de
Nicholson-Bailey (2.7)-(2.8) com e" = A, isto é, r = InA. Portanto, r < 0

corresponde a 0 < A< 1,e r > 0, corresponde a A > 1.
VERSAO ADIMENSIONAL DO MODELO

Antes de determinar os equilibrios e sua estabilidade, construiremos a
versao adimensional do modelo (3.5)-(3.6). Definimos duas novas variaveis adimen-

sionais: n; = % e p; = abP;, que, substituidas nas equacoes do modelo, fornecem:
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niv1 = nyexp(r(l —ny) — i
pry1 = any(1 — exp(—py))

Observamos que na versao adimensional do modelo (3.5)-(3.6), os qua-
tro parametros (r, K,a,c) sdo reduzidos para apenas dois parametros relevantes:
a =acK e r. Como o parametro a, cujo efeito no comportamento do sistema ire-
mos investigar, nao é por si um parametro relevante, continuaremos nosso trabalho

com a versao dimensional do modelo.

3.1.2 PONTOS DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE

Mostraremos que este modelo de Nicholson-Bailey modificado possui
trés pontos de equilibrio, sendo que (N, P1) = (0,0) ¢ o equilibrio de extincdo
das espécies, (Ng, Py), com Ny # 0 e Py # 0 é o equilibrio de coexisténcia
das espécies e (N3, P3) = (N3,0), com N3 # 0 é o equilibrio no qual apenas a

populacao de parasitoides vai a extingao.

Sem perda de generalidade quanto aos tipos de comportamentos do
sistema, podemos considerar ¢ = 1, para o modelo (3.5)-(3.6). Os trés equilibrios

(N, P) devem satisfazer:

N[1—exp(r(l1-g)—aP)] =0 (3.7)
P = N(1 — exp(—aP)), (3.8)
__N _ . o .
onde ¢ = e a razao entre a densidade de equilibrio dos hospedeiros na presenca e

auseéncia dos parasitoides, da uma idéia do quanto os parasitéides conseguem reduzir

a populacao de equilibrio de hospedeiros abaixo da capacidade de suporte (K).

Salientamos que, se P = 0, recaimos no modelo de Ricker para os
hospedeiros (ver apéndice A.13). No modelo original de Nicholson-Bailey, quando

P =0, recaimos em uma dinamica exponencial.
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De (3.7) podemos obter o ponto de equilibrio de extin¢ao de ambas as
espécies, isto é:

(N1, P1) = (0,0). (3.9)

Observamos que, tanto para o equilibrio de coexisténcia das espécies
quanto para o equilibrio de extingao apenas da populagao de parasitdides, a po-
pulacdo de hospedeiros N, e Nj, respectivamente, é diferente de zero, portanto
de (3.7) podemos escrever, para ambos os pontos: exp[r(l —g,) —aP;)] =1, com

i = 2,3 donde podemos escrever P; em funcdo de g :

_ =% ;qi), (3.10)

~

N,
e como definido anteriormente, g, = f@

Para que a componente P; acima estabelecida seja biologicamente

vidvel e ndo nula, devemos ter g; < 1 (o que significa que N; < K) com i = 2, 3.

O equilibrio de extincao apenas dos parasitéides corresponde a ¢ = 3

e P3 =0, donde concluimos de (3.10) que g; = 1 e portanto, N3 = K.

Entao o equilibrio de extingao apenas da populacao de parasitéides é:

(N3, P3) = (K,0) (3.11)

Para o ponto de equilibrio de coexisténcia das espécies, que corresponde
a i =2, tem-se que P3 # 0, donde concluimos de (3.10) que g, < 1, ou seja,

N2<K.

O fato de que N, < K vem ao encontro do que esperavamos, tendo
em vista que, na auséncia de parasitéides, a populacao de equilibrio dos hospedeiros

seria K.

Substituindo (3.10) com ¢ =2 em (3.8), obtemos a seguinte férmula

para Ns :
~ r(1—qy)
Ne = (@)

(3.12)
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e portanto, o ponto de equilibrio de coexisténcia das espécies é:

r(1—7y) T
(1 — exp(_r(l _ 62))), a<1 Q2)>7 (313)

(N2, Pa) = (a

__ N
comq25?<1.

Podemos neste momento, verificar o que ocorre com o equilibrio de
coexisténcia das espécies quando K — 00, pois vimos anteriormente que, neste

caso, o modelo recai no original de Nicholson-Bailey.

De fato, quando K — oo

— = r r
Ny, P —
(N2, Pa) = <@<1 —exp(—1))’ 2)
que confere com o ponto de equilibrio (Nj, Py) = (%, f) dado em (2.12),
a(A—1)"a

do modelo original de Nicholson-Bailey (2.7)-(2.8), para A = expr-.

Graficamente (veja Fig.3.1), os pontos de equilibrio com populagao de

hospedeiros nao nula (N; # 0,7 = 2,3), podem ser visualizados escrevendo:

T<1 _ %) N
——LL e (- r(1- )] (3.14)

CLNZ‘

que se obtém apds substituir (3.10) em (3.8).

Definindo 5
Si(N) = %1@—% (3.15)
fo(N3) = [1—6XP<—T(1—%)>}, (3.16)

concluimos que os valores de N; que satisfazem a equacdo (3.14) sdo aqueles de

intersecgao entre as curvas f1(N;) e fo(N;), dadas em (3.15) e (3.16) respecti-
r(l—17,) r ) o

dd—ep(—r (=) a P

vamente, que sdo os pontos: (Ny, Py) = (

(N&FE}) = (K7 0)'



22

T1

1 2 3 7 5 6 N

Figura 3.1: Gréfico das funcdes f1(N;) e fo(N;) dadas em (3.15) e (3.16) respectiva-
mente, com K =5;r=2,2 e a=1,1; para a determinagao dos pontos de
equilibrio (Ng, P2) e (N3,0).

Analisando o grafico das funcgoes fi(N5) e f2(N3), quando

K — oo na Fig.3.2, percebemos que o valor de N; que satisfaz a equacdo (3.14)
r

é: , representado pelo ponto A de coordenadas:
a(1 — exp(—r))
r
11— exp(— ): 2,249: 0, 892),
(a(l —exp(—r)) exp(=r) ( )

interseccdo entre as curvas fi(N;) e fo(N;), dadas em (3.15) e (3.16) respecti-
vamente.

fi1,f2
2

1.75
1.5
1.25
1 fa

0.25 fa

55 5 7.5 10 125 15 175 20M
Figura 3.2: Gréfico das funcdes: f1(N;) e f2(N;) dadas em (3.15) e (3.16) respec-

tivamente, com K — oo para a = 1,1;e r = 2,2. O ponto A tem
coordenadas: (2,249;0,892).

CONDICOES DE ESTABILIDADE DOS EQUILIBRIOS

Mostraremos que o ponto de equilibrio (N, P1) = (0,0) correspon-

dente a extingao de ambas as espécies, é instavel para qualquer valor de 7; que o
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ponto de equilibrio (N, Py) de coexisténcia, é estdvel para uma regidao do plano
7 Qo , € que o ponto de equilibrio (N3, P3) = (K,0) é estavel para uma regido no

espaco dos parametros K a.

Pelo procedimento adotado no apéndice B, com

F(N,, P,) = N, exp [r(l - %) —aP)] (3.17)
G(Ny, B) = Ni(1 — exp(—aF)), (3.18)

identificadas a partir de (3.5)-(3.6) com ¢ = 1, obtemos a seguinte matriz Jacobiana:

(1 —gr)exp[r(1 —q) —aP] —aN exp[r(l1 —g) — aP]
J= . (3.19)

1 —exp(—aP)) aN exp(—aP)

a) Estabilidade do equilibrio (N;, P;) = (0,0).

Calculando os elementos de J, dada em (3.19), no equilibrio de ex-
tingao das espécies (N1, P1) = (0,0) obtemos:

exp(r) 0
Jw )= ,

0 0
donde o determinante v e o traco 3 da matriz J sao dados por: 7 =0 e
B = exp(r) que devem satifazer a condi¢ao de estabilidade (ver apéndice-B.15), ou

seja,
IBl—1<y<1l=|exp(r)|—1<0<1

A segunda desigualdade é sempre verdadeira e a primeira desigualdade

s6 seria verdadeira se r < 0, o que nao ¢é verdade para nosso modelo.

Logo, (N1, P;) = (0,0) é equilibrio instével para todo r > 0. No
modelo original de Nicholson-Bailey o equilibrio (0,0) era estavel para 0 < A < 1,
intervalo de A para o qual (ver observagoes ap6s 3.6) ndao ha valor de r > 0

correspondente no modelo modificado.
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b) Estabilidade linear do equilibrio (N, Py).

Calculando os elementos de J, dados em (3.19) no equilibrio (N, Ps)
dado em (3.13) obtemos:

. —r(1—¢y) ]
1—-7q, 1 —exp(—r(l —17y))
J|(W2,ﬁ2) - |
1 —exp(—r(l —7y)) T(ll__qez}?;;z{i)f“(_lr(—lq_g)%ﬁ)

que pode ser reescrita sob a forma:

1—gyr —¢
I @w,p0) = - ,
r(l—g _
——= ¢—r(1-7q,)
¢
onde
(1 —7q,)
o= —. 3.20
T—exp(—r(1— 7,) (3:20)
O trago [ e determinante 7y da matriz J respectivamente, sao dados
por:
B=1—r+¢ (3.21)
e
v =(1—1)¢+r°G(1 — ). (3.22)

Sabe-se que, o equilibrio de coexisténcia das espécies (Ng, Py) serd

estavel se a condicao (B.15) for satisfeita.

Substituindo 7 na 2* desigualdade de (B.15) obtemos:

(1 =73)¢ +7°3,(1 = 7,) < 1, (3.23)

representada pela regiao acima da curva A na Fig.3.3.
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Por outro lado, substituindo 3 na 1* desigualdade de (B.15) escreve-
mos:
—l—9<l—-r4+¢o<1l+n. (3.24)
A 1?7 desigualdade de (3.24) implica em:
p—r+7>-2 (3.25)
que com a condicao ¢, < 1, é representada pela regiao abaixo da curva B e abaixo
da reta g, =1 na Fig.3.3; a 2* desigualdade de (3.24) implica em:

—r+ ¢ <7, (3.26)

que mostraremos que sempre se verifica.

Para mostrar que a desigualdade (3.26) sempre se verifica, nela substi-

tuiremos ¢ e 7, de (3.20) e (3.22), donde obtemos:

r(1—g,) I ) I ) I
1 —exp(—r(1 —gy)) 1 —exp(—r(1—7,)) B(l-3) <0=
7@2(1 - 62) _ _
r( -l 1 —exp(—r(1—7,)) —75(1 — QQ)> <0. (3.27)

Como r > 0, concluimos que a expressao entre parénteses deve ser negativa, isto €,

7G5(1 — )
1 —exp(=r(1 —7y))

—1Gy(1 —Gy) — 1 <0, ou seja,

Gor(1 = Gy) —1Go(1 — @) (1 — exp(=1(1 —q5)) — (1 — exp(—r(1 — 7))
1 —exp(=r(1 = qy))

< 0. (3.28)

Em (3.28) o denominador é sempre positivo, pois g, < 1 = 1—-g, > 0,
que com 7 >0 levaa r(l —g,) > 0, donde exp(—r(1 —7q,)) < 1, e portanto o

denominador de (3.28) é positivo: 1 —exp(—r(1 —g,)) > 0.

Da condi¢ao (3.28) ser negativa, visto que o denominador é positivo,

concluimos que o numerador deve ser negativo, isto é:

7Gy(1 = Qo) — 1q5(1 — o) (exp(—7(1 = G3))) < (1 —exp(=7r(1 —qp))) =
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1Gy(1 =) <exp(r(l —gy)) — 1. (3.29)

Para mostrar que (3.29) ¢ sempre verdadeiro, expandimos

exp(r(1 — G,) em série de Taylor, em poténcias de r(1 —G,), como segue:

7”2(1 - 52)2 i T3<1 - 52)3

exp(r(1~ 7)) = 14 r(1—7) + -
que substituido em (3.29) fornece:
1—-7 2(1 —1qy)?
Gy <14+ 01-D) LGS (3.30)

2! 3!
onde usamos o fato de que r(1 —7q,) > 0.

A equacao (3.30) ¢ evidentemente verdadeira pois g, < 1 e

r(1 —Gy) > 0, e assim mostramos que (3.26) ¢ sempre verdadeira.

Desta forma (3.24) reduz-se a (3.25), que graficamente é a regiao
abaixo da curva B na Fig.3.3, na qual, substituindo v por (3.22) e ¢ por (3.20),

leva a :
(1 —7y)
1 —exp(—r(1—7q,))

(2 —1qy) + 172G, (1 = Gy) — 1 > —2. (3.31)

A interseccao entre a condi¢ao (3.23) e (3.24), e ainda, a condigao
g, < 1 fornece a regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia das espécies,

representada pela regiao sombreada da Fig.3.3.

Na regiao onde este equilibrio nao é linearmente estavel, ciclos e outras

dinamicas podem aparecer.

A regiao do plano 7 g, na qual o equilibrio de coexisténcia das espécies
é estavel, se estreita a medida que r cresce, e sO existe para r < r., onde 7. € 0

valor de r que corresponde a intersecgao entre as curvas A e B na Fig.3.3.

Para cada valor de r < r. existe um intervalo em @, tal que

(G2)min < @y < (G3)maz 1o qual este equilibrio serd estével.
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Figura 3.3: A regido sombreada é a regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia
das espécies (Ng, P3) dado em (3.13).

Observamos ainda que, K — oo equivale a g, = 0, para o qual o
equilibrio de coexisténcia é sempre instavel, recuperando as conclusoes do modelo

original apresentado na seccao 2.1.

A seguir, mostraremos que a existéncia desta regiao r g, nao esta
vinculada a efeito de histerese. Para que este efeito pudesse existir seria necesséario
reconhecer, em alguma regiao no espaco de parametros, dois equilibrios estaveis

entre os quais um outro, instavel.

==l

Por outro lado, da equacao (3.7) lembrando que § = —, e da condigao

N # 0 obtemos:

Além disso, substituindo do lado direito da equagao acima P por
N(1 — exp(—aP)) que se obtem de (3.8), e escrevendo o resultado em termos de

N, podemos escrever:



donde reconhecemos o membro esquerdo e o membro direito como as fungoes fi (V)

e fo(N) definidas em (3.15) e (3.16) respectivamente.

Esta igualdade pode ser escrita como:

r(1— %) =aN(1 — exp(—r(1 — %)), ou ainda:
r=a(l- ;)K(l —exp(—x)), ou seja, ga(x) = g1(x), onde definimos
r(l— %) =z, goflr) = #p(—x)’ (x#0)e gi(z) = aK(1— %)

Na Fig.3.4, apresentamos o grafico da curva y = go(z), juntamente
com areta y = gi(z), para K =6, a=0,6;¢e r =2,

J1, 92
5

4

3 g1

92

1 2 3 X

Figura 3.4: Gréfico das fungbes: y =gi1(z) e y=ga(z) com K =6, a=0,6 e r=2.

Visto que a reta y = gi(z) tem em x = r a sua intersecgdo com o
eixo x, e em y = akK, sua interseccao com o eixo vertical, observamos que, para
valor fixo de r , a medida que aK diminui, z*, que corresponde a interseccao
entre g1(z) e go(z), diminui, isto ¢ N aumenta e P diminui e, na medida em
que aK — 1, tem-se 2* — 0, isto ¢ Ny — K e Py — 0 (equilibrio de extincdo

apenas da populacao de parasitoides).

Logo, (Na, P3) — (N3,0) continuamente, isto é, a transicao do
equilibrio de coexisténcia para o de extingao apenas da populagao de parasitoides

(permanecendo apenas hospedeiros), é continua, e nao hé efeito de histerese.
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c¢) Estabilidade linear do equilibrio (N3,0).

Este equilibrio, que representa a extin¢ao apenas da populagao de pa-
rasitdides, apresenta um valor de K para a populacao dos hospedeiros, que é
correspondente ao valor do equilibrio nao nulo do modelo de Ricker, no qual se recai

quando nao se tem parasitoides.

Calculando os elementos de J, dado em (3.19), no equilibrio de ex-

tincdo apenas da populacdo de parasitéides (N3, P3) = (K,0) obtemos:

1—r —aK

J | (Ng,ﬁg,) Y

cujo trago [ e o determinante ~ tém a forma:

B=1-r+aK (3.32)

v=(1-r)ak, (3.33)
os quais devem satisfazer a condicao de estabilidade de um equilibrio dada em

(B.15).

Tomando a 1* desigualdade da condigao de estabilidade (B.15) e

substituindo 3 e 7, obtemos:

1—r+aK| <1+ (1—r)akK, (3.34)

1
donde 1 1— K>0se: r<1l+4+—.
onde 1+ (1 —r)a se: r —l—aK

1
Supondo que r <1+ K seja verdadeiro, (3.34) implica em:
a

—1—aK+raK < 1—r+aK =r <2 (3.35)

1
l—-r+aK <l+aK —raK =K < —. (3.36)
a
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1 1
Portanto se 7°<1+—K, r<2e K<- temos: aK <1 e r<2.
a a

Tomando agora a 2* desigualdade da condigao de estabilidade, temos:

1
(1—7“)aK<1:>7“>1—E, (3.37)

que é negativo para aK < 1; portanto (3.37) é sempre satisfeita.

Assim, o equilibrio (N3, P3) = (K,0) ¢ linearmente estével se r < 2

de (3.35) e Ka < 1, a qual corresponde a regiao sombreada na Fig.3.5.

Q

P N W b~ OO N

1 2 3 4 K

Figura 3.5: A regido de estabilidade do ponto de equilibrio (N3, P3) = (K,0) estd
localizada entre a curva a = 1/K e os eixos K e a.

A regiao sombreada, que corresponde & estabilidade do equilibrio (X, 0),
de extincao apenas da populacao de parasitéides, depende da relagao entre a e K

além da condicao de 0 < r < 2.

Para cada valor de K, existe um intervalo 0 < a < a; no qual o
equilibrio (N3, P3) = (K,0) é linearmente estavel. Para a > a;, este equilibrio
¢ instavel e o sistema nao sera atraido para este equilibrio. Com uma eficiéncia

suficientemente grande (a > q;), a populagao de parasitéides poderd persistir.

Quanto menor o valor de K (capacidade de suporte do meio ambiente
para a populagdo de hospedeiros), maior é o valor de a;, ou seja, da eficiéncia
minima para que a populacao de parasitéides nao va a extingao, sobrevivendo apenas

a populacao de hospedeiros.
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Tabela 3.1: Resumo do modelo de Nicholson-Bailey modificado com fator de re-
producao dos hospedeiros dependente de sua densidade

Equacoes do

N,
Niy1 = Ny exp [r(l — —t) — aPt]

K

modelo Py =c¢ Ni(1 — exp(—aP,)),
para K > 0,c>0,a >0

Equilibrios Estabilidade

biologicamente viaveis linear

(N1, P1) = (0,0) instavel

(N>, P»), onde

r(l — —
oo (1-=%) .
a(l—exp(—r(l—%)))
_ N, _
P, 5(1—7),86 No < K

estavel em

uma regiao

do plano r g,

indicado na Fig.3.3

estavel na regiao do plano
K a tal que a < 1/K
juntamente com 0 < 1r < 2,
indicado na Fig.3.5.

Podemos sintetizar os resultados da andlise de estabilidade de cada um

dos equilibrios na tabela 3.1.

Quando os calculos recaem no modelo original, os resultados também

recaem nos resultados do modelo original.

3.1.3 ITERACOES DO MODELO

Nos gréficos a seguir, as condig¢oes obtidas a partir dos calculos analiticos
anteriormente desenvolvidos serao ilustradas, iterando o sistema (3.5)-(3.6), com

¢ = 1 e analisando as séries temporais das populagoes de parasitdides (curva
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continua) P xt e de hospedeiros (curva pontilhada) N X t, e também pelo gréfico

da trajetéria no plano de fase, para diversos valores dos parametros do sistema.

N, P P
20 2
17.5 1.75
15 1.5
12.5 1.25
10 1
L]
7.5 0.75
it 0.5
2.5 0.25
¢ N
225 250 275 300 1 2 3 4 5 6 1 8
(a) (b)

Figura 3.6: Ny = 1,1; Pp = 1,4; ¢ =1; a = 0,2; r = 1,2; K = 6,41. (a) Séries
temporais N(t) e P(t). (b) Plano de fase do sistema (3.5)-(3.6).

N, P P
20

17.5

Figura 3.7: No=1,1; Ph=1,4; c=1; a=0,2; r =1,2; K = 17,55; g, = 0,4. (a)
Séries temporais N(t) e P(t). (b) Plano de fase do sistema (3.5)-(3.6).

Explorando o que ocorre quando r = 1,2, construimos as Fig.3.6 a
Fig.3.8. Nestes gréficos apresentamos em (a) a populagao de hospedeiros com linha
pontilhada e a populagao de parasitéides com linha continua (com ¢ inteiro), num

mesmo sistema cartesiano e em (b) o plano de fase correspondente.

Nas Fig.3.6 (a) e (b) podemos observar a estabilidade do equilibrio de
coexisténcia das espécies (N, Py) = (5,45852;0,890619).

Nas Fig.3.7(a) e (b), podemos verificar a formacao de ciclos em torno
do equilibrio de coexisténcia (Ng, Py) = (7,02;3,6), que é instavel pelos valores

adotados para g, e 7.
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N, P ]
10 2
1.75
8
1.5
P 1.25
1
4 0.75
0.5
2
0.25
t - N
225 250 275 300 2 4 6 8 10 12 14

(a) (b)

Figura 3.8: No = 1,1; Ph = 1,4; ¢ =1; a = 0,01; r = 1,2; K = 6,41. (a) Séries
temporais N(t) e P(t). (b) Plano de fase do sistema (3.5)-(3.6).

Nas Fig.3.8 (a) e (b) podemos observar a estabilidade das populagoes
de hospedeiros e de parasitéides no equilibrio de extin¢ao apenas da populacao de
parasitéides (N3,0) = (6,41;0). Devemos salientar que os valores de a e r

adotados ficam dentro da regiao de estabilidade da Fig.3.5.

Aumentando r para 2,2 e atribuindo valores de a = 0,2 e de
K = 22,51, de modo que, fique fora da regiao de estabilidade do equilibrio de
extingdo apenas da populacio de parasitéides (N3,0) e valores de g, = 0,4 para
que fique fora da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia das espécies
(N3, Py) = (9,01;6,6), percebemos a formacao de ciclo de periodo cinco em torno

de (Nj, P,). Esta situagdo pode ser visualizada pelas Fig.3.9 (a) e (b).

Tomando 7 = 3 e atribuindo valores de a = 0,2, K = 26,95 e
7, = 0,4, de modo que, fiquem fora da regiao de estabilidade de qualquer equilibrio,
observamos que, ambas as populacoes de hospedeiros (linha pontilhada) e para-
sitéides (linha continua) oscilam muito, o que caracteriza uma situacao de caos.

Podemos visualizar isto através da Fig.3.10 (a) e (b).

Aumentando ainda mais o valor de r para 4 e atribuindo valores para
os outros parametros fora da regiao de estabilidade de qualquer equilibrio, podemos
observar pelas Fig.3.11 (a) e (b), que sé a populagao de hospedeiros (que oscila

muito) persiste; a populacao de parasitdides se extingue.
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Figura 3.9: Ng=12; Py =2;c=1; a=0,2; r =2,2; ¢ = 0,4; K = 22,51; N =
9,01; P = 6,6. Em (a) Séries temporais N(t) e P(t); em (b) e (c) planos
de fase do sistema (3.5)-(3.6) para r = 2,2 onde temos ciclo de periodo 5,
sendo que em (c) ligamos os pontos.

Como visto anteriormente, o modelo parasitéide-hospedeiro de Nicholson-
Bailey, apresenta uma regiao dos parametros em que ocorre estabilidade, ao levar
em conta as limitagoes do meio que nao permitem que as populacoes crescam infini-
tamente (taxa de reproducao A dependente da densidade). Sem esta modificagao,

tinhamos a extincao de ambas as espécies.

Outros efeitos estabilizadores da dinamica parasitéide-hospedeiro tém
sido estudados, como o que estudaremos na seccao seguinte, onde mesmo sem con-
siderar limitagoes do meio, passaremos a supor uma dependéncia da densidade de

parasitoides na sua eficiéncia.
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Figura 3.10: No=1,1; Ph=1,4; c=1; a =0,2; r = 3; K = 26,95; g, = 0,4. (a)
Séries temporais N(t) e P(t). (b) Plano de fase do sistema (3.5)-(3.6).

N, P P
3500 1

3000
2500} 1 |
2000 ﬁ “
1500} +
1000
500

500 1000 1500 2000 2500 3000 350[5\‘

(b)

Figura 3.11: No=1,1; Ph=1,4; c=1; a =0,01; »r = 4; K = 659,85; g, = 0,4. (a)
Séries temporais N(t) e P(t). (b) Plano de fase do sistema (3.5)-(3.6).

3.2 A EFICIENCIA DO PARASITOIDE DEPENDENTE
DE SUA DENSIDADE

No modelo de Nicholson-Bailey original (2.7)-(2.8), a eficiéncia do para-
sitéide a definida na expressao (2.3) é constante. Freqiientemente, no entanto,
deseja-se levar em consideracao o fato de que esta eficiéncia pode diminuir quando
a populacao de parasitéides P, for muito grande. Quanto maior o numero de
parasitéides, maior a competicao entre eles reduzindo sua eficiéncia em encontrar

um hospedeiro disponivel.

Segundo Hassell (2000), tal interferéncia mutua entre parasitéides tem
sido freqiientemente observada em experimentos em laboratérios, nos quais variou-

se a densidade de parasitéides mantendo-se fixa a densidade dos hospedeiros, desta
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forma, foi possivel quantificar tal interferéncia, donde concluiram que a eficiéncia de

busca decresce com o ntimero de parasitéides de acordo com uma lei de poténcia.

Para tanto, a eficiencia a constante sera substituida por uma funcao
decrescente da densidade de parasitéides [Beddington et al., 1975 apud Edelstein-
Keshet, 1988]: aP;"!, onde a é uma constante positiva e 0 < s < 1; este
intervalo de valores para s serd justificado apds a apresentacao da Fig.3.12. Desta

forma, a fragao de hospedeiros nao parasitados sera dada por:

f(Ny, P) = exp(—a(F;)®),com a>0 e 0<s<1.

3.2.1 O MODELO

Por conveniéncia, podemos absorver o expoente s também na cons-
tante «, que multiplica (F;)®, isto é, definimos b > 0 através de « = b°, e

trabalhamos com:

f(Ny, ) = exp(=(bF)%), (3.38)

com b>0 e O0<s< 1.

Na Fig.3.12, podemos analisar o comportamento da fungao 1—f(N;, P;),
que é crescente com P, para f(V;, P;) dada em (3.38) para as seguintes situacoes:

0 < s <1 (curva pontilhada), s =1 (curva tracejada) e s> 1 (curva continua).

Como podemos observar, curvas que correspondem a s > 1 apresentam
um ponto de inflexao, em um valor F;,5; de parasitéides, tal que para P, < P,p
a derivada da curva cresce com P, enquanto que para F, > P, a derivada
decresce com P;. Visto que nao desejamos incluir este efeito, os valores de s que
consideraremos variam entre 0 e 1, sendo que para s = 1, recaimos no modelo
de Nicholson-Bailey original, e s = 0 ¢ a situagao na auséncia de parasitoides:

Nt+1 = AV,

Observamos que, para 0 < s < 1, quanto maior o valor de s, menor é o

valor de P, que corresponde a valores proximos de 1 para a funcao 1— f(N;, ).
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1-f

15 20 25 P

Figura 3.12: Gréfico da curva 1 — f(Ng, P), com  f(N, P;) = exp(—(bF;)*®), para
= 0,3 fixoe s=0,5 (pontilhada), s =1 (tracejada) e s = 2. (continua),
A:(?; 0, 6321)7 interseccao entre as curvas.

Além disso, qualquer que seja o valor de b > 0, tem-se que, quando

10
P =-, (que no nosso grafico é: E) a fungdo 1 — f(N —t,P,) fornece o valor

S =

1—exp(—1) ~ 0,6321 (que no nosso grafico corresponde ao ponto A de coordenadas:
1 10
(5, 1 exp(—1)> - <? 0,6321).

Obtemos assim o modelo de Nicholson-Bailey com eficiéncia do para-

sitéide dependente de sua densidade:
Nt+1 =)\ Nt eXp(—(b Pt)s) (339)

By = eNi[1 = exp(=(b P,)*)], (3.40)

com 0<s<l1.

Salientamos que, ainda com esta modificacao, o comportamento da
populacao de hospedeiros na auséncia de parasitéides (P, = 0) prevé uma variacao
exponencial do nimero de hospedeiros, de acordo com N;y; = AN, tal como ja

observado com relagao ao modelo original.



38

3.2.2 PONTOS DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE

Mostraremos que o modelo de Nicholson-Bailey assim modificado possui
dois pontos de equilibrio: (N, P;) = (0,0) de extincdo das espécies e (N, Psy) o

equilibrio de coexisténcia.

Para o modelo (3.39)-(3.40), os pontos de equilibrio (N, P) devem
satisfazer:
N = AN exp(—(bP)®) (3.41)

P = ¢N [1 —exp(—(bP)%)], (3.42)

cujas solugoes obteremos a seguir.

De (3.41) temos: N(1 — X exp(—(b P)*) =0, quelevaa N; =0 ou
A exp(—(b P)*) = 1.

Substituindo N; = 0, em (3.42), fornece P; = 0, donde temos o
equilibrio:

(Nlaﬁl) = (070)7 (343)

que corresponde a extingao (auséncia) de ambas as espécies.

- —  (InN)F
Se A exp(—(bP)®) =1, obtemos: Py = T

(Py>0) se \> 1. Substituindo P, em (3.42) fornece:

, biologicamente viavel

— ()3
N2 = 5o Ty (3.44)

biolégicamente vidvel (N, > 0) para A > 1.

Portanto, o equilibrio de coexisténcia das espécies é dado por:

1
s

A(InA)s  (In))
be(A—1)" b

(N3, Py) = ( ) (3.45)

desde que A > 1.
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CONDICOES DE ESTABILIDADE DOS EQUILIBRIOS

Mostraremos que para 0 < A < 1, o unico equilibrio biologicamente
vidgvel: (N, P;) = (0,0) é linearmente estavel e, para A > 1, este equilibrio é
A(InA)s  (In\)s
be(A—1) "~ b

instavel, enquanto que (N, Py) = < > é estavel em uma regiao

no espaco dos parametros A\ e s.

Para isso, adotaremos o mesmo procedimento da seccao 2.1.1, mais

especificamente a condigao (B.15), com:

F(N, P) = AN exp(—(bP)*) (3.46)

G(N, P) = ¢ N1 — exp(—(bP)%)], (3.47)

identificados a partir do sistema (3.39)-(3.40), cuja matriz Jacobiana é obtida como:

Nexp(—=(bP)")  —s b AN P exp(—(bP)?)
J= : (3.48)

c(l —exp(—(bP)*) sb>c NP

a) Estabilidade do equilibrio (N, P;).

Calculando os elementos de J, dada em (3.48), no equilibrio de ex-
tingao das espécies (N, P1) = (0,0) obtem-se novamente J escrito em (2.16),
donde concluimos que o equilibrio (N1, P;) = (0,0), que existe para qualquer

A > 0, sera linearmente estavel se 0 < A < 1; caso contrario, sera instavel.

Cabe observar que a estabilidade (ou nao), do equilibrio de extingao

das espécies independe de b, ¢ e de s, dependendo apenas de .

Iterando o sistema de equagoes (3.39)-(3.40) podemos visualizar os re-

sultados analiticos feitos anteriormente, através dos graficos das Fig.3.13 e Fig.3.14.



z

P N WD OO N

T _

______

o

PN W OO N

40

Figura 3.13: No=5; Ph=4; ¢=1; b=0,2; A\ =0,6; s = 2. Iteragoes do sistema
(3.39)-(3.40), (a) N x t, (b) P x t.

20
17.5
15
12.5
10

g o O

Figura 3.14: Ny = 5; Py = 4;
(3.39)-(3.40), (a) N x t, (b) P x t.

20
17.5
15
12.5

c=1; b =0,2;

A = 1,6; s = 2. Iteragoes do sistema

De fato, as Fig.3.13 e Fig.3.14 confirmam os resultados analiticos obti-

dos anteriormente de que o equilibrio de extincdo das espécies (N, P;) = (0,0) é

linearmente estavel para 0 < A < 1 e instavel para A\ > 1.

b) Estabilidade do equilibrio (N, Ps).

O equilibrio (N, Py), que s6 existe (biologicamente vidvel) se A > 1,

substituido em (3.48) fornece a seguinte expressao para J |(N2,ﬁ2)a que independe do
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parametro b :

] —s AlnA
c(A—=1)
J‘(NQ,FQ) = Y (349)
A—1 s inA
4 ) ) A1

donde o traco [ e o determinante 7 envolvidos na condigao de estabilidade

(B.15), que nao dependem de ¢, sdo dados por:

s in\ s AlnA

=1 =
=1+3—7 © T=5-1

para os quais a condi¢@o de estabilidade (B.15) se escreve como:

In\ <)\ln)\< 1
A—1 X—1 s

(3.50)

Sendo A > 1, a primeira desigualdade de (3.50) é sempre satisfeita.

A segunda desigualdade de (3.50) pode ser reescrita sob a forma:

sAInhA—X\ +1
s(A—1)

<0, (3.51)

o que implica (visto que o denominador é sempre positivo para A > 1) em
sAInA— X +1 <0, isto é:
fiA) = s AinA (3.52)

fo(A) =A—1, (3.53)

a condicao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia das espécies reduz-se para:

fi(A) < fo(N). (3.54)

AlnA

A condigao (3.54) define uma regidgo s < ,no plano A X s, que

estd sombreada na Fig.3.15.

O gréfico apresentado na Fig.3.15, resultante do estudo da estabilidade
do ponto (Ns, Py), deve ser analisado apenas quando A > 1, condicdo que foi

utilizada neste estudo, necessaria para que Ny e Py sejam positivos. Para cada
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AlnA_
a estabilidade do equilibrio de coexisténcia (Ng,P3) dado em (3.45).
A—1

AnX 0

Figura 3.15: A regiao sombreada, limitada por A =1, s <

e s =0 corresponde

Observamos que [imy_

um dos valores de 0 < s < 1, nos quais estamos interessados, teremos sempre um
intervalo 1 < A < A;, no qual o equilibrio de coexisténcia das espécies é linearmente
estavel e, para A > ), este equilibrio seria instavel. O valor de \; cresce a medida
que s diminui neste intervalo; quando s — 07 temos )\; — oo. Séries temporais
para N; e P, correspondentes aos pontos A, B (fora da regido de estabilidade)
e C (dentro da regiao de estabilidade) sdao apresentados nas Fig.3.16 a Fig.3.18,

respectivamente.

Podemos sintetizar os resultados da andlise de estabilidade de cada um

dos equilibrios na tabela 3.2.

3.2.3 ITERACOES DO MODELO

Nos graficos a seguir, as condicoes obtidas a partir dos calculos analiticos,
anteriormente desenvolvidos, serdo ilustradas iterando o sistema (3.39)-(3.40) e
analisando as séries temporais das populac¢oes de hospedeiros N; em (a) e de

parasitéides P, em (b).
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Tabela 3.2: Resumo do modelo de Nicholson-Bailey modificado cuja eficiéncia do
parasitoide é dependente de sua densidade.

Equagoes do |  Nyy1 = A Neeap(—(b B,)®), onde A>0 e b>0
modelo Py = cNi[1 — exp(—(b P,)*)], onde ¢ > 0.
Intervalo do Equilibrios Estabilidade
parametro A biologicamente vidveis linear
0<A<1 (N1, P) = (0,0) estavel
(N1, P1) = (0,0) instavel
A>1 (N, Py) onde estavel na regiao
A(InX)Y/s
=77 do plano A
> = e 1) o plano \ s
- In\ 1/s
Py = (HT> indicado na Fig.(3.15)

Nas Fig.3.16 a Fig.3.18 verificaremos, o comportamento das populacoes
N; e P, quando A\ e s assumem respectivamente, valores correspondentes aos

pontos A, B e C na Fig.3.15.

As Fig.3.16, 3.17 e Fig.3.18, correspondem a b =0,2 e ¢ =1, mas o
tipo de comportamento do sistema, independe dos valores adotados para b e para
¢, dependendo apenas dos valores de A e de s. Além disso, de fato constatamos
na Fig.3.16, que, quando s > 1, a populagao de parasitoides vai a extincao e a de

hospedeiros passa a crescer exponencialmente.

As Fig.3.17 e Fig.3.18 correspondem a um mesmo valor de A, mas com
dois valores de s distintos, sendo que a Fig.3.17 corresponde ao ponto B, da
Fig.3.15, na regiao de instabilidade do equilibrio de coexisténcia das espécies. Nesta
figura, pode-se verificar que as populacoes de hospedeiros e parasitdides crescem

para depois tender a extincao.
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2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14

(a) (b)

Figura 3.16: Ny = 1,1; Py = 1,4;¢ = 1; b = 0,2; X = 1,6; s = 2, correspondente
ao ponto A da Fig.3.15. Iteracoes do sistema (3.39)-(3.40), (a) N x t,

(b) P x t.
N P
1200 1200
1000 1000
800 800
600 600
400 400
200 200
5 10 15 20 25t A?;‘/\\ 10 15 20 25I
(a) (b)

Figura 3.17: Ny =1,1; Py =1,4; ¢ =1; b=0,2; A = 3,5; s = 0,8; correspondente
ao ponto B da Fig.3.15. Iteragoes do sistema (3.39)-(3.40), (a) N x ¢,
(b) P x t.

Os valores de A e s usados na Fig.3.18 correspondem ao ponto C
da Fig.3.15, na regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia das espécies. As
iteracoes confirmam o esperado, isto é, passados os transientes, as populagoes N;

e P, tendem a N, = 13,327 e Py =09,519 respectivamente.

Por outro lado, como ja tinhamos observado ao construir este modelo
modificado (sec¢@o 3.2.1), para s = 1, recaimos do modelo modificado (3.39)-(3.40)
para o modelo original (2.7)-(2.8). De fato, observamos pela Fig.3.15, que para
s =1, ointervalo 1 < A < )\; deixa de existir, e portanto, para todo A > 1, o
equilibrio de coexisténcia das espécies é instavel, exatamente como prevé o modelo
de Nicholson-Bailey original. Para A < 1, este equilibrio nao é biologicamente

vidvel.
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Figura 3.18: Ny =1,1; Ph=1,4; ¢c=1; b=10,2; A = 3,5; s = 0,35, correspondente
ao ponto C da Fig.3.15. Iteragoes do sistema (3.39)-(3.40), (a) N X t,

(b) P x t.

Quanto ao equilibrio de extingao das espécies (Ny, P1) = (0,0), este
é linearmente estavel apenas se 0 < A < 1, seja qual for o valor de s, repetindo
novamente os resultados do modelo de Nicholson-Bailey original. Na Fig.3.19, a-
presentamos as solucoes N xt e P Xt para os parametros A = 3,5 e s =1,

onde observamos a inexisténcia de equilibrio estavel.

15
1.2-10 50

1-10'®
40

I

]

I

I

I

14 I
810 ;
6-10 ,: %0

]

4.10% ; 20
2. 10 }/ 10

10 20 30 40 10 >0 30 20

(a) (b)

No=11; Ph=1,4; ¢c=1; b=10,2; A = 3,5; s = 1. Iteragoes do sistema

Figura 3.19:
(3.39)-(3.40), (a) N x t, (b) P x t.

3.3 A EXISTENCIA DE REFUGIOS

Além das modificagoes analisadas anteriormente, outra que também
leva a estabilidade do equilibrio de coexisténcia das espécies, numa regiao do espaco

de parametros, é construida mediante a inclusao de refiigios no modelo de Nicholson-
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Bailey original. Ha uma grande variedade de formas de se incluir refigios em um

modelo.

A modificacao em questao é baseada na suposicao de que parte da popu-
lacao de hospedeiros pode ter probabilidade nula de ser parasitada. Por exemplo,
quando a populacao estda imune ao parasitismo, ou quando ha risco zero de ser

parasitada; a estes hospedeiros denominaremos de refugiados.

Como exemplo de hospedeiros que fazem uso de refigios para se prote-

ger podemos citar [Hassell, 2000]:

1) A lagarta do genéro Ephestia spp refugia-se no interior de uma flor, onde geral-
mente nao podera ser atingida pelo parasitéide (Nemeritis canesceus) permanecendo,

assim, protegida da agao parasitaria.

2) Em colonias de afideos (Brevicoryne brassicae), os individuos que se encontram
na periferia sdo mais suscetiveis a agao parasitaria (Diaretiela rapae) do que os que
se encontram no centro, e o efeito da protecao aumenta proporcionalmente com o

tamanho da colonia de afideos.

Nesta seccao, mostraremos que a presenca de refigios também pode
proporcionar um estado de equilibrio com coexisténcia das espécies numa certa

regiao no espaco de parametros.

Refugios podem ser previstos em um modelo, através de diversos tipos
de suposigdes, dependendo da situagao proposta: a) prevendo um refigio para uma
proporgao de hospedeiros (esta pode variar com o tempo), b) fixando um niimero pré-
determinado de hospedeiros que nao serao parasitados (estes podem ser sazonais),

c) refugios distribuidos espacialmente de diversas formas.

O caso ¢) que exige a formulagao de um modelo com distribuigao espa-
cial, serd abordado no capitulo 5. Dos tipos a) e b), que ndo envolvem distribuicao

espacial das populagoes, abordaremos nesta sec¢ao, o caso a).
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3.3.1 O MODELO

Nesta seccao contemplaremos o caso simples em que uma populagao
constante de hospedeiros esta em um refigio fixo de algum tipo; em outras palavras,
em cada geragao existe uma fragdo de hospedeiros exposta ao parasitismo (€) e uma
fracdo (1 — €) dentro de um refigio. Para isso, o modelo original (2.7)-(2.8) serd
modificado de acordo com o seguinte raciocinio, esquematicamente mostrado no

fluxograma da Fig.3.20.

Visto que uma fragdo (1 —¢) da populacgao de hospedeiros N
estara refugiada, e lembrando que A ¢é o fator de reproducao dos hospedeiros
definida anteriormente (2.1.1), a populagdo N1 serd composta de um termo
A(1—¢&) N, que corresponde a uma variagao exponencial dos hospedeiros refugiados,
adicionado a um termo e£AN;exp(—aP;) correspondente a fracdo da populagao de
hospedeiros exposta ao parasitismo mas que no entanto, dele escapa. Este termo é

anédlogo aquele que aparece em (2.7), multiplicado pelo fator e [Hassell, 2000].
Assim,

Nt+1 =c A\ Nt eXp(—aPt) + (1 - 8) A Nt . (355)

Para a populagao de parasitdides na geracao t + 1, tem-se:

Pip1 =cNye (1 —exp(—ahy)), (3.56)

que é analoga a (2.8), multiplicada pelo mesmo fator ¢, isto é, apenas os hospedeiros

expostos poderdo ser parasitados [Hassell, 2000].

Podemos observar que, no caso particular ¢ = 1, isto é, sem refugio,
passamos do modelo modificado (3.55)-(3.56) ao modelo original (2.7)-(2.8). Além
disso, na auséncia de parasitéides (P, = 0), a populacdo de hospedeiros crescerd de
acordo com Nipp = A Ny + (1 — )X N; = A Ny, como observado ja no modelo

original.
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MODELO DE NICHOLSOMN-BAILEY COM REFUGIO

GERAGCAO t GERACAQ t+1

(1-) N, A % (1-) N,

t+1

A reN;, £(N;,P)

eN; f(N; ,P,)

eN, (1-F(N, P ))

c |[CEN (1-F(N,,P)) P

Rl

P

Figura 3.20: O modelo de Nicholson-Bailey. N; e P;, populacao de hospedeiros e
parasitoides, respectivamente; 1 — ¢ fragao de hospedeiros no refigio;
Pt@) fracao de parasitéides que participa da parasitacao; Pt(l) fracao
de parasitoides que nao parasitou e morre.

No que segue, analisaremos os efeitos de refligios, sobre a existéncia e

a estabilidade dos equilibrios deste novo modelo.

3.3.2 PONTOS DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE

Mostraremos que este modelo prevé dois equilibrios, o de extingao de
ambas as espécies (Ny, P1) e o equilibrio de coexisténcia (Nj, Ps), que 86 existe

se A>1e (1—g)A<1.
Os equilibrios (N, P) devem satisfazer:

N=e¢AN exp(—aP)+ (1 —-¢) AN (3.57)
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P =cN ¢(1 —exp(—aP)). (3.58)

Da equacao (3.57) temos: N[1 — (1 —¢) — A e exp(—aP)] =0 =
Ny =0 ou 1—X1-¢)—Xe exp(—aP) =0.

Substituindo N; = 0 em (3.58), obtemos P; = 0, que fornece o

equilibrio de extincao das espécies.

(N1, P1) = (0,0). (3.59)

Por outro lado, se 1 — A(1 —¢) — X € exp(—aP;) = 0  entdo,

— 1= X1-
exp(—aPy) = %, o que leva a um valor possivel de:
— -1 /1-A1-¢)
py= Tl (1A= |
o= —In(—5 , (3.60)

desde que a fracao da populagao em refigio satisfaca:

1
l—e< <. 61
e<y (3.61)

1
Observamos que a condi¢ao (3.61) implica em fixar em 3 ° valor

maximo para a proporcao em refugio, isto é:

1 1
1— mar — minzl__~ .62
(1—¢) /\<:>5 3 (3.62)

Por outro lado, para que P, seja biologicamente vidvel (Py > 0), é

preciso, de (3.60), que:

MGL%%:2><O¢A>L (3.63)

Das duas condicdes (3.62) e (3.63), para a existéncia de Ps, concluimos

que (1 —&)mar < 1.

Substituindo P, em (3.58) obtemos: Py = cN e[l — exp(—aPs)],
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donde substituindo P, de (3.60), fornece:

Ny— — )ln<1_)\(1_€)>, (3.64)

1
para O<1—€<X<1.

Portanto, existe um equilibrio de coexisténcia das espécies:

(Ny, Py) = (ac(;)\— 0 ln(l - i\(i—s)) 7 _71 In (#)), (3.65)

1
para O<1—5<X<1.

CONDICOES DE ESTABILIDADE DOS EQUILIBRIOS

Mostraremos que (Np, P1) = (0,0), equilibrio de extin¢io de ambas as
espécies dado em (3.59), serd linearmente estavel se 0 < A < 1 e o equilibrio de
coexisténcia das espécies (N, Py) dado em (3.65), serd estdvel numa regido dos

parametros A e 1 —e¢.

Pelo mesmo procedimento adotado no apéndice B, com:
F(N,P)=¢e XA N; exp(—aP,)+ (1 —¢) A N, (3.66)
G(N,P)=c¢N;e (1 —exp(—ah)), (3.67)
identificados a partir de (3.55)-(3.56), obtemos a seguinte matriz Jacobiana para o
sistema (3.66)-(3.67):

Meexp(—aP)+1—¢] —ae AN exp(—aP)
J = . (3.68)

ce(1 — exp(—aP) ace N exp(—aP)
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a) Estabilidade do ponto de equilibrio (N, P;).

Visto que a matriz Jacobiana J|go) ¢ a mesma obtida em (2.16), o
estudo da estabilidade deste equilibrio é o0 mesmo que o da secgao (2.2). Portanto,
o equilibrio (N, P;) = (0,0), que existe (biologicamente vidvel) para qualquer

A > 0, sera linearmente estavel se 0 < A < 1; caso contrario, serd instavel.
b) Estabilidade do equilibrio (N, Ps).

Calculando os elementos de J, dada em (3.68) no equilibrio (N, Ps),
dado em (3.65), obtemos:

1 A1 =X1-¢)) m(l—)x(l—&))
J| = C()\ - 1) Ae
(N2,P2) c(A—1) /\(1—5)—1l (1—)\(1—5)) ’
A -1 U e
cujo traco [ e determinante 7 sao dados por:
B AMl—¢)—1 1-X1—-¢)
B=14+2— m( = ) (3.69)
B Ae 1-X1-¢)
V_A[l—A_JM = ) (3.70)

Tomando a 2* desigualdade de (B.15) obtemos:

)\[1— AA_gl}zn(l_AA(i_‘g)) <1 (3.71)

Pela 1* desigualdade de (B.15) temos:

At (A0 [ -] m( L)

Visto que, satisfeitas as condicoes de viabilidade biolégica e de exis-
téncia deste equilibrio, a expressao que estd em modulo na desigualdade acima é

positiva, podemos entao escrever:

A(l)\—_é‘)l—l m<1—);\(1€—€)> - [%()\(1_5)—1)]ln<1—)\(1—8))\6>,

que apoés algumas simplificagoes algébricas, leva a A > 1, que é verdadeira por

hipotese.
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Logo, (N3, P3) que sé existe (biologicamente vidvel) se 1 —¢ < 1< 1,

¢ estavel se a condigao (3.71) for satisfeita.

Na tabela 3.3, temos um resumo dos resultados do modelo de Nicholson-

Bailey considerando a existéncia de reftigios para os hospedeiros.

Observamos que se ¢ = 1 (1 —e¢ = 0 nao ha refigios), o modelo

modificado recai no modelo original (2.7)-(2.8) e os equilibrios sdo os mesmos.

Na Fig.3.21, a regiao dos parametros que satisfaz as condigoes
1
l1-e < " <1 e (3.71) estd localizada entre as curvas a e b, é a regiao de estabilidade

do equilibrio

(N”ﬁ”:(@c&i¢>m<y_¥i_@)vi;m(£:%%:£5>

do modelo modificado de Nicholson-Bailey contemplando a existéncia de reftigios

(3.55)-(3.56). Observamos aue esta reeiao de estabilidade se estreita & medida que
1-¢
1

el

lambda

e “b” curva

>l

Figura 3.21: Regiao de estabilidade do modelo. “a” curva (1 —¢) =

A5 =
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Podemos observar na Fig.3.21 que, quando a fracao de refugiados
(1 —¢e) énula, isto é, € = 1, nado existe regiao de estabilidade do equilibrio de
coexisténcia das espécies. Dado um valor de A, existe um intervalo em 1—¢ (que

diminui quando A aumenta) para o qual o equilibrio de coexisténcia é estével.

Tabela 3.3: Resumo do modelo de Nicholson-Bailey modificado com a presenca de

refugios
Equagdes do | Nyy1 =e A Ny exp(—aP,) + (1 —e) AN, | onde A\,a>0 e
modelo Py1=c¢Nye (1 —exp(—al)) 0<e<lec>0
Intervalo do Equilibrios Estabilidade
parametro A biologicamente viaveis linear
0<A<1 (N1, P) = (0,0) estével
1 . ) .

l-¢e< 3 < 1| (Ng, P3), onde estavel na regiao

— - 1—-X1-¢)

Ny = in( ) do plano A(1 —

2T ac(h—1) " Ae o plano A(l =)
— -1 1—X1-
Py = —ln<M> indicada na fig.(3.21 )
a Ae

3.3.3 ITERACOES DO MODELO

No que segue, apresentamos graficos de séries temporais para as po-
pulacoes de hospedeiros N; e de parasitoides F;, que tém sua trajetéria no plano

de fase correspondente, atribuindo diferentes valores aos parametros.

Estas séries temporais serao obtidas iterando o sistema (3.55)-(3.56),
fixando os valores: Ny = 1,1; Py = 1,4; ¢ = 1; a = 0,068, e eliminando a parte
transiente. A existéncia e a estabilidade dos equilibrios independem dos valores de

a ede c.



54

Na Fig. 3.22, que corresponde a A = 1,3 e ¢ = 0,65, representando
o ponto A da Fig.3.21, observamos comportamento ciclico para N, e P,. Estes
valores de A e ¢ pertencem a regido de instabilidade do ponto (N, P3), localizada

abaixo da curva “b” da Fig.3.21.

N, P p
1
00 40
80 35
o ‘. v' 2 . H 30
60 s TS B o " 25

40 15

20 10

420 440 460 480 500 80

Figura 3.22: Os parametros usados foram: A = 1,3; ¢ = 0,65. (a) populacdo de hos-
pedeiros e de parasitéides no tempo e (b) trajetéria no plano de fase.

A Fig.3.23, que corresponde a A = 1,3 e ¢ = 0,35, é representada
pelo ponto B na Fig.3.21. Observamos um ponto de equilibrio estavel ( NV; e P,
constantes para t > 200). De fato estes valores de A e e situam-se na regido
entre as curvas a e b da Fig.3.21. Além disso, calculamos (N, Py) = (68,6;15,8)

que confere com os valores observados nos graficos em questao.

A Fig.3.24, que corresponde a A =2 e ¢ = 0,25, é representada pelo
ponto C na Fig.3.21. Observamos um comportamento instavel divergente para N,
e P, . Podemos observar que a populacao de hospedeiros cresce mais rapidamente
que a de parasitoides. Estes valores de A e ¢ de fato, estao situados acima da

curva a na Fig.3.21.

No final deste capitulo podemos concluir que, mudancas no modelo ori-
ginal de Nicholson-Bailey, tais como: tornar o fator de reproducao dos hospedeiros,
que era constante, uma funcao de sua densidade; tornar a eficiéncia do parasitoide,
que era constante, uma funcao de sua densidade; ou ainda, incluir a existéncia de
refigios, nos quais os hospedeiros possam proteger-se, influem positivamente na

coexisténcia das espécies e também na estabilidade das populagoes.
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Figura 3.23: Os parametros usados foram: A\ = 1,3; ¢ = 0,35. (a) populagao de hos-
pedeiros e de parasitéide no tempo e (b) trajetéria no plano de fase

P
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et ¢ N
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(a) (b)

Figura 3.24: Parametros usados: A =2 e e = 0,25. (a) Populagao de hospedeiros e
parasitéides no tempo (b) trajetéria do plano de fase.
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4 SISTEMA PARASITOIDE-HOSPEDEIRO
COM MOVIMENTAGCAO

O modelo original de Nicholson-Bailey ou suas modificagoes envolveram
equagoes a diferencas, nas quais a variavel discreta tempo era a unica variavel inde-

pendente; o meio era, portanto, considerado homogéneo.

Em particular, estudamos o modelo original parasitéide-hospedeiro de

Nicholson-Bailey (capitulo 2), dado por:

Niv1 = AN, exp(—aP;)
Piy1 = eNi(1 — exp(—al%)),

(4.1)

onde a,\,c > 0, através do qual, a persisténcia das espécies é impossivel para
0 < A< 1, epara A > 1 existe equilibrio com persisténcia das espécies, mas é

instavel e ambas as populacoes apresentam oscilagoes divergentes.

Vimos também que, algumas modificacoes no modelo original de Nicholson-
Bailey (capitulo 3) tais como, a hipdtese de que haja uma capacidade de suporte
para os hospedeiros, a eficiéncia do parasitéide dependente da densidade, ou ainda,

a existéncia de reftgios, permitem a persisténcia estavel das populagoes.

A abordagem dentro da qual trabalhamos nos capitulos 2 e 3, supondo
todos os hospedeiros igualmente suscetiveis ao parasitismo por parasitéides idénticos
¢ obviamente demasiadamente simplista. Em uma populacao natural, individuos

estarao inevitavelmente distribuidos de forma heterogénea.

A partir deste capitulo, consideraremos a heterogeneidade do meio, e
para tanto a abordagem incluird a variavel “espac¢o” (n-dimensional) em um modelo
do tipo Rede de Mapas Acoplados. Para n = 2, o meio ambiente pode ser subdivi-

dido ou fracionado e modelado tal como um reticulado retangular bidimensional, no
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qual as populagoes sao distribuidas em patches. Cada patch é identificado por dois

indices (i,7), onde i representa a linha e j representa a coluna do reticulado.

Segundo Hassell (2000), quanto mais particionado o reticulado em patches,

menores sao os riscos de extingao.

Para cada geracao, a dinamica consiste de duas fases: uma de dispersao
(movimentagao durante a geracao t) e uma de reprodugao (relaciona a populagao

da geragdo t+ 1 com a populagao ja movimentada da geracao t).

Os processos que vamos estudar poderiam ser formalizados matemati-
camente, considerando que o estado de um sistema constituido por uma populagao

(espécies interagentes) é representado pelo conjunto

E={F:7>— R"},

onde F(i,j) é um vetor densidade populacional no patch (i,7) com m compo-

nentes: {Fy(i,5), F5(i,7), ..., Fm(3,7)) }.

A movimentagao (dispersao) das populagoes é descrita por um operador
do tipo: n : E — FE, isto é, a densidade em todos os patches do dominio serd
alterada de acordo com regra estabelecida. Neste caso consideraremos 7 local, ou
seja, nF(i,7) depende do valor de {F(m,n)}, onde (m,n) € V;; vizinhanca de
(4,5)-

A dinamica pode ser descrita por um operador 6 : E — FE, o qual
é pontual, isto é, [0F](i,j) depende apenas do valor de F(i,j) no ponto (i,7).
Assim, a evolucao do sistema, considerando duas fases, primeiro de dispersao e

depois dinamica vital, pode ser representada por,

Fo = onF,.

No que segue, adotaremos a notagao usada por Hassell, 1991.
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4.1 O MODELO COM DISTRIBUICAO ESPACIAL

No modelo de hassell (1991) as populagoes de hospedeiros e parasitdides

no patch (i,j), na geracdo ¢ sao representadas por Nf; e P/; respectivamente.

Além disso, Hassell representa por: N/ . e P/. respectivamente, as

ijo ij
populagoes de hospedeiros e de parasitéides no patch (i, j), ainda na geragao t, apds
a fase de movimentacao. Sobre estas incidirao as leis de parasitacao e procriacao,
para formar a geragao ¢+ 1, no patch (i,7). A dinamica, em cada patch, é descrita
entao, por sistemas de equacoes a diferencas. Dessa forma, obtemos uma rede de

equagoes (a posicao de cada patch corresponde a um par (i,j) da rede) acopladas

pela dispersao.

Antes de apresentar o modelo especifico de Hassel et al.(1991), podemos
estabelecer a seguinte regra geral para a movimentacao, que valera para todos os

modelos considerados neste trabalho.

Num movimento de dispersdo geral, a populacao de hospedeiros N ;,

que estara na posigao (i,7), apés a movimentacao durante a geracao t, satisfaz:

n° de
individuos
na posicao
(i, 5),
na geracao t

apos a

movimentacao

ou seja,

n° de
individuos
na posicao
(4,7),
na geracao t,
antes da

movimentacao

n° de
individuos

que saem da

posigao (i,7),

para alguma
vizinhanca
Vi

na geragao t

n° de
individuos
que entram
na posicao
(1,7), vindos
de alguma
vizinhanca,

na geragao t

= N}, — Z Sq+ Z E,, (4.2)

onde Sy representa o n° de individuos que migram da posicao (i,j) para os patches

da vizinhanca V; ;, por exemplo, S; é on° de individuos que saem da posicao (i, 5)
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e migram para a posigao (i—1,j) e E, representa o n° de individuos que migram
de cada um dos patches de V;; para a posi¢do (4, j), por exemplo, E; é o n° de

individuos que migram da posigao (i — 1,j) para a posigdo (i,7).

A vizinhanga V;; de um patch pode ser estabelecida de diferentes
maneiras, tais como, os quatro vizinhos mais proximos, os oito vizinhos mais proximos
ou ainda, de alguma outra maneira conveniente ao problema em questao. Neste tra-
balho, iremos considerar a vizinhanca de Moore, ou seja, as 4 células mais proximas

de (i,7), isto é:

Vig=A{07), (0 =1,7), (0 + 1,7), (4,5 = 1), (5,5 + 1)} (4.3)

Neste caso, a equacao (4.2) pode ser representada tal como mostra a

Fig.4.1.

S, S E, E

I P Y g

i, .

4 4
Figura 4.1: Esquema que representa a expressao Nit,j — Z Sa + Z E,.
d=1 n=1

Podemos também colocar em um mesmo diagrama as entradas em

(i,7) e as saidas (que sao negativas) de (i, 7), tal como mostra a Fig.4.2.
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41,

4 4
Figura 4.2: Esquema que representa a expressao Ni i Z Sa + Z E,, apresentando
d=1

n
entradas e saidas em um unico diagrama.

Podemos também representar em um mesmo diagrama a densidade e-
xistente em (i, j) antes da movimentacao com a densidade que migra desta posigao;
este é o significado da curva fechada (é o que resta) apresentada na Fig.4.3. Do lado
direito do sinal de igualdade, nesta figura, colocamos todos os termos em um tinico

diagrama.

Mesmo que biologicamente seja mais provavel que as duas espécies com-
portamentos distintos, consideraremos que a movimentacao da populagao de para-
sitéides seja anadloga a movimentagao da populagao de hospedeiros no sentido de

ambas envolverem apenas os vizinhs mais proximos.

No caso especifico do nosso trabalho, a movimentacao considerada é
a de dispersao local difusiva como em Hassell (1991). A palavra “local” deve-
se ao fato de que os deslocamentos ocorrem apenas entre vizinhos mais proximos.
Por outro lado, a palavra “difusao” de hospedeiros (parasitéides) indica que fragdes
iguais das populacoes deslocam-se para cada um dos vizinhos, produzindo, na escala

macroscdpica, um movimento na direcao de menores densidades dos individuos.
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e i,]

4
Figura 4.3: A curva fechada & esquerda representa a expressao Ni i~ Z S4. O diagrama

d=1
a direita inclui as trés contribuigoes da equagao (4.2).

No final desta seccao mostraremos que a caracteristica principal da

difusao é homogeneizar uma populacao espacialmente distribuida.

Neste capitulo, estudaremos o modelo classico de Hassell et al. (1991),
o qual considera a dinamica de Nicholson-Bailey num modelo espacialmente estru-
turado do tipo Rede de Mapas Acoplados. No capitulo 5, incluiremos, neste modelo

de movimentacao, a existéncia de refligios.

No modelo de Hassell et al. (1991), fragoes especificadas das subpo-
pulacoes de hospedeiros e de parasitéides, movem-se de acordo com um processo de

difusao local, e se reproduzem de acordo com o modelo de Nicholson-Bailey.
FASE DE MOVIMENTACAO

Se uy e pp (0 <puy <1 e 0 < up < 1) sdo, respectivamente, as
fracoes de hospedeiros e parasitéides que abandonam seus patches de origem, e se nao
houver diregao preferencial, entao a movimentagao de hospedeiros (e analogamente,
dos parasitéides) entre os cinco patches, o patch (i,7) e seus quatro vizinhos mais

proximos, ocorre de acordo com o esquema da Fig.4.4.
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Usando (4.2), podemos escrever:

Nil,j = Nit,j - MNNit,j + %[Nf—l,j + Nit,j—l + Nf+1,j + Nf,j+1]v (4.4)
que pode ser reescrita como:
N =N + Y BN (45)
(r,8)EV; 5
onde V;; estd definida em (4.3).
i1, ] i-1,]
Tu, N %ﬂN i %#N s %#N i
Ntu B ‘f}/ﬁ\ + /{_\\\ )
i1 w i, j+ e |
%MN N, PR %ﬁm N %“N N,
i, "]
Figura 4.4: Esquema de movimentacao local e difusiva.
Analogamente, para a populagao de parasitdides obtemos:
Ply=QU-pp)Pl; + > LR (4.6)

r,8€Vi;

Podemos observar que, o processo de movimentacao é na verdade um

Laplaceano (discretizado), como esperado em um processo de difusdo, ou seja,

N/, = Nij+ %[Ni-&-l,j —2N;j+ Niz1j+ Nijp1 —2Nij+ Nija] = Nij + %ANi,ja

isto é,

BN
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Para uma fun¢io u: R* — R, seu Laplaceano A*u = uy, + u,, pode

ser obtido considerando-se:

2

h
u(x — h,y,t) = u(z,y,t) — hug(x,y,t) + Eum(x,y,t) +O(h?) e

2

h
(@ + by, t) = ulz,y, ) + hug (2,9, 8) + e (2, y,8) + O(R?).

Adicionando as equagoes acima temos:
u(x — h,y,t) +u(z + h,y,t) = 2u(z,y, t) + hug.(x,y,t) + O(h3).

Portanto,

U(ZE — hv y7t) — 2U(l’,y,t) + U(ZL‘ + ha y7t)

= +O(h).

Uz (T, Y, 1) =
No nosso caso: um(xz-, yi,t) entao
Upe (T, y, 1) 2 ul(i —1,7) — 2u'(4,5) + u(i + 1, 7). Analogamente para
Uyy (2, y,t) mul(i, g — 1) — 2u' (4, 5) + u(i,j + 1).
Entao,

2, _
AU = Ugy + Uyy =

Para patches ao longo da fronteira do reticulado, o cdlculo de Nj;
e P;, ¢ ligeiramente diferente, dependendo se o modelo supoe fronteiras ciclicas,

absorventes ou reflexivas.

- fronteiras ciclicas: quando a ultima fila do reticulado é adjacente da
primeira, isto é, em forma de toro. Sao obviamente irreais mas tém a vantagem
de que todos os patches sao dinamicamente equivalentes, sem efeito de fronteira.

Representam um dominio periédico infinito.
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- fronteiras absorventes: quando os individuos da fronteira sao absorvi-
dos, isto é, deixam o dominio, saindo da contabilidade ou morrendo, impondo uma

mortalidade adicional.

- fronteiras reflexivas: quando os individuos das fronteiras sao refletidos
de volta para dentro do reticulado. Muitos individuos possuem a capacidade de
perceber a qualidade do habitat e por exemplo, seriam capazes de perceber um

ambiente indspito fora do dominio e assim decidir nao deixa-lo.

O tipo de fronteira tem efeitos pequenos nos resultados exceto que simu-
lagoes com fronteiras ciclicas tendem a produzir padroes mais simétricos [Hassell et

al.,1993].

Neste trabalho serao usadas fronteiras reflexivas. O recurso computa-
cional usado neste trabalho para impor esta condicgao, foi fixar como zero a ocupagao
das filas (linhas e colunas) das bordas, diminuindo assim o dominio, e uma regra de

movimentagao diferente para os elementos nas fronteiras, como descrito a seguir.

A filas de zeros constituem um artificio do programa computacional nao

estando relacionadas a condigao de fronteira.

1* coluna: N;; =0 (i =1,...n);

n-ésima coluna: N;, =0 (i =1,2,...,n);

1* linha: N;;=0(j=1,2,...,n);

n-ésima linha: Nn,j =0 (j = 1,2,...n).
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Assim, a configuracao das populacoes de hospedeiros em cada patch

tem a forma:

0 0 0 e 0 0 0
0 Nap  Nos Nop—o  Nyp1 0
0 Nso N33 N3, Nopo1 O
0 Np-22 Npa23 -+ Npo2p2 Nyopa1 0
0 Noc12 Npo1z o0 Npcin2 Npoin1 O
0 0 0 e 0 0 0

Em conseqiiéncia, nas pentltimas filas, isto é,

i=2¢ei=n—-1,7#12n—-1ne =2 ¢ j=n—1,1i#1,2n—1,n,a

populacao que fica nos patches sera:

3N 34N

e evidentemente, entradas a partir de elementos vazios sao nulas.

Para os patches No, Nop—1, Np—12 € Np_1,-1 localizados nos can-
tos do reticulado formado pelas pentultimas filas, permanece uma populacao ainda

maior: (1 — M)NM; para estes patches, além disto, duas das entradas sao nulas

2
nestas posicoes.

FASE DE REPRODUCAQO

Nf}“l e Pf;“l sao as populacoes de hospedeiros e parasitéides apos a
parasitacao e a reproducao, ou seja, na geracao t -+ 1. Sao descritas pela dinamica

do modelo de Nicholson-Bailey (4.1) e levam a:
1 _
N7t =X Nj;exp(—a P/;) (4.8)

Pt =c Nj;[1 - exp(—a P/})], (4.9)
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onde N, e P/, sdo as populagoes de hospedeiros e parasitdides respectivamente,
no patch (i,j) apés a movimentacao descrita anteriormente; e os parametros a,c

e A sao os mesmos definidos no capitulo 2.

Hassell et al. (1991) mostraram que a dispersao difusiva quando acoplada
a dinamica de Nicholson-Bailey, representada pelos sistemas (4.5)-(4.6) e (4.8)(4.9),

pode conduzir a coexisténcia das espécies para tempos suficientemente grandes.

Podemos observar que na auséncia de parasitéides, P* = 0, a equacao

(4.6) fornece P!. =0, donde o sistema (4.8)-(4.9) se reduz a:

,L’-]

t+1 __ !
Nij" = ANy

t+1
‘Pihj - 07

ou seja, apenas a populacao de hospedeiros sobrevive, de acordo com:

KN
NE = A= p) NG + Y TN;{s] (4.10)

r,seV; j

Com esta equacao, podemos fixar os parametros: A =2, uy =0,7 e
supor uma distribuicao inicial de hospedeiros no reticulado, de tamanho 53 x 53,
tal que em ¢ = 0, o tinico patch ocupado seja (i,5) = (26,26), no qual colocamos
Ngsos = 0,8 ¢ V (i,7) # (26,26), N; = 0. Com esta distribuicao inicial, podemos
calcular pela equagao (4.10), Ni’ijl, Vi=1,2,..,53, j=1,2,...,53 para qualquer
t. Na Fig.4.5, apresentamos a populagao total:

53 53

Nt:ZZNij,para t=0 a 15,

i=1 j=1

(os pontos estao interligados para melhor visualiza¢do do comportamento).

Na Fig.4.6, apresentamos a seqiiéncia das distribuicoes espaciais da
populacao de hospedeiros entre os diversos patches, para ¢t = 0,5,10 e 15. Es-
tas distribuigoes sao ilustradas através do comando “DensityPlot” do software Ma-

thematica. Nestes graficos, a densidade populacional em cada patch do dominio é
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Figura 4.5: Série temporal da populacao dos hospedeiros na auséncia de parasitéides,
paran =53; A=2; uy =0,7.

representada por meio de uma escala de cores, sendo que maiores densidades popu-

lacionais sao representadas por cores mais escuras.

Outra observagao corresponde ao que ocorre na auséncia de hospedeiros
(N* =0) , a qual implica que a populagao de parasitéides (P') também ird para

Zero.
O efeito apenas da difusao é obtido da equagao (4.10) para A = 1.

A caracteristica principal da difusao, que é homogeneizar progressiva-
mente uma populagao espacialmente distribuida, pode ser demonstrada observando

a variacao da populacado no sitio (i, 7).
t+1 t o , . . s . ~ PR t
N;5 = N; = px [média aritmética da populacio na vizinhanca - N/ ].

Assim, N;;-rl > N! ;» se a média da populagao na vizinhanga for maior

do que o valor Nf; e N/t' < N}

i ;» se a média da populagao da vizinhanga for

menor do que N; ;.

Na Fig.4.7, apresentamos a populagao total de hospedeiros para ¢t =0
a t = 300. A homogeneizagao pode ser observada nos graficos das Fig.4.8 a Fig.4.10,
nos quais apresentamos a seqiiéncia das distribuigoes espaciais da populacao de hos-
pedeiros entre os diversos patches, para t = 1,5, 10, 20, 50, 75, 100, 125, 150, 175, 200

e 300. Estas distribuigoes sao ilustradas através do comando “DensityPlot”.
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Figura 4.6: Graficos de distribuicao espacial apenas da populacdo de hospedeiros

(P

), dada pela equacao (4.10). (a) condicao inicial, (b) distribuigao

na quinta iteracdo, (c) distribuicdo na décima iteragao, (d) distribuigdo na
décima quinta iteragdo para um reticulado 53 x 53; e uy =0,7; e A =2

e

a=0,5.

4.2 SIMULACOES DO MODELO

graficos.

As figuras que serao apresentadas nesta seccao, terao dois tipos de

O primeiro refere-se a séries temporais das populacoes totais de N

hospedeiros (linha pontilhada), e de P parasitéides (linha continua), em fungao

de t. O segundo tipo de grafico sao os “DensityPlot”, da distribuicao espacial para

cada uma destas espécies, em um valor especifico de t, que sera indicado.

tantes de reproducgao

Neste modelo, seis parametros devem ser considerados: os fatores cons-

A dos hospedeiros e

¢ dos parasitoides, as fracoes de
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50 100 150 200 250 300 t

Figura 4.7: Série temporal da populacao dos hospedeiros n = 25; A =2; uy =0,7.

25 25
20 20

15 15

10 - 10 +

5 5

%5 10 15 20 25 Co 5 10 15 20 25
25 25

20 20

15 15

10 + 10 .

5 5

0 0

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Figura 4.8: Distibuigao espacial da populagao dos hospedeiros para condigao inicial, ¢ =
1,t=5,t=10 e n=25; A=2; uy =0,7.

dispersao py de hospedeiros e pup de parasitoides, a eficéncia a do parasitoide e

o lado n do reticulado.

Estudos desses sistemas mostraram que variagoes no tamanho n do
reticulado, nas fragoes de dispersao puy, pp, ou ainda no fator de reprodugao A (néo
depende de ¢) produzem uma notavel variabilidade de comportamentos [Hassell et

al., 1991].

Num mesmo sistema cartesiano de eixos apresentaremos duas séries

temporais, para diferentes valores dos parametros (n,uy e pp), (a) populagao
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Figura 4.9: Distribuicao espacial da populacao dos hospedeiros para t = 20, t = 50, t =
75, t=100 e n =25 A=2; uy =0,7.

dos hospedeiros, em linha tracejada e dos parasitéides, em linha continua (estamos
ligando os pontos, que s6 existem para t inteiro, de modo a visualizar melhor o
comportamento). Além disto, apresentaremos a distribuicao espacial das populagoes

de hospedeiros e das populagoes de parasitdides em determinado instante de tempo.

Através de simulacoes iniciadas em ¢ =0 com populagoes localizadas
num tnico patch e com os restantes vazios, isto é: P); = 0 e N, = 0, para todo

0] # ”T_l; NY,,,=08¢e P,,, =0,8, com os fatores de reproducao dos
2 0 2 2 7 2
hospedeiros e dos parasitoides, respectivamente, A = ¢ = 2 e a eficiéncia dos

parasitéides a = 0,5, pudemos fazer as seguintes constatagoes:

a) Para reticulados muito pequenos, o sistema ¢ levado a extingao, extinguindo-se
primeiro a populacao de hospedeiros, para depois acontecer a extincao dos para-

sitéides, como por exemplo, para n = 5, na Fig.4.11.

b) Para reticulados um pouco maiores é possivel que ocorra a extingao apenas da po-
pulacao de parasitéides e conseqiientemente o crescimento ilimitado da populagao

de hospedeiros, como por exemplo, para n = 7, na Fig.4.12.
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Figura 4.10: Distibuigao espacial da populagao dos hospedeiros para ¢ = 125, ¢t =
150, t = 175, t = 200, t = 300 e n = 25; A =2; uy =0, 7.
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Figura 4.11: n = 5; uy = 0,6; pup = 0,2. (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuigao espacial NV, (a esquerda) e dos parasitéides P;, (& direita), em
t = 50.
¢) Aumentando o tamanho do reticulado, mas mantendo n < 15, foi constatada a
persisténcia das populagoes (figuras nao apresentadas) em alguns casos e exting¢ao
em outros, dependendo dos valores de py e de pp. Para reticulados ainda maiores,
n > 15, a coexisténcia de ambas as espécies foi detectada na grande maioria dos
casos [Hassell et al.,1991]. Na Fig.4.13 apresentamos o grafico das populagoes totais,
para n = 15, onde a populagao de parasitéides vai para a extingao e a de hospedeiros

cresce infinitamente.

Com relagao a influéncia dos parametros puy, pp na distribuigao
espacial das populagoes, Hassell et al. (1991) determinaram regides no espaco de

parametros py X pp, correspondentes a padroes espaciais distintos para n = 30. Em
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Figura 4.12: n =7, uy = 0,03; pup = 0,9 (a) Séries temporais para Ny e P, (b)
distribuigao espacial N; (a esquerda) e dos parasitéides P, (& direita), em
t = 100.
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Figura 4.13: n = 15; uy = 0,6; pup = 0,6,(a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuicao espacial V; (a esquerda) e dos parasitéides P;, (a direita), em
t = 100.

nosso trabalho, obtemos os padroes em questao, a partir de um reticulado 53 x 53.

Entre os padroes encontrados, citamos:

e Rede cristalina ocorre quando houver a combinacao de dispersao de hospedeiros
muito baixa, isto é, pux muito pequeno e dispersao de parasitdides muito alta, isto é,
pp muito préoximo de um. Este padrao se caracteriza pelo aspecto estético (o padrao
se mantém com o tempo) da ditribuigao espacial. Nesta regidao dos parametros, as
populagoes persistem podendo até mesmo, estabilizar (tornar-se constantes). Este
padrao pode ser visualizado na Fig.4.14 (b). Na Fig.4.14 (a), apresentamos os
graficos das séries temporais para as somas N; e P, para 400 < t < 500 onde

podemos observar que N; e P, tém praticamente o mesmo valor os quais sao

aproximadamente constantes.
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Para reconhecer padroes, é conveniente deixar passar os transientes,
para entao examinar os graficos “DensityPlot” correspondentes. Este procedimento

foi usado nas Fig.4.14 a Fig.4.17.

N, P
20000
17500
N PYPRNTPMTOMPrT I PYERNrIpreNrerery
15000 R e .:f-;:-'%%{-'f-:}':___
12500 40] F AR | o) SR P e
' ey S
10000 30 __.-: S : . e 30 E'-:'::-:-:.-"_.fh-l-- "'\.-"H.'\"'\.:
A T 0
2500 e L e
20f T A e L 20 :1:‘:'.@{';:53‘:,& Lo
5000 D e in T
2500 10} it T 10 -'_E-_"'.:_-""““""ﬁ-"_f."::"
i ; ; 3T R s
N T
230 240 260 180 500" 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

(a) (b)

Figura 4.14: n = 53, uy = 0,05; up = 0,99 (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuigao espacial N, (a esquerda) e dos parasitéides P;, (a direita), em
t = 500.

e O padrao cadtico é caracterizado por populacoes flutuantes de hospedeiros e de
parasitéides, de patch para patch, com organizacao espacial de pouca duragao. O
padrao “caos espacial” é um padrao espacialmente irregular ou erratico, mudando

de geracao em geracao, de forma aparentemente imprevisivel.

O total das metapopulagoes geralmente permanece limitado mas, grandes
oscilagoes sao observadas. Este padrao aparece numa faixa intermediaria de valores
de un X pp, entre as regioes de rede cristalina e de espiral. Apesar da falta de es-
trutura reconhecivel, as populagoes parecem coexistir indefinidamente. Este padrao
pode ser visualizado na Fig.4.15 (b). Na Fig.4.15 (a), podemos observar que as
populacoes totais N; e P, oscilam praticamente da mesma forma, com aparente

efeito de retardo dos parasitéides com relacao aos hospedeiros.

e O padrao espiral é caracterizado por densidades de populacao que formam ondas
espirais que giram movendo-se em cada uma das quatro dire¢oes em torno de pontos

focais quase imoveis.

Na regiao onde ocorre a formagao de padrao espiral, a probabilidade

de extingao cresce principalmente para n < 15 [Hassell et al.,1991]. Este padrao
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Figura 4.15: n = 53; uny = 0,2; pup = 0,9 (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuigao espacial N, (a esquerda) e dos parasitéides P, (a direita), em
t = 500.
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Figura 4.16: n = 53; uy = 0,6; pup = 0,6 (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuigao espacial N, (& esquerda) e dos parasitéides P, (a direita), em
t = 500.

pode ser visualizado nas Fig.4.16 (b) e Fig.4.17 (b). Ambas apresentam padrao

espiral, um efeito de retardo da populacao de parasitéides com relacao a populagao

de hospedeiros, e um valor médio quase igual e praticamente constante. Enquanto na

Fig.4.16, as amplitudes das diversas oscilagoes sao distintas, na Fig.4.17 as oscilagoes

das populagoes totais parecem periddicas, sugerindo comportamento ciclico.

e Foi constatada também uma regiao no espago dos parametros (de altos valores de
pn e baixos valores de pp), onde dificilmente acontece a formagao de espirais.
Nesta regiao, nao ha um padrao definido. Pode ocorrer quando o reticulado é muito
pequeno, quando a fracao de parasitdides que se movimenta é muito pequena, ou

entao, quando ambas as fracoes de parasitéides e de hospedeiros que se movimentam
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Figura 4.17: n = 53; uy = 0,7; pp = 0,4 (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuigao espacial N; (a esquerda) e dos parasitéides P, (& direita), em

t = 500.
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Figura 4.18: n = 53; puy = 0,8; pup = 0,2 (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuicao espacial V; (a esquerda) e dos parasitéides P;, (a direita), em
t = 160.

¢ muito pequena. Esta situagdo pode ser visualizada nas Fig.4.12 (b), Fig.4.13 (b)

e Fig.4.16 (b).

Na Fig.4.16 (a) ilustramos a dinamica nesta regiao dos parametros onde
ocorre a extingao apenas da populacao de parasitéides. Conseqlientemente, a po-

pulacao de hospedeiros cresce infinitamente e nenhum padrao espacial é estabelecido.

Observando as Fig.4.14 a Fig.4.17, podemos perceber que reticulados
maiores favorecem a coexisténcia das espécies. Comparando agora as Fig.4.13 e
Fig.4.16, obtidas com os mesmos valores de A, ¢, uy e de pup, e alterando apenas
o tamanho do reticulado, podemos observar que aumentar o niimero de patches tem

efeito estabilizador. Outro aspecto que devemos salientar é de que o padrao também
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Figura 4.19: n = 33; uny = 0,6; pup = 0,6 (a) Séries temporais para N; e P, (b)
distribuigao espacial N; (& esquerda) e dos parasitéides P;, (a direita),
em t=500.

sofre alteracoes com o tamanho do reticulado, pois para puy = up =0,6 e n =15

nao ha padrao definido, para n = 33 e para n = 53 o padrao é espiral (veja

Fig.4.13, Fig.4.19 e Fig.4.16).

Ao encerrar este capitulo, podemos entao concluir que, se acrescentar-
mos movimentagao (dispersao difusiva) ao modelo de Nicholson-Bailey, que antes
previa a extingao de ambas as populacoes para 0 < A < 1 e persisténcia com
equilibrio instavel para A\ > 1, podemos obter a coexisténcia e até mesmo, conquis-
tar a estabilidade do equilibrio de persisténcia, mesmo quando parasitéides procuram
aleatoriamente dentro dos patches, ou quando nao ha uma capacidade de suporte do
meio ambiente, e mesmo quando a eficiéncia do parasitdide e a razao de reproducao

dos hospedeiros sao constantes.
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5 SISTEMA PARASIT(')[DE-HOSPEDEIRO
COM MOVIMENTACAO E COM
REFUGIO

No capitulo 4, estudamos a influéncia da divisao do ambiente em patches,
entre os quais, acontece uma dispersao difusiva, de modo que, uma fracao da po-
pulacao de hospedeiros e de parasitoides abandona seus patches para povoar patches
adjacentes (quatro vizinhos mais préximos). Constatou-se que a dispersao difusiva

também contribui para a coexisténcia das espécies.

Neste capitulo, além da movimentacao das espécies, sera considerada a

existéncia explicita de reftigios, em certas regioes do reticulado.

Locais fisicos em que parte da populacao hospedeira pode recolher-se
para proteger-se dos parasitéides sao denominados reftigios. Servem como sitios
de preservagao de espécies vulneraveis a predacgao, que, de outra forma, poderiam
tornar-se extintas. Tais sitios também beneficiam indiretamente as espécies predado-
ras visto que uma reposicao maior de presas reforca a fonte de alimentos nas areas

desprotegidas.

Como exemplo de hospedeiros que fazem uso de refigios para se prote-

ger podemos citar:

Ha varias maneiras de se considerar os refigios no modelo que estamos
analisando. Poder-se-ia considerar, por exemplo, como regides do espaco nas quais
os parasitéides nao tivessem acesso ou regioes para as quais apenas uma pequena

fracao de parasitéides pudesse se locomover.

Neste trabalho, iremos considerar como reftgios, regioes do espaco em
que a eficiéncia do parasitdide em encontrar hospedeiros é muito menor do que no
restante do reticulado. Assim, a inclusao de reftigios no modelo do capitulo 4 sera es-

tudada através de simulagoes com os sistemas (4.4)-(4.5) e (4.7)-(4.8), considerando
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[P

o parametro “a” muito menor em algumas regices do reticulado do que no restante.
Nestas regides (chamadas refigios), a movimentagao dos parasitéides ocorre como
nas demais, no entanto os hospedeiros estarao menos suscetiveis aos ataques dos

parasitoides.

Como exemplo deste tipo de reftigio, que iremos considerar neste capitulo,
poderiamos citar o sistema formado pela cochonilha california red scale (Aoni-
diella aurantii) e seu parasitéide (Aphytis melinus). Reeve and Murdoch (1986)
mostraram que no interior de arvores de citricos, o parasitismo é uma ordem de
magnitude menor do que no exterior das arvores. Isto ocorre por diversas razoes:
no interior as formigas Argentinas interferem com os parasitoides, a casca das arvores

nao possui cor atrativa a eles e as cochonilhas apresentam-se em menor tamanho

[Murdoch et al., 1995].

Outro exemplo sao espécies que apresentam mimetismo em determi-
nados tipos de vegetacao, o que lhes proporciona certa protecao aos ataques dos

parasitoides nestas dreas.

O hébitat continuara sendo considerado como um reticulado bidimen-

sional, no qual as populagoes serao distribuidas em cada vértice (célula).

Mantemos as mesmas condigoes iniciais do capitulo anterior (¢ = 0, a
densidade das populagdes é nao nula apenas na célula central), as mesmas condigdes
de fronteira (reflexiva), o mesmo tamanho de reticulado (53 x 53), eliminamos os
transientes (registrando apenas as densidades para ¢t > 300) e fixamos os parametros
A = ¢ =2 (fator de reprodugao dos hospedeiros e parasitdides, respectivamente). A
unica alteragao consiste em permitir que a eficiéncia do parasitoide varie de acordo

com o patch. A eficiéncia é agora uma funcao de 7 e j como segue:

o ar << a, se (i,j) € ao refigio
a(i,j) = o o
a, se (i,j) ¢ ao refigio.
Os reftigios usados nas simulacoes deste capitulo, estao localizados no

dominio conforme a Fig.5.1 sendo que adotaremos a nomenclatura estabelecida em
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Tabela 5.1: Localizagao dos refigios dentro do reticulado.

Tipo | refugio linha(s) ¢ coluna(s) j
(a) | 1(4x6)nocentro|24<i<27]24<75<29
(b) 1 (4 x 6)no canto 10<i<13|10<;5<15
© |6(@2x2) 13<i<14|11<5<12; 27<j <28 43<j < 44
38<i<30 | 11<j<12,21<j<28 43<j <44
(d) |6(2x4) 16<i<17|10<j<13;24<j<27;38<j <4l
36<i<37 | 10<j <13 24<j <27, 38<j <4l
() |1(1x24) i =25 15 < j < 38
(f) |24 (1x1) i=8 j = 11;22;33;45
=16 j=11;22:33:45
i=24 J=11,22;33;45
i =32 J=11,22;33;45
1 =40 7 =11;22;33;45
1 =48 7 =11;22;33;45
(&) |6 (4x4) 16<i<19|10<j <13 24<j<27; 38<j <4l
36<:<39|10<7<13;24<5<27;38<7<41
(h) |1(2x2) 24 <i<25|24<j<25
i) |2(@2x2) 25 <i<26|15<j<16; 35 < j <36

sua legenda.

Esclarecemos que esta figura pretende apenas localizar as diversas

configuragoes de reftigios que consideramos em nossos estudos nao se tratando de

diagramas de distribuicées de densidades populacionais. As posicoes dos refugios

sao estabelecidas na tabela 5.1.

Serao apresentados resultados que mostram a influéncia de tais reftugios,

no modelo parasitéide-hospedeiro de Nicholson-Bailey espacialmente estruturado do

tipo Rede de Mapas Acoplados, apresentado no capitulo anterior.
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Figura 5.1: Posigbes do refigio dentro do reticulado. (a) 1 refugio 4 x 6, células no
centro , (b) 1 refigio 4 x 6 células num canto , (c) 6 refigios (2 x 2),
(d) 6 refigios (2x4), (e) 1 refugio (1x24), (f) 24 refigios (1x1), (g)
6 refigios (4x4), (h)1 refigios (2x2), (i) 2 refigios (2x2). Detalhes
da localizacao destes refugios na tabela 5.1.
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5.1 INCLUSAO DE REFUGIOS

Com os parametros e condicoes iniciais estabelecidos na introducao
deste capitulo, e pré-fixando uma configuracao de 6 refiigios (2x2), apresentada na
Fig.5.1 (c), escolhemos trés conjuntos de pares de valores, uy, pp, correspondentes

a trés diferentes tipos de padrao espacial na auséncia de refigios.

Nosso objetivo é estudar a influéncia desta distribuigao de refigios nas
populagoes totais médias e na distribuicao espacial das populagoes. Os resultados
de nossas simulagoes estao apresentados nas Fig.5.2 a Fig.5.4, cuja sintese esta na

tabela 5.2.

Nos graficos das Fig.5.2 a Fig.5.4, apresentamos em (a) e (b) resultados
de simulagoes sem refigios e em (c) e (d) resultados de simulagoes com 6 refigios
(2 x2). Em (a) e (c) séries temporais dos hospedeiros N(t) (a esquerda) e dos
parasitéides P(t) (a direita). Em (b) e (d), distribuigao espacial de hospedeiros (a

esquerda) e dos parasitdides (a direita), no tempo ¢ = 500.

Tabela 5.2: Comparacao de médias aproximadas das populagoes totais sem e com

reftgios.
parametros média pop.total | média pop.total padrao
s/ refugio ¢/ refigio ¢/ refigio
Fig. | un p N P N P espacial
52 10,6 0,6 | 5000 5000 7000 7000 espiral
53 10,02 0,99 | 37000 37000 | 70000 70000 | rede cristalina
54 10,2 0,7 | 5000 5000 6000 6000 caos

De imediato, observamos que o tipo de padrao espacial nao foi afetado
pela presenca destes refugios. Por outro lado, da comparacao de padroes obtidos em
t = 500, na Fig.5.2 que corresponde ao padrao espiral, parece-nos que este padrao
fica reforcado pela presenca destes refiigios, estando as espirais marcadas com mais

contrastes e o numero de focos aumentado.
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(d) com 6 refigios (2 x 2).

Em (a) e em (c), séries temporais N(t) e P(t) em (b) e (d), distribui¢ao
espacial de hospedeiros e de parasitéides em ¢ = 500.
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un = 0,02 e up = 0,99. (a) e (b) sem refigio, (c) e (d) com 6 refigios
(2 x2). Em (a) e em (c), séries temporais N(t) e P(t) em (b) e (d),
distribuicao espacial de hospedeiros e de parasitdides em t = 500.
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un = 0,2 e up = 0,7. (a) e (b) sem refigio, (c) e (d) com 6 refigios
(2 x2). Em (a) e em (c), séries temporais N(t) e P(t)

em (b) e (d),
distribuicao espacial de hospedeiros e de parasitéides em ¢ = 500.
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Pela Fig.5.3 podemos notar que a simetria em relacao ao centro do
reticulado parece ser destruida pela presenca destes refugios. Além disso, observa-

se, como esperado, um acumulo das populagoes dentro dos refugios.

Na Fig.5.4, como na Fig.5.3, ha uma perda de simetria em relacao ao
centro e além disso, ha um acumulo das populacoes em algumas posicoes que nao

necessariamente as de refigio.

Além disso, nas trés situacoes, a média populacional total de hos-
pedeiros e de parasitdides sofre a influéncia da presenca de reftigios, tal como,
apresentado na tabela 5.2. Nas trés situacoes, a presenca de refigios aumenta a

média populacional total, tanto de hospedeiros, quanto de parasitéides.

Nos gréaficos correspondentes as séries temporais para as populacoes
totais observamos redugao na amplitude das oscilacgoes, tanto de hospedeiros quanto
de parasitoéides, o que concorda com as conclusoes do capitulo 3, quando foi afirmado

que a presenca de refugios influencia positivamente na estabilidade.

5.2 VARIANDO A FORMA DE REFUGIO

A seguir, analisaremos a influéncia da forma dos refugios na média
populacional e na amplitude das oscilacoes, bem como no comportamento das po-
pulagoes no interior dos reftigios. Para isso, consideraremos dois refugios diferentes,
ambos de 24 patches, sendo o primeiro um retangulo 4 x 6 (de perimetro 20)
e o segundo, um retangulo 1 x 24 (perimetro 50) da Fig.5.1 (a) e Fig.5.1 (e),

respectivamente.

Nas Fig.5.5 a Fig.5.7 nosso propdsito é comparar em cada uma das trés
situagoes (espiral, rede cristalina e caos) os comportamentos das populagoes totais
de cada espécie em todo reticulado e das populagoes totais dentro do reftigio, para
cada um dos refigios acima descritos. Dos valores médios aproximados de cada uma

das situagoes construimos a Tab.5.3.
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Tabela 5.3: Comparacao de médias aproximadas das populagoes totais no reticulado
com um refigio (4 x 6) e um refigio (1 x 24) e das populagoes totais
dentro de um dos refigios. O padrao rede c significa rede cristalina e r.

significa refugio.

parametros | 1 r.(4 X 6) nor.(4x6) | 1r(l1x24) |nor.(1x24)
Fig. | padrao | py p N P Npg Pr N P Np Pr
5.5 |espiral | 0,6 0,6 |9000 12500 | 5000 7000 | 7000 7000 | 2200 800
5.6 |redec | 0,02 0,99 | 60000 60000 | 23000 23000 | 68000 68000 | 30000 30000
5.7 | caos 0,1 0,6 |7200 7500 | 3000 3800 | 7000 7000 | 2800 3000

O fato mais marcante é um aumento expressivo nas médias popula-
cionais quando puy e pp pertencem a regiao de rede cristalina em comparacgao
com as médias nas regioes de espiral e de caos, o que ja tinhamos observado na

Tab.5.2.

Ao comparar os resultados obtidos para diferentes formas de refugio na
Fig.5.5, é interessante observar que refigios 1 x 24 com uy e pp na regiao de
padrao espiral, a populagao de hospedeiros (Ng) e de parasitéides (Pg), torna-se
constante dentro do refigio (nao varia com o tempo). Ja as populagoes totais (N e
P) apresentam pequenas flutuagoes. Nesta mesma figura observamos que, com um
refigio 4 x 6 aparecem oscilagoes tanto no total das populacoes em todo reticulado,
quanto dentro do refigio. Com relagao a forma dos refigios, os valores de Ng e
Pr constantes que se obtém com os reftigios de maior perfmetro (50) sao menores

em relac@o aos valores médios das populagoes totais nos refiigios de perimetro (20).

O fato de ter N e P oscilando com valores praticamente iguais,
caracteristica observada no regime de rede cristalina no capitulo anterior (sem
refligio), mantém-se agora na presenca destes refigios. As populagdes dentro do
refigio e também as totais em todo reticulado, parecem oscilar periodicamente, mas

o tamanho das médias tanto dentro quanto o total, no caso do refigio de maior

perimetro, sao maiores. Estas situacoes podem ser visualizadas na Fig.5.6.
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Figura 5.5: pun = pp = 0,6. Gréficos (a) e (b) sao simulagoes com 1 refugio (4x6),

(c) e (d) sdao simulagoes com 1 refigio (1 x 24). Em (a)e (c), séries
temporais do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita)
em todo dominio, em (b) e (d), séries temporais de hospedeiros (& esquerda)
e de parasitdides (a direita), dentro do refigio.
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Figura 5.6: puy = 0,02 e up = 0,99. Gréficos (a) e (b) sao simula¢oes com 1 refiigio
(4 x 6) , (c) e (d) sao simulagoes com 1 refigio (1 x 24). Em (a)e (c),
séries temporais do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitdides (a
direita) em todo dominio, em (b)e (d), séries temporais de hospedeiros (a
esquerda) e de parasitéides (a direita) dentro do refigio.
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Figura 5.7: pny = 0,1 e pp = 0,6. Gréaficos (a) e (b) sdo simulagoes com 1 refiigio
(4%x6), (c) e (d) sao simulagoes com 1 refigio (1x24). Em (a)e (c), séries
temporais do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita)
em todo dominio, em (b)e (d), séries temporais hospedeiros (a esquerda)
e parasitéides (a direita) dentro do refigio.
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Por fim, com puy e pp na regiao de padrao caotico, as populacoes
também parecem ser favorecidas pelo refigio de maior perimetro, diminuindo a
amplitude das oscilagoes. Outro aspecto observado foi o fato de haver maior re-
gularidade nas oscilagoes para puy = up = 0,6 (regido de espiral), em relagao a

situagao de puy = 0,1 e up = 0,6, reforgcando assim o aspecto de caos.

5.3 VARIANDO A POSICAO DO REFUGIO

A seguir analisaremos através do mesmo tipo de gréaficos da seccao
5.2, se a posicao do refugio no reticulado influencia nos resultados. Para tanto,
escolhemos em especial, dois refigios de mesma forma 4 x 6, mas em posicoes
distintas: no centro do reticulado (24 <i < 27; 24 < j < 29), Fig 5.1 (a), e em um

canto (10 <14 < 13; 10 < j < 15), Fig.5.1 (b).

Tabela 5.4: Comparacao de médias aproximadas das populagoes totais no reticulado
com um refigio (4 x 6) em posigoes diferentes dentro do reticulado,
bem como das populacoes totais dentro de um dos refigios.

Fig. | posicao N wp | N P Npg Pr

5.8 | nocentro | 0,6 0,6 | 10000 | 12500 | 5000 | 7000
num canto 10000 | 12500 | 5000 | 7000

5.9 | no centro | 0,02 0,99 | 60000 | 60000 | 22500 | 22500
num canto 60000 | 60000 | 22500 | 22500

5.10 | no centro | 0,1 0,6 7000 | 8000 | 2500 | 3000
num canto 7000 8000 2500 | 3000

Os gréficos apresentados nas Fig.5.8, Fig.5.9 e Fig.5.10 correspondem a
simulagoes com py e pp naregiao de espiral, rede cristalina (médias populacionais
totais e dentro do refiigio mais altas) e caos (médias populacionais totais e dentro

do refiigio mais baixas), respectivamente.
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Figura 5.8: puny = 0,6 e pup = 0,6. Gréficos (a) e (b) sdo simulagbes com um refigio
(4 x 6) mno centro do reticulado. (c¢) e (d) sao simulagdes com o refigio
(4x6) num canto (10 <4< 13,10 < j < 15). Em (a) e (c), séries temporais
do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita) em todo
dominio, em (b)e (d), séries temporais de hospedeiros (a esquerda) e de
parasitéides (a direita) dentro do refigio.
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Figura 5.9: uny = 0,02 e pup = 0,99. Gréficos (a) e (b) sao simulagoes com um
refigio (4 x 6) no centro do reticulado. (c) e (d) sdo simulagoes com o
refigio (4 x 6) num canto (10 < i < 13,10 < j < 15). Em (a)e (c),
séries temporais do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitdides (a
direita) em todo dominio, em (b)e (d), séries temporais de hospedeiros (a
esquerda) e de parasitdides (a direita) dentro do refugio.
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Figura 5.10: unx =0,1 e up = 0,6. Graficos (a) e (b) sdo simulagoes com um refigio
(4 x 6) no centro do reticulado. (c) e (d) sao simulacoes com o refigio
(4x6) num canto (10 <7 < 13,10 < j < 15). Em (a) e (c), séries temporais
do total de hospedeiros (& esquerda) e de parasitéides (a direita) em todo
dominio, em (b)e (d), séries temporais de hospedeiros (& esquerda) e de
parasitéides (a direita) dentro do refigio.
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Das simulagoes construimos a tabela 5.4 na qual, observamos que, na
regiao de padrao espiral e na de caos a posicao deste refigio 4 x 6 parece nao
influenciar nas populagoes de hospedeiros e de parasitéides, nem dos totais N
e P do reticulado nem naquelas Nrp e Pgr dentro do reftigio. Por outro
lado, na Fig.5.9 que corresponde a regiao de rede cristalina, a posicao do refugio
no centro parece fornecer uma maior tendéncia a periodicidade nas oscilagoes para
as populacoes totais do reticulado, mas mantém as mesmas médias. Ja dentro do

refigio, parece nao haver grande influéncia, nem mesmo nas oscilagoes.

5.4 FRAGMENTANDO O REFUGIO

Nas Fig.5.11 a Fig.5.13 nosso proposito é verificar qual é a influéncia
da fragmentagao de um refigio (4 x 6) de drea 24, correspondente a Fig.5.1 (a),

em diversos fragmentos de refiigios menores, de modo a manter a mesma &area total.
As fragmentacoes foram feitas da seguinte forma:
e 6 refiigios (2 x 2) correspondente a Fig.5.1 (c).
e 24 refigios (1 x 1), correspondente a Fig.5.1 (f).

Para analisar esta influéncia construimos a tabela 5.5, onde apresenta-

mos uma sintese das simulagoes, e definimos a razao Area/Perimetro por A/P.

Pela tabela 5.5 podemos observar que, para uy = up = 0,6 (Fig.5.11)
temos um decréscimo nas médias populacionais totais no reticulado e também dentro

do refigio, quando este é fragmentado em refiigios menores.

Dos gréaficos apresentados nas Fig.5.11 e Fig.5.13, observamos que a
amplitude das oscilagoes diminui com a fragmentacao. No caso da regiao de espiral
(Fig.5.11), as médias populacionais totais diminuem, tanto a média das populagoes

em todo reticulado quanto no refugio.
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un = 0,6 e up = 0,6 (a), (c)e (e) Populacdo total de hospedeiros (&
esquerda) e de parasitéides (& direita) com: um refigio (4 x6), 6 refigios
(2x2) e 24 refagios (1x1), respectivamente. (b), (d) e (f) séries temporais
do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita) dentro dos
refugios.
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Figura 5.12: py = 0,02 e up = 0,99 (a), (c) e (e) Populacao total de hospedeiros (&
esquerda) e de parasitéides (& direita) com: um refigio (4 x6), 6 refigios
(2x2) e 24 refagios (1x1), respectivamente. (b), (d) e (f) séries temporais
do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita) dentro dos
refugios.
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Figura 5.13: puy = 0,1 e up = 0,6. (a), (c) e (e) Populagao total de hospedeiros (&
esquerda) e de parasitéides (a direita) com: um refiigio (4 x6), 6 refigios
(2x2) e 24 refugios (1x1), respectivamente. (b), (d) e (f) séries temporais
do total de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita) dentro dos
refugios.
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Tabela 5.5: Comparacao das médias aproximadas das populacoes totais no reticu-
lado com o refigio (4 x 6) em relacao a fragmentacoes distintas deste
refigio, bem como, das populagoes totais dentro de um dos refigios.

Fig. | uy  pp | fragmentagao | A/P N P Ng Pr
5.11 10,6 0,6 1 ref (4 X 6) 24/20 =1,2 9000 12000 5000 6500
6 ref (2x2) |24/48=0,5 | 7000 7000 400 150
24 ref (1 x 1) | 24/96 = 0,25 | 5000 5000 |10 1
5.12 10,02 0,99 | 1 ref (4 X 6) 24/20 =1,2 60000 60000 | 24000 23000
6 ref (2 X 2) 24/48 =0,5 70000 70000 | 6000 6000
24 ref (1 X 1) 24/96 = (0,25 | 120000 120000 | 4000 4000
5.13 10,1 0,6 1 ref (4 X 6) 24/20 =1,2 7000 8000 2500 3000
6 ref (2 X 2) 24/48 =0,5 7000 7500 1250 2000
24 ref (1 x 1) | 24/96 = 0,25 | 8000 8000 1250 1000

Podemos notar que, na regiao de rede cristalina (Fig.5.12), as médias
populacionais totais de todo reticulado aumentam muito e dentro do fragmento de
refiigio acontece o contrario, elas diminuem com a fragmentacao do reftigio. Pode-
mos observar também que, nesta regiao dos parametros, as populagoes totais ficam
constantes nas primeiras situagoes, tanto o total em todo reticulado, quanto dentro
do refigio. Na tultima fragmentacgao as séries temporais formam ciclos, tanto para o

total das populagoes em todo reticulado, quanto dentro do fragmento de reftgio.

No caso da regiao de caos (Fig.5.13), as médias populacionais totais
do reticulado se mantém, aproximadamente, nos mesmos valores, mas dentro do

fragmento de refugio as médias diminuem.

5.5 AUMENTANDO A AREA TOTAL DE REFUGIOS

Nesta seccao, nos propomos a comparar os comportamentos das po-

pulagoes para 1,2 e 6 reftgios 2 x 2, distribuidos no reticulado de acordo com
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as Fig.5.1 (h), (i) e (c) respectivamente. Isto inclui verificar qual é a influéncia nas

médias populacionais totais em todo reticulado e dentro do fragmento de refugio.
Os refugios foram constituidos da seguinte forma:

e 1 refigio (2 x2) correspondente a Fig.5.1 (h), localizado em

24 <3< 25; 24 <5 <25.

e 2 refugios (2 x 2) correspondente a Fig.5.(i), sendo que o refigio

pesquisado em seu interior é (25 <i <26 e 15 < j < 16).

e 6 refugios (2x2) correspondente a Fig.5.1 (c¢), sendo que o refigio

pesquisado em seu interior é (13 <i <14 e 11 <j <12).

Tabela 5.6: Comparacao das médias aproximadas das populacoes totais, tanto no
reticulado, quanto dentro do fragmento de refigio, quando é aumentada
a area total de refugio.

parametros | tipos de pop. total no fragmento
Fig. | un pp refugios N P comp. Ngr Pr  comp.
5.14 10,6 0,6 1 ref(2 x 2) | 5500 5800  oscila | 380 150 cte
2 ref(2 x 2) | 5800 5900  oscila | 380 150  cte
6 ref(2 x 2) | 7000 7100  oscila | 380 150 cte
5.15 10,02 0,99 | 1 ref(2 x 2) | 42000 42000 oscila | 5500 5400 cte
2 ref(2 x 2) | 48000 48000  cte 5600 5500 cte
6 ref(2 x 2) | 70000 70000 cte 5600 5500 cte
5.16 | 0,1 0,6 1 ref(2 x 2) | 5500 5800 oscila | 1200 1700 oscila
2 ref(2 x 2) | 5000 5800  oscila | 1200 1700  oscila
6 ref(2 x 2) | 7000 7800 oscila | 1200 1600  oscila

Nesta seccao a investigacao foi realizada com trés pares distintos de
(1n, ptp), de modo a recair em tipos distintos de padrao: espiral, rede cristalina e

caos.
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Figura 5.14: uny = 0,6 e pup = 0,6. Séries temporais do total das populagoes de hos-

pedeiros e parasitéides em todo reticulado em (a), (c) e (e).

Em (b), (d) e

(f) s@o as populagoes dentro do fragmento de refigio com 1 refigio (2x2),
com 2 refiigios (2 x2) e com 6 refigios (2 x 2), respectivamente
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Figura 5.15: uny = 0,02 e pup = 0,99. Séries temporais do total das populagoes de
hospedeiros e parasitéides em todo reticulado em (a), (c) e (e). Em (b), (d)
e (f) sdo as populagoes dentro do fragmento de refigio com 1 refigio
(2x2), com 2 refigios (2x2) ecom 6 refigios (2 x 2), respectivamente.
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Figura 5.16: uxy = 0,1 e up = 0,6. Séries temporais do total das populagoes de
hospedeiros e parasitéides em todo reticulado em (a), (c) e (e). Em (b), (d)
e (f) sdo as populagoes dentro do fragmento de refigio com 1 refigio
(2x2), com 2 refigios (2x2) ecom 6 refigios (2 x 2), respectivamente.
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Pela tabela 5.6 podemos observar que, nas trés regioes: de espiral
(uy = pp = 0,6), correspondente a Fig.5.14, de rede cristalina (uy = 0,02; e
pp = 0,99), correspondente a Fig.5.15 e de caos (uny = 0,1; pup = 0,6) corres-
pondente a Fig.5.16, as médias populacionais totais sofrem um aumento, quando a
area total é aumentada e as médias populacionais dentro do fragmento de refugio
permanecem aproximadamente as mesmas, o que ja era esperado pelo fato dos frag-

mentos serem iguais.

Comparando os graficos correspondentes as trés regioes, dentro do frag-
mento de refigio, podemos observar que as séries temporais das populacoes cons-

tantes nas regioes de espiral e rede cristalina oscilam muito na regiao de caos.

Pelas Fig.5.14 a Fig.5.16 correspondentes as regioes de espiral e de
caos, respectivamente, podemos observar um aumento na amplitude das oscilagoes
na regiao de caos e como esperado um efeito de retardo da populacao total de

parasitoides em relagao a populagao total de hospedeiros em ambas as regioes.

Também tem-se observado através das simulagoes ao longo deste tra-
balho (incluindo a Fig.5.15) que, a estabilidade das populagoes totais em todo reti-
culado e dentro do fragmento de refiigio, na regiao de rede cristalina sao fatos muito
comuns. Outro fato bem comum é que a amplitude das oscilagoes da populacao de

parasitoides é sempre um pouco maior que a das populacoes de hospedeiros.

5.6 A PERSISTENCIA DAS POPULACOES DENTRO
DE CADA REFUGIO EM UMA FRAGMENTACAO
ESPECIFICA

Nesta seccao, nossa intencao é investigar em quais regioes do plano
N X pp, ocorre a persisténcia da populacao de hospedeiros e da populacao de
parasitdides em cada um dos fragmentos de refugios (2 x 2), apresentados na Fig.5.1

(c) e cuja édrea total de refigios é 24.
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Para o estudo da estabilidade das populagoes dentro de um refigio,
foram realizadas muitas simulagoes, a fim de encontrar uma regiao do plano puy X pp,

onde as populacoes estabilizem dentro deste reftgio.

Depois de observar que os valores das populacoes em cada fragmento
de refigio variam sincronizadamente (os valores sdo os mesmos em cada um dos 6
fragmentos de refiigio), escolhemos o fragmento 13 <i <14 e 11 < j < 12, para

prosseguir nossos estudos.

Para determinar a curva que delimita, no plano puy X pp, a regiao
de estabilidade das populacoes em cada fragmento, procedemos da seguinte forma:
escolhido um valor de puy (0 < uy < 1) variamos pp (0 < pup < 1) em intervalos
de 0,01; se entre dois valores consecutivos de pp observassemos uma mudanca de
comportamento (de estabilidade para instabilidade, ou vice-versa) investigavamos
o que ocorria quando pup estivesse situado no ponto médio do intervalo, ou seja,
a 0,05 de cada extremo. Prosseguiamos desta forma subdividindo cada intervalo
em [p, no seu ponto médio, até obter o valor de pp, com precisao de 4 casas

decimais, tal que (un,pp) pertencesse a curva limite procurada.

O procedimento acima descrito foi adotado para cada puy, variando

iy em intervalos tao pequenos quanto necessario.

Com estas simulacoes foi determinada a curva separatriz apresentada
na Fig.5.17, que divide o plano uy X pup em duas regioes: uma de estabilidade
das populagoes dentro do refigio (a direita da linha) e outra de nao estabilidade (a
esquerda da linha). Dentro desta regiao de nao estabilidade foi possivel identificar
comportamentos ciclicos, cujos periodos aumentam a medida que diminuimos iy

e tendendo a comportamentos cadticos.

Para ilustrar os comportamentos que estamos investigando, tracamos
os graficos das séries temporais para as populagoes totais dos hospedeiros e dos
parasitoides em todo reticulado e também para as populagoes dentro do fragmento

de refigio, em 10 pontos do plano puy X pp identificados na Fig.5.18, sendo
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4 deles na regiao de estabilidade e os outros 6 fora dela. A sintese dos resul-
tados destas simulacoes estd apresentada na tabela 5.7. Quando o comportamento
das populagoes dentro do fragmento de reftgio é ciclico, estaremos expresssando as

médias populacionais.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 H
N

Figura 5.17: A parte sombreada representa a regiao do espago dos parametros uy e pp,
que corresponde a estabilidade das populacoes de hospedeiros e parasitéides
dentro de um fragmento.

1
0.8}
0.6/
0.4} R J
0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.18: Pontos (un,up) que correspondem aos comportamentos discriminados na
tabela 5.7.

Todos os graficos (a) das Fig.5.19 a Fig.5.28 sao as séries temporais das

populagoes de hospedeiros (pontilhada) e de parasitéides (continua) no reticulado.
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Figura 5.19: uy = 0,6 e up = 0,6 e correspondem ao ponto A da Fig.5.18. Séries
temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e para-
sitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.
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Tabela 5.7: Médias aproximadas N e P das populagoes totais, no reticulado, e
valores de Nr e Pgr das populagoes dentro do fragmento de reftgio,
bem como o comportamento das populagoes de acordo com os valores de
iy € pp dentro do fragmento de refigio. Quando as populagoes tém
comportamento ciclico serao expressas as médias dentro do fragmento
de refugio.

Parametros Pop. totais em | pop. e comportamento
todo reticulado | dentro do fragmento
Fig. | un p N P Nr Pg comportamento | pontos
5.19 | 0,6 0,6 6500 6500 360 150 constante A
5.20 | 0,6875 0,35 | 7800 7800 340 110 constante B
521 10,9 0,8 6500 6500 340 100 constante C
5.22 10,7 0,6 | 6000 6000 170 20 constante D
5.23 10,6 0,4 | 7000 7000 400 200 ciclo E
5.24 |1 0,5 0,8 | 7000 7000 400 230 ciclo F
5.25 | 0,575 0,6 | 6500 6500 350 150 ciclo G
5.26 | 0,5 0,7 | 7500 7500 400 250 oscila H
527 10,4 0,4 | 7100 7100 500 550 oscila J
5.28 1 0,05 0,4 | 7500 7600 900 1300 oscila K

Em todos os graficos (a) e (b), t varia de 400 a 500, isto é, deixamos passar os
transientes. Todos os gréficos (b) das mesmas figuras, sao as séries temporais das
populagoes dentro do fragmento de refigio e todos os gréaficos (c) sao os planos de fase
Ngr x Pr correspondentes as populacoes dentro do fragmento, para 480 <t < 500
e sempre que dentro do fragmento as populagoes sao constantes, a evolucao no plano

de fase reduz-se a um ponto.

Pelas Fig.5.19 a Fig.5.22, que representam pontos na regiao de estabili-
dade e pela tabela 5.7, observamos que as médias das populagoes totais no reticulado
nao variam muito. Além disso, dentro do fragmento de refugio as populagoes esta-

bilizam.

Numa mesma linha horizontal (do ponto D para o ponto A), isto
é, caracterizada por pup = 0,6, observamos que, enquanto estamos na regiao de
estabilidade, a populacao de hospedeiros e de parasitéides dentro do fragmento au-

mentam consideravelmente, & medida que py diminui (da Fig.5.22 para a Fig.5.19).
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Figura 5.20: uxy = 0,6875 e up = 0,35 e correspondem ao ponto B da Fig.5.18.
Séries temporais dos totais das populagdes de hospedeiros (pontilhada) e pa-
rasitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.



109

4000+

2000+

425 450 475 500

Nz, Pr
400+

300+

200¢

100

425 450 475 500

Pr
200

175}
150+t
125}
100+t .
75}
50t
25¢

225 250 275 300 325 350 375 400"
(c)

Figura 5.21: uy =0,9 e up = 0,8 e correspondem ao ponto C da Fig.5.18. Séries
temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e para-
sitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.
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Figura 5.22: uy = 0,7 e up = 0,6 e correspondem ao ponto D da Fig.5.18. Séries
temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e para-
sitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.
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Figura 5.23: uy = 0,6 e up = 0,4 e correspondem ao ponto E da Fig.5.18. Séries
temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e para-
sitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as

dltimas 20 iteragoes.
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Figura 5.24: uny = 0,5 e up = 0,8 e correspondem ao ponto F da Fig.5.18.
Séries temporais dos totais das populagoes de hospedeiros (pontilhada) e pa-
rasitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de reftgio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.
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Figura 5.25: uxy = 0,575 e up = 0,6 e correspondem ao ponto G da Fig.5.18.
Séries temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e
parasitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.
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Figura 5.26: uy = 0,5 e up = 0,7 e correspondem ao ponto H da Fig.5.18. Séries
temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e para-
sitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento
de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteracoes. puy = 0,5 e up = 0,7 e correspondem ao ponto H
da Fig.5.18.
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Figura 5.27: uny =0,4 e up = 0,4 e correspondem ao ponto J da Fig.5.18. Séries tem-
porais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e parasitéides
(continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento de refigio e
(c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as ltimas 20
iteracoes.
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Figura 5.28: uy = 0,05 e pup = 0,4 e correspondem ao ponto K da Fig.5.18.
Séries temporais dos totais das populacoes de hospedeiros (pontilhada) e
parasitéides (continua), (a) em todo reticulado , em (b) dentro do fragmento

de refigio e (c) a evolugao temporal no plano de fase do fragmento para as
dltimas 20 iteragoes.
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E quando passamos sob a mesma linha para a regiao de instabilidade (ponto G),
temos um ciclo (Fig.5.25) cujos valores médios sdo aproximadamente os mesmos

valores de Ny e de Pg, antes constantes.

Por outro lado, vindo do ponto A para o ponto E, numa mesma linha
vertical, isto é, caracterizado por um mesmo valor de puy (uy = 0,6), observamos
que as populagoes Ngr e Pg, que eram constantes em A transformaram-se em
ciclo composto por oscilagoes cujos valores médios sao um pouco maiores que 0s

valores antes constantes (da Fig.5.19 para a Fig.5.23).

Podemos também tecer alguns comentarios com relacao ao que ocorre
ao diminuir pp, com py mais ou menos constante, tal como, vindo de D para
B. Observamos que as populacoes totais tém médias aumentadas a medida que
diminuimos pp (da Fig.5.22 para a Fig.5.20). Também podemos observar que em
B as amplitudes sao mais regulares e menores quando comparados com as do ponto
D. Da mesma forma, dentro do fragmento, ambas as populacoes sao constantes,

mas maiores quanto menor for up.

Podemos também comparar dois pontos fora da regiao de estabilidade
com mesmo py (F e H) e observamos que diminuindo pp, nas populagoes totais
obtemos maiores amplitudes nas oscilagoes, bem como maiores populacoes totais.
Dentro do fragmento obtemos maiores amplitudes nas oscilagoes e também maiores

médias para a populagao de parasitéides (da Fig.5.24 para a Fig.5.26).

Comparamos também o ponto C' dentro da regiao de estabilidade com
o ponto F) fora da regiao de estabilidade e préximo da curva separatiz, mantendo
o mesmo valor de pup (up = 0,8). Observamos que em todo reticulado, as médias
populacionais aumentam a medida que py diminui (da Fig.5.21 para a Fig.5.24).
Quanto as populacoes dentro do fragmento de refugio, ao passar da regiao de esta-
bilidade (C') para a regiao de instabilidade (F) em vez de valores constantes de
Ngr e de Pgr passamos a ter oscilacoes, as quais tém por populacao média valores

maiores do que os que antes eram constantes.
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Analisamos também, os pontos J e K (Fig.5.27 e Fig.5.28), mais
distante da regiao de estabilidade e percebemos que a média das populacoes dentro

do fragmento aumenta em relagao aos anteriores.

De forma geral, observamos que, aumentando py para um mesmo
valor de pp (aproximando-se da regiao de estabilidade), obtemos uma redugao nas

médias populacionais totais e nas médias dentro do fragmento de refigio.

Outro aspecto ja observado anteriormente, é o efeito de retardo da po-
pulacao de parasitoides em relagao a populagao de hospedeiros que podemos observar
em todos os graficos das populagoes totais das Fig.5.19 a Fig.5.28 (a) e também nas

populagoes dentro do fragmento de refigio nas Fig.5.23 a Fig.5.28 (b).

5.7 TIPOS DE PADROES ESPACIAIS PARA UMA
FRAGMENTACAO DE REFUGIO ESPECIFICA

Observamos nas simulagoes desenvolvidas ao longo deste trabalho, que a
presenca de refligios espaciais pode, em algumas situacoes, alterar o padrao espacial
encontrado na auséncia de refugios. Hassell et al. (1991) estabeleceram as regides
no plano uy X pup, em sua Fig.3, em que espirais, redes cristalinas e caos ocorrem
(capitulo 4). Podemos determinar figuras analogas, cada uma correspondendo a

uma configuracao de reftgio pré-fixada.

Para determinar regioes no plano uy X pup para diferentes tipos de
padrao com a inclusdo de 6 refugios (2 x 2) correspondente a fragmentagao
especifica da Fig.5.1 (c), adotamos um procedimento semelhante ao usado para
investigar a estabilidade apresentado na secgao anterior. Desta forma, delimitamos
dependendo da relagao entre os parametros de dispersao uy e pp, quatro regioes

do plano destes parametros, as quais estao apresentadas na Fig.5.29.

Observamos o padrao do tipo rede cristalina, na regiao que denomi-

namos regiao I, na regiao /I o padrao caodtico, na regiao [II o padrao de espiral,
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e ainda existe a regiao IV, na qual observamos o surgimento de ondas de altas

densidades de hospedeiros e de parasitoides, que se formam a partir dos refigios.

1 e
o.al I
0.6
I III
0.4
0.2
IV
0.2 0.4 0.6 0.3 1

Figura 5.29: Regioes no plano uy X pup caracterizados pelos diferentes padroes
espaciais: [- rede cristalina, II- padrao cadtico, [II- padrao espiral
(regiao sombreada) e IV- regiao onde nao ha padrao definido.

E importante lembrar aqui, as caracteristicas de cada um dos padroes.

e O padrao rede cristalina se caracteriza pelo aspecto estatico (o padrao se mantém
com o tempo) na distribuigao espacial. Nesta regiao, hd uma tendéncia a estabilidade

das populagoes totais em todo reticulado e também dentro do fragmento de refigio.

e O padrao cadtico se caracteriza por populagoes flutuantes de hospedeiros e de
parasitoides, de patch para patch, com organizagao espacial de pouca duragao. O
padrao “caos espacial” é um padrao espacialmente irregular ou erratico, mudando

de geragao em geracao, de forma aparentemente imprevisivel.

e O padrao espiral se caracteriza por densidades de populacao que formam ondas
espirais que giram movendo-se em cada uma das quatro dire¢oes em torno de pontos

focais quase imoveis.

e A regiao IV acontece quando ha grande dispersao de hospedeiros e pequena de

parasitdides e se caracteriza por ondas que se formam a partir dos refigios.

Depois de escolher um total de 11 pontos (conforme Fig.5.30), sendo

3 deles na regiao de rede cristalina, 3 pontos na regiao do padrao cadtico, 3
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Figura 5.30: Pontos do plano puy X pup que correspondem aos padroes discriminados
na tabela 5.8.

pontos na regiao espiral, e 2 na regiao onde ocorrem ondas, tais como na tabela 5.8,
construimos para cada um destes pontos correspondentes, as partes (a) das Fig.5.31
a Fig.5.41, as séries temporais das populagoes totais de hospedeiros e de parasitoéides
para t de 300 a 500. Todas as partes (b) destas mesmas figuras, mostram o tipo
de padrao (ou nao) obtidos na iteragdo n°® 500. Todas as partes (c) s@o as séries
temporais das populacoes de hospedeiros e de parasitdoides Nr e Pgr dentro do

fragmento de refugio.

Comparando as Fig.5.31 a Fig.5.33, correspondentes a regiao de rede
cristalina (pontos A, B e (), com as Fig.5.34 a Fig.5.36, correspondentes a
regiao de caos (pontos D, E e F) e pela tabela 5.8, podemos observar uma
grande queda nas médias das populacoes totais em todo reticulado, bem como nas
médias das populagoes dentro do fragmento de reftigio. Percebemos ainda que,
as séries temporais correspondentes as populagoes de todo reticulado e também no
fragmento de refiigio, quase constantes na regiao de rede cristalina, sofrem oscilagoes

com grandes amplitudes na regiao de caos.

Comparando as Fig.5.34 a Fig.36, correspondentes a regiao de caos
(pontos D, E e F) com as Fig.5.37 a Fig.5.39, correspondentes a regiao de espiral
(pontos G, H e J), podemos observar que as médias das populagoes totais em

todo reticulado se mantém aproximadamente as mesmas, mas para as populagoes
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de hospedeiros Ny e parasitoides Pgr dentro do fragmento de refigio reduzem
bastante, tendendo a ficar constantes na regiao de espiral, o que ja foi observado
na regiao de rede cristalina. No caso da Fig.5.39, correspondendo ao ponto J
ja aparece um ciclo dentro do fragmento de refiigio, mas mesmo assim, temos um
padrao de espiral na distribuicao espacial da populacao total. Portanto podemos

observar que o padrao espacial nao esta relacionado com a dinamica temporal.

Tabela 5.8: Médias aproximadas e comportamentos das populacoes totais, tanto no
reticulado, quanto dentro do fragmento de refigio, nas distintas regioes
definidas pelos padroes. Quando as séries formam ciclos ou oscilam,
indicamos as médias populacionais.

parametros no reticulado dentro do fragmento
Fig. | ponto | uy up | N P padrao* comp. | Ngr Pr comp.
531 | A 0,02 0,99 | 70000 70000 redec  cte 5500 5500 cte
532 | B 0,03 0,99 | 50000 50000 rede c cte 4000 4200 cte
533 | C 0,05 0,99 | 35000 35000 redec cte 2900 2700 cte
534 | D 0,35 0,95 | 7000 7000  caos oscila | 500 500 ciclo
535 | E 0,1 0,6 | 7000 7500  caos oscila | 1500 1800 oscila
5.36 | 0,2 0,7 | 7000 7200  caos oscila | 600 900 oscila
537 | G 0,6 0,8 | 7000 7000 espiral  oscila | 370 150 cte
538 | H 0,7 0,35 | 7500 7500  espiral  ciclo 340 100 cte
5.39 | J 0,5 0,4 | 7000 7000 espiral  oscila | 350 350 ciclo
540 | L 0,8 0,05 | 70000 75000 ondas  oscila 400 120 ciclo
541 | M 0,9 0,2 | 30000 35000 ondas  oscila 250 40 cte

* rede ¢ = rede cristalina.

Observando agora, as Fig.5.40 e Fig.5.41 (a) podemos notar que as
médias para as populacoes totais do reticulado sao altas novamente e podem ser
comparadas com as médias das populagoes totais do reticulado, na regiao de rede
cristalina. Ja dentro do fragmento de refigio as médias das populacoes Np e Pg

podem ser comparadas com as da regiao de espiral, s que agora podem surgir ciclos.
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Figura 5.31: uny =0,02 e pp = 0,99, correspondendo ao ponto A da Fig.5.29. (a)
Séries temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao
espacial de hospedeiros (& esquerda) e de parasitéides (& direita) em t =
500. (c) a evolugao temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do
fragmento, para 300 < ¢ < 500, para as ultimas 200 iteragoes.

Podemos ainda comparar os graficos das Fig.4.13 (simulagao com o
modelo de Hassell et al.) e a Fig.5.38 (simulagao com o modelo de Hassell et al.

incluindo refugios), cujos valores de puy e pp sao aproximadamente os mesmos.

Nestes graficos podemos observar um aumento nas médias popula-
cionais em todo reticulado, na presenca de refigios e a formacao de ciclo em ambos

OS Ccasos.

Outro aspecto importante é que nas proximidades das linhas que divi-
dem as regioes na Fig.5.29, comecam a surgir ciclos de periodos cada vez maiores,
tendendo a um comportamento caético (a esquerda) e perdendo o aspecto de espiral

(a direita).
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Figura 5.32: uy = 0,03 e up = 0,99 e corresponde ao ponto B. da Fig.5.29. da
Fig.5.29. (a) Séries temporais das populacoes totais N(t) e P(t), (b)
distribuigao espacial de hospedeiros (a esquerda) e de parasitéides (a direita)
em ¢ = 500. (c) a evolucdo temporal das populacoes Ngr(t) e Pr(t), dentro
do fragmento, para 300 < ¢ < 500, para as tultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.33: puny =0,05 e up = 0,99 e corresponde ao ponto C' da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitéides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolugao temporal das populagoes Ngr(t) e Pg(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.34: puny =0,35 e up = 0,95 e corresponde ao ponto D da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.35: uy = 0,1 e up = 0,6 e corresponde ao ponto FE. da Fig.5.29. da
Fig.5.29. (a) Séries temporais das populacoes totais N(t) e P(t), (b)
distribuigao espacial de hospedeiros (& esquerda) e de parasitdides (a direita)
em t = 500. (c) a evolucao temporal das populacoes Nr(t) e Pr(t), dentro
do fragmento, para 300 < ¢ < 500, para as tultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.36: uny =0,2 e up = 0,7 e corresponde ao ponto F da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.37: un =0,6 e up = 0,8 e corresponde ao ponto G da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.38: puny =0,7 e up = 0,35 e corresponde ao ponto H da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.39: unx =0,5 e pup = 0,4 e corresponde ao ponto J da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.40: uny =0,8 e up = 0,05 e corresponde ao ponto L da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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Figura 5.41: uny =0,9 e up = 0,2 e corresponde ao ponto M da Fig.5.29. (a) Séries
temporais das populagoes totais N(t) e P(t), (b) distribuigao espacial de
hospedeiros (& esquerda) e de parasitides (a direita) em ¢t = 500. (c) a
evolucdo temporal das populagoes Ng(t) e Pgr(t), dentro do fragmento,
para 300 < ¢t < 500, para as ultimas 200 iteragoes.
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6 CONCLUSAO

Os modelos do tipo parasitéide-hospedeiro, que estudamos neste tra-
balho, tratam da interacdo entre duas espécies, onde uma (parasitdide) explora
a outra (hospedeiro) levando-a a morte e gerando novos parasitéides na geracao
seguinte [Kot, 2001]. Apenas hospedeiros que nao foram parasitados poderao gerar

novos hospedeiros para a geracao seguinte.

Neste trabalho comecamos por estudar o sistema parasitéide-hospedeiro
do tipo Nicholson-Bailey (1935) [Edelstein-Keshet,1988]. O modelo, descrito por
meio de um sistema de equacoes a diferencas, supoe que nao haja sobreposicao de
geragoes sucessivas e que o meio ambiente seja homogéneo, isto é, considera apenas

as densidades das populagoes em cada geracgao.

Através de calculos analiticos e de simulagoes computacionais, con-
cluimos que o modelo de Nicholson-Bailey original possui dois equilibrios, o de
extingdo de ambas as espécies (2.11), que é estavel quando o fator de reproducao
dos hospedeiros for maior que zero e menor que um, e o de coexisténcia (2.12),
que existe quando o fator de reproducao dos hospedeiros for maior que um, mas é
sempre instavel. Portanto, o modelo de Nicholson-Bailey original nao prevé nenhum

equilibrio estavel com persisténcia das espécies.

Como na natureza sao observados exemplos de sistemas ecologicos do
tipo parasitoide-hospedeiro, onde ambas as espécies persistem, algumas modificacoes
do modelo original foram estudadas com o propdsito de estabelecer condigoes de

persisténcia das populacoes e estabilidade dos equilibrios.

Na primeira modificagao do modelo de Nicholson-Bailey, baseada em
considerar a existéncia de uma capacidade de suporte de hospedeiros, o sistema
é descrito pelas equagoes (3.5)-(3.6). O novo modelo exibe trés equilibrios: o de
extingao das espécies (3.9), que é instavel, o equilibrio de coexisténcia (3.13), que

¢ estavel numa regiao do espaco de parametros, e o equilibrio de persisténcia apenas
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da populacao de hospedeiros (3.11), que também é estavel em uma certa regiao
dos parametros. Portanto, o fato de considerar uma capacidade de suporte para
a populacao de hospedeiros, fornece a possibilidade de existéncia de um equilibrio

estavel com persisténcia das espécies.

Na segunda modificacdo do modelo de Nicholson-Bailey (3.39)-(3.40)
que se baseia em considerar que a eficiéncia do parasitéide (que era constante no
modelo original), seja funcao de sua densidade, obtemos dois equilibrios, o de ex-
tincao das espécies (3.43) e o equilibrio de coexisténcia das espécies (3.45) cuja
existéncia e estabilidade dependem dos parametros. Portanto, esta modificagao
também contempla a existéncia de um equilibrio estavel de persisténcia das espécies

em uma regiao dos parametros.

A terceira modificagdo do modelo de Nicholson-Bailey original (3.55)-
(3.56), se baseia na existéncia de refiigios em que uma fra¢ao de hospedeiros pode
refugiar-se do ataque dos parasitédides. Este modelo também possui dois equilibrios,
o de extingao das espécies (3.59) e o equilibrio de coexisténcia das espécies (3.65),

cuja estabilidade ocorre em determinadas regioes do espaco dos parametros.

Portanto, qualquer uma das trés modificacoes do modelo de Nicholson-
Bailey original estudadas, contempla a existéncia de um equilibrio estavel com per-

sisténcia das espécies.

Todos os modelos acima descritos sao do tipo sistemas de equacoes
a diferencas, com uma variavel independente discreta t. No entanto, estudamos
também a dinamica parasitéide-hospedeiro em um modelo espacialmente estrutu-
rado do tipo Rede de Mapas Acoplados [Hassell et al., 1991]. Neste modelo, o espaco
¢ considerado explicitamente e o meio ambiente é dividido em patches (células), entre

os quais as populacoes podem se movimentar.

O modelo de Hassell et al. (1991) é composto por duas etapas, uma de
movimentagao (entre os 4 vizinhos mais préximos) e outra de reproducao (descrita

pelo modelo de Nicholson-Bailey original), sendo que a primeira ocorre na geracao
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t e a segunda relaciona a geracao t com a t-+ 1. Constatou-se que a dispersao local
difusiva (movimentacao de fragoes iguais de hospedeiros (parasitéides) para cada um
dos vizinhos mais préximos) contribui para a persisténcia das espécies, dando origem
a padroes espaciais, do tipo rede cristalina, caos ou espiral, dependendo dos valores
dos parametros de movimentagado puy e pp . Verificamos que, na regiao do plano
iy X pp correspondente ao padrao tipo rede cristalina, cada uma das populagoes

totais de hospedeiros e de parasitéides atingem um equilibrio (constante).

A partir dai, propusemos incluir a existéncia de refigios no modelo de
Hassell et al. (1991). Os refigios foram considerados como locais fisicos (patches)
pré-fixados, onde a eficiéncia do parasitdide em encontrar hospedeiros é muito menor

do que nas demais regioes do habitat.

Através de simulacoes numéricas, analisamos os efeitos de algumas ca-
racteristicas dos refiigios (sua forma, fragmentacao e area) na dinamica parasitéide-
hospedeiro. A flexibilidade deste tipo de modelo permite analisar um ntmero ilimi-
tado de situacoes e possibilidades. Nos restringimos a analisar formas retangulares
e algumas distribuicoes especificas de refugios. A seguir, relacionamos os resultados

observados em nossas simulagoes:

a) como esperado, as médias populacionais totais subiram com a existéncia de
refigios e a amplitude das oscilagoes de ambas as populag¢oes diminuiram (secgao

5.1);

b) foi constatado que, mantendo a area total de refigio, quanto maior o perimetro,
maiores serao as médias populacionais no reticulado e dentro do refigio, com excegao

da regiao de espiral (secgao 5.2);

¢) a posicao do refigio dentro do reticulado nao influi nas médias populacionais no

reticulado nem na média populacional dentro do refigio (seccao 5.3);

d) a fragmentagao de um refigio em varios refigios menores (fragmentos) leva a

um aumento na média das populagoes totais em todo reticulado, nas regioes onde
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o padrao espacial é de espiral e de caos. Dentro do fragmento de reftigio, as médias
diminuiram com a fragmentacao. Ainda para a regiao de caos, a fragmentacao leva

a uma redugao na amplitude das oscilagoes (secgao 5.4);

e) com um aumento na area total de refigio percebemos que as médias popula-
cionais em todo reticulado aumentaram e dentro do fragmento de refigio as médias
permaneceram aproximadamente as mesmas. Também observamos um aumento na
amplitude das oscilagoes para as populagoes totais. Dentro do fragmento de reftigio,
as séries temporais, que antes eram constantes, oscilam nas regioes cujo padrao é de

caos (secgao 5.5);

f) constatou-se que existe uma regiao do plano py X pp, na qual as populagoes esta-
bilizam dentro do fragmento de refigio (2 x2) e a medida que nos afastamos desta
regiao as séries temporais formam ciclos com periodos cada vez maiores tendendo a

um comportamento caético (sec¢ao 5.6);

g) Percebeu-se que, da mesma forma que sem a presenca de refiigio, o plano py X pip
¢ composto por quatro regioes, nas quais diferentes padroes espaciais sao observados
conforme Fig.5.28. Por exemplo, na regiao onde puy € muito pequeno e pup
muito préximo de um, obtemos a regiao de rede cristalina; uma regiao com puy
grande e up pequeno se caracteriza pela ocorréncia de ondas de altas densidades
de hospedeiros e parasitéides. A regido restante (intermediaria) do plano pux X pp

é dividida entre padrao espacial cadtico e espiral.

Do ponto de vista biolégico, concluimos que os refigios beneficiam nao

s a populacao de hospedeiros como também a populacao de parasitoides.

Reftgios cuja razao érea/perimetro (A/P) ¢é alta, caracterizados por
grandes areas contiguas, podem explicar as explosoes populacionais observadas em
alguns sistemas parasitéide-hospedeiro. Por outro lado, refigios cuja razao A/P
¢ pequena, isto é, refigios altamente fragmentados podem, dependendo da taxa
de movimentacao dos individuos, ter uma influéncia estabilizadora das densidades

populacionais.
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Podemos inferir, dessa forma, que a heterogeneidade do ambiente, com
regioes favoraveis e desfavoraveis aos hospedeiros, intercaladas, é de grande im-
portancia para assegurar a coexisténcia das espécies. Isto sugere, por um lado, que
a preservacao de refigios naturais é relevante para a manutencao de espécies. Por
outro lado, em ambientes modificados pelo homem, como plantacoes, os estudos de
estratégias de controle biolégico de pragas devem levar em consideracao a existéncia

de reftgios para as pragas em questao.

Ao concluir este trabalho, apontamos outras direcoes para continuidade

deste estudo, como por exemplo:

e considerar a fracao f de hospedeiros nao parasitados como uma funcgao distinta

daquela apresentada na equagao (2.3);

e considerar uma movimentacao do parasitéide como sendo de taxia, com relagao

ao hospedeiro - O parasitoide é atraido pela presenca do hospedeiro;

e considerar uma movimentacao do parasitéide como taxia concomitante com a

presenca de refugios para os hospedeiros.
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APENDICE A EQUACOES A DIFERENCAS
DE PRIMEIRA ORDEM

Modelos de crescimento populacional onde a varidvel independente ¢
assume valores discretos, denominados geragoes, sao melhor descritos por equagoes
a diferencas. Tais modelos sao adequados para descrever a dinamica de espécies que
nao apresentam sobreposigao de geracoes (adultos morrem e sdo substituidos por
seus descendentes). Também sao bem descritos por estes modelos, as variagoes de
populagoes de organismos que sofrem mudancas abruptas, ou seja, passam por uma

seqiiéncia de fases discretas durante sua vida.

Caso a populacao ;.1 da espécie, na geracao t + 1, seja funcao
apenas da populacao x;, na geracao t, teremos uma equagao a diferengas de 1*

ordem autonoma:

T = f(x4), (A.1)

para t =0,1,2, ...

Uma solugao da equagao (A.1) é uma férmula geral que fornece z;

na geracao t, para algum valor inicial zy especificado.

As equagoes a diferencas que enfocaremos neste apéndice sao todas da

forma (A.1).

A.1 EQUACOES A DIFERENCAS LINEARES

Uma equagao a diferencas de 1* ordem sob a forma (A.1) é dita linear
se e somente se a operacao sobre a funcao incognita  xy for linear, isto é,
f(x;) = axy + b. Nas equagdes a diferengas lineares de 1* ordem enfocadas neste

trabalho, b sera sempre nulo.
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Consideremos, entao, uma equacao a diferencas, de 1* ordem linear:

Tip1 = a Ty, (A.2)

e suponhamos conhecido um valor inicial 2y (na geragao zero).

Iterando a equagao (A.2), isto é, atribuindo sucessivamente os valores

0,1,2,... para t, podemos escrever:
r1 = axy,

To = AT1 = T = CL2$0,

Ty = axs = T3 = a7y,

donde podemos concluir que a solugdo da equacao (A.2) é:

xy = a'xg. (A.3)

Na sec¢ao seguinte veremos como sao determinados os equilibrios, bem

como, sua estabilidade referentes a equacao A.1.

Nas Fig.A.1 e Fig.A.2 apresentamos o comportamento da solugao (A.3)
para a em intervalos distintos, sendo que a < —1 foi usado nas Fig.A.1(a) e (b),
—1 <a <0 nas Fig.A.1(c) e (d), 0 <a <1 nasFigA2 (a)e (b) e a>1 nas
Fig.A.2 (c) e (d).

Se a < —1, temos uma seqiiéncia oscilatoria ( x; alterna seu sinal de

geragao em geragao) divergente (|x;| — oo quando ¢ — 0);

Se —1 < a < 0, temos uma seqiiéncia oscilatéria ( z; alterna seu sinal

de geragao em geragao) convergente (|x;] — 0 quando t — o0);

Se 0 < a < 1, obtemos uma seqiiéncia monotona crescente se g < 0,

mondtona decrescente se xp > 0; em ambos os casos, |z;] — 0 quando t — +oc;
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Figura A.1: Evolugao temporal de z; = a'zg. (a) a=—-1.2< —1 com =z = 1,2, (b)
a=-1,2<—-1lcom z9p=-1,2, (¢c) a=-0,5,isto é, —1 <a <0 com
xo=1,2, (d) a=-0,5,isto é, -1 <a <0 com zg=—1,2.

Se a > 1, obtemos uma seqiiéncia mondtona crescente se xg > 0, com
r; — +o00 quando t — oo ou mondtona decrescente se xg < 0, com z; — —00

quando t — +o0.
Portanto podemos concluir que:

e se |a] < 1, temos uma seqiiéncia convergente para zero, isto é, |z;| — 0, quando

t — o0.
e se |a] > 1, temos uma seqiiéncia divergente, isto é, |x;| — oo, quando t — oo.
Podemos ainda complementar esta andlise observando que:

e se a = —1, teremos a seqiiéncia {xg, —xo, o, —Z¢, ...} que é um ciclo de periodo

dois (Veja Fig.A.3 (a) para xy > 0 e (b) para xy < 0).

e se a = 0, teremos a seqiiéncia {zo,0,0,0, ...}, indicando extingao de espécie (Veja

Fig.A.3 (c) para o >0 e (d) para xy <0).
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Figura A.2: Evolugao temporal de z; = a’xzg. (a) a = 0,8, isto ¢, 0 < a <1 com
xo=1,2, (b) a=0,8,istoé, 0 <a<1 com z9g=-1,2, (¢) a=1,2>1
com zop=1,2, e(d) a=1,2>1 com zy=—1,2.

e se a = 1, teremos a seqiiéncia {zo, xg, o, To, ...}, indicando que iniciando com
qualquer valor zp, « permanece constante (equilibrio). Estas situagoes estao

representadas na Fig.A.3 (e) para g > 0 e Fig.A.3 (f) para zy < 0.

A.2 EQUACOES A DIFERENCAS NAO-LINEARES

O estudo de equacoes a diferencas nao-lineares faz-se necessario, pois os
modelos que melhor se adaptam para descrever o comportamento de grande parte

dos sistemas bioldgicos sao nao-lineares.

Uma equacao a diferencas nao-linear de 1* ordem autéonoma é uma

equagao da forma:

L1 = f(xt)a (A-4)

onde a operacao sobre a funcao incognita x; nao é uma operacao linear.
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Figura A.3: Evolugao temporal de x; = a'mg. (a) a = =1 com z9 = +1,2 (b)
a=-1 com z9p=-1,2; (¢) a=0;com z9p=+1,2; (d) a=0 com

ro=-1,2 (¢) a=+1com z9g=+1,2 (f) a=+1com xy=—1,2

Em geral, ndo podemos obter uma soluc¢ao analitica (isto é, em termos
de fungoes elementares de t) quando a equacao é nao-linear. Entretanto, é possivel
obter informacoes sobre a natureza das solugoes, seu comportamento qualitativo,
além de efetuar iteracoes da referida equacao, visualizé-la através de uma calculadora
grafica ou de um computador. A equacao é uma solucao dela prépria ja que é um

algoritmo recursivo.
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A.3 PONTOS DE EQUILIBRIO E SUA ESTABILIDADE

Dada uma equagao a diferencas de 1* ordem:

T = f(@), (A.5)

uma solucao de equilibrio T ¢ definida como sendo o valor que satisfaz a relagao:

Ti41 = T = E, (AG)

de modo que nenhuma mudanca ocorra da geracao t para a geracao t + 1

[Edelstein-Kashet, 1988].
Substituindo a condi¢ao (A.6) na equacao (A.5), segue que

T = f(7), (A.7)

donde concluimos que = é um ponto fixo da funcao f.

Para determinar a estabilidade de um equilibrio, devemos analisar o
comportamento da solucao apdés uma pequena perturbacao no equilibrio, isto é,

quando estiver em pontos proximos do equilibrio.

Dada uma solucao x; préxima da solugao de equilibrio 7, ela se

aproximara ou se afastara de =7

Consideramos entao, que em um certo instante ¢, tenhamos x;
préximo do equilibrio, isto é,

Ty = T ‘I— (S (Ag)

onde T é uma solugao de equilibrio e ¢; é uma pequena perturbagao (afastamento)
positiva ou negativa com relacao ao equilibrio Z. Se, com o passar do tempo, x; se
aproximar de T (com ou sem oscilagao), temos que o médulo do afastamento ¢,
diminui, em outras palavras: quando t — oo, z; — T o que implica em || — 0.

E se x; se afastar de 7, significa que |¢| aumenta.
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Para obter uma equacao a diferengas para ¢;, substituimos ( A.8) na

equagdo (A.5), donde escrevemos: T + €41 = f(T + €), isto é,

g1 = [f(T+e)—T. (A.9)

Explorando o fato de que, em A.8, ¢, é muito pequeno, expandimos a

funcao f em uma série de Taylor em poténcias de ¢;, o que fornece:

f@+e)=f@+ @)+ 0().

Desprezando os termos quadraticos e de ordem superior em ¢; (muito
pequenos), obtemos: f(T + ¢) ~ f(T) + f(T)e; que, substituindo em (A.9), e

usando a condicao (A.7), fornece:

e == f'(T)e. (A.10)

Observamos que (A.10) é uma equagao a diferengas linear de 1* ordem,

autonoma, do tipo (A.2) que tem como solugao, conhecido o valor de ¢ :

e =~ [f(T)] €. (A.11)

Observamos, portanto, que, embora os métodos utilizados para equagcoes
lineares nao possam ser aplicados diretamente para as equagoes a diferengas nao-
lineares, serao lteis para analisar o comportamento de algumas solugoes. Exami-
nando cuidadosamente o que acontece préximo a um ponto de equilibrio, podemos

compreender em parte o comportamento de um sistema.

Fazendo uso destas consideragoes colocadas no final da seccao A.1, con-

cluimos que:

Se |f'(T)] < 1, a perturbagao ¢ ird decrescer em médulo e o ponto de
equilibrio serd linearmente estavel ( |e;] — 0 quando ¢ — oo). Por outro lado, se
|f'(Z)| > 1, a perturbagao ¢; diverge e o ponto de equilibrio ¢é instavel (|e;] — oo

quando t — 00).
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Graficamente, os pontos de equilibrio de uma equacao a diferencas po-

dem ser determinados através da intersec¢ao das curvas x4 = f(x;) e x4 = 4.

A condicao de estabilidade dos pontos de equilibrio |f'(Z)| < 1,

estabelecida anteriormente, significa que a reta tangente ao gréafico de f(z;) no

ponto T, tem inclinacao em modulo menor que um.

Xt +1
3

Figura A.4: Gréfico da intersecgdo da curva zyexpr(l —z¢) com areta xpy1 = xy.

Xt+1
4,
3.5} a
3f d
2.5¢
2,
1.5}
C
l’ """""""
o5t/ ~ T b
i 5 3 P

Figura A.5: Reta x4y1 = x, representada por “a” com a curva xp41 = xrexpr(l — xy)

representada por “b” e as retas tangentes a curva nos pontos de equilibrio

[1PN))

x9 =1 e x1 = 0 respectivamente representadas por “c” e “d”
Tep1 = —0,22: + 1,2 e x441 = 3,320116923 ;.

Para exemplificar, usaremos a equacao a diferencas:

Tip1 = xpexplr(l — xy)], (A.12)

que é uma equcao a diferencas nao-linear.
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Figura A.6: Evolugao temporal de z;expr(l —xz;) para r=1,2 e x9=0,5.

Como visto anteriormente, os pontos de equilibrios devem obedecer a
relagdo: 1 = 2y = T, logo (A.12) fornece: T = Texp[r(l —Z)] = 237 =0 ou

zo = 1, ou seja, a equagao possui dois pontos de equilibrio (veja Fig.A.4).

Pelos graficos das Fig A.4 e Fig.A.5, podemos observar que 7; =0 ¢é

um ponto de equilibrio instavel e To =1 é ponto de equilibrio linearmente estavel.

Fazendo iteragdes com a equacao z;expr(l — z;) podemos observar o

que acontece nas proximidades de um ponto de equilibrio (veja Fig.A.6).

A.4 MODELO DE RICKER

Na seccao anterior, estudamos as equacoes a diferengas nao-lineares,
bem como o método para encontrar seus pontos de equilibrio e determinar sua

estabilidade.

Nesta sec¢ao, estudaremos o modelo de Ricker:

Niy1 = Nyexplr(l — %)] (A.13)

Trata-se de um modelo com o tempo t discreto para a dinamica

de populagoes de uma tunica espécie. E baseado na observagao de que o fator de
Npps

t
efeitos devem ser originarios da competicao intra-espécie de individuos por recursos

crescimento ¢ uma funcao decrescente da densidade populacional. Estes
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limitados ou por outras consideracoes relacionadas com o meio ambiente, incluindo

a predacao, doencas, etc.
Na equacao (A.13), r e k sdo constantes positivas. A quantidade
A=ex (1))
=exp |r|(l——
p k )

- Nip
¢é o fator de reprodugao +

, que ¢é dependente da densidade populacional.
t

Na Fig.A.7, representamos a seqiiéncia (série temporal) para r = 1,2

e k =50, com diferentes valores de Nj.

=] =

Os equilibrios deste modelo sio N tais que, N = N exp[r(l —
donde obtemos: N; =0 e Ny =k.

)l

Dos gréficos apresentados na Fig.A.7, concluimos que N; = 0 é um

equilibrio instavel e Ny =1 ¢é um equilibrio linearmente estavel.

Se Ny < K, a populagao de hospedeiros cresce até N; = K (Fig.A.7
(a)); se No = K, a populagao de hospedeiros permanece constante (Fig.A.7 (b));

e se Ny > k, a populagao de hospedeiros decresce aproximando-se de K (Fig.A.7

().

O estudo da representacao grafica x; xy11 e seus equilibrios sera feito

com o modelo adimensional na seccao A.4.2.

Antes de efetuar calculos analiticos para determinar a estabilidade destes

equilibrios, construiremos a versao adimensional do modelo (A.13).

A.4.1 VERSAO ADIMENSIONAL

Definimos uma nova variavel dependente adimensional x;, através de

N,
— =z, que substituida na equacdo (A.13), fornece: k zq = 2, kexp[r(1l — )],

k
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N N
100 100
80 80
60 60
.
40 40
.
20 20
t t

80

60

40

20

2 4 6 8 10

(c)

Figura A.7: Evolugao temporal da populagao em um modelo de Ricker, com ca-
pacidade de suporte k = 50. e r = 1,2.(a) Ny =10 < k (b)
No=50=Fk (c) Ny=90>k.

donde obtemos a versao adimensional do modelo de Ricker (A.14), a qual envolve

apenas um parametro 7, que é, portanto o inico parametro relevante do modelo.
Tip1 = xpexplr(l — zy)]. (A.14)

Apresentamos na Fig.A.8, graficos ;.1 xx; correspondentes a diversos

valores de r, juntamente com a reta ;.1 = ;.

A.4.2 PONTOS DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE
Da equagao (A.14), obtemos dois equilibrios: 7; = 0, que significa
extincao de espécie e To = 1, com persisténcia da populacao.

Como a equagao (A.14) é nao-linear, a condigao de estabilidade linear

é: |f'(T)] < 1,onde f(T)=7 explr(l—7a)].
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Xt+1
4,
3.5¢
3,
2.5¢
2,
1.5} a
1
0.5 S b
1 2 3 7 Xt
(a)
Figura A.8: Grafico da curva ;. = xpexp[r(l — x;)] e da reta x4 = a4

[P

para diferentes valores de r : curva “a” para r = 0.5; curva “b” para
r=1,2 ecurva “c” para r = 3,5.

Calculando a derivada da funcao f, obtemos:
1@ = (1 17 explr(1 - 7)),
donde
f(@) =exp[r] >1, Vr>0 e f'(T2)=1—r.

Entao, T = 0 ¢ equilibrio instavel, Vr >0 e Ty = 1 ¢ equilibrio
linearmente estével, se |1 —7r| < 1,isto é,se 0 <r <2 (2; — 1 monotonicamente
se 0 <r < 1, como mostrado na Fig.A.9 e com oscilacoes se 1 < r < 2, como

mostrado na Fig.A.10).

Os graficos das Fig.A.9 e Fig.A.10 (a) e (c¢), chamados diagramas tipo
teia de aranha (“cobweb”), sdo graficos que apresentam em um mesmo sistema de
ccodenadas a curva z,11 = f(x;), bem como a evolu¢ao de valores da variavel de-
pendente a partir de um valor inicial x(, construida a partir desta curva, juntamente

com a reta Ty = 2.

Dado x(y sobre o eixo horizontal, tracamos uma reta paralela ao eixo
das ordenadas até a curva z;.; = f(2¢); a ordenada f(z() correspondente é o valor

x1. Com o objetivo de trazer este valor para o eixo horizontal, fazemos uso da reta
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Xt +1 Xt
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1. 5
I 1\*’~
0.5 0.5
0.5 1 l.‘5 2 2.5 3 Xt 0 5 10 15 20 25 30
(a) (b)
Xt +1 Xt
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0. S/W
0.‘5 1 1.5 2 2.5 3 Xt 0 5 10 15 20 25 30t

(c) (d)

Figura A.9: Os equilibrios e a série temporal do modelo adimensional de Ricker com
r=20,5istoé, 0 <r <1 (a) e (b)com zy = 1,5. (c)e (d) com
Ty = 0, 5.

bissetriz do primeiro quadrante.A partir deste valor de x, repete-se o procedimento
acima para determinar o valor de x5, e assim por diante. Na pratica, traga-se apenas

o que esta pontilhado nas figuras em questao.

Nas situacoes apresentadas em ambas as figuras Fig.A.9 e Fig.A.10,
podemos observar que os pontos se aproximam do equilibrio linearmente estavel
Ty = 1. Na Fig.A.9,esta aproximagao ¢ monotonica (0 < r < 1) e na Fig.A.10, de

maneira oscilatéria (1 <r < 2).

O que ocorre com a série temporal em um modelo de Ricker adimen-
sional se 7 > 2 7 Neste caso, ja sabemos que nem o equilibrio T; =0 nem 7, =1
¢ linearmente estavel. Iterando a equacao a diferencas do modelo se r = 2,2,
obtemos os graficos apresentados na Fig.A.12, onde observamos que, passados os

transientes, a série temporal exibe um comportamento de ciclo de periodo dois, isto
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Xt +1
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
it 1| A A A et eseoeososocsssoossess
osf/ T 0.5
0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 5 10 15 20 25 30
(a) (b)
Xt +1 Xt
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
: p> e
0.5 0.5
0.5 1 1.5 2 2.5 3 X 0 5 10 15 20 25 30"
(c) (d)

Figura A.10: O equilibrio e a série temporal do modelo adimensional de Ricker com
r=1,7 istoé, 1<r<2. (a) e (b) zo=1,5 (c)e (d) zy=0,5.

é, existem 2 valores x3 e x4 que se alternam indefinidamente. Estes valores podem

ser determinados a partir da condigao:

Tipo = Xy, isto é, f(xy1) = xy, ou ainda  f[f(xy)] = x4, donde

observamos que 7Z; sao pontos fixos da funcao composta f2.

Para o modelo de Ricker adimensional (A.14) teremos:

Tppo = Typr1 €Xp[r(l — x441)] = 24 (A.15)

Substituindo x4 = xyexp[r(l — ;)] em (A.15) obtemos:
Tipo = Ty €XP [ — 7"( — 2+ 2 + 2. explr(l — :vt)]ﬂ = xy, (A.16)

onde
Ty exp [ — 7’( — 2+ 2, + x4 explr(l — xt)])} = f(xy), (A.17)
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cujos pontos de equilibrio para r = 2,2 sao: 7, =0, Ty =1, T3 = 0,497059
e T4 = 1,50294 (veja Fig.A.11), obtidos através da intersecgdo das curvas

Ti42 = fQ(ﬂUt) € Tpyo2 = Ty.
Xt +2
2
1.75
1.5
1.25
1
0.75
0.5
0.25

0.5 1 1.5 2 2.5 3 X

Figura A.11: Grafico da curva x;19 = x4 exp [— 7“( — 2+ x + . explr(l — xt)])} e da
reta xyp0 =y para r=2,2.

Para que os pontos de equilibrio 73 = 0,497059 e x4, = 1,50294

d
sejam estaveis devemos ter ‘(d—fZ) <1 para 1 =3,4 e 2 <r <r* isto
x

z;

significa que:

d
)—fQ(fs)] = ‘%f2(0,497059)‘ =0,215724 < 1

d o d ,
@ — | L 201 50204)| = 0. 2157248 < 1.
‘dxf(“) ’dxf<’509)‘ 0,2157248 <

Quando r > r* ~ 2,6772, nenhum dos pontos 7;, com i =1,2,3,4
seré equilibrio linearmente estdvel da funcao f2, aparecendo entdo ciclos de perfodos
maiores, ( 2",n €Z,, n > 1). O valor de r* §é calculado a partir da condi¢ao de
|z,| = 1. Teremos entdo uma seqiiéncia de duplicac¢ao de periodo, até chegar em um

regime caotico.

Na Fig.A.12 aparece um ciclo de periodo 2, isto é, dois valores que se

alternam indefinidamente.

Na Fig.A.13 aparece um ciclo de periodo quatro, isto é, quatro valores
que se alternam indefinidamente. Na Fig.A.14, ja podemos perceber a tendéncia ao

caos.
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Xt+1 Xt
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5

[
=

0.5 0.5
0.5 1 1.5 2 2.5 3 Xt 0 10 20 30 40 50t
(a) (b)
Xt+1 Xt
2 3
1.75 25
1.5
1.25 2
1 1.5
0.75 1
0.5
0. 25 0.5
0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 Xt 0 10 20 30 40 50t
(c) (d)

Figura A.12: Os equilibrios e a série temporal do modelo adimensional de Ricker
com r=2,2istoé, r>2. (a)e(b): g=0,1. (c)e (d):zg=1,5.

Xt+1 Xt
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 ‘ 0.5
0.5 1 l.‘5 2 2.5 3 0 10 20 30 40 50t
(a) (b)

Figura A.13: Os equilibrios e a série temporal do modelo adimensional de Ricker
com r=2,6,isto é, r>2 com xyg=1,5.
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Xt +1 Xt
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 f 1.5
1 ‘A 1
0.5 0.5
0.5 1 1.5 > 2.5 3 0 10 20 30 40 50

(a) (b)

Figura A.14: Os equilibrios e a série temporal do modelo adimensional de Ricker
com r =28 isto é, r> 2. com xg=1,5.

x

P N Wb OO N

0 1

Figura A.15: Diagrama de bifurcagdo do modelo de Ricker adimensional com seus
equilibrios.

Uma sintese deste estudo é mostrado pelo diagrama de bifurcacao, re-
presentado pela Fig.A.15. O grafico representa os efeitos da variacao do parametro

r sobre a existéncia e estabilidade das solugoes de equilibrio.

A Fig.A.15 foi obtida obtida iterando (300 iteragoes) a equagao (A.14),

9
para diferentes valores de r no intervalo [O; 5} e marcando para diferentes valores
de 7 o(s) valor(es) resultante(s) das iteragoes 200 a 300. Os pontos sao, portanto,

os valores assintéticos de ;.

Como mostrado anteriormente observamos que o equilibrio 7o = 1

é estavel para 0 < r < 2; para 2 < r < r* = 2,6772, teremos ciclo de periodo
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2 e para maiores valores de 7, poderemos encontrar ciclos de periodo 2", com
n = 2,3,..., bem como atratores cadticos. Os valores de r para os quais ha uma

mudanca de comportamento do sistema sao chamados pontos de bifurcacao.
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APENDICE B SISTEMAS DE DUAS
EQUACOES A DIFERENCAS
LINEARES AUTONOMAS DE
PRIMEIRA ORDEM

Um sistema de duas equacoes a diferencas lineares autonomas, de 1

ordem pode ser escrito sob forma vetorial,

U1 = Aut, (B].)
onde :
Ty
u =
Yt
a1 a2
A=
Q21 A22

Antes de procurar a forma da solucao geral do sistema acima, observa-

mos que ele aum tnico equilibrio:

W =W =u=

Procurando solugoes do sistema (B.1) sob a forma:

u, = \'v, (B.2)

onde A ¢éum escalar, que iremos determinar, substituimos (B.2) no sistema (B.1),

donde obtemos:

Ny = ANy, (B.3)

Como A # 0, podemos dividir as equacoes do sistema por A!, o que

fornece:
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A v=)\v. (B.4)

Portanto, concluimos que o A procurado é um autovalor da matriz A,

tendo v como o autovetor correspondente.

A equacao caracteristica é:

N —BA+vy=0, (B.5)

onde [ = aj; + ag (trago da matriz A), v = ajja9 — ajpas (determinante da

matriz A), que tem como solugoes, os autovalores da matriz A dos coeficientes:

/32 _
Al = b+ g 47. (B.6)

Podemos verificar, no quadro resumo, as diversas possibilidades para

os autovalores.

A =3 — 4y autovalores
A=0 reais e iguais a 5
A>0 reais e distintos
A<O complexos com parte imaginaria
diferente de zero

Supondo A; # Ay e usando o principio da superposicao de solugoes,

podemos escrever a solucgao geral do sistema (B.1) sob a forma:

2
t t t
W = 1 A]V] + CAgve = E CiA Vi, (B.7)
i=1
onde v; (i = 1,2) sao autovetores constantes correspondentes aos autovalores

A(i=1,2).
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Os autovetores sao determinados a menos de uma constante multiplica-

tiva, isto é, de (B.4) temos:

onde
Vi = =cC )\7, — al ) (Bg)
Yi .

é o autovetor correspondente a \;, desde que a5 # 0.
Portanto, a solugao geral de (B.7) é dada por:

Lt t 1 t I
u; = =d; >‘1 AL —aq + da )\2 Ao — ay ! (BlO)

Yt
Q12 Q12

onde d; e dy sao constantes que devem ser determinadas de modo a satisfazer as

condicoes iniciais, isto é:

0 1 1
= dy A1 —an + da Ao — an ’

Yo
a2 a2

donde obtem-se:
$0()\2 - CL11) — Yol12

di =
! A2 — A1

(B.11)

_ Yol12 — 130()\1 - Gn)

As — A

Portanto, podemos concluir que: u; — 0 se |\ <1 para i=1,2.

da (B.12)

ouseja, ry — 0 e y — 0 se:

‘ﬁivgtﬂd, (B.13)
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além de que 3% > 4. Caso, para algum ¢ = 1,2, tivermos |)\;| > 1 teremos: |z

e |y;| — oo quando t — oc.

Se 3% < 47, as rafzes da equacdo caracteristica serdao complexas, isto

¢, M =a+b e X = a—bi. Escrevendo A2 = a=£ b na forma polar
. . a

temos: a £ bi = r(cosf + isenfl), onde a = rcos, b = rsend, 0 = arctg(g) e

r = |Aa| = (a2 4 b?)2. Os equilibrios serfio estéveis se (a® +b?)z < 1.

g

Ay — 32
Tomando QIE e b:fy—ﬁ

2
incluido na condicao de estabilidade quando as raizes sao reais.

, 0 caso de raizes complexas fica

A seguir, veremos as condigbes de estabilidade quando as raizes da

equacao caracteristica sao reais.

Para que as raizes da equagao caracteristica, A; e Ay, dada em (B.10)

Iﬁi\/52—4 |

sejam reais (5% > 4v) e tenham |\;o| <1, devem satisfazer
além de (3% > 4+, isto é:

< —. B.14

7< (B.14)

Mostraremos, a seguir, que (B.13) e (B.14) implica em

16— 1<~y <1, (B.15)

onde [ e 7 sao o trago e o determinante da matriz A. Para mostrar este fato,

temos da desigualdade (B.13):

B4 VP -4y
1< 5 <1

Analisando separadamente A; e Ay devemos ter:

A = g _ —Vﬁz_h > 1 (B.16)

Ay = 9 At} (B.17)
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24
Para 3 >0, Ay <1 implicaem A; > —1. Assim, 1 > b+ g 7 =
2—4
1— g > %, mas como 3 = |3], temos:
/3?2 —4
Bl VB -y (B.18)
2 2
/32 — 4 2 _ 4
Para 0 <0 temos: 1> — (ﬁ 7) = 1+ 5 %
Logo, A\ > —1 implicaem Ay <1, e como (= —|3| temos:
V3?2 —4
T B Vit (B.19)
2 2
Portanto, tanto para 3 > 0 quanto para [ < 0, temos a mesma
condicao:
3?2 —4
1- ’—g’ > % V3. (B.20)
De (B.19) obtém-se (elevando ao quadrado ambos os membros):
g —4y
\5\+|| S0 7 =1—8|> -,
ou seja,
1Bl <~v+1, (B.21)
isto é:

|B] — 1 <, que é o lado esquerdo de (B.15).

Como 5 é ponto médio entre A\; e Ay temos que |A| <1 implica
2
em: ‘g‘ < 1 donde obtemos:% < 1, que com (B.14) fornece:

2

'y<%<1:>7<1, (B.22)

que ¢ o lado direito de (B.15).

Assim, obtemos: || —1 <y < 1.



Apéndice B 161

Esta é a condi¢@o para que todas as solugdes do sistema (B.1) tendam

a (7,7) = (0,0), quando t — o0, isto é, o equilibrio (0,0) ¢ estével.

No caso de termos mais de duas equagoes, existe outro critério para a

estabilidade dos equilibrios, chamado Jury Test[ Edelstein-Keshet, 1988].
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APENDICE C SISTEMAS DE DUAS
EQUACOES A DIFERENCAS
NAO-LINEARES

Seja o sistema de equagoes a diferengas:

u = Fuy), (C.1)

onde a funcao

Ty, x
F(u) = fen ) , e w = ! ,sendo f e ¢ funcoes

9(x¢, ye) Yt
nao-lineares de x; e de 1y, e seja W um ponto de equilibrio do sistema, isto é,

Uy = Wy = U=

8|

<

Substituindo esta condi¢do em (C.1) obtemos:

i = F (7). (C.2)

Para analisar a estabilidade linear desse estado de equilibrio, introdu-

zimos uma pequena perturbacao w, tal que:

W = U+ Wy, (CS)

onde

€t
W =

T
O equilibrio 1 ¢ dito linearmente estavel se e somente se lim w; = 0.
t—-+o0

Caso contrario, u; se afasta de U quando t — oo e o ponto de equilibrio é

instavel.
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Substituindo a equacao (C.3) em (C.1), obtemos:

u+ Wil = F(ﬁ + Wt). (04)

Expandimos

Fu+w) = fE+ay+m) ) (C.5)

9T+ €, 5+ 1)

em série de Taylor em poténcias de ¢, e 7, em torno do ponto de equilibrio (Z,7),

COomo segue:

<Y

f@raytn) | (/@D +LEEDa+ @D ) (C.6)

) + gz (T’ y)et + gy(fv @)Ut

<

9T+ e, g+ m) 9(7,

onde desprezamos termos quadraticos ou de ordem superior em €, e 17; (muito

pequenos).

Substituindo (C.6) em (C.4), fornecerda a aproximacao linear do sis-

tema de equacoes a diferengas para ¢, e 7 :

T+ €t+1 -~ f(f> g) + fx(fa g)et + fy(fa y)nt

~ : (C.7)
y + Nt+1 g<f7 y) + gw(fv y)Et + g?J(T? ?)Ut
que, usando (C.2) fornece:
€ =T, Y) + [,(T, Yy €
H L@y + L@y | _ [« ()
Ti+1 9z (fa g) + gy (Ta g) Up

ou seja, o afastamento w; de u; com relacao ao equilibrio u satisfaz aproxi-
madamente o sistema:

Wi = JWt, (Cg>

onde definimos:

J= , (C.10)
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denominada matriz Jacobiana do sistema de equagoes nao lineares (B.1) calculada

no equilibrio u.

O sistema linear (C.9) cuja estabilidade do equilibrio (0,0) (que implica
em estabilidade linear do equilibrio (Z,7) de (C.1)) queremos analisar, segue o que

apresentamos no Apéndice B, a saber:

€
Dado um afastamento inicial ‘ ,
Mo
€
sua solugao por (B.10), (B.11) e (B.12) é w4y = ' , tal que:
Ug
. €o(>\2 - &11) — ToA12 A 1 NoQ12 — 60()\1 - Gn) A 1
Wiyl = Mo — Ay 1 Al — aqg + Ay — \; 2 A2 —an
a2 12

(C.11)
Além disso de (B.15), temos que || — 0e || — 0,isto é, 24 =T e yy — 7Y
quando t — oo, se |B| <147 < 2,onde § é o trago da matriz Jacobiana J e ~
é o determinante da matriz Jacobiana. Estas sao as condig¢oes para a estabilidade

linear do equilibrio (7, 7).
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